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Introduction

Marquée par des années d’histoire, 1intrication quantique est, probablement, I'un des
concepts les plus étonnants et contre-intuitifs de toute la physique. Tout commence lorsque
trois physiciens, Einstein, Podolsky et Rosen (EPR) publient, en mai 1935, un article visant
A remettre en cause l'interprétation usuelle! de la mécanique quantique [1]. C’est ainsi que
Bohr [2], en tant que I'un des péres fondateurs de 'école de Copenhague, prit part au débat
en s’opposant fermement aux idées avancées par Einstein. Il s’ensuivit de longs échanges entre
les deux physiciens de renom, chacun d’entre eux défendant son point de vue. A l'inverse de
Bohr, Einstein tente de réfuter 'interprétation de Copenhague de la mécanique quantique
allant & I’encontre de la vision intuitive du réalisme local. Bien que riche d’un point de vue
historique, philosophique et physique, le débat entre Bohr et Einstein est d’ordre épistémo-
logique et n’attire, a ’époque, pas grande attention. L’une des raisons de ce désintérét est la
suivante : ’équation de Schrodinger a été postulée en 1926, marquant le point de départ de
la mécanique quantique. Cette derniére meéne les physiciens & d’innombrables résultats théo-
riques et expérimentaux durant le courant du XX¢ siécle. Ceux-ci n’ont guére trouvé judicieux
de s’intéresser au débat philosophique entre Bohr et Einstein qui s’est poursuivi jusqu’a la
mort des deux protagonistes.

Ce n’est qu’en 1964 que Bell publie un article dans lequel il présente une certaine inéga-
lité que doit impérativement respecter la théorie défendue par Einstein aussi appelée théorie
locale & variables cachées sans quoi, I'interprétation de Copenhague prénée par Bohr sortirait
vainqueur du débat [3].

L’article de Bell est d’'une importance particuliére étant donné qu’il permet d’amener le
débat Bohr-Einstein sur la scéne expérimentale, débat qui, jusqu'en 1964, était de nature
épistémologique. Quelques années plus tard, en 1981, Aspect et al. effectuent une expérience
impliquant des paires de photons intriqués présentant des corrélations telles que les inégalités
de Bell furent violées [4]. L’expérience d’Aspect mit & mal le réalisme local proné par Einstein
46 ans auparavant. De ces résultats expérimentaux, il s’ensuit que certains systémes physiques
peuvent présenter des degrés de corrélation étonnants, a I’encontre d’une théorie locale a
variables cachées, & I’encontre de notre conception intuitive plus classique.

En fin visionnaire, Feynmann a discuté entre autres, en 1982, de ces systémes intriqués
présentant des particularités étonnantes de violation des inégalités de Bell en publiant ce qui
constitue, sans doute, le premier article dédié a la théorie quantique de I'information (Quantum
Information Theory QIT, en anglais) [5]. Depuis lors et jusqu’a ce jour, le nombre d’articles
contribuant & la théorie quantique de I'information ne cesse d’augmenter et la notion d’intri-
cation quantique y joue un role crucial. Elle est vue comme une ressource primordiale devant
permettre aux ordinateurs quantiques de surclasser nettement les ordinateurs classiques.

Un systéme physique S constitué d’un certain nombre de parties S1, Sa,..., Sy (N € Np)

1. dite de Copenhague
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Indépendamment de la notion d’intrication quantique, il existe également le concept
d’indiscernabilité. Par définition, deux particules sont identiques si elles sont de méme na-
ture, c’est-a-dire que leurs caractéristiques intrinséques telles que leur masse, charge élec-
trique, spin, entre autres, sont identiques. Ces deux particules sont, en plus de cela, désignées
d’indiscernables si elles sont identiques et que leur fonction d’onde spatiale est susceptible de
se superposer. A l'inverse, deux particules sont qualifiées de discernables si elles préservent
leur individualité i.e, si 'on peut attribuer a chacune d’elles une numeérotation physique (ap-
pelée label, par la suite) [6]. En d’autres termes, des particules discernables sont soit de nature
différente, soit de méme nature mais dont les fonctions d’onde spatiales ne se recouvrent pas 2
(ex. : un systéme constitué d’un électron et d’un proton, un ensemble d’atomes disposés sur
des sites distincts, etc). Pour un systéme constitué de particules indiscernables, le postulat de
symétrisation stipule que parmi tous les états I’espace de Hilbert associé, seuls ceux qui sont
entiérement symétriques et ceux qui sont entiérement antisymétriques vis-a-vis de 1’échange
de deux particules sont susceptibles de décrire une situation physique.

Sur base de la définition usuelle de 'intrication et & cause du postulat de symétrisation,
hormis le cas particulier de N bosons occupant le méme état, tous les états décrivant des
systémes de plusieurs particules indiscernables seraient intriqués ce qui est de nature a susciter
quelques interrogations. Ce n’est que depuis peu que la problématique de l'intrication des
systémes indiscernables commence a faire 'objet d’études plus poussées. Ce mémoire vise &
faire le point sur les derniéres avancées [7,8|.

Le premier chapitre de ce mémoire est entiérement consacré a la présentation détaillée
de la problématique de ’intrication ainsi qu’a de la problématique de 1'indiscernabilité. Dans
le deuxiéme chapitre, pour des systémes bipartites, nous présenterons la notion d’ensemble
complet de propriétés, notion qui constitue la pierre angulaire de la nouvelle approche de
I'intrication présentée par Ghirardi et al. dans une série d’articles publiés au début des années
2000 [7,8]. Suite a cela, nous tenterons de nous approprier la nouvelle définition de I'intrication
pour des systémes de deux particules et de 'expliciter au travers de simples exemples de
théorie quantique de I'information faisant intervenir des qubits. Enfin, nous dresserons quelques
critéres d’intrication tant pour les systémes de deux particules discernables qu’indiscernables
(fermions et bosons). Nous proposerons également nos propres démonstrations a ces critéres
de séparabilité qui, pour certains, ne sont pas démontrés dans la littérature et pour d’autres,
utilisent le formalisme de la seconde quantification qu’il est possible d’éviter.

Pour rappel, un qubit est une entité physique décrite par un vecteur ket |¢)) pouvant étre
dans deux états orthogonaux |0), |1) ou n’importe quelle combinaison linéaire de ces deux
états. Dit autrement, |¢)) peut s’écrire comme

) = al0) +BI1), avec [af2+ |82 = 1.

A titre d’exemple, une particule de spin 1/2 avec laquelle on travaille dans la base B des
états propres communs aux opérateurs® S2 et S, définie comme B = { |+),]—) } constitue

2. dit autrement, deux fonctions d’onde spatiales ne se recouvrent pas si elles sont toutes deux & support
disjoint.

3. S, correspond a la composante selon une certaine direction e, de 'opérateur de moment cinétique de
spin S et §? désigne la norme au carré de S.



un qubit. Dans ce cas précis, on définit
0) = |4) et
) =1-).

De fagon plus générale, un qudit est un systéme physique pouvant étre dans d états or-
thonormeés |0),|1),...,|d — 1) ou n’importe quelle combinaison linéaire de ces états.

Bien qu’en plein essor, les articles scientifiques dévoués a l'intrication des systémes indis-
cernables sont restés restreints aux systémes de deux particules. Rares sont les articles traitant
des systémes constitués d’'un nombre quelconque de parties. Dans le troisiéme chapitre de ce
mémoire, nous tenterons de généraliser les concepts du second chapitre aux systémes plus dé-
licats de trois particules et plus et nous tenterons de dresser des premiers critéres d’intrication
pour de tels systémes.






Chapitre 1

L’intrication quantique : approche
standard

“Quantum mechanics deals with a range of phenomena
which is [...] outside the experience of ordinary humans for
which evolution simply didn’t provide you the means to
visualize it.”

L. SUSSKIND [9]

La mécanique classique non relativiste est une théorie mettant en équations des phéno-
meénes propres a la perception humaine, phénoménes faisant intervenir des corps dont la vitesse
est faible par rapport a la vitesse de la lumiére et possédant, en régle générale, des propriétés
macroscopiques. Dans ce cadre, la description compléte d’une situation donnée consiste en
la détermination du vecteur position et impulsion de chacune des particules constitutives du
systéme étudié a tout instant. Il est alors toujours possible de distinguer les constituants d’un
systéme méme si les particules possédent les mémes propriétés intrinséques (masse, charge,
etc). Il suffit pour ce faire de suivre la trajectoire de chacune des particules considérées.

Inversement, dans le cadre de la mécanique quantique, la notion de trajectoire est dénuée
de sens et les particules deviennent décrites par des fonctions d’onde ne permettant que de
calculer des probabilités de présence. Le concept méme de trajectoire étant mis & mal par
I'interprétation usuelle de la théorie quantique, il en résulte que la notion d’indiscernabilité
sera importante et que ’étude d’un systéme quantique donné devra étre différente selon la
discernabilité des particules en jeu.

A la section 1.1 de ce premier chapitre, nous présenterons la définition standard de
Iintrication quantique avant de dresser deux exemples conceptuellement différents de sys-
témes intriqués (sects. 1.1.1 - 1.1.2) en mettant 'accent sur l'interprétation physique des
calculs théoriques réalisés. Comme nous le verrons, les prédictions théoriques sont, pour 'un
de ces exemples, parfaitement explicables a ’aide de notre conception intuitive du réalisme
local et pour I'autre, aussi contre-intuitives qu’étonnantes.

Ensuite, nous discuterons de la problématique de 'indiscernabilité (sect. 1.2). Nous y
aborderons notamment les concepts d’opérateurs de permutation, de postulat de symétrisa-
tion (sect. 1.2.1) ainsi que des propriétés d’opérateurs particuliers appelés symétriseur et
antisymétriseur (sect. 1.2.2). Ces propriétés s’avéreront utiles par la suite.

Finalement, nous nous intéresserons a la notion d’intrication lorsque celle-ci est confron-
tée a la problématique de I'indiscernabilité et nous verrons bien vite que ces deux concepts
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soulévent de nombreuses interrogations.

1.1 L’intrication quantique : définition

Considérons un systéme physique constitué de N particules d’espace des états & un corps
Hi, i€ {1,2,...,N}. L’espace des états associé au systéme global ' est défini comme étant le
produit tensoriel de chacun des espaces H; de la facon suivante

"= M (1.1.1)

Parmi tous les états physiques de l'espace produit H susceptibles de décrire le systéme
composite, certains peuvent s’écrire sous la forme particuliére d’'un produit tensoriel de N
états |¢;) € H;. Ils sont qualifés de factorisés ou plus couramment, séparés. A Tinverse, les
états ne pouvant pas s’écrire sous cette forme particuliére sont appelés états intriqués. Dans
le cas d’un systéme physique de deux particules, disons un électron et un proton, si 'état |¥)
est séparé alors, il existe deux vecteurs kets |@) et |x) tels que |¥) = |¢) ® |x). Il est courant
de faire face & la notation |¥) = [¢M)) @ [x(?) dans la littérature. Physiquement, cela signifie
que la particule possédant le label (1), par exemple I’électron, est dans I’état |¢) tandis que la
particule labellisée par (2) i.e, le proton, est dans I’état |x). Nous aurions trés bien pu labelliser
les particules autrement. Dans ce cas précis, 'état du systéme serait alors [¥) = [x1))® |¢(2))
ou encore |¥) = |62 @ |x(M), avec (1) désignant le proton et (2), électron. Attribuer des
labels est purement arbitraire et ne change strictement rien aux prédictions de mesure sur
le systéme physique. Le choix a été fait dans ce mémoire de ne pas écrire explicitement les
labels lorsque I’état d’un systéme est de la forme |¥) = ’¢§1)> ® \¢§2)> ® @ \d)gN)). Ainsi, la
notation |¥) = |¢) @ |x) signifiera toujours que la particule labellisée par (1) est dans l'état
|¢) alors que la particule (2) est dans I'état |x).

En conclusion, nous avons la définition standard de l'intrication telle que présentée dans
la plupart des ouvrages de référence consacrés a la mécanique quantique [10-13|. Comme nous
le verrons, cette définition est motivée par des arguments physiques tout a fait fondés dans le
contexte de systémes de particules discernables.

Définition 1.1 (Séparabilité des états purs). Un systéme S est séparé s'il existe |¢1) € Hq,
|¢2> € Ho,..., |¢>N> € Hn tels que

N
¥) = @) [¢3)
=1
= ’¢17¢27"'7¢N>' (112)

Dans le cas contraire, le systéme est intriqué.

1.1.1 Exemple de deux qubits

Pour illustrer les différentes notions définies a la section précédente et dans le but d’amor-
cer la suite de l'exposé consacrée a 'indiscernabilité, envisageons un systéme de deux qubits

1. appelé systéme composite, par la suite.

12



discernables. Au travers de cet exemple, nous nous intéressons aux corrélations et leur in-
terprétation physique entre les résultats de mesure de spin des entités considérées lorsque le
systéme composite est décrit par ’état intriqué

W) = =)= l=4)), (1.1.3)

1
vt
initialement. Comme notre étude consiste & déterminer le spin de I'un des deux qubits selon
une direction quelconque 1y ,, 0 € [0, 7], ¢ € [0, 27[, définissons I’axe de quantification comme
étant la droite de vecteur directeur ng .

De plus, notons Hi, 'espace des états du premier qubit et Ho, celui du second, et dé-
finissons la base By = {|+ |—) } des états propres communs aux opérateurs de moment
cinétique de spin 5’2 et Sy 2. De facon analogue nous pouvons munir ’espace Ho d’une base
By = { [+), =) } ainsi que des opérateurs 5’2 et SQ,Z. Dans la base canonique de R3, 'opéra-
teur de moment cinétique de spin du premier qubit est

5’1 = S‘mem + S’yey + S’Zez
h.

Op€s + -0y€y +

I,
f— 5 2 7O—ZeZ7 (114)

2

avec 0,0, et 0., les opérateurs dont la représentation matricielle dans la base B; ou Ba
correspond aux matrices de Pauli. Remarquons que, puisque les deux qubits sont de méme
spin, H1 = Hsz et 'image du vecteur [+) ou |—) par l'observable S} est la méme que pour
I'observable SQ Les operateurs 51 et Sg sont donc, par définition, égaux. Pour alléger les
notations, posons S =8,=85.1La projection de cet opérateur sur le vecteur unitaire ng ,
donne

Sop =81y,
h
§(SIDQCOS(,D Gz +sinfsing 6, + cosf 4). (1.1.5)

Par conséquent, la représentation matricielle de 5’9,90 dans la base des états de spin s’écrit

Sop =

h( cos 0 sinﬁcosgo—isin&singo) (1.1.6)

2 \sin 6 cos ¢ + isin O sin ¢ —cosf
On montre alors facilement que les différents résultats de mesure du moment cinétique de I'un
des deux qubits le long de I'axe de quantification sont +5h/2 et —h/2 (valeurs propres non
dégénérées) et que des états propres normés associés sont donnés par
0 io . 0
|+6.0) zcosi\—i—)—i—ewsm§|—> (1.1.7)
Cip . 0 0
|—0,p) = —€ g0s11r1§]+>—i-cos§]—>, (1.1.8)

respectivement.

13



Ces résultats préliminaires étant introduits, nous sommes en mesure de déterminer la
probabilité P;(+h/2) de mesurer le premier qubit dans 1’état de spin up 2. On a,

h
Pu (45 ) =G+ P+ o100 P

2

2 ’

=—. (1.1.9)
Supposons a présent avoir mesuré le premier qubit dans 1’état de spin up. Le postulat

de réduction du paquet d’onde stipule que ’état |¥) est projeté sur le sous-espace propre
ker (351; 1@ — h/ 2) de l'opérateur prolongé 5’6(,13; ® 1@ relatif a la valeur propre doublement
dégénérée +h/2. En définissant le projecteur Ph/z = |40,0, T)X+6,0, |+ |+0,0s =) +0,0, —| sur

ker(gb(,}; ®1? — h/2), on obtient

Pyjs | W
Py (+3)
—ip . 0 6
= —e Psing|tgp,+) Feos g [Hop )
= |40, —0,00) - (1.1.10)

Immédiatement aprés avoir mesuré la valeur +h/2, I'état |¥) du systéme composite devient
| ') et, dans cet état, une mesure du moment cinétique de spin pour le second qubit dans la
méme direction 7g , rend le résultat —h/2 avec une probabilité identiquement égale a un. En
effet,

h
P2 (=5 ) =1 (el ¥IE + 1 (- =0, 1)
2 ; . 0 2
= |cos=| + |€"Psin—=
2
= 1. (1.1.11)

Le fait d’avoir procédé & une mesure du spin du premier qubit a pour conséquence de sceller
les résultats de mesure du second. L’intrication entraine des corrélations entre les différents
résultats possibles du moment cinétique de spin. Les tableaux ci-aprés récapitulent les diffé-
rentes probabilités de mesures successives du spin des deux qubits. Si I’état initial du systéme
était séparé alors, les résultats de mesure seraient décorrélés.

2. i.e d’obtenir +%/2 comme résultat de mesure de la composante selon la direction 719, du moment
cinétique de spin.
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(a) Initialement (b) Aprés une mesure du spin du premier qubit

Qubit n°1 | Qubit n°2 Qubit n°1 | Qubit n°2
P(+3) : > P(+3) 1 0
P(-3) 2 2 P(-3) 0 !

TABLE 1.1 — Tableaux comparatifs des différentes probabilités de mesure possibles pour le
moment cinétique de spin de chacun des qubits selon 74, (1.1a) initialement, lorsque ’état
du systéme est |¥) = %( [+,—) = |—,+)) et (1.1b) immédiatement aprés avoir mesuré et
obtenu +%/2 comme valeur du spin du premier qubit.

Terminons cet exemple en déterminant le coefficient de corrélation ry entre les deux spins
lorsque le systéme est initialement préparé dans l’état intriqué |¥). On a,

©
A1) _ a2 a(1) (
_ (89 @ Sgolv — (Spo) vl (1.1.12)
)

Il est évident que <§é1;>\1; = <Sé2;>q; = 0 puisque les résultats de mesure possibles du spin

du qubit n°1 ou n°2 sont opposés et équiprobables. De méme, il est direct de montrer que

Varg(S5)) = Varg(S§)) = i2/4. Enfin, (5§") @ 8§y = —h%/4. D'on,

rg = —1. (1.1.13)

Dans la situation étudiée, l'intrication est a l'origine d’une anticorrélation forte entre les
résultats de mesure. Il est important de noter que ces corrélations sont parfaitement explicables
d’un point de vue classique. Si I'on devait donner une analogie, elle serait la suivante [13] :
lorsqu’au fond d’une boite est peint le chiffre —1, qu’au fond d’une seconde boite est inscrit
le chiffre +1 et que les boites sont séparées par une certaine distance d alors, I'ouverture
d’une boite permet instantanément de connaitre le contenu de la seconde boite située en d.
Mathématiquement, il est possible d’attribuer une variable aléatoire X & la premiére boite.
Une réalisation de cette variable donne la valeur +1 ou —1 avec une probabilité 1/2. Quant
a la seconde boite, nous pouvons également décrire son contenu par une seconde variable
aléatoire Y = — X Il est alors facile de montrer que le coefficient de corrélation entre X et Y
est égal & —1.

L’exemple des deux qubits discuté dans les paragraphes précédents est parfaitement ana-
logue. Nous savons avec une probabilité égale & un qu’une mesure du spin de 'un des deux
qubits donne +h/2. Aussi, avec certitude, une mesure du spin de 'un d’entre eux donne
—h/2 comme résultat. Par conséquent, dés lors qu'une mesure du spin du premier qubit est
effectuée, nous connaissons automatiquement la valeur du spin du second et vice-versa.
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Pour mettre en avant des corrélations surprenantes d’origine purement quantique, intéressons-

nous a une mesure successive du moment cinétique de spin du premier qubit selon la direction
N, = sina e, + cosa e, a € [0,7] et du second qubit selon ng = sinf e, + cosf e,
B € [0, 7]. On suppose également que I’état du systéme reste décrit par I’état (1.1.3). De cette
fagon, le coefficient de corrélation (1.1.12) dépend explicitement des angles « et 3 et est donné
par

rg(a, B) = —cos (a — B). (1.1.14)
Introduisons alors deux nouvelles directions arbitraires de mesure : i,y = sinca’ e, + cosa’ e,
o €0,7] et ng = sinf’ e, + cosf e., B €[0,7]. Dans ce cas, en choisissant o, o/, 5 et
B’ comme suit
a—ﬁz% (1.1.15)
a—ﬁ/:—% (1.1.16)
o —f =" (1.1.17)
4
alors,
3
o — = Zﬂ (1.1.18)

et 'on aboutit & une violation des inégalités de Bell [3,14]

|T\IJ(0576) - 7"\11(0/7/8) =+ T\P(avﬁl) + T\I/(O/vﬁlﬂ = 2\/5
> 2, (1.1.19)

Dans I’exemple précédent impliquant deux qubits pour lesquels on s’intéresse a une mesure
successive de spin selon la méme direction g ,, les corrélations entre résultats de mesure
peuvent étre expliqués dans le contexte d’une théorie locale a variables cachées. Pour reprendre
I’analogie des deux boites, un observateur extérieur pourrait observer les boites dans lesquelles
sont rangés les chiffres —1 et +1. Il serait alors en possession de toute I'information nécessaire
afin de prédire de facon déterministe les résultats de mesure. En d’autres termes, il serait en
possession d’un paramétre A lui permettant de déterminer le contenu de chaque boite avec
certitude. Bien entendu, lorsque 1’on mesure successivement le moment cinétique de spin de
deux qubits indiscernables, il n’est plus possible d’avoir accés & ce genre d’information compte-
tenu de l'indiscernabilité des particules. Le paramétre A dont la connaissance nous assure des
prédictions purement déterministes est, pour cette raison, appelé variable cachée.

Cependant, en considérant des angles de mesure particuliers, nous sommes parfois amenés
a des corrélations entre résultats de mesure violant les inégalités de Bell. Toute tentative
d’explication de ces corrélations particuliéres au moyen d’une théorie locale a variables cachées
est alors vaine.

1.1.2 Exemple de trois qubits

A présent, considérons un systéme de trois qubits discernables. L’espace des états de
chacun des qubits est H; ~ C?, Hy ~ C? et Hz ~ C? si bien que I'espace produit tensoriel
est H ~ C8. A l'instant initial, 'état |¥) € H est décrit par
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1
=

et est nommé état GHZ en 'honneur des physiciens Greenberger, Horne et Zeilinger [15, 16]
qui furent les premiers & étudier les particularités de cet état. Intéressons-nous a une mesure
successive du spin de chacun des trois qubits dans le plan formé par les vecteurs e, et e, qui,
avec e, constituent la base canonique de R3.

A cet effet, plutot que de considérer les observables Sé“, S’@SZ) et Sﬁ“, ou i € {1,2,3}
désigne le label associé & un qubit donné, nous travaillerons avec les observables 6'](-2) = %S J(z),
avec j = x, y ou z,la composante selon une des trois directions spatiales de 'opérateur
gl = %S’ () Grace aux calculs présentés a 'exemple précédent (sect. 1.1.1), nous pouvons
affirmer que les résultats de mesure pour ’observable &j(-l) sont soit 41, soit —1. Le produit
de trois résultats de mesure ne peut ainsi valoir que +1 ou —1.

Notons & présent que

(14, ++ =1-—=)) (1.1.20)

Vo6l 10) = 2 (6l [+) @ 6 [+) @ 69 [+) — 6l [-) @ 612 |-) @ 6V |-) )

Sl =Sl

(- ==+ H+)

=[¥), (1.1.21)
que
NP6l |w) = W), (1.1.22)
et que
NP6l |0y = |v). (1.1.23)
Cependant,
eV6250) 1wy = — W) (1.1.24)

Ainsi, puisque |¥) est état propre des observables 69(61)&152)6;3), &1(,1)652)61(/3) et 6381)63(,2)6;&3)

relativement a la valeur propre +1, le produit des résultats de mesure de deux des trois spins
selon la direction e, et d'un spin selon la direction e, rend toujours la valeur +1 avec une
probabilité égale & un. En revanche, le produit des résultats de mesure des trois spin selon la
direction e, donne toujours —1.

Si, a I’aide d’une théorie locale a variables cachées, 'on tente d’expliquer les corrélations

(

discutées ci-avant alors, les différents résultats de mesure des observables 6ji) devraient étre
contenus dans des fonctions Uj(i)()\) ne pouvant étre égales qu’a 1 ou —1 et dont la valeur
dépend d’un certain paramétre A. La théorie locale prédit, entre autres, le résultat suivant

(NP NP W) (o5 NP NP ) ) (o NP (N (1))

= MNP NP V) (D (A)* (a2 N)* (6P ()
=P\ P NP (). (1.1.25)
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Or, d’aprés la mécanique quantique

(&;1>&§2>&§3>) (A;%;%ggm) (&;%;2)5;3)) 10 £ 616@60) w) . (1.1.26)
———
) =

Les prédictions de la théorie locale a variables cachées sont parfaitement contradictoires avec
celles de la mécanique quantique. En conséquence, une telle théorie locale ne peut aucunement
interpréter les corrélations entre résultats de mesure.

1.2 L’intrication quantique vis-a-vis de l’indiscernabilité

Contrairement a la mécanique classique, toutes les particules en mécanique quantique
ne sont pas discernables. Pour illustrer cela, supposons qu’initialement deux qubits indiscer-
nables, chacun décrit par un vecteur d’état |¢)1) et |1b2) sur le méme espace H;, forment deux
systémes distincts et fermés. A un instant ultérieur, nous décidons de faire interagir ces entités.
Quantiquement, en désignant r € R3, une valeur propre de I'opérateur position #, la fonction
d’onde du premier qubit 11 (r) = (r|i1) et celle du second 2(7) = (r|th2) vont se superposer
en raison de leur interaction; il ne sera donc plus possible de distinguer les particules lors
d’une mesure expérimentale [14,17,18].

Ces complications quant & l'indiscernabilité des particules identiques réside dans le fait
que le concept de trajectoire n’est plus défini en mécanique quantique. L’attribution de labels
aux particules perd son sens physique, mais restera néanmoins toujours utile d’un point de
vue mathématique.

Les prochaines sections visent & présenter la problématique de 'indiscernabilité au tra-
vers de notions telles que les opérateurs de permutation, le postulat de symétrisation et les
opérateurs de symétrisation et antisymétrisation. Le but de ces sous-sections est de fixer les
notations et conventions qui seront alors utilisées aux prochains chapitres ainsi que d’échaf-
fauder la derniére partie de ce chapitre consacrée a la réfutation de la notion usuelle de
Iintrication dans le contexte indiscernable.

1.2.1 Opérateur de permutation et postulat de symétrisation

Commencons par traiter le cas particulier de deux particules indiscernables d’espace des
états & un corps H, (dim?H, = dp). L'opérateur de permutation P pour un tel systéme est
défini comme

u? (1)>

Poy [uiyug) = [ug”u

= |uj,ui>, (1.2.1)

ol |u;,u;) est Iélément d’une base B = { |u;, de I'espace produit

uj) }(i,j)E{l,Z,...,dp}><{1,2,.‘.,dp}
H = Hp, ®Hp. De la méme facon, nous pouvons définir un second opérateur, Py comme
étant 'identité. L’opérateur Py est hermitique et unitaire. Par conséquent, son spectre est
sp(Pa1) = {—1,1}. Les états propres |U~) € H de Py relatifs a la valeur propre —1 sont
appelés états antisymétriques et définissent l’ensemble H~ C H des états antisymétriques
vis-a-vis de 'échange de deux particules. A I'inverse, les vecteurs |¥+) € H vérifiant

Doy |UT) = [¥T) (1.2.2)
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sont appelés états symétriques et définissent 'ensemble H™ C H des états symétriques vis-a-
vis de ’échange de deux particules. Ceci nous permet I'introduction du dernier postulat de la
mécanique quantique nommé postulat de symétrisation pour des systémes de deux particules
indiscernables.

Postulat 1.2 (Symétrisation : N = 2 particules). Soit un systéme de deux particules iden-
tiques d’espace des états H. Parmi tous les éléments de H, seuls les vecteurs symétriques
et antisymétriques vis-a-vis de ’échange de deux particules sont susceptibles de décrire une
situation physique concréte. On appelle bosons, les particules représentées par des états sy-
métriques et fermions, les particules représentés par des états antisymétriques.

A présent, considérons I’espace produit H = Hp ® Hp @ Hp associé & un systéme de trois
particules indiscernables et considérons aussi une base B sur cet espace de Hilbert définie
comme B = { |u;,u;,ug) }(i7j7k)e{1727_“7dp}X{172,_“7dp}x{1727_”7%}. Contrairement a la situation
précédente impliquant deux particules, nous avons cette fois-ci non plus deux mais bien six
fagons de permuter les différentes particules. On définit alors six représentations du groupe
symétrique d’ordre trois S3 (voir app. A) : Pios, Pas1, Ps1a, Pisa, Pia1 et Pays. Laction de
ces opérateurs sur un élément |u;, uj, ux) de la base B est

Poie |wi, wj, up) = \uga),u(b),u,gc)>, Va,b,c € {1,2,3}. (1.2.3)

Ou encore, en utilisant notre convention consistant & omettre les labels, on obtient

Pia3 |wi, wj, ug) = |ug, uj, ug) (1.2.4)
Pogy ui, wj,up) = Jug, ui, ug) (1.2.5)
Payg g, wj, ug) = [ug, g, us) (1.2.6)
Puag |uiy wj, up) = |ug, ug, uj) (1.2.7)
Py Jug, uj, ug) = |ug, uj, u;) (1.2.8)
Poug [ui, wj, ug) = [uj, ui, up) (1.2.9)

Comme souvent en mécanique quantique, il est pertinent de travailler dans une base
d’états propres communs & un ensemble d’observables compatibles. Ainsi, lors des exemples
de particules de spin 1/2 traités tout au long de ce mémoire, nous avons travaillé dans la
base { l+),]—) } des vecteurs propres communs a 5’2, S’Z, ces derniers formant un ensemble
complet d’observables qui commutent (E.C.0.C.).

Malheureusement, les opérateurs de permutation Pw, 7 € S3 ne commutent pas néces-
sairement entre-eux, S3 n’étant pas abélien. Ils ne sont donc pas susceptibles de former un
E.C.O.C. avec le hamiltonien. Puisqu’il nous est impossible de définir une base de vecteurs
propres communs a tous ces opérateurs et au hamiltonien, une nouvelle approche est adoptée.
Celle-ci repose sur Pexistence d’états [¥T) et [¥~) de H qui, pour tout élément 7 du groupe
symétrique d’ordre N > 2, Sy, satisfont a [14, 19|

Pr [T =|wt) (1.2.10)
P |U™) =sgn(m) [T7), (1.2.11)

ou sgn() correspond a la signature de la permutation 7.
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Les vecteurs vérifiant (1.2.10) (resp. 1.2.11) définissent 'ensemble Ht C H (resp. H~ C H)
des états entiérement symétriques (resp. antisymétriques) vis-a-vis de I’échange de deux par-
ticules. Le postulat 1.2 peut alors aisément se généraliser aux systémes composés d’un nombre
quelconque de constituants indiscernables.

1.2.2 Symétriseur et antisymétriseur

Afin de symétriser ou d’antisymétriser un état de N particules identiques, il est d’usage de
définir deux projecteurs, 'un S : H — H' sur HT, Vautre A : H — H—, sur H~. Ceux-ci sont
appelés symétriseur et antisymétriseur, respectivement et sont définis de la fagon suivante

R 1 .

S= S B (1.2.12)
TeSN

R 1 .

A= > sgn(m) Py (1.2.13)
TeSN

A titre d’illustration, les opérateurs S et A sont représentés dans les tableaux ci-aprés pour
N =2 (tab. 1.2a) et N = 3 particules (tab. 1.2b).

(a) N=2 (by N=3
S = %(ﬂ + Pm) S = %(ﬂ + Pys1 + Pyio + Prgy + Pyoy + 15213)
A= %(ﬂ - 1521) A= %(ﬂ + Pagy + Py1a — Prgy — Pagy — 15213)

TABLE 1.2 — Opérateurs de symétrisation S et d’antisymétrisation A pour (1.2a) N = 2 et
(1.2b) N = 3 particules.

Les opérateurs S et A seront fréquemment utilisés dans le chapitres suivants. Pour cette
raison, nous énongons ci-aprés quelques-unes de leurs propriétés. Pour tout = € Sy [14] et
pour tout opérateur linéaire T : H; — H,;,

AS=8A=0 (1.2.14)
PS=SP. =5 (1.2.15)
P, A= AP, = sgn(n)A (1.2.16)
PATOP, = @) (1.2.17)

1.2.3 Difficultés de la notion d’intrication vis-a-vis de la problématique de
I’indiscernabilité

Hormis le cas particulier d’'un systéme composite de N bosons chacun occupant le méme
état |¢) et dont 1'état global est

0) = |, ¢, ..., ¢) € HT, (1.2.18)

tous les états décrivant un systéme de particules indiscernables sont intriqués au regard de la
définition 1.1, compte-tenu du postulat de symétrisation. La problématique de l'intrication et
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de T'indiscernabilité semblent incompatibles. Cela nous améne & nous interroger sur la perti-
nence de la définition standard de l'intrication pour des systémes de particules indiscernables

Ghirardi et al. |7,8] ont alors proposé une nouvelle définition de I'intrication, tant pour les
systémes de particules discernables qu’indiscernables, basée sur 'attribution d’'un ensemble
complet de propriétés (notion a définir) a chacune des parties constituant un systéme considéré.
Notons que la définition usuelle de l'intrication ne pose aucun probléme conceptuel dans le
cadre discernable. Par conséquent, il est nécessaire que la nouvelle définition proposée par
Ghirardi et al. soit équivalente a ’ancienne dans ce contexte précis.

Pour clore ce premier chapitre, nous présentons un schéma ci-aprés (fig. 1.3). Il constitue
un roadmap & compléter au fur et a mesure que de nouveaux concepts seront abordés aux
chapitres suivants.

Intrication
quantique

Etats purs

?

Particules Particules
discer- indiscer-
nables nables

FIGURE 1.3 — Schéma sous forme de roadmap & compléter au fil des chapitres. Aprés avoir
défini la notion d’intrication pour deux particules (déf. 1.1) et plus (déf. 1.1), deux exemples de
mise en application ont été proposés (sects. 1.1.1, 1.1.2) avant de présenter la problématique de
I'indiscernabilité (sect. 1.2). Méme si la définition 1.1 est justifiée par des arguments physiques,
celle-ci ne semble pas compatible avec les systémes indiscernables. Les chapitres suivants
léveront le voile sur 'intrication des systémes indiscernables décrits par un état pur qui, pour
I’heure, reste source de mauvaises interprétations.
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Chapitre 2

L’intrication quantique : nouvelle
approche (cas de 2 particules)

“Quantum theory does not trouble me at all. It is just the
way the world works. What [...] drives me [...] is to
understand how it got that way. What is the deeper

foundation underneath it ? Where does it come from ? So

that we won’t see it as something that is unwelcome [...] —
it will be something that will make you say, ‘It couldn’t have
been otherwise.” We haven’t gotten to that stage yet, and
until we do, we have not met the challenge that is right
there. I continue to say that the quantum is the crack in the
armor that covers the secret of existence. To me, it’s a
marvelous stimulus, hope, and driving force. And yet I am
afraid that just the word— ‘hope’— is what does not [...]
drive so many of our colleagues in the field. They’re content
to take the theory for granted, rather than to find out where
it comes from. But you would hardly feel the drive to find
out where it comes from if you don’t feel that the theory is
utterly right.”

J. A. WHEELER [20]

Le chapitre précédent a permis d’introduire quelques notions relatives aux systémes consti-
tués de plusieurs particules discernables ou non. Comme nous ’avons vu, étant donné la forme
non factorisée que prennent les états soumis au postulat de symétrisation, la définition usuelle
de l'intrication (déf. 1.1) suscite des interrogations dés lors que 1'on prend en compte la pro-
blématique de I'indiscernabilité.

Dans ce chapitre, il est question de redéfinir le concept d’intrication tant pour les systémes
de particules discernables qu’indiscernables suivant I’approche de Ghirardi et al. |7,8].

Nous commencerons par présenter la nouvelle définition de I'intrication & la section 2.1.
Celle-ci repose sur une nouvelle notion appelée ensemble complet de propriétés que nous
présenterons intuitivement et puis formellement.

A la section 2.2, aprés avoir présenté la notion d’ensemble complet de propriétés pour
les systémes discernables, notion qui intervient inévitablement dans la nouvelle approche de
Vintrication considérée dans les références 7,8, nous discuterons d’un premier exemple d’ap-
plication (sect. 2.2.1) impliquant deux qubits. L’objectif est double : d’'une part, se familiariser
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avec les nouvelles notions introduites au début de ce deuxiéme chapitre et d’autre part, de
confronter la nouvelle définition de 1'intrication avec I’ancienne pour de tels systémes.

La section 2.2.2 vise a dresser le lien qu’entretiennent nouvelle et ancienne définition
de l'intrication cette derniére qui, comme annoncé dans le chapitre précédent, ne présente
aucun probléme conceptuel tant que ’on s’astreint & travailler avec des systémes de plusieurs
particules discernables.

Ensuite, aprés avoir étendu le concept d’ensemble complet de propriétés aux systémes
composés de deux constituants indiscernables (sect. 2.3), nous lillustrerons a partir d’un
exemple (sect. 2.3.1).

A posteriori, nous aurons tout en main pour dresser les premiers critéres de séparabilité
des états purs dans le contexte de deux particules indiscernables. Etant donné leurs parti-
cularités statistiques, les fermions (sect. 2.3.2) et les bosons (sect. 2.3.3) doivent étre étudiés
indépendamment. C’est pourquoi, a la section 2.3.2.1, nous commencerons par dresser un pre-
mier critére d’intrication basé sur le postulat de symétrisation pour les états antisymétriques.
Un critére analogue sera également dressé pour les bosons en section 2.3.3.1. Cela étant, nous
verrons qu’il existe une décomposition systématique d’états antisymétriques et symétriques
appelée décomposition de Slater (sect. 2.3.2.2) et décomposition de Schmidt (sect. 2.3.3.2),
respectivement. De telles décompositions seront & ’origine de nouveaux critéres d’intrication.

Enfin, nous terminerons ce chapitre en effectuant un bref récapitulatif appuyé par le road-
map établi depuis le chapitre un (sect. 2.4).

2.1 L’intrication quantique : nouvelle définition

Soit S un systéme composite constitué de deux parties discernables ou non notées Sy et
Sy, d’espace des états Hy (dimHq = dy) et Ho (dim Hy = d2), respectivement. L’espace des
états du systéme global S est H = H1 ® Ho.

Définition 2.1 (Séparabilité des états purs |7]). Le systéme S est séparé si Sp et Sy possédent
un ensemble complet de propriétés. Dans le cas contraire, S est intriqué.

La nouvelle définition de I'intrication repose sur le concept d’ensemble complet de proprié-
tés, ce dernier devant étre défini rigoureusement. Toutefois avant de présenter sa définition
formelle, nous tenterons, dans les prochains paragraphes, d’introduire intuitivement, sur base
d’un exemple, ce nouveau concept tant pour les systémes de particules indiscernables que
discernables.

L’exemple est le suivant : considérons deux qubits indiscernables, d’espace & un corps H,,
formant un systéme composite sur H = H, ® H, et supposons que 1’état décrivant la situation
physique étudiée est |¥) = %( |+, —)—|—, +) ). Théoriquement, la probabilité¢ qu’une mesure
du moment cinétique de spin de 'un des deux qubits selon 7, donne le résultat +h/2 est
égale & un (état propre normé associé a +h/2 : |+¢,)). Il en va de méme pour le résultat
—h/2 (état propre normé associé : |—g,,)).

Avant d’aller plus loin, rappelons que, lorsqu’une prédiction théorique sur une grandeur
physique est parfaitement déterministe i.e, lorsqu’un résultat de mesure est prédit avec une
probabilité égale a un alors, on dit de ce résultat qu’il constitue une propriété du systéme
étudié. De la sorte, tout systéme physique est caractérisé par un certain nombre de propriétés
comme la charge, la masse ou encore, le spin de ses constituants.

Pour en revenir a notre exemple, puisque |[+4,) (resp. |—g,)) est vecteur propre de
I'E.C.0.C. {SQ, 5”9#,} relatif & 342 /4 et +h/2 (resp. 3h%/4 et —h/2), respectivement et compte-
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tenu de I'état |¥), on dit de I'un des deux qubits qu’il posséde un ensemble complet de proprié-
tés associé a 'état |+4,,) ou, formulé autrement, qu'un qubit est caractérisé par les nombres
quantiques s = 1/2 (spin) et mgs = +1/2 (moment magnétique de spin) qui, quoi qu'il ad-
vienne, restent constants. L’autre qubit, quant a lui, posséde I’ensemble complet de propriétés
associé a l'état |—g ). C'est-a-dire qu’il est caractérisé par les nombres quantiques s = 1/2 et

ms = —1/2. Il est important de noter qu’il n’est pas possible de préciser lequel des deux qubits
posséde ’ensemble complet de propriétés {s =1/2,ms =1/ 2} et lequel posséde ’ensemble
{s =1/2,ms = -1/ 2} compte-tenu de leur indiscernabilité. L’essence méme de la nouvelle

approche de la séparabilité des états purs réside dans 'attribution d’un ensemble complet de
propriétés a chacun des constituants d’un systéme composite donné.

Considérons a présent le méme exemple & cela prés que les deux qubits constituant le
systéme composite sont discernables. Il s’agit 1a de I’exemple analysé a la section 1.1.1. De
fagon tout a fait analogue a I’exemple discuté aux paragraphes précédents, la probabilité que
I'un des deux qubits occupe I'état |44 ) est strictement égale a 'unité, I'autre étant dans
I'état |—p,,). Nous pourrions alors éventuellement attribuer I’ensemble complet de propriétés
{s =1/2,mg =+1/2} 4 'un des deux qubits et I'ensemble {s = 1/2,my = —1/2} a 'autre.
Toutefois, étant donné que les qubits considérés sont, cette fois-ci, discernables, en plus de
pouvoir attribuer a chacun d’eux un ensemble complet de propriétés qui leur serait propre,
nous devrions pouvoir spécifier le qubit jouissant de ’ensemble {5 = 1/2,ms; = +1 /2},
le second possédant inévitablement ’autre ensemble. Or, le tableau 1.1a de I'exemple 1.1.1
montre clairement que les probabilités de mesure individuelle ne sont pas égales & un. Dés lors,
I’ensemble {5 =1/2,mgs = +1/ 2} ne peut aucunement constituer un ensemble complet de
propriétés pour 'un des deux qubits. Il en va de méme pour le second ensemble. Le systéme
composite S décrit par le vecteur |¥) doit alors étre intriqué au regard de cette nouvelle
approche.

2.2 Application aux systémes discernables

La définition ci-aprés introduit rigoureusement la notion d’ensemble complet de propriétés
sur base d’arguments physiques tels que discutés & la précédente section. Une fois cette défi-
nition présentée, nous établirons un exemple concret d’application, le but étant de comparer
la nouvelle définition de l'intrication avec la définition standard.

Ici, S désigne un systéme composite constitué de deux parties discernables notées S; et
Sy, d’espace des états Hy (dimH; = dy) et Ho (dim Hy = da), respectivement. L’espace des
états du systéme global S, quant & lui, est H = H1 ® Ho.

Définition 2.2 (Ensemble complet de propriétés [7]). Soit |¥) € H le vecteur décrivant 1’état
du systéme composite S. Le sous-systéme S; posséde un ensemble complet de propriétés si et
seulement §'il existe un projecteur I:’(z()l) = |p)¢p| € L(H1) sur un vecteur ket |¢) € H; tel que

(| PV ) = 1. (2.2.1)

De méme, le sous-systéme Sy posséde un ensemble complet de propriétés si et seulement s’il
existe un projecteur R(f) = |x)Xx| € L(Hz2) sur un vecteur ket |x) € Ha tel que

o)
(v PP W) = 1. (2.2.2)

La notation £(H1) (resp. L(Hz2)) est utilisée pour désigner I'ensemble des endomorphismes
de Hi (resp. Ha).
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Le membre de gauche de la condition (2.2.1) (resp. 2.2.2) correspond a la probabilité P (¢)
(resp. Pa(x)) que la particule dotée du label (1) (resp. (2)) soit dans l'état |¢) (resp. |x)). En
effet, si By = { |v;) }iE{l 9. o) constitue une base de Ho alors

=

2

| (&, vi| )

1

Py (o)

(2

QU
)

(W|g, vi) (b, vil ¥)

1

(2

da
:\m<%”®§jwmm>hm
=1
= (W[ BV ), (2.2.3)

car S22, foi)vi] = 1)

Munis des définitions 2.1 et 2.2, nous sommes en mesure de présenter un premier exemple
impliquant deux qubits et, subséquemment, de confronter ces nouvelles définitions & I’ancienne
approche de l'intrication quantique des systémes discernables.

2.2.1 Exemple de deux qubits

Dans cette section, nous présentons un court exemple d’application directe de la définition
2.1 dans le but de nous familiariser avec la nouvelle approche de l'intrication. Considérons, a
cet effet, un premier systéme isolé constitué d’un qubit dont la décomposition de I’état initial
1) dans la base B = { |+),|—) } des états de spin 1/2 est

1 |
\/7 f
Considérons également un second systéme isolé, constitué d’un second qubit de nature diffé-
rente du premier qubit, initialement préparé dans I’état

1) =

+) + ). (2.2.4)

|1he) = \f +) + % =) (2.2.5)

A présent, plutot que d’étudier le comportement des deux qubits indépendamment I'un de
I'autre, supposons que ces deux entités forment un seul et méme systéme. De cette facon,
I’état du systéme composite est simplement donné par

W) = [t)1,)2)

V3 V3 1

[+, +) + |+, —) + |[=+) + —= - —)- (2.2.6)
T 22 \/ 2V2 22
En comparaison avec l'ancienne définition de lintrication (déf. 1.1), I'état |¥) est séparé.
Qu’en est-il de la nouvelle définition (déf. 2.1)7 Il est clair que le premier qubit posséde
I’ensemble complet de propriétés associé a 1'état |11) tandis que le second posséde 1’ensemble
complet de propriétés relatif a |¢2). L’état |¥) est donc naturellement séparé d’un point de

26



vue de cette nouvelle définition. Effectivement, plus formellement, en définissant les opérateurs
P = |41 )p1| € L(H1) et BSY = [yn)uin| € L(Hz), on a

(| PV W) = (1, halipn, o)
=1 (2.2.7)

et, de la méme fagon,
£ (2
(0| P ) = 1. (2.2.8)

A Dinverse, supposons cette fois-ci que I'état |¥) décrivant les deux qubits soit intriqué au
regard de la définition 1.1. Par exemple,
1
) = 5 (1) = =), (2.2.9)
Du point de vue de la définition 2.1, il n’est plus possible d’attribuer un ensemble complet de
propriétés, que ce soit & au premier qubit ou au second. Autrement dit, il n’est plus possible
de trouver un projecteur a un corps PM tel que

(| PY ) = 1. (2.2.10)

L’état |¥) est donc, intriqué au regard de la définition 2.1.

Pour clore cette remarque, notons que ’exemple présenté a l'instant permet de rendre
compte des similitudes entre les définitions 1.1 et 2.1. La définition standard de 'intrication ne
pose aucune difficulté conceptuelle en ce qui concerne les systémes de particules discernables.
Ce n’est que lorsqu’il est nécessaire de tenir compte de la problématique de 'indiscernabilité
que I'ancienne définition de 'intrication devient obsoléte. En conséquence, nous devons exiger
de la nouvelle définition (déf. 2.1) qu’elle soit parfaitement équivalente a I’ancienne sans quoi,
elle ne peut pas prétendre remplacer cette derniére qui, pour rappel, est basée sur le caractére
non factorisé du vecteur global |¥) € H.

2.2.2 Equivalence de la nouvelle définition vis-a-vis de ’ancienne

Comme mentionné en fin de section précédente, pour que la définition 2.1 soit valide, il
est impératif qu’elle soit équivalente a la définition standard de l'intrication (déf. 1.1). Le
théoréme suivant dresse le lien qu’entretiennent ces deux définitions.

Théoréme 2.3 (Réf. [7]). Le systéeme S est séparé si et seulement s’il existe |¢) € Hi et
|X) € Ha tels que l'état global | V) € H de S est un état produit tensoriel i.e,

W) =9, ) - (2.2.11)

Démonstration.
(Condition suffisante). Soient |¢) € H; et |x) € Ha deux vecteurs kets normés tels que I’état
global |¥) € H puisse s’écrire sous la forme |¥) = |¢, x). Dans ce cas, les conditions (2.2.1)

et (2.2.2) sont trivialement vérifiées en considérant les projecteurs P(z()l) = [p)@| € L(H1) et
P = [x)x| € L(H2).

(Condition nécessaire). Considérons une base B = { |u;, v; de es-

> }(27-7) e {1727"'7d1}><{1727"'7d2}
pace produit dans laquelle I’état |¥) € H du systéme S se décompose de fagon unique comme
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di d2

= ZZCM |ui,vj> . (2.2.12)

i=1 j=1

En définissant C, la matrice des composantes ¢;; du vecteur |¥) dans la base B et en appliquant
le théoréme de décomposition en valeurs singuliéres & C (voir thm. B.1, app. B), il vient que

C=UxvT, (2.2.13)

ou U est une matrice carrée unitaire de dimension dp, X est une matrice rectangulaire de format
dy x da dont les éléments diagonaux (X); = o5 (i € {1,2,...,min(dy,d2)}) correspondent aux
valeurs singuliéres de C' et oul V' est une matrice carrée unitaire de dimension dp. L'état |¥)
devient

di  do
Z Z )i VT)Z] i, vj)
i,k=17,l=1
dl d2 d1 d2
=> > (O (Z(U)ik!ui>> @ [ > (V) lv)
k=11=1 i=1 j=1
d1  d2
= Z Z )k ‘ukv v
k=11=1
min(d1,d2)
— Z ok [, v}) (2.2.14)
k=1

ou |uy) = Z?Q(U)z’k lu;) et |v)) = ZdZ (V*)ji|vj) correspondent & de nouveaux éléments
de base obtenus en appliquant la transformatlon unitaire U et V* aux éléments de la famille
B = { ) }i€{172"”7d1} et By = { |vj) }je{1,2,...,d2}’ respectivement. Définissons la notation A
de la fagon suivante

min(dl, dg) =d; Nds. (2.2.15)

De la sorte, la condition de normalisation de l'état |¥) est

diN\do2

Y oi=1 (2.2.16)
k=1

Par hypothése, il existe un projecteur ]5(;1) = |¢p)Xp| € L(H1) sur un état normé |¢) € H;
tel que

(v PV |w) = 1. (2.2.17)

En reprenant la décomposition (2.2.14) du vecteur |¥) et en l'injectant dans l’expression
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(2.2.17), on obtient successivement
diAdz
(¥ Pd()l) W) = Z o0y (U, V| ]5;1) |u§,v2>
k=1
di Ad3
= > oxor (uh]e) (8lur) o
k=1
diAd2
=Y opl{ui|e). (2.2.18)
k=1
Donc,
diAd2
> oil{uile))? = 1. (2.2.19)
k=1
Considérons a présent l'espace mesuré (X, F,u), avec X = {1,2,...,d; Ads}, F une o-
algébre sur X et u, la mesure de dénombrement (voir déf. B.8, app. B.2) et définissons les
fonctions f et g de la fagon suivante :

f: X >R,z flx)=02

T

(2.2.20)

g: X >Rz g(z) = \<u;|¢>]2 (2.2.21)

En vue d’appliquer I'inégalité de Holder (voir prop. B.7, app. B.2) sur lespace (X, F,u),
calculons les normes LP, p € No U {400} des fonctions f et g. On a

diNd2
2
£l =% D oF (2.2.22)
=1
[fllo= sup  of (2.2.23)
i€{1,2,...,d1/\d2}
pour f et
diNdso
lglly = §| > [uilg) [ (2.2.24)
=1
lgllo = sup [(uf|¢)]? (2.2.25)
i€{1127"'7d1/\d2}
pour g.

Cela étant, en reprenant ’expression (2.2.19) et en appliquant I'inégalité de Holder (prop.
B.8) sur l'espace (X, F, u) pour les exposants conjugués p = 1 et ¢ = 400, il vient que

diAd2
1= opl{uilo)
k=1
< I fll1llgllos
= sup  [(ui|o)*. (2.2.26)

iG{l,...,dl/\dQ}
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Or,
(ui|o)> <1, Vie{l,2,...,d1 Ada}. (2.2.27)
Deés lors, (2.2.26) devient
sup  [(uf]¢)|® = 1. (2.2.28)
1€{1,...,diAd2}
Puisque qu'il existe un coefficient SuPie{l,...,dl/\dg}|<UH¢>|2 (que nous noterons |(uj|$)[?) stric-
tement égal & un, tous les autres coefficients sont nuls si bien que

diAd2
2 2
1= Z orl(ui|6)]
k=1
di/N\do2
_ 2
= > ofou
k=1
= o2, (2.2.29)
De la méme facon, puisque 012 =1 et que Z;ll:AldQ 0]2 = 1, seul le coefficient a,% pour lequel
k = [ est non nul. La décomposition (2.2.14) du vecteur |¥) devient alors

¥) = Jug, ), (2.2.30)

Il ne reste plus qu’a montrer que |u;) = |¢) pour clore la démonstration. Pour ce faire,
décomposons le vecteur |¢) dans la base d’éléments |u),). On a

di
16) =D am |up,), (2.2.31)
m=1
ol ay,as,...,aq € Ctelsque Zgizl lam|? = 1. Injectons, maintenant, les expressions (2.2.30)

et (2.2.31) dans la condition (2.2.17) constituant I’hypothése de départ. En procédant de la
sorte, il s’ensuit que

1= (v BV )

= (uj|9) (¢]ur)
dq
= > lam (uilur,)|?
m=1
— (2.2.32)
Par conséquent, a; = €, 0 € R et
¢) =€ |uy) . (2.2.33)
D’ou, & un facteur de phase global prés,
) = |¢,v7). (2.2.34)
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Avant de clore cette section consacrée aux systémes de deux particules discernables, re-
marquons que si 'un des deux sous-systémes posséde un ensemble complet de propriétés alors,
le second sous-systéme posséde également son propre ensemble. Cela résulte de la condition
suffisante du théoréme 2.3. En effet, nous y avons montré que lorsque le sous-systéme S
posséde un ensemble complet de propriétés associé a un certain vecteur |¢) € H; alors, I'état
global |¥) du systéme composite S est factorisé. C’est-a-dire qu’il existe un second vecteur
normé |x) € Ha tel que

W) = ¢, x) - (2.2.35)
De la, on montre immédiatement qu’il existe un projecteur ]AJS) = |xXx| € L(H2) tel que

(U] PP W) = 1. (2.2.36)

2.3 Application aux systémes indiscernables

Lorsque les particules sont indiscernables, ’espace produit tensoriel H est formé & partir
du produit tensoriel du méme espace a un corps H,. Cette fois-ci, S désigne un systéme
constitué de deux parties identiques S; et Sy d’espace a un corps H, (dim?H, = dp). Nous
désignerons alors par H = H, ® H, I'espace produit associé au systéme composite 5.

Définition 2.4 (Ensemble complet de propriétés [7,8]). Soit |¥) € H le vecteur décrivant
I’état du systéme composite S. L’un des sous-systémes de S posséde un ensemble complet de
propriétés si et seulement il existe un projecteur Py = [p)d| € L(H,) sur un vecteur ket
|p) € H, tel que

(| PV + PP — PIVPP) vy = 1. (2.3.1)

La grande différence entre cette définition et la définition 2.2 est qu’a présent, si 'une
des deux particules posséde un ensemble complet de propriétés, il n’est bien évidemment pas
possible de spécifier la particule qui posséde cet ensemble. De ce fait, le membre de gauche de
la condition (2.3.1) ne correspond pas a la probabilité que la particule labellisée par (1) occupe
Iétat |¢) mais bien & la probabilité d’occupation de I'état |¢) par 'une des deux particules
constitutives du systéme. En effet, si I'on désigne par A, B, C et D les événements suivants :

A = "La particule (1) occupe l'état |¢)",
B = "La particule (2) occupe l'état |¢)",
C' = AN B = "Chacune des particules occupe I'état |¢)" et
D = AU B = "L’une des deux particules occupe ’état |¢)"

alors, un calcul similaire & ce qui a été fait précédemment a la section 2.2 permet de conclure
que P(A) = (7| qul) |U) et P(B) = (Y] ]5¢()2) |¥). En ce qui concerne P(C) on a,

P(C) = | (¢, ¢|¥) |?
= (|, 8) (6, 3| )

= (W BV P |w). (2.3.2)
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Do,

P(D) = P(A) + P(B) — P(C) (2.3.3)
= (W[ AV + PP~ PIVPY |w) . (2.3.4)

Enfin, remarquons que la séparabilité des états purs devra s’étudier en distinguant deux
cas selon que I'on a affaire a des fermions ou des bosons. Etant donné le principe d’exclusion
de Pauli, la probabilité P(C') doit étre nulle pour les fermions. En effet,

(@] PVEE [0y = (9, 0| 0)?
=0 (2.3.5)

car |¢, @) € H' et |¥) € H™ et que les sous-espaces Ht et H ™~ sont orthogonaux. Dans la suite,
nous spécifierons toujours dans quel contexte (fermionique ou bosonique) nous travaillons.

2.3.1 Exemple de deux qubits

Interprétons les nouvelles définitions (défs. 2.1 et 2.4) & partir d'un exemple et comparons-
les avec l'ancienne définition (déf. 1.1). Soient un premier systéme d’un qubit fermionique
d’espace ‘H, =~ C?, initialement préparé dans la superposition d’états de spin

_ L 1
V2 V2

et un second systéme constitué d’un second qubit, identique au premier, cette fois-ci dans
I’état de spin

[ I+ +— 1) (2.3.6)

V3

1
=5 +) + 3 |—). (2.3.7)

X)
L’état global |¥) du systéme de deux qubits est

U) = NAJg,x)
1

_ \@<’+’_> —1-4)). (2.3.8)

Puisqu’il n’existe pas de vecteurs kets |a) , |5) € H, tels que |¥) puisse se mettre sous la
forme factorisée |¥) = |a, 5), on conclut que les deux qubits sont intriqués du point de vue
de la définition 1.1.

Cependant, en appliquant la nouvelle définition de 'intrication (déf. 2.1), il est possible
d’attribuer a I'un des deux qubits 1’ensemble complet de propriétés associé a I’état |+) au
travers de Popérateur Py = |4+)(+|. Effectivement,

PW W) = Jli l+,—) (2.3.9)
PO w) = —\2 |-, +) (2.3.10)

si bien que
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(| P 4 PP ) = 1. (2.3.11)

De la méme fagon, I'autre qubit posséde I'ensemble complet de propriétés associé a |—). L’état
| W) est donc séparé.

Cet exemple est important dans la mesure o, contrairement a ce que ’on pourrait croire,
les états de particules indiscernables ne sont pas nécessairement tous intriqués. Plus encore,
si au lieu de travailler avec les états |¢) et |x), nous avions envisagé les états plus généraux

¢) =al+)+b]-) (2.3.12)
X) =cl+) +d|-), (2.3.13)

avec a, b, c,d € C tels que |a]?+|b]? = 1 et |c|>+]|d|? = 1 alors, le processus d’antisymétrisation
de |@, x) ménerait systématiquement au méme état séparé %( [+, =) —|—,+) ). Il semblerait
donc qu’aucun systéme de deux qubits fermioniques ne puisse étre préparé dans un état
d’intrication. Les prochains théorémes confirmeront cette remarque.

2.3.2 Cas des fermions

Les sections suivantes seront consacrées a 1’étude de premiers critéres d’intrication pour
des systémes fermioniques sur base des définitions 2.1 et 2.4. Avant de présenter le premier
d’entre-eux, nous adopterons la nouvelle notation suivante :

NAlg,x)=1o)@alx), N = 1—!<2¢x>|2 (2.3.14)

pour tout |¢),|x) € H normés. L’opérateur ®4 désigne le produit tensoriel antisymétrique et
est défini comme [21]

®a:Hp x Hy = H: (19),1x)) = [8) @alx) = g/(\¢,x> - |x,<z>>). (2.3.15)

Dans ce qui suit, nous utiliserons la notation simplifiée |¢) @4 |x) = |¢; x) 4, voire méme |¢; x)
lorsque le contexte est suffisamment clair.
2.3.2.1 Premier critére d’intrication

Avant de dresser un premier critére d’intrication fermionique, nous avons besoin d’un
lemme dont 1’énoncé est le suivant :

Lemme 2.5. Le produit tensoriel antisymétrique de deux états normés quelconques et dis-
tincts |¢) , |x) € H, peut toujours s’écrire sous la forme d’un produit tensoriel antisymétrique
de deux états orthonormés.

Démonstration.
Soient |¢) et |x) deux états normés distincts de H,. Posons a = (¢|x) et définissons le vecteur
normeé

[91) = %(\x> —a|¢>>), (2.3.16)

33



avec b € C, un coefficient assurant la normalisation du vecteur [¢)) (|a| < 1= ||x]|| # ||ad]|
= |x) —a|¢) # 0). Ceci nous permet de décomposer le vecteur |x) en une partie transverse
a |¢) et une partie paralléle & |¢) comme suit

IX) =alg) +bloL). (2.3.17)
En effet,

(6161) = 3 (6 —a(9l6) )
~0. (2.3.18)

Dans ce cas, si N' € C est une constante de normalisation, on a
N
|63 x) = 5(|¢,x> - \x,¢>)
N
= 5-(16.%) — al6,6) +alo,6) — [x,9) )
Nb
= (16:00) = 61,9))

1
= 75 (I8.00~ lo1.9))
— 6:61). (2.3.19)
D’ou la conclusion. O

Proposition 2.6 (Réf. [7]). L’un des deux sous-systémes fermioniques du systéme composite
S posséde un ensemble complet de propriétés si et seulement si I’état global |¥) € H~ de S
peut s’écrire comme le produit tensoriel antisymétrique de deux états orthonormés.

Démonstration.
(Condition suffisante). Soit |U) € H~ et soient |@), |x) € H, deux vecteurs orthonormés. Si

|T) = [¢;x)

-5 ( 16,3 — Ix, <z>>> (2.3.20)

alors, en définissant le projecteur P¢, = |¢)¢|, on obtient

1

) gy — 2.3.21
5 [P \/§|¢’X> ( )
52) gy = L . 9.3.22
5 [ P) ﬂ\x,@ (2.3.22)
Do,
: 52
<P¢El) + P )) W) = W) (2.3.23)
et
(0| PV + PV 0y = 1. (2.3.24)



(Condition nécessaire). Pour commencer, rappelons un résultat intermédiaire qui nous servira
pour la suite. Soient deux vecteurs normés |«),|5) € H,. L'inégalité de Schwarz stipule que

[(alB)] < llalll|Bll
=1, (2.3.25)
I’égalité ayant lieu uniquement lorsque |a) et |5) sont multiples I'un de l'autre. En particulier,
si
(alp) =1
alors, |a) = |B).
Par hypothése,
A1) B2
(0] PV + PP |w) = 1. (2.3.26)

Dans le but d’appliquer le résultat précédent, montrons que le vecteur (P( ) + P ) | W) est
normé. On a,

B0+ B2y o] = (24 + 2E2) ‘If! U Y)e)
<\P|<P“>+P )2 )
= (W BV + PP ) + 2 (0| BV P |w) (2.3.27)

Le premier terme de cette égalité est égal & I'unité compte-tenu de I’hypothése initiale (éq.
2.3.26). Quant au second terme, il est évidemment nul étant donné qu'’il correspond a la
probabilité d’occupation de ’état |¢) par chacun des fermions.

Ainsi, en vertu de I'inégalité de Schwarz !,

(1 (2
(P(z() . )) W) = | . (2.3.28)
Cela étant, pour démontrer la thése, considérons une base B, = {\uz) }Z c(12,d,} de
3Lyeens D

I'espace & un corps H,, et supposons que le premier élément de cette base corresponde a |¢).

En décomposant le vecteur |¥) dans la base B = { |u;, u;) }z‘je{l o) de H, on obtient
9, 3y Up

dp
|U) = Z cij |ui, uj) - (2:3.29)
ij=1

Vu que |¥) représente un état fermionique, il est nécessaire qu’il change de signe par applica-
tion de 'opérateur Py1. En d’autres termes,

Py |¥) = — |T)
dyp dp
e Z Cl'jP21 |’LLZ',UJ'> = — Z Cij |ui,uj>
1,j=1 3,j=1
dp
= > (e + i) luiyug) =0. (2.3.30)
i,j=1

1. dans le cas particulier ou I’égalité a lieu.
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La famille B étant libre, les coefficients (cij —i—cji) doivent étre tous nuls. Le vecteur |¥) appar-
tient donc a 'espace H™ des états antisymétriques vis-a-vis de ’échange de deux particules
si, pour tout 7,5 € {1,2,...,d,},

Cz‘j = —Cji. (2.3.31)

En particulier, ¢;; = 0, pour tout i € {1,2,...,dp}.
Cela étant, revenons-en a la thése et injectons la décomposition (2.3.29) de |¥) dans
Pexpression (2.3.28). De cette fagon,

d
PV |w) = me |, u;) (2.3.32)
Jd:pl
P = 3" e fui 6). (2.3.33)
i=1
L’état |¥) devient alors
dp dp
) =D eijldiug) = D eilui ) (2.3.34)
J=1 i=1

En définissant le vecteur normé |y) = v/2 ZZ”: 1 €1k [ug), il s’ensuit que [7],

=\}§<I¢,x>—|x,¢>)

= |¢ix) - (2.3.35)

De plus, les vecteurs |¢) et |x) sont orthogonaux car

&)

dy
(0x) = V2 cuk (dlur)
k=1

=V2c1y
=0. (2.3.36)

O]

Il est intéressant de noter que, dés I'instant ou I'un des sous-systémes fermioniques S
ou S posséde un ensemble complet de propriétés, I’autre sous-systéme posséde automatique-
ment son propre ensemble [7]. En effet, au cours de la proposition précédente (prop. 2.12),
la démonstration de la condition suffisante nous apprend que quand l'un des sous-systémes
de S posséde un ensemble complet de propriétés associé & un vecteur que nous noterons |¢)
alors, il existe un second vecteur |y), orthogonal & |¢) tel que le vecteur |¥) € H~ décrivant
le systéme S est de la forme

W) = |5 x)

= (180~ 19, (2337

S5
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De 14, nous pouvons aisément montrer qu’il existe un second projecteur Px = |x)Xx| € L(H,)
satisfaisant a

(w| P + PP |0y = 1. (2.3.38)
En effet,
POw) = Ly ), (2.3.39)
V2
POy = Ljg ). (2.3.40)

V2
D’oi, la condition (2.3.38) est vérifiée.

Pour récapituler, par la définition 2.4, il est clair que I'un des deux sous-systémes posséde
un ensemble complet de propriétés associé a I'état |¢) et que I'un de ces sous-systémes posséde
un ensemble complet de propriétés associé a |x). Mais est-ce suffisant pour affirmer que 'un
de ces sous-systémes posséde un ensemble complet de propriétés associé a |¢) et que l'autre
sous-systéme posséde inévitablement l'autre ensemble (associé & |y))? La réponse a cette
question est positive car en calculant la probabilité

Pio=P[(1) : ) et (2): ) ou (1): [x) et (2): )] (2.3.41)

que 'un des deux constituants posséde ’ensemble complet associé a I'état |¢) et que l'autre
posséde l'ensemble associé a |y), on obtient, en vertu de 'orthogonalité des états |¢) et |x),

Piz = | (6, XI¥) > + | (x, 0| ¥) |
= (9] (16006, x| + . 9)x 01 ) 1)
= loixd PYVP + PP [65x) 4
1 . N . N
(@l = 0col ) (BVPD + POPP) (16,30 = . ) )
1, (2.3.42)

Toutes ces précautions semblent superflues au premier abord mais s’avéreront indispensables
dans le cas plus délicat de systémes bosoniques. L’analyse et la discussion des détails précé-
dents méne automatiquement a la démonstration du théoréme suivant.

Théoréme 2.7 (Réfs. |7,8]). Le systéme S est séparé si et seulement ’état global |¥) € H™
le décrivant peut s’écrire sous la forme

[¥) = [¢5 x) (2.3.43)

avec |p) , |x) € Hp, deux états orthonormés.

2.3.2.2 Décomposition de Slater et second critére d’intrication

Nous avons établi une nouvelle définition de I'intrication pour des systémes indiscernables
ainsi qu’un premier critére de séparabilité pour les fermions. Le prochain théoréme est d’une
importance particuliére étant donné qu’il prédit I'existence d’une décomposition systématique
d’états fermioniques dans une certaine base de I’espace produit [8,22]. A partir d’une telle
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décomposition appelée décomposition de Slater, nous pourrons établir un nouveau critére de
séparabilité. La démonstration du théoréme requiert néanmoins un résultat important de la
théorie du calcul matriciel, résultat qui, via une transformation unitaire U € U(N), permet
de décomposer n'importe quel état de spin |¥) € H~ de deux fermions dans une nouvelle base
dont la matrice des composantes (notée ¥ dans la suite) prend une forme particuliére [23].

Pour fixer les notations, H, = C?s*+! correspond a I'espace des états d’un fermion de spin
s. En ce qui concerne 'espace produit 4, on a simplement H = C?$*! @ C?s*! = C@s+1)?,

Lemme 2.8 (Réfs. [8,23]). Si C' € M,, est une matrice carrée antisymétrique de dimension
n et de rang rg(C) = r alors, r est pair et il existe une matrice unitaire U € M, telle que
C=UXUT, avec

. 0 Z1 0 Z9
== (% 0)e (5 D)

une matrice diagonale par blocs dont les éléments z;,i € {1,2,...,r/2} correspondent aux
valeurs singuliéres de C.

0 ZT/Q
® <zr/2 ] > ®0nrnr (2.3.44)

Théoréme 2.9 (Décomposition de Slater [8]). Soit |¥) € H™ C H un vecteur d’état dé-
crivant un systéme de deux particules fermioniques indiscernables de spin s. Il existe une
décomposition de | V) de la forme

(2541)/2

b)) = i T2i —1,2d) — |24,2i — 1) ], (2.3.45)
>l

avec |1),12),...,2s + 1), des vecteurs orthonormés formant une base de H, et a;, des coeffi-
cients réels et positifs satisfaisant a la condition de normalisation Zgislﬂ)/z a? =1.
Démonstration. Soient |¥) € H™ et [¢)) € H tels que |¥) = NA|¢), avec N, une constante
de normalisation et soit B = { |i,7) }i,je{l,Q,...,2s+1} une base de H. En décomposant le vecteur
|1)) dans la base B, on obtient successivement

[¥) = NAy)
2s+1 .
ig=1
2s+1

o> Z cij — ¢ji) |1, 7)

,5=1
23+1

— Z )i; |:5) (2.3.46)

1,5=1

avec C, la matrice antisymétrique d’éléments (C');; = ¢;; — ¢j;. Par application du lemme 2.8,
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il vient que

2s+1 2s+1
=5 2. 2 Ok Ny li)
i,j=1k,l=1
2s+1 2s5+1 2s+1
Ty (z i) o | S0
k= i=1 j=1
N S
=5 Z Y | K1) (2.3.47)
k=1
ou |K) = S22 U)uli), k € {1,2,...,d1} correspond a un élément d’une nouvelle base
obtenue via la transformation unitaire U et oul
0 =z
! 02’2 02,2 L. 02,2
—Z1 0
0o " 2 0, 05
) _Z2 0 ) )
0 =z
= 0, 0, . 03 . 02 (2.3.48)
0 Z2st1
02 2 02 2 02 2 . 2
) ) ) _ZM 0
2
et les coefficients z;,i € {1,2,..., %} sont les valeurs singuliéres positives ou nulles de la

matrice C.
Par conséquent, la double somme se simplifie grandement au profit de

N(2s+1)/2
UEEIDY zl“(2l—1)' @20 — |21, (21 — 1)’ >} (2.3.49)
=1

et la condition de normalisation de I'état |¥) impose que

9 (2s+1)/2

W' Z 222 =1. (2.3.50)

Ainsi, & un facteur de phase global prés,

V2

N V2 (2.3.51)
(2s+1)/2
I=1 %
D’on,
. (25+1)/2
Zi . / -\ / N/ . /
)= —[ 2 — 1Y, (20)) — | (2i), (2 — 1 ] 2.3.52
e e M AL AL R NP (2352)
=1 z =
Finalement, en posant a; = = =, pour tout i € {1,2,...,(2s+1)/2}, on conclut. O

[S~Cs+1)/2
Z[, l
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Définition 2.10 (Nombre de Slater [8]). Le nombre de coefficients a; non nuls pour une
décomposition de la forme (2.3.45) définit le nombre de Slater (notation : Ng;).

Corollaire 2.11 (Ref. [8]). Tout état antisymétrique |¥) € H~ décrivant un systéme de deux
fermions est séparé si et seulement si le nombre de Slater est égal & un.

Démonstration.
La preuve est immédiate. Compte-tenu du théoréme 2.7, un état |¥) € H™ est séparé si et
seulement s'il existe |¢) , |x) € H, tels que

|W) = |5 x)

=5l = o)), (235

ce qui correspond & une décomposition de Slater (thm. 2.9) avec un nombre de Slater égal a
un. ]

Le corollaire 2.11 est d’une importance certaine dans la mesure ou il entraine I'impossibilité
d’intriquer les systémes de deux qubits fermioniques. En effet, pour de tels systémes, 1’état le
plus général |V) € H™ est

W) = \}i(H’_) - |—,+>), (2.3.54)

ce qui, de part le théoréme de Slater (thm. 2.9) et le corollaire 2.11, correspond a un état

séparé.

2.3.3 Cas des bosons

De la méme fagon que pour les systémes fermioniques, introduisons la notation suivante

pour les bosons :
5 2
NSp, x) =¢) ®s|x), N = TTTOI0E (2.3.55)

pour tout |¢),|x) € H normés. L’application ®g désigne le produit tensoriel symétrique et
est définie comme [21]

©5 Hy x Hy M2 (00, 10) = ) @s b =5 (160 +xe)). (2350

Par la suite, nous utiliserons la notation simplifiée |¢) ®g |x) = |¢; x)g, voire méme |¢; x)
lorsque le contexte est suffisamment clair.

2.3.3.1 Premier critére d’intrication

Proposition 2.12 (Réf. [7,8]). Soit S un systéme composite constitué de deux particules
bosoniques indiscernables. L’'un de ces deux sous-systémes posséde un ensemble complet de
propriétés si et seulement si I'état global |¥) de H™ peut s’écrire comme le produit tensoriel
symétrique de deux états normés.
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Démonstration.
(Condition suffisante). Soit |¥) € H et soient |¢),|x) € H,. Posons a = (¢|x). Si

W) = 1950
N
=5 ( 9 x) + IX, ¢>) (2.3.57)
alors, en définissant le projecteur P¢ = |¢)¢|, on obtient
5 N
0 1w) = 5 (1600 +alé,0) ) (2.3.58)
5 N
f) |¥) = f(a 9, ) + |x,¢>) (2.3.59)
PVEE W) = Nalp, ). (2.3.60)
De cette fagon,
(Pdgl) + B - pqgl)pdg2>> V) =) (2.3.61)
et
(o] pd()n +]3qg2) _ pél)pf) 0) = 1. (2.3.62)

(Condition nécessaire). Comme pour la démonstration de la proposition 2.6, montrons que le
vecteur

(Pd()l) + Py - Pél)PQEQ)) ¥) (2.3.63)
est normé. On a
H<P¢(>1) +]5q(52) P(l >|\I] H _ <<]5(;1)+p¢()2) _ Ad()l) )\If‘( 1)+P(2) ]_e,qg1)]3(;2))qj>
= (Y| (Pdﬁl) + P — qul)Pf)> D). (2.3.64)

H(2)

Or, puisque qul) commute avec P¢

et puisque qul)

(pd()l) + PP P pf))Q _ (pqgl))z L PP - P(l)( 2% f))
H_:,d()z)[f,d()l) n (]_:,(1()2)>2 _ P¢(>2)< Ad()1) A(2)>

¢
n ( AV pf))Q _ ( PO p(2)> P - (

et lf’f) sont deux opérateurs de projection,

80— (20
_ Aq(sl) +p¢()1)qu2) . pd()l)pq(f)
_’_Pq(bl)pd(f) + A(z()2) Pél) Ad()2)
+P¢(>1)pq§2) B Ad()l) Af) 3 Ad()l)pqgg)
=PV + PP - PVPE). (2.3.65)



Dés lors,

50, 5@ _ pMp@Y (gn [ — gl AU 4 p@ _ pl) )
H(P¢ + B~ PVES )|x1/>H = (| BV + B — PP |w)
=1, (2.3.66)

par hypothése. Do,
~ (1 ~ (2 ~ (1) A(2
(qu ) + qu ) qu )qu )) |¥) = |U). (2.3.67)

Considérons, maintenant, une base B, = {|ul>} de H, et supposons que le

1€{1,2,....dp}
premier élément de cette base corresponde a |¢). En décomposant le vecteur |¥) € HT dans

la base B = { |uj, u;) }i,je{1,2,...,dp} de #H, on obtient

dp

T) = > e i, uj) - (2.3.68)

i,j=1
Vu que |¥) représente un état bosonique, il est nécessaire que
Py [W) = |0)

dp dp
<~ Z Cijpzl |ui,uj> = Z Cij |ui,uj>
,j=1 3,j=1
dp
= Y (e — i) uiyug) =0. (2.3.69)

ij=1

Ainsi, |¥) appartient a lespace Ht des états symétriques vis-a-vis de I’échange de deux
particules si pour tout 4,5 € {1,2,...,dp},

Cij = Cji. (2.3.70)

Explicitons, a présent, 'expression (2.3.67), notamment en y injectant la décomposition
(2.3.68) de |¥) dans la base B. On a,

dp

P(,El) 0) = eyl uy), (2.3.71)
j=1
dP

Pf) W) = cir |ui, @) et (2.3.72)
=1

( Aél)Pf)) @) = ci1]9,9) - (2.3.73)

Ainsi,

_(p) L @ _ 1) p@)
|\If>_<P¢ + PP — VB )|x1;>

dp d,
= cijléiu) + > crilui, ¢) — ca1|¢, ¢) - (2.3.74)
Jj=1 i=1
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En définissant le vecteur normé

X) =/ 5 161 T Jen? (Zcm jug) — =2 !d>>> (2.3.75)
o) =29 (1650 + 1. 0)) (2.3.76)

=i x) -

Terminons cette preuve en spécifiant que les états |¢) et |y) ne sont pas nécessairement
orthogonaux. Effectivement, le produit scalaire

0h0 =[5 Zcm (@lk) = S+ (9l0)
2
= C11y | m (2.3.77)

est nul uniquement lorsque ¢1; = 0. O

il s’ensuit que

Comme pour le cas des fermions, & partir de cette proposition (prop. 2.12), sur base
de lexpression (2.3.76), on aimerait pouvoir affirmer qu’il suffit & 'un des sous-systémes de
posséder un ensemble complet de propriétés associé a 'état |¢) pour que 'autre sous-systéme
posséde son propre ensemble associé a I'état |y). Malheureusement, les systémes de bosons
regorgent de caractéristiques subtiles et, avant toute conclusion, il est nécessaire d’envisager
les trois cas suivants |7,8] :

(1) : |¢) = |x) . Dans ce cas,
(W BB 1) = (50| BB 105 0)
=1 (2.3.78)

et, d’aprés la définition 2.4, chacun des bosons posséde un ensemble complet de pro-
priétés associé a I'état |¢). Le systéme est donc séparé au regard de la définition 2.1.

(2) : |¢) L |x). Dans ce second cas, le coefficient ¢17 dans 'expression (2.3.75) de |x) est
nul et

A~ 1 A 2 A~ A~
(| PVEP (W) = (w| PO PR |w)

= (x| PV B |9 x)
= 0. (2.3.79)

On se retrouve alors dans la méme situation que celle étudiée précédemment pour les
fermions. La probabilité P15 que 'une des deux particules posséde un ensemble complet
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de propriétés associé a |¢) et que l'autre particule posséde I'autre ensemble associé a
|x) est égale & un grace a I'orthogonalité entre |¢) et |x). De fait,

Pio = | (6, x|9) I* + | (x, 9| ¥) |”
= (9] (16:0(6, x| + [, 9)x, 61 ) 1)
(x| PV PP + PP 65 x) g
(<¢, x|+ (x, 9| ) ( VPR + PS)Pf)) ( |6, %) + |x, ¢>)
=1 (2.3.80)

S
1
2

et Iétat |W) = |¢; ) g est séparé.

(3) : |¢) L |x). Dans ce troisiéme et dernier cas de figure, la probabilité Pio n’est pas
identiquement égale a zéro ou un comme précédemment. Pour citer Ghirardi et al. [7] :
“Meéme si l'on peut affirmer qu’il y a un boson possédant les propriétés associées a |p)
de méme qu’il y a un boson possédant les propriétés associées a |x), nous ne pouvons
pas affirmer que l’état (2.3.76) décrit un systéme pour lequel l'un des bosons posséde
les propriétés associées a |¢) et Uautre, celles associées a |x). En réalité, dans le cas
considéré, il existe une probabilité non nulle de trouver les deux particules dans le méme
état.” [Traduction libre|. L’état (2.3.76) est donc intriqué.

Le théoréme suivant résulte des différents cas de figure discutés ci-haut. Sa démonstration
repose sur la précédente discussion.

Théoréme 2.13 (Réf. [8]). Soit S un systéme composite constitué de deux parties bosoniques
indiscernables. L’état global | V) € H' est séparé si et seulement si soit :
(1) |V) peut s’écrire comme

W) = |9, ¢), (2.3.81)
avec |p) € H

(2) |V) peut s’écrire comme le produit tensoriel symétrique

1) = [¢5 x), (2.3.82)

avec @) ,|x) € Hp, deuz états orthonormés.

2.3.3.2 Décomposition de Schmidt et second critére d’intrication

De maniére similaire aux systémes de deux fermions identiques, il existe une décompo-
sition systématique d’états bosoniques dans une certaine base de H = H, ® H,. Une telle
décomposition repose sur le lemme d’Autonne et est appelée décomposition de Schmidt.

Au moyen de cette décomposition, il sera possible de dresser un nouveau critére d’intrica-
tion reposant sur la notion de nombre de Schmidt & définir prochainement.

Lemme 2.14 (Autonne [8,23|). Soit C' € M,, une matrice carrée de dimension n. C est
symétrique si et seulement s’il existe U € M,,, une matrice unitaire et > € M,,, une matrice
diagonale telles que C' = UXU . En particulier, les éléments diagonaux de ¥ correspondent
aux valeurs singuliéres de C.
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Théoréme 2.15 (Décomposition de Schmidt [8]). Soit |[¥) € HT € H = CHD* un vecteur
d’état décrivant un systéme de deux particules bosoniques indiscernables de spin s. Il existe
une décomposition de |¥) de la forme

2s+1

= > bili,i) (2.3.83)
=1

avec [1),12) ..., |2s + 1), des vecteurs orthonormés formant une base de H, = C**T! et b;, des
coefficients reels satisfaisant a la condition de normalisation ZQSH b2 =1.

Démonstration.

De la méme facon que lors de la démonstration du théoréme 2.9 consacré a la décomposition
de Slater d’états fermioniques, considérons les vecteurs |¥) € HT et 1)) € H tels que |¥) =
NS |¢) ainsi quune base B = { i, j) }i7j€{172’m?25+1} de H. La décomposition de |1)) dans la

base B donne successivement

U) = NS |v)
2s+1
=N ei;Sli,j)
1,j=1
23+1
— Z cij + ¢ji) |4, )
t,j=1
25+1

= Z )ij iy 7) (2.3.84)

i,j=1

avec C' € Mast1, la matrice carrée symétrique d’éléments (C);j = ¢ + ¢ji.
Par application du lemme d’Autonne (lem. 2.14), il s’ensuit que

2s+1
T) = > (C)ij i 4)
i,j=1
25+1 2s+1
Y Z Z U ")y li, 5)
,=1kl=1
2s+1 2s+1 2s+1
53 (z i >> S Wl
i=1 j=1
25+1

— Z 2 [K K (2.3.85)

avec |k') = Ef:{l(U )ik |1) désignant un élément d’une nouvelle base. La condition de norma-

lisation impose que

=Y =1 (2.3.86)



D’ot, & un facteur de phase global prés,

2
N=——". (2.3.87)
2s+1 _2
k=1 %k
La thése est dés lors démontrée en posant
b= Vie{l,2,..,2s+1}. (2.3.88)
2s+1 _2
k=1 “k

O

Définition 2.16 (Nombre de Schmidt [8]). Le nombre de coefficients b; non nuls pour une
décomposition de la forme (2.3.83) est appelé le nombre de Schmidt (notation : Ng.).

Tout comme le nombre de Slater Ng;, le nombre de Schmidt Ng,. est utile pour déterminer
si un état symétrique donné est intriqué ou non. Plusieurs cas sont & considérer selon sa valeur.

Premiérement, lorsque le nombre de Schmidt d’'un vecteur d’état |¥) € H est égal a un,
il existe un vecteur |1) € H tel que

@) =[1,1). (2.3.89)

Il s’agit du cas trivial de deux bosons occupant le méme état.
A Tinverse, la décomposition de Schmidt de tout état bosonique |¥) € H* caractérisé par
un nombre de Schmidt égal & deux est

[B) = by [1,1) + by [2, 2) (2.3.90)

ot [1),|2) € H sont deux états orthonormés et by, by € R{. Comme le montre la proposition
2.17, le vecteur |¥) est séparé si et seulement si les coefficients by et by sont égaux.

Proposition 2.17 (Réf. [8]). Soit |¥) € HT I'état décrivant un systéme S de deux bosons
identiques. Supposons que le nombre de Schmidt de 'état |¥) soit égal a deux. Il s’ensuit que

) = b1 |1,1) +b212,2), (2.3.91)

ot 1) et |2) sont deux états orthonormés et by, by € Ry tels que b? + b3 = 1. L’état |¥) est
séparé si et seulement si by = bo.

Démonstration.
(Condition nécessaire). Soit |¥) € HT. Si la décomposition de Schmidt de cet état est
1

- \/§<’1’1> + \2,2>), (2.3.92)

avec [1),|2) € H,, deux éléments de base et by = by = \% par hypothése alors, en posant

l9) = (!1> —i \2>) et (2.3.93)

(1 +i12)). (2.3.94)

Sl =Sl

Ix) =
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il vient que
(ch) + |x>) et (2.3.95)
(\¢> - \x>). (2.3.96)

Donc, le vecteur (2.3.92) devient

1) = 7= [ 3(16:6 41620 + bod) +1x0) = 3 (16,6 16,20 — b é) + 1))
1
= |$;x) - (2.3.97)
De plus,
(¢lx) =0, (2.3.98)

ce qui conclut la preuve, en appliquant le théoréme 2.13.

(Condition suffisante). Par hypothése, |U) € H est séparé, ce qui signifie qu’il existe deux
vecteurs orthogonaux |¢) et |x) tels que

W) = |95 x) (2.3.99)
- (o0 +a). (2.3.100)

Considérons les vecteurs orthonormés

1
1) = ﬁ(‘@ + \x>) (2.3.101)
2) = %(\qﬁ) - |x>)- (2.3.102)

Similairement, en inversant les relations (2.3.101) et (2.3.102) afin d’isoler |¢) et |x) et en
injectant les relations obtenues dans (2.3.100), on conclut que

W) =b1|1,1) +b2(2,2), (2.3.103)

avec blzbgz\%. O
Enfin, il est démontré dans les deux situations précédentes que lorsque I'état |¥) du sys-
téme composite est de la forme |¥) = |¢; x), avec |¢p) et |x) pouvant étre orthogonaux ou

égaux, cela méne a4 un nombre de Schmidt égal & un ou deux. Une décomposition de Schmidt
caractérisée par Ng. égal a trois ou plus ne peut, dés lors, en aucun cas décrire un état séparé.
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2.4 Reésumé et récapitulatif du chapitre deux

Riche en nouveaux concepts, le deuxiéme et avant dernier chapitre de ce mémoire s’est
voulu, avec autant de clarté que possible, introduire une nouvelle approche de l'intrication
conceptuellement différente de I’approche standard. Que ce soit pour les systémes discernables
ou indiscernables, fermioniques ou bosoniques, celle-ci se base sur ’attribution d’un ensemble
complet de propriétés a chacun des deux constituants du systéme composite considéré.

Comme on devait s’y attendre, la nouvelle définition de l'intrication (déf. 2.1) et ancienne
(déf. 1.1) sont strictement équivalentes dans le cas particulier de systémes de particules discer-
nables. Moyennant cette nouvelle approche, la définition 1.1 devient une conséquence directe
de la nouvelle définition (déf. 2.1).

Ensuite, en adoptant deux nouvelles notations : ® 4 et ®g désignant le produit tensoriel
antisymétrique et symétrique, respectivement, deux critéres d’intrication similaires peuvent
étre établis a partir des propositions 2.6 (sect. 2.3.2.1) et 2.12 (sect. 2.3.3.1). Le tableau suivant
(tab. 2.1) reprend ces critéres et les compare entre-eux.

Discernabilité Critére de séparabilité
. . W) = |9, x)
Particules discernables (thm. 2.3)
Particules indiscernables 0) = |¢x X>A
(fermions) (avec [¢) L [x))
(thm. 2.7)
Particules indiscernables V) = |¢; X>S
(avec |¢) = [x) ou |¢) L [x))
(bosons)
(thm. 2.13)

TABLE 2.1 — Tableau récapitulatif des premiers critéres d’intrication pour de systémes dis-
cernables, indiscernables (bosons et fermions). Dans la colonne de droite, |¢) et |x) désignent
deux états normés & un corps et |¥), I’état du systéme composite S.

Un fois ces premiers critéres élaborés, que ce soit pour les fermions ou les bosons, nous
avons montré l'existence d’une décomposition systématique (décomposition de de Slater et
de Schmidt) consistant a effectuer une transformation de base dans laquelle la matrice de
représentation des composantes de I'état fermionique ou bosonique considéré posséde une
forme particuliere. Ces deux décompositions permettent de définir les notions de nombre
de Slater Ng; et de Schmidt Ng., lesquels servent de socle de base & de nouveaux critéres
d’intrication.

La ot le critére d’intrication basé sur le nombre de Slater est strict, dans la mesure ou ce
nombre ne peut valoir qu'un pour que le systéme soit séparé, il n’est pas possible d’étre aussi
tranché en ce qui concerne le nombre de Schmidt. En effet, lorsque celui-ci est égal a deux, cela
meéne 4 une indétermination dans ce sens qu'une décomposition de Schmidt caractérisée par
Ng. = 2 ne permet aucunement de se prononcer quant a la séparabilité de I’état |¥) considéré
sur unique base de ce nombre de Schmidt. Il est alors nécessaire de faire appel aux coefficients
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d’une telle décomposition. Le schéma ci-apres (fig. 2.2) reprend ces différents critéres.

Séparé

+ o
w
S
)

; : : > Ng;

-i-
+ w
S
ot

| i ; > Ng.

(b)

FIGURE 2.2 — Représentation schématique sur la demi-droite réelle positive des différentes
valeurs que peut prendre (2.2a) le nombre Slater pour que 'état |¥) d’un systéme de deux
fermions soit séparé et (2.2b) le nombre de Schmidt d’un systéme de deux bosons.

Pour clore ce chapitre, nous présentons ci-joint, le roadmap mis a jour (fig. 2.3).
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FIGURE 2.3 — Mise & jour du roadmap. Aprés avoir redéfini le concept d’intrication pour les
systémes discernables, le seul et unique critére de ce mémoire pour de tels systéme a été dressé
(thm. 2.3). Ce critére liant séparabilité des états purs et factorisation du vecteur d’état cor-
respond simplement & I’ancienne définition de l'intrication. Ensuite, ce concept d’intrication
a été étendu aux systémes de particules indiscernables en commengant par les fermions. De
la, deux critéres ont été établis : un premier (thm. 2.7) basé sur 'antisymétrisation de deux
états normés et un second (cor. 2.11) nécessitant l'introduction de tout un arsenal mathéma-
tique dont notamment, la décomposition de Slater. En ce qui concerne les bosons, un critére
analogue aux fermions basé sur la symétrisation de deux états orthonormés (thm. 2.13) a
été dressé avant de présenter un second critére reposant sur la décomposition de Schmidt.
Dans ce chapitre, nous nous sommes limités aux systémes de deux particules. L’extension des
différents concepts et critéres établis aux systémes de N particules (N > 2) sera étudiée au
chapitre suivant.



Chapitre 3

L’intrication quantique : nouvelle
approche (cas de N > 2 particules)

“The doctrine that the world is made up of objects whose
existence is independent of human consciousness turns out
to be in conflict with quantum mechanics and with facts
established by experiment.”

B. D’ESPAGNAT [24]

Dans ce troisiéme et dernier chapitre, nous tentons d’étendre les concepts abordés précé-
demment aux systémes de plus de deux particules.

Pour ce faire, a la section 3.1, pour les systémes constitués de particules discernables, nous
présenterons l'extension & N corps de la définition 2.2 d’ensemble complet de propriétés (sect.
3.1.1). Dans un second temps (sect. 3.1.2), nous nous consacrerons a la généralisation aux sys-
témes multipartites indiscernables de ce concept d’ensemble complet de propriétés. Puisque
celui-ci se base sur des considérations probabilistes plus élaborées, nous proposerons une défi-
nition reposant sur une formule appelée formule de Poincaré (voir prop. C.2, app. C) ainsi que
sur les arguments avancés par Ghirardi et al. [7,8] pour les systémes de deux particules. Cette
nouvelle définition devra étre identique & la définition 2.4 lorsque particularisée aux systémes
bipartites. La sous-section 3.1.2.1 est consacrée a 'application de la formule de Poincaré a
de tels systémes alors que la sous-section 3.1.2.2 s’attelle aux systémes tripartites. Ce n’est
qu’aprés avoir envisagé toutes ces considérations théoriques que nous serons en mesure de
présenter la définition de 'intrication pour ces systémes multipartites a la section 3.1.3. Nous
poursuivrons alors en nous assurant, comme au deuxiéme chapitre, que ’ancienne approche
de l'intrication et la nouvelle approche sont, dans le cadre discernable, équivalentes au travers
d’un théoréme (thm. 3.4) dont la démonstration fait appel au théoréme 2.3.

Finalement, nous dresserons une condition suffisante sur ’état d’un systéme fermionique
S pour que celui-ci soit séparé en section 3.2.
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3.1 Ensemble complet de propriétés et définition de l’intrica-
tion

3.1.1 Deéfinition d’ensemble complet de propriétés : cas discernable

Considérons un systéme composite S constitué de N > 2 parties distinctes dénotées
S1,89,...,SNn. Pour tout ¢ € {1,2,..., N}, notons H;, l'espace des états associé au sous-
systéme ;. De cette facon, 'espace des états global H du systéme composite S est

N
"= M (3.1.1)
=1

La définition suivante est une généralisation de la définition 2.2 aux systémes constitués
d’un nombre arbitraire de particules.

Définition 3.1 (Ensemble complet de propriétés). Soit |¥) € H le vecteur décrivant 1'état
du systéme composite S et soit i € {1,2,..., N}. Le sous-systéme S; posséde un ensemble
complet de propriétés si et seulement s'il existe un projecteur Pd(f) = |p)X¢| € L(H;) sur un
vecteur ket |¢) € H; tel que

(| P |w) = 1. (3.1.2)

Pour rappel, le produit scalaire (¥| ]_e,qu) |¥) correspond a la probabilité que la particule dotée
du label (i) occupe l'état |¢).

3.1.2 Définition d’ensemble complet de propriétés : cas indiscernable

Comme annoncé au chapitre deux, les systémes de particules indiscernables requiérent
une attention particuliére. Dans la prochaine section, nous étendrons la définition d’ensemble
complet de propriétés (déf. 2.4) aux systémes de N > 2 particules indiscernables.

Avant d’aborder cette notion qui repose sur la formule de Poincaré il convient d’établir le
cadre mathématique et physique afin de fixer les notations. Nous considérons un systéme de N
particules indiscernables toutes labellisées arbitrairement (1), (2),...,(N). L’espace des états
global H est constitué du produit tensoriel de chacun des N espaces a un corps identiques
H,,. Nous adopterons la notation suivante pour 'espace H :

N
H=H" =X Hy. (3.1.3)
i=1

Ensuite, définissons les vecteurs normés |¥) € H et |¢p) € H, désignant 1'état global
du systéme composite, et un état & un corps, respectivement et posons Aq, Ao, ..., An, les
événements suivants

A1 = "La particule (1) occupe l'état |¢)",
A = "La particule (2) occupe l'état |¢)",

Ay = "La particule (N) occupe l'état [¢)".
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Enfin, introduisons le projecteur Py = |¢)X¢| € L(H,). De cette maniére, pour tout i €
{1,2,..., N}, nous sommes capables de déterminer la probabilité P(A;) que la particule dotée
du label (i) occupe l'état |¢p). Cette probabilité est donnée par

P(A;) = (| P |w). (3.1.4)

Il est & noter que la probabilité P(A;) a elle seule n’a aucune signification physique étant donné
I’indiscernabilité des particules considérées. C’est en combinant les diverses probabilités de la
forme (3.1.4) que l'on peut effectuer une étude théorique du systéme considéreé.

Ces quelques notions et notations étant introduites, nous avons tout en main pour présenter
la définition suivante qui est une généralisation de la définition 2.4. On dira que 'une des
particules posséde un ensemble complet de propriétés associé a |¢) si la probabilité IP’( U,fil Ai)
que I'une des particules occupe 1'état |¢) est identiquement égale & un. Dans le but d’expliciter
cette probabilité, nous nous servons de la formule de Poincaré (éq. C.2.1) aussi appelée formule
du crible de Poincaré dans la littérature.

Définition 3.2 (Ensemble complet de propriétés). Soit |¥) € H I'état décrivant le systéme
composite S. L'un des sous-systémes de S posséde un ensemble complet de propriétés si et
seulement s'il existe un projecteur Py = |¢)¢| € L(H)) sur un vecteur ket |¢) € H) tel que

N N N k
P(UA,-) = 3" P(A) + Y (-1 3 ]P’( Ai].)
i=1 i=1 k=2 1<iy <ig<--<ip<N  j=1
=1 (3.1.5)

ou, écrit autrement

N N k
(@] AW+ 3 (- Y [1257 1w) =1. (3.1.6)

i=1 k=2 1<d1 <ig <<, <N j=1

Les différents éléments de la somme S0 ,(—1)F+1 21§i1<i2<_,_<ikSN]P’(ﬂ?:1 A¢j> de la
définition ci-haut correspondent & des probabilités d’intersection ce qui signifie que tous ces
termes sont nuls lorsque 1'on est amené a envisager des systémes fermioniques.

De plus, puisque la définition 3.2 se veut étre une généralisation de la notion d’ensemble
complet de propriétés (déf. 2.4) définie au chapitre précédent, il est nécessaire de retrouver
cette derniére dans le cas particulier de systémes bipartites. Dans la prochaine sous-section,
nous tenterons de particulariser la définition 3.2 aux systémes de deux particules et dans celle
d’aprés, nous nous intéresserons au cas plus général de trois particules.

3.1.2.1 Particularisation aux systémes de deux particules

En utilisant les notations définies précédemment, la probabilité P(A; U A3) que 'une des
deux particules considérées occupe ’état normé |¢) est égale a la somme des probabilités indi-
viduelles P(A7) et P(Az2) a laquelle il est nécessaire de retrancher la probabilité de I'intersection
A1 N Ay étant donné qu’elle a été comptée une fois de trop. En d’autres termes,
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]P’(Al U Ag) = P(Al) + ]P)(Ag) — P(Al N AQ) (3.1.7)
= (| BV + PP — PRSP ) (3.1.8)

Dans le contexte de systémes bipartites, les définitions 2.4 et 3.2 sont donc, comme 'on
devait s’y attendre, équivalentes.

Le schéma ci-aprés permet de mieux visualiser la formule de Poincaré (éq. 3.1.7) pour
deux événement non disjoints.

Aq Ao

FIGURE 3.1 — Lorsque l'on calcule la probabilité de 'union A;UAg des événements A; (vert) et
As (bleu), il est nécessaire de sommer la probabilité de ces événements individuels. Cependant,
en procédant de la sorte, la partie en cyan correspondant & I’événement A; N Ao est comptée
deux fois. Il est alors impératif de la retrancher & la somme afin de rendre compte correctement
de la probabilité P(A; U Az). On aboutit alors a la formule de Poincaré (éq. 3.1.7) dans le cas
de deux événements non nécessairement disjoints.

3.1.2.2 Particularisation aux systémes de trois particules

La compléxité de la formule de Poincaré (eq. C.2.1) est d’autant plus grande que le nombre
de particules considéré est élevé. Pour un systéme de trois particules (N = 3), en utilisant les
notations habituelles de ce chapitre, la probabilité P(A4; U A2 U A3) est intuitivement obtenue
en prenant la somme des événements individuels, en y retranchant les probabilités des diverses
intersections A1 N Ay, A1 N Az et A1 N Ag d’événements deux a deux et enfin, en y ajoutant la
probabilité de I’événement A1 N Ay N Az qui n’avait alors pas encore été prise en compte. Le
diagramme 3.2 permet immédiatement de justifier le raisonnement effectué et de comprendre
la formule de Poincaré explicitée ci-aprés.

P(OAi)zglP(AiHZg:(—l)’““ > B(N4)

=1 = k=2 1< <ta <+ <1, <3 7j=1
3 3 3 2 3 3 3 3
=Y P -3 3 BN+ X X B(N4)
=1 i1=11i0=01+1 7=1 i1=11i2=11+1i3=i2+1 7j=1

=P(A41) +P(Ag) + P(A3) — P(A4; N Ag) — P(A1 N A3) — P(A2 N Az) + P(A1 N Ay N A3)
= (0| P(;l) + Pd(>2) + ﬁd():%) B Pdgl)Pf) B ]3;1)13(;3) B Pf)p(j()?)) " qul)p(Z) Ad()g) 0)
(3.1.9)
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Ay Ao

FIGURE 3.2 — Diagramme de Venn représentant trois événements non disjoints A; (vert), A
(bleu) et Ag (rouge). Dans le contexte de trois événements, la probabilité P(A; U Aa U As3) est
légérement plus complexe & calculer. En suivant la méme ligne de conduite que précédemment,
c’est-a-dire en calculant la somme des probabilités individuelles et en retranchant la probabilité
des recouvrements A; N Ag (cyan), Ay N Az (jaune) ainsi que Ay N Az (magenta), I'on omet
de considérer I'événement A; N A N As (blanc).

Pour récapituler, la formule de Poincaré se particularise intuitivement aux systémes de
deux et trois particules a 'aide des diagrammes de Venn (figs. 3.1, 3.2). En ce qui concerne
les systémes composés d’un nombre quelconque de constituants, la procédure intuitive d’ap-
plication de la formule de Poincaré reste toujours la méme : sommer, en premier lieu, la
probabilité des événements individuels; retrancher la somme des probabilités d’intersection
des événements deux & deux; additionner la somme des probabilités d’intersection d’événe-
ment trois a trois et ainsi de suite.

3.1.3 Définition de ’intrication

Le concept d’ensemble complet de propriétés étant défini pour des systémes de N consti-
tuants discernables et indiscernables, la définition de la séparabilité des états purs peut alors
étre présentée pour un nombre quelconque de particules. Celle-ci est une généralisation de la
définition 2.1 présentée au précédent chapitre.

Pour ce faire, considérons un systéme composite S constitué de N > 2 particules discer-
nables ou non et, pour tout i € {1,2,..., N}, notons H,;, 'espace des états & un corps associé
a la particule dotée du label (7). L’espace des états global est alors

N
H =M (3.1.10)
=1

Définition 3.3 (Séparabilité des états purs). Le systéme S est totalement séparé si chacun
des sous-systémes S1,S5s,..., 5y posséde un ensemble complet de propriétés. Dans le cas
contraire, S est intriqué.

Le théoréme 2.3 abordé au deuxiéme chapitre montre, entre autres, que pour un systéme
de deux particules discernables, si I’'un des deux constituants posséde un ensemble complet de
propriétés alors, 'autre posséde également son propre ensemble. Un théoréme (thm. 3.4) tout
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a fait analogue peut étre établi dans le contexte plus général de IV particules discernables. Sa
démonstration repose, d’ailleurs, sur le théoréeme 2.3.

D’une part, le but de ce théoréme est de montrer ’équivalence entre la définition standard
de lintrication (déf. 1.1) et la nouvelle approche (déf. 3.3) pour des systémes de N particules
discernables et d’autre part, de montrer que lorsque N — 1 sous-systémes possédent leur
propre ensemble complet de propriétés alors, le N®™¢ sous-systéme posséde également son
propre ensemble de propriétés, comme 'ont remarqués Ghirardi et al. [7].

C’est pourquoi S désignera, dans le prochain théoréme, un systéme composite constitué
de N parties distinctes S1,S52,...,5N.

Théoréme 3.4 (Réf. [7]). Le systéme S est totalement séparé si et seulement s’il existe
|p1) € Hi, |p2) € Ha,..., |dN) € Hn tels que Uétat global | V) € H de S est un état produit
tensoriel i.e

|¥) = |1, ¢2,...,9N) - (3.1.11)

Démonstration.

La démonstration est directe en appliquant le théoréme 2.3. En effet, considérons les sous-
systemes S1 et So v tels que S1+ 52, v = 5. Ceux-ci sont séparés si et seulement s’il existe
|p1) € Hi et |2, N) € ®Z]\i2 H; tels que 'état global |¥) € H du systéme S puisse s’écrire
comime

|U) = |é1,d2,..,N) - (3.1.12)

Poursuivons en appliquant & nouveau le théoréeme 2.3 aux systémes Sy et S3 N qui sont
séparés si et seulement s’il existe |p2) € Ho et |p3 . n) € ®;V:3 H; tels que

|P2,...N) = |2, P3,...N) - (3.1.13)

De cette fagon,

|¥) = |1, P2, ¢3,..,N) - (3.1.14)

La thése se démontre alors en continuant cette ligne de conduite.
O

3.2 Critére d’intrication fermionique

A partir des nouvelles définitions (défs. 3.2, 3.3) mises en place, essayons d’ébaucher un
critére de séparabilité d’états fermioniques, ceux-ci étant plus simples a traiter dans un premier
temps. En reprenant le tableau 2.1 récapitulatif de quelques critéres de séparabilité des états
purs dans le contexte de systémes bipartites, il est naturel de se demander si de tels critéres
existent dans le cadre plus général de systémes multipartites. Nous avons démontré a la section
précédente que le critére 2.3 pouvait étre généralisé, donnant lieu au théoréme 3.4. Qu’en est-il
du critére 2.77

Le prochain théoréme constitue une condition suffisante sur I’état |¥) d’un systéme com-
posite S décrivant un systéme de N fermions indiscernables pour que .S soit totalement séparé.
Nous noterons H,, I'espace des états a un corps.
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Théoréme 3.5. Soit S un systéme fermionique constitué de N parties indiscernables. Si l’état
|¥) du systéeme composite est de la forme

W) = |15 025 .. 5 ON) 4 5 (3.2.1)
avec |¢1) , |P2) , ..., |oN) € Hp orthonormés alors S est totalement séparé.

Remarque : la notation

NA|p1, 2, dN) = |d15 02 .. 5N) 4

est une simple généralisation de la notation (2.3.14) adoptée au chapitre deux. Dans le contexte
précis du théoréme 3.5, en vertu de l'orthogonalité des états a un corps |¢1), |d2), ..., |dN),
la constante de normalisation N est égale a vV N!.

Démonstration.
Soit |¥) € H I'état du systéme composite S. Par hypothése, il existe N vecteurs orthonormés

|p1) 5 |d2) s ..., |oN) € H,p tels que
¥) = sgn(m) Pr [¢1, b2, ..., o) - (3.2.2)
v

Montrons que S est totalement séparé, c’est-a-dire que pour tout j € {1,2,..., N}, il existe
Py, = |¢;X¢;j| € L(H,) vérifiant la condition (3.1.6) qui, pour des fermions, se résume a

\IJIZP W) = Z<¢1;¢2;...,¢N|P I61; Go; - DN - (3.2.3)

=1

Soit i € {1,2,...,N}. Pour tout j € {1,2,..., N}, on a

If’q(b? P15 025 . ON) = (?Pﬂ\gbl,@,...,qu

Z sgn(m
€SN
Z P A_lpq(é)Pﬂ|¢1v¢27"'a¢N>
€SN

gn(ﬂ—)pw A¢)(j7r71(i)) ’¢17 ¢27 s 7¢N> (324)

2 ﬂ\ ﬂ\
M

T mweSN

ou l'on a fait appel a la propriété 1.2.17. Donc, par application de la propriété 1.2.16, il vient
que

<¢17¢277¢N‘P |¢17¢27"';¢N>:<¢17¢27"‘7¢N’ ngn( ¢( )|¢17¢27"'7¢N>
TESN
= ($1,62,...,én| Y sgn’( 12115(;_1(2.)) |91, P2, - .., ON)
TeESN
= <¢17¢27"'7¢N| Z Ap(ﬁ(;ril(”) |¢15¢25"'7¢N>'
TeESN
(3.2.5)
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A (L
Etant donné I'orthogonalité des états |¢1) , |p2), ..., |¢n), le vecteur P¢>(j ( )) |p1, P2, ..., ON)

est non nul uniquement lorsque 7~ !(i) = j ce qui arrive (N — 1)! fois en considérant tous les
éléments du groupe symétrique Sy. Donc,

> P D 1,60, 63) = (N = 1)l g, far- . ) (3.2.6)

TESN

et

<¢17¢277¢N‘P |¢17¢27"';¢N>:(N_1)!<¢17¢27"'7¢N|A|¢17¢27”'7¢N>

1
= —. 2.
- (3.2.7
Finalement, pour tout j € {1,2,..., N},
N N
(WP W) =" (o150 0| B |61 055 6)
i=1 =1
v L
4~ N
=1
— 1. (3.2.8)

Pour résumer, nous venons de montrer que lorsque I’état |¥) du systéme composite S est
de la forme

|U) = |¢1,d2,....9n), (3.2.9)

avec |@1), |P2) ..., |¢N) orthogonaux entre eux, alors, 'un des N sous-systémes posséde un
ensemble complet de propriétés associé & |¢1), 'un & |¢p2), et ainsi de suite jusqu’a |¢n). Plus
encore, nous pouvons affirmer que chacun des sous-systémes posséde son propre ensemble
complet de propriété associé & un vecteur distinct et dés lors cléturer la preuve en calculant
la probabilité P12 n que l'une des particules posséde ’ensemble des propriétés relatif a |¢1),
une autre particule posséde l'ensemble associé a |p2) etc... Cette probabilité est similaire a
la probabilité Pia (éq. 2.3.41) a laquelle nous nous sommes intéressés dans le contexte de
systémes bipartites. On a,

P12...N - Z ‘ 7"')¢N )|‘11> }2
TESN
(1 (2 (N (1 (2 (N

= 3 (WD) D) GENy (om0 ) g

TESN

N ~ .
= 3 [17 ). (3.2.10)
TeSy i=1
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Or,
Z HN @) 1 HN P $ :
o |\I] \/ﬁ J o Sgn(ﬂ-/)Pﬂ/|¢17¢27"'a¢N>‘
1 § : | | A(m(@) |, (7'(1)) ('(2)) (7'(N))

Etant donné I'orthogonalité des états |¢1) , |#2), ..., |on), les termes de la double somme sont
non nuls uniquement lorsque les applications 7 et 7’ sont égales. Ainsi,

Z le )|\Il \/ﬁ Z Sgn(ﬂ)Pﬂ‘¢1,¢2,_,,,¢N>

Te€SN i=1 TESN
=|U). (3.2.12)
Dés lors,
Pio.n = (U|T)
=1. (3.2.13)
O

Précédemment dans ce mémoire, nous avons vu (thm. 2.7) que pour les systémes de deux
fermions indiscernables, la condition |¥) = |¢1; ¢2), avec |¢1),|p2) € H, est une condition
suffisante (et nécessaire) sur |¥) pour que le systéme bipartite soit séparé. Le théoréme 2.7 est
valable que les états |¢1) et |¢o) soient orthogonaux ou non. A I'inverse, lorsque 1’on considére
un systéme constitué de N particules fermioniques indiscernables, I'orthogonalité des états
|p1), |P2) ..., |dn) semble indispensable a la démonstration du théoréme 3.5.

Au chapitre deux, nous avons également démontré I’existence d’'une décomposition systé-
matique de n’importe quel état de deux particules fermioniques et bosoniques appelée décom-
position de Slater et de Schmidt, respectivement. Malheureusement, de telles décompositions
n’existent plus forcément lorsque 'on a trait aux systémes constitués de plus de deux parti-
cules.

Effectivement, en ce qui concerne les systémes fermioniques, la décomposition de Slater
telle que présentée au chapitre précédent (thm. 2.9) ainsi que dans les références [8,22] ne
peut pas étre généralisée pour de plus de deux particules comme l'ont remarqué Li et al. [25].

Quant a la décomposition de Schmidt, celle-ci peut éventuellement exister. Peres a remar-
qué qu'une décomposition de Schmidt pour des systémes de plus de deux particules n’existe pas
toujours et a présenté¢ des critéres visant a dresser 'existence d’une telle décomposition [26].
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié communément deux notions qui, jusqu’a présent,
restaient trop souvent dissociées : l'intrication quantique et l’indiscernabilité. D’une part,
I'intrication quantique nous ameéne, dans certaines situations, a bouleverser totalement notre
conception intuitive du réalisme local. D’autre part, l'indiscernabilité des systémes physiques
est une caractéristique propre aux systémes quantiques et n’existe pas en mécanique classique.
Marier ces deux concepts nous a amené vers une branche de la physique jusqu’alors trés peu
étudiée : 'intrication quantique des systémes indiscernables.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté la définition standard de I'intrication quan-
tique (déf. 1.1) telle qu’introduite dans la plupart des ouvrages et articles scientifiques. Dans
cette perspective, la séparabilité des états purs est déterminée par le caractére factorisé de
la fonction d’onde. Toutefois, nous avons vu que, confrontée & la problématique de l'indis-
cernabilité, une pareille définition semble inappropriée. En effet, celle-ci méne a la conclusion
que tous les états ' décrivant un systéme de plusieurs particules discernables devraient étre
intriqués vis-a-vis de cette définition standard.

C’est pourquoi, au deuxiéme chapitre, nous nous sommes intéressés a une redéfinition du
concept d’intrication quantique en commengant par les systémes bipartites (déf. 2.1). Pour
ce faire, nous avons adopté le point de vue de Ghirardi et al. qui ont publié, entre 2001 et
2005, une série d’articles visant & présenter cette redéfinition, que ce soit pour les systémes
discernables et indiscernables |7,8]. La nouvelle approche de U'intrication repose sur la notion
d’ensemble complet de propriétés. Par la suite, nous avons tenté d’assimiler cette nouvelle
approche en la confrontant a I'ancienne définition : d’abord pour les systémes discernables
et indiscernables, ensuite. Aprés nous étre assurés que les deux approches coincidaient pour
les systémes de deux particules discernables (thm. 2.3), nous avons démontré explicitement
quelques critéres de séparabilité des états purs pour les fermions et les bosons a partir des
références |7,8|. Alors que la séparabilité des états purs est équivalente au caractére factorisé
de I’état physique décrivant un systéme de deux particules discernables (thm. 2.3), nous avons
montré que pour les systémes indiscernables, la séparabilité des états purs est aussi équivalente
au caractére factorisé de I’état global au sens du produit tensoriel antisymétrique (thm. 2.7)
et symétrique (thm. 2.13). Nous avons alors terminé ce deuxiéme chapitre en dressant une
décomposition systématique d’état fermioniques (thm. 2.9) et bosoniques (thm. 2.15) menant
a d’autres critéres d’intrication appuyés par les notions de nombre de Slater (cor. 2.11) et de
Schmidt, respectivement.

Dans cette nouvelle approche de l'intrication, hormis la bréve discussion effectuée par
Ghirardi et al. dans Darticle 7], il n’existe, & ce jour, peu, voire pas d’articles consacrés a
son extension aux systémes de N constituants indiscernables. Dans le troisiéme chapitre de
ce mémoire, aprés avoir proposé une définition d’un ensemble complet de propriétés pour

1. a ’exception du cas particulier de plusieurs bosons dans le méme état physique.
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les systémes constitués d’un nombre quelconque de particules discernables (déf. 3.1) ou non
(déf. 3.2), nous avons étendu le concept d’intrication & de tels systémes (déf. 3.3). Comme
au chapitre deux, nous nous sommes assurés de 1’équivalence entre la nouvelle approche de
I'intrication et 'approche usuelle (thm. 3.4). Cela étant, nous avons dressé une condition
suffisante (thm. 3.5) sur I’état d’un systéme fermionique pour que celui-ci soit séparé au
regard de la nouvelle définition de l'intrication.

Ce mémoire synthétise de nouvelles idées avancées dans quelques articles et, par voie de
conséquence, ouvre la porte & de nombreuses perspectives. En effet, au moyen de cette nou-
velle approche de l'intrication quantique, de nombreux autres points peuvent étre abordés.
Dans un premier temps, en poursuivant la discussion entamée au chapitre trois, il devrait étre
possible de dresser quelques critéres de séparabilité supplémentaires, notamment en s’inté-
ressant a la réciproque du théoréme 3.5 ou encore, en tentant d’élaborer un critére analogue
pour les systémes bosoniques dont la formule de Poincaré devient nettement plus délicate a
manipuler. Ensuite, il serait intéressant d’investiguer cette nouvelle approche a des systémes
décrits non plus par un état pur, mais par un mélange statistique d’états. Cette probléma-
tique est légérement analysée dans |7] mais requerrait de plus profondes considérations. Dans
un second temps, ce mémoire s’est limité aux systémes physiques dans un espace de Hilbert
de dimension finie. Que deviennent tous ces critéres lorsque 'on considére les degrés de li-
bertés positionnels impliquant inévitablement des espaces de Hilbert de dimension inifinie ?
Finalement, il devrait étre possible de trouver un algorithme permettant de déterminer les
coefficients de la décomposition de Slater et de Schmidt pour les systémes fermioniques ou
bosoniques, respectivement. Un tel algorithme pourrait immeédiatement se prononcer quant
au caractére intriqué ou non d’un état physique donné et constituerait alors, une avancée a
ce mémoire.
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Annexe A

Groupe symétrique Sy

La théorie des groupes occupe une place importante en physique et intervient dés lors
qu’un systéme exhibe une symétrie particuliére. Par exemple, les 32 groupes ponctuels cristal-
lographiques a trois dimensions contiennent ’ensemble des opérations (rotation, plan miroir,
inversion, etc) laissant une maille cristalline inchangée. La mécanique quantique, quant a elle,
reste invariante via transformation unitaire U € U(1). Il est trivial de vérifier que les prédic-
tions de mesure et que I’équation de Schrodinger restent invariantes via une transformation de
la forme [¥) — e |U), avec ¥ € U(1) et § € R, un facteur de phase global. Dans notre cadre
consacré & la mécanique quantique a plusieurs corps indiscernables, le groupe phare associé
a l'invariance d’un systéme via permutation des particules est le groupe symétrique d’ordre
N, noté Sy. Ce groupe & N! éléments est défini comme étant I’ensemble des bijections de
{1,2,..., N} dans lui-méme. Le groupe symétrique non trivial le plus simple que I’on puisse
considérer est le groupe So & deux éléments :

(1 2 (1 2
m=11 92) ™72 1)

Le groupe S3 quant a lui contient six éléments :
(1 2 3 (1 3 (1 2 3
=11 2 3) ™7 \9 1) ™7T\3 1 2
(123 (1 3 (1 23
™M=\1 3 2) ™73 1) ™72 1 3)°

L’élément m; correspond & l'identité tandis que les éléments 7y, 75 et mg échangent deux
éléments en laissant un élément inchangé et forment ce que 'on appelle la classe des trans-
positions de Ss. Enfin, les éléments restants (& savoir mg et 73) sont des applications qui
modifient les trois éléments d’entrée. Ils forment la classe des 3-cycles de S3 [27,28]. Il est
possible de montrer que n’importe quel élément de Sy peut s’écrire de fagon non unique sous
forme d’une succession de transpositions. Bien que non unique, le nombre de transpositions
nécessaires pour former une permutation est soit toujours pair, soit toujours impair, ce qui
nous permet de définir la signature d’un élément m € Sy de la fagon suivante

N DN w N

{—1—1 si le nombre de transpositions est pair
sgn(m) =

—1 sinon.
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Annexe B

B.1 Décomposition en valeurs singuliéres

Théoréme B.1 (Décomposition en valeurs singuliéres [23]). Soit A, une matrice de format
m X n, soit ¢ =m An et supposons que rg(A) =r.

(a) Il existe U € My,, V € M, et une matrice carrée diagonale £, = diag(o1,02,...,04)
telle que 01 > 09 > - >0, >0=0,41 =+ =04 et que A = Al pour laquelle
Y =3, sim=n, (B.1.1)
g1 0 e 0
0 o9 0
X=1: . , stm > n. (B.1.2)
0O 0 ... o,
\' Onnn /
op 0 0
0 g2 ...
X=1|. . . Omm_m , sim<mn et (B.1.3)
0 0 ... om
(b) Les paramétres o1,03,...,0, correspondent aux racines carrées positives des valeurs

propres de AAT rangées par ordre décroissant.

B.2 Eléments de théorie de la mesure et inégalité de Holder
Définition B.2 (Espace mesurable [29]). Soient X un ensemble arbitraire d’éléments et F
une o-algeébre sur X. Le couple (X, F) définit un espace mesurable.

Définition B.3 (Mesure). Soit (X, F) un espace mesurable. Une mesure sur (X, F) est une

application
p:F =R, F— u(F)

telle que
o u(0)=0et
e Pour toute famille (A;);en d’éléments de F deux & deux disjoints,

M([_OJAi> = iN(Ai)~ (B.2.1)
i=1 i=1
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Définition B.4 (Espace mesuré). Soient (X, F) un espace mesurable et p : F — R une
mesure sur (X, F). Le triplet (X, F, ) définit un espace mesuré.

Définition B.5 (Exposants conjugués [29,30]). Deux réels strictement positifs (éventuelle-
ment infinis) p et ¢ constituent des exposants conjugués s’ils satisfont a

1 1
S4-o=1 (B.2.2)
p q
Proposition B.6 (Mesurabilité). Soient (X, F) un espace mesurable et F', un élément de F.
Une application f : F — R est F-mesurable si et seulement si I'image inverse f~1(U) de tout

ensemble ouvert U C R par f est incluse dans F.

Proposition B.7 (Inégalité de Holder [29,30]). Soient (X, F, i) un espace mesuré ainsi que
p et g, deux exposants conjugués. Si f et g sont deux fonctions mesurables et telles que |f|P
et |g|? sont intégrables alors,

J/IfgkhASZHprHqu, (B.2.3)
ou

= /!f!pdu (B.2.4)

rmuzq/mmM (B.25)

désignent la norme LP et LY de f et g, respectivement.

Définition B.8 (Mesure de dénombrement [29]). Soient X = {1,2,...,n} (n € Ny), (X,F)
un espace mesurable et F' C F un sous-ensemble de F. La mesure de dénombrement est une
application p définie par

u({b}) = 1, (B.2.6)

pour tout b € F. En particulier, on a,
u(F) = card(F) (B.2.7)

et pour toute fonction F-mesurable,

Hﬂsz/Umw

> If @), (B.2.8)

zeX

Pour une telle mesure, I'inégalité de Holder devient

> @@ < I/ 1lpllgllq

zeX

=2 If@P g Y lg()le (B.2.9)

zeX reX
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Annexe C

C.1 Espace probabilisable et mesure de probabilité

Considérons une expérience aléatoire quelconque comme le lancé d’un dé. Les divers ré-
sultats possibles définissent [’ensemble fondamental 2. Une fois 2 établi, considérons une
o-algébre F sur ). Dans un contexte probabiliste tel que le lancé d’un dé ou encore, la
mesure d’une grandeur physique en mécanique quantique, lespace (2, F) constitue un type
d’espace mesurable particulier dénommé espace probabilisable.

Définition C.1 (Mesure de probabilité). Soit (€2, F) un espace probabilisable. Une mesure
de probabilité sur (2, F) est une loi

P:F — [0;1] (C.1.1)
telle que

o P()) =0et
e Pour toute famille (A;);en d’éléments de F deux a deux disjoints,

IP’( [j Ai) - iIP’(Ai). (C.1.2)
=1 i=1

C.2 Formule de Poincaré

Proposition C.2 (Formule de Poincaré). Soit (€2, F,P), un espace probabilisé et soient

Ay, As, ..., Ay, des événements de F non nécessairement disjoints. On a
n n n k
P(UA) =D Pa)+> -0 > p()4y) (C.2.1)
i=1 i=1 k=2 1<iy <ig<-<ig<n  j=1
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