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Introduction

Dans ce travail, on s’intéresse a caractériser la régularité locale de fonctions dans
LY (R, p € [1,+00].

Une maniére de procéder est d’utiliser les espaces de Calderén et Zygmund, introduits par
ces derniers dans [16] dans le contexte de la théorie des équations aux dérivées partielles.

Soient 2y € R% p € [1,+00] et u € R tels que u > —;—f; on appelle TP(xg) la classe des

fonctions f € LP (]Rd) pour lesquelles il existe un polynéme P de degré strictement plus

petit que u vérifiant
Tﬁd/pr — Plloo(B@ory) < O ¥r >0, (1)

ou C' est une constante indépendante de r.
Si, de plus, f € TP(xq) vérifie

r=P|| f — Pl 1o(B(zo.ry = 0(r*) quand r — 0T,

ou P est un polynome de degré plus petit ou égal a u, alors on dit que f € t2(xg).
Remarquons que pour p € [1,+o0o[, f € TP(xq) signifie que

(f u-m) zon
B(zo,r)

Les fonctions f € T?(zq) forment un espace vectoriel muni d'une norme ||- |7z, définie
par la somme de || - ||z», des valeurs absolues des coefficients de P et de la borne inférieure
des constantes C' qui vérifient la relation (|1)).

On appelle espaces de Holder les espaces T2°(xzg) et on les note en général A%(xzg). La
version uniforme A*(R?) s’obtient en demandant I'inégalité pour tout o € R? (la constante
étant uniforme).

La régularité de Holder peut étre vue comme étant une notion qui comble les trous entre
les espaces C"(R%) et C"+1(RY).

Pour des fonctions localement bornées, une maniére de caractériser leur régularité est
de calculer leur exposant de Hélder en chaque point xq, défini par

hoo(xg) =sup{u > 0: f € A%(x)}.

Comme la fonction zg +— heo(xg) est souvent trés irréguliére, on peut ensuite, en utilisant
la dimension de Hausdorftf dimy, calculer le spectre de Hélder défini par

doo : [0, +00] = [0,d] U {—00} : b+ dimy ({zg € R? : hoo(z0) = h}),
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ou par convention dimy/(()) = —oo.

Néanmoins, cela ne marche pas pour les fonctions qui ne sont pas localement bornées. Les
espaces TP(xo) permettent alors de caractériser la régularité de fonctions dans LP (R%),
avec p € [1, +oo[. En effet, on définit le p-exposant de f en zg par

hy() = sup{u > —d/p : f € T2(xo)}.

On calcule alors le p-spectre de f par
dy, : {—g, +oo} — [0,d] U {—00} : b+ dimy({zg € R : hy(x0) = h}).

Dans ce travail, on commence par une introduction sur la théorie des ondelettes, ce qui
nous permettera de développer des outils utiles pour la suite.

Dans le deuxiéme chapitre, on précise les notions d’exposants et de spectres de Holder
et on présente différents formalismes, dits multifractals, permettant d’estimer le spectre de
Holder de fonctions localement bornées. On précise également les notions de p-exposants
et de p-spectres pour des fonctions localement dans LP(R?).

On donne alors plusieurs propriétés de la fonction p — h,(zg) et on calcule les p-exposants
de quelques fonctions.

Dans le troisiéeme chapitre, on calcule les p-spectres de trois fonctions non localement
bornées, pour lesquelles la notion de régularité de Holder n’est donc pas adaptée, qui ap-
partiennent localement a un espace de Lebesgue.

La premiére fonction est un exemple théorique faisant directement le lien avec les onde-
lettes.

La deuxiéme est la fonction de Brjuno qu’on analyse en profondeur car cette fonction n’a
pas été créée pour étre nulle part localement bornée et a donc son intérét propre, notam-
ment en analyse complexe, approximation diophantienne ou encore en théorie ergodique.
Elle est définie, pour tout irrationnel = de [0, 1], par

B(z) = :Z:M@)...An—l(x) log ( Anl(x)> ,

ou A est I'application de Gauss qui a un irrationnel x de [0, 1] lui associe la partie frac-

tionnaire de 1/x.

La derniéere fonction qu’on étudie est une généralisation de la fonction de Riemann.
Ensuite, on introduit les fonctions de Boyd ¢ afin de généraliser les espaces TP (zq) d'un

point de vue fonctionnel. On définit pour cela les espaces T g (x0) pour lesquels on établira

un certain nombre de résultats (complétude, densité, certaines inclusions, etc.).

On généralise ensuite aux espaces Tg (o) le théoréme de Rademacher qui affirme qu’'une

fonction lipschitzienne sur RY posséde une différentielle totale presque partout. Pour cela,

on généralise également aux espaces Tg(xo) le théoréme d’extension de Whitney.

On veut par la suite caractériser ces espaces par les ondelettes.



Dans le dernier chapitre, on introduit dés lors la notion de suite admissible et 'on
remarque que cette notion est intimement liée a celle des fonctions de Boyd. On donne
alors une caractérisation en ondelettes d’espaces liées aux suites admissibles, les espaces
TP?(zp). On présente, pour finir, un formalisme multifractal 1ié & ces espaces.






Notations

Pour éviter toute confusion, on donne ici les notations utilisées pouvant étre source

d’ambiguité.

N
Ny
Ry
X
Ax

A
T

[f]

sgn x
dimy
log
D(RY)
D'(RY)
S(R%)
S'(RY)

Ca
D;f
D> f

Lip(f)
f*g

I’ensemble des naturels,

I’ensemble des naturels non nuls,

I’ensemble des réels non nuls,

le cardinal de I’ensemble X,

diagonale du carré cartésien X x X de I'ensemble X, i.e. l’ensemble des
couples (z,z), r € X,

la frontiére de I’ensemble A C R? pour la topologie euclidienne,

nombre de j-combinaisons avec répétitions d'un ensemble & d éléments,
ie. %= ("),
J
le support de la fonction f,
le signe de x € R, i.e. z/|x| si x # 0 et 0 sinon,
la mesure de Lebesgue sur R,
la dimension de Hausdorff,
le logarithme népérien,
la classe des fonctions C*°(R?) a support compact,
la classe des distributions sur R,
la classe de Schwartz sur RY,
la classe des distributions tempérées sur R,
sia = (ay,...,aq) € N? est un multi-indice, on pose |a| = ay + ... + ag,
la constante dépendant de d telle que la mesure de la boule de centre
T € R? et de rayon r > 0 soit égale a Cyre,
la dérivée partielle d’ordre 1 de la fonction f définie sur R? selon la j-éme
composante,
la dérivée partielle Dj¢...D"* de la fonction f deéfinie sur R ou o =
(o, ..., aq) € N,
la constante de Lipschitz d’une fonction f lipschitzienne,
le produit de convolution de f et g,
f(r) =o0(g(r)) quand r — ~ si lim,_,, | f(7)|/|g(r)] = 0,
f(r) = O(g(r)) quand r — 7 §'il existe une constante C' > 0 telle que
lim, . [ f(r)|/]g(r)] < C et f(r) = O(g(r)) sur I'ensemble A sl existe
une constante C' > 0 telle que | f(r)] < C'|g(r)| pour tout r € A.
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Chapitre 1

Ondelettes

En traitement du signal, la théorie des ondelettes est considérée comme une alternative
a l'analyse de Fourier. Un des atouts des ondelettes réside dans le fait qu’elles procurent
une analyse temps-échelle, en utilisant a la fois un facteur de translation et un facteur de
dilatation.
On considére que la premiére ondelette connue a été introduite par ALFRED HAAR (voir
exemple en 1909. Le terme « ondelette » a été introduit par ALEX GROSSMANN et
JEAN MORLET en 1984 (]28]). Les travaux de YVES MEYER ([60]), STEPHANE MALLAT
([56]) et INGRID DAUBECHIES ([19]) ont notamment contribué a la popularisation de la
notion d’ondelettes.

1.1 Ondelette mére

On travaille dans I'espace de Hilbert L*(R) équipé du produit scalaire habituel (-, -) et
la norme ||.||12(r) associée.
On consideére, par souci de facilité et en suivant la référence [19), la transformée de Fourier
dans L'(R) définie par

fo) = —— / e f () dt, fe L\(R).

Définition 1.1.1. Une fonction ¢ € L'(R) N L*(R) vérifie la condition d’admissibilité si
la fonction R
[P

€l

&

est intégrable sur R.
On dit alors que 1 est une ondelette mere.

Dans ce cas, on dit que
|12
0y or [ 1O
e €]
1
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est la constante d’admissibilité de 1. On la supposera non nulle dans la suite puisque sinon
1 est nulle presque partout, ce qui a peu d’intérét.

Remarque 1.1.1. La condition d’admissibilité revient a vérifier I'intégrabilité en 0 de

[(€)]?
€]

&

puisque 12 est continue sur R et que

()2
§

<[P VeeR\]-1,1]

avec ~
€= [(6)* € L(R)
puisque ¥ € L*(R) N L3(R).

Proposition 1.1.1. Si 1 est une ondelette mere, on a QZ(O) =0.

Démonstration. Supposons que 12(0) = 0, par continuité de ?Z, il existe un voisinage V' de
0 et une constante C' > 0 tels que

() >C VeeV.

On en tire que pour tout £ € V\{0},

P

€] S

Comme on a la majoration presque partout et vu que & — %2 est positive et non intégrable,
on a une absurdité car on a supposé que ¥ est une ondelette mére. O

Remarque 1.1.2. On comprend mieux la dénomination d’ondelettes car une fonction non
nulle d’intégrale nulle doit forcément osciller.

Remarque 1.1.3. Avec une hypotheése en plus, qui implique ¢» € L'(R), on a la réciproque
de la proposition précédente.

Proposition 1.1.2. Supposons que 1 € L*(R) et qu’il existe h > 0 tel que
> (L4 [2]) "o ()]

soit intégrable sur R. Si J(O) =0, alors ¥ vérifie la condition d’admissibilité.
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Démonstration. On peut supposer que h € ]0,1] car si h > 1, alors il est clair que b’ =1
vérifie également ’hypothése.
On a par hypothése

/\

9 = —= = [ ot - = = [ =D v

Pour £ # 0, on a donc
08 / 7 — 1!
dx.
e < v ) v

On distingue alors 2 cas :

e Si Iél < |z|, alors
le7 ¢ —1] 2 L
< < 2|z
1" K
. Sl . > |z, alors puisque 2 € ]0,1], on a
e — 1| = '—22'65”5 sin(%g) ‘ =2 sin(%f)‘ < |z€] < |z€]"
et donc

e — 1) _ Jag]®
ISE.

= |z|" < 2|z|".

On en tire que

’%h F/2| | [ (x) |dx—\/—_< /(1+|m|h) |¢(x)|dx+24|¢(x)|dx)

<= (2 [+ bl as+2 [ o))

< +00.

Ainsi il existe une constante C' > 0 telle que [(¢)] < C|¢|" pour tout & € R.
Deés lors, on obtient

W)(g)lQ S C2|£|2h_1,

iy
avec 2h — 1 > —1, d’ou l'intégrabilité en 0 de & — |w|(§| On en tire la conclusion au vu
de la remarque m O

Définition 1.1.2. Soit f € L*(R) telle que z — x*f est intégrable sur R, k& € N. Le
moment d’ordre k de f est défini par

My (k) = / o () do
R
On dit que f posséde m moments nuls si

Mi(k)=0 Vk<m.
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Remarque 1.1.4. On sait donc qu’une ondelette meére 1 posséde toujours un premier
moment nul.

1.2 Transformée en ondelettes

La transformée en ondelettes d’une fonction est définie par des convolutions avec 1’on-
delette mére translatée et dilatée. On 'appelle également par extention ondelette.

Définition 1.2.1. La transformée en ondelettes d’une fonction f € L*(R) par une onde-
lette mére ¢ a I’échelle a > 0 et a la position (ou temps) b € R est définie par

Wof(ba) = = (£27 (=2)) () = %/Rf(xﬂ(x;b) i = ia<f,w (‘b)>

La transformée en ondelettes continue de f en v est 'application

Wwf R x ]0, +OO[ —C: (b, CL) — W¢f(b, CL).

On note parfois W f(b, a) au lieu de Wy, f(b, a) si le choix de 'ondelette 9 est explicite ou
sans conséquence.

Remarque 1.2.1. Il est clair que si 'ondelette mére 1) posséde m moments nuls, alors
WyP =0
pour tout polynéme P tel que deg P < m.

Remarque 1.2.2. On peut étendre la définition pour a € Ry en posant

Wof(ba) = —— (f+% () ).
\/W a

Lemme 1.2.1. Si 1) est une ondelette mere et fi, fo deux fonctions de L*(R), alors

/ L W f (b, ) Wb, a) dbda = Cul o, £2). (1.1)

RQ CL2

En particulier, en prenant f = f1 = fo € L*(R), on en déduit que

1 1
a0 = o [ W .l do

Démonstration. Notons, pour la preuve, (%) le membre de gauche de 1'égalité (1.1)).
Les fonctions 1, f1, fo étant dans L*(R), elles admettent une transformée de Fourier (dans
L3(R)), qui coincide avec celle de L'(R) pour ).
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(10 (59) - (7o),

et ainsi, au vu des propriétés des transformées de Fourier dans L'(R), on a

On a donc

Wafy(b.) = [ T Viale " o) de
On en tire que

9= [ 2 ([ Aevire T ) ([ fovidesiaas) ad.

On définit alors les fonctions

910 R R: &= Val f1(€) v(ag)

qui sont intégrables puisqu’elles s’écrivent comme un produit de fonction de L*(R). On
peut donc calculer leur transformée de Fourier dans L'(R) : si b € R, on a

— . 1 —ib¢ T -~
g;,a(b) - \/ﬁ = V |a]e f2(§)¢(a§) dg.
On en déduit que

(*):/RQ%\/%ga(b)\/%g@(b)dbda:%/ !

R$<gla592a>d

1
/_2<gla792a>d

—QW//IRQHfl f

En utilisant, grace au fait que 1 vérifie la condition d’admissibilité, le théoréme de Fubini-
Tonelli, puis en utilisant le changement de variable u = aé a £ € R fixé, on obtient que

)] (at)| de da.

0= [ 1O RE (/@w(a@fda) g =2 [ 11O F(© (/ﬂﬁ\%) 2du) ¢
¢, / 11(6) o) de
= Cylfis ) = Culfin fo).
]

Grace au lemme précédent, on peut obtenir un résultat de convergence :
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Proposition 1.2.1. Si ¢ est une ondelette mére, alors pour toute fonction f € L*(R), on
a

= 0.
L2(R)

lim
A1,As—+00

1 1 -—b
— LWt b.a ¢( ) dbda
Cy J1/a,<laj<a, Jr az Y (b.0) 7= Val a

Démonstration. Cela se démontre en utilisant par exemple le théoréme de représentation
de Riesz des espaces de Hilbert (voir [19]).

]

Définition 1.2.2. Une fonction ¢ € LY(R) N L*(R) vérifie la condition d’admissibilité

restreinte si R ) R
HQP [ [DOP
e L

On a alors un équivalent du lemme précédent.

df— <+oo

Lemme 1.2.2. Si ¢ € LY(R)N L*(R) vérifie la condition d’admissibilité restreinte et fi, fo
sont deuz fonctions de L*(R), alors

+o0o
/O /R%Wwfl(b, a) Wy fa(b, a) dbda = Cy(f1, f).

En particulier, en prenant f = fi = fo € L*(R), on en déduit que

+001 )
s = o [ Wl Gl do

On obtient aussi un résultat de convergence : si ¢ € LY(R) N L*(R) vérifie la condition
d’admissibilité restreinte, alors pour toute fonctlon f € L*R),ona

1[4 1 1 —b
f—C—w//A Wwf(ba)\/mw(T) dbda

1.3 Analyse multirésolution

=0.
L2(R)

Calculer tous les coefficients de la transformée en ondelettes continue peut s’avérer trop
long. De plus, cette transformée peut donner « trop » d’informations (voir par exemple [56])
et on aimerait dés lors se ramener a un cas discret. Pour cela, on peut développer la notion
d’analyse multirésolution.

Définition 1.3.1. Une analyse multirésolution de L*(R?) est la donnée d’une suite de
sous-espaces vectoriels fermés (V);ez de L2(R?) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) pour tout j € Z, on a V; C Vj4q,

(ii) pour tout j € Z, f € V; si et seulement si f(2-) € V)44,
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(iii) pour tous j € Z et k € Z%, f € V; si et seulement si f(- —277k) € V},
(iv) il existe une fonction ¢ € Vj telle que la famille {¢(- — k)},cpe forme une base
orthonormée de V),
(v) on a N;V; = {0} et U;V; est dense dans L?(R%).
La fonction ¢ est appelée fonction d’échelle.

On considére d’abord le cas d = 1. Soit (V});ez une analyse multirésolution de L*(R),
alors pour tout j € Z, on note ¢, la fonction définie par

in(@) = 22p(Px — k).

Proposition 1.3.1. Soit (V});ez une analyse multirésolution de L*(R), alors pour tout
JEL,
{ojn | k€ Z}

forme une base orthonormée de V.

Démonstration. Fixons j € Z.

Comme ¢(- — k) € V; pour tout k € Z, on sait grace au point que @; € V; pour tout
ke Z.

Montrons d’abord le caractére générateur.

Soit f € Vj, alors f(277-) € Vj et en utilisant le point |(iv)} il existe donc une suite de
complexes (ax)rez telle que

fe7) = Z@k o(- — k).

kEZ

On trouve alors directement que

f= Zak p(2 - —k) = Zbk Pjks

keZ keZ

ou by, := a;277/? pour tout k € Z.
On montre le caractére indépendant, orthogonal et normé en méme temps.
Pour tous k,l € Z, par changement de variable et en utilisant le point , on a

anvit) = [ @) T do = [ Po(Fs - D)po - 1) do
R R

:/Rgp(t—k)go(t—l)dt

= (p(- —k),p(- = 1))
= S

)
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Proposition 1.3.2. Soit (V;)jez une analyse multirésolution de L*(R). Si f € L*(R),
alors la suite (ax)kez, définie par ap = (f, p;x) pour tout k € Z, minimise

Hf - Z bepjk

kEZ

L2(R)
pour une suite (by)rez quelconque de complezes.

Démonstration. On note

Py f = (f 0ir)eik

kEZ

Soit g € V;, comme V; est un sous-espace vectoriel de L?(R), on a Py f—geV.
Or, pour [ € Z, on a

(f = Pv,frein) = (F0ia) = (Po o) = (o) = > U i) (@inpia)

kEZ

<f7 <)Oj,l> - <f7 ¢j,l>
0,

et donc f— Py, f € V;-.

On en déduit que les fonctions f— Py, f et Py, f —g sont orthogonales (puisque Py, f—g € V;
se décompose dans la base de la proposition précédente) et en utilisant le théoréme de
Pythagore dans L*(R), on en tire que

If = 9lZ2@ = If = Py, fllZem + 1P f — gllTem).

La conclusion en découle puisqu’on a montré que pour tout g € V;, on a

If = Py, fll72@ < IIf — all72@):
O

Remarque 1.3.1. La proposition précédente montre 'utilité des analyses multirésolution
de L*(R), a savoir approximer successivement une fonction en la projetant sur les espaces
(V})jez. En effet, on sait grace au résultat ci-dessus que la projection orthogonale de f sur
Vj;, donnée par

Py f = {f, 0000k

kEZ

est la meilleure approximation dans V; de f.
Exemple 1.3.1. On définit 'analyse multirésolution de Haar (V}) ez en posant, pour tout
jez. | |

V;={f € L*R) |Vk € Z, f constante sur [k277, (k+1)277[}.
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Vérifions que cela définit une analyse multirésolution de L*(R).
Il est clair que V; est un sous-espace vectoriel de L*(R) et il est fermé en montrant trivia-
lement par exemple qu’il contient les limites de ses suites convergentes.

Les points [()} [(iD)] et [(iil)] sont évidents a établir.

Pour le point , on remarque que la fonction ¢ := x|o1[ convient car ¢ € Vj et

{o(- —k)}rez = {X[k,k+1[}k:ez

forme bien une base orthonormée de L*(R).

Enfin, Uintersection des V; fait {0} puisque seule la fonction nulle est constante sur R
et dans L*(R) et pour la densité de l'union des V; dans L*(R), cela résulte du fait que
I’ensemble des fonctions étagées a support compact dans R? est dense dans L*(R%) ([12]).

1.4 Lien avec les ondelettes (d = 1)

Définition 1.4.1. Soit (V});cz une analyse multirésolution de L?(R). Pour j € Z, on note
W; le complément orthogonal de V; dans V.

Remarque 1.4.1. On sait alors que, pour tout j € Z,
Vin =V, @ W,

Proposition 1.4.1. Pour tout f € L*(R), pour tout j € Z, f € W; si et seulement si
f(2) € Wi

Démonstration. C’est direct en utilisant le point :

feW; e feVin\V; e f(2) € Vip\Via & f(2) € Wi

Proposition 1.4.2. Les espaces W, sont orthogonauz deuz a deux.

Démonstration. Si ji,j2 € Z, j1 < jo, alors on sait que W;, C V; 11 C Vj,.

On en tire directement la conclusion puisque Wj, est le complément orthogonal de V}, dans
Vj2+1' N

Lemme 1.4.1. Pour tout m,n € Z, avec m <n, on a

n—1

Vo=V, o Pw;.

j=m
Démonstration. Soit j € {m,...,n — 1}, comme V; L W, et V,, TV}, on a

Voo LW



1.4. Lien avec les ondelettes (d = 1)

Ainsi, on trouve

n—1
V=V W, =V, ®W, o0 W,1=..=V,,® @Wj-
j=m

Proposition 1.4.3. L’espace @;_, W, est dense dans L*(R).

jez
Démonstration. En utilisant le lemme et le point [(v)] on obtient
Uv.=dw
nez JEZ
d’out la conclusion en appliquant & nouveau le point .
Proposition 1.4.4. L’espace Vo © @,y W est dense dans L*(R).
Démonstration. En prenant m = 0 dans le lemme [1.4.1} on obtient
Uv.=Uv=vedw:
neZ neN JEN
d’ou la conclusion en appliquant le point [(v)]

Donnons I'idée pour se ramener aux ondelettes.
On sait que ¢ € V; C V;. Ainsi, au vu de la proposition [1.3.1] on a

= Z<907801,k> P1k et Z (@, e1.0)* = 1.

keZ keZ

On peut alors montrer que

V=Y (=DMe e k) pua

kEZ

est une ondelette meére et que {¢(- — k) | k € Z} est une base orthonormée de W,
On sait alors grace a la proposition et en procédant comme pour les ¢; ) que

(=227 - —k) | k € Z}

est une base orthonormée de .
Vu ce qui préceéde, on en tire donc que

{jn | 4, k € Z}

et
{Vip |1 €Nk eZ}U{p(-—k)|keZ}
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forment des bases orthonormées de L*(R).
Au final, si f € L?*(R), on a la décomposition

F=Y (f)in= > Wuf2 7k 275) i,

JkEL §,kEZ

ou encore

F= (Feon) o+ Y o tbin) Vi

kez jEN
keZ

On parle alors de transformée en ondelettes discréte.

Exemple 1.4.1. Reprenons l'analyse multirésolution de Haar et cherchons a quoi res-

semble 1.
Soit k € Z, on a

et done

- ¥2 gin=0oun=1,
(0, P1,-k41) = / p(r) p1i(z)de = {
R

2
0 sinon.
Ainsi,

V2 V2

.f Y o B
Y= é(—l) <907 901,—k+1> Y1k = 7801,0 - 7901,1 = X[o,%[ — X[%J[-

Cette ondelette est appelée ondelette de Haar ; on considére que c’est la premiére ondelette
connue (|29]).

1.5 Passage au cas multidimensionnel

Une maniére de passer au cas multidimensionnel est de se ramener au cas d = 1.

Définition 1.5.1. Soient fi, ..., f4 € L*(R), la fonction f; ® ... ® f; est définie par

fi®..® f1:RY = C: (11,...,24) = fi(x1)... falza).

Proposition 1.5.1. Soit (V});ez une analyse multirésolution de L*(R), alors la suite
<Vj(d)) , définie par
jez

———

d termes

pour tout j € Z, forme une analyse multirésolution de R
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Démonstration. Tout d’abord il est clair que si fy, ..., fs € L*(R), alors fi®...® f; € L*(R%)
au vu du théoréme de Fubini-Tonelli.

Il est également évident par définition que Vj(d) est un sous-espace vectoriel fermé de L*(R).
Vérifions a présent les cing points.

Les points , et découlent du fait que les points , et sont vrais pour les
espaces Vj.

Pour le point , il suffit de prendre comme fonction d’échelle la fonction ® définie par

P=p®..0¢,
¥ ¥

d termes

ou ¢ est la fonction d’échelle de (V}),ecz. On vérifie directement que {®(- — k) },czq est une

base orthonormée de Vj(d).

Pour l'intersection, c’est direct également. Il reste & montrer que 'union est dense dans
L*(R%), ce qui est plus long & établir.

Comme on sait que I'ensemble des fonction étagées a support compact sur R? est dense
dans L2(Rd), il suffit de montrer que pour tout € > 0 et pour toute fonction étagée & a

V@ telle que

support compact dans ]Rd, il existe une fonction f € J ez V)

I = &ll2@ey < e

On peut méme supposer, par linéarité, que & = xy, ou I est un semi-intervalle borné de
R% ie. I =1I; X ... x I avec I, un semi-intervalle borné de R pour tout [ € {1,...,d}. Tl est
clair que x5 = xr, ® ... ® x1,-

On peut évidemment supposer que mes (I;) > 0 pour tout [ € {1,...,d} car sinon £ € Vj(d)
pour tout j € Z, ce qui suffit.

Soit € > 0.

On sait par le point qu’il existe j; € Z et f1 € V}, tels que

15
_ 2(®) < '
1fi = xnllz2) d\/mes (I)... mes (I,)

On distingue alors deux cas :
Si || fillz2@) = 0, on pose f; = fi et j; = ji pour tout I € {2,...,d}.
Si || fillL2w) # 0, il existe jo € Z et fo € V), tels que

€
d|| f1ll 2mw) \/mes (I3)... mes (]d).

On procéde de méme pour tout | € {2,...,d — 1} :

Si || fill2@) = 0, on pose fiy1 = ... = fa= fiet jiq1 = ... = ja = ji.
Si ||f1||L2(R) 7é 07 il existe jl+1 € Z et fl+1 - ‘/]

If2 = xnllz2m) <

. tels que

< ° .
dll fill 2wy fill 2wy \/mes (I142)... mes (1)

| fisr = X [l 22wy
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Ainsi en posant J = sup{j; | [ € {1,...,d}}, on obtient que
Fi=fi®.®feV?
On en tire alors que
IF— XIHL?(Rd) <A@ .. ®fi—fi®ox,®..Q XId||L2(Rd)
+ ||f1 DX, @ e @ X1, — X1 @ -0 @ X1d||L2(Rd)
= [[fill el fo® .. ® fa— x5, ® .. @ X1yl p2(rey
+fi — XI1HL2(R) \/mes (I3)...mes (1)

€
<fillz@lfe® .. ® fa— XB @ ... @ X1l L2Re-1) + 7
La conclusion en découle puisque si || f1][z2(r) = 0, alors ||[F'— X7||;2re) < € et sinon il suffit
d’itérer le processus et on aura la méme conclusion par construction des f;. [
Remarque 1.5.1. Soit j € Z; remarquons que
=w®
d termes N

Vil =V e eV =Vem)e..eV;ew) =V (Ae. el ),

J
oti chaque AY) n € {1,...,2%—1}, s’écrit comme le produit tensoriel de d termes ng’"), . B((ij’")
qui sont égaux a V; ou Wj.

Pour trouver une base orthonormée de I/Vj(d), il suffit comme précédemment de trouver

une base orthonormée de Wo(d).

Soient n € {1,...,2¢ — 1} et | € {1,...,d}, on définit (bl(”) par la fonction d’échelle ¢ de
(V})jez si B"™ = Vj et par la fonction i si B*™ = Wy,

Il est donc clair, par construction, que ¥ := ¢§”) ®..® ¢&") est tel que

(VW — k)| kezZD
forme une base orthonormée de AS)) et ainsi

(v —k) | keZne{l,.. 2¢-1}}

forme une base orthonormeée de Wo(d).
En procédant comme pour le cas d = 1, on en tire donc que

{29929 (27 . k) | ke Z4n e {1,..,2¢ — 1}}

forme une base orthonormée de Wj(d).
On en déduit également comme précédemment que € Wj(d) et Vo(d) @ EB]-GN VVj(d) sont

denses dans L*(R?) et que
{2092 927 k) | ke Z' ne{l,.,20-1},j €L}

JEZ
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et
{20029 (27 k) [ ke Z'ne{l,.,2°—1},j e N} U{®(- — k) | k € 2%}

forment des base orthonormées de L*(R%).
On en conclut que tout f € L*(R?) peut s’écrire sous la forme

291 2d_1
f= Z Z Z (f, 22929 (27 . —)) 29420 (27 . ) = Z Z Z Cﬂ)\p(n)@j - —k),
JEZ kezd n=1 JEZ kezd n=1
ou encore
2d1
SRS WO L LI
kezd JEN gezd n=1

dans LQ(Rd) avec les cﬁ) et CF), appelés coefficients en ondelettes de f, définis par

cﬁ) =204 [ f(z) W) (22 — k) da,
) Rd

o) = f(z)®(x — k) dx.
Rd

Remarque 1.5.2. Sid = 1, n ne peut valoir que 1 et on laisse donc tomber les dépendances
en n.

Comme n peut prendre 2¢ — 1 valeurs possibles, cela revient au méme de supposer que
n € {0,1}¢\{0}¢ puisque n n’apparait pas explicitement, il sert juste & sommer sur 2¢ — 1
éléments et |{0,1}4\{0}4] =29 — 1.
On considére les cubes dyadiques déterminés, pour tous j € Z, k € Z%, n € {0,1}¢, par

)\(n)_k} n 0 1 d
ik =95 T T Yo

Par souci de clarté, on notera A un élement )\ﬂ), ¢y le coefficient cﬁ) et enfin ¥, 'ondelette
W) (27 k).

On note alors A I'ensemble de ces cubes dyadiques ainsi que A; l’ensemble des cubes
dyadiques de cotés de longueur 277,

Remarque 1.5.3. On considére également dans la suite les « gros » cubes dyadiques
définis, pour tous j € Z et k € Z¢, par

k 11"

Ces cubes contiennent évidemment les 2¢ cubes dyadiques /\(72, n € {0,1}% et il est égale-

J
ment clair que

)\E'Ti)Lk = )\j,2k+n .
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Définition 1.5.2. Etant donné A\ € A, le coefficient dominant (« wavelet leader » en
anglais) de \ est défini par

dy = sup |Cn|'
KEA
KCA

Définition 1.5.3. Soient A\, x € A, A et k sont dits adjacents s’ils sont a la méme échelle,
i.e. s’ils ont le méme j € Z, et si
dist(\, k) = 0.

On note alors
A(N) ={k € A | k et X sont adjacents}.

Il est clair que A()\) est composé de 3¢ cubes dyadiques.

Définition 1.5.4. Soit zy € R%, on pose

dj(xg) = sup d,,
KEA(N;(z0))

ol \;(zg) désigne I'unique cube dyadique de A; contenant z.

Définition 1.5.5. Soit 2y € R%, le cone d’influence de zo est I'ensemble des cubes dya-
diques A € A tels qu’il existe j € Z tel que

A€ A(Xj(20))-

Remarque 1.5.4. Parmi les familles de bases d’ondelettes, il y en a deux particuliérement
utiles.

e Celles de Lemarié-Meyer (J49]), ot 'on suppose que les fonctions ¥ sont de Schwartz
pour tout n € {0, 1}d\{0}d. En particulier, cela a comme conséquence que pour tout
n € {0,139\ {0}, les moments de W™ sont nuls.

e Celles de Daubechies ([18]), ot 'on suppose que les fonctions W™ sont choisies suffisam-
ment réguliéres et a support compact.

On oscillera en fonction du contexte entre les notations n € {1,...,29—1} et n € {0, 1}4\{0}“.

Remarque 1.5.5. Les coefficients en ondelettes, et donc les coefficients dominants éga-
lement, peuvent étre calculés pour toute fonction f telle que les intégrales définissant les
coefficients ont un sens.






Chapitre 2

Régularité des fonctions

Dans ce chapitre et le chapitre suivant, on considére les espaces TP (xo) en laissant la
condition (1)) n’étre vérifiee que localement, i.e. pour des r suffisamment petits. Cela se
justifie par le fait qu’on ne s’intéresse ici qu’a la régularité locale et non aux espaces TP (z)
d’un point de vue fonctionnel.

De plus, il est clair que si f € LfOC(Rd) vérifie la condition pour tout r suffisamment pe-
tit, alors cette méme fonction multipliée par une fonction caractéristique adéquate vérifiera
la condition pour tout r > 0.

2.1 Espaces de Holder et formalisme multifractal

Soient o € R? et o > 0, une fonction f € L2 (R?) appartient a I'espace de Holder

loc

ponctuel A*(zg) s’il existe J € N, C' > 0 et un polynome P de degré au plus « tels que
|f = Pllpoo (B2 < C27% Vj=>J.

Si cette condition est vérifiée pour tous les zy € RY, avec la constante C' uniforme, alors on
dit que f appartient a 1'espace de Holder A*(R?).

Si 0 < a < B3, on vérifie facilement que A®(z) C A%(xo). On peut alors espérer caractériser
la régularité d’une fonction f en xy en calculant son exposant de Holder en xy défini par

hoo(xg) = sup{a > 0: f € A%(x0)}.

Si la fonction xg — hoo(xo) est constante, alors la fonction f est dite mono-Hdélder. Par
exemple, la fonction de Weierstrass W, ;, définie pour a € ]0,1[ et b > 1 tels que ab > 1,
par

+o0
Wap : R=>R:z— Zaj cos(V ),
=0
est mono-Hélder avec un exposant de Holder égal a —loga/logb (voir [30] par exemple).

En général, la fonction zg — heo(zo) est cependant souvent trés irréguliére et on calcule

17
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alors la dimension de Hausdorff des points zo € R? qui ont le méme exposant de Holder.
On définit ainsi le spectre de Holder (ou spectre des singularités) par

doo : [0, +00] = [0,d] U {—00} : h — dimy({zg € R? : hoo(20) = h}),

ou par convention dimy/(()) = —oo.
On appelle monofractale toute fonction f n’admettant qu’un seul exposant de Holder fini,
i.e. pour laquelle il n’existe qu'une seule valeur finie h telle que d,(h) # —oo. Une fonction
monofractale peut donc présenter des exposants de Holder h = 4o0.
C’est le cas par exemple de l'escalier du diable : soit K ’ensemble triadique de Cantor.
Pour t = 2321 a;/3 & K avec a; € {0,1,2} et jo le plus petit indice tel que aj, = 1,
I’escalier du diable D est défini par
X a; 20, 1
. L= 2J _J 4 =
D :[0,1]\K — [0,1] .t—z?)j - Z%l + o
j=1 j=1
On étend par continuité cette fonction a [0, 1]. L’exposant de Holder de D vaut log2/log 3
sur K et +oo ailleurs (voir par exemple [22]). La fonction D est donc monofractale et

comme la dimension de Hausdorff de K est log2/log3 (|24]) et la dimension de Hausdorff
de [0,1]\K est 1, on a donc

log2/log3 sih=1log2/log3,
doo(h) = 1 si h = +o00,

—00 sinon.

Une fonction f est dite multifractale si son spectre admet des valeurs finies h différentes

pour lesquelles do.(h) # —oo. Un exemple classique de telle fonction est la fonction de
Riemann (voir section [3.3)).

Une formule permettant de déterminer le spectre de fonctions est appelée formalisme mul-
tifractal. Pour qu'une formule soit intéressante, on veut qu’elle soit valide pour la plupart
des fonctions.

Pour formaliser ce « plupart », on peut utiliser la notion de prévalence ([32] par exemple)
qui généralise la notion de « presque partout » de la mesure de Lebesgue a des espaces
vectoriels de dimension infinie comme les espaces LP ou C*.

On peut utiliser aussi la notion d’ensembles maigres et comaigres dans un espace de Baire.

On présente ici les principaux formalismes multifractals.

2.1.1 Meéthode des fonctions de structure

Cette méthode a été proposée initialement par PARISI et FRISCH dans le contexte des
« turbulences pleinement développées » ([67]). Elle se base sur les arguments heuristiques
suivants. Pour des points d’exposants h donnés, on estime que pour [ assez petit, la quantité

[F(E+1) = F@O
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se comporte comme |I|". De plus, les points d’exposants & sont au nombre de |I|7=(") et
contribuent chacun pour un volume |/|¢. En posant

C(q) = inf{hg — dw(h)} + d,

on espére retrouver le spectre de Holder de la fonction en calculant la transformée de
Legendre inverse

doo(h) = inf{hg — ((q)} + d.
On introduit dés lors les définitions suivantes.

Définition 2.1.1. Soit f € LY(R%) a valeurs réelles, sa fonction de partition est définie
par

S(t.a) = [ If+0 - fpar

et on pose

2.1.2 Meéthode transformée en ondelettes intégrale

On peut remplacer la fonction de structure par une intégrale sur la transformée en
ondelettes. On se base sur le résultat classique suivant (voir [60] par exemple).

Proposition 2.1.1. Soit 29 € R, a > 0 et f € A%(xy), il existe une constante C' > 0
telle que

W f(b.a) < Ca® (HM)“

a

dans un voisinage de (xy,07).

Ainsi, pour un point = d’exposant h, on peut imaginer que |Wy(b, a)| peut se comporter
comme |a|" pour des petites échelles a et des positions b proches de x. On pose alors

Z(a,q) = / W (b, a)|* db,
Rd

et

. logZ(a,q)
M) =t P oga

On estime alors le spectre par

do(h) = irqlf{hq —1(q)} +d.
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2.1.3 Meéthode des maxima du module de la transformée en on-
delettes

Pour ¢ > 0, les deux précédentes méthodes ne fournissent qu’une majoration du spectre.
Dans certains cas, comme par exemple pour les fonctions auto-similaires, elles donnent la
partie croissante du spectre ([36]).

La méthode des maxima du module de la transformée en ondelettes ([4]) permet d’estimer
la partie décroissante du spectre, i.e. pour la partie relative aux ¢ < 0.

Une fonction de mazxima de module | associée a la transformée en ondelettes W f est une
fonction continue, définie sur un intervalle [a,,, ay],

L:am,ay] = R:aw—b,

telle que b = [(a) soit un maximum local de |W f(-, a)| pour toute échelle a du domaine de
définition. L’extremum doit étre strict & gauche ou a droite. Si v est 'application donnée
par l'égalité v(a) = (I(a), a), alors la courbe définie par le chemin (7, [a,,, ay]) est appelée
ligne de maxima du module.
On pose alors

Z(a,q) = )y _sup [Wf(i(a). a)]",

I a’'<a

ou la somme est prise sur les lignes de maxima définies sur un intervalle du type [ag, a] et
on pose

. logZ(a,q)
M) = e

On estime alors le spectre en calculant
doo(h) = inf{gh —1(g)}.

Cette derniére méthode nous permet donc d’estimer le spectre sur ses parties croissantes
et décroissantes.

214 WLM

La méthode précédente n’est pas associée a un espace fonctionnel. La méthode que
I'on développe ici permet d’estimer l'entiéreté du spectre et est associée a des espaces
fonctionnels dits d’oscillation.

On se base sur le résultat suivant, que I'on démontrera plus tard dans un cadre plus général.

Proposition 2.1.2. (|41])
Soient a > 0 et f € A*(xg). 1l existe une constante C' > 0 telle que pour tout j € N,

dj (.To) S C 2—o¢j‘
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Suivant la méthode des maxima du module de la transformée en ondelettes, il est naturel

de poser
S(q.j)=2"") di.
On pose alors
log S(q, j)

A0 = B g

)

et on espére trouver le spectre de f en calculant
doo(h) = inf{qh — w(q)} +d.
q

Cette méthode relative aux coefficients dominants est souvent appelée « WLM » pour
« wavelet leaders method » (|40]).

Comme annoncé, on peut définir w avec un espace fonctionnel.

Définition 2.1.2. Soient s € R et ¢ > 0, on définit I'espace d’oscillation O;(Rd) par

O;(RY) = {f € S'RY) : [[fllog = I{CW Yl + 12" {dx}kllua 1o < +00} .
On vérifie alors que si g > 0,

w(g) = sup{s : f € OJL(RY},

q,loc

ol O;/lgc(Rd) désigne I'espace des fonctions définies sur R? dont la restriction a tout compact

est dans O (R?).

Cette méthode donne une majoration du spectre ([39]).

Remarque 2.1.1. Du fait qu’elles proviennent d’une transformée de Legendre, ces quatre
derniéres méthodes ne permettent de considérer que des spectres concaves ou alors d’estimer
I’enveloppe concave des spectres. Pour pallier ce probléme, les espaces S” ont été introduits
(voir [B] par exemple).

On peut alors combiner la WLM et la méthode liée aux espaces S” pour former la méthode
« WLP » (pour « wavelet leaders profils »). Cette méthode permet d’estimer des spectres
non-concaves (voir [9]).

2.2 p-exposants et p-spectres

d
lOC(R )7
avec p € [1,4o00[ qui ne sont pas localement bornées, ce qui n’est pas possible avec les

espaces de Holder classiques.

Les espaces TP(zo) permettent de caractériser la régularité de fonctions dans L}

Pour la détermination des p-exposants, il suffit de n’avoir que localement et le polynéme
peut avoir un degré égal & u. On note toujours ces espaces de la méme facon, le contexte
étant suffisamment clair a chaque fois.
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Définition 2.2.1. Soient 2o € R?, p € [1,+00] et u > —d/p, on dit qu'une fonction

f € L2 (R appartient a I'espace TP (1) s'il existe un polynome P de degré strictement

plus petit que u et une constante C' > 0 tels que pour r suffisamment petit,
7P| f — PllioBaosy < Cr", (2.1)
ol, par convention, un polynome de degré négatif est un polynéme de degré 0.

Définition 2.2.2. Le p-exposant de f en xy est défini par

hp(xo) = sup{u > —d/p: f € T}(xo)}.

Définition 2.2.3. Le p-spectre de f est défini par
d . d
dy, : ) +oo| — [0,d] U {—o0} : h — dimy({zo € R : hy(xo) = h}).

Remarque 2.2.1. Le polyndéme apparaissant dans est unique pour un u et xy donné,
et indépendant de p. En faisant varier u, si « passe par un naturel n, alors le polynéme
peut étre modifié avec ’ajout d’un terme de degré n.

Cependant, pour des u; et up différents, le polynome P est le méme jusqu'au degré
min{u, us}.

Ainsi, en prenant la partie entiére de h,(x¢), on obtient un polynéme qui correspond aux
plus grandes valeurs de wu.

Gréce au point (ii) de la proposition [2.2.1] on peut fixer un unique polynoéme pour f en
To, dont les coefficients sont indépendants de P et qui réféerent aux dérivées de Peano de f
en xq (voir proposition dans un cadre plus général).

Remarque 2.2.2. Dans cette section et dans la suite, on utilisera réguliérement et sans
le rappeler les inclusions suivantes, découlant directement des inégalités de Holder :

1<qg<p<+4oo= I (RY) C LL (RY),

loc loc
au voisinage de chaque point zo de R%.

Définition 2.2.4. Soit f € L. _(R%) dans un voisinage de zy € R%. L’indice de Lebesgue
de f en xg est défini par

po(f,zo) = sup {p >1:f € LP (RY) dans un voisinage de xo} )
Si f € LL.(R%), I'indice de Lebesque de f est défini par
po(f) =sup{p>1:fe L] (R)}.

Grace a cette notion, on peut donner des propriétés concernant la fonction p — h,(xo)

(44]).
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Proposition 2.2.1. Soit f € L. (RY) dans un voisinage de xo € R?. Alors la fonction

loc

p > hy(xg) est définie sur [1, po(f,x0)[ (et éventuellement en po(f,xo) également) et vérifie
les propriétés suivantes :

(1) la fonction p — hy(zo) est a valeurs dans [—d/po(f, xo), +00],
(i1) la fonction p — h,(xq) est décroissante,

(iii) la fonction q — hyj4(x0) définie sur [1/po(f,x0),1] est concave.

Démonstration. 11 est clair que p — hy(x) est définie sur [1, po(f, zo)][.
Vérifions les trois points.

(i) Si f € LP_(R%) dans un voisinage de o, alors on a

loc
Hf“B(zo,r) S 07

et donc
=) fll Bosy < Cr P

Ainsi, f €17, (z0) et donc
hy(xo) > =1/p > =1/po(f, x0).

(i) Soient 1 < ¢ < p, a > —d/p et s 'exposant conjugué de p/q, i.e. 1 = q/p+ 1/s. Si
f € TE(xp), il existe donc un polynome P de degré strictement plus petit que « et une
constante C' > 0 tels que pour r suffisamment petit,

r= P f = PllpoBaes) < Cr®

En utilisant I'inégalité de Holder, on a

/B(xo,r) fw) = Pla)ffde < (/B(wo,r) |f(x) — P(x)|P dib‘) ; (/B(xo,r) d:c> )

< ' (T,a+d/p)q ,r,d/s

= (' peatd,
On a donc montré que T?(zg) C T?(xo) car o« > —d/p > —d/q. Ainsi,

{a>—d/p: feTt(xo)} C{a>—d/q: f€Txo)},

d’ou hp(l’()) S hq<l’0).
(iii) Soit p : s € [1/po(f,®0),1] + hiss(z0). On veut montrer que pour tous sq,5, €
[1/po(f,%0)), 1] et pour tout v € J0, 1],

p(ys1+ (1 —7)s2) > vp(s1) + (1 —7)p(s2),

c’est-a-dire
Py s+ (1—y)se) = Vhags, + (1 —=7)hiss,
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Soient p = 1/s1,q = 1/89, 0 = ya + (1 —)f et

1
S = .
51+ (1 —7)s2

On veut montrer que
feTh(xo) NTE (o) = f € T3 (20).

Soit donc f € T¥(xo) NTj (o), on prend le polynome relatif a f et zo de plus grand degré
(cf remarque [2.2.1)). Il existe donc une constante C' > 0 telle que

If = PlloeBory < Crot? et ||f = Plliag@on) < Crot/e.

Or, on a
s s
l=—y+-(1-7).
p q
Donc p/svy et q/s(1 — ) sont conjugués et en utilisant 'inégalité de Holder, on a
[ 1@ Parde= [ 15w~ P |f() - P ds
B(zo,r) B(zo,r)
s s(1—
< |Hf - P’ ’YHLP/S“/(B(:UO,T)) H‘f o P’ ( FY)HL‘Z/SQ*'Y)(B(IO,T))
_ s s(1—v)

Ainsi, on trouve

1—
If = P| L3(B(ao,r) = [ PHZP(B(Q;O,T))H-}C_ P“LqEYB(mOW»
< O pevtdy/p 1=y pB(1=)+d(1-7)/q
— " 7”6+d/8,
d’ou f c Té-s(l’()) O

Remarque 2.2.3. Grace au résultat précédent, on sait que pour des fonctions localement
bornées,

On peut facilement construire (voir exemple [2.2.3)) des fonctions localement bornées pour
lesquelles
hoo(IO) < hp(flfo) < hq(Io) < hl(l’()) V1< qg<p<o.

Remarque 2.2.4. Au vu du point (iii), la fonction p +— h,(x) est continue sauf peut-étre
aux extrémités 1 et po(f, zo) du domaine.

Remarque 2.2.5. Pour le point (iii), on a en réalité démontré en cours de route I'inégalité
d’interpolation des espaces de Lebesgue, qui est un corollaire direct de I'inégalité de Holder.



2.2. p-exposants et p-spectres 25

La démonstration de la proposition suivante consiste a calculer le p-spectre d’un exemple
constructif, approche réalisée dans [44].

Proposition 2.2.2. Les conditions (i), (ii) et (iii) de la proposition précédente sont op-
timales : si pg € |1,+00] et si & est une fonction définie sur [1,po] qui est a valeurs dans
[—d/po, +00], décroissante et telle que la fonction q — £(1/q) est concave sur [1/pg, 1],
alors il existe [ € LP(R?) telle que

Vp € [17]90] ) hp<x0) = f(p)

Démonstration. On fait la preuve pour d = 1 et xg = 0, les constructions étant similaires

pour d > 2 et 75 € RE.
1 1
p:seE {—,1} »—>§(—)
Do S

Soit p la fonction définie par
Par hypothése, p est concave, croissante et a valeurs dans [—1/pg, +00].
Par concavité et croissance de p, celle-ci peut étre obtenue comme la borne inférieure d’une
famille dénombrable de droites
pn(s) =apns+b,, a,>0,n€N,
telles que

1
pn(s) > p(s) Vse L?_’ 1] , Vn € N,
0

et telles qu'il existe une suite dense (s,)nen de [1/po, 1] telle que p,(s,) = p(s,) pour tout
n € N. Pour tout j € Ny, il existe des n;, k; € N uniques tels que

j=2%(2k; 4 1).

On définit alors les suites w = (wj)jen, €t 0 = (0;),en, Par

On définit alors la fonction Fy,, définie par

j7227% il existe j € Ny tel que x € [279,277 4+ 27%i]
Fou(z) = 0 sinon.

On remarque directement que Fy,, € LL (R?) au voisinage de 0.

Soit 7 > 0, on s’intéresse a la quantité

! / (Fyo(2)|P da = v / | Fyo(2)]P da.
—r 0
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e Supposons qu'il existe jo € Ny tel que 2770 + 27« < < 2770FL 1 on trouve alors

+00 +o0
— " — 1 —Wi o— ; — 1 —(Qn bn' j
o [ =t S e = S et
J=Jo J=Jjo

Comme p > 1, on a donc

pl /r |y ()P da < ¢ 9Jo i % 2~ (pr(/P)+1)i < (" 9do 9= p(1/P)+1)jo < (o ppp(1/P)
T J=Jo
d’ou

T_l/p||F9,w||LP(B(o,r)) < O @),
e Supposons qu'’il existe jy € Ny tel que 2770 <y < 2790 4+ 27%o : on procéde de méme en
ayant une majoration dans a la place d'une égalité.
Pour avoir la minoration du p-exposant de Fy, en 0 par £(p), il faut encore établir que
le choix du polynéome P = 0 est le plus judicieux parmi les polyndémes de degré au plus
&(p). 1l suffit de procéder par induction en remarquant que Fy,, est nulle sur les intervalles
129 27%i 2791 qui représentent une proportion de plus en plus grande de points & mesure
que j croit, et donc l'ordre de magnitude de

/ |Fyw(x) — P(x)[P dx
B(0,r)

sur ces intervalles est donné par 'intégrale, sur ces intervalles, du premier terme non nul

de P.

Ainsi, on a donc montré que pour tout p € [1, p,

hp(0) = &(p).

Pour avoir I'inégalité dans I’autre sens, on remarque que
+00 1
T—l § : 2—(an].+1+pbnj)j > Tfl 2*(an]‘0+1+pbnj0)]0.

i N jo?P
J=jo

En prenant p = p, := 1/s, et r = 279 4+ 2% ou jy € Ny est tel que n;, = n, on a donc

+oo )
(2—j0 + 2_wj0)_1 Z — 1 27(anj +1+pn bnj )J > i 27 1 2_pn p(1/pn) jo
= T 2790 4 270 i
11

> = 27pn p(l/pn)jO.
2 2

Par densité des p,, et continuité de p, on a donc bien

hp(o) < 5(19)7

d’ou la conclusion. O
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Remarque 2.2.6. Un probléme ouvert est de comprendre les propriétés que vérifie la
fonction

(20, p) — hy(zo).
Déterminons les p-exposants de quelques fonctions.

Exemple 2.2.1. On considére les fonctions C, définies, pour tout & € R\2N, a > —d,
par
Colz) = |2 — 20|*.

On remarque directement que

(Ca 0) = +o0  sia >0,
Potte: T0) = —d/a st —d<a<0,

et que pour tout p < po(Ca, o), le p-exposant de C, en xy est donné par
hy(x0) = .
L’irrégularité de C, en x( est appelée « cusp » (voir [72] par exemple).

Exemple 2.2.2. On considére les fonctions C, g définies, pour tout @« € R\2N, o > —d,
par

Cop(z) = |x — 20| sin (;) :

|z — 2|8

On vérifie directement que

c ) = 400  sia>0,
Po\La,s,To) = —d/a si —d<a<0,

et que pour tout p < po(Ca,p, o), le p-exposant de C, g en x est donné par
hy(x0) = .

L’irrégularité de C, 5 en xy est appelée « chirp » ou singularité oscillante (voir [72] par
exemple).

Exemple 2.2.3. On construit ici un exemple de fonction ou la fonction p — hy(xo) est
strictement décroissante. Soit o < 1, on définit la fonction f, par

+oo
faix € Ri—>2” Z X[2-i—2-21 2-3)(T).

J=1

Soit  €]0,1/2], on a

r +oo
/ | fol@)|P da = / 2P Z X[2-i—2-2 2-3)(2) dz.
B(0,r) 0 j=1
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I1 existe j, > 2 tel que soit r € [270Ur=D — 2720r=1) 2=(r=1] et dans ce cas on pose

T
B, = / P dx,
2*(17‘*1)72*2(]%*1)

ou soit r € [27Jr,270r=1) — 272Gr=D] et dans ce cas on pose B, = 0.

En posant
400 2—J
jege VEIE
on a donc

[ A= a,+ 5,
B(0,r)

En calculant A,, on trouve

+o0o
A, =C Z 2—j(ap+1) o (2—]’ 2] ap+1 __ —C Z 9—J (ap+1) (1 o 2—j>ap+1) '
J=jr J=Jjr

Or, il existe une constante C; > 0 telle que
C1279 <1— (1 =279t <277,

Ainsi, il existe une constante Cy > 0 telle que

C 9—ir(ap+2) <A, <CC, 9—Jr(ap+2)
Or, par définition de j,, on a directement

27 < p < 27U,
Il existe donc des constantes C3, Cy > 0 telles que
03 rap+2 S Ar S 04 Tozp+2'
En calculant B, dans le premier cas, on trouve
B, =" (raerl (2~ (r=1) _ 9=2(jr— 1))ap+1) '

En procédant comme ci dessus, on obtient

0< B, < C’ —(Jr—1)(ap+2) < C’ apt+2.
Au final, on trouve pour tous les cas des constantes C,C’ > 0 telles que

Crovt? < A, + B, < O'ro7*2,
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d’ou
Crotie el < fallesoa < Cret e rtie,
Ainsi, pour tout p > 1, le p-exposant de f, en 0 est donné par

1
hy(0) = o + o
La fonction p — h,(0) est donc strictement décroissante et comme on remarque directement
que hw(0) = a, on a aussi
hoo(0) < hyp(0) Vp > 1.

Le p-exposant peut donc donner une information supplémentaire concernant la régularité
ponctuelle de la fonction, méme dans le cas ou la fonction est a-holdérienne au point
considéré.

Remarque 2.2.7. Les p-exposants ne sont pas utiles que pour caractériser la régularité
de fonctions non localement bornées. Par exemple, si on considére un domaine €2 avec
une frontiére possédant des propriétés fractales, la fonction caractéristique x, posséde un
exposant de Holder égal a 0 en tout point xg de la frontiére alors que le 1-exposant peut
prendre n’importe quelle valeur de [0, +0o0], qui dépend du comportement de la frontiére de
() au voisinage de z(. Le 1-spectre est dés-lors un outil puissant pour classifier les frontiéres
fractales (voir [43]).

Remarque 2.2.8. La notion de p-exposants n’est pas la seule notion de régularité locale
qui existe pour les fonctions non localement bornées. Par exemple, si on s’intéresse a la
régularité d’une fonction f positive, et si la mesure v, définie pour tout borélien C' de R?
par

y(C) = / /(@) de,

est une mesure de Radon, alors on peut calculer la dimension locale de v, définie pour tout
z € RY par

| B
dim(v, z) = lim inf 22Z/BET)
r—0+ logr

pour espérer caractériser la régularité locale de f ([39]).

2.3 p-leaders

On va généraliser la notion de coefficient dominant.

Définition 2.3.1. Soit A € A;, p € [1,400], le p-coefficient dominant (« p-leader » en
anglais) de A est défini par

3=

dy = sup Z (Q(j’l)d/p ]cn\)p

123 KEN;
KCA



2.3. p-leaders 30

Comme précédemment, on peut alors poser, pour z, € R,

di(vo) = sup dy.
k€A (z0))

Remarque 2.3.1. La définition précédente est bien une généralisation de la précédente
au sens ou
T =d,.

On développera un formalisme multifractal se basant sur la WLM dans un cadre plus
général dans le dernier chapitre.

Remarque 2.3.2. On trouve dans la littérature ([50]) une autre définition des p-leaders
qu’on n’utilisera pas ici.



Chapitre 3

p-spectre de fonctions non localement
bornées

Dans ce chapitre, on donne le p-spectre de plusieurs fonctions.

On commence par un exemple théorique ot la fonction est définie via ses coefficients en
ondelettes. On peut créer dés lors artificiellement une fonction non localement bornée et
déterminer son p-spectre.

Ensuite, on calcule le p-spectre (p € [1,400] quelconque) de la fonction de Brjuno qui est
nulle part localement bornée, fonction apparaissant initialement en analyse complexe et
approximation diophantienne.

On finit par donner le 2-spectre d’une version généralisée de la fonction de Riemann qui
est également nulle part localement bornée.

3.1 Séries d’ondelettes lacunaires

Les séries d’ondelettes lacunaires ont été introduites par STEPHANE JAFFARD ([3§]).
Elles sont définies au travers de leur coefficient en ondelettes et dépendent de deux para-
meétres : un paramétre lacunaire n € |0, 1[ et un paramétre de régularité o > 0. On suppose
dans cette section que o > n — 1, ce qui justifiera la nécessité des p-exposants (voir la
proposition . On ne fait pas les détails, on peut consulter les références [II, [38].

-----

une suite de variables aléatoires indépendantes dans un espace probabilisé (€2, F, P) suivant
des lois de Bernouilli de paramétres 2=(1=7)7 ie.

g ] 1 avec probabilité 2-0=m7
* 71 0 avec probabilité 1 — 2=,

Les coefficients en ondelettes de la série d’ondelettes lacunaire X, , sont donnés par
Cjk = Zj,k 9—aj VieNke {0’ " 97 _ 1}.

31
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Proposition 3.1.1. ([1])
Presque strement, les trajectoires de X, , sont localement bornées si et seulement si o > 0.

Pour o > 0, on peut donc calculer le spectre de Holder de X, ,, ([38]). Presque stirement,
le spectre d’une trajectoire de la série d’ondelettes lacunaire X, , est donné par

Ao (h) :{ Wosihe o), (3.1)

—00  sinon.

054

FIGURE 3.1 — spectre de X, ,, o > 0.

Proposition 3.1.2. ([I])
Sotent n € 10,1], a > n —1 et X,,, une série d’ondelettes lacunaire de paramétres (o, (),

on a presque sturement
n—1

—  s1a<0,
Po(Xap) = { +o00  sia>0. (3.2)

Remarque 3.1.1. La raison pour laquelle on prend o« > n — 1 est justifiée par ce dernier
résultat. En effet, grace a cette hypothése, on a pg > 1 et donc il existe des p > 1 tels que

Xan € Lt (R) au voisinage de chacun de ses points.

3.1.1 p-spectre de X,

Proposition 3.1.3. ([1])
Sotent n €10,1[, a > n —1, et X,,, une série d’ondelettes lacunaire de paramétres (o, ().
Presque sarement, pour tout p < po(Xa.,), le p-spectre de X, , est donné par

h+l/p ; a 1_1)1
dy(h) = { Tarip SRE [a’ 0 <n 1) p} )

—00 Sinon.
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Remarquons que grace a (3.2), on a o« > —1/p pour tout p < po(X,,) et donc le
p-spectre ci-dessus a un sens et est bien défini sur [—1/p, +00].

Remarque 3.1.2. La partie intéressante du p-spectre (i.e. ot le p-spectre n’est pas —oo)

est un segment de droite joignant («,n) a (% + <% - 1> %, 1).

Remarque 3.1.3. On remarque que pour o > 0 et p = 400, on retrouve (3.1).

|4
4

-0.5 -1/6 1/6

FIGURE 3.2 — 2-spectre de X_;/51/2. Cela a un sens car p = 2 < py = 3.

Remarque 3.1.4. On peut définir les séries d’ondelettes lacunaires pour a € R de la
méme fagon. La proposition est toujours valable ([I]) et il faut donc pouvoir recourir
& des p € ]0,1[. On utilise alors les espaces de Hardy réels HP(R?) ([60]), p € ]0,1[. On
montre alors que le spectre reste plus grand que —1/p et que le résultat reste valable

(D)

[

-2 -1/6 11/3

T

FIGURE 3.3 — 1/2-spectre de X_;/51/2. Cela a un sens car p = 1/2 < py = 3.
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3.2 Fonction de Brjuno

La fonction de Brujno est définie pour tout irrationnel z de [0, 1], par

B(z) = :Z:M@)...An—l(x) log ( Anl(x)> ,

ou A est 'application de Gauss qui & un irrationnel x de [0, 1] lui associe la partie fraction-
naire de 1/z. L’appellation fonction de « Brjuno » vient du mathématicien ALEXANDER
BRJUNO qui I'a introduite en 1971 (|I4]) pour donner une condition pour que des fonctions
holomorphes soient linéarisables en 0. Plus précisément, soit f une fonction holomorphe
qui, dans un voisinage de 0, s’écrit

f(2) =™z + 0(2?). (3.3)

Par exemple, la fonction P,, définie pour tout « € [0, 1] par
Po(2) = e*™2(1 + 2),

est une fonction vérifiant la relation (3.3).
La fonction f est alors dite linéarisable au voisinage de 0 si elle est conjuguée a sa partie
linéaire R,(z) = e*™z, i.e. §'il existe une fonction ¢ telle que

poRy=fop.

ALEXANDER BRJUNO montra que si B(a) < +oo, alors P, est linéarisable. En 1995,
JEAN-CHRISTOPHE YOCCOZ montra que cette derniére implication était en réalité une
équivalence ([75]).

La régularité globale et locale de la fonction de Brjuno ainsi que son appartenance a cer-
tains espaces fonctionnels ont fait 'objet de plusieurs articles (|58, 57, 6, 42} [7]).

Dans cette section, on suit majoritairement les papiers [42] et [6]. Dans [42], on fait beau-
coup de références aux résultats de [6] ; on a donc ici essayé de faire un texte rassemblant
tous les résultats en une fois. De plus, dans [42], les résultats sont établis pour le 1-spectre
et seulement énoncés, car les preuves sont similaires, pour le p-spectre, p € [1,4+00[. On
présente ici le calcul du p-spectre, p € [1, +o0o[ quelconque.

3.2.1 Rappels et définitions

Faisons quelques rappels concernant les fractions continues (voir par exemple [65]).
Soit p/q un rationnel. Grace a l'algorithme d’Euclide, il existe aq, ..., a, € N tels que
1

; = 1 =: [ag;al,...,an].
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On aimerait étendre cette méthode aux réels en faisant tendre n vers -+oo.
Soit (a,)nen une suite de naturels telle que a,, > 0 pour tout n € Ny. On pose p_; = 1,
q-1 =0, po = ag, go = 1 et pour tout n € Ny, on définit p,,q, € N par

_— = = |Q ,CL ,...,an
n .\ 1 0, 1
a
! 1

ag + ———
2 ‘ 1

Qn

et pged(pn, ) = 1. On vérifie directement que pour tout n € N,

Pnt1 = Qni1Pn + Dn_1 et Gn+1 = Qpt1 Gn + Gn-1-
En particulier, on a 1 = ¢y < ¢1 < g2 < g3 < ... et la croissance est au moins exponentielle
puisque pour tout n > 1,
n = Qn Gn-1 + Qn—2 > Qn—1+ Qn—2 > 2(]7L72~
Ainsi, si on note (Fj) ey la suite de Fibonnaci, définie par
Fo=F =1,
Fn+2 :Fn+1+Fn7

on a g, > F,.1 pour tout n € N.
On montre alors que la suite (p,,/qn)nen converge vers un irrationnel x que 'on note

x = [ag; ai, as, ...].

Les éléments p,, /g, sont appelés les convergents et les éléments a,, sont appelés les quotients
partiels.

Pour la suite, on pose X =]0,1[\ Q (on aura donc ay = 0).
L’application de Gauss est définie par

1 1 1
A: X —>X:o— —— L—J Z{—},
x x x
ou {-} désigne la partie fractionnaire. Cette application préserve la mesure de Gauss p
([70]) définie pour tout borélien C' de [0, 1] par

1 1
He) = log2/cl—|-tdt'

On vérifie que si x = [0; aq, ..., a,, ...], alors on a

1 1
a; = \‘EJ et an = \‘An_—l(‘r)J Vn € No.

On fait de cette propriété une définition.
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FIGURE 3.4 — Graphe de I'application de Gauss restreint au carré unité

Définition 3.2.1. Soit x € X, on définit la suite (a,(2))nen, par

o= |it]

On vérifie alors que pour tout =z € X,

x =10,a1(x),as(z),...].

On parle du développement en fraction continue de x, ce qui a sens car on montre facilement
que celui-ci est unique.

On a deés lors les outils pour définir la fonction de Brjuno en utilisant les convergents.

Définition 3.2.2. La fonction de Brjuno est la fonction définie, pour tout x € X, par
+00

-1 — L Qn_
B(x) = [pu-1 — a1 2] log (M)
n=0

qnT — Pn

= wA(x)..A" () log ( 1

)
On étend la fonction de Brjuno par périodicité a R\ Q.

Remarque 3.2.1. On peut définir naturellement une fonction B sur les rationnels : si
x € Q s'écrit [ag, ay, ..., ay], on pose

N-1

53 Pn—1 — T {n—1

B(x = Pn—1 —Gn-1T 108; (—) )
L

ou les éléments p,, ¢, sont relatifs aux a,, n < N.
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Donnons quelques notations qui sont liées a cette fonction.

Soit x € X, on pose ap(x) = z et pour tout n € Ny, a,(z) = A"(x). On note également
B_1 =1 et pour tout n € N, 3,(z) = ag(x)...c,(z). Enfin, on pose pour tout n € N,

1(2) = fna(x) log (a;u) |

Avec ces notations, on a clairement

B(x) =) m(w).

On trouve facilement les identités suivantes :

_ ak(@)r — pr(z) ) = (1L (o () — 3 (2
ay(z) = v PR P P Br(x) = (=1)"" (pa() — z qi(2)),

ou encore

1
Bi(z) = Q1 () + g1 (2) e ()

Définition 3.2.3. Un nombre irrationnel x est un nombre de Brjuno si la série B(z) est
convergente, c’est un nombre de Cremer sinon.

On vérifie aisément que la fonction de Brjuno vérifie I’équation fonctionnelle
B(zx) =log(1/z) + z B(A(z)), =€ X. (3.4)

La fonction de Brjuno n’est clairement pas localement bornée en raison des singularités
logarithmiques centrées en les rationnels et puisqu’elle est & termes positifs. On peut le
vérifier explicitement.

Proposition 3.2.1. Sip/q est un rationnel de [0, 1], alors

lim B(x) = o0,
T—p/q
TER

ot A désigne l’ensemble des nombres de Brjuno.

Démonstration.
e Comme B(x) > log(1/x) pour tout z € A, le résultat est vrai pour p/q = 0.

e Le résultat est également vrai pour p/q = 1 puisque pour tout x € ]0,1/2[, on a
B(z) =logl/x+x B(A(x)) >

On se raméne donc au cas p/q = 0.
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e Si p/q est un rationnel de ]0, 1], alors il s’écrit

p/q=[0;a1, ..., anl.

On vérifie alors que
n:se|-1,1—[0;a,...,an_1,a, + 8]

est un homéomorphisme de |—1, 1[ sur un voisinage de p/q dans ]0, 1].
Site X,onan(+t) € X et

At(n(t) =t et A"(n(—-t))=1-—t.

De plus, pour tout t € X, on a

Br—1(£t) > ———,
e-1(£2) Qk + qr—1

ot les g sont tels que pi/qx = [0, ay, ..., ax), avec k € {1, ...,n}.
Comme en itérant I’équation fonctionnelle (3.4), on a

B(n(s)) = Bn-1(n(s)) B(A"(n(s))) Vs e]-1,1[\Q,
on en déduit la conclusion en utilisant les cas p/q = 0 et p/q = 1. ]

Etudier la régularité de la fonction de Brjuno au travers des p-exposants, comme an-
noncé, semble donc judicieux.

Du fait de son caractére non localement borné, il est évidemment impossible de représenter
cette fonction de maniére traditionnelle. Néanmoins, on peut essayer de la représenter en
prenant un certain nombre de points au hasard (voir figure [3.5)).

Remarque 3.2.2. La fonction de Brjuno est clairement positive, on peut en réalité calculer
explicitement sa borne inférieure ([7]). Si I = inf,c4 B(z), alors I = B(f) avec

-1
9:g0—1:\/5 :

2

ol ¢ est le nombre d’or. De plus,
B(z) > B(0) Vze A.
On obtient facilement un premier résultat.
Proposition 3.2.2. Pour k € N, on a

_ log(2qx) l0g 41 log 2

<= —— < xqop(k)

gk qk gk '
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FIGURE 3.5 — Représentation de la fonction de Brjuno en 10000 valeurs entre 0 et 1 tirées
selon une loi uniforme par STEFANO MARMI ([57]).

Démonstration. La deuxiéme inégalité pour k£ = 0 est directe puisqu’on a

1 1
o 0g q1 ~ log(1/) — log ay = log (a1+a1) < log <a1+ ) <log?2.
do ! 4

Pour k£ > 0, on remarque que

dk Qe (qr + uqr—1) ~ qe(qre + okqr—1)

log gy+1 = Qi Log(qrr10m) + a qr—110g(qr11) S log(qrt10;)

Comme qx_1 > 1 pour £ > 0, on a

k+19k + Q-1
Q10 = ——————— > 1.
Ap1 + Qg1

On a donc la deuxiéme inégalité pour k > 0.

Il reste & traiter la premiére inégalité. On remarque que

log(1/cv)

Qp = Y= —"""—
Qi + Qg Qr—1

est une fonction décroissante. Puisque ay < 1/ag1, on en tire que

logartr  agrilogags

Vi = =
O + Qe—1/ A1 Qk+1

Pour montrer la premiére inégalité, il suffit donc de montrer que

qk+1 qk+1
— log

apy1logagiy > -
qk 2qy,
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On vérifie cette derniére relation en séparant en deux cas :
e Siag.; =1, c’est direct car on a qrr1 = @k + qr—1 < 2qk.-
® Siap >2,0naq1/q >2et

 Gr+1 — Gk-1 > Ak+1

Ap+1 = = — 1.
dk dk

On en tire la conclusion en étudiant le signe de la fonction
x— (z—1)log(z — 1) — xlog(x/2)
sur [2, +00. O

Remarque 3.2.3. En plus d’étre utile dans les prochaines démonstrations, ce résultat
nous donne une caractérisation des nombres de Brjuno : étant donné x € X, x est un
nombre de Brjuno si et seulement si la série

+o00

Z log gr11(7)

x
= w(@)
est convergente.
On peut démontrer une autre caractérisation de ces nombres.

Définition 3.2.4. Soit f € L\ (R%), z € R? est un point de Lebesgue de f si

loc
lim 7~ f = f (@)l 1B =0
r—0+

Cela revient a dire que

1

R ST 1 — 0.
o s (B(z,1)) I = F@)le e

Remarque 3.2.4. Le théoréme de différenciation de Lebesgue (voir en annexe) affirme
que pour une fonction f € LI _(R?), presque tout = € R? est un point de Lebesgue de f.

loc

Proposition 3.2.3. ([0])

Les points de Lebesgue de B sont exactement les nombres de Brjuno.

Démonstration. Comme on va de toute facon développer tous les outils nécessaires a cette
preuve, elle réside en annexe. O

Ce résultat nous motive a étudier les 1-exposants de B.
Rappelons également la notion suivante, classique en analyse harmonique et théorie des
EDP.
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Définition 3.2.5. Une fonction f € L} (R?) est a oscillations moyennes bornées (noté

BMO pour « bounded mean oscillation ») si

1
1fllBmo == sup
Q cube de RY mes Q

Au@»—mwm<+m,

o fg désigne la moyenne de f sur @) :

1
T A

On peut montrer ([58]) que la fonction de Brjuno appartient a ’espace BMO. En
particulier, cela implique que B € L? (R) pour tout p > 1 (voir [I7] par exemple).

loc

fo =

Pour établir le spectre multifractal de B, on a besoin de rappeler encore une notion.

Définition 3.2.6. Soit 2y € R\ Q et soit p,/q, sa suite de convergents. On définit 7,,(z)

par
1

n(20) *

Pn
o — —

4n

On définit alors I’exposant d’irrationnalité de xo par

T(z0) = limiup Tn(x0).
n—-—+0o0

On dit que xq est diophantien si 7(xy) < +00.

Remarque 3.2.5. Pour tout irrationnel zg, on a 7(zg) € [2,400]|. En effet, comme on

montre facilement que
1 1
< —= VneN,

< <
nt1Qn — G2

o — —
dn

on a donc 7, () > 2 pour tout n € N.

Remarque 3.2.6. On peut définir, de maniére équivalente, I’exposant d’irrationnalité de
xo comme la borne supérieure des 7 € R pour lesquels il existe une infinité de couples
(p,q) € Z x Ny tels que

T — Z—)‘ <

1
q T

q

Donnons quelques résultats qui nous serviront pour établir la régularité de B.

Proposition 3.2.4. Soit p > 1 et soit I un intervalle de longueur h < e~*/? inclus dans
[0,1]. Pour tout k € N, on a

/Ilog(l/ak(t))p dt < ep?hlogf(1/h).
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Démonstration. Pour ¢ > 2 et r = q/(q — 1), 'inégalité de Holder donne

/I log(1 /(1)) dt < h'/" < /0 Jog(1fon (£))® dt> "

Comme A laisse invariante la mesure de Gauss, on a

/0 log(1 /(1)) di < 2 /0 log(1 /o (£)) 1‘fit ) /0 1og(1/t)qp1d_+tt
< 2/1 log(1/t)%dt
=20 (qp +1).

Or, on sait que pour s € [2,00[, on a
2T(s+1) < s°.

Ainsi, on a

[ 1og(1/an(e)r dt < U (ap) /1 = 1V gy
I

Si on prend g = log(1/h), on sait que gp > 2 par hypothése et on a dés lors

/ log(1/ax(t) ¥ dt < he log(1/h)? p".

I
Pour t € [0, 1], on pose

On note également w le module de continuité de ¥, i.e.
w(h) =sup{|¥(t) — ¥(s)|: 0 <t,s <1,|t —s| <h}.
Proposition 3.2.5. Soit h € ]0,e72], on a
w(h) < 10h log(1/h).

Démonstration. Etant donné h € ]0, e~?], vu la proposition précédente et comme (voir [27])

> 3,36,

k>0 k+1
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on a

/Hh Vi(s) ds

t

U(t+h) —U(t) = /tH_hB(S) ds =)

k>0

t+h
<y Fle /t log(1 /s (s)) ds

k>0

< 3,36eh log(1/h).

O]
Alinsi, pour tous x et h suffisamment petits, pour toute constante D, on a
1 z+h
E/ |B(t) — D|dt < C log(1/h). (3.5)
z—h
On en tire donc que pour tout x, le 1-exposant de B en x vérifie
hi(z) > 0. (3.6)

La régularité de B aux points rationnels est facile a établir : au vu de la proposition
si x = p/q est un rationnel de |0, 1[ sous sa forme irréductible, alors pour toute constante
D et h suffisamment petit, on a

1 J:+h/2
E / B(t) - D| dt > Clog(1/h),
h xz—h/2
d’on

hu(x) = 0. (3.7)

Comme on sait que les nombres de Brjuno sont exactement les points de Lebesgue de B,
on en tire que les nombres de Cremer ont un l-exposant nul. Pour étre plus précis, cela
résulte directement de la proposition [B.4]

Il reste donc a trouver la régularité de B en les points de Brjuno.

3.2.2 Irrégularité de B

Par irrégularité, on entend pouvoir trouver une majoration des p-exposants de B. Grace
a la proposition [2.2.1] il suffit de trouver une majoration pour les 1-exposants de B. Pour
cela, on va utiliser des résultats faisant intervenir des ondelettes.
Soit ¢ une ondelette de R? majorée en module par 1 et & support compact. Une telle
ondelette sera appelée admissible. On pose pour a > 0 et b € R?,

vuale) =0 (0).
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Définition 3.2.7. Une fonction # qui satisfait ’hypothése H est une fonction 6 : 0, 400 —
10, +00] continue qu’on prolonge en 0 par #(0) = 0 et qui est non décroissante sur un
voisinage de 0.

Définition 3.2.8. Soient 6 une fonction satisfaisant I’hypothése H et f € LfOC(Rd). On
dit que 6 est un p-module de continuité de f en xq s’il existe un polynéme P tel que, pour

tout r > 0 suffisamment petit,

I.f = P(- — w0)|| Lr(B(aor)) < 0O(7).

On remarque directement que la régularité TP(xy) se traduit en un choix de 6 défini
par
O(r) = Crrar,

Lemme 3.2.1. Soit ¢ une ondelette admissible, p € [1,+o0] et f € LF (R?). Si 6 un
p-module de continuité de f en xo qui vérifie

3C >0,Vr <1, 6(r)>Critir,

alors
,r,d—d/p

[Wap) C B(xo,7) = [Wy(b,a)| < Cy P 0(r)——

al

o pour rappel Cy désigne la mesure de la boule unité de R.

Démonstration. Soit P le polynome relatif a 6 intervenant dans la définition du p-module
de continuité de f.

Grace a ’hypothése sur #, on peut remplacer le polynéme P par une constante D.

De plus, comme % a un premier moment nul, on a

Wb a) = — /Rd(f(x) D)ty da.

ad
En utilisant les hypotheéses faites sur ¢ et 'inégalité de Holder, on trouve directement

1 1
Wy (b,a)| < —d/ |f(z) = D|dz < — ||f = DllzoBo.r) 1N Lo/6-1 (820
a B(zo,r) a

,,,.d*d/p

<P o(r)

ad
]

Lemme 3.2.2. Soit x = p/q un rationnel sous sa forme irréductible et |h| < 2/3¢*, alors

log 2 1
‘WB (E,h)— o8 ‘SC’thog( . )
q q q?|h|

ot l’on a utilisé 'ondelette de Haar et ou la constante C' est indépendante de q et h.
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Démonstration. En utilisant la proposition en het h/2, on a

2 / M Byt L / " Bty ar — 08/ Tos(e/aIM) L 6 o o1 /g21m)

h h q q
Or, on a
2 x+h/2 1 z+h 1 z+h/2 1 x+h
Z B - = B == B - =
N /x (t)dt N /x (t) dt . /w (t)dt . /x+h/2 B(t) dt
1 t—=x
=— [ B(t dt
P Eoe (5T
ou vy = X[o.3] = X[21] est 'ondelette de Haar. On en tire directement la conclusion. O

Proposition 3.2.6. Soit x € X, soit Cy la constante du lemme précédent et soit e € ]0,1/2]

tel que
1
Cyelog (g) <1072

S1 0 est défini, pour tout r > 0, par
€
O(r) = —r3/?
() = =,
alors 0 n’est pas un 1-module de continuité de B en x.

Démonstration. On note ¢, = p,/q, la suite de convergents de x. Pour tout n € N, on

pose
€

hon

Au vu du lemme précédent, on a donc

1 1
> (—1072 - >
Wg(cn, hn) > (=107 + log(2)) w1
Procédons par I’absurde et supposons que 6 soit un 1-module de continuité de B. Pour
tout n € N, on pose
rn =T — cpl + hy.

Par le lemme [3.2.1} on a

0
0 Tn _ Q(Tn)
(Wi(cn, hn)| < CF 0(r) h_711 = h
Ainsi, on obtient
1 0(ry)
<
4qn = hy

Comme on a r, < 2/¢2, on a donc
L _0@/q) _ =2V2q;
4¢, = h, 16 ¢ ¢’

d’ou une absurdité. O
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Au vu de la proposition précédente et comme la régularité T)!(z) correspond a un
O(r) = Cr*™' on a directement que pour tout z € R, le l-exposant de B en x vérifie

hi(z) < 5. (3.8)

N | —

Les polynémes apparaissant dans la définition des espaces T)}(z) seront donc toujours
des constantes pour B.

Définition 3.2.9. Un irrationnel z est 7-bien approximable si

‘ P
:E _— —
In

1
<_7
— T

n

pour une infinité de n € N.
Pour démontrer le résultat suivant, on procéde comme pour la proposition précédente.

Proposition 3.2.7. Soit 7 > 2, st x est T-bien approximable, alors le 1-exposant de B en
T veérifie

hi(x) < —. (3.9)

N

Démonstration. On note ¢, = p,/q, la suite de convergents de x. Soit Cy la constante du
lemme précédent. Pour tout n € N, on pose

£

g

hn

Comme 7 > 2, il existe N € N tel que pour tout n > N,

2 —2; -1 102
q;, hn log (qn h,, ) < )
Co
Grace au lemme précédent, on a donc pour n > N,
log 2 P 102
WB(C'm hn) - S CO dn hn log (qn h'n ) S )
dn dn
et donc .
Wg(en, hy) > —.
5{ons ) 2 4 qn

Procédons par I’absurde et supposons que 0(r) = 1—167“1“/ ™ soit un module de continuité de
B en z. On pose 1, = |z — ¢,| + ¢, 7. Grace au lemme [3.2.1} on a

0(rn)
ST

[Wg(cn, hn)|
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Comme on a r, < 2/q}, on a

0(r,) _ 21+1/rq7:7(1+1/7) B 9l+1/7

hn T Gn
On en tire donc que
1 21+1/T
— < ,
4~ 16
une absurdité. H

Proposition 3.2.8. Pour tout irrationnel x, le 1-exposant de B en x vérifie

1
hi(r) < —.
=)

Démonstration. En effet, on distingue trois cas :
e Si 7(x) = 2, cela résulte directement de ((3.8)).

e Si7(x) € ]2,400], alors pour tout € > 0 suffisamment petit, x est (7(x) — €)-bien
approximable et donc on a la conclusion au vu de (3.9)).

e Si7(x) = 400, alors x est T-bien approximable pour tout 7 > 2 et donc on a

hl(.’lf> <0

au vu de (3.9).
O]

Remarque 3.2.7. Le 1-exposant de la fonction de Brjuno vaut 0 en les nombres de Liou-
ville puisque comme ces derniers sont exactement les irrationnels non-diophantiens, il suffit
d’utiliser (3.6)) et la proposition précédente.

Ainsi, on a par exemple

hl(lC) = 07

ou [ est la constante de Liouville, i.e.
+oo
lo=> 107"
k=1

3.2.3 Régularité locale de B
Avant d’aller plus, il faut aborder la notion de cellules (111 [46]).

Définition 3.2.10. Soit by = 0, by, ..., by € Ny, la cellule ou intervalle fondamental (de pro-
fondeur k) ¢(by, ..., by) est Uintervalle ouvert d’extrémités [bo; by, ..., by] et [bo; by, ..., bp_1, b+
1].

Par convention, la seule cellule de profondeur 0 est ]0, 1.
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0 c() 1
0 1/2 (1) 1
0 173 ) 12 c(1,1) 23 1
0 174 ¢3) 1/3 1/2 2/3¢(1,2)3/4 1

FIGURE 3.6 — Les cellules apparaissant sur les 4 découpages de [0, 1] donnés par les suites
de Farey d’ordre 1 & 4.

Pour tout n € Ny, la suite de Farey d’ordre n est la suite des fractions irréductibles
comprises entre 0 et 1, ordonnées en croissant et dont le dénominateur est inférieur ou
égal & n. On remarque que chaque cellule apparait comme sous-intervalle ouvert dans un
découpage de [0, 1] formé par une suite de Farey.

Donnons quelques propriétés directes de cette notion.
e Dans la cellule ¢(by, ..., by), les fonctions a;, pj, ¢; sont constantes pour j < k :

pj(z)

q;()

e La cellule ¢(by, ..., by) est l'intervalle ouvert d’extrémités

a;j(z) = by,

= [bo;bl, ...,bj], S C(bl, ,bk)

Dk ot Pr + Pr—1
dk Qe + Qe—1

dans cet ordre si k est pair et dans I'ordre opposé s’il est impair. Sa longueur est
donnée par
1
@ (Qr + Qo)

e Sixz e X et k €N, il existe une unique cellule de profondeur £ qui contient x :

Pk PktPk—1 :
c— }Qk’qk-ﬂlkﬂ [ sik € 2N,
PetPk—1 Pi :
| ol ik ean1
On note dx(x) la distance de x au bord de ¢. On peut exprimer facilement cette distance

en termes des fonctions précédemment définies. En effet, on a

PP
dk (1) @
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On a aussi

v Dk + Pr-1 _1)k_1 Brt1(2) n (pk+1 _ Dx +pk1)

Qk + Q1 Qk+1 Qk+1 Qe + Q-1

s (Bt a1y

Q41 Qe+1(qk + Qe—1)

On en tire donc la relation

i — mi (Bk Bry1 ape1 — 1 )
p=min | —, + .
W Qv e (Ge + Qro1)

Montrons également le résultat suivant, qui nous sera utile pour la suite.

Proposition 3.2.9. Pour tout k € N, on a

1 : _
O < ! et O > S arre 0 k1 = 1,
Tk Qe - L ST Qpyq > 2.

29k Q41
Démonstration. Comme on remarque facilement que

1 1
——— <G < —,
Qr+1 1 G Qrt1

on a directement

Br 1

Ak Gk Qr+1

et si agy1 = 1, on trouve
1
5, = Brt1 > .
k1~ 2Qr+1 Qrr2

De plus, si agio > 2, 0n a

1 1 1
0 > min ( , ) > .
e(qr + Ger1)” Qo1 (a6 + Q—1) 20k Q1

Dans la suite, en prolongeant par continuité, on pose pour ¢ = ¢(by, .., bx) et x € «,

Pk(l') Pk
ap(z) = b, =— =[0;bq,..., bi|,
k() = by w@ [0; b1, ..., g
et G — p
kT — Pk k—1
= : — (-1 — zqp).
on(o) = B i) = (<1 (= )

On remarque que «ay, est dérivable sur ¢ et y vérifie

af, = (=1)" B2 = (=1)" (g + ok qe—1)*. (3.10)
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Lemme 3.2.3. Soientp>1, € X, h €]0,e7?| tels que x — h/2,x + h/2 € X. On note
I=]zr—h/2,x+h/2|

et K = K(I) le plus grand entier tel que I C c(ay,...,ax). Il existe une constante C' > 0
mdépendante de K telle que

I = (@) | oy < C g BP0 VE < K, (3.11)
vz = i (@) oy < C qaen P log(giea), (3.12)
hi/P (log(1/h
1vell oy < © ( o(1/h) h1/2) vk > K. (3.13)
Fy i dK+1

Démonstration. Montrons en premier lieu (3.11)). On sait que la fonction -, est dérivable
sur ¢ pour £ < K et on a
(=1 (=D"!

7]16 = 51271 log(1/ag) + Br-1 ax D) 042 = <_1)k71Qk71 log(1/ay) +
ay Br—1 Qg

(1) gy Tog(1/ag) + ST
B,

Or, pour k < K, on a 1/ay < agi1 + 1 et donc pour k < K, on a

V()] < qe-1log(apsr + 1) + Ger1 + @ < @ @1 + Qo1 + 2qk+1 = 3qks1-

1/p pL+1/p
(/ |t — x|P dt) < ,
I 2

on conclut directement grace au théoréme des accroissements finis, en prenant C' = 3/2.

Comme on a

Avant de passer aux autres inégalités, posons u,v € |0, +o0[ tels que

vt (~1)Kpj2 = KPR (q)K-tp g = KPR
uqr + qx -1 UGk + qx-1

Cela est évidemment toujours possible au vu des extrémités de ¢. On pose alors m = |u|
et n = |v]. On a alors (il suffit de traiter le cas K pair et le cas K impair séparément)

1<m < ag(z) <n.

Par maximalité de K, on trouve n > m. De plus, on a

j— |UWPK TPE-1 VDK T PR-1| v—u
uqr +qx—1 VK + QK1 (ugx + qr—1)(vqr + qr—1)
v—u
> —
i (u+1)(v+1)
v—1u

~ 6g% mn’



3.2. Fonction de Brjuno o1

ot la derniére inégalité résulte du fait que u+1 < 3m et v+1 < 2n (2 suffit pour n puisque
n>m).
On peut maintenant montrer l'inégalité (3.12)). On distingue deux cas :

en>2m+1:0On a alors
n—m
v—Uu > ,

et donc comme

on a

1 1
h > > > . 3.14
T 24ma% T 2dag () ¢k T 24qK qr ( )

Gréace aux propositions [B.1] et [3.2.2] il existe une constante C; > 0 telle que

e AP p 10g qrc 41
</7K(t)pdt) < 8hMP pryk(z) + . (6log qx +4) < Cy hl/pq—.
I K K

Par Minkowski, en utilisant & nouveau la proposition et en utilisant la relation ((3.14]),

on a donc
1/p 1/p
(/WK (x)? dt) < (/W((t)p dt> + R ()

K/
< Cy ——log g1
dK

< Oy P qr+110g g 11

em <n<2m: Pourt e I, on vérifie que

i) = (1 (arat0)1o8 (s ) + 90,

et donc
Vi ()] < Cuara(t).
De plus, pour t € I, il existe | € [m,n| tel que t € ¢(ay, ...,ax,l) et donc tel que
qr+1(t) = lgx + qre—1 < ngr + qr—1 < 2max + qr—1 < 2ak419K + -1 < 20K 41

Par le théoréme des accroissements finis, on a donc

1/p 1/p
(/WK (2)]" dt) < 2Chaxn </|x _ t|pdt>
I

< Cyqr41 pitL/p

< C5qr+1 AP log 4K +1-
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I1 nous reste & démontrer I'inégalité (3.13)). Supposons donc k£ > K ; on distingue deux cas.

e n—m =1 : En utilisant la proposition [B.2, on a
1/p C
( [ty dt) <O eg(i/m)
I 1 -k

e n—m > 2 : Comme précédemment, on a

S n-m
v — U ,
- 2
et donc
n—m
h> —.
~ 12¢% mn

En utilisant la proposition [B.2] il vient

1/p (TL _ m)l/p 1
p
(/I’Yk(w dt) s¢ Fr_x mitl/ppl/p q};-?/‘n‘

Deés lors, on obtient

e —m)i/p  pl/2+l/p 1/2+1/p
/”yk(t)p dt < (n 1"”) (mn)
I F_ g mi+i/ppl/p (n — m)1/2+1/p

o BL/2+1/p n 1/2
N Fi_x ((n—m)m) ’

d’ou la conclusion puisque pour 1 < m < n, on a

(n—m)m
UJ

Proposition 3.2.10. Soient p > 1, x € X diophantien et ¢ > 0. Il existe hg = ho(xg,€) >
0 tel que, si h € )0, hyl, alors

1 m+h/2 1/P
(E [ 1B - By dt) < O BV g (1)),

—h)2

ot la constante C" peut dépendre de x. En particulier, le p-exposant de B en x vérifie

hy(z) > %
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Démonstration. Soient donc x € X diophantien et € > 0.
Par densité de Q dans R, on peut supposer que xy =+ h/2 sont irrationnels. De plus, comme
x est diophantien, il existe un entier K tel que pour tout [ > K,

7(z0) < T(x0) + €.
Soit K = K(h) le plus grand entier tel que
I=]zr—h/2,x+h/2|
soit inclus dans ¢(ay,...,ax). On a

1

Sk <h)2
20K +2qK+3

et donc K — 400 si h — 0.
Soit hg € |0, e7?[ tel que pour tout h € |0, ho[, K > max(Kjy, 1). Pour h < hg, on a

1B(2) = Bllpory < D lIve@) = wll oy + D (@) = el oy

k<K k>K
< Z [y (z) — ”chHLp(I) + Z ||”YkHLp(1) + Rl Z Ve().
k<K k>K k>K

Comme la suite (g,)nen est & croissance au moins exponentielle et en utilisant (3.11)) et

(3.12), on obtient
1/p
5 ([ e =t an) < 0 (5 s + e Ton(arn)
I

k<K k<K
< 'Rt qr+1108(qr41)-

En utilisant (3.13]) et par croissance exponentielle de la suite de Fibonnaci, on a aussi

> (/I%(t)p dt) " < Ch'? (M + h1/2) 3 Fl

S K dK+1 ok Lh-K

< C/ hl/p <10g<1/h) + h1/2) )
N gK+1

Comme 7(x) < 400, la suite (7,(2))nen est bornée. En utilisant la proposition 3.2.2) on a
donc pour k£ > K,

TE(x)—1
) < lonlai) _ loa(a" ™), los(a)

Vi (l‘ >
qr qk qk

)

ou 7 > 0 est une constante qui dépend de x. Comme x est diophantien, on en tire que

lo
Z w(z) < @M_

S K qK+1
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De plus, comme

(z)—1

Gk < q‘g( _ < hflJrl/TK(a:)7

d’ou
log(qr+1) < Cslog(1/h).
Pour majorer les q[}il, on distingue deux cas.

e Si ax.o > 2, en utilisant la proposition [3.2.9, on a

1 B PK+1

=T < < 20g41 < h,
Ifjll qK+1 dK+14K+2
et donc
1 < pY/mr+1(2)
drK+1
e Siakgo=1,0na
1 2 2

< — ,
dx+1  4x+1 T 49K QK42

Or, en utilisant & nouveau la proposition [3.2.9, on sait que

1
< < 25K+1 < h’7
K +29K+3

Ti+2(2)

QK12

1 ‘ Pr+2
= |x —
qdK+2

d’ou
1

qK+1

<2 L/ Tr+2()

Au final, en utilisant le fait que pour tout I > Ky, 2 < 7(z) < 7() + €, on obtient

1/p log(1 1
(/ |B(z) — B(t)]” dt) < ChVP (th+1 log(qr1) + M +pY2 4 M)
I

4K +1 IK+1
< B/ (hl/TK(a;) + pMrr(@) 4 hl/TK+2(x)) log(1/h)
< O P R Lo (1))
[

On peut enfin décrire la régularité locale de B. L’idée est de se ramener au 1-exposant
pour les majorations des p-exposants.

Théoréme 3.2.1. Soit p > 1, alors les p-exposants de B sont donnés par

0 sixeQ,
hp(x) - { 1

sinon .
7(2)
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Démonstration. On remarque dans un premier temps que grace a la proposition (3.2.4] et
en procédant comme a la proposition [3.2.5 pour tout z € [0,1], on a

hy(x) > 0.
De plus, grace a la proposition 2.2.1], on a
hy(x) < hy(z).
e Si z € Q, en utilisant , on a donc
0 < hy(x) < hy(z) =0,

d’ou hy(z) = 0.
e Si x est un nombre de Liouville, en utilisant la remarque [3.2.7, on a

0 < hy(x) < hy(x) =0,

d’out hy(z) = 0.
e Si z est diophantien, en utilisant les propositions [3.2.8] et [3.2.10] on a

d’ou hy(z) = O

1
T(z)
Remarque 3.2.8. On peut interpréter ce résultat en disant que plus la suite g, relative a
un x croit lentement, plus la fonction B est réguliére en x.

3.2.4 p-spectre de B

Pour calculer la dimension de Hausdorff d’'un ensemble, plusieurs techniques sont pos-
sibles (principe de distribution de masse, théorie des potentiels,... voir [24]). Dans notre
cas, on utilisera le théoréme de Jarnik. Pour I’établir, on modifie la mesure de Hausdorff
de la maniére suivante.

Définition 3.2.11. Soit ACR,sie>0,v€Retd € |[0,1], on pose
0y — : 6 : Y
H, 1%f (Z diam(A;)° [log(diam(A;))] ) :

ot la borne inférieure est prise sur les recouvrements R de A par des bornés {A; }ieny dont
le diameétre est inférieur a e.

Pour tout ¢ € [0, 1] et v € R, on définit la (0, y)-mesure extérieure de Hausdorff de A par
HOV(A) = lim H.

e—0t
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Théoréme 3.2.2. (Théoréme de Jarnik, [24])
Soient a,b € R tels que a < b. Pour tout 7 > 2, on pose

1
E. = {m € [a,b] : |z — ]—)} < — pour une infinité de couples (p, q)} :
q qr
Alors on a 5
dimy(E,) = =
imy (Er) -

On montre de plus ([37]) que
HT2(E,) > 0.

Proposition 3.2.11. Soit p > 1, le p-spectre de la fonction de Brjuno B est donné par

dp(h) =

{Qh sih€0,1/2], (3.15)

—00  Sinon.

0.5

p 0 05 1 15 2 2’5

o—-mT o

FIGURE 3.7 — p-spectre de B.

On va montrer quelque chose de plus fort : on montre que le p-spectre de B restreint a
n’importe quel intervalle [a, b] est aussi donné par (3.15)).

Démonstration. Soient a,b € R tels que a < b, on pose pour tout 7 > 2,
F.={z €a,b]: 7(x) =t}.

Par le théoréeme [3.2.1] il suffit de montrer que

2
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Soit donc t € [2, +00]. Par définition de I'exposant d’irrationnalité, on a directement

F, = ﬂE\UE

T<1 T>1

Par le théoréme [3.2.2] on a donc pour tout 7 < ¢,

2
r

De plus, F; contient ’ensemble

G, = Et\ B

T>1

Comme les espaces E; sont emboités en décroissant, on peut réécrire |, ., E; comme une
union dénombrable. Par le théoréeme [3.2.2] cette union est composée d’ensembles de mesure
2/t nulle. Ainsi, on a

HYY(F) > HY(Gy) = HY2(E) > 0.
On en tire donc que
2
dimy (F}) = 3
]

Grace a ce résultat, on sait que la fonction de Brjuno est multifractale car son spectre
n’est pas constant en dehors de —oc.

Remarque 3.2.9. Comme B(z) € [0, +0o0] pour tout x € %, on peut considérer la mesure
v définie pour tout borélien C' de R par

En vérifiant que cela donne une mesure de Radon, on peut montrer ([42]) que la dimension
locale de v est donnée par 1 pour tout x € R. Cela ne permet donc pas de capturer
d’éventuels changements dans la régularité ponctuelle de B.

3.3 Généralisation de la fonction de Riemann

Hormis la fonction de Brjuno, il y a trés peu de fonctions non localement bornées qui
apparaissent dans la littérature et non créées pour cela. On peut néanmoins en construire
« artificiellement ». Cette idée est développée dans cette section.

La fonction de Riemann qu’on veut généraliser est la série de Fourier
+0oo e2mj2z
R(z) =)

Jj=1

j2
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FI1GURE 3.8 — Graphe de la partie imaginaire de la fonction de Riemann R restreint a
[0,1] x R (|68]).

Cette fonction a été introduite par BERNHARD RIEMANN en 1853 comme potentielle fonc-
tion nulle part dérivable mais il a été montré ([26]) que cette fonction est dérivable en les
points pr/q avec p et ¢ impairs.

En 1872, KARL WEIERSTRASS fut le premier & donner non seulement une, mais toute
une famille de fonctions continues et nulle part dérivables : les fonctions W, ; définies a la

section 2.1

Méme si la fonction de Riemann ne vérifie pas son role initial, elle a été étudiée dans
différents contextes et théories : théorie ergodique, analyse complexe, approximation dio-
phantienne (]26],[34],[68]).

L’idée de cette section est de généraliser la fonction R pour en faire une fonction non
localement bornée et d’utiliser dés lors les p-exposants pour caractériser sa régularité. A
nouveau, on ne fait pas les preuves ici du fait de leur longueur et puisque cela a été fait en
détail dans [71].

3.3.1 Définition et convergence

On généralise la fonction de Riemann R de la maniére suivante pour tout s € H, 1} :

+0o €2i7rj2 x
'RS(ZL') =

j=1

js

On vérifie directement que R est 1-périodique. De plus, R, € L*([0
facilement que (€%7°%/j%);cy, forme une suite orthogonale de L(
vérifier que

,1]). En effet, on vérifie
[0,1]). Ainsi il suffit de

o0 ia2
62171'] x

Jj=1 J L2(]0,1])
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converge dans R. C’est effectivement le cas puisque

+oo €2i7rj2m B +0o 1
P e 0
J=1 L2(jo,1])  J=1

avecse]%,l}.

Remarque 3.3.1. Pour s > 1, la série R, converge partout et est localement bornée. Son
spectre a été calculé ([34]). Par exemple, le spectre de Ry = R est donné par

4h—2 sihe[1/2,3/4],
doo(h) = 0  sih=3/2,

—00 sinon .

On ne s’intéresse donc pas au cas s > 1 ici puisque le spectre multifractal classique convient.

0.54

T 9 T T
05 1 15 2 25

FIGURE 3.9 — spectre de 'R.

On utilise la méme notation X =0, 1]\ Q que dans la section sur la fonction de Brjuno.
On introduit pour x irrationnel le taux

7(x) = limsup{7,(z) : ¢, # 2 mod 4}.

n—-+o0o

Cette définition fait sens car si ¢, () est pair, ¢,+1(z) et ¢,—1(x) sont impairs. Comme pour
7(z), on a donc T(x) € [2, +00].

Théoréme 3.3.1. ([71])
Soient s € ]1/2,1] et x € X. On note pour tout n € N,

_ [ log(gna(z)/qn(2))  sis =1,
5”_{ gq+1 ! si s €]0,1/2[,
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et
Gnt1(T)
Yii(x) = On )
D= 2 G@ an@r
gn#2 mod 4
Alors
(i) Rs(x) converge si
—141/7
s —1—2 /T(x) -0
(ii) Rs(x) converge si Yg(x) < +o0.
(iii) Rs(x) ne converge pas si
—-141/7
s —1—2 /T(x) <0

(iv) Rs(x) ne converge pas si

limsup 9, \/ 1 (%) > 0.

n>1 (Qn(ﬁ) Qn+1(37))8
qn#2 mod 4

De plus, si x = p/q est un rationnel, alors Rs converge pour ¢ = 2 mod 4 et diverge pour
q Z 2 mod 4. En particulier, la fonction Rs n’est nulle part localement bornée.

3.3.2 2-exposant et 2-spectre de R,

Pour r > 0, on pose C(r) = [—=2r, —r] U [r,2r]. Pour calculer le 2-exposant de Ry, la
caractérisation suivante est utilisée dans [71].

Lemme 3.3.1. Soient f € L*(R) une fonction réelle et x € R. Si hy(z) < 1, alors
ho(z) = sup {ﬁ €[0,1[:3C > 0,¢c, € R = (2) 2| f(w+-) = call ooy < crﬁ} ,
ot linégalité dans la borne supérieure ne doit étre valable que pour les r > 0 suffisamment

petits.

Démonstration. Comme hsy(x) < 1, il existe C' > 0 et ¢, € R tels que pour tout € > 0 et
pour tout r suffisamment petit,

rT 2N = Gl gy < O
Comme C(r) C B(0,2r), on a
2r) 21 (@ + ) = eall gz < C (2r)072 < O, (3.16)

Réciproquement, si (3.16|) est vérifiée pour des r > 0 suffisamment petits, alors il suffit
d’utiliser la relation
B(z,r) =z + U C(r27").

k>1



3.3. Généralisation de la fonction de Riemann 61

Proposition 3.3.1. ([71]) Soit s € ]1/2,1], pour tout x € X tel que Y4(x) < 400, le
2-exposant de R, en x vérifie

s — 1—|—1/?(l‘)‘

hg(l’) = B

On peut a présent calculer le 2-spectre de R,.

Théoréme 3.3.2. Soit s € ]1/2,1], pour tout h € [O, 5= }l], le 2-spectre de R4 est donné
par
dy(h) = 4h + 2 — 2s.

Démonstration. En utilisant la proposition précédente et le théoréme de Jarnik en procé-
dant exactement comme dans la démonstration de la proposition [3.2.11] on trouve

dy(h) = ditmy, {x 51 J;l/?(x) — h} = dimy {x LT (x) = ﬁ}

=4h + 2 — 2s.

]

Remarque 3.3.2. Dans [71], on suppose que pour h € [s/2 — 1, 0], le spectre suit la méme
droite dy(h) = 4h + 2 — 2s.

05

—0.5 R 05 1 15 2

FIGURE 3.10 — 2-spectre de R3/4.






Chapitre 4

Espaces T 5 (x0)

Dans ce chapitre, on généralise les espaces de TP(z) avec les fonctions de Boyd. L’idée
est remplacer la fonction r» — r* de la relation par ces fonctions. Cette démarche est
utilisée dans [54] pour généraliser les résultats sur les équations aux dérivées partielles
établis par Calderén et Zygmund dans [16].

Utiliser les fonctions de Boyd pour généraliser les espaces de Calderén-Zygmund est naturel
puisque c’est une approche réalisée dans d’autres espaces fonctionnels généralisés (voir par
exemple [66] pour la détection de corrections logarithmiques ot l'on prend la fonction
r—r*|logr|).

On s’intéresse ici a généraliser le théoréme de Rademacher dans le contexte de ces nouveaux
espaces. Pour cela, on généralisera le théoréme d’extension de Whitney.

4.1 Fonctions de Boyd

Définition 4.1.1. Une fonction ¢ : ]0,4+00] — ]0,+o0[ est une fonction de Boyd (ou
encore fonction & variation réguliére uniforme) si

(i) o(1) =1,

(ii) ¢ est continue,

(iii) pour tout x € ]0, +o0],

2o e s S
¢<x) o y>18 Qb(y)

< 400

L’ensemble des fonctions de Boyd est noté B.

Exemple 4.1.1. Soient u € R et ¢ : |0, +00[ — |0, +00] une fonction continue telle que
(1) =1 et qui est & variation lente, i.e. telle que

lim ¥(rt)
= B(o)

=1 Vr>0,

63
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alors la fonction
¢+ 10, 400 = ]0, 400 : 7 = 1" (r)

est dans B.
Comme fonction 1, on peut par exemple prendre la fonction r — 1+ |logr|.

Remarque 4.1.1. Pour x > 0 fixé et ¢ € B, on utilisera souvent dans la suite la relation
dlay) < d(z) dy) Vy > 0.
Proposition 4.1.1. Soit ¢ € B, alors ¢ est sous-multiplicative, i.e.
o(zy) < $(x)dly) Va,y >0,
¢ est Lebesque-mesurable et pour tout v > 0, ¢(z) > ¢(x) et ¢(1/z) > 1/d(x).

Démonstration. Soient x,y > 0, pour tout z > 0, on a

oleyz) _ olez) play2)
o) o) o)

< o(2)(y),

d’ou _ L
o(zy) < o(x)d(y).
¢ est clairement Lebesgue-mesurable puisque ¢ est continue.
Les deux derniéres inégalités résultent du fait que ¢(1) = 1. O

Définition 4.1.2. On définit I'indice de Boyd inférieur d’une fonction ¢ € B par

log p(x) . logE(fv)_

zlo,1| logx a—0+  logx

De méme, on définit 'indice de Boyd supérieur d’une fonction ¢ € B par

Boy— e 80 _ oy, logdln)

z€ll,+oo| logw z—+oo  logw

Remarque 4.1.2. On peut trouver une preuve de I'égalité des limites avec la borne
supérieure et la borne inférieure dans [31], cela résulte du fait que comme ¢ est sous-
multiplicative, log ¢ est sous-additive.

Remarque 4.1.3. Remarquons que 1'on a b(¢) < b(¢) puisque

log g(x) _ logé(1/x)
logz — logl/x

pour tout = > 1. (4.1)

En effet, pour tout x > 0, on sait que

o(x) > px) >
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Or, pour tout z > 1, on a
— 1

logg(z) _ logd(l/x) _ logd(z) _ logo(l/x) -
log x = log1/x < log = = —logx <:>log¢(x)210g$(1/x)<:>¢($)Za(1/x),

d’ou la conclusion. ~
On en déduit également que b(¢) et b(¢) sont réels, puisqu’on a par exemple

log ¢(1/2)
log1/2

log $(2)

<o) <o) < =

Exemple 4.1.2. Siy > 0,0 € R et
o(z) = 2°(1 + |logz|)” Va >0,

alors on vérifie que ¢ € B et que

b(¢) =b(¢) =0

En effet, pour tout z > 0, on a

- 1+ |logz + log y|

0
- S = ,

o(z) == A — ¢(z)

et ainsi
1 91 +]1 K log ¢ 1 1+ |1 i
b(¢) = lim o8 ($ (1 +[loga]) ) = lim 08T + lim 0g (1 +[log)") =0.
z—0+ log x z—0t+ logx  z—o0+ log x

On procéde de méme pour remarquer que b(¢) = 6.

Proposition 4.1.2. Soient ¢ € B, € > 0 et R > 0. Il existe des constantes Cy, Cy, C5, Cy >
0 telles que
(i) Pour tout r € 10, R],

1?9 < (r) < Cort.
(ii) Pour tout r € [R,+oo],
Cy 972 < g(r) < Car®O+e,
Démonstration. Montrons le point (i); il suffit de procéder de méme pour démontrer le

point (ii).
On sait qu'il existe Ry € ]0, 1] tel que
log ¢(r)

Q<¢)_WS€ VTE]O,Rl[.
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Ainsi, _
o(r) < 9= vr e )0, Ry]. (4.2)
Evidemment, on a la méme chose pour b(¢), i.e. il existe Ry > 1 tel que

o(r) < PP@re g ¢ | Ry, +00f. (4.3)

Or, on sait que pour tout r > 0, on a ¢(1/r)~! < ¢(r) < @(r).

Ainsi, pour tout r € |0, min{ Ry, RLQ} [, on a

-1
7,5(¢)+€ < g_25 (1) < (b(r) < 5(7’) < rb(d)—e

r

On distingue alors deux cas.
e Si R < min{Ry, R%}, alors il suffit de prendre C; = Cy = 1.
e Si R >min{Ry, -}, alors les fonctions

¢(r) ¢(r)

rb(é)+e oL rb(¢)—e

sont continues sur le compact [min{Rl, RLQ}, R] et donc on peut trouver des constantes

Ch et Cy telles que le point (i) soit vérifié dans ce compact, et méme pour tout
r € |0, R] en prenant les constantes supérieures a 1.
]

Remarque 4.1.4. On peut étendre I'inégalité (4.2) de la maniére suivante : pour tous
e>0et R >0, il existe une constante C' > 0 telle que

q_b(r) < OriP—c vy ¢ 10, R].

En effet, si R < Ry, ou R; est le nombre de la preuve précédente, on le sait déja et si
R > Ry, il suffit d’utiliser la sous-multiplicativité de ¢ : pour tout r € |0, R], on a

- —( R\-/(R /R R\ A@)—e
¢(r) < ¢ (R_l) ¢ (Elr) <o (R_1> <§1) pb(@)—¢

De méme, on peut étendre l'inégalité (4.3 : pour tous € > 0 et R > 0, il existe une
constante C' > 0 telle que

o(r) < CrP 9% v e [R, 4o0].

Comme corollaire de la précédente remarque, on a la proposition suivante (|[13]).

Proposition 4.1.3. Soit ¢ € B,
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(i) Sib(¢) >0, alors fol @dw < +o00.

(i) Sib(¢) <0, alors [ @dw < 4o00.

Démonstration. (i) On sait déja que = — @ est continue sur |0, 1].

Vu la premiére partie de la remarque précédente, en prenant R = 1 et ¢ > 0 tel que
v :=b(¢) —e > 0, il existe une constante C' > 0 telle que

o(r) < Cr? Vrelo,1].

En particulier, on a

©-

x
0< lim z'"2 (z) < lim Crz =0,
z—0t xT z—0t
. e L el ()
ce qui prouve l'intégrabilité de x — =
(ii) On sait déja que = — @ est continue sur [1, +o0l.

Vu la deuxiéme partie de la remarque précédente, en prenant R = 1 et € > 0 tel que
d :=0b(¢) + € < 0, il existe une constante C' > 0 telle que

en 0% puisque 1 — 3 < 1.

o(r) < Cr’ Vr e [l,+oo.

En particulier,

0< lim z'°% C) < lim Cr2=0,
T—400 T T——+00
ce qui prouve l'intégrabilité de x — @ en +oo puisque 1 — g > 1. O

Donnons quelques propriétés utiles. Pour une fonction f définie sur ]0, +00], on adopte
la notation f(1/-) pour désigner la fonction

x €0, +00] > f(1/2).

Proposition 4.1.4. Soit ¢ € B, alors les fonctions 1/¢ et ¢(1/-) sont dans B et on a
1 1 —(1

b(1/9) = —b(¢) et b(1/d) = —b(9).

De plus, on a

Démonstration.

() 1/6(1) = 1 et 6(1/1) = 1.
(ii) 1/¢ et ¢(1/-) sont continues puisque ¢ lest.



4.1. Fonctions de Boyd 68

(iii) Soit x > 0, montrons par double inclusion que
oY) } _ {cb(y’/fv) L }
— 0p =<9 ——+=: 0.
e 0> o) 7

o) _ ¢((zy)/z)
dxy)  Play)
donc il suffit de prendre 3’ = xy. Dans lautre sens, si 4’ > 0, alors
o' /r) _ oy'/x)
oy)  olay/x)
donc il suffit de prendre y = 3/ /x.

T — o W) ol/T) o (1 ~
5@) B y>18 P(zy) B y’>I()) o(y') =¢ (x) = ee

Siy > 0, alors

Ainsi, on a

De méme, on a

B e OR

On en déduit que

log o(1/x) _ .~ logo(y) _ 56)

b(1/¢) = lim

=0t logx y—+oo — log(y)

et, de la méme facon, que b(1/¢) = —b(¢).
O]

Proposition 4.1.5. Soient ¢1, o € B, alors les fonctions ¢y et ¢1/pa sont dans B et
on a

P102(x) < Gi(@) do(w) et G1/¢a(r) < di(w) d2(1/z) Wa > 0.

De plus, on a

b(grha) < b(¢1) +b(¢2) et b(drha) < b(¢1) + b(¢a).

Démonstration. On vérifie directement que ¢1¢2(1) = 1 et ¢1¢5 est continue. De plus, si
x>0, on a

P1¢2(7y) o1(zy)  da(xy) 3 d <
ML mi ST

En utilisant la proposition précédente, on a donc aussi ¢;1/¢s € B et

192 =

01/ da(x) < b1 (x )(ﬁi(x) = ¢1(x) ¢o(1/x) Vo > 0.

2
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De plus, on a directement

. logiga(x) _ . loggi(z) . loggs(z)
b = lim —/—————= < lim ——~+ lim ———= =) b(o2).
ber62) o0t log x = Dot log x * o0t log x bl¢r) + b(e)
On proceéde de méme pour 'indice de Boyd supérieur. ]

On peut généraliser la proposition [1.1.4]
Proposition 4.1.6. Sia € R et ¢ € B, alors ¢* € B et pour tout x > 0,
_ ¢'(x)  sia>0,
¢o(z) = —|al ,
¢ (1/z) sia<D0.
De plus, si a >0, on a ~ ~
b(¢") = ab(®) et b(¢") = ab(¢),

et sta <0, on a

b(¢") = ab(e) et b(¢") = ab(¢).
Démonstration. Montrons d’abord que ¢* € B.

(i) (1) = L.
(ii) ¢* est continue car ¢ ’est.
(iii) Sia >0, on a

— ¢°(zy) (cb(xy) ) ‘

otw) =supnary S

De plus, si a < 0, alors

) — ey O2Y) o(ay)\ = M
P) =) ﬁ?@( 1/gb(y)) = (T/8(n)) " < oo

Ensuite, si a > 0, on a

og ) _ e (()')

, . logg(x) _ -
b(¢p?) = lim ———~ = lim ———%= =a 1 =ab
be*) et log = et log = @ oo log = ab(®),

et on procéde de méme pour b(¢).
Enfin, sia < 0, on a
_‘(l| j—
. log¢ (1/x) logo(y) _ &
9y = fim =82 VY ) fim 2P
b(¢") o0t log © | y—+oo  logy ab(®),

et on procéde de méme pour b(e). ]
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p p
4.2 Espaces Tj(zg) et t (xo)
Comme annoncé, 'idée pour définir ces espaces est la suivante : remplacer la fonction
de Boyd r — r* de la relation par la fonction r — ¢(r), ot r > 0 et ¢ € B.

Définition 4.2.1. Soient zy € R%, p € [1,4+00] et ¢ € B tels que b(¢) > —%.
Une fonction f € LP(R?) appartient a I'espace T% (o) s'il existe un polynome P de degré
strictement plus petit que b(¢) et une constante C' > 0 tels que

de/pr — Pl 1r(B(zo,ry) < Co(r) Vr > 0. (4.4)

Si on a de plus
rP|f - Pl 1o (Bor)) = 0(¢(r)) quand r — 0%,

alors on dit que f € (o).
Remarque 4.2.1. Si u > —d/p et ¢(r) = r* pour tout r > 0, alors b(¢) = u et on a donc

TP(zg) = Tg(:z:o).

Remarque 4.2.2. La condition b(¢) > —% est 1a pour assurer que les espaces T} () ne
sont pas dégénérés. En effet, si la relation

=P < O o(r) (4.5)

P 2 . . d
est vérifiée pour r suffisamment petit, alors pour toute fonction f € L} (R?), on a

PN = Oll oy < 7TUPCT < CCG(r)

pour tout 7 suffisamment petit. La condition b(¢) > —% assure que la relation 1' n’est
jamais vérifiée. Pour le montrer, on procéde par I’absurde et on obtient une contradiction
grace a la proposition |4.1.2]

Remarque 4.2.3. Soient 75 € R? p € [1,+00] et ¢ € B tels que b(¢) > —%. Si f € LP(RY)
est telle qu'il existe un polynéme P de degré strictement plus petit que b(¢) tel que

()™ YP|| f — Pl o(Bor) — 0 quand 7 — 0T,
alors il existe R > 0 tel que
PN f = Pllusseny < 6(r) Vr<R.
De plus, pour tout r > R, on a
PN f = Plliosory < YN fllie@ey + Cr(1+1")

pour un certain n et vu la proposition [4.1.2] on en conclut que le membre de droite peut
étre majoré par une constante que multiplie ¢(7), ce qui permet de dire que f € T £ (o).
A ce sens, t5(xo) est un « vrai sous-espace » de T} (zo).
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Remarque 4.2.4. Pour rappel (voir [I12] par exemple), si (X, o7, 1) est un espace mesuré
et p et ¢ sont tels que 1 < p < ¢ < +o0, alors LUX, o/, u) C LP(X, o, pu) et |fll, <

1 £llq w(20) 1P,
Dans notre cas, on utilisera souvent que

_ 1-1 _ _
r N f = PlloiBorny < Cy P r =P f — Pl| 1B,

quand cela a un sens (f € LY _(R%), P polynome de R?).

Proposition 4.2.1. 5i f € Tg(xo), alors le polynome P de la définition est unique.

Démonstration. On peut supposer que b(¢) > 0 puisque sinon le polynéme doit forcément
étre 0 et est donc unique.

Procédons pas l'absurde et supposons qu’il existe deux polynomes distincts P, et P, de
degrés strictement plus petits que b(¢) et des constantes C1,Cy > 0 tels que pour tout
r >0,

r= P\ f = PillioBaesy) < Cr1é(r) et v P\ f — Pall ooy < C2d(r).

Posons Q = P, — P, @ est un polynoéme de degré n < b(¢).
On peut donc trouver € > () tel que n < b(¢) — e.
Au vu de la proposition 2} il existe C' > 0 tel que pour tout r € ]0, 1],

QN seary < Ca” QN asenny < Ca 7 (CL+ Co)dlr) < €O

On trouve alors une contradiction car () n’est pas le polyndéme nul par hypothése et n <
b(¢) — € donc
lim Q| (5(a0.0 rm 0979 = 4o,

On peut donc parler & présent, par unicité, du polynéme relatif & f € Tg(:co).

Remarque 4.2.5. Grace a la proposition précédente, on comprend mieux pourquoi l'on
demande que le polynéme soit de degré strictement plus petit que b(¢). En effet, on a
besoin de cette hypothése pour utiliser la proposition de maniére adéquate.

Remarque 4.2.6. Soient ¢ € B et f € LP(R?) avec p € [1,+oc]. En particulier, f €
LL (R et supposons que f € T%(w9) ot my est un point de Lebesgue de f (c’est le cas

pour presque tout z € R? vu le théoréme de différenciation de Lebesgue qui, pour rappel,
est en annexe). Supposons également que b(¢) > 0.
Alors si P est le polynome relatif a f, on a f(z¢) = P(xo).
En effet, on a
T_d/p”f — Pl 1o(B(zo,ry) < Co(r) ¥r > 0.
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On trouve donc
P f = Plliaaeony < Co /P =) £ — Pl|apgaen) < C'o(r),

pour tout r > 0 et ou ¢’ = C’C;fl/p.
Il en découle, en développant le polyndéme en sa somme de Taylor, que

1
CdT‘d

1
= G 1f(x0) — f+ f — P+ P — P(o)|| 12(Bor)

| f(20) — P(zo)| = 1f(xo) — P(x0)ll1(B(zo.r)

1
<
=

r 0 f(x0) = Flloi By +CO0) + >

1<]|af<b(¢) ‘

Le premier terme du membre de droite tend vers 0 quand r tend vers 07 puisque zg est un
point de Lebesgue de f. Comme b(¢) > 0, on sait que ¢(r) tend vers 0 quand r tend vers
0" et donc il en va de méme pour le deuxiéme terme.

Le troisiéme terme tend évidemment vers 0 quand r tend vers 0.

On en déduit donc que f(xg) = P(zo).

Définition 4.2.2. Soient f € T qf (x0) et P le polynome relatif & f, alors P se développe
en sa somme de Taylor et s’écrit

Pay= Y %ﬁx(})(m—xo)a.
|| <b(¢) )

On pose alors
[ flro o) = sup O(r) Y| f = Pl 1o(Baosr)

et
| D*P(x0)]
1oy = 1 oty + D T |72 o) -
o] <b(9) .
Proposition 4.2.2. | - ||T£(x0) définit une norme sur T} (xo).

Démonstration. Elle est bien définie car si f € T£ (z0), alors f appartient a LP(R?), on a
unicité du polyndéme P et la borne supérieure est finie car on a une majoration par une
constante par définition.

Soient fi, fo € T£ (z0), A € C; on vérifie directement les conditions pour avoir une norme.

e Si ||f1||Tf;(x0) = 0, alors || fi| ey = 0 et donc f; = 0 dans LP(R%) et donc dans
T (o) également.
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. H>\f1HT§(:p0) = MH’leT(’;(xo) puisque ||.||;»ge) est une norme et puisque le polynome
relatif & Af) est clairement AP, (ou P, est le polynome relatif & f;).

o [If1+ fallrrwo) < Ifillroeo) + If2ll7e(2o) Puisque ||| Lo (gey est une norme et puisque
le polynome relatif a f; + f5 est clairement P, + P, (ou P; et P, sont les polynomes

relatifs a f et fs).
O]

Remarque 4.2.7. A I'instar de la généralisation aux normes 19 d’espaces semblables uti-
lisant les suites admissibles (voir remarque |5.3.1]), on peut généraliser les espaces T} () &
des espaces T,"(z0), q € [1,+00] en remplagant, pour ¢ € [1, +oo[, (4.4) par

+oo
[ 160 1 = Pl dr < C
0

On suit alors le méme chemin pour définir une norme sur cet espace : Si P est le polynome
relatif & f € T (zo), on pose

1 —d
[ Flzzaey = 607"~ 1 = Plaes@om |l sagosoep)
et
|DOCP<£C0)|
]!

1 Nrzaag) = 1 oy + Y

|| <b(e)

+ ‘f’Tg‘q(wo)'

Proposition 4.2.3. L’espace (T} (xo), || - ”T;'(xo)) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (f;)jen, une suite de Cauchy de (77 (o), || - ||T£(x0)) et montrons que
cette suite converge dans (17 (o), || - [l72(zo))-
Pour tout j € Ny, on note P; le polynome relatif & f;. En particulier, (f;);en, est une

suite de Cauchy dans LP(R?) et donc converge vers un f € LP(R?) et de méme la suite
<D°‘Pj($0)

) est de Cauchy dans C donc converge vers un ¢, € C, pour tout a € N tel
J€No

que |af < b(9).
On définit alors le polynéme P de la maniére suivante :

P = Z ColT — x0)%.

|| <b(e)

On a alors, pour tout ¢ € Ny,
1 = fo = (P = B)llrory = Hm_|fs = fo = (P = Fy)llr(Bao.ry:
et donc

o(r) VPN f = fo = (P = Py)llioao.ry < limsup || fs = follre ) < +oo.

S——+00
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En prenant la borne supérieure sur les » > 0, on obtient, pour tout ¢ € N,

F = fultzaey < Hmsup £ = fyllzze < +oo.

S——+00

En prenant la limite pour ¢ — +00, on en déduit donc par hypothése que

lim |f — fylgre) = 0.

q——+00

On vérifie alors que f € Tg () puisque f € LP(R?), P est un polynome de degré strictement
plus petit que b(¢) et pour un g € Ny
|f|Tg(zO) < |f = falrp@oy + falrp@y) < +o0.

De plus, on a la convergence de (f;);en, dans (17 (o), || - Hqu;(zO)) puisque les trois termes
définissant || f — quTg(xo) tendent vers 0 quand g — +oo. ]

Proposition 4.2.4. t}(z¢) est un sous-espace fermé de T} () pour la topologie issue de
la norme || - ||T£(x0).

Démonstration. Il suffit de montrer que tZ(%) contient la limite de ses suites convergentes.
Soit (f;)jen, une suite de fonctions de t(zo) qui converge vers f € T7 (o).

On veut donc montrer que f € t5(xo).

Pour j € Ny, si P; est le polynome relatif a f;, alors on pose

Ry =f; =P

On pose aussi
R=f—-P

ou P est le polynéme relatif a f.
On sait que

i = Sz < Wi = Sz 5720
On sait aussi par hypothése que

o(r) || Ryl 1o (B(agsry) — 0
r—0t

Soit € > 0, il existe donc J € Ny tel que

1 - € .
i = Flrga) = sup 6(r) TN Ry = Rllosaom < 5 Vi
On sait alors qu’il existe 7, tel que
R €
O(r) "= P Ry |l oo Bao.r) < 5 Vrelom].

Ainsi, pour tout r suffisamment petit, i.e. r € ]0,7,], on a

O(r) '™ YP R Lo (B(agiry) < €

d’ou la conclusion. O
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Remarque 4.2.8. Soient 2y € R, p € [1, +00] et ¢ € B telle que b(¢) > —d/p.
e Sib(p) <0et feC%V)ouV est un voisinage ouvert de xg, alors f € th (o).

En effet, il existe R > 0 tel que B(xg, R) C V. Comme f est continue sur V', il existe une
constante C' > 0 telle que |f| < C sur B(xg, R). Pour tout r € ]0, R], on a donc

7P| fllzr(Baery < C
Par hypothése, il existe £ > 0 tel que b(¢) + ¢ < 0.
Ainsi, grace a la proposition [1.1.4] on en tire que
' g
)P fll iy < 0(r) O < 0O — 0,
01 r—0+
et donc que f € t](w).

e S'il existe n € N tel que b(¢) < n+1et f € C"(V) oit V est un voisinage ouvert
de wo, alors f € t}(x0). En effet, & nouveau il existe R > 0 tel que B(xo,R) C V. Si P
est le polyndome de Taylor de f a l'ordre n en xg, comme f est C™™ sur V, il existe une
constante C' > 0 telle que

|f(z) — P(x)| < Clz — 20|"™  Va € B(zo, R).
Ainsi, pour tout r € |0, R], on a donc
rfd/PHf — Pllir(Baory < Oyt

Par hypothése, il existe € > 0 tel que b(¢) +¢ < n + 1.
Par la proposition [4.1.4] on a alors

"

O —
o) sty < 9(r)7HC1 " < e OO o,

n r—0+
et donc f € t}(xo).
e En particulier, si ¢ € B est telle que b(¢) > —% et si il existe n € N tel que b(¢) < n + 1
ou si b(¢) < 0, alors D(R?) C ty(z0) Vg € RY.

Proposition 4.2.5. Soient @ une fonction réelle non négative dans D(Rd) telle que

/ p(z)dr =1

Rd

et telle que [¢] C B(0,1), p € [1,400[, f € LP(RY), et posons pour tout A > 0,
Sr=Ao\) * f.

Soient xy € RY et ¢ € B tels que b(o) > —% et supposons que soit il existe n € N tel que
n < b(¢) < b(¢) < n+1 ou soit que b(¢) < 0. Alors, si f € ty(xo), on a

1Ex = fllpoy ;2 0
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Démonstration. La preuve étant relativement longue, elle se trouve en annexe. ]

Remarque 4.2.9. Rappelons que l'on sait (voir [12| par exemple) que les fy définis ci-
dessus sont dans LP(R%) N C>=(R?) et que

15 = flloga oV

La proposition précédente nous permet donc de voir que ce résultat reste vrai dans les
espaces 1" £ (o) sous certaines hypothéses supplémentaires.

Corollaire 4.2.1. Soient zy € R et ¢ € B tel que b(¢) > —% et supposons que Soit il

existe n € N tel que n < b(¢) < b(¢) < n + 1 ou soit que b(¢p) < 0. L’espace D(R?) est
dense dans (o).

Démonstration. On sait déja que D(R?) C t5(xo).
Soit f € t}(x0), on veut montrer qu’il existe une suite de fonctions (g;)ien, de D(R?) telle

que ¢g; converge vers [ dans Tg (x0).
Soit 7 € Ny, posons

fi= fXB(OQJ')‘

On sait que (f;);en, converge vers f dans LP(R?) en utilisant le théoréme de la convergence
dominée.

On veut montrer que (f;);en, converge vers f dans 7, qf (x0). Soit P le polynéme de degré
strictement plus petit que b(¢) tel que

() Y| f = Pllir(Bosy) — 0-

r—0t

Comme f = f; sur B(xg,1) pour tout j € Ny, on a

S(r) " =P | £ = Plluosaom) =30 VjieN,.
Soit j € Ny, on sait donc que f; € t5(zo) et que
1 = fillzz o) = 1 = fill o ey +sup S(r) " PN f = fill o (Baory-

On distingue alors deux cas.
e Sire€]0,2/], ona
o) PN f = fill o Baory = 0.

e Sir > 27 grace a la proposition 4.1.2} on peut choisir € > 0 tel que b(¢) —e+d/p > 0 et
une constante C' > 0 indépendante de j telle que r2®~¢ < C¢(r) pour tout r > 1. Ainsi,
on trouve que

() PN = fillLo(Baory < Cr™ PO TR F— Fill 1 ge
< CQ_j(b(¢)_£+d/p) ||f - fj”Lp(Rd)-
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Ainsi, on en déduit que

1 = Fillrzeny < (I = Fill oy + C27HO490) | £ = fi) gy} — 0.

Jj—+oo

On conclut grace a la proposition [£.2.5]
En effet, soit j € Ny, comme f; € ti(mo), on sait que si ¢ est comme dans la proposition
précédente, alors la suite (fjx := k%o (k) * f;)ren, est dans D(R?) et converge vers f; dans
Soit [ € Ny, il existe J; € Ny tel que pour tout j > J;,
1
If = fj||T§(xO) < BTR
Il existe aussi K; € Ny tel que pour tout & > K,

1
1o = Fasllrz o) < 5

En posant g, = f, k, pour tout [ € Ny, on obtient la conclusion. O

Donnons quelques autres propriétés. On cherche des éventuelles inclusions entre les
espaces Tq’;’ (x0). Pour cela, on peut changer le p ou le ¢ comme on le verra ci-dessous.

Définition 4.2.3. Soient ¢1,¢o € B, on écrit ¢1 < ¢o pour signifier qu’il existe des
constantes R, C' > 0 telles que pour tout r € |0, R[, on a ¢;(r) < C ¢o(r).

Remarque 4.2.10. Si ¢1,¢9 € B, alors ¢; < ¢, si et seulement si pour tout R > 0, il
existe Cr > 0 tel que ¢;(r) < Cg ¢o(r) pour tout r € |0, R.

En effet, la condition est évidemment suffisante et elle est nécéssaire par continuité des
fonctions de Boyd (sur tout compact de |0, +00], on peut évidemment trouver une constante
C pour avoir la majoration et il n’y a pas de probléme en 0 quand on prend l'intervalle
ouvert puisque la majoration est vérifiée sur |0, R[ pour des constantes R, C' > 0).

Proposition 4.2.6. Soient ¢, o € B, alors on a
(i) b(a) < b(d1) = 1 < ¢,
(ii) 1 < ¢ = b)) < b(¢y).

Démonstration. (i) Supposons que b(¢s) < b(¢1), on peut donc trouver £ > 0 tel que

b(¢) +& < b(dr) —e.
Soit R € ]0,1[, grace a la proposition 4.1.2 il existe des constantes C,C’" > 0 telles que
pour tout r € 0, R,

61(r) < Cri)=s < OrPODTe < 00 gy(r),

et donc ¢; X .
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(ii) Supposons que ¢ < ¢o, alors en utilisant la remarque précédente et en prenant R = 1,
il existe une constante C' > 0 telle que pour tout r € ]0, 1],

1
(5 (3)) <o) <Cont) < Cautn
Ainsi, pour tout r € ]0, 1],

log g1 (1/r) _ _loggr (1/r) _ logC N log ¢a(r)

log1/r log r ~ logr log r

Y

d’ot la conclusion en passant a la limite pour r — 0. ]

Proposition 4.2.7. Soient xy € R%, p € [1,+00] et ¢y, py € B tels que b(py) > —d/p et
b(¢2) > —d/p.
Supposons que soit b(¢y) < 0, soit il existe n € N tel que n < b(¢y) < b)) < n + 1.

Si ¢1 < o, alors Ty (vo) C T}, ().
De plus, si ¢1(r) = o(pa(r)) quand r— 0%, alors T (z) C ), ().

Démonstration. Soit f € Tgl (x0), il existe un polynome P de degré strictement plus petit
que b(¢y) tel que

r= Y = Pllosony < 1fliz @) $1(r) Vr>0.

- Supposons qu’il existe n € N tel que n < b(¢y) < b(¢) < n + 1, on pose

On distingue alors 2 cas :
e Sir € ]0,1], grace a la proposition m (R=1,e=n+1-0b(¢)),ona

r= ) f = Qllir oy < YN = Plliasory + " IIP = Qllo(Bor)
1 n
< |f|T§1(m) ¢1(r) + Cd/pr i ||fHT£1(:co)
< C¢>1,¢>2 Hf”Tgl (z0) ¢2(T)'
e Sir > 1, grace a la proposition [1.1.2) (R =1, e = b(¢) — n), on a
PP f = Qllirsorn < I llrBeory + " YPNQl o (B0
_ 1 n

<) fll oy + C3F 1 f s, @o)
< C¢1 Hf”Tgl(;Bo) ¢2(T)'

On en déduit donc que f € T} ().
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Pour la deuxiéme inclusion, cela résulte du fait que pour tout r € |0, 1],

_ 1 n
r d/pr - QHLP(B(JUOJ’)) < ‘f’Tgl(mo) ¢1(T) + Cd/pr i Hf“Tgl(mo)a

d’ott la conclusion puisque ¢y (r), 7" = o(¢2(r)) quand r — 0.
- Si b(¢) <0, on pose Q = 0 et c’est direct
e Sir €0, 1], grace a la proposition m (R=1,e=—b(¢y)), on a

PP\ f = Ollr(Baory < T™YPNS = Plliseeory + I P Lo(Bom)
1
< 1f112 (o) $1.7) + CP N1 Fll72 o
< C¢17¢2 ”f||T£1($o) ¢2(T)°
e Sir > 1, comme b(¢2) > —d/p, grace a la proposition 4.1.2] on obtient que

r P = Ollosaomy <V flloesy < C 11172 o) @2(7).

Ainsi, f € T 52 (x0) et pour la deuxiéme inclusion, cela résulte du fait que pour tout r € ]0, 1],

P = Ollocseory < |flrz o) 01(7),

avec ¢1(r) = o(¢e(r)) quand r — 0. O

Pour les propositions suivantes, on utilisera souvent I'inégalité de Holder dite généralisée
qui correspond simplement au résultat bien connu (voir [12] par exemple) : si r,p,q €
[1, +00] vérifient

1 1 1
- = — + -,
r p g

et si f € LP(RY) et g € LY(RY) alors fg € L' (RY) et
“ngLT(]Rd) < ”fHLP(]Rd) ||9||Lq(Rd)- (4.6)
Proposition 4.2.8. Soient xy € R?, py, py € [1, +00] et ps tels que

1 1 1
—=—4+—¢€10,1].
D3 1 P2

Soit ¢ € B telle qu’il existe n € N tel que n < b(¢) < b(¢p) <n+1. Si f1 € TS (o) et
fa € T (20), alors fifs € T} (20) et on a

1f1allz2s gy < Caprpa sl f1llz1 o) | f2ll 722 (2

De plus, si fi €t (x0) et fa €t} (x0), alors fifs € (o).
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Démonstration. Par hypothése, pour k € {1,2}, il existe un polynéme P, de degré plus
petit ou égal a n tel que Ry := f, — P vérifie

rr»_d/pkHRk’”Lp(B(l‘O,T)) S |fk'|T£k(mo) Cb(r) VT > 0

On définit alors P comme étant la somme des termes de degrés plus petits ou égaux a n
dans P, P,. On a alors

fifo=fiRe+ fiPs = fiRo + RiPo+ PP, =P+ PP, — P+ RiP,+ fiRo.

Il est clair que

|DYP(xy)|
Z Tall < ||f1||T£1(x0) ||f2||T§j2(x0)- (4.7)
la|<n

Pour la suite, on pose, pour éviter d’alourdir le texte, R = PP, — P+ R P, + fi1R».
e Sir €]0,1], il est clair que pour tout x € B(zo,7),

|PLPa() = P(2)] < (2 = 20)" [ fill 11 ) 1Foll722 ()
Ainsi, vu la proposition [£.1.2] on a
_ 1/ps n
P Py Pyl s () < ColP 1 ullgs oy el g2 ey < C D) 1 Fillgs oy | fellzss -
Grace a l'inégalité de Holder (généralisée), on obtient également que

7P| Ry Pa| Los (Blaor)) < 7 VPR ot (Blaowy) TV P2 || Pall o2 (B(ao.))
< C'¢(r) |f1’T£1(zo) Hf2HT§2(;po)-

Ensuite, en utilisant & nouveau la proposition [£.1.2], on a aussi

r= | fill Loy (Baory) < TP = Pillie By + TP P Lo (BGaoir)
1
< il (agy 0(r) + G
< C" N fillzs (wo)s

£l

et donc, au vu de I'inégalité de Holder (généralisée),

r=P5 || fy R || os (B(zowyy < T VP fill Loy Baory) TP || Rall Loz (B(xo )
<c” ||f1||T§1(xo) |f2|T£2(zo) o(r).

Au final, on peut donc écrire, pour tout r € |0, 1],

|| R os (Bag )y < C" 0(7) [ f1ll 21 () 121772 (20
¢ [
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eSir>1,o0na

PP R s (o < 7PN ufall e slaomy + 1P| Lrs (a0,

—d/p- 1 n
< Y| £l oo (Baosy I fell o2 (Baoy + C/ P 1 [ fullr2r (o) | f2ll 722 (2
¢ [

et il suffit alors d’appliquer la proposition [4.1.2] pour obtenir qu’il existe une constante
C > 0 telle que pour tout r > 0,

Tﬁd/pSHflfz - P||LP3(B(;DO,T))7”7d/p3||RHLP3(B(zo,r)) < C¢(T) HfIHTpl (w0) HfQHTp2(:vo)' (4-8)
@ ¢

Il est alors clair que fif; € Tg?’ (x0) en prenant le polyndéme P, ce dernier étant bien de
degré strictement plus petit que b(¢).

On a également l'inégalité annoncée grace a l'inégalité de Holder généralisée et grace aux
relations et .

On considere & présent le cas ot fy € &) (o) et fo € 47 (o).

Pour k € {1,2}, il existe alors des fonctions £ strictement positives qui tendent vers 0
quand r tend vers 0" qui vérifient

PR Ryl bon (Blag.ry) < €M () B(r).

Il suffit alors de remplacer les éléments | fk’Tgk (o) PAT £®)(r) dans les relations précédentes
(dans le cas ot 7 € ]0, 1]) pour obtenir que fi fy € 7’ (x0). O

Corollaire 4.2.2. Soient zo € R?, py, py € [1, +00] et p3 tels que

1 1 1
— == 4 —c[0,1].
Ps3 p1 P2

Soient ¢1,¢2 € B telles que b(¢1) > 0, b(¢a) > —d/p2, ¢1 < ¢2 et supposons que soit
b(¢2) < 0 ou que soit il existe n € N tel que n < b(¢z) < b(d2) <n+1. Si fi € T (o) et
fa € T} (20), alors fifs € T2 (x0) et on a

1f1f2ll223 o) < Caprpasrgall Frllzz o) | folle2 o)

De plus, si fi € t3) (z0) et f2 €t (x0), alors fifs € ) (o).

Démonstration. On distingue deux cas :
e Si b(¢2) <0, alors le polynome relatif & f; fo doit forcément étre le polyndéme nul.

De plus, si 7 € ]0,1] alors ¢1(r) < C1y(r) et sir > 1, alors r—%/P1 < 1.
Ainsi, pour tout r > 0,

P3| 1 fo — Ol LosBaor)) < 7 VP fill 2os (Baowy) T~ VP2 Foll Loz (Bl )
<C HleTgll(xo) |f2’T£22(zo) Ga(r),
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et donc f fy € T£§ (xo) et on a directement I'inégalité recherchée grace a l'inégalité ci-dessus
et a 'inégalité de Holder généralisée.

e Si b(¢2) > 0, alors on a l'autre hypothése et les deux résultats précédents permettent
d’affirmer que fifs € Té’;’ (x0). Pour I'inégalité, on sait déja que

1F1 2l 23 o) < Caprpasal Fillzs o | Follee gy

Or, en procédant comme pour la démonstration de la proposition [4.2.7] il est clair que
!
1Fillz2 @) = € ||f2||T£11(z0)’

d’ou la conclusion.
Pour la deuxiéme assertion, il suffit de remplacer les éléments | fk‘TPk(xO) par une fonction
Pk

de r > 0 qui tend vers 0 quand 7 tend vers 0T comme on I'a fait dans la démonstration du
résultat précédent. ]

4.3 Généralisation du théoréme d’extension de Whitney

Pour généraliser le théoreme de Rademacher aux espaces T g (x9), on généralise le théo-
réeme d’extension de Whitney. Cette derniére généralisation a été énoncée et démontrée
dans [54]. On commence par rappeler le théoréme d’extension de Whitney classique ([74]).

Définition 4.3.1. Si k € N et (fa)jaj<k est un k-jet défini sur un fermé F de R?, alors
(fa)jaj<k satisfait la condition de chaine de Taylor d’ordre k si les fonctions

fal®) = 32 512k fars) (@ —y)7/IB]!

|z — ylk=lel

(z,y) —

sont continues sur F' x F\Ap et peuvent étre étendues par 0 sur F' x F.

Théoréme 4.3.1. (Théoréme d’extension de Whitney)

Soient k € N et F un fermé de R?. Un k-jet est obtenu par restriction d’une fonction dans
Ck(Rd) et de ses dérivées jusqu’a l'ordre k si et seulement si ce k-jet satisfait la condition
de chaine de Taylor a lordre k.

Remarque 4.3.1. Le résultat précédent est surtout connu pour la condition suffisante, la
condition nécessaire étant triviale.

Pour généraliser les conditions de chaine de Taylor aux espaces Tf; (x0), on introduit
les espaces By(E) et by(E) des fonctions qui admettent une extension de Taylor sur un
sous-ensemble E de R? qui peut étre caractérisée par une condition de type « Lipschitz »
donnée par une fonction ¢ € B.
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Définition 4.3.2. Soient E C R? et ¢ € B tel que b(¢) > 0.

On désigne par By(E) l'espace des fonctions bornées f définies sur E telles qu'il existe
des constantes C), M > 0 telles que pour tout xy € E, il existe un polynéme P,, de degré
strictement plus petit que b(¢) tel que

Pxo = Z fTC(;T'O) ( - xO)a7

|| <b(e)

ou
o fo(zo) = f(x0),
o |fo(zo)] < M pour tout |a| < b(¢),
e |D*P,(z)— DP,,(7)| < Cé(|z —x0|) |7 — 20|71 pour tout z € E\{wo} et pour tout
o] < b(¢).

Définition 4.3.3. Soient E C R? et ¢ € B tel que b(¢) > 0.
On désigne par by(E) l'espace des fonctions f définies sur E telles que pour tout zy € E,
il existe un polynéme P, de degré strictement plus petit que b(¢) tel que

Pxo = Z fT(iTF) ( - xO)a7

|| <b(9)

ou fo(wo) = f(xo) et
lim ¢ (| — ao|) ™" |z = xo| ! [D*Py(ar) = D* Py ()] = 0

Tr—TQ
zel

uniformément en zo € E.

Remarque 4.3.2. On ne distinguera pas deux fonctions dans By(E) (resp. by(E)) qui
sont égales presque partout.

Lemme 4.3.1. Soit n € N, il existe une fonction ¢ € D(Rd) dont le support est inclus
dans B(0,1) telle que pour tout polynome P de degré plus petit ou égal a n et pour tout
£>0, p.x P=P, ot p. = %p(2).

£

Démonstration. La preuve provient de [76]. Posons

v={peD®) ¢ c BO.D}

et
W =R",
ol m désigne le nombre de possibilités pour aq, ..., ag € N de vérifier 0 < ag +... + ag < n.
Plus précisément, on a
n
_ J
m = Z I
§=0
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Il est clair que V' et W sont des espaces vectoriels. En notant (yq)|aj<n les élements de W,
on considere I'application

T:V—=>W:p— (/ go(x)xad:r;> = (/ gp(:c):c’fl...xfl‘ddx)
R? la|<n R? |o|<n

qui est clairement linéaire. Remarquons que Im(7") = W en procédant par I’absurde.
Supposons donc que Im(7T") C W.
Il existe donc un élément (aq)jqj<, € W non nul et orthogonal a Im(7), i.e.

Z aolYo =0 v(yOz)IozISn € Im(T)-
0<|al<n
On en déduit donc que
/ o(x) Z apx®dr =0 VYoeV.
Rd
0<]al<n
Soit n € V tel que 7 est strictement positive sur B(0, 1), on remarque directement que
Z anxn € V.
0<|al<n

Par conséquent, on a
2

/]Rd Z aox® | n(x)dr =0,

0<[al<n
ce qui nous permet de conclure que
E anx® =0
0<[al<n

pour tout z € B(0,1).
Mais cela implique que les m réels a, sont nuls, i.e. une contradiction.

Ainsi, comme T est surjectif, il existe ¢ € V telle que

/gp(m)dzzlet / px)z®dr =0 V0 <|al <n.
R4

Rd

Soit ) un polyndéme de degré plus petit ou égal a n, alors @ est de la forme Q(z) =
2 0<|a|<n Lat®, et donc

/Rd 90(1'> Q(Z') dx = b(O,.‘.,O) — Q(O)

Soient P un polyndéme de degré plus petit ou égal a n et ¢ > 0. On veut montrer que

pe.x P=P.
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Pour tout y € Rd, on a

e * Ply) = 8‘d/

Rd

d’ou la conclusion.

Proposition 4.3.1. Soient E un sous-ensemble fermé de R? et ¢ € B tel que b(¢) > 0. S’il
existe M > 0 tel que f € Tg(a:o) avec HfHTg(xO) < M pour tout xg € E, alors f € By(E).

Démonstration. On sait, par hypothese, que pour tout zy € F, il existe un polynéme F,,
de degré strictement plus petit que b(¢) tel que R,, := f — P,, vérifie

PP Reg |l eo(Baory < | f 72 @(r) < | fllro o d(r) < Mo(r)

pour tout r > 0.
Par définition de la norme || - ||T£(x0), on sait aussi que

| D* Py (o)

al <M V]a| <b(¢).

De plus, grace a la remarque [4.2.6, on sait que f(zq) = P,,(xo) pour presque tout xy € E.
En modifiant f sur un ensemble négligeable pour avoir f(zg) = P,,(x¢) pour tout zy € E,
on en déduit que |f(xo)| < M pour tout xy € E et donc que f est bornée sur E.

Soit ¢ € D(R?) la fonction du lemme oun = |b(¢)]; on adonc ¢.*x P = P pour tout
e > 0 et tout polynome P de degré plus petit ou égal a b(¢).
Soient x,x € E tels que € := |z — x9| > 0; pour tout |a| < b(¢), on pose

Lo = D%(pe * f) ().
Remarquons d’une part que 'on a

Lo = D*(pe * (Puy + Ray ) (x) = (pe % D" Py ) (%) 4+ (D0 * Ry, ) ()
= D Py () + (D%pe * Ray ) (2).

D’autre part, on a de la méme maniére
I, = D°Py(z) + (D%, * R;)(x).
Ainsi, pour tout |a| < b(¢), on obtient que
DEP(x) = D* Py (1) + (D 4 (R — o) ()

“opaa)+ [ (T2 () - Rt
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puisque =¥ € B(0,1) &y € B(z,¢).
En posant Cy = supjq|<p(g) D¢l oo (ra), on obtient ainsi, pour tout |a| < b(¢),

|D*Py(z) = D*Pyy(2)] < Coe™ (7| Ry | L1 (Bae)) + & I Rall Lt (Be)))
< Cye o (g™ Rao |l 21(Bao 20)) + € I Rell 11 (B (@:)))
< Cuae 1 ((2) ™7 27| Ry |l Lo(Blao20)) + € VP | Rall Lo (B(.)))
< Co(|z — o) — ol 7,

ou la constante C' ne dépend que de C,, M, d et ¢.
On en déduit donc, par définition, que f € By(E). O

Proposition 4.3.2. Soient E un sous-ensemble fermé de R? et ¢ € B tel que b(¢) > 0. Si
pour tout xo € E, f € t] (o) et

r= P\ f = Py llor(Bory = 0(6(r)) quand r — 0F
est vérifié uniformément en xg, ot Py, est le polynome relatif a f, alors f € by(E).

Démonstration. On sait, par hypothése, que pour tout zy € E, il existe un polynoéme F,,
de degré strictement plus petit que b(¢) tel que R,, := f — P,, vérifie

r= P f — Poollo(Baer) = 0(¢(r)) quand r — 07,

uniformément en xg.
En procédant comme dans la preuve précédente, on peut supposer que f(zg) = Py, (o)
pour tout zo € E et que pour tous x,xy € F tels que € := |x — x| > 0,

|DPy() = D*Pry(2)] < Cpae™ ((26) 7 29| Ry || 1o(Bao.20)) + € VPl Rall o (80,0 -
Montrons alors que

lim ¢ (|z — x0|) |z — a:0|‘o‘| |D*P,(x) — D*P,, ()| =0

T—T0
:c;éxo
el

uniformément en xg € F.
Soit € > 0, il existe n > 0 tel que pour tous z,xy € E vérifiant 0 < |z — 29| < n, on a

|DPy(x) = D*Pyy ()| < E(|z — o) — o[,
On en déduit donc, par définition, que f € by(E). ]

Le lemme qui suit est démontré en annexe pour ne pas alourdir cette section.
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Lemme 4.3.2. Soient E C R? fermé et U = {x € R? | d(z,E) < 1}, il existe § €
C>®(U\E) et C > 0 tels que

Cd(z,F) <6(z) < Cd(x,E) VYrcU\E

et
|DY(z)| < C(a)d(z, E)'710 Vo e U\E, |a| > 0.

Il nous reste a définir une notion avant de pouvoir énoncer et démontrer la généralisation
du théoréme d’extension de Whitney.

Définition 4.3.4. Soit f une fonction définie sur R, la différence finie d’ordre m € Ny de
pas h € R, notée A" f(x), est définie par induction par

ALf(x) = f(x+h) = f(z),
{ Ay f(x) = AjALf(2), n € Np.
Proposition 4.3.3. Soit f une fonction définie sur R?, x,h € R? et m € Ny, on a
apsa) =3 () om s 4 i
j=0

Démonstration. On procéde par récurrence sur m € Nj.
Cas de base : c’est direct par définition de A} f(x).

Induction : supposons que c’est vrai pour m et montrons que ¢a l’est encore pour m + 1.
Par changement d’indices et en utilisant la relation de Pascal, on obtient que

Ay f(z) = MRAT ()

m

Sy 2;<—1>m-j (") sta-v.n

j (") ok G+ ) - g(—l)m‘j(?)f(xﬂh)
_1< 1>m+1f(,€fl)f<x+kh i (") e
e+ (0 = (7@ + 0 (M e

m+1

-3 (") o o,

Ms

7T

o
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Lemme 4.3.3. Pour tout | € Ny, on a

()

j
Démonstration. Grace a la formule du binéme de Newton, on a

l

ZO(—l)j C) = 2 179(—1) (;) = (1-1)"=0.

j=

On peut a présent passer au théoréme.

Théoréme 4.3.2. (Généralisation du théoréme d’extension de Whitney)
Soient E C R? fermé, U = {x € R | d(z,E) < 1}, p € [1,+00], n € N et ¢ € B tels que

n < b(¢).
Si f € Tj(wo) vérifie ||f||T£(IO) < M pour un M > 0 et pour tout xo € E, alors il existe

F e C"(U) telle que F' = [ presque partout sur E.
De plus, si m € Ny est tel que n < b(¢) < b(¢) < m, alors il existe une constante C' > 0
telle que pour tous x € U et h € RY qui vérifient [x,z + (m —n)h] C U, on a

[AR D (x)] < Co([h])[p]™"
pour tout |a| = n.

Démonstration. On prend comme n € N le plus grand n’ € N tel que n’ < b(¢), ce qui a
un sens puisqu’il en existe au moins un.

Soient ¢ et § les fonctions des lemmes et [4.3.2]

Grace a la proposition 4.3.1) on sait par hypothése que la fonction f est égale presque
partout a une fonction de By(E).

On définit alors la fonction F' sur U par

_ f(x) sizeFE
Fle) = { 5(2) [t (2 — )3(@) [ (y)dy siw e U\E.

Il est clair que F' € C*(U\E).

Soit ' € U\ E, comme F est fermé, il existe zo € E tel que |2’ — zo| = d(2/, E).

Comme zy € F, il existe un polynoéme P,, de degré plus petit ou égal a n tel que R,, :=
f — P, vérifie pour tout r > 0

= Ry | o ao.ny < M (1),
Pour o € N? et 2 € U\ E, on pose

®q(,) = Dy (6(2) " o((z — ) d(z) 7)),
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et donc grace au lemme [4.3.1} on en tire que

D) = D* [ 0(a) ol = 1)) ) (Pro) + Rey(0)) )
= D (ps(a) * Puy () + D (5() * Ray())
= D (Pof@) + | Baliry) Ruf0) dy

]Rd

Grace aux propriétés de 8, pour tous o € N¢ et z € U\E, on a donc

/Rd (I)a(xv y) Ry, (y) dy‘ < d(m, E)_d_|a| HR:L‘O ||B(:6,5(x))

Comme il existe une constante Cy > 0 telle que §(z) < Cyd(x, E) pour tout € U\ E, on
a

|DF(2') — D*P, ()] < Crd(2', E) | Ry | ar s der 1))
< Crd(@, E)™ 1N Ray || 5oy (o1 dar, )
< C3M ¢ (d(2',E)) d(z', E)”
=C3M ¢ (|2" — xo|) |2/ — x()]—'a',

ou (5 est une constante qui dépend de ¢, C1, Cs et d.
Comme f € By(FE), on sait que P, (z9) = f(x¢) et si on pose

Ra(.’ll'o, 1'1) = DanD([BO) — Dapxl (.Io)
pour tous z; € E\{zo} et |a| < n, on a
|Ra(w0,21)] < C¢ (Jwg — aa]) |zo — 2171 (4.9)

Par la formule de Taylor, pour tous z € R? et |a| < n, on a

DPy(a) = 3 D P (a) (0 — )

[B|<n—|a A1

= Z |51|' (DO‘JFﬂle(xO) + Ra+5(x0,x1)) (z — 20)”
|B|<n—|a|

= &z, 20, 1) + Z ‘%“Rwﬁ(ﬂ?o,iﬁ)(fﬁ — $0)67

|8|<n—|a]

ou l'on a posé

1 .
§alr, 20, 71) = Z 1A Z M'D TPy, (1) (w0 — 1) (2 — m0)".
[BI<n—]|af lv|<n—lal—|8]
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Il est cependant clair que

1
ol 10, 21) = Y |WD&WDII(QJ — xg + 1) (xg — 1) = D*P,, ().

[v|<n—ca
On en déduit ainsi que

1

D®Pyy(x) = D Py, (x) + Z WRaw(ﬂUo, 1)(z — 20)”,
B]<n—la] "V
pour tous © € R%, g, 21 € E (le cas ol my = x; est direct) et |a| < n.
En particulier, pour |a| < n, on trouve que
|D*P,, (') — ) <C Y bllwe —m]) |wo — [T 2 — .

|8|<n—|a]
Comme |zg — x1| < |xg — 2'| + |2 — 21| < 2|2’ — 24|, on a

|z — 71

A= < 2.

| — 1]
Comme |a| + |B] < n < b(¢), on peut utiliser la remarque et on en déduit que
¢ (|20 — z1]) |0 — aa| 11 = g (N — 1) [arg — a1 |77

<o (‘x’ — 1)) ‘x’ _ xlyfla\*m 5(}\))\7\047“5‘
<O (o' = x]) |2 — x1|*|a|*|5|’

et donc
|D*Pyy(2') — D*Py, (2')] < C"¢ (|2" — 21]) |2/ — 2|7

Il en découle que pour tout xz; € F,
|D*F(2') = D* Py, ()| < |[D*F (') = D Py, (2')] + | D" Pyy (2') — D Py, (2)]
< C (¢ (| = wol) [2" = wo| ™ + ¢ (|’ — z]) |2/ — w71}

Comme |2' — x| < |2 — x4|, on en déduit qu'il existe une constante C' > 0 telle que

|D*F(2') — D*P,, ()| < Co (|2' — 4]) |2’ — x1|_‘°‘|. (4.10)
On définit alors DeP, () s
*“P.(x) sizek,
Fa'xEUH{DaF(x) sizeU\E.

On sait que F, € C®°(U\FE) et que pour |a| <n,x € Eet h#0 telsque z +h € U, on a

Fo(z +h) = D*Py(x + h) + Rz, + h), (4.11)
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avec

|Ra(, @+ h)| < C(|h]) ||,

En effet,
esiz+h e E, cest direct puisque f € By(E) et

Ro(z,2 4 h) = D*Pyp(x + h) — D*Py(z + h),
e six+ h € U\E, cela résulte de (4.10) puisque
Ro(z,2+h) = D*F(x + h) — D*Py(x + h).
On peut & présent montrer que F' € C™(U) et D*F = F,, pour tout |a| < n.
La relation (4.11)) nous assure que F, est continue sur E et donc sur U pour tout |a| < n.
Sin =0, il est clair que F = F, € C°(U).

Si n > 1, on procéde par récurrence sur || < n pour montrer que D*F = F,.

Cas de base : Soient = € E et h € Ry suffisamment petit, pour j € {1,...,d}, on a

F(x + hej) — Z WDBP )(he;)? + Ro(x,z + h),
181=1

et donc

F(z + hej) — F(z)

F ) — F
Fo ()| = |2 he) ZF@) e
h ’ h
Ry (x,x + he;)|
< B 1Bl— Ly | 0\ J
> DRI -
\Bl 2
hl)
< Dﬂp hl@l 1 ¢(]
% a4 o2,

Comme le membre de droite tend vers 0 quand A tend vers 0 (en utilisant la proposition
4.1.2) comme b(¢) >n > 1), on en déduit que D;F(z) existe et vaut I, (z).

Induction : Supposons que D*F = F,, pour tout |a| < k avec k < n — 1, et montrons que
pour tout j € {1,...,d} et |a] =k, D;F, existe et vaut F,.,.
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Soient x € E, h € Ry suffisamment petit et j € {1,...,d}, on a

Fo(z + he;) — F,(x)
h

F,(z + hej) — Fy(x)
h

— Fore, (x) - DOH_eij(x)

|Ro(z, x + he;)|
Al

n—k
< Y DR ()| B[P +
|8]=2

n—k _la
<2 |Da+ﬂPx(a:)Hh!5"1+c—¢(|h|’>h|’h| .
|B]=2

n—k
< Y I p) + ot
18]=2

d’ou la conclusion comme précédemment.

Passons maintenant a la seconde partie du théoréme et supposons donc qu'il existe m € Ny
tel que n < b(¢) < b(¢) < m.

On sait, grace a la relation (4.11)), que pour tous |a| =n, z € U et y € E\{z},
[Fa(z) = Faly)| = [Falz) = DBy (y)| = |Fa(z) = D*Py(x)| < Co (| —y[) [x —y[™".

Soient x € U, h € RY tels que [x,x +1h] C U, avec | :== m —n € Ny. On distingue trois
cas :

e SixzecU,hcRYsont tels quil existe k € {0, ...,1} tel que z + kh € E, en utilisant le
lemme [4.3.3] on a

|ALDF(z)| = 2(—1)1—1 (;) D*F(z + jh)
= |(=1)"% io(—nj (;) DYF(x + jh)
- 2(—1)]‘ () portein - 2(—1)3’ ({)orrtam

l

[ . . n
2 () C6(1G — A |G — KA
=0 ™
< C'o(|h]) |
e Supposons maintenant que pour tout k € {0, ...,1}, x + kh € U\E et que

d(z, E) < (I +1)[h].
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Soit xg € F tel que |z — x| = d(x, E). Il est clair que pour tout j € {0, ...,1},
|z + jh — x| < (I+ D)|h| +1|h] = (20 + 1)|A].

Ainsi, pour tout j € {0,...,1}, en utilisant la remarque £.1.4] (vu que n < b(¢) et que
|z + jh — xo|/|h| <20+ 1),0on a

r+jh—w v+ jh—m[\ "
Oz + jh — xo|) |z + jh — x| < @(|R])|R|T" (‘ J|h’ 0‘) (| j\h\ 0|>

< Co(|n])[n]™"

et donc en utilisant le lemme [4.3.3| comme précédemment, on a

I
l
|ALDF(z)| <) (J) |D*F(z + jh) — D*F ()|
=0
<Z( ) €6+ b —zal lo -+~ ]
< C'¢(|h])[n["
e Il reste a considérer le cas ou pour tout k € {0,...,1}, z + kh € U\E et
d(z,E) > (IL+ 1)|h.

A nouveau, soit 7y € F tel que |z — x| = d(z, F).
On sait que pour tout y € U\ E,

D*F(y) = D*P,,(y) + / Bo(,€) Ry (€) dE.

Rd

ot Y = [ra Pa(y, &) Ry (§) d€ est dans C(U\E) et vérifie

D’ / Doy, €) Ruy (€) dé = / Do €) Rug(€) dE V5 € NC.
R4 R4

Puisque d(z, E) > (I 4+ 1)|h|, on a [z, + [h] C U\E et donc la formule de Taylor nous
assure qu'il existe des points x5 € [, + [h] avec |5| = [ tels que

BLDAF(a) = 8 [ @0(e,) Ry (€) s + 34,0y (0)
Rd

—ZhB/ wes(5,€) Rug(€) dE +0

181=l

= Z hﬁ / (I)a+,3(x,37 5) Rxo (5) df + Oa
18|=1 (zp,Cd(zs,E))
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o C' est une constante telle que d(y) < Cd(y, E) pour tout y € U\E.
On sait que pour tout y € U\E, on a

[@ars(y)l < Cdly, B) 1P = C"d(y, B)~*" ' = O d(y, B) ™
Remarquons que l'on a, par le caractére 1-lipschitzienne de z +— d(z, E), que
d(xg, E) > d(z, E) — |z — x| = (I+ 1)|h] = || = |].
Ainsi, pour tout £ € B(zg, Cd(xp, E)), on a
€ = wo| <& —wp| + |25 — 2| + |2 — 20| < Cd(ap, E) +1|h] + d(z, E)

< Cd(zs, E)+1d(zs, E) + d(zs, E) + | — x4
< C"d(xg, E).

Au final, en utilisant la remarque (vu que b(¢) < m et que d(zs, E)/|h| > 1), on a

donc

Al DoF h|1? P, ) Ry, (6)d
ALDF@)| < 3| / gy T O R (€

|B8]=l
< [ C A5, ) || R || Blao.crd(as )
|B]=1
<) W'C' M d(xs, E)"" ¢(d(4, E))
|B]=l
- . d(zg, B d(zg, E)\ ™"
< S eratolpin o (45 ) (A5 E))
18l=1
< STy M (Rl BT
|B8]=l
< Cao(|h]) |h]T,
d’ou la conclusion. O

Ce théoréme a évidemment son analogue dans les espaces t’;(xo), xo € I et se démontre
de maniere similaire.

Théoréme 4.3.3. Soient E C R? fermé, U = {x € R | d(x, E) <1}, p € [1,+00], n € N
et ¢ € B tels que n < b(¢).
Si pour tout vy € E, f €t} (o) et

r= P f — Poollr(Baer) = 0(¢(r)) quand r — 0F

est vérifié uniformément en xo, ot Py, est le polynome relatif a f, alors il existe F € C™(U)
telle que F' = f presque partout sur E.

De plus, si m € Ny est tel que n < b(¢) < b(¢) < m, alors pour tous |a| = n, v € E et
e >0, il existe n > 0 tel que, pour tout 0 < |h| < n qui vérifie [x,z + (m —n)h] C E,

[AR " DOE(x)] < ep([h]) IR
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4.4 Généralisation du théoréme de Rademacher

Le théoréeme de Rademacher est un théoréme classique qui affirme qu’une fonction
lipschitzienne sur R? posséde une différentielle totale presque partout. Cela implique que
si f est une fonction définie sur R? qui appartient & 1’espace T°°(x) pour tout = € R?, alors
f € t(z) pour presque tout z € R, ot le polynome relatif a la définition des espaces 7 (x)
posséde un degré plus petit ou égal a 1.

L’idée est de remplacer la condition d’étre de Lipschtiz par la condition d’appartenir a
Tg (zo) pour des 2 € F o E est un ensemble mesurable de R? et de montrer que la
fonction appartient alors a t}(zo).

On généralise ici aux espaces T} (o) la démarche réalisée pour les espaces T () dans [76].

Remarque 4.4.1. Dans les espaces généralisés tf;(x), on demande que le polynoéme soit
de degré strictement plus petit que b(¢). On aura alors une généralisation valable pour des
b(¢) non naturels. Si 'on voulait généraliser le résultat pour des b(¢) naturels (c’est le cas
pour les espaces tP(x) avec u € N), il faudrait définir ces espaces en laissant le polynome
étre de degré plus petit ou égal a b(¢).

Lemme 4.4.1. Soient E C RY mesurable, p € [1,+00] et ¢ € B tels que b(¢) > —d/p. Si
f € Tf(xo), alors la fonction

gf B — [07+OO[ LT = HfHTg(:E)
est mesurable.

Démonstration. Soit x € E, on note P, le polyndéme relatif & f de degré strictement plus
petit que b(¢). Pour rappel,

| D* Py ()| -
1 ey = 1 oy + D o TSwelr) TP f = Plloesen-

!
|laf<b(¢)
Il suffit donc de montrer que pour tout |a| < b(¢),
x € Ew— DP,(x)

est mesurable. Si b(¢) < 0, alors c’est évident puisque P, est le polynéme nul pour tout
x € E. On peut donc supposer que b(¢) > 0.

Soit alors ¢ la fonction du lemme [£.3.1] pour n = |b(¢)].

On pose, pour tout = € F,
R,=f—P,.

Pour e > 0 et x € F fixé, on a
D (g f(x)) = D (e * Pp(x)) + D (e * Ry(x))

=P+ [ e D7) (4) Rule =)y
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Or, comme |a| < b(¢), en utilisant la proposition [4.1.2} on a pour tout r € |0, 1],

/“8dhn(pa¢)(g) qum—y)dy‘s;cged'“‘/i |Bo( — y)| dy
R £ B(0,¢)

= Cpe ™| f = Pullpr(Bae))

< Coe PO || f — Pullo(pieey)
< el g(e)

< O 1ol b&)~(bd)~la])/2)

— o b@-la/2) __

e—0t

On en déduit que pour tout x € E, D* (p. x f(x)) converge vers D*P,(zx), d’ou la conclu-
sion puisque les fonctions D* (. * f) sont évidemment mesurables sur F. [

Lemme 4.4.2. Soient p € [1, +oc[, ¢ € B tel que b(¢p) >0 et f € LP(R?), si
rd/p | fllze(Bamy) < Céd(r) Vr>0
et pour tout © dans un sous-ensemble mesurable E de R, alors pour presque tout = € E,
r_d/prHLp(B(m)) = o(¢(r)) quand 7 — 0.

Démonstration. Sans perdre de généralité, on peut supposer que E est borné et que f est
a support compact.
Grace a la remarque [£.1.4] il existe une constante C, > 0 telle que

B(r) < C P02 < 0 v e]o,1].
Soit € > 0, on veut montrer que pour presque tout x € FE,
=) fllzr By < € 6(r) (4.12)

pour tout r suffisamment petit.
Soient § > 0 et A un sous-ensemble fermé de E tel que

mes (E\A) < §.

I1 suffit alors d’établir la conclusion pour presque tout x € A.
Comme b(¢) > 0, on peut utiliser la proposition m pour obtenir que, pour x € A,

. —d 1-1/p q; —d/p I —
m 7 flln ey < Cg 7 M ™| flle s < € lim é(r) = 0.

On en tire que f = 0 presque partout sur A (en tous les points de Lebesgue de f sur A).

On définit 'ouvert U par
U={zcR:d(z,A) <1}
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et on pose pour tout x € U\ A,

h(x )21—061(56 A).

On montre comme dans le lemme qu’il existe un ensemble dénombrable S C U\ A tel
que la famille

{B(s, W) : s € 5}
est constituée d’éléments disjoints deux & deux et tel que

| B(s,5n(s)) 2 U\A.

sES

Ainsi, comme f = 0 presque partout sur A, on a

y)l
dy dx <// dy dx
//\x—y\d o(lz —yl) U\A\w—y\d \w—y\)
/()]
dy dx
/ /s5h p 1T =yl ez —yl)

—Z/SM 0, o™

seS

Comme A est fermé, on peut trouver pour tout s € S un élément x, € A tel que
|s — xs| = d(s, A) = 10h(s),
et donc tel que
B(s,5h(s)) C B(xs,|s — xs| + 5h(s)) = B(zs, 15h(s)).
On en déduit, par hypotheése, que
(5h() ™ [ fll e sessnceyy < Ca 7" (BR()) 1| Flleocssmesn)

(
< Oy P (5R(8)) ™ || 1l e (Bon15m(s))
< C'$(15h(s))

< C"o(5h(s)).

On remarque que si © € A et y € B(s,5h(s)), alors
lz —y| > |z —s|—|s—y| >d(s,A) — 5h(s) = 10h(s) — 5h(s) = 5h(s).

Ainsi, pour y € B(s,5h(s)), on a
+o00 -1

dr +o0o 7,,71
SC’/ ——dr
/A lz —yl¢é(lz —yl) ' |5h(s)] o(r)
r

)/2 r
< C, C, (5h(s))¥ /w ) THO/2 §(5h(s)) a
< Gy ¢(5h(s))™"
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Au vu de ce qui précéde, on a

(v)| ) o
t//pwg‘x_mdﬂ$_mﬂwzgca@@ﬂ))téwmmuwnw

< G2 (6(5h(s)) ™" (5(h(s))" C" ¢(5h(s))
S 03 h(S)d.

Ainsi, comme la famille {B(s,h(s)) cs €S } est constituée d’éléments disjoints deux a

deux, on a

d
// ‘x_y‘d deyd;ES Cs Y h(s)? < G5 Y h(s) < +oo.

ses seS

On en déduit donc que

dy < 400
/ |z — y\d —yl)
pour presque tout x € A.
Or, comme f est & support compact, il est clair que pour tout = € A,
[ TR
ri\w |7 =yl o(lz — yl)

et donc on a

L R~

@ |z =yl o(|lz — yl)
pour presque tout x € A.
On remarque que pour établir le dernier résultat ci-dessus, on a simplement utilisé le fait
que
PNl sy < Co 7P| fllesary < Colr).

Ainsi, si g = | f|P, 'hypothése devient

r~ gl By < Colr)?

pour tout z € E.
Or, on sait que si ¢ € B, alors ¢ € B et b(¢?) = pb(¢) > 0.

Ainsi, en réappliquant ce qu’on a fait ci-dessus, on obtient que

| ()P / 9(y)]
dy = dy < 400
/Rd |z —y|? ¢?(Jz —yl) re |7 —yl?¢P(|lz —yl)
pour presque tout x € F.
Pour ces x et pour tout r suffisamment petit, on a

/[ SO i

B(z,r) |$ - y|d¢p(|x - y|)
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et donc pour tout r suffisamment petit, on a

P 1/p
)| fll o (Blaay = O(r) (/B /()] dy)

(z,r) rd (bp (7”)

p 1/p
= o) (/B@,r) e )
< ep(r).

]

Pour généraliser le théoreme de Rademacher, on va également utiliser le théoréme de
Lusin qui fait le lien entre les notions de mesurabilité et de continuité pour des fonctions
définies sur des espaces localement compacts séparés munis d’une mesure de Radon (|55
12, 69]). On démontre ce résultat pour des espaces E inclus dans un espace euclidien R%, en
demandant que FE soit borné (cette hypothése est trop forte, il suffit en réalité de demander
qu’il existe A C E de mesure finie tel que le support de f est dans A).

Avant d’énoncer et démontrer le théoréme de Lusin, on rappelle la théoréme d’Egoroff (voir
[64, [12] par exemple).

Théoréme 4.4.1. (Théoréeme d’Egoroff)

Sotent (X, o/, ) un espace mesuré, f une application réelle o/ -mesurable et (f;);en, une
suite d’applications réelles o -mesurables sur X. Si la mesure pu est finie et si la suite
(fj)jen, converge vers f presque partout, alors pour tout € > 0, il existe un sous-ensemble
A, de X appartenant a o/ vérifiant p(AS) < e tel que la suite (f;)jen, converge vers f
uniformément sur A..

Remarque 4.4.2. (Théoréme d’Egoroff avec la mesure de Lebesgue)

En particulier, si l'on prend X = E avec E C R? de mesure de Lebesgue finie, alors en
utilisant la régularité de la mesure de Lebesgue, on sait que pour tout € > 0, il existe un
fermé I, C A, /s tel que

mes(A. /o) < mes(F;) + %,

et donc

mes(E\F.) = mes(E) — mes(F;) < % + % =,

avec (f;j);en, qui converge vers f uniformément sur F.

Théoréme 4.4.2. (Théoréme de Lusin)
Une fonction f réelle définie sur un ensemble mesurable borné E de R? est mesurable si et
seulement si pour tout € > 0, il existe un fermé E. C E tel que

mes (E\E.) <e¢

et tel que f est continue sur E..
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Démonstration.

e La condition est nécessaire. Montrons d’abord que c’est le cas pour les fonctions simples.
Soient donc € > 0 et f une fonction mesurable qui s’écrit

F=Y arxa,.
k=1

avec les A; mesurables disjoints deux & deux. Par régularité de la mesure de Lebesgue,
pour tout k € {1,...,n}, il existe un fermé Fy . C Ay tel que

mes(Ag\Fio) <

S|m

En posant £, = U}_, F} ., on a directement
mes (F\E,) < e.

De plus, comme les ensembles Fj, . sont compacts et disjoints, la distance entre Fj, et Fj
est strictement positive pour tous k, k" € {1,...,n}, k # k’. Comme f est constante sur
chacun des compacts Fy, elle est continue sur E..

Supposons maintenant que f est positive et mesurable sur F. Alors il existe une suite
(fj)jen, de fonctions simples qui converge simplement vers f (résultat classique en théorie
de la mesure, voir [64] par exemple). Soit ¢ > 0, on sait donc que pour tout j € Ny, il
existe un fermé E; . C E tel que

3
mes (E\Ej@) S ﬁ

et tel que f; est continue sur Fj..
En utilisant la remarque {4.4.2] on peut trouver un fermé £y, C E tel que

mes (E\Ep.) <

DO ™

et tel que (f;);en, converge uniformément vers f dans sur Ep,.

E.=()E;..

jeN

On pose alors

C’est un ensemble fermé qui vérifie
+oo
mes(F\E.) = mes ( U E\E€> < Zmes(E\Ej,g) <e.
jeN j=0

De plus, la suite (f;);en, est une suite de fonctions continues sur E. qui converge unifor-
mément vers f sur F.. On en tire donc que f est continue sur F..
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Enfin, si f est une fonction mesurable réelle sur F, il suffit de séparer f en sa partie po-
sitive et en sa partie négative, de procéder comme ci-dessus et de prendre comme fermé
I'intersection des deux fermés trouvés.

e La condition est suffisante. Supposons donc que pour tout € > 0, il existe un fermé
E. C FE tel que
mes (F\E.) <¢

et tel que f est continue sur E.. Soit y € R, on veut montrer que I’ensemble
A={z € E: f(z) <y}

est mesurable. C’est évident puisque A est égal, & un ensemble négligeable prés (qui est
donc mesurable puisque la mesure de Lebesgue est compléte), a 'ensemble

U {z€Biym: flz) <y}

meENy

qui est mesurable car c¢’est une union dénombrable d’ensembles ouverts.

On peut a présent généraliser le théoréme de Rademacher.

Théoréme 4.4.3. (Généralisation du théoréeme de Rademacher) ~
Soient E C RY mesurable, p € |1, +00[, ¢ € B et n € N tels que n < b(¢) < b(¢) <n + 1.
Si f € Tg(:c) pour tout x € E, alors f € tf;(x) pour presque tout v € E.

Démonstration.

e Supposons d’abord que E soit borné. Grace au lemme [£.4.T] et au théoréme de Lusin, il
existe des compacts Fy,,, C E, m € Ny, tels que

mes (E\El/m) <

Sl=

et tels que
£f : El/m - [07 +OO[ B Hf”Tg(m)
est continue.

Si on fixe m € Ny, alors il existe une constante M = M(m) > 0 telle que
||f||T;;(z) <M Vre By,

Soit # € Fy,, on note P, le polynéme de degré strictement plus petit ou égal a n relatif a
f. Grace au théoréme [4.3.2} on sait qu'il existe un ouvert U contenant ), et une fonction
F e C"(U) telle que F' = f presque partout sur Ey/, et telle que pour tout || < n et
pour presque tout x € Fy/p,, on a

DPF(x) = D°P,().
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Par le théoréme , on en déduit que F € WE,_, | (RY).

Ainsi, grace au théoréme [E.2l en prenant m; = my = n + 1, on en tire que pour presque
tout = € RY, il existe un polynéme Q, de degré au plus n tel que

rm P\ F — Qullio(B@ry = o(r™™)  quand r — 0.

Aussi, pour presque tout x € Ey/,, on a

r= P\ f = Fllposary < Colr).
Au vu du lemme [4.4.2] on a donc
T_d/pr — Fll1o(B@r)) = 0(é(r)) quand r — 0t,

Ainsi, pour presque tout z € Ey,, on a

r P f = QullrBaay ST P = Flle@ey + 7“7 I1F = Qoll e
= o(¢(r)) + o(r"™")
= o(¢(r)) quand r — 0.

ou la derniére égalité résulte de la proposition [4.1.2]

On a donc démontré le résultat pour les ensembles £/, m € Ny. Comme une union
dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable, on en tire la conclusion pour E.

e Si F/ n’est pas borné, alors il suffit d’appliquer le cas précédent aux espaces
E(]):EQB(Oaj)v j€N07

et de conclure a nouveau en utilisant le fait qu’une union dénombrable d’ensembles négli-
geables est négligeable. O

4.5 Exemple d’applications en théorie des EDP

Avant de faire le lien avec la théorie des ondelettes, il peut étre intéressant de com-
prendre 'importance des outils développés dans les sections précédentes. Une application
importante se situe dans la théorie des opérateurs différentiels et en particulier pour les
opérateurs de Bessel ainsi que pour les équations elliptiques aux dérivées partielles. Explici-
tons le résultat pour ces derniéres équations. Une équation elliptique aux dérivées partielles
en 2o € R? d’ordre m € N est de la forme

Ef =) aD*f=g,
la|<m
ou pour tout || < m, a, est une matrice sxr de fonctions, f = (f1,..., fr)", 9 = (g1, ---,9s)~
sont des vecteurs de fonctions avec f; € W2(R?) pour tout j € {1,...,7}, ot les dérivées
sont & prendre au sens faible et ou

p(wo) = élnzfl det Z a’(xg) & Z Ao (x0) £ >0

|laf=m laf=m
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est la constante elliptique de € en xg, avec a}(zo) qui est la matrice adjointe de a ().

Un des résultats principaux de [16] affirme que si les coefficients de 'opérateur £ sont dans
T (z0), si les composantes f; et g, sont dans LP(R?) et si les composantes hy sont dans
TP(xo) avec p € |1,00[, —d/p < v < wu, v ¢ Z, alors il existe une constante C' > 0 telle que

1D fillzs, . . @) £ C (Z [FATES Hfj||W£L(Rd)>
k=1 =1

pour tout j € {1,...,7}, |a| < m et ou ¢ vérifie
e p<qg<oosil/p<(m-—|al)/d,
e p<g<oosil/p=(m—|a])/d,
e 1/p<1/qg<1/p—(m— |a|)/d sinon.
De plus, si g € t8(xg), alors D*f est dans t?}—i—m—\od(xo)'

On généralise ce genre de résultats avec les espaces T} (o) dans [54].

4.6 Lien avec les ondelettes

On reprend dans cette section les notations de la section [L.5]

On suppose ici qu'il existe jo € N tel que le support de toutes les ondelettes W™ est inclus
dans B(0,270) et que ces ondelettes ont une régularité au moins [b(¢)| + 1.

Théoréme 4.6.1. Si [ € Tg(mo), alors il existe C' > 0 et j; € Ny tels que
di(z0) < Co(277) Vj > ju.

Démonstration. 1l existe un polynéme P de degré strictement plus petit que b(¢) et une
constante C > 0 tels que

™ YP|| f = Pl ooy < CLé(r) ¥r> 0.

Soit j; € Ny tel que
2Vd + 270 < 201,

On fixe m > jy; pour A = /\%) C A(M\n(xg)), comme la diagonale d’'un cube dyadique de
A, est de longueur 27"/d, il est clair que

< 2+/d2m.

k
2 M

On pose
Ny = {2 € Ay 2 [ = 2 o] < 2VA2P ]
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e Sip € [l,+00[, on a pour tout A = )\ﬂ,) C A(Am(z0)),

3 s 3 2 M

Nen; NEA; m
NCA

On pose alors

p

Sjm = Z lea et gjm = Z lex [P~ sgn(ex) Wy

N ENjm NENjm

Au vu des hypothéses faites sur les ondelettes, on remarque que le support des fonctions
g;m est inclus dans B(xg, 217™) et que

%m:wwﬁ%m:W5/ ((z) — P(x)) gym(z) da.

B(:E(),le_m)

Soit g 'exposant conjugué de p, en utilisant I'inégalité de Holder, on a donc

Sim < 2N f = PllLo(seogin-m) 19jmll Loy

On remarque qu’il existe une constante C'y > 0 indépendante de X et de j telle que

N € Ay (] N [wn] # 0} < Co.

Ainsi, pour j € N fixé, on peut trouver une partition Ei,..., B¢, de A; telle que si | €
{1,...,Cq},
()\/, NeE & [Zﬁx} N [1#)«/] # @) =\N=\.

Deés lors, si p =1, on a ¢ = 400 et

291 n
ng,mHLoo(Rd) < (s I}}ff”‘l’( )||L°°(Rd)'
Sipe]l,+oof, on a
9m|? <CE D len P 10N,

)\/EAj,m
et donc

i 1/q 29-1 n
Igsmll oty < Co 2799 5707 max [ ]|y pay.

Il s’ensuit que

Sim < 2 = Pl o(se,2i-my) 195ml oy

. - ] j o
< 2790y p(2™) oUr=m)d/p ¢, 9=id/a s;/ﬁ Iirlljfl( H‘I’(n) HLq(Rd)’
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et donc il existe une constante C' > 0 telle que
1/ j—m)d -m
Sj,fLSCQ(] )/p¢(2 )

Ainsi, on a
D 2oy < 2md s, < Cp(27m)”

)\/EAJ‘
NCA

On a donc montré que pour A\ = )\ﬁ) € A(An(x0)),

1/p

Z 9(m—j)d ’CX‘p <C¢ (2—m) _
)\/EAJ'
ACA

On a donc
P w) < Co (2.

e Si p = 400, en raisonnant de méme, on obtient I'existence d’une constante C' > 0 telle
que pour tout A € A(\;,(x)),
Al <Co(27).

]

Remarque 4.6.1. Dans la proposition précédente, I’hypothese f € Tg (x0) est trop forte.
En effet, supposer que f € L” (RY) et que

loc
2P || f — PllioBag2—y < Co(277) VjeN
suffit.

Pour avoir la quasi-caractérisation en ondelettes, on développe dans le prochain chapitre
la notion de suites admissibles qui est plus adaptée pour les notations discrétes, bien
qu’équivalente comme on le montrera.






Chapitre 5

Lien avec les suites admissibles

Comme on s’intéresse dans ce chapitre a la régularité locale, on peut demander que ([1)
ne soit vérifié que localement, cela peut donc s’écrire

27|} = Pllirpoa-y SC27* Vi €N. (5-1)

Cette condition peut ne pas convenir pour décrire précisément la régularité de certaines
fonctions. Par exemple, si 98 est un mouvement Brownien sur un espace probabilisé (2, F,P),
alors presque siirement et pour presque tout ¢y € R, il existe une constante C' > 0 telle que

[B(t) — B(to)| < C V|t — to] y/loglog [t — to|

alors que pour tout ty € R, I'exposant de Holder de B en ¢, vaut h(t) = 1/2 (voir [62] par
exemple).

Pour pallier ce probléme, on peut remplacer la suite (277) ey apparaissant dans (5.1)) par
une suite de nombres strictement positifs ¢ = (0;);en qui est telle que la suite (0;41/0;) en
est bornée. Cette approche a été initialement proposée dans [48] pour les espaces de Holder
(p = +00).

5.1 Suites admissibles

Définition 5.1.1. Une suite 0 = (0;) ey, de nombres réels positifs est une suite admissible
s’il existe deux constantes C7, Cy > 0 telles que

Claj§0j+1§C20'j VjENo. (52)

Remarque 5.1.1. Il est direct de voir que si ¢ est une suite admissible et qu’un de ses
éléments o; est nul alors la suite o est nulle. On en déduit donc que les éléments des suites
admissibles non nulles sont tous non nuls.

On supposera dans la suite que les suites admissibles sont non nulles, i.e., vu ci-dessus, les
suites dont tous les éléments sont non nuls.

107
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Remarque 5.1.2. Remarquons que 1’équation peut donner des informations sur le
comportement asymptotique de la suite. En effet,
(i) Si Cy > 1, alors CY — +oo quand j — +oo.
Or, il est clair que Cfal < 0,41 pour tout j € Ny et donc on en déduit que o
converge vers l'infini.
(i) Si Cy < 1, alors C§ — 0 quand j — +oc.
Or, il est clair que 0 < 41 < Cgal pour tout 7 € Ny et donc on en déduit que o
converge vers 0.

Définition 5.1.2. Soit ¢ une suite admissible, pour tout j € Ny, on définit

- Oj+k _ Oj+k
o; = inf == et ; = sup - .
— k>0 O k>0 Ok

Remarque 5.1.3. Il est évident que 0 < 0; < 7; < +00 pour tout j € Ny. En effet, pour

tout j € Ny, on a o

Cj ) ) Cj
17k < inf Titk sup gtk < sup 29k

< = (5 < +o0.
Of kO k>0 Ok k>0 Ok

O<C{Zil}3f

Définition 5.1.3. Une suite réelle (a;);en, est dite sous-additive si a1 < a; + a; pour
tous 7, k € Np.

Proposition 5.1.1. (Fekete) Si (a;);en, est une suite sous-additive, alors

a; a;
lim 2 = inf - € [—o0, +00].
j~>+OO j jGNo j
Démonstration. Posons 7y = infjen, C;—J ; il est clair que v € [—o0, +00.
Supposons d’abord que 7 € R et fixons € > 0. Par caractérisation de la borne inférieure, il
existe [ € Ny tel que
a
71 <7+e.
On sait, par hypothése, que pour tous 7, k € Ny,
Qi S jak7
et donc 0 a
.Lk < 2k
jk — k
En fixant 57 € Ny puis k£ € Ny tel que 7 < ki, on a

Vi keN,.

. A Qg ap
inf — < =2 < = <~+e¢.
meim kS

Comme ¢ est arbitraire, on en déduit que

lim inf a—_j <.
i)
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L’autre inégalité étant directe par définition de +, il en découle que

lim inf a—,j = .
J J

En outre, on sait que tout m € Ny peut s’écrire m = In,, + r,, avec Ny, r, € N et
0 <r, <l. En posant ag = 0, on a donc pour tout m € Ny

A = Alpy 4o, < Qin,, + Qr,, < Ny + Qy.,,, < nml(’y + 5) +ar,,,

et ainsi,

S
3

n,
— < (y+¢&)— + max —.
m m  0<k<lm

On en déduit que pour tout j € Ny,

a In a In ka
sup — < sup(y + £)—= + sup max — < sup(y + £)—= + sup max —-.
m2j M m2j M mzj OSE<EM - mzj moomzj Osk<tm

Montrons que
k(ll

lim sup max — < 0.
i m>j 0<k<l m

Supposons que a; > 0 (car sinon c’est évident), on a

kf(ll la1 la1 aq
max — < < L T

0<k<l ™M m Nl Ny,
ce qui suffit puisque si j tend vers 400, alors m et donc n,, tendent vers +oo également.
Montrons aussi que

. Ingy,

limsup [ (y+e)— | < v +e.

J m>j m
C’est direct si v + € > 0 puisque l%” < 1 pour tout m € Ng.
Si v+ e <0, cela résulte du fait que

n, n

(7+E)W§(7+€)m:(7+8)

_m
Ny + 17
ou la derniére expression tend vers v + ¢ quand j tend vers +oo puisqu’alors n,, tend vers

~+o00 également.
Au vu des deux derniers points établis, on a donc montré que

. a
limsup — < v +¢.
I omzj m

Au final, on obtient ainsi

a; a;
limsup 2 < v+ ¢ = liminf -2 + ¢,
J J J J
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et donc puisque ¢ est arbitraire,

a; a;
lim—,] =~ = inf L.

J o J J€No j
Il reste & considérer le cas v = —o0, il suffit donc juste de montrer que
a .
limsup < = —o0
J J

Comme v = —oo0, pour tout N > 0, il existe [ € Ny tel que 5+ < —N.
Ainsi, pour tout k € Ny, on a
Akl a
IR
kl — 1

Comme précédemment, tout m € Ny peut s’écrire m = In,, + rp, avec N, r, € N et
0 <7, <l. En posant ay = 0, on en déduit que

< —N.

a a a —Nlin T @ —Nlin T
sup —2 < sup —2" 4 sup —= < sup — = + sup —-— < sup 4 osup 22
m>j M~ m>j M m>j M m>j M m>j M m>il(m + 1) sy om

Il en découle, en procédant comme ci-dessus, que

lims.upa—m <-N VN >0,
J m>; M

d’ou la conclusion. O

Proposition 5.1.2. Si la suite o est admissible alors la suite (10g,(07)), oy, €st sous-
additive.

Démonstration. Soient j, k € Ny, on a

- Oj+k+1 Oj+ Oj+m 0
O-j+kzsupj—zsupﬂzsup ZJrm Zm S sup
>0 g1 m>k Om—k m>k \Om—k Om m>k Om  m>k Om—k
0j+ On+k
< sup L sup —
m>0 Om n>0 Op

Oj4+m Om
up

= G; 0%
On en déduit, au vu des propriétés classiques du log,, que

logy (Tj3k) < 1ogy (7 0%) = log,(07) + log, (T%),
d’ou la conclusion. [

Définition 5.1.4. Une suite réelle (a;) en, est dite sur-additive si aji, > a; + ai pour
tous j, k € Ny.
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Proposition 5.1.3. Si (a;)jen, est une suite sur-additive, alors

. aj CLj
lim — = sup = € |—o0, +o0] .
J—too j j€Ng J

Démonstration. La preuve est similaire a celle réalisée pour le lemme de Fekete. ]

Proposition 5.1.4. Si la suite o est admissible alors la suite (logy(0;))jen, est sur-
additive. o

Démonstration. Soient j, k € Ng, on a

. Oj+k+1 . Oj+m . Oj+m Om . Oj+m . Om
ojrx = inf == = inf 0 = inf [ L2 22) > inf inf
E—— >0 O m>k Ok m>k \ Om—k Om m>k O, m>k Opy_k

. Oj+m . On+k
> inf -2 inf
m>0 o0, n>0 0o,

=9 %k
On en déduit, au vu des propriétés classiques du log,, que

logy(0j+1) > logy(; o) = logy(o;) + log, (o),
d’ou la conclusion. O
Au vu des propositions [5.1.1] et [5.1.3], la définition suivante fait sens.

Définition 5.1.5. Soit ¢ une suite admissible.
On définit 'indice de Boyd inférieur de o par

log, 0; - logy o
s(o) = sup = = lim =

jeNo  J joteoj

De méme, on définit 1’indice de Boyd supérieur de o par

1 o
5(0) = inf %829 _ lim

log, 7;
jeNo  j jotoo g

Remarque 5.1.4. Il est évident que —oo < s(0) < 5(0) < +o0o. En effet, on a par exemple

log, 0;

1 T
logy(01) < s(0) = lim lim og? 9

=3 < 01).
Jim 22 < 2% 5(0) < gy

Remarque 5.1.5. Cette définition n’est pas sans rappeler la définition [{.1.2] En effet,

pour tout j € Ny, on a
log,o;  logoy

i log2i’
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Proposition 5.1.5. Si o est une suite admissible et € > 0, alors il existe des constantes
ce,d. > 0 telles que

c. 2(s(0)—e)i < 0; < Tjt+k <7 <d. 9(5(0)+e)j Vi keNy.
Démonstration. On sait déja que o; < Uﬁr—:’“ <o, Vj,keN.
Par définition de s(o), il existe J € Ny tel que pour tout j > J,
log, 0;

0<s(o)— ;

<e,

et donc pour tout j > J,
9(s(0)—¢)j <o,

Comme R est archimédien, pour tout j < J, il existe a; > 0 tel que
0,260 < o

En posant ¢. = min{ay, ...,a;_1, 1}, on obtient donc la premiére inégalité.
En procédant de méme pour 3(0), il existe J' € Ny tel que pour tout j > J',

1 T
0< 2829 55y <,
j

et donc pour tout j > J',

Pour tout j < J', il existe a} > 0 tel que
o7 < d 260+
En posant d. = max{aj,...,a’,_;, 1}, on obtient donc la derniére inégalité. ]

Corollaire 5.1.1. Soit o une suite admaissible,
(i) Sis(o) <0, alors o converge vers 0.
(ii) Sis(o) >0, alors o converge vers l'infini.

Démonstration. (i) Fixons € > 0 tel que ¢ < —5(0). Il existe une constante d. > 0 telle
que, en prenant k£ = 1 dans la proposition précédente,

0< Oj+1 < dEQ(E(UH—E)le \V/j € No,

et la conclusion en découle vu que le membre de droite tend vers 0 quand j — +o0.

(i) Fixons € > 0 tel que € < s(o). Il existe une constante ¢, > 0 telle que, en prenant k = 1
dans la proposition précédente,

.28V g) < i1 V) € N,

et la conclusion en découle vu que le membre de gauche tend vers l'infini quand j —
—+00. [
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Les suites admissibles vérifient un certain nombre de propriétés intéressantes.
Proposition 5.1.6. La somme de deux suites admissibles est une suite admissible.

Démonstration. Si o et § sont deux suites admissibles, alors il existe des constantes
Cfa), Céa), C’fé), Céé) > 0 telles que, pour tout j € Ny,

C{U)O'j S Oj+1 S CéJ)O'j et Cf(s)O'j S 5j+1 S 02(6)5]
Posons C’fgw) = min{CfU), Ofé)} et C’éaM) = maX{Cég), Céé)}. Si j € Ny, on a alors
CI7 o)+ ;) < 0401+ 6541 < O 05+ 6)),

c’est-a-dire,
Ci o +0); < (0+0) 11 < O (0 +0);,

d’ou la conclusion. O]

Proposition 5.1.7. Soient o une suite admissible et v > 0, la suite ro = (ro;)jen, est
également admassible.

Démonstration. 1l existe, par hypothése, des constantes C7,Cy > 0 telles que, pour tout
J € No,
010']‘ S Oj+1 S CQO'j.

I1 est alors clair que ro est admissible en prenant les constantes rC et rCs. O

Proposition 5.1.8. Soient 0,6 des suites admissibles, la suite 0§ = (0;0;)jen, est €gale-
ment admissible. De plus, les inégalités suivantes sont vérifiées :

s(ad) > s(0) +s(0) et 5(c6) <35(0) +35(9).

Démonstration. 1l existe, par hypothése, des constantes Cf‘j), Céa), Cf‘;), Céé) > 0 telles que,
pour tout j € Ny,

C{U)O'j S Oj+1 S Céo)O'j et Cl(é)O'j S 5j+1 S Cy)(%

La suite ¢ est alors admissible en prenant les constantes C’fms) = C’fa)CYS) et Céms) =
oo,

Montrons la premiére inégalité. Pour tout j € Ny,

(06); = inf ZEHROIE 5 g Tith s Otk s
k>0 004 k>0 0 k>0 Oy

et donc

log, (00); logyo; logyd;
. > + —

. vj € N07
J J
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d’ou la conclusion.
Pour la deuxiéme inégalité, on procede de méme. Pour tout j € Ny,

0j+k0j+k Ojik . Ojak =
0d); = sup 2 < sup sup =70,
( )J k>0 050k k>0 Ok k>0 Ok 7
et donc o
log, (.0(5)]- < log? 75 N log? d; vj € No.
J J J
d’ou la conclusion. O

Lemme 5.1.1. Soit o une suite admissible. Si x,y € R sont tels que

20 < g < TR <5 < ot ke Ny, Ve > 0,
— Ok

ol ¢, d. sont des constantes strictement positives pour chaque € > 0, alors x < s(o) et
y >3(0).

Démonstration. Pour tout € > 0, il existe des constantes c.,d. > 0 telles que, pour tout
J € No,

log,o;
r < g?_j—og?CE—FE et y >
J J J J

En faisant tendre j vers 400, on obtient

logyo;  log, de

r<s(o)+eety>3(o)—e,
d’ou la conclusion puisque € > 0 est arbitraire. O

Proposition 5.1.9. La suite 0% = (0%)jen,, 0l a € R, est admissible. De plus on a les
égalités suivantes :

(i) Sia>0, s(c) =as(o) et 3(c*) = as(o).

(ii) Sia <0, s(c”) =as(o) et 5(c%) = as(o).
Démonstration. 1l existe par hypothése des constantes C,Cy > 0 telles que, pour tout
J € No,

C’laj < Oj+1 < CQO'j.
Trois cas sont possibles.
e Sia=0,alors 0 = (1);en, et s(0%) = 5(0”) = 0 et toutes les affirmations sont évidentes.
eSia>0,ona
Ciof <oj < Cyof Vj € N,
et donc o est admissible. On doit de plus vérifier le point (i).
(a)

Grace a la proposition m, pour tout € > 0, il existe des constantes c., d., céa), de’ >0
telles que

02609 < 5. < Ttk < < g 9@+ e N,
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et

Jj+k < —a < dga)2(§(o“)+s)j VJ, ke NO )

1

En élevant la premiére série d’inégalités a la puissance a et la deuxiéme & la puissance =
CL’

on obtient

. o? _ _ ,
CgQ(aﬁ(U)—GE)J < U;l < Jtk <07 < de(GS(U)+GE)J Vj, k € Ny,

et

(N agle@D/a—s/a)i < 5. < TIHh < 5= < (@)1 /agEe) ate/a)i v | e N,

|S

et

d’out le point (i).
e Sia<0,ona
Cyof < oj . < Clo; Vj €N,

et donc o est admissible. On vérifie le point (ii) de la méme maniére que pour le point
(1). ]

Donnons deux résultats qui nous serviront pour les espaces T?(x).

Proposition 5.1.10. Soit o une suite admissible et soit m € Z. Si s(c~') > m, alors il
existe une constante C' > 0 telle que

+o0
ZQij'j S CQJm(TJ \V/JGN().

j=J
Démonstration. Soit J € Ny et € > 0 tel que

(07 —e>m.

IV

Au vu de la proposition [5.1.5] on sait qu’il existe une constante d, telle que

OJ+k < d. 9G(e)+e)k
gy

De plus, on sait que 5(c) = —s(07!). En prenant C' = max{1,d.}, on a donc pour tous
EeN, J e Ny,

O0J+k < C27(§(0_1)75)k.
aJ
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Dés lors, pour tout j € Ny, on a

“+o0 “+o0 —+o0

9—Jm 0;1 Z oim oj = Z okm O Jtk <C ZQ(m—@(a*l)—a))k <.
- oJ
j=J k=0 k=0

On proceéde de méme pour démontrer le résultat suivant.

Proposition 5.1.11. Soit o une suite admissible et soit m € Z. Si s (o™') < m, alors il
existe une constante C' > 0 telle que

J
Y 2me;<C2Me; VIEN,.

Jj=1

5.2 Lien aves les fonctions de Boyd

Nous allons voir dans cette section que les fonctions de Boyd et les suites admissibles
sont intimement liées.

Proposition 5.2.1. Soit ¢ € B, les suites § = (4(27))jen, €t 0 = (#(277))jen, sont
admissibles.

Démonstration. On pose C7 = (q_b (%))_1 et Cy = ¢(2). On sait alors que Cy,Cy > 0 et si
J € Ny, on a

o) o2 ey

P2 B(2) T 0 oY)

o) o2 _ ey

¢(27)  (27) T o d(y)

et

On en déduit donc que
C16(27) < $(2771) < Cop(2) V) € Ny,

et donc la suite (¢(27));en, est admissible.
On procéde de méme pour montrer que la suite (¢(277));cy, est admissible. O

La proposition suivante est classique ([51],[47]) et se prouve en démontrant d’abord le

corollaire ([510).-

On fait ici le chemin inverse en adaptant la preuve puisque c’est la caractérisation o; =
¢ (277) qui nous servira.

Proposition 5.2.2. Soit o une suite admissible, il existe ¢ € B telle que ¢ (277) = o, pour
tout 5 € Np.
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Démonstration. Comme o est admissible, on sait qu’il existe C, Cy > 0 telles que
C’laj S Oj+1 S CgO'j VJ S No.
En posant og = 1, on définit

0jp1—0i)(1—-27x . (s o .
¢ :]0,+o0[ = 0, 400 : z > g oy size]27U 2] jEN,
’ ’ 1 siw €1, +oo].

Il est clair que ¢(277) = o, pour tout j € N.
Pour montrer que ¢ € B, il faut vérifier trois points.
(i) On a 6(1) = ¢(2°) = oy = 1.

(ii) Il est clair que pour montrer que ¢ est continue, il suffit de montrer que ¢ est continue
en les points 27U+, j € N et 1. Cela est direct car si j € N, on a

o — o) (1 =9299—i-1
lim ¢(l’) — (U]+1 O—]')( — )
a—(2-0+D)" 29279~

+o; =00 =0 (270,

et
lim ¢(x) =1 = ¢(1).

z—1t
(iii) Remarquons que si z € |27+ 277] avec j € N, alors ¢(x) est compris entre o; et
oj41 - en effet, c’est direct vu la forme de ¢, il suffit de séparer en 2 cas : 0; < 041 et
0j 2 Oj+1.
Soit x € ]0, +00[, on distingue alors deux cas.
e Siz €]0,1], il existe j € N tel que z € 27U 277]. On distingue a nouveau deux cas.

- Siy €]0,1], il existe k € N tel que y € ]2=**+1 27¥] Dans ce cas, ¢(y) > oy, ot [
vaut k£ ou k+ 1 et on a aussi

On en tire que
¢(zy) € (min{oj1k, 0jk+1, Ojpnrat, Max{oj ik, Ojarr1, Ojpnral]
Ainsi,
¢(xy) < Max{ 0k, Oj ki1, Ojrhia} —. 8
oy) ~ min{o, op41}

)

ol

ge {0j+k Ojik Ojahtl Ojthil Ojh+2 Uj+k+2}
) ) 7 Y ) *
Ok Ok+1 Ok Ok+1 O Ok+1

Séparons en plusieurs cas :
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- si (7,k) = (0,0), alors 8 < max{l,al_l,al,og,cg},
- si (j, k) € {0} x Ny, alors # < max{1,C1", Cs, C3},

(7, k) € Ny x{0}, alors 8 < max{aj,C’gfl,ajH,Cg,aj+2,C’§+1},
- si (7, k) € Ng x Ny, alors 5 < max{C’%,Cg_l,CgH,C’%”LQ}.

On note alors ('] la constante dépendant de j (et donc de x) suivante :

- S1

C/ { maX{170;170170270270;17022} Sij:O,

L= j—1 j i+1 g2 -
J J J+ J+
l’naX{O'j,O2 041, Oy, 0442, C5 7, Cf } sij>1.

- Siy €1, 400, alors ¢(y) = 1 et zy > 270+,
On note alors C} la constante dépendant de j (et donc de x) suivante :

!
CQ = max{l, g1, ...,O'j+1},
et on a ainsi

P(zy)
o(y)

= ¢(zy) < Cs.

e Six € |l,+oo], il existe j € N tel que x € |27, 277!, On distingue & nouveau deux cas.

- Siy €]0,1], il existe k € N tel que y € |2-**1 27¥] Dans ce cas, ¢(y) > o7, out [

vaut k£ ou k + 1 et on a aussi

Ty € }21—(16—&-1)’ 2j+1—k] _ }2—(k+1—j)’ 2—(k—j—1)] ‘
xSij—(k+1)>0,alors ¢(xy) =1 et on ay € ]277,1]. On en tire que

P(zy) 1

=——< max{l,afl, ...,aj’l} = Q.

oy) oY)
*Sij <k, en posant c_1 =1, on a
¢(zy) € [min {Uk—j—la Ok—j, Uk—j+1} , Inax {O'k—j—la Ok—j, Uk—j+1}] .
Ainsi,
o(ry) o max {oh—j1, 005 Oh—jrr} 3
oy) — min {oy, op41}

)

ol

Y

e {Uk:—j—l Ok—j—1 Ok—j Ok—j Ok—j+1 Uk—j+1}
Y ? ? Y :
Ok Ok+1 Ok Ok+1 Ok Ok+1

Séparons en plusieurs cas :
- si (j,k) = (0,0), alors 8 < max {1,01,07 "'} =t ay,

- si (4, k) € Ay,, alors f < max{a;l,ajjrll,C;(jfl),Cl’j} =: as,



5.3. Espaces T?(zy) 119

si (j,k) =(0,1), alors § < max{af o5, L,OTH Oy} =t ay,

si (j,k—1) € Ay,, alors g < max{ 01,0749, CF U= ¢ opity } = as,
si (j, k) € {0} x N\{0,1}, alors 8 < max {C;",C%,1,Cs} =: ag,
-sij>let j+2 <k, alors § < rnax{C’f(jfl),ij,Cf(jH),Cf(j+2)} =!Qy.

On note alors CY la constante dépendant de j (et donc de x) suivante :

7
C4 = max a,p,.
m=1

- Siy€]l,4+o00], alors

dley) 1 _
oly) 1
Au final, on a
) =sup U < mx (€1, €4, € 1) < o,
d’ou la conclusion. O

Corollaire 5.2.1. Soit o une suite admissible, il existe ¢ € B telle que ¢p(27) = o; pour
tout 5 € Np.

Démonstration. Cela résulte du fait que si ¢ € B, alors

€10, +oo[ — ¢ (%)

est dans B également. ]

5.3 Espaces T?(x)

On adapte la définition des espaces T(f (x0). Les fonctions considérées ne nécessiteront

que d’étre dans LV | (R%) puisqu’on ne s’intéressera pas a établir une norme sur ces espaces
(si I'on supposait avoir des fonctions de LP (]Rd), on pourrait définir une norme de la méme
facon que pour les espaces Tq’; (x¢) pour en faire des espaces de Banach).

On considére les suites admissibles indicées sur N et non plus Ny pour faire directement
les liens avec les échelles des coefficients en ondelettes.

Définition 5.3.1. Soient r > 0, 2o, h € R? et ¢ une suite admissible, on pose
Bpo(20,7) = {z € R*| [z,2 + (|3(0)] + 1)h] C B(wo,7)}.

Définition 5.3.2. Soient p € [1, +o0], f € L2 (R%), 29 € R? et ¢ une suite admissible tels
que s(o) > —d/p. On dit que f € TP(x) s'il existe une constante C' > 0 telle que

0; 27 sup | A F| o, oy < C Vi €N,
|R|<2-3
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Remarque 5.3.1. On peut facilement généraliser ces espaces en demandant que la suite

(Uj 274/ sup HAfLLS(U)JJrlfHL”(Bh,o(IOQj)))
J

|h|<2-3

soit dans [, pour un ¢ € [1,+o0]. Les preuves sont similaires, en remplagant la plupart
des constantes apparaissant dans les preuves par des éléments de suites de [9. On peut
consulter [53]).

On a une autre caractérisation de ces espaces. On utilise pour cela le théoréme de
Whitney (car Whitney 'avait établi en dimension 1 pour p = +00), on peut par exemple
consulter [15].

Proposition 5.3.1. Soient p € [1, +00], n € Ny et f € LP(Q), ot Q est un conveze de R®.
Alors

inf |f = Pllr) < C sup [|A} fllLez, 1)
PeP h

n—1

ot I, est l'ensemble sur lequel A} f est défini, C > 0 est une constante qui ne dépend
que de n et d et PL_| désigne l’ensemble des polynomes de R? de degré au plus n — 1.

Proposition 5.3.2. Soient p € [1,4+00], f € LP (RY), 2y € R? et o une suite admissible

loc
telle que (o) > 0. Alors f € TE(xq) si et seulement s’il existe une suite de polynomes

(P})jen de degrés plus petits ou égauz & [S(0)| et une constante C' > 0 tels que
0 2 || f = PillLo(sas2-iy) < €' Vi€N. (5.3)

Démonstration.

Pour la condition nécessaire, il suffit d’utiliser le théoréme de Whitney ci-dessus.

Pour la condition suffisante, fixons 7 € N et P un polynome de degré plus petit ou égal a
n:=|3(c)]. Pour z,h € R% on a

AP ()] < |AP(f(2) — P(2)] < Cu Y (2 + kh) — Pz + kh)],

k=0

pour une constante C,, > 0. Pour |h| <27 et x € By(x,277), on a donc
AT s, woz-ayy < Cn (0 +2) I = Pllogses,2-9)-

]

Avec des hypothéses supplémentaires, on peut avoir un unique polynome a la place de
la suite de polynomes apparaissant dans la relation (5.3)). Pour établir cela, il nous faut
des résultats intermédiaires.

Pour le résultat suivant, on peut consulter (|21]).
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Proposition 5.3.3. (Inégalité de Markov)

Soient p € [1,4+00], n € N et B C R? un ensemble borné et convexe d’intérieur non vide ;
il existe une constante C' > 0 telle que pour tout polynome P de degré inférieur ou égal a
n et pout tout k € {1,...,d},

1Dk P oy < C (4 1) [Pl oo

Lemme 5.3.1. Soient 2y € R, r > 0, p € [1,400] et n € N; il existe des constantes
Ch1,Cy > 0, qui dépendent de p et n, telles que pour tout polynome de degré plus petit ou
égal a n,

|’DQP"LP(B(IO,T)) < Cyr 1Pl e (B(wo.m)

pour tout o € N¢ et

sup  |P(z)] < Cor™ P || P||1o(Bao.r)).
x€B(zo0,r)

Démonstration. Soit P un polyndéme de degré plus petit ou égal & n, pour » > 0, on pose
Biy) = Plxo +ry).

Par changement de variable et en appliquant I'inégalité de Markov au polynéme P,, on
trouve que
HDkP”LP(B(:Bo,T)) = rd/pH(DkP)(SCo + 7")HLP(B(O,1)) = /Pyt HDRPT”LP(B(O’I))
< C /et |\ Prll 2o (B(0,1))
=Crt ||P||LP(B(a:o,r))‘

Si o € N%, il existe donc une constante C; > 0 telle que

0,7

1D Pll oy < Crr ™ 1Pl o(saom)-

La deuxiéme assertion résulte de la premiére en utilisant la classique inégalité de Sobolev
(voir [2] par exemple) :
sup  |P(z)| = sup [F(y)]

:BEB(:L'Q,T) yEB(O,l)

<C" Y D Pllrsony

laj<n

=" Y7 D PY o+ ) s

lal<n

=C" ) P DP o s aomy)

laj<n

< Cor™P || Pl 1o (B -
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Lemme 5.3.2. Soient p € [1,+o0], f € L? (RY), o € R? et 0 une suite admissible telle

loc
que 0 < n:=[35(0)] < s(o). Si f € TE(zy), la suite de polynomes (P;),en qui vérifie ((5.3)
est telle que pour tout o € N? tel que la| < mn, il existe une constante C > 0 telle que

271l g | D (P; — Py) (w0)| < C Vk > 5.

En particulier, la suite (D*Pj(x¢));en est de Cauchy.
De plus, la limite de la suite (D“Pj(zo))jen est indépendante de la suite de polynomes

choisie satisfaisant (5.3)).

Démonstration. Soient donc (P;);en une suite de polynomes de degrés plus petits ou égaux
a n et une constante C' > 0 tels que

o; 2P || f — Pj|l te(B(zo,2-1)) < C" Vj €N.

Soit av € N tel que la| < n, au vu du lemme précédent, il existe une constante C' > 0 telle
que

1D (P = Pyt o(ap -y < C 2N VP; = Piiall o (g 2-c)
= C 210+ 1P —f+f— Pj+1||Lp(B(w0,2—(j+1)))
< O 9ledi Ujfl 9—Jd/p.

Soit k > j, en utilisant le lemme précédent et le lemme [5.1.10 (s((c™1)™1) = s(0) > n >
|a|), on obtient alors

|D* (‘P] — P (z0)| < Ch 204/ |1 D* (Pj - Pk)||LP(B(gg072—(j+l)
k—1
<Ci 204/ Z ||Da (Pl - Pl+1)||LP(B(x0,2*(Z+1)))
I=j
k—1
<0, Z 9(i=Dd/p 2|a|lal—1
I=j
S Cg 2‘a|j0';1.

)

Il reste & montrer que la limite 2°f(xz() de la suite de polynémes (D“P;(xy));en est indé-
pendante du choix de la suite (D“P;(zg));en. Pour le montrer, soit (Q);) ey une autre suite
de polyndémes vérifiant la relation (5.3)).

En procédant comme ci-dessus, il existe une constante Cy > 0 telle que

[D* (P = Q;) (0)] < Cy 2%V 0.

On a donc bien

lim |7 () = D*Q;(a0)| = 0.
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On peut a présent démontrer I’équivalence avec I'unique polynéme sous des hypothéses
supplémentaires.

Proposition 5.3.4. Soient p € [1,+o0], f € L} (RY), 2y € R? et o une suite admissible

loc

telle que 0 < n := |5(0)] < s(0). Alors f € TP(x) si et seulement s’il existe un unique
polynome P de degré plus petit ou égal a n et une constante C' > 0 telle que
;27|\ f = Pllinpeoa—y < C Vi EN. (5.4)

Démonstration. La condition est suffisante au vu de la proposition [5.3.2]

Montrons que la condition est nécessaire. Par la proposition [5.3.2] il existe une suite de
polynémes (P;);en de degrés plus petits ou égaux & n = |5(0)] et une constante C" > 0
tels que

0 29 || f = Pjllo(Be2-iy) < C' VjEN.

Pour tout o € N tel que |a| < n, on pose
2° (o) = lim D P; (o)
j

et

Z.@a SU(] x|_‘r|‘0) .

En utilisant la formule de Taylor pour les polynémes, on a

laj<n

(- — x0)"
!
LP(B(z0,277))

< Z ‘@af(xo) - DBP)j('TO)’ (- = IO)aHLp(B(:cO,%j))

laf<n

< C Z ‘@af(xo) — Dﬁp](x())‘ 2*j(‘a|+d/p).

laf<n

1P — PHLP(B(Q;O,M)) = Z (gaf@jo) - DBP]-(;DO))

la|<n

En utilisant le lemme précédent, on trouve directement une constante C” > 0 telle que
05 22U || P = Pl 1o(B(zo2-a7) < C"

On en tire la conclusion par I'inégalité de Minkowski.

On peut aussi établir 'unicité de polynéme P.

Soient P et @ deux polynomes vérifiant (5.4). On a directement P(zq) = Q(zy).
Soit m le plus petit degré de P — @), on pose

En procédant comme ci-dessus, on trouve L = 0 et donc P = Q).
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5.4 Caractérisation en ondelettes

Théoréme 5.4.1. Si f € TP(xg), alors il existe une constante C' > 0 telle que
o; () <C VjeEN.

Démonstration. On procéde exactement comme au théoréme en remplacant P par
P; a chaque r = 279, ot (Pj)jen est la suite de polynomes apparaissant dans la relation

6-3). 0

Pour la condition suffisante, on a besoin de deux définitions.

Définition 5.4.1. Soient zy € R% p € [1,4+oc], s € R. Une fonction f définie sur R?
appartient a l'espace XP(zg) s'il existe des constantes C, C’" > 0 telles que

1/p

) )p <

n
k

(s—d/p)j |
Z (2 e

|k—29 0| <C 29

Définition 5.4.2. Soient 79 € R?, p € [1,+00] et f une fonction de L (R?). Si o est

- loc
une suite admissible telle que 2774/P a]-’l tend vers 0 quand j tend vers 400, on dit que f
appartient a 'espace T? log (Z0) 871l existe une constante C' > 0 et J € N tels que pour tout
Jj=dJ,
2Jd/P ¢ .
0 <C.

LP(Bp o (20,277))

, —  sup
|logy (27947 0771 |h<2-s

NI ‘

Théoréme 5.4.2. Soient x5 € RY, p € [1,400] et f une fonction de ¥ (R?). Supposons
que o soit une suite admissible telle que 2774/P O'j_l tend vers 0 quand j tend vers +oo et

telle que o, > 274?. Supposons également qu’il existe s > 0 tel que f € Xp(xo). Alors
(3C >0:0;d(x0) <CVjeN) = feTr, (o)

Démonstration.
e On suppose d’abord que 5(c) > 0. Soit ng = |5(0)|. On choisit m € N tel que pour tout
reR keZ, jeNetr>27,
k () m

5 € B(x,r) = Aj} C B(z,2™ 7).
On choisit également m’ € N tel que pour tout = € R? et j € N, B(x,277) est inclus dans
un cube dyadique de coté de longueur 2.

Enfin, on pose Jy = jo +m +m’.
Comme f € X?(zq), il existe des constantes Cy, C} > 0 telles que

1/p

P
cﬂ) ) < (.

3 <2<s—d/p>j

|k—27 20| <Cy 29
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Soit J; € N tel que
1420 <27,

Pour J > max{Jy, J;}, on définit

ou pour tout 7 € N,

f,1:ZC(k)<I>k et fj:ZC,\‘If,\;

kezd A€A;

avec Oy := (- — k).

On a
274 || f — Pilltr(B(zo2-7)) < A+ B,
ou
A= ig“/ﬁ £ Z ﬂpaf.(w )
= ’ l|! A
7=1 la|<n Lo(B(z0,2-7)
et

+oo
B= > 2" fill bosee2-)-

j=J+1

Majoration de A : Soient y € B(x,277) et |a| = ng + 1. Considérons le cas p # +oo. Au
vu des différentes suppositions faites, on a

k o
DQ\IIA(n) #0& — € B(y,?JO_]).
5k 2

Pour Jy <5< J,0n a
A By, 2m79770) € A\j_gy (o),
ot, pour rappel, A;_j (zo) désigne l'unique cube dyadique de A;_;, contenant x.

En procédant comme dans la démonstration de la condition nécessaire, on a

D[ ()P < Co 2P0t N " ey [P [ DT, (y)]”
AEA,
< Oy 207t Z leAl” | DM (y) [P

)\GAj
)\C)\j

< (O 29P(no+1) Jj—P'

—Jo(zp)
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Pour —1 < j < Jy — 1, comme il existe une constante Cy > 0 telle que
[{k ez k/2 € B(y,2°7)}| < Cy,
on a aussi A
DSyl < Cs 2 o7,

Ainsi il existe une constante Cs > 0 telle que pour tout j € {—1,...,J}, on a

- — 20" —J(no+1- ( i
fi= > %Dafj@o) < g 27/t 1md/p) gilnoth) 6ot
|a|<no LP(B(z0,27))

On procéde de méme si p = +oo.
Comme $(0) < n+ 1, grace a la proposition [5.1.11} on a donc

J
A < ' 2—J(n0+1) Z 2j(n0+1) Uj—l < " 0_;1'
j=—1

Majoration de B : Soit 7 > J + 1 et p # +00, on pose

n k. . _
Aij: {)\57,3 EAJ :3(572]0 ]) mB(iL‘O,Q J)%(D}
En procédant comme ci-dessus, on a

”fjHZ/;p(B(xmng)) < C? Z 2idj |C)\‘p.
Alinsi,
274/ ||fj||LP(B(ac072*J)) < Cs ajl.

De plus, comme les coefficients ¢y, A = )\ﬁ) € A; s, sont nuls sauf si
“{3 - 2j J]0| S 01 2j,

on a donc

1 _ .
||fj||I[),p(B(x072fJ)) S Ol/p2 SPJ.

Si p = +oo, pour x € B(x,277), on vérifie que

k o "
5 € Be.2") = AT Ao (o).

On a donc

‘C (kl)’ < Cy J}l.

A,
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De plus, on procédant comme pour le cas p # 400, on a

||fj||L°°(B(ac0,2*J)) < Cpp27%.

On pose

O = FOgQ(T‘]d/” UJI)—‘ '
S

On peut choisir aussi s > 0 suffisamment petit tel que

log,(2% ¢,)
S

> 1.

On remarque que j) = j/) si et seulement si J = J'. On obtient alors que

3D +00

B= > 2| filleaoay+ D 2P fillr s
j=J+1 =5

3 +00

<C| Y ot 2y o

j=J+1 j=4()

< (' logy (277?571 07!

pour tout J € N suffisamment grand.

e Il reste a considérer le cas s(o) < 0. On pose alors Py = 0 pour tout J > max{Jy, J;}.
Il existe une constante C;; > 0 telle que pour y € B(wzo,277), J > max{Jy, J1} et j €

(—1,..J%,
fi(y)| < Crojt.

En procédent comme précédemment en séparant la somme en j € {—1,....,J} et j > J+1,
on trouve, pour J suffisamment grand,

277 || f = Pyl po(Bosy < C1l|logy(2774Pa ) 0t

5.5 Formalisme multifractal

On va se baser sur la WLM qui estime le spectre de Holder des fonctions localement
bornées pour donner une méthode qui estime le p-spectre des fonctions localement dans

LP(R%). On donne cette méthode ici dans un cadre plus général qui utilise les suites ad-
missibles ([53]).

On généralise tout d’abord naturellement les espaces d’oscillation de la maniére suivante.
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Définition 5.5.1. Soient ¢ une suite admissible et p, ¢ € [1,+0oc]. Une fonction f appar-
tient & I'espace d’oscillation généralisé Og,q(Rd) si la suite (Cy)x est dans [7 et sl existe
une constante C' > 0 telle que

1/q

YD (o2vadg)r|  <c

JEN \AeA;
En prenant la suite o; = 2% et p = +00, on a directement
d d
O.(R?) = OZ ,(RY).

Définition 5.5.2. Soient p € [1,400] et pour tout u > —d/p, v*) une suite admissible.
On dit que la famille {y™},~_4/, est p-décroissante si s(v(*) > —d/p et 1§“) > 274/ pour
tout u > —d/p et si

- <u<u = Ti’(u/)(xg) C T%. (w0)-

On note y*) la famille {y®},_4/,.

Définition 5.5.3. Soient p € [1,400], 7 une famille p-décroissante et f € LP (R%) au

loc
voisinage de xo. On définit le p-exposant généralisé de f associé a v) en zy par

h;(') = sup {u >—d/p: fe T$<u> (xo)} )

En prenant v = 2/ pour tout u > —d/p, on vérifie directement que ) est p-
décroissante pour tout p € [1, +o00| puisque 'on retrouve les espaces TP(xg) et on a

hy(wo) = by (o).

p

On généralise aussi naturellement le p-spectre.

Définition 5.5.4. Soient p € [1,4+00], ) une famille p-décroissante et f € Lf (R?) au
voisinage de xo. On définit le p-spectre généralisé de f associé a ) par

0" (h) = dimay ({xo eRY: 1) (z9) = h}) .

Pour développer cette méthode, on généralise les espaces de Besov avec les suites ad-
missibles.

Définition 5.5.5. On note ®(R?) I'ensemble des suites de fonctions (¢;) ;e de I'espace de
Schwartz S(R?) telle que

o [po] C {z eR’: 2] <2},
e pour tout j € Ny, [¢,] € {z € R?: 2171 < |o| < 27+,
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e pour tout @ € N, il existe une constante C,, > 0 telle que

sup |[D%;(x)] < C, 2’3""",

zeRY
+oo o
4 § :j:O Y = L.

Définition 5.5.6. Pour p,q € [1,+0o0] et (p;)jen € ®(RY), on définit 1'espace de Besov
généralisé B;q(Rd) par

7, = { e SR |

(557 e F D) | <400}

J€N||1q

ou F désigne la transformée de Fourier des distributions tempérées.
Ces espaces sont indépendants de la suite (p;);en € ®(R?) choisie. ([3]).

Remarque 5.5.1.

e Si o = (27%),cy, on retrouve les espaces de Besov classiques B;jq(Rd) introduits par OLEG
VLADIMIROVICH BESOV (J10]) puis HANs TRIEBEL (|73]).

o Si 0; = ¢(27) avec ¢ € B, on note By (R?) = B (R?).

On utilisera ici seulement les espaces BJ (R?), les espaces BJ (R?) étant utiles pour
déterminer les (p, ¢)-exposants généralisés de TP? qui utilisent une norme [? quelconque au
lieu d’une norme [*° (voir [53]).

Ces espaces de Besov généralisés sont directement liés aux espaces d’oscillation ([53]) : si
o est une suite admissible telle que s(o) > 0 et s(o) — d/q > —d/p, alors

o d o d
O, ,(RY) = By (R?).

Définition 5.5.7. Une suite admissible o et une famille de suites admissibles () sont
compatibles pour p et ¢ dans [1,400] si

e 5(0) >0,

o s5(0) —d/q > —d/p,

e la fonction (, dite de ratio, définie par

(:uel—c—l,oo['%g(v(w)
P o

est non-décroissante, continue et telle que

{u>—d/p:¢(u) <—d/q} #0.

On pose
Umin(q) = sup{u > —d/p : ((u) < —d/q}.
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Théoréme 5.5.1. ([53])
Soient p,q € [1,+00], o une suite admissible et v) une famille de suites admissibles p-
décroissante tels que o et ) sont compatibles pour p et q, alors pour presque toute fonction

f € B, d;Z(‘> est défini sur I = [C7Y(—d/q),(7(0)] et

41" (h) =d+q¢(h) Vhel,

p

ot le « presque tout » est a prendre au sens de la prévalence ([32]).
De plus, pour presque tout xo € RY, on a

hyl(20) = ¢1(0).



Annexe A

Démonstrations annexes

A Théoréme de différenciation de Lebesgue

Définition A.1. Soit f € L. (R%), la fonction mazimale de Hardy-Littlewood de f est la
fonction M f définie par

1
Mf :RY— [0,400] : &+ su —/ t)| dt.
f [ ] P s (B(e ) £ ()]

Lemme A.1l. (Lemme de recouvrement de Vitali, cas fini)
Tout ensemble fini S de boules d’un espace métrique contient une partie T de boules dis-

jointes telle que
U Bc 3B

BeS BeT

ot 3B désigne la boule ouverte (resp. fermée) de centre xy et de rayon 3r si B est une
boule ouverte (resp. fermée) de centre xo et de rayon r.

Démonstration. On définit par récurrence une suite finie By, ..., B,, de boules de S en
choisissant une boule By puis pour n > 1, en prenant pour B,, une boule de rayon maximum
parmi celles disjointes des By avec k € {0,...,n — 1}.

Toute boule de .S de rayon r rencontre donc une boule B,, avec r,, > r. De plus, on remarque
que B C 3B, au vu de l'inégalité triangulaire. O

Proposition A.1. (Inégalité maximale de Hardy-Littlewood)
Pour tout f € L'(R?) et tout ¢ > 0,

11122 et
.

mes ({z : M f(x) > c}) < 3¢

Démonstration. Par régularité intérieure de la mesure de Lebesgue, il suffit de montrer que
pour tout compact K inclus dans {z : M f(x) > ¢},

< 3d HfHLl(Rd)

mes(K) .

131
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Soit z € K, il est donc clair qu’il existe un rayon r, > 0 tel que
el ENECIL S
c.
mes (B($7 TI)) B(z,rg)

Par compacité, comme K C Uyeg B(z,7;), il existe L C K fini tel que K C Ugzep B(x,1,).
Vu le lemme de recouvrement de Vitali dans le cas fini, il existe donc N fini tel que

K C U B(z,3ry).

zeN

On obtient alors

mes (K) < mes (U (z,3r, ) < Zmes (z,3r,)) = 3¢ Zmes(B(x,rx))

zeN rzeN zeEN

SN LT

< 3d HfHLl(Rd)
J— C .

Théoréme A.1. (Théoréme de différenciation de Lebesgue)
Soit f € LY(RY), presque tout x € R? est un point de Lebesgue.

Démonstration. (tirée de [69])
Pour tout z € R? et r > 0, on pose

1) = BT o, T~ @

puis

T(f)(x) = limsup T,.(f) ().

r—0+t

Soit k£ € Ny, on sait que les fonctions continues sont denses dans Ll(Rd) donc il existe une
fonction continue g telle que || f — gkl 1 (ge) < 3
Posons hy, = f — g, on a alors

1
L) < gy o Ol )

T(hi)(x) < Mhy(x) + [hr(2)].

Comme [ = g+ hg, on a T,.(f) < T,.(gx) + T-(hx). En passant a la limite supérieure et en
tenant compte du fait que T'(gx) = 0 par continuité de g, on obtient que

et

T(f) £T(hi) < Mhy + |hy.
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Soit ¢ > 0 et posons ¢ = §. On a
{z:T(f)(x) >2d} C{x: Mhy(z) > YU {z: |h|(z) > '}
Au vu de I'inégalité maximale de Hardy-Littlewood, on sait que

3| | 1 e 3¢
: Mh ny < ZTPIEERD 2
mes ({x k() >} < ” < or

D’autre part, on sait que

”thLl(Rd)

mes ({r : el () > }) < "2k i

On en déduit donc que pour tout k € Ny,

mes ({z : T(f)(z) > 2}) <

d’ou

mes ({z : T(f)(z) > 2¢'}) < mes < m ({x: Mhg(z) > Y U{x: |hel(z) > c’}))

keNy
d
< 3*+1
ck

pour tout k € Ny. Ainsi
mes ({z : T(f)(z) > ¢}) =mes ({x : T(f)(z) > 2]} = 0.

On a donc montré que pour tout ¢ > 0, {z : T'(f)(z) > c} est négligeable, ce qui suffit
car

T #0} = J fo: T > .

meENy

O

Remarque A.1. On remarque facilement que le résultat précédent reste valable pour

fe L (RY.

loc

B Résultats annexes pour la fonction de Brjuno

Proposition B.1. Awvec les notations du lemmel[3.2.5, on a

1/p

1/p
(/’YK(t)p dt) S 8ph1/p7K(:(:) +pq—(610gQK +4>
I K
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Démonstration. Comme on a

on en tire que

(/IWK(t)p dt> e _ (/1 (Bic—1(£)* Brc 1 (£) > Tog(1/ak (1)) dt> 1/p
= (/f (B (1) log(1/a(1)))” dt> "

Or, on sait que o/ (t) = (—1)% B2, (t). Ainsi, on a

([owterat) Y (/ R ) v

De plus, on sait que Uintervalle ax(I) a pour extrémités ax(x — h/2) et ax(x + h/2).
Grace au théoréme des accroissements finis et comme

Pr-1 > ——,
e drx + 9Kk -1

on en tire que

lag(x £ h/2) —ag(z)| <

On distingue deux cas :

e 4¢% h < ak(r) : on a alors pour tout u € ax(I),

1
- <
u ~ ag(zr)’

</17k(t) dt> Vp < g log(2/ap(z)) (/OCKm du) 1/p

< g5 log(2/ay(x)) dqi h'/?

et done

4ht/P

dK

< 4log(1/ak (x)) WP 2Bk () +

3pL/p
< 8hMP () + :
qK

log(2)
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® 4qj h > ax(z) : En utilisant la proposition [3.2.4} on a

1/p
(/VK(t)p dt) < sup Br_1(t) e? pht/? log(1/h)
I

tel

e
< q—Kphl/p log(4q%</a;(($))

e phl/p
= — phPlog(1/ak(x)) + ———(2elog 2 + 2elog qx)
4K i

1 D hl/p
<6ph'P oy (z) + (6log gx + 4).
dK
0
Lemme B.1. Soient p > 1 et m,n € Ny tels que 1 < m < n. On vérifie que
"1 <3 n—m
ZZ lp+2 - mP+1 TL‘
Démonstration. On a
~ 1 _ 1 tdt 1 1 1 1
lz: [p+2 — mpt2 + L, P12  mpt2 + p+1 \mpt? el
1 nPtl — mptl
- mp+2 + (p+ 1) mp+1 ppt+l
1 (n—m) 3% _onP~m!
- mp+2 (p+ 1) mptl prtl
1 n—m
- mp+2 mp+1 n'
Or, comme 1 <m <n-—1,onam(n—m)>n-—12>n/2. Ainsi, on en tire que
1 n—m
mp+2 - mp+1n’
d’ou la conclusion. ]

Proposition B.2. Avec les notations du lemme|3.2.5, si k > K, alors

(/Ivk(t)p dt) e O reg(1/h),

T qr+1lFh-k

esin—m=1:

esin—m>2:

(n —m)'/?

1/p
t)P dt <C .
(/I '7k< ) ) = q}{+2/P Fy_ e mi+1/ppl/p
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Démonstration. Les cellules de profondeur K + 1 incluses dans ¢ sont les intervalles

{SPK + Pr-1
Q=9 —

:l<s<l+1}, [>1.
Sqx + 4K -1

Par définition de m et n, on a clairement
v+ (-1)hn/2ec, etax+(-1)5th/2cr,.

De plus, I est inclus dans I'union des ¢;, m <[ < n. Ainsi, on obtient que

( /1 %(t)pdt) v < (g,; / Br1(t)" log(1/a(t))? dt) Up. (1)

On utilisera dans cette démonstration la relation

1

Bii < ——
e dj1+1 F}2+1
valable pour tous j; € NU{—1}, j» € N et résultant du fait que pour tout j > —1,

1
By < —.
qj+1

eSin—m=1:Comme ] C¢,UC,;1, pour t € I\c,, on trouve que
ax+1(t) € {max + qx—1,(m + Vg + g1}
En particulier, pour ¢ € I\c},, on a

qr+1(t) S Mgk + qr-1
qr+1(x) = (m+1)gx + qr—1

1
> —.
-2

Ainsi, on a

P 1/p
B () 1og<1/ak<t>>) dt)

(
/I<qK+1(ZL‘) Br-1(t) 10g<1/ak(t)))p dt) Lp
5

P 1/p
dren() 1 1og<1/ak<t>>) dt)
< ———eYPphtP log(1/h),

ou la derniére inégalité résulte de la proposition |3.2.4
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oSin—mEZ:Enutilisantet ,ona

(friera)” < (zﬁiﬁ% )

- Fk K 4K (Z/ log(1/eu( ))pdt> ’

ot la deuxiéme inégalité résulte du fait que pour tout ¢t € ¢;, qxr1(t) = lgx + g1 > lgk-
En appliquant le changement de variable w = ax1(t) et en se rappelant que

O‘}<+1 = (_1)K+1 (gr41 + art1 QK>27

on obtient que

( [ty ar) "

| /\

1/p
aK Fk K \=* lp QK+1+qu)

n

1 ! 1\
< — log(1/agp_g_1(w))Pdwy —
q};z/p Fo x (/0 ( / 1( ) — [p+2

1/p
21/p 1
(/0 IOg(l/Oék K— 1 Z p—l—Q) .

- q+2/PFk X

En utilisant le lemme précédent et 'invariance de la mesure de Gauss par a;_g_1, on a

alors
1/p 1/ 1/p 1 1/p
6/P dw
< / Ye(t)? dt) S T = 1) ( / log(1/w)? )
I qx Fre_j miti/pnl/p 0 14+ w

<C (n —m)/»
- Q}:Q/p Fr_s mitl/p nl/p‘

Lemme B.2. Pour tout z € [0,1], on a

Démonstration. Pour x € ]0,1[, on a

TS T m@)
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et donc
T 1/a1(x)
/ B(A(t))dt < / B(A(t)dt = ) / (- - n> dt
0 0 n>ai1(z) (n+1)
n>aj(x) / TL + U
! 1
= B —d
[ o0 % G
n>aq(x)
9 1
< B(u)du = O(x),
< — | Bwdu=o@
puisque l'on vérifie que z ay(z) = z|1/x]| > 2. O

Lemme B.3. Pour tout x € ]0,1], on a
U(x) = xlog(l/z) +  + O(z?)

et
U(1) — (1 —z) = xlog(l/x) + z + O(z* log(2/x)).

Démonstration. En utilisant I’équation fonctionnelle (3.4) et le lemme , on a

U(x) = /Ow (log(1/t) +t B(A(t))) dt = /Ow log(1/t)dt + O (m /Om B(A(t)) dt)
= zlog(1/x) + z + O(2?).

Pour établir la deuxiéme inégalité, il suffit de traiter le cas x € |0,1/2[. En utilisant a
nouveau (3.4)), on a

V() —V(l—2)= /11 t B(A(t)) + log(1/t) dt = /11 tB (1 — 1) + log(1/t)dt

Par changement de variable u = (1 — )/t et en utilisant la premiére égalité de ce lemme,

on obtient
©/(1=2) /' B(u) du
U(l) —v(l —2) = X L oe(1 T
W-v(-a) = [ (1+u+og +w)u+uy

z/(1-x)
_ /0 (B(u) + O(u B(w)) + O(u)) du

1og<1;x)+ T 4 O log(1/2))

1—=
= xlog(1/z) + = + O(2* log(2/z)).
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Proposition B.3. Soit © = p/q un rationnel de |0, 1] sous sa forme irréductible, si |h| <
2/(3¢?), alors

%/:Jth(t)dt M B(x >+O<qh1°g (qZThI)>’

ot le O est uniforme en q et h.

Démonstration. On sait que x peut s’écrire d’une et une seule fagon sous la forme
T = [0, bl, vy bK]

avec K € Ny, b; € Ng Vi € {1,..., K} et bx > 2 (on dit que z est de profondeur K). On
remarque que = est une extrémité de deux cellules de profondeur K :

o ¢ d’extrémités [0; by, ...,bx_1,bx — 1] = qp;iKl et ,

o ¢ d’extrémités x et [0;bq, ...,k 1,bk + 1] = pq_iZj(f i

Comme by > 2, on a g1 < ¢/2. Ainsi, la longueur de ¢ est

1 1
(q—qx-1)q = ¢*

et la longueur de ¢’ est
1 S 2
(g +qx-1) — 3¢*
Ainsi, en utilisant I’hypothese sur h, on a

2 2
|z, x4+ h[ C x—g—q2,x+3—q2 \{z} ccur.

Si K est pair, les éléments L=2E_ r et M
q7QK—1 q+aqK

éléments se suivent dans 'ordre inverse. On a donc

se suivent et si K est impair, ces mémes

(—-)*h>0ex+hed.

On a

qf(x+h)—x1/(x):/:+ b dt — Z/ dt+/ Bie1(t) Blax(t)) dt.

k<K

Or, en utilisant (3.11]) du lemme [3.2.3] (en remarquant que x peut étre rationnel dans I),
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on a

/w S ((t) — )

z k<K

3
< §h2 ZQk-i-l

K
h? (Z(Qk — Qr—1) + qr—1 + QK)

k=2

[ S - nBw

z k<K

IN

h2 3(]1{

=
[N
=

IA
NI O W M| W

Il reste donc & montrer que

z+h 2
[ st Blate de = 0B L o2 10g(1 /) 3)

La fonction oy est définie sur chacune des cellules ¢ et ¢’. Si x 4+ h appartient a ¢ (resp.
¢'), on prolonge o (par continuité a droite ou a gauche en fonction de la parité de K) a

cU{x} (resp. ¢ U{z}).
On effectue le changement de variable u = ak(t) dans I'intégrale de . On distingue deux
cas :

e (—1)X h > 0 : I'intervalle d’extrémités x et z + h est alors inclus dans ¢/. Comme on a

qt —p
—qr_1t + pr_1’

ak(t) =
et en utilisant (3.10)), on en tire que

z+h ak (z+h) U
/ 6K_1(t)B(aK(t))dt:(—1)K/ Blu) — 2

x(2) (q+aqr-1)*

On peut calculer les bornes de cette derniére intégrale. On a directement ak(z) = 0 et

e+ h) = ap/g+h)—p  _ ¢ h
—qx-1(p/qa+h) —pk-1  —qx-1P — qx-19h + DPK-1¢
2
I L
- |h|q dK—1 '

Ainsi, y € )0, 1] puisque gx—1 < ¢/2 et, en utilisant les lemmes et on en déduit
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que

Sy

[ et Blaoyar = S [N gy 2

(1 +ugr-1/q)®
=S5 [MBw (4 o) du

= E e+ Sy

(‘q? Olog(1/1)?).

+

e (—1)!X h < 0 : l'intervalle d’extrémités x et z + h est alors inclus dans . On a

(¢ —qr-1)t —p+pr—1

oai(t) =
x(?) —qr—1t + Ppr—1

On trouve donc ag(z) =1 et

— QK- —(p— pr- h(qg—qx- hq?
oz +h) = (9= ax—)p/a = (P —px-1) +hlg —ax-1) _ _ha
—x-1P/q+ PK—1— qrx-1h (=1)" —qax—1h
=:1 _y/7
avec 9
J = |hlq <2
1+ |hlggr—1 — 3
En utilisant le lemme [B.3] on en tire que
x+h Kt 1 du
~1(t) Blak(t))dt = (—1)"~ B(u
[ e Blox@ar = (0 [ B S

_ Hq# /;y/ B(u)du+ O (q—3 /;y/ B(u) (1 — u) du)

_ ﬁ/l Bu)du+O(q~*y™ log(1/y/))

q3
(¥ K (1K

1
e y’log(l/y’)+(q3 y + 7 O(y")

+0(q7 y” log(1/y)).

Ainsi, dans les deux cas, pour # =y ou ¢/, on a

sgn h sgn h

z+h
[ s Blasco) de = 5 0 1og(1/6) + 52 1 0767 0gt2/0).
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Comme qr_1 < q/2 et |h| < 2/3¢?, on sait que

log(1/0) = log(1/¢*|h]) + O(q* h),
et
0 = ¢ |h| + O(R* ¢*).
On en déduit alors , d’oul la conclusion. O
Les résultats précédents sont nécessaires pour déterminer les p-exposants de la fonction

de Brjuno. Ils sont également utilisés ([6]) pour démontrer la caractérisation des nombres
de Brjuno annoncée a la proposition [3.2.3]. Il faut établir un résultat intermédiaire.

Pour rappel, pour ¢ € [0, 1], on pose

Proposition B.4. Soit x € X un nombre de Cremer. On a

lim Wz +h) - W) = 4o00.
h—0+ h

Démonstration. Pour tout h > 0 et pour tout K € N, on a

xp(whf)b—\lf(x) .- /ﬁ > wtydt =Y " h /f (1) dt.

z k<K k<K

Comme z est irrationnel, les fonctions 7, sont continues en x et on a donc, pour tout

K €N,

.. Y+ h)—¥(x)
1 f > E .
o h = k<K7’“($)

On en tire la conclusion car le membre de droite tend vers 'infini quand K tend vers I'infini
puisque z est un nombre de Cremer. O

Proposition B.5. Les points de Lebesque de B sont exactement les nombres de Brjuno.

Démonstration.
e La condition est nécessaire : cela résulte des propositions [B.3] et [B.4}

e La condition est suffisante : soit x € 4, on veut montrer que

x+h/2
lim b~ / B(t) — B(x)| dt = 0.

h—>0+ 7h/2

Par densité des irrationnels dans R, on peut supposer que les nombres x £+ h/2 sont ir-
rationnels. On pose I = [z — h/2,x + h/2] et soit K (h) le plus grand entier tel que I est
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inclus dans ¢(ay, ...,

apparaissant dans la définition de B en fonction de K :

1B = B@)lln < D Ik — (@)l )+ el g, + > Nl + 7> )

k<K

En utilisant (3.11)) avec p = 1, on trouve

k>K

ht Z e — (@) ||y £ Ch Z Qur1 < 3C hqg <

k<K

k<K

ol la derniére inégalité résulte de la proposition [3.2.9

6C

dK+1

)

k>K

ar). Comme on 'a fait déja plusieurs fois, on va séparer la somme

Ensuite, en utilisant la proposition avec p = 1 puis la proposition [3.2.2] on obtient

h_1||7K||L1<I) S Cl

On remarque que pour tout [ € N, on a

log((28)) _,

log 141

log qx 41

+2

qi q

qi+1

En effet, si ;41 > 2, alors grace a la proposition [3.2.9] on a

log((20:)~") < log(q1qi+1)

<2

q o q

qi

log 112

log g1

et si ajp 1 =1, alors q;11 < 2¢; et grace a la proposition [3.2.9 on a

log((24;)71) < log(qi+1q1+2)

q q

< log q141 I

ai

qi+1

|
9 0og QI+2'

En utilisant la proposition en procédant comme pour le lemme [3.2.3| et en appliquant

(4), on a aussi

1

RS il < G2 ( log(1/h)

qr+1 Fr—k

k>K k>K

K Fk—K)

<G Z (108;((25K+1)1) N

Gr+1 Fr—k

qK

)
Fr_k

(i i 10g grc42
dK+1

log dK+3 ) Z

qK+2

k>

1 lo
e (__%_ gaK+2
aK qK+1

10qu+3)
dK+2

K

FkK
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Enfin, la proposition [3.2.2] assure que
log(2 gr+1)
> o) <) = =
k> K k> K U

Au final, on en tire que

_ Qe+1 + 1
WUB = B@)|pm < Cy Y 2
kSK qk

Or, comme =z € %, on sait grace a la remarque que le membre de droite de cette
derniére inégalité tend vers 0 quand K tend vers U'infini (et donc quand & tend vers 0). [

C Lemme pour un résultat de densité

Avant de démontrer le résultat, rappelons le résultat classique suivant (on peut trouver
la démonstration dans [I12] par exemple).

Proposition C.1. (Inégalité de Young) Soient p,q,r € [1,+0o0] tels que % +$ =1+1
Pour toutes fonctions f € LP(RY) et g € LU(RY), la fonction f * g est définie presque
partout sur R et appartient o L' (R?). De plus, on a

Hf*QHU(Rd) < HfHLP(Rd)HgHLq(Rd)'

On peut a présent démontrer le résultat. Remarquons que dans la démonstration, les
constantes C, (', ... apparaissent plusieurs fois, elles ne sont évidemment pas spécialement
égales, le contexte étant suffisamment clair a chaque fois.

Proposition C.2. Soient ¢ une fonction réelle non négative dans D(Rd) telle que

/ o(z)dr =1

Rd

et telle que [¢] C B(0,1), p € [1,400[, f € LP(RY), et posons pour tout A > 0,
fr=2p(\) * f.

Soient zy € R? et ¢ € B tels que b(¢) > —% et supposons que soit il existe n € N tel que
n < b(¢) < b(¢) <n+1 ou soit que b(¢) < 0. Alors, si f € ti(zo), on a

1Ax = Fllzp o) = O

Démonstration. On peut évidemment supposer, sans perdre de généralités, que xg = 0.

Comme rappelé précédemment, on sait que les fonctions fy sont dans LP(R?) N C=(R?).
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e Montrons en premier lieu le cas ot il existe n € N tel que n < b(¢) < b(¢) < n + 1.

Pour tout A > 0, on pose Ry = f\ — P, ou P, désigne le polynéme de Taylor de f) en 0 a
I’ordre n.
Soit P un polynome de degré au plus n tel que

r=2|| f — P||oB0.ry) € 0(6(r)) quand r — 07,

et posons R = f — P.
Soit > 0, on sait que

Rl @ony € Ca” PRI < (r)é(n),
ot £(r) N\, 0 quand r — 0.
Soit a € N? tel que |a| < n, remarquons que

D*Py(0) —s D*P(0). (5)

A——+o00

En effet, par définition de Py puis de f,, on a
D*Py(0) = D*f2(0) = D* (M (A\-) * (P + R)) (0)
= /dkdw(—ky) D*P(y) dy+/d(—1)'”d+""D%(—Ay) R(y) dy.
R R

Par changement de variable u = —Ay et vu nos hypotheéses sur ¢, il est clair que le premier
terme tend vers D*P(0) quand A tend vers U'infini.
En ce qui concerne le deuxiéme terme, on a

Aﬁ‘”'”dHMD%(ﬂ@ R(y) dy’ < G /B oy Oy < (%) Al 6 G) |

ce qui montre que le deuxiéme terme tend vers 0 quand A tend vers I'infini vu le point (i)

de la proposition puisque
laf <n < b(e),

et on obtient donc bien (5)).
Soit A > 0, pour tout = € R?, on a

Ry(z) = falz) — P\(z)

= [ (N0 = 3 (e 22 e | iy,
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ou la derniére égalité est justifiée par le fait que comme P est un polynéme de degré au

plus n, on a

(Mp(A) * P)(x) = / Nip(~Ay) Pz + y) dy

R4

= /Rd Mo(=xy) ) %ﬁy)w“ dy

laj<n

= Y e+ PO

loe|<n |

N /Rd Z (—1)|a)\d+alwxa P(y) dy.

laj<n

Or, grace a I'inégalité de Young (pour p = p,q = 1,7 = p), pour tout r > 0, on a

= A% (A) * Rl Lo (B(0,1))

/Rd A oA —y)R(y) dy

Lr(B(0,r))
<IN o) B0 1Rl e300
< | Rllze(B0.2r))
= (QT)d/p (QT)_d/p ||R||Lp(3(o72r))
< O (2r)¥P e (2r) ¢(2r)
< O3/ 2 p /e £(21) 3(2) (1)
= O ri/r e(2r) o(r)

et en posant

A0 = [ 3 (e A )y

!
on a également

A
Al LBy = >

laf<n

< AN RD* (=) sy | e

laj<n

o 1 - @
<C, Z Al (X) ||R||L1(B(O,1/)\)) [ - ||LP(B(07T))

laf<n

1 1 o
o g () mn

laf<n

< Z Al ¢ (%) b (%) plal+d/p.

laf<n

d+|af
af!

[ Do) Ry

Lr(B(0,r))
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Si on suppose que r > 1/A, comme

1 T —(1
Z) = )< _
¢ ()\) ¢ <r/\> <o) (7“)\) ’
on en déduit, grace a la remarque m (premiére partie, R = 1) et en choisissant 6 > 0
tel que b(¢) — 0 —n >0, que

1 — /(1
) < laf - [+ | plal+d/p
lAlle o, < € > Aele (A) )¢ (m) '

lo|<n

o 1 1\ )—o alsd)
<" a - _ «a p
<C |az<n)\ 5<)\> o(r) (7’)\) r
— pd/p o Z e (%) ¢(T)<M)—(b(¢)—6—\ocl)

|a|<n
1

< d/p o —
< r¥P " (1) (;ne (A)

< P C" 2(2r) ¢(r).
Au final, pour tout r > 1/, on obtient
I1Rall e (o)) < Cr¥Pe(2r) ¢(r), (6)

ou C' > 0 est une constante indépendante de r et A.
On s’intéresse a présent au cas ot < 1/A. Gréace a la formule de Taylor, on a

«a Dagp(—)\y) « n
XNz —y) = D XI5 a) < O X (Afe)™,
la<n '

et donc pour tout x € B(0,7),

9\
Ry < 02 (0lal)™ (3) IRlossm)
a2\ (2
S C%d ()\ |.T|) +1€ (X) (b <X> .

2 2 2 2
||R)\||LP(B([)7T)) <(Ce (X) ) <X> /\'ﬂ-&-lH A+l ||Lp(B(0,r)) < (e <X> 10) (X) A\t ntl+d/p

2 1
< o> (X) ¢ <X) /\n+1 Tn-&-l—i—d/p.

Ra(@)] < O X (el [

B(0,1/))

Par conséquent, on a comme précédemment
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On en déduit, grace a la remarque {4.1.4 (deuxiéme partie, R = 1) et en choisissant ¢’ > 0
tel que n 41 —b(¢) — &' > 0, que

7 z d/p n+1 L " z d/p n+1 - i
||RA||LP(B<O,T>)SCs(A)r ) e () < €7 ($) 1 0w o) 6

< 0”e (3) 190 (b
" 2 d/
< (e )T P o(r).

Cette relation et la relation @ permettent donc d’affirmer que pour tout r > 0,

2
o(r) " P Bl e oy < C (5(2r) +e (X)) :

*:= o(r) ' r™ PR — Ry|| ooy < D (5(27") +e (;)) Vr >0, (7)

et donc

ou D > 0 est une constante indépendante de r et \.
Soient p > 0 fixé et n > 0 tel que b(¢) —n > n, grace a la proposition {4.1.2] pour tout
r > p,ona

— D*Py(xo)|

L DYP(x 1 o
*S 925(7”) 17“ d/pr_f)\HLP(B(O,r)) +Cd Z | ( U)|a/|' ¢(T) 17“‘ |
|a|<n ’
< Cpr MR = gy + Cap Y PSR gy st
!
lal<n
D*P(xy) — D*Py\(x
< C'p p—b(¢)+n—d/p||f _ f)\“LP(]Rd) + Od,p Z | ( 0)|a|' A( 0)|¢<T) lp—é(¢)+n+|a|
la|<n )

Comme on sait que || f — fillzpge) = 0 quand A — 400 et que D*P5(0) — D*P(0) pour
tout |a| < n (cf la relation (), on en déduit que

sup o(r) ' 1= | R = Ryl om0 (8)

r>p

Montrons alors que

sup 6(r) ' =P[R = Rallze(so) 20,
r>0 +oo

ce qui suffira car on aura alors clairement la thése par définition de la norme ||.HT£(IO)
Procédons par I’absurde et supposons donc qu’il existe £ > 0 tel que pour tout A > 0, il
existe Ay > A pour lequel

sup ¢(r) "= || R — Ryl s > 5
r>
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Cela permet de construire une suite (\;);en, qui converge vers U'infini et telle que pour tout
j € N07

su]ggb( r)"r PR — Ry, ||lr B0y = K-
>

En particulier, si on fixe j € Ny, il existe 7; > 0 tel que

o(r)) 7P| R — Ryl e(mo)) = 9)

Comme la suite (\;);en, converge vers U'infini, il existe J € Ny tel que pour tout j > J,

2</<
“\N) 4D’

ot D désigne la constante apparaissant dans la relation ([7]).
Il existe aussi p > 0 tel que

[\DIZ/\‘

2r) < — Vr e |0,p|.
e(2r) <y D r €10, p]
Ainsi, grace a la relation , il existe J' € Ny tel que pour tout j > J',
_ K
sup ¢(r) "' =" | R = Ry, |l o0
r>p 2

On en déduit que, pour tout j > max{.J, J'}, r; < p au vu de I'inégalité précédente et de
I'inégalité @
Cependant, grace a la relation , pour tout j > max{.J, J'}, comme r; € |0, p|, on a

_ 2 K
¢(r;) "', d/pHR — Ry |lerBory)) S D ery) +e( ) ) <5,
’ \; 2

ce qui meéne donc a une contradiction au vu de l'inégalité @

e Passons maintenant au cas ou b(¢) < 0.

Il est alors clair que R = f et Ry = f) pour tout A > 0. Grace a l'inégalité de Young, pour
tous r,A > 0, on a

1Bl e (B0, = A (X)) * Fllezory < 1M @) LB | fllzeBo.r)
< |BllLr(B0.20)
< CriPe(2r) ¢(2r)
< C'rPe(2r) ¢(r).
On a donc l'inégalité (6)) et sir < 1/), alors on a e(2r) < £(2/)) et on obtient donc comme

précédemment la relation ([7]).
On conclut alors, comme on l’a fait pour le premier cas, en utilisant 1’égalité

S(r) IR = Ralleosom = 0(r) 7 ILf = Alleso.m),
valable pour tout r > 0, et en employant I'inégalité b(¢) > —d/p.
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D Lemmes pour la généralisation du théoréme d’exten-
sion de Whitney

Le résultat suivant est un équivalent de ’axiome du choix sur ZF. On peut trouver la
démonstration de cette équivalence dans [45].

Rappel D.1. (Principe de maximalité de Hausdorff (AC))
Dans tout ensemble partiellement ordonné, tout sous-ensemble totalement ordonné est
contenu dans un sous-ensemble maximal totalement ordonné.

Notation 1. Si B désigne une boule fermée de R? de centre z, et de rayon r, on note
B = B(x,5r).
Lemme D.1. Soit G une famille de boules fermées avec
R :=sup{diam B : B € G} < +o0.

Alors il existe une sous-famille F C G d’éléments disjoints deuz a deux telle que

UBc B

Beg BeF

De plus, pour tout B € G, il existe By € F telle que BN By # 0 et B C B\l

Démonstration. Pour 5 € Ny, on pose

Qj:gﬂ{BCRd:§<diamB§%}.
Il est clair que G = Ujen, G-
Construisons F; C G, pour tout j € Ny, et ce par induction.
Par le principe de maximalité de Hausdorff, on peut trouver F; C G; une sous-collection
maximale d’éléments disjoints deux a deux.
Soit j € Ny et supposons que Fi, Fs, ..., F;_1 ont été choisis, on choisit F; comme étant
une sous-collection maximale d’éléments disjoints deux a deux de

j—1
k=1

Ainsi, pour tout B € G,, il existe B, € Uizl]-"k tel que BN By # ().

Pour le voir, on procéde par I'absurde. Supposons que la famille 77 qui rassemble B et

tous les éléments de F; soit une collection d’éléments disjoints deux a deux de H;, cela
contredit la maximalité de F;. De plus,

diam B <

R R
— < 2 — < 2diam By
2i—1 2
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et donc B C B;.
Par conséquent, on a

d’otu la conclusion en prenant

]

Lemme D.2. Soit S C U C R? et supposons que h: U — 10, +00] est lipschitzienne avec
Lip(h) < A. Soient a,b > 0 tels que Aa, \b < 1 et supposons que la collection des boules
fermées

{BGG). s < 5

est constituée d’éléments disjoints deux a deux. Pour tout x € U, on pose

S, = {s € S: Blx,ah(x)) N Bls,bh(s)) # @} .

Alors, pour tout s € S, on a

1= X\ h(z) _ 14X
< <
14+ Xa = h(s) = 1—Aa

5] < <a+(b+1)(1+>\a))d<1+>\b)d‘ a1)

(10)

et

1—X\b 1—)a

Démonstration. Soient x € U et s € S,, il est clair que |z — s| < ah(x) + bh(s).
On en déduit donc que

|h(z) — h(s)] < Mz — s| < Aah(x) + \bh(s),
et donc on a
(I =Xb)h(s) < (14 Xa)h(x) et (1 — Xa)h(x) < (1+ Ab)h(s),
d’ot la relation ((10)).
Pour I'inégalité , on remarque que pour z € U fixé, si s € S, alors

1+ Xa

|z — s| + h(s) < ah(z) + (b+1)h(s) < ah(x)(b+1) T8

h(z) < 7 h(x),

ou y:=a+ (b+ 1),

Par conséquent, pour tout s € S, on a

B(s, h(s)) € B(x,vh(x)).
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En effet, si s € B(s, h(s)), alors
|z —§'| <l|x—s|+|s— 5| <|r—s|+h(s) <yh(z).

Comme on sait que {B(s, h(s)), s € Sx} est une famille constituée d’éléments disjoints
deux & deux, on a

Z mes (B(s, h(s))) < mes (B(s,vh(x))) .

SESy

Grace a la relation ((10), comme les constantes C se simplifient, on a donc

Sa (1553510) < X ah) < ath(a))

SESy
d’ou l'inégalité par définition de 7. ]

Lemme D.3. Soient E C R? fermé et U = {x € R | d(z, E) < 1}, il existe § € C®°(U\E)
et C' > 0 tels que
Cl'd(x,E) < 6(z) < Cd(x,E) Vr € U\E

et
|D(z)| < C(a)d(z, E)'™*l Yz e U\E, |a| > 0.

Démonstration. Pour tout « € U\E, on pose h(z) = 55 d(x, E). On considére le recouvre-
ment de U\ E par les boules fermées

{W, = U\E}.

Par le lemme , il existe un ensemble dénombrable S C U\ E tel que la famille

{B(s,h(s)), s € S}
est constituée d’éléments disjoints deux a deux et tel que
RU\E D {UB(S,E)h(s)) s € S} S U\E.

En posant A = 2—10, il est clair que h est lipschitzienne sur U\ E avec Lip(h) < A. Soit

x € U\E, en prenant a = b = 10 dans le lemme , pour tout s € S,, on a

h(zx)
<) 53 (12)

W

On a 6(z) := |S;| < C" et soit n : R — [0, 1] une fonction de C*°(R) qui vaut 1 sur |—oo, 1]
et 0 sur [2, 400
Il est clair que la fonction

YR —[0,1] : 2+ n(|z|)
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est dans C“(Rd) puisque 7 est constante au voisinage de 0.
Pour s € S, on définit la fonction

vs: U = R:xw— h(s) (gh_(;)

qui est évidemment dans C*°(U). On remarque que

[v.] € B(s, 10(s)).

>2:>¢(§h_(sj) =0

On remarque également que v, = h(s) sur B(s, bh(s)).
En utilisant la relation (12]), pour s € S,, on a

En effet,
x—s

5h(s)

|al
| D% (x)| < C" h(s) ( ) < ¢ 5lelgt=lel pg)t-lel,

5h(s)

On pose alors pour tout z € U,

0(x) = wilx) =) vi().

seS sE€Sy
Pour z € U\F, on a alors
d(x,E)  h(x) 3
50 5 = d(z) < 36(z) h(z) 20«9($) d(z, E)

20" > 0.

On en déduit le premier point en prenant C' = max{60, 50

Pour le deuxiéme point, pour tout z € U\E, on a
|D3(z)| < C" 571eI3t=lel p(2) Il o) < ¢ 5llglel gz, B)Llel,

d’ou la conclusion. O

E Espaces de Sobolev

Soient € un ouvert de R? et p > 1.

Définition E.1. Soit n € N, on définit I'espace de Sobolev
Wr(Q) ={f € LP(Q): D°f € L*(Q),|a| <n},

ot les dérivées sont a prendre au sens faible (i.e. au sens des distributions).
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On équipe en général cet espace de la norme donnée par
1o = S 1D Fllisco),

laj<n

ce qui en fait un espace de Banach.
Le résultat suivant est démontré dans [76] (voir théoréme 2.1.4 de [76]).

Théoréme E.1. Si f € LP(Q), alors f € WT(Q) si et seulement s’il existe une fonction F
égale a f presque partout sur S, qui est absolument continue sur presque tous les segments
de Q) paralléles aux azes et dont les dérivées partielles d’ordre 1 appartiennent a LP(£2).

Le résultat suivant est également prouvé dans [76] (voir théorémes 3.4.1 et 3.4.2 de [76])
dans un cadre un peu plus général ot ’ensemble de mesure nulle en question est en fait de
capacité de Bessel nulle.

Théoréme E.2. Sip > 1 et 1 < my < my vérifient (mg —mq)p < d et f € WP, (Rd),
alors il existe un polynome Q) de degré au plus my, — 1 tel que

—my1 ,.—d/p — — 0
r r Hf Q”LP(B(ZJ')) r—0+

pour presque tout x € R
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