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Introduction

Dans son article « A Mathematical Theory of Communications » [11] de 1948, Claude
Shannon[[] jette les bases d’une nouvelle théorie, la théorie de I'information. Il s’agit d'une
discipline scientifique & part entiére, qui est a la base de tout le systéme moderne des
communications, des ordinateurs et de I'immense révolution informatique du numérique.
L’idée de Shannon est de transmettre un message en envoyant une suite de "0" et de "1"
de telle maniére qu’a partir de cette suite de "0" et de "1", on puisse retrouver le message
de départ. La propriété d’étre uniquement déchiffrable doit étre vérifiée, c’est-a-dire que
toute suite de "0" et de "1" correspond & au plus un message. L’opération qui transforme
un message en une suite de "0" et de "1" est appelée le codage et I'opération inverse est
appelée le décodage. Ces opérations, qui consistent a transformer un message de départ
en un message codé puis de ré-obtenir le message de départ a partir de ce message codé,
existaient bien avant Shannon, notamment en cryptographie, mais Shannon est le premier
a utiliser des "0" et des "1", qu’il nomme "BITS" (contraction de « binary units »), pour
coder. De plus, Shannon s’intéresse a la taille du message codé (c’est-a-dire le nombre
de "0" et de "1" constituant la suite) et aimerait qu’elle soit plus petite que la taille du
message original et soit méme la plus petite possible. On parle alors de compression de
données.

Dans cet article révolutionnaire, Shannon spécifie les limites sur la compression et la
transmission de I'information indépendamment de la technologie employée pour compresser
ou envoyer l'information. Shannon a donc découvert une limite qui ne peut pas étre franchie
indépendamment de toutes les inventions futures. Il s’agit d’un seuil pour la longueur
moyenne, qui est le nombre moyen de chiffres binaires utilisés pour coder un symbole,
en dessous duquel on ne peut pas trouver de code. Ce seuil est ’entropie de la source.
Plus le codage aura une longueur moyenne proche de I'entropie, plus il sera efficace. Par
conséquent, un premier intérét de la théorie des codes réside dans 'optimisation possible
de la taille d'un message codé et ainsi dans le choix d'un codage le plus efficace possible.

Le codage proposée par Shannon dans son article, appelé codage de Shannon-Fano,
peut étre amélioré par le codage de Huffman mis au point par David Albert Huﬁmanﬂ

1. Claude Elwood Shannon (1916 - 2001), mathématicien, ingénieur électricien et cryptographe améri-
cain connu comme "le pére de la théorie de 'information".

2. David Albert Huffman (1925 - 1999), informaticien américain, pionnier dans le domaine de Uinfor-
matique.
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viii INTRODUCTION

alors qu’il était étudiant au MIT[] Il le publia en 1952 dans l'article « A Method for
the Construction of Minimum-Redundancy Codes » [8] . Ce codage fournit un code de
longueur moyenne minimale, tel qu’aucun mot ne soit le préfixe d’un autre. Cependant, ce
codage n’est vraiment pas trés robuste contre les erreurs. En effet, il est facile de construire
des suites de mots de code arbitrairement longues qui sont brouillées par une seule erreur.
Autrement dit, I’ajout, la suppression ou la substitution d’un chiffre binaire dans le message
d’arrivée peut entrainer qu’on ne puisse méme pas obtenir une partie du message de départ.

Une alternative intéressante au codage de Huffman est un codage basé sur le systéme de
numération de Fibonacci. Malgré une compression qui n’est pas optimale (contrairement
au codage de Huffman), on obtient un code plus robuste contre les erreurs ainsi qu'un
processus de codage plus simple et un processus de décodage plus rapide.

La structure que nous adoptons dans ce travail est la suivante. Dans le chapitre 1,
nous présentons les concepts de base de la théorie des codes et les propriétés relatives a
celle-ci. Nous terminons ce chapitre en donnant quelques exemples de codes dont le code de
Huffman. Le cours universitaire « Théorie des Codes : Compression, Cryptage, Correction »
[5] et le livre du méme nom |[6] sont principalement utilisés dans ce chapitre.

Dans le chapitre 2, nous nous intéressons tout d’abord au concept de compression et
nous introduisons dans ce cadre la notion d’efficacité d’'un schéma de codage. Nous pré-
sentons ensuite 1'algorithme de codage de Huffman permettant d’obtenir un code optimal.
Dans la suite de ce chapitre, nous mesurons la sensibilité d’un code lorsqu’une erreur sur-
vient dans un message codé et cela permet de comparer des codes selon leur robustesse
contre les erreurs. Finalement, nous introduisons le concept d’entropie et nous présentons
deux propriétés intéressantes que peut avoir un code, a savoir d’étre complet et universel.
Les sources [1], [4], [5], [7], [9] et |11] sont les principales sources utilisées dans ce chapitre.

Dans le chapitre 3, nous présentons différents schémas de codage basés sur le systeme
de numération de Fibonacci et nous les comparons entre eux. Ces codages constituent
un excellent compromis entre efficacité et robustesse contre les erreurs. Ce chapitre se
base essentiellement sur les articles « Robust Transmission of Unbounded Strings Using
Fibonacci Representations » de Apostolico et Fraenkel [1], et « Robust Universal Complete
Codes for Transmission and Compression » de Fraenkel et Klein [7].

Nous terminons ce travail par une conclusion dans laquelle nous reparcourons et com-
parons les différents codes étudiés.

En annexe, nous implémentons en C les processus de codage et de décodage de Fibonacci
présentés dans le chapitre 3.

3. Massachusetts Institute of Technology.



Chapitre 1

Notion de codage

Ce premier chapitre introduit les définitions et propriétés de base de la théorie des
codes.

1.1 Premiéres définitions

Définition 1.1. Un alphabet 3 est un ensemble fini. Les éléments de X sont appelés lettres
ou symboles. Un mot sur X est une suite finie (et ordonnée) de symboles. La longueur d'un
mot est le nombre de symboles constituant ce mot. L’ensemble des mots non vides sur X
est noté Y.

Définition 1.2. Un code C sur un alphabet Y est un sous-ensemble de X uniquement
déchiffrable, c’est-a-dire pour tout z = z---x, € X1, il existe au plus une suite ¢ =
creCm € CT telle que

CL  Coy =T T

Un élément ¢; de C' est appelé mot de code, sa longueur est notée |¢;| ou I(¢;). Larité du
code est le cardinal de Y. Dans la suite, on s’intéresse principalement aux codes d’arité 2
que l'on appelle aussi codes binaires.

Proposition 1.3. Tout sous-ensemble non vide d’un code est encore un code.
Démonstration. C’est immédiat. O

Définition 1.4. Soit C' un code sur un alphabet ¥ et soit A = {ay, as,...} un ensemble
fini de méme cardinal que C'. On appelle fonction d’encodage de A dans C' toute bijection
de A dans C'. Pour une telle bijection f : A — C donnée, 'ensemble A est appelé alphabet
source, ses éléments sont les éléments en texte clair et les chaines sur A sont appelées
messages. Le couple (C, f) est alors appelé schéma de codage pour A.

Remarque 1.5. Le fait qu’un code soit uniquement déchiffrable est indispensable pour
assurer qu’'un message quelconque puisse étre déchiffré sans ambiguité. L’exemple suivant
permet de s’en rendre compte.
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Exemple 1.6. Supposons qu’on veuille coder les lettres de I'alphabet par les entiers de
0 a 25. Cet ensemble d’entiers n’est pas uniquement déchiffrable puisque 21 par exemple
peut étre vu comme 21 ou comme 2 concaténé avec 1. On a donc A = {A,..., 7}, ¥ =
{0,1,...,9}, C ={0,...,25} et f défini comme suit :

FA) =0, f(B)=1,...,f(J) =9, f(K) =10, f(L) = 11,..., f(Z) = 25.

Le message codé "1209" peut alors correspondre a différents messages : BUJ ou M AJ ou
BC AJ puisque 'on ne sait pas si il s’agit de 1 suivi de 20 suivi de 9 ou de 12 suivi de 0
suivi de 9 ou de 1 suivi de 2 suivi de 0 suivi de 9.

Proposition 1.7. Soit ¥ un alphabet. Un sous-ensemble C' de ¥T est uniquement dé-
chiffrable si et seulement si pour toutes suites ¢ = ¢ ---c, et d = dy---d,, de CT, nous
avons :

c=d= (n=m et ¢;=d; pourtout i=1,...,n).

Démonstration. Procédons par contraposition. S’il existe deux suites ¢ ---¢, et dy---d,,
de C'T telles que
C1 ey =dy - dy,.

avec n # m ou ¢ # d; pour au moins un ¢, alors ’ensemble C' n’est pas uniquement
déchiffrable au vu de la définition.

Pour la réciproque, procédons de nouveau par contraposition. Si I’ensemble C' n’est pas
uniquement déchiffrable, alors il existe deux suites ¢; -+ - ¢, et dy ---d,,, de CT telles que

cr-cp=dy-d,,.

et qui ne sont pas identiques c’est-a-dire que soit n # m, soit il existe un ¢ pour lequel

Exemple 1.8. Sur 'alphabet ¥ = {0, 1},

— Pensemble C' = {0,01,001} n’est pas un code. En effet, il n’est pas uniquement
déchiffrable : la suite 001 peut s’obtenir soit en prenant le troisieme mot de code ou
soit en concaténant les deux premiers.

— Pensemble C' = {0, 10,110} est un code. En effet, si il existe deux suites ¢; - - - ¢, et
dy---d, de C* telles que
cLooey=dy-d,,

alors

- si ¢; = 0 alors d; = 0 obligatoirement

- si ¢ = 10 alors d; = 10 obligatoirement

- si ¢; = 110 alors d; = 110 obligatoirement

et en procédant de proche en proche, on trouve que n = m et que ¢; = d; pour tout
7.
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Théoréme 1.9 (Kraft). Il eziste un code sur un alphabet 3> dont les mots {ci,...,c,} sont
de longueurs ly, ..., 1, st et seulement si

"1
2T

Démonstration. La condition est nécessaire. Notons ¢ le cardinal de ¥ et m la longueur
maximale des mots de C'. Pour 1 < k < m, soit r; le nombre de mots de longueur k. Pour

u € Ny, on a ,
(7)) - (5%)

Si on développe le membre de droite, on obtient une somme dont chaque terme est de la
forme

/r’l.l P /r'l.u
qll"l"‘l‘lu
avec 7; € {1,...,m} pour tous j € {1,...,u}. En regroupant pour chaque valeur s =

i1 + ... + 1, on obtient les termes

S
i1+...+iy=s q

Soit N(s) = >, . s _sTi """ Ti,, le nombre de combinaisons de mots de C' de longueur

totale s. On obtient alors Y
(Z _l> - Z qs '

i=1 7 s=u
Dans le membre de droite, on somme sur s allant de v & mu puisque d’une part, si 1; =
io = ... =1, = 1 alors s = u et ne saurait pas étre plus petit. D’autre part, si i; = i, =
. =1, = m alors s = mu et ne saurait pas étre plus grand.
Comme C' est uniquement déchiffrable, deux combinaisons de mots de C' ne peuvent
étre égales au méme mot sur X. Comme C' est d’arité ¢ et que N(s) est inférieur au nombre
total de messages de longueur s sur 3, on a que N(s) < ¢°. Par conséquent,

n 1 u
(Z l{) <nmu—u-+1<mu.

=1 q

En prenant la racine v — iéme, on obtient

1 u
> < ()t

—~ q"

En prenant la limite pour u tendant vers I'infini, on obtient

n

> pst

q’L
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D’ou le résultat, puisque ¢ = |X|.
La condition est suffisante. C’est une conséquence du théoréme [1.30| que nous verrons
plus loin. O

Remarque 1.10. Ce théoréme permet dans certains cas de dire qu’un sous-ensemble de
Yt n’est pas un code. Par exemple, prenons ¥ = {0,1} et C = {0, 10,11,110}. Alors, par
le théoréme précédent, C' n’est pas un code puisque

4

Zl_1+1+1+1_9>1
oL 9 92 92 923§ '

i=1

Le résultat suivant, dont la preuve se trouve dans [4], étend le théoréme de Kraft au
cas infini.

Théoréme 1.11 (Kraft généralisé). Il existe un code C sur un alphabet ¥ dont les mots
{c1,¢ca,...} sont de longueurs ly,ly, ... si et seulement si

> ’;li <1. (1.1)

c,eC

Définition 1.12. Soit ¥ un alphabet. Un sous-ensemble C' de X7 est dit préfiziel si aucun
mot de C n’est le préfixe d’'un autre. Autrement dit, pour tout couple de mots distincts
(c1,¢) de C, co n'est pas un préfixe de ¢.

Exemple 1.13. Soient ¢; = 101000, co = 01 et c3 = 1010. Le mot ¢, est ni un préfixe de ¢;
ni de ¢3 mais par contre cs est un préfixe de ¢;. Par conséquent, 'ensemble C' = {¢1, ¢o, c3}
n’est pas préfixiel.

Proposition 1.14. Soient ¥ un alphabet et C' un sous-ensemble de X+. Si C' est préfiziel
alors C' est un code.

Démonstration. 11 suffit de montrer que C' est uniquement déchiffrable. Procédons par
I’absurde et supposons que C' n’est pas uniquement déchiffrable. Il existe alors un mot
reXttellequexr =ci---¢=di---dy, les ¢ et d; étant des mots de C et ¢; # d; pour au
moins un 4. Prenons le plus petit i tel que ¢; # d; (c’est-a-dire pour tous j < i,¢; = d;).
Alors |¢;| # |d;], sinon, vu le choix de 4, on aurait ¢; = d;, ce qui est en contradiction avec
la définition de i. Si |¢;| < |d;], ¢; est un préfixe de d; et dans le cas contraire d; est un
préfixe de ¢;. L’ensemble C' n’est donc pas préfixiel. ]

Un tel code est appelé code préfiziel.

Remarque 1.15. La réciproque de la proposition [I.14] est fausse. Par exemple, le code
C' = {0,01} n’est pas préfixiel.

Définition 1.16. Soit ¥ un alphabet. Un sous-ensemble C' de T est dit de longueur fize
si tous les mots de C' sont de méme longueur. Sinon, il est dit de longueur variable.
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Exemple 1.17. L’ensemble C' = {00,01,10,11} est de longueur fixe. L’ensemble C' =
{0,01} est de longueur variable.

Proposition 1.18. Soient > un alphabet et C' un sous-ensemble de X. Si C' est de lon-
gueur fize alors il est préfiviel. En particulier, C' est un code.

Démonstration. C’est évident car si un mot de I’ensemble est préfixe d’'un autre alors ce
sont les mémes mots vu qu’ils ont la méme longueur. Le fait que C est un code est immédiat

vu la proposition [1.14] O

On parlera de code de longueur fize pour désigner un tel code. Un code dont les mots ne
sont pas de méme longueur est dit de longueur variable.

1.2 Quelques codes

Voici quelques codes binaires classiques dont on reparlera dans la suite.

1.2.1 Code unaire

Le code de longueur variable le plus simple est le code unaireEI U ={1,01,001,0001,...}.

Pour tout naturel non nul 7, le 7" mot de code se compose d'un 1 précédé de i — 1 zéros.
Il s’agit bien d’'un code car il est préfixiel. Désignons par U,, les n premiers mots de U.

1.2.2 Code de rampe logarithmique

Nous définissons ce code, noté R, par sa fonction d’encodage. Notons rep,(z) la repré-
sentation binaire standard (avec 1 de téte) de l'entier non nul x. L’élément en texte clair
a; est codé par 0. Pour ¢ > 1, a; est obtenu de la maniére suivante. On part de repy(7). Si
ce dernier est de longueur strictement supérieur a 2 alors il est préfixé par repy(|logei]) et
le processus consistant a placer récursivement la représentation binaire de la longueur d’un
mot = moins 1, autrement dit rep,(|logsx|), devant ce mot est répété jusqu’a ce qu'un mot
de longueur 2 soit obtenu. Etant donné que tous les mots repy(x) ont un 1 de téte, 0 est
utilisé pour marquer la fin de la rampe logarithmique. Désignons par R, les n premiers
mots de R.

Exemple 1.19. Regardons les différentes étapes dans les cas ot i = 16 et ¢ = 35.
1. Pour ¢ =16 :

(a) repy(16) = 10000
|10000| = 5 > 2 — on continue

1. Cette terminologie peut préter a confusion puisqu’il s’agit bien d’un code binaire. Néanmoins, ce
code binaire est particulier puisque si on enléve la derniére lettre de chaque mot de code, nous obtenons
bien un code d’arité 1 (si on ne tient pas compte du mot vide), d’ou appellation.



6 CHAPITRE 1. NOTION DE CODAGE

(b) repy(|log216]) = repy(4) = 100
|100| = 3 > 2 — on continue

(¢) repy(|logad]) = repy(2) = 10
|10| =2 < 2 — on s’arréte
L’élément a6 est donc codé par 10-100-10000-0 ou les tirets sont ajoutés pour plus
de clarté.

2. Pour ¢ =35:
(a) repy(35) = 100011
|100011| = 6 > 2 — on continue

(b) repy([l0g235]) = repy(5) = 101
|101| = 3 > 2 — on continue

(c) repy(|logs5]) = repy(2) =10
|10] = 2 < 2 — on s’arréte
L’élément ass est donc codé par 10-101-100011-0.

L’ensemble R est bien un code car il s’agit d'un ensemble préfixiel. On peut s’en rendre
compte en étudiant la procédure de décodage décrite ci-dessous.

1. Soit une variable N initialisée a 1.

2. Si la lettre suivante est un 0, on s’arréte. L’élément en texte clair décodé est ay.

3. Si la lettre suivante est un 1, alors lisons NN lettres supplémentaires, et utilisons ce
nombre binaire comme la nouvelle valeur de N. Retour a ’étape 2.

Exemple 1.20. Pour décoder le mot 10100100000, voici les différentes étapes :

e Soit N = 1. La premieére lettre est 1. On est donc dans le cas 3. On lit alors N =1
lettre supplémentaire ; autrement dit, on lit la lettre suivante, qui est 0, et N devient 2.

e La lettre suivante est 1, on lit donc 2 lettres supplémentaires, c’est-a-dire 00. La
variable N devient 4.

e La lettre suivante est 1. On lit donc les 4 lettres suivantes, c’est-a-dire 0000, et N
devient 16.

e La lettre suivante est 0, la procédure s’arréte. L’élément en texte clair décodé est aqg.

1.2.3 Codes L(m) et G(m)

Définition 1.21. Soit m# = 7 - - -, un mot binaire arbitraire de longueur k£ > 1 que l'on
appelle le motif. Il est clair que pour tout entier k, 2¥ motifs distincts existent. Un code
de motif ou code m est un ensemble C' de mots binaires, chacun de longueur au moins k,
de sorte que pour tout z = x1x9- - T, € C' (n > 0), 7 apparait dans x précisément une
fois, comme suffixe. Autrement dit, z,; = m; pour j =1,... .k, et aucun ¢ € [0,n — 1] est
tel que x;4; = m; pour j =1,... k.

Le motif 7 a une auto-corrélation 10 - - - 0 (k—1 zéros) si et seulement si aucun préfixe propre
de 7 n’est identique a un suffixe de 7. Par exemple, 7 = 1---10 a une auto-corrélation
10---0.



1.2. QUELQUES CODES 7

L’ensemble de tous les mots binaires de longueur supérieure ou égale a k dans lesquelles
7 apparait uniquement comme suffixe est appelé ’ensemble généré par 7 et est noté L(r).
On notera L,,(7) 'ensemble des n premiers éléments de £(7) classés par longueur croissante
des mots de code et selon 'ordre lexicographique pour les mots de code de méme longueur
en supposant que 0 est lexicographiquement plus petit que 1.

L’ensemble de tous les mots de la forme y = x7w, oll x est un mot binaire de longueur
supérieure ou égale a 1, tel que le motif 7 survient dans 7x7 uniquement comme préfixe et
suffixe, est noté G(m). Comme la condition sur les éléments de £(7) est moins restrictive que
la condition sur les éléments de G(7), il s’ensuit que pour tout 7, G(7) C L(7). Néanmoins,
le code G(m) n’est pas le méme que le code £(7). Un exemple montrant la différence est le
mot 01000101 qui est dans £(0101) mais pas dans G(0101).

Proposition 1.22. Tout code 7 est préfiziel. En particulier, L(m) et G(m) sont préfixiels.

Démonstration. Etant donné que le motif 7 apparait dans ton mot de code précisément
une fois comme suffixe, si un mot de code x est préfixe d'un autre 2/, alors il s’agit du
méme mot car sinon le motif 7 apparaitrait une seconde fois dans z’.

Puisque L(7) et G(7) sont des codes 7, on en déduit qu’ils sont préfixiels. O

Remarque 1.23. Le code unaire U coincide avec le code £(1).

1.2.4 Codes de Huffman

Définition 1.24. Un arbre de Huffman binaire est un arbre fini tel que tout sommet de
I’arbre posséde soit 0 soit 2 fils, c¢’est-a-dire qu’il est localement complet. On attribue le
label "1" a l'aréte reliant la racine locale au fils gauche et le label "0" au fils droit. Un
exemple d’arbre de Huffman est donné a la figure[I.T} Chaque feuille d’un arbre de Huffman
binaire correspond a un mot de {0, 1} : c’est la suite des labels des arétes du chemin allant
de la racine jusqu’a la feuille. La hauteur d’un arbre de Huffman est la longueur maximale
des mots de I'arbre. On appelle code de Huffman I’ensemble des mots associés aux feuilles
d’un arbre de Huffman.

Exemple 1.25. Le code de Huffman correspondant & ’arbre de la figure est donné par
{111,110, 10,0111,0110, 010,001, 0001, 0000}.

Remarque 1.26. On peut facilement généraliser la définition précédente pour des codes
de Huffman d’arité n.

Proposition 1.27. Un code de Huffman est préfiziel.

Démonstration. Si un mot de code ¢ est un préfixe d’'un mot de code ¢, alors le chemin
représentant ¢ dans ’arbre de Huffman est inclus dans le chemin représentant ¢’. Comme c
et ¢ sont, par définition, associés a des feuilles de I'arbre, ¢ = ¢’. Il n’existe donc pas deux
mots de code différents dont I'un est le préfixe de 'autre, et le code de Huffman est par
conséquent préfixiel. O
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FIGURE 1.1 — Exemple d’arbre de Huffman

Proposition 1.28. Tout code préfixiel est contenu dans un code de Huffman.

Démonstration. Construisons un arbre de Huffman a partir d’'un code C' quelconque pré-
fixiel. Soit un arbre de Huffman complet (toutes les feuilles sont a distance constante de la
racine) de hauteur supérieure ou égale a la longueur maximale des mots du code C'. Chaque
mot ¢; de C est associé & un chemin depuis la racine jusqu’a un sommet. On peut alors
élaguer le sous-arbre dont ce sommet est la racine (tous les mots pouvant étre représentés
dans les sommets de ce sous-arbre ont ¢; pour préfixe). Tous les mots de C' sont toujours
dans les sommets de I'arbre résultant. On peut effectuer la méme opération pour tous les
mots. On a finalement un code de Huffman contenant tous les mots de C. O

Remarque 1.29. Tout code préfixiel n’est cependant pas un code de Huffman puisqu’un
code préfixiel ne détermine pas toujours un arbre de Huffman. En effet, I’arbre correspon-
dant & un code préfixiel pourrait ne pas étre localement complet. Par exemple, c’est le cas
pour le code préfixiel {111,10,0110,001,0001}. Il est cependant contenu dans le code de
Huffman de I'exemple [1.25]

Le théoréme suivant fournit une condition nécessaire et suffisante d’existence de codes
de Huffman.

Théoréme 1.30 (McMillan). Sur un alphabet ¥, il existe un code de Huffman dont les
mots {c1,...,c,} sont de longueurly,... 1, si et seulement si

n

1
2 <!

i=1
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Démonstration. La condition est nécessaire. C’est immédiat en appliquant le théoréme 1.9
puisqu’un code de Huffman est un code en particulier (c’est une conséquence des proposi-

tions et |1.27)).

La condition est suffisante. Supposons que Y ., =

i=1 x|l
code de Huffman dont les mots de code sont de longue‘ul‘" l1,...,l,. Pour cela, construisons
I’arbre de Huffman correspondant. Supposons que les longueurs sont classées par ordre
croissant. Notons [ = [, la longueur maximale. On part d’un arbre complet de hauteur [.
On effectue ensuite les trois étapes suivantes pour tout k en démarrant avec kK = 1 et en
augmentant & d'une unité a chaque étape, la derniére étape correspondant a k = n.

(7) Trouver dans l’arbre un sous-arbre complet de hauteur [ — [j.

(77) Attribuer a la racine de ce sous-arbre le mot de longueur Iy.

(4ii) Elaguer le sous-arbre dont ce sommet est la racine.

La figure [I.2] illustre cela lorsque k = 1, I = 3 et l; = 1. On voit que le mot de code ¢;
de longueur [; est le mot 0. Remarquons que 'on aurait pu associer le mot 1 si on avait
choisi 'autre sous-arbre complet de hauteur 2.

Pour pouvoir effectuer la premiére étape, il faut qu’un tel sous-arbre existe. Cela est
garanti si il reste au moins ||'~* feuilles dans I’arbre. Montrons cela. Si on a déja "place"
les mots de longueur Iy, ...,[;_1, on a enlevé Zf:_f |S[!=l feuilles de Iarbre initial par les
opérations d’élagage précédentes. Il reste donc

k—1 k-1
S =Y =1l ) B
i=1 i=1

feuilles dans I’arbre. Par hypothése, on sait que

< 1. Montrons qu’il existe un

1 1
(:};IE“ Sl_;@“
On obtient donc - .
(1= 3 ) = DB =
i=1 i=k
ce qui permet de conclure. [

Remarque 1.31. Ce théoréme prouve la condition suffisante du théoréme puisqu’un
code de Huffman est un code en particulier.
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FIGURE 1.2 — Exemple de la phase 1 de la construction de I'arbre de Huffman



Chapitre 2

Codes complets, universels et robustes
pour la transmission et la compression

Dans ce chapitre, on se concentre sur les codes binaires et on souhaite coder un alphabet,
I’alphabet source, dont les éléments sont appelés éléments en texte clair. Un des objectifs
du codage est d’optimiser la taille du message codé, on veut que cette taille soit la plus
petite possible. C’est un principe dit de compression des messages que 'on détaillera a la
section 2.1} De plus, la fiabilité d’un message codé n’est pas infinie. Il n’est pas impossible
que le message envoyé et le message recu différent et cela peut évidemment en altérer le
sens. Il est donc souhaitable d’avoir un code "robuste" contre les erreurs. Cela sera I'objet
de la section [2.2] Enfin, on définira a la section ce qu’on entend par code universel et
code complet aprés avoir introduit le concept d’entropie a la section [2.3]

2.1 Efficacité de compression

Un des intéréts de la théorie des codes réside dans 'optimisation possible de la taille
des messages codés. L’algorithme de codage de Huffman permet d’obtenir un code efficace.

2.1.1 Source d’information

Définition 2.1. Une source d’information est un couple S = (A, P) o A = {ay,...,a,}
est un alphabet source et P = (p1,...,p,) est une distribution de probabilité. Pour tout i,
p; est la probabilité d’occurrence de a; dans une émission.

Définition 2.2. Une source d’information est dite sans mémoire lorsque les occurrences
d’un symbole dans une émission sont indépendantes et que leur probabilité reste stable au
cours de I’émission.

Définition 2.3. Une source d’information S est dite sans redondance si tous les symboles
1

de § apparaissent avec la méme probabilité, c’est-a-dire p; = -+ = p,, = .

11
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Définition 2.4. Soient S = (A, P) une source et (C, f) un schéma de codage de S. La
longueur moyenne de (C, f), noté I(C, f) est définie par

1C.£) =3 IF(a)lp

Par abus de langage, on s’autorisera a parler de la longueur moyenne du code C, ce que
'on notera [(C'), |C| ou simplement L et on notera /; la longueur du mot de code qui code
a; & la place de |f(a;)|.

Exemple 2.5. Soient A = {a,b,c,d}, P = (3,1,5,3) et ¥ ={0,1}.

27 4
e Si C'={f(a) =00, f(b) =01, f(c) =10, f(d) = 11} alors I(C, f) = 2.1 + 2.5 + 2.4 +

2.1 =2
8
e Si C = {f(a) =0, f(b) =10, f(c) = 110, f(d) = 1110} alors I(C, f) = 1.1 + 2.1 +
3.5 +4.5 = 1.875.

La longueur moyenne d’un schéma de codage est utilisée pour mesurer son efficacité. Plus
cette longueur sera petite, plus le codage sera efficace.

Définition 2.6. Soit une source S sans mémoire. La k™ extension S* de S est le couple
(AF, P*), ott A¥ est I'ensemble des mots de longueur k sur A, et P* est la distribution
de probabilité ainsi définie : pour un mot a = a;, - --a;, € A*, P(a) = Pla;, - - a;,) =
P(a,) - --P(a,).

Exemple 2.7. Soient A = (ay,as) et P = Gp%) alors A? = (ajay,a1a9, azay, asas) et
P2— (L 3 3 9)
167 167 167 16/°

Quand on parle de compression, on s’attend a ce que le codage de la source prenne

moins de place que la source. Remarquons d’'une part que la compression dépend de la
source. D’autre part, certaines sources ne pourront pas étre compressées.

Théoréme 2.8. [l est impossible de compresser strictement tous les mots de longueur n
sur lalphabet {0, 1}.

Démonstration. Sur I'alphabet {0,1}, il y a 2" mots distincts de longueur n. Par contre,
de mots de longueur strictement inférieure a n, il y en a 2 de 1 lettre (0 et 1), 4 de 2 lettres
(00,01,10,11), 8 de 3 lettres (000,001,010, 100, 110,101,011, 111), etc. Au total, il y en a
donc Z?;ll 2 = % = 2" — 1. Cela signifie qu’il n’est donc pas possible de compresser
strictement tous les mots de longueur n. [

2.1.2 Algorithme de codage de Huffman

Présentons a présent ’algorithme de codage de Huffman permettant d’obtenir le meilleur
schéma de codage d’une source sans mémoire S = (A, P). Notons ¥ I'alphabet de codage.
Afin d’appliquer l'algorithme, il est nécessaire que |X| — 1 divise |A| —1. Cette condition
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permet d’obtenir un arbre localement complet. Si cette condition n’est pas vérifiée, on peut
tout de méme appliquer cet algorithme en ajoutant des symboles de probabilité d’occur-
rence nulle a A jusqu’a ce que |X| — 1 divise |A| — 1. Les mots de code associés seront les
plus longs et ne seront pas utilisés. Remarquons que ce probléme n’arrive jamais lorsque
le cardinal de I'alphabet de codage 3 vaut 2 puisque 1 divise tout nombre non nul.

Voici les différentes étapes de 1’algorithme :

1. On associe & chaque symbole de ’alphabet source A un sommet. Chaque sommet
admet une probabilité donnée par la probabilité d’occurrence du symbole associé a
ce sommet. On trie ces sommets par ordre croissant de leurs probabilités.

2. On sélectionne les |X| sommets de plus faibles probabilités et on construit un arbre
dont la racine est un nouveau sommet qui posséde les |X| sommets sélectionnés comme
fils. La probabilité de ce nouveau sommet est donné par la somme des probabilités
des sommets sélectionnés.

3. On recommence ce processus en sélectionnant les |X| sommets de plus faibles proba-
bilités parmi les sommets qui sont soit isolés ou soit des racines d’arbre. On répéte
cela jusqu’a n’obtenir qu'un seul arbre. Notons qu’a chaque itération, il y a |X| — 1
sommets en moins parmi les sommets qui peuvent étre sélectionnés.

4. Sur le modéle des arbres de Huffman, on assigne a chaque aréte de ’arbre un élément
de ¥. Chaque feuille de I'arbre correspond alors & un mot (celui formé par la suite
des labels depuis la racine jusqu’a la feuille). Ce mot constitue le codage du symbole
associé a cette feuille.

L’exemple suivant illustre la procédure :

Exemple 2.9. Le tableau fournit la source a coder sur 'alphabet > = {0, 1}.

Symbole | Probabilité
a 0.35
b 0.10
c 0.19
d 0.25
e 0.06
f 0.05

TABLE 2.1 — Source d’information

Voici les étapes successives de 1'algorithme de Huffman :
1. Tri dans l'ordre croissant

0.05 0.06 0.10 0.19 0.25 0.35

© ©
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2. Premiére étape de construction de I'arbre

0.10 0.11 0.19 0.25 0.35

© O ©© O
© ©

3. Etape suivante

0.19 0.21 0.25 0.35

© 0 @ ©
ON®
© ©

4. Etape suivante

0.25 0.35 0.40

@ © )
OO
OO

@ ©
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5. Arbre final

Le code de Huffman construit est alors donné dans le tableau

Symbole | Mot de code
00
01
11
101
1000
1001

= O T O

TABLE 2.2 — Table de correspondance - Code de Huffman

Remarque 2.10. Un code de Huffman ne sera un code de longueur fixe que si la distri-
bution de probabilité P des éléments en texte clair A est uniforme ou quasi uniformeE] et
que |A| est une puissance de |X|.

2.1.3 Optimalité des codes de Huffman

Nous montrons dans cette sous-section que le code de Huffman d’une source d’infor-
mation, obtenu via ’algorithme de codage de Huffman présenté dans la sous-section pré-
cédente, est le code le plus efficace qu’on puisse trouver parmi tous les codes préfixiels de

1. Au sens que la somme des |X| probabilités les plus faibles doit étre strictement supérieure a la
probabilité la plus élevée.
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cette source. Dans cette sous-section, nous fixons 3 = {0, 1} mais nous pouvons étendre
nos résultats a un alphabet de taille supérieure a 2. De plus, fixons S = (A4, P) une source
d’information ot P = (p1,...,pn) avec p1 > pg > -+ > py.

Définition 2.11. Un code de S sur I'alphabet ¥, de longueur moyenne I(C'), est optimal s’il
n’existe pas d’autre code de S sur cet alphabet de longueur moyenne strictement inférieure

A1(C).

Remarque 2.12. Pour une source S donnée, il existe plusieurs codes optimaux de S sur
Y. En effet, si le code C est optimal, alors intervertir les "0" et "1" de tous les mots de C
ou permuter deux mots de C' de méme longueur permet d’obtenir un autre code optimal.

Définition 2.13. Deux codes sont équivalents si leurs longueurs moyennes sont égales.

Exemple 2.14. Reprenons 'exemple précédent. La longueur moyenne du code obtenu est
donnée par

I(C)=2%0354+3%0.10+2%0.19+2%0.254+4%0.06 + 4 % 0.05 = 2.32.

Un code équivalent a ce code est donné par {f'(a) = 01, f'(b) = 111, f'(c) = 10, f'(d) =
00, f'(e) = 1101, f'(f) = 1100}. Par conséquent, si le code de départ est optimal alors ce
code équivalent 'est aussi.

Théoréme 2.15. Le code issu de [’algorithme de Huffman est optimal parmi tous les codes
préfiziels de S sur 3.

Démonstration. Notons C; un code préfixiel optimal de cette source et C), le code issu
de T'algorithme de Huffman. On sait que tout code préfixiel est contenu dans un code de
Huffman. Soit A, l'arbre représentant le code C, et H,, I'arbre représentant le code C,.
Remarquons deux choses dans A, :

— La premieére est qu’il n’existe pas de sommets avec un seul fils puisque si on rem-
place un tel sommet par son fils, on obtient un meilleur code préfixiel (c’est-a-dire
de longueur moyenne plus petite), ce qui impossible puisque C* est optimal. Cette
propriété est illustrée dans les deux arbres de gauche de la figure 2.1]

— La deuxiéme est que pour tous j,k € {1,...,n}, si p; > p; alors [; < [}, ou [}
désigne la longueur du i mot de C*. En effet, si on considére C, le code obtenu en
échangeant les 7™ et le k™ mots de C7 et en gardant les autres inchangés, alors

L(C,) — L(Cy) = sz‘lg - Zpil;
=1 =1
=yl + peli — sl — prl},
= (pj — o)z = 15).

D’une part, nous savons que p; — pi > 0. D’autre part, comme C;: est optimal, nous
savons que L(C),) — L(C}) > 0. Par conséquent, nous devons avoir que [j; > [5.



2.1. EFFICACITE DE COMPRESSION 17

Ces deux remarques impliquent que les deux mots de C}; codant les deux symboles de plus
faibles probabilités, a savoir ¢,_; et ¢,, sont deux feuilles "sceurs" dans A, (c’est-a-dire
qu’elles ont le méme pére).

Montrons & présent que [(C) = I(C,,). Procédons par récurrence sur n € Ny.

Cas de base. Pour n = 1, le résultat est évident. En effet, I’alphabet source contient alors
un seul élément de longueur [; et les arbres A, et H,, sont réduits a un seul sommet donc

1(CF) = U(C) = 1.

Induction. Soit n > 2. Supposons que le résultat est vérifié pour n—1 et montrons-le pour
n. Considérons les deux feuilles sceurs de A,, correspondantes aux mots ¢,_; et ¢, de plus
faibles probabilités d’apparition p,_1 et p, dans C}. D’aprés le principe de construction
de Huffman, ¢, 1 et ¢, sont également des feuilles sceurs dans H,,. On définit alors I’arbre
H,,_1 obtenu a partir de H,, en enlevant ces deux feuilles sceurs et leurs arétes adjacentes.
Cet arbre est encore un arbre de Huffman et représente le code C_; = C,\ {cn—1, ¢, } U{c},
¢ étant un mot de probabilité d’apparition p,_1 + p,. Cela est illustré dans les deux arbres
de droite de la figure 2.1} En réarrangeant éventuellement les probabilités, ce code est le
code issu de l'algorithme de codage de Huffman. Par hypothése de récurrence, C}_; est
donc un code optimal. En notant /; la longueur moyenne du *™° mot de C,,, la longueur
moyenne de C)_, est donnée par

n—2

L(Ch_y) = Zpili + (Pn—1 + Pn)(ln — 1)

n—2

= szll + Pn—ilp—1 +Dulp — pn—1 —pn carl,_1 =1,
=1

= Zpili —Pn-1—Dn
i=1

On a donc

L(Cn) = L(C;_1) 4 Pu-1 + Pn- (2.1)

Considérons & nouveau les deux feuilles sceurs de A,, correspondant aux mots ¢,_; et
¢, de plus faibles probabilités d’apparition p,_1 et p, dans C et définissons alors ’arbre
A, _1 obtenu & partir de A,, en enlevant ces deux feuilles sceurs et leurs arétes adjacentes.
Cet arbre représente le code C),—1 = C \ {c,—1,¢,} U {c}, ¢ étant un mot de probabilité
d’apparition p,_1 + p,. En notant [} la longueur moyenne du :**® mot de C¥, la longueur
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moyenne de ce code C),_; est donnée par

n—2
L(Cnfl) = Zpll;k + (pn +pn71>(l:; - 1)
=1
n—2
=S pl A paca sy — D) bl — 1) car =1
=1

=1

On a donc

Les équations et donnent
L(Cy) + L(Cn1) = L(C} 1) + L(CY)
ou encore
(L(Cna1) = L(C} 1)) + (L(Cr) — L(CY)) = 0.

Puisque L(C}_,) et L(C}) sont des codes optimaux (de taille n — 1 et n respectivement),
nous devons avoir que L(C,_1) — L(C!_;) > 0 et L(C,) — L(C}) > 0. Or, la somme de
deux termes positifs est nulle uniquement si les deux termes sont nuls. Cela implique que
L(Cy—1) = L(C:_,) et que L(C,,) = L(CY), ce que 'on voulait montrer. O

FIGURE 2.1 — Propriété des codes optimaux et étape d’induction de 'optimalité d’un code
de Huffman.

Remarque 2.16. Ce théoréme ne dit pas que 'algorithme de Huffman est le meilleur
pour coder une source d’information dans tous les cas mais qu’en fixant une source S sur
un alphabet >, il n’y a pas de code plus efficace qui est préfixiel. Des codes plus efficaces
peuvent notamment étre obtenus a partir des extensions de la source, comme le montre
I’exemple suivant :
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Exemple 2.17. Soit & = (A,P),A = (a1,a:),P = (3,3). Un codage de Huffman sur
¥ ={0,1} pour S donne a; — 0 et az — 1 et sa longueur moyenne est 1.}l + 1.% =1. Un

codage de Huffman sur ¥ = {0, 1} pour §? = (A% P?) donne :
a1a1 — 010, a1ao — 011, 201 — 00, asQy — 1

et sa longueur moyenne est 3 % 1= + 3 % 1= 4+ 2% == + % = 2L = 1.6875.

La longueur moyenne de ce code est donc [ = 1.6875 et en comparaison avec le code
sur S (les mots de 82 sont de longueur 2), [ = L2875 = (0.84375, ce qui est meilleur que
le code sur la source de départ. Nous pouvons encore améliorer ce codage en examinant
83, Néanmoins, cela ne conduit pas a des améliorations infinies. Il existe un seuil pour la
longueur moyenne, appelé entropie, ne dépendant que de la source, en-dessous duquel on

ne peut pas trouver de code. Nous reparlerons de cette notion d’entropie a la section [2.3]

2.2 Robustesse contre les erreurs

Afin de comparer les codes selon leur sensibilité aux erreurs, introduisons un facteur de
sensibilité et évaluons ensuite ce facteur a différents codes.
Nous nous restreignons dans cette section aux codes sur 'alphabet {0,1} et nous limitons
les erreurs qui peuvent se produire dans une chaine codée a la substitution ainsi qu’aux
erreurs de suppression et d’insertion. Autrement dit, une erreur se produisant & la position
x doit étre comprise comme soit x change sa valeur v en 1 — v, soit x est perdu, ou soit un
0 ou un 1 a été inséré juste a droite de x.

Exemple 2.18. Reprenons le code de Huffman construit a 'exemple 2.9 Le codage du
mot "badaf" est donnée par la chaine codée

1010001001001.

Si une erreur se produit en position 5 (souligné ci-dessus), alors la chaine codée est modifiée
d’une des quatre facons suivantes :

1. Le "0" en position 5 a été remplacé par "1" :
1010101001001.

Le décodage donnera le mot "bddaf".

2. Un "1" a été inséré juste a droite du "0" en position 5 :
10100101001001.

Le décodage donnera le mot "babaf".

3. Un "0" a été inséré juste a droite du "0" en position 5 :

10100001001001.
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4. Le "0" en position 5 a été supprimé :
101001001001.

Dans ces deux derniers cas, le décodage ne pourra s’effectuer correctement.

Notons ¢; la probabilité qu’une lettre & un emplacement choisi au hasard d’une chaine
codée appartienne a ¢;. Ce facteur g; est proportionnel a p; et a [; :

pil;
9% =<=n 7
> i1 Pl

Remarquons que pour les codes de longueurs fixes, ¢; = p;.

Soit M (c;,j) le nombre maximal de mots de code qui peuvent étre perdus si une erreur
se produit dans la j*™° lettre de ¢;, 1 < j < [l;. En supposant que toute lettre de ¢; a une
chance égale d’étre erronée, soit

Me) = 7 37 Me.,j)

i 5

le nombre maximum attendu de mots de code qui peuvent étre perdus si une erreur se
produit dans c;.
Introduisons le facteur de sensibilité suivant :

Définition 2.19. Le facteur de sensibilité SF d'un code C' = {cy,c¢q,...,cn} est défini
comme

SE(C) = Z%’M(Ci)

n l;
= %sz (Z M(Ci,j))

Remarque 2.20. Le "maximum attendu" est privilégié a la "moyenne attendue" dans la
définition de SF' car le nombre moyen de mots de code perdus par une erreur dans une
lettre donnée dépend de ’ensemble des mots de code et de leur distribution et est donc
beaucoup plus difficile a évaluer que le maximum qui est indépendant de la distribution.

Définition 2.21. Un code est absolument robuste si il a un facteur de sensibilité nul.

Remarque 2.22. Une erreur d’insertion ou de suppression endommagera davantage un
code de longueur fixe F' pour lequel la synchronisation sera perdue "pour toujours" (car
cela provoque un décalage de la suite de la chaine qui est ainsi perdue) c’est-a-dire que
SF(F) est illimité alors que certains codes de longueur variable peuvent se resynchroniser
plus t6t ou plus tard. Par contre, les codes de longueur fixe sont robustes vis-a-vis des
erreurs de substitution. En effet, une erreur de substitution entraine la perte d’un seul mot
de code.
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Evaluons ce facteur de sensibilité SF aux codes présentés dans la sous-section :

e Reprenons d’abord le code unaire & = {1,01,001,0001, ...} défini au chapitre 1. Si une
erreur supprime le 1 a 'extrémité droite d’'un mot de code dans une chaine codée ou le
change en 0 alors deux mots de code adjacents fusionnent et il y a donc deux mots de code
qui sont perdus. Une insertion de 0 & la derniére lettre d’un mot de code affecte uniquement
le mot de code suivant et une insertion de 1 a la derniére lettre ajoute simplement un
nouveau mot de code. Si une erreur se produit ailleurs, c¢’est-a-dire dans 'un des zéros,
alors en cas de substitution ou d’insertion d’un 1, le mot de code actuel est décodé comme
si il y avait deux mots de code mais un seul mot de code est perdu et en cas d’insertion d'un
0 ou de suppression d’un des 0, un seul mot de code est également perdu. Soit L = > | ip;
la longueur moyenne des mots de code de U,,. Nous avons que

SFU) =130 pi((i—1)+2)=1+1

e Pour le code en rampe logarithmique R, une erreur de substitution dans I'une des |logai |+
1 lettres a l'extréme droite d’'un mot de code d’une chaine codée (& I'exception du zéro)
ne change pas sa longueur; c’est donc le seul mot de code a perdre. Par contre, une
erreur d’insertion ou de suppression, ainsi que toute erreur dans l'une des autres lettres
peut changer le mot de code en un de longueur différente, de sorte que le décodage du
mot de code suivant ne démarre pas ou il le devrait et une telle erreur peut se propager
indéfiniment, de sorte que SF(R) n’est pas borné.

e En ce qui concerne le code L£(m) ou 7 a une auto-corrélation 10---0, une erreur se
produisant dans un mot de code x de longueur [ (I > k) dans I'une de ses [ —k lettres les plus
a gauche, c’est-a-dire pas dans m, entraine la perte de z uniquement. En effet, I'insertion, la
suppression ou la modification d’une lettre peut soit entrainer une modification du préfixe,
soit créer une nouvelle occurrence de m. Dans ce dernier cas, la nouvelle occurrence de 7
ne peut pas avoir de lettres qui se chevauchent avec le suffixe 7 de x car m a une auto-
corrélation 10 - - - 0. Ainsi, le mot de code modifié = sera éventuellement décodé comme deux
mots de code mais les mots de code suivants ne sont pas affectés. Si une erreur se produit
dans 'une des lettres du suffixe 7 de x alors une nouvelle occurrence de m peut étre créée

avec des lettres qui se chevauchent avec le suffixe 7 de x, méme si 7 a une auto-corrélation
10---0.

Exemple 2.23. Soient 7 = 1110110 et x = 111107.

Si on a une erreur de substitution dans la 3°™¢ lettre de 7 en partant de la gauche, alors
x devient 111101100110 et est décodé comme 170110.

Si le mot de code suivant x est y = 011007 alors une erreur de substitution dans la
lettre la plus a droite de x produirait le décodage 111101110111011007r = 111101110707

Si il n’y a pas d’occurrence de 7 dans la concaténation de la forme modifiée de = avec le
préfixe de y, alors seulement x et y sont perdus et si il y a une nouvelle occurrence de 7,
cette derniére ne peut pas se chevaucher avec le suffixe 7 de y car 7 a une auto-corrélation
10---0. Donc dans tous les cas, seuls deux mots de code sont perdus. On obtient donc
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SF(La(m)) = 250 pil(l— k) + 2K) = 1+ &
Si m n’a d’auto-corrélation 10---0, alors SF n’est pas nécessairement borné.

Exemple 2.24. Soit 7 = 11100111. Supposons qu’une partie du message codée est donnée
par :
-+-11111100111001110011111001110011110011100111 - - -

Alors une erreur de substitution dans la lettre la plus & gauche de 'occurrence la plus a
gauche de 7 donnerait le décodage :

---11101100111001110011111001110011110011100111 - - -

Cet exemple peut étre étendu arbitrairement. Ainsi, SF (L, (7)) n’est pas borné quand le
nombre de mots de code tend vers I'infini.

e Pour un code de Huffman H, une erreur peut se corriger d’elle-méme aprés quelques
mots de code, méme s’il ne s’agit pas d’'un code de longueur fixe. Néanmoins, il est facile
de construire des suites de mots de code arbitrairement longues qui sont brouillées par une
seule erreur, de sorte que SF'(H) n’est pas borné.

2.2.1 Sensibilité des codes synchrones

Lorsque SF n’est pas borné, une définition alternative de SF pourrait étre utilisée pour
répondre & notre notion intuitive de robustesse car méme parmi ces codes sensibles aux
erreurs, il y en a qui sont plus robustes que d’autres.

Définition 2.25. Un mot de code s = 5155 - - - s, est dit de synchronisation s’il remplit les
conditions suivantes :

1) Pour tout autre mot de code x, s n’apparait pas comme facteur de z sauf éventuel-
lement comme suffixe.

2) Si un préfixe s; - -+ s; de s est un suffixe d'un mot de code, le suffixe correspondant
Sj4+1° Sy de s est une suite de mots de code.

Définition 2.26. Un code synchrone est un code dont au moins un des mots de code est
de synchronisation.

L’existence d’'un mot de code de synchronisation limite la propagation d’une erreur. Ce-
pendant, il existe des distributions pour lesquelles aucun code de Huffman synchrone ne
peut étre construit. L’existence de codes synchrones doit étre prise en compte dans notre
définition de la sensibilité.

Définition 2.27. Le facteur de sensibilité SEF’ d'un code C' = {cy,¢a,...,¢,} est défini
comme

n l;
SF(C) =Y a7 328l )
i=1 " =1
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ot S(¢;, 7) est défini comme le nombre attendu de mots de code entre ¢; et le prochain mot
de code de synchronisation s (y compris s mais pas ¢;), au cas ot l'erreur dans la j*™ lettre
a changé ¢; en un mot de code de longueur différente ; sinon, si 'erreur dans la 7€ lettre
a changé ¢; en un mot de code de méme longueur, seul ¢; est perdu et donc S(c;, j) = 1.
De plus, si g est la somme des probabilités des mots de code de synchronisation dans C,
alors S(c;, j) est soit 1 soit , de sorte que Z L S(eiy §) =t + =1 ot t; est le nombre de
possibilités de transformer cZ en un mot de code de méme longueur en changeant une seule
lettre.

Remarque 2.28. Notons que S(¢;, j) n’est pas le nombre attendu de mots de code perdus
E(¢;,j) car il peut y avoir des mots de code qui se récupérent de certaines erreurs dans
certains ¢; mais la définition d’un mot de code de synchronisation 1’oblige a se resynchro-
niser aprés chaque erreur possible; d’ou S(¢;, j) > E(c;, j). Par contre, S(¢;, 7) < M(ci,j)
de sorte que SF'(C) < SF(C). Donc SF'(C) > SF(D) montre que D est plus robuste que
C pour les deux définitions du facteur de sensibilité. En effet,

SF(C) > SF'(C) > SF(D) = SF(C) > SF(D) = le code D est plus robuste pour SF
SF'(C) > SF(D) > SF'(D) = SF'(C) > SF'(D) = le code D est plus robuste pour SF’

Regardons ce facteur de sensibilité SF’ pour les codes de la sous-section :

e Pour £, (7) ou 7 est de longueur k, au moins tout mot de code x = z;...z; de longueur
[ > 2k — 1 est de synchronisation. La condition 1) est évidemment satisfaite pour chaque
mot de code dans £(7). Quant a la condition 2), tous les suffixes de = de longueur supérieure
ou égale a k sont eux mémes des mots de code. Les suffixes de x de longueur strictement
inférieure & k n’ont pas besoin d’étre vérifiés : les préfixes correspondants de x sont de
longueur au moins k donc si un tel préfixe est le suffixe d’'un mot de code, ses k lettres
les plus a droite forment 7 mais cela contredit le fait que # € L(m). Ainsi, en notant
L =>"" pil; lalongueur moyenne de L, (), on obtient que

SF( Zq@ ( q ti)
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Ainsi,

SF'(Ly(m) < = car > pit; >q Y piti vuqueq<1
=1 =1

1

IN

Z{j:leZkfl} Dj '

e On peut déduire du cas précédent (en prenant k = 1) que chaque mot du code unaire U
est un mot de synchronisation. Par conséquent :

SF'U,(r)) = 1

e Le code de rampe logarithmique R n’est pas synchrone. En effet, on a d’'une part que
le mot de code r; = 0 n’est pas de synchronisation puisqu’il ne vérifie pas la premiére
condition et d’autre part, chaque mot de code r; (i > 1), peut étre considéré comme la
représentation binaire standard d’un entier j > ¢ et apparait donc comme facteur de r; ol
il est suivi de 0 violant ainsi la premiére condition.

Par exemple, 14 = 10— 100 — 10000 — 0 correspond & la représentation binaire de 1312. Par
conséquent, 140 est un suffixe de ry315 et donc 5 n’est pas un mot de synchronisation.
Par contre, pour les codes finis R,, = {ry,...,r,}, la présence de mots de code de synchro-
nisation peut étre trouvée dans certains cas. Par exemple, si 16 < n < 32, alors 714 est un
mot de synchronisation. En effet, d'une part, il est de longueur maximale donc la premiére
condition est satisfaite et d’autre part, tout suffixe propre de ri5 est une suite de mots de
code donc la deuxiéme condition est satisfaite.

e En ce qui concerne les codes de Huffman H, puisqu’il n’est pas toujours possible de
construire un code de Huffman synchrone, il existe certains cas pour lesquels méme SF'(H)
ne sera pas borné.

2.2.2 Compromis robustesse / compression pour les codes de Huff-
man

Les codes de Huffman permettent d’avoir une compression optimale. Cependant, ils
sont extrémement sensibles aux erreurs et doivent étre générés pour chaque distribution
de probabilité ce qui complique les algorithmes d’encodage et de décodage.

Il peut étre parfois avantageux d’améliorer la robustesse au prix d’'une efficacité de com-
pression réduite.

Lorsque seules des erreurs de substitution sont possibles, cela peut étre obtenu en regrou-
pant les mots de code en blocs de taille fixée m ; si la derniére lettre du bloc n’est pas la
derniére lettre d’'un mot de code c’est-a-dire si il y a un mot w dont un suffixe propre ne
rentre pas dans le bloc, alors w dans son intégralité est déplacé au début du bloc suivant.
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Un message codé de Huffman est déchiffré par des traversées répétées dans 'arbre de
Huffman correspondant : en partant de la racine, nous passons d’'un niveau au niveau
inférieur en suivant le pointeur gauche (resp. droit) si la lettre suivante de la chaine d’entrée
est 0 (resp. 1) jusqu’a ce qu’une feuille soit atteinte; cette feuille correspond & un mot de
code qui est sorti et I'algorithme recommence & partir de la racine.

En utilisant des blocs de m lettres, la procédure de décodage doit étre modifiée comme suit :
chaque fois que le pointeur P qui pointe vers la position actuelle de ’arbre de Huffman
est mis a jour, c¢’est-a-dire lors du passage a un fils gauche ou droit ou en remettant le
pointeur a la racine quand une feuille a été atteinte, un compteur C'T est incrémenté d’une
unité. Lorsque C'T' = m, cela indique qu’on a terminé le traitement d’un bloc de m lettres,
donc P est défini pour pointer vers la racine, indépendamment du fait qu'une feuille ait
été atteinte ou non et le compteur est remis a zéro.

Par conséquent, une éventuelle erreur de substitution ne peut pas affecter les blocs de
m lettres voisines. Les erreurs d’insertion et de suppression ont cependant le méme effet
dévastateur que pour les codes de longueur fixe.

Considérons donc dans cette sous-section que des erreurs de substitution et définissons un
nouveau facteur de sensibilité SF” similaire & SF mais avec cette interprétation restreinte
du mot "erreur". Nous avons donc SF”(C') < SF(C) pour tout code C.

Remarque 2.29. Le paramétre m peut souvent étre choisi de maniére a obtenir un SFE”
prédéterminé mais ne doit évidemment pas étre inférieur a la longueur maximale des mots
de code car sinon certains mots de code ne pourront jamais étre déchiffrés.

En supposant que la probabilité qu'un mot de code ¢; soit le dernier mot d’un bloc (de taille
m) est proportionnelle & p;l; (c’est-a-dire, elle vaut p;l; divisée par la longueur moyenne du
code de Huffman), et que si ¢; est le dernier mot d’un bloc, alors chacune de ses lettres a
une chance égale d’étre la derniére lettre du bloc, on obtient le résultat suivant.

Proposition 2.30. Le nombre moyen de lettres "redondantes” par bloc c’est-a-dire la
longueur moyenne du préfive du dernier mot de code du bloc sil a été tronqué, est donné

par
L (> pilf

R=_- (&=L

> (5 )

ou L =731 pil; est la longueur moyenne du code.
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Démonstration. On a que

11
-7 Z §Pili(li —-1)
i=1

_ 1 (Z?:l pil? _ D i pili)

2 L L
YOS pil} 1
2 L
]
Le nombre moyen de mots de code par bloc est donné par N’ = mT’R et la longueur moyenne
d’un mot de code dans un bloc est donné par L' = 7 = mmTLR.

Une fois la taille du bloc fixé, procédons au calcul de SF”. Etant donné qu’une erreur s’est
produite, la probabilité que cette erreur soit dans le premier mot de code d’'un bloc de m
lettres est L/m. Dans ce cas, au plus tout le bloc (N’ mots de code) est perdu. Si erreur se
trouve dans le 2™ mot de code du bloc, au plus N’ —1 mots de code sont perdus (car le 1
mot de code du bloc n’est pas perdu) avec une probabilité L/m & nouveau. En supposant
que N’ est un entier, on obtient

L L(N'+1)N'

SF'=—=(N'"+(N'=1)+..+1)=

m 2m

L(N’+1)N’

5 est approximativement vraie lorsque N’ n’est pas
m

La formule résultante SF" =
un entier.

Remarque 2.31. Il n’est pas toujours possible d’atteindre un SF” prédéterminé car m ne
peut pas étre inférieur a la longueur maximale des mots de code. Pour certaines distribu-
tions, on peut obtenir le méme SF” que pour certains codes £, (7) mais avec une longueur
moyenne des mots de code plus grande. Pour d’autres distributions, on peut trouver une
taille de bloc qui donne a la fois un meilleur SF” et une meilleure compression que L, (7).
Dans ce cas, l'avantage des codes L, () se résume a leur simplicité, leur décodage plus
rapide et leur robustesse contre les erreurs d’insertion et de suppression. Notons que SF”
dépend du rapport entre la longueur maximale et la longueur moyenne des mots de code,
qui est fonction du nombre d’éléments de ’ensemble et de leur distribution. Ce rapport
est minimisé pour la distribution uniforme mais il s’agit du pire cas du point de vue de la
compression.
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2.3 Entropie

L’objet de cette section est de définir la notion d’entropie qui est une notion fonda-
mentale de la théorie de 'information et qui est nécessaire pour définir un code universel
a la section suivante. Nous privilégions une approche intuitive en procédant de la méme
maniére que Claude Shannon dans son article fondateur [11].

Soit § = (A, P) une source d’information. La premiére étape est de mesurer la quantité
d’information I fournie par l'occurrence d’un symbole a € A de probabilité p € |0, 1]. Le
mot information a un sens différent de celui du sens commun. Ici, information n’est pas
synonyme de signification mais est une mesure de la liberté de choix que l'on a lorsque
I’on sélectionne un symbole parmi tous les symboles possibles. Si tous les symboles sont
équiprobables, alors ils fournissent la méme information et plus cet ensemble de symboles
possibles A est grand, plus I'information fournie par chaque symbole sera grande. Si, par
contre, une source peut émettre uniquement deux symboles, I'un avec une probabilité
p= lé—o, I’autre avec une probabilité g = %, alors 'apparition du premier symbole fournira
au destinataire plus d’information sur la source que 'apparition du second, qui laissera le
destinataire pratiquement aussi peu informé sur la source qu’avant I'apparition du symbole.
Nous devons donc choisir / comme une fonction inverse de la probabilité d’occurrence de

p. Autrement dit, I(p) = f (%) pour tout p € )0, 1].
Considérons la fonction I définie par

I(p) = K log G?) Vp €10,1].

Cette fonction vérifie bien les propriétés suivantes imposées par cette approche intuitive :
(i) elle est positive et continue;
(ii) la quantité d’information fournie par un symbole de probabilité 1 est nulle;

(iii) pour deux symboles indépendants a et b de probabilité p et ¢ respectivement, la quan-
tité d’information fournie par a et par b sera la somme des quantités d’information
fournie par a et par b. Autrement dit, I(pq) = I(p) + 1(q).

Choisir une constante K revient & choisir une base pour le logarithme et cela correspond
au choix d’une unité de mesure de I'information. Shannon décide d’utiliser la base 2 et
I'unité de mesure résultante est appelée chiffre binaire ou plus briévement "BIT". Nous
avons donc la définition suivante.

Définition 2.32. Pour une source S = (A, P), la quantité d’information fournie par
I'occurrence d’un symbole a € A de probabilité p € |0, 1] est donnée par

I(p) = log, <}9> :

Exemple 2.33. Si I'on considére une situation élémentaire dans laquelle seulement deux
symboles équiprobables a et b sont possibles, alors la quantité d’information d’un message
est donnée par log,(2) = 1 bit. On dira que le symbole a ou b véhicule 1 bit d’information.
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1/2
1/ 1/2
2/3 _» 1/3
1/6 1/2
1/3 ® 1/6
FIGURE 2.2 —

Si I'on se trouve dans une situation dans laquelle 16 symboles sont possibles et équipro-
bables, alors cette situation est caractérisée par 4 bits d’informations puisque log,(16) = 4.

Nous allons voir a présent que l'entropie d’une source d’information est la quantité
moyenne d’information contenue dans cette source.
Soit n le nombre de symboles dans ’alphabet source et notons py, ps, . . ., p, les probabilités
d’occurrence. Ces probabilités sont connues mais c’est tout ce que nous savons de cette
source. Pouvons-nous trouver une mesure du choix impliqué dans la sélection d’'un symbole
ou de notre incertitude quant au résultat ?
S’il existe une telle mesure, disons H(py,pa,...,pn), il est raisonnable de lui exiger les
propriétés suivantes :

1. H doit étre continue en les p;.

2. Si tous les p; sont égaux, c’est-a-dire si p; = % pour tout ¢, alors H doit étre une
fonction croissante en n. Autrement dit, si les symboles sont équiprobables, il y
d’autant plus de "choix" ou d’incertitude que le nombre de symboles est grand.

3. Si un choix est décomposé en deux choix successifs, le H original doit étre la somme
pondérée des valeurs individuelles de H. Ceci est illustré a la figure [2.2]

A gauche de cette figure, nous avons trois possibilités : p; = 1/2,ps = 1/3,p3 =
1/6. Sur la droite, nous choisissons d’abord entre deux possibilités chacune avec une
probabilité 1/2, et si on choisit la seconde possibilité, nous faisons un autre choix avec
des probabilités 2/3 et 1/3. Les résultats finaux ont les mémes probabilités qu’avant.
Nous exigeons alors, dans ce cas particulier, que

111 11 121
H= -,-)=H(=,-)+=-H(=,-).
Le coefficient ”%” est di au fait que ce deuxiéme choix ne se produit que la moitié
du temps.
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Théoréme 2.34. La seule fonction H satisfaisant les trois conditions ci-dessus est de la
forme :

H(py, .- pn) = =K Y p;log(p:)
=1

ot K est une constante positive.

Démonstration. Pour simplifier les notations, posons A(n) = H(L,2 ... 1) Soient s et

t des entiers positifs. A partir de la condition 3, on peut décomposer un choix parmi s™
possibilités tout aussi probables (avec m € Ny) en une série de m choix parmi s possibilités
tout aussi probables et on obtient

A(s™) = mA(s). (2.3)
De la méme maniére, pour tout n € Ny, on a que

A(t") = nA(t). (2.4)
De plus, pour tout n € Ny, on peut trouver un m € Ny qui satisfait

s < " < gL
En prenant le logarithme, on obtient

mlog(s) < nlog(t) < (m+1)log(s).

En divisant par nlog(s), on obtient

log(t)

<

=13

Ainsi, en prenant n suffisamment grand, on a

i log(t)

n log(s)

| <e (2.5)

ou € est arbitrairement petit.
En utilisant la condition 2, on a que

A(s™) < A(t™) < A(s™),
ce qui se réécrit de la maniére suivante en utilisant les équations [2.3] et 2.4] :
mA(s) < nA(t) < (m+1)A(s).
Par conséquent, en divisant par nA(s),

m _ A(t)
n = (s

<

s 13
Sl

_|_

N
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Ainsi,
m A(t)
- . 2.
= Sl <e (26)
Les inégalités [2.5] et [2.6] impliquent que
A(t)  log(t)
ki /A p
Ao " logle) <
On en tire que
A(s)
At) = 1 2.
(0= o o) 27)
d’ou
A(t) = Klog(t) (2.8)

ou K doit étre positif pour satisfaire la condition 2.
Supposons maintenant qu’on a un choix parmi n possibilités ayant chacune une proba-

n

bilité p; = X:"—Zn ot les n; sont des entiers. On peut décomposer un choix parmi » . | n;
N

possibilités en un choix parmi n possibilités ayant des probabilités p, ..., p, et ensuite si

le ®™¢ est choisi, un choix parmi n; avec des probabilités égales. En utilisant de nouveau
la condition 3 et 1’équation [2.8] on trouve que

n

1 1 =
) = Klog(Y “ni) = H(py,....pa) + K> _pilog(n;).
2 M 2 M i=1 i=1

Par conséquent,

H(

H(pr,...,pn) =K 10g(z n;) — Zpi log(ni)]

=K Zpi log(z n;) — Zpi log<ni)]
= i=1 i=1

Si les p; ne sont pas rationnels, ils peuvent étre approximés par des rationnels et la méme
expression est obtenue par notre hypothése de continuité (condition 1). Donc, 'expression
est valide en général. O
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Les grandeurs de la forme H = —K Y | p;log(p;) jouent un role central dans la théorie
de I'information en tant que mesures de I'information, du choix et de 'incertitude.

Remarque 2.35. Choisir une constante K revient a choisir une base pour le logarithme.
De nouveau, la base 2 sera choisie par convention.

Définition 2.36. La quantité H = — > p;log,(p;) est appelée Uentropie de la distri-
bution de probabilités py, ..., p,. Elle mesure la quantité d’information produite par cette
distribution de probabilité et est en fait la moyenne pondérée de la quantité d’information
produite par chaque probabilité p;.

Exemples 2.37.

e [’entropie dans le cas de deux possibilités avec des probabilités p et ¢ = 1 — p, a
savoir H = —(plog,(p) + qlog,(q)) est tracée sur la figure en fonction de p.

1.0

’ /

RN/ \

FIGURE 2.3 —

e L’entropie de la distribution de probabilités constituant la source d’information de
I'exemple 2.9 page [13] est donnée par

H = —(0.3510g,(0.35) + 0.1010g,(0.10) 4+ 0.1910g,(0.19) + 0.25log,(0.25) + 0.06 log, (0.06)

+0.05log,(0.05))
= 2.277.

Remarque 2.38. La quantité H a un certain nombre de propriétés intéressantes qui la
justifient en outre comme une mesure raisonnable de choix ou d’information :
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— H = 0 si et seulement si tous les p; sauf un sont nuls, ce dernier ayant la valeur 1.
Ainsi, ce n’est que lorsque nous sommes certain du résultat que H disparait. Sinon,
H est strictement positif.

— Pour un n donné, H est un maximum et vaut — log,(n) lorsque tous les p; sont égaux
(i.e. p; = ). Clest aussi intuitivement la situation la plus incertaine.

Remarque 2.39. Etant donné une source d’information S = (A, P) que I'on souhaite
coder, le premier théoréme de Shannon, que I’on ne démontre pas ici, établit que la longueur
moyenne de n’importe quel code associé a cette source est toujours supérieure a l’entropie
de la distribution de probabilité P. Autrement dit, on ne peut pas trouver de code ayant
une longueur moyenne inférieure a ’entropie.

2.4 Code universel et complet

Dans cette section, nous présentons deux propriétés intéressantes que peut avoir un
code.

2.4.1 Code universel

Un moyen simple de coder un alphabet de n éléments consiste a utiliser les n premiers
mots d’un code infini. Il est possible de construire un code infini codant une source arbitraire
avec une entropie non nulle de maniére telle que la longueur moyenne du code est au plus
une constante multipliée par 'optimal possible pour cette source, a savoir ’entropie. De
tels codes sont dits universels.

Définition 2.40. Un code infini dont le i®®¢ mot de code est de longueur [;, avec [ <
lo < --- est universel si pour toute distribution finie de probabilité P = (py,...,pn), avec
p1 > p2 > -+ > py, inégalité suivante est vérifiée :

Zﬁzl pili
=l D
max(1, H(P)) — K,

ot H(P) = —> " piloga(pi) est 'entropie de la distribution P et K une constante
positive indépendante de la distribution de probabilité P.

Nous allons maintenant montrer sous quelles conditions £(7) est un code universel ot
7 est un motif de k lettres (k > 1). Pour cela, nous avons besoin d’une série de lemmes
et de résultats. Commengons par un premier lemme que ’on ne démontrera pas puisqu’il
repose sur plusieurs résultats.

Lemme 2.41. Soit C = {c1,¢o,...} un code. Notons l; la longueur du mot de code c;.
Alors

1. Si il existe une constante t > 0 telle que l; > j* pour tout j, alors C n’est pas
universel ;
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2. Siil existe des constantes K et Ky telles que l; < K + Kylogy(j) pour tout j, alors

C' est universel.
Démonstration. Admis. O

Pour tous n € N, notons b, (7) (ou simplement b, si le contexte est clair) le nombre de
mots de code de longueur n + k& dans £(7). On a alors la propriété suivante.

Proposition 2.42. Si l; est la longueur du mot de code c;, alors

lj—k—1 li—k
Z by < j < an. (2.9)
n=0 n=0

Démonstration. Le membre de gauche compte le nombre de mots de code de longueur
strictement inférieure & [;. Le membre de droite compte le nombre de mots de code de
longueur au plus /;. Les éléments de £(7) étant classés par longueur croissante, le j4™° mot
de code ¢;, de longueur [;, survient aprées tout les mots de longueur strictement inférieur a
[; et avant les mots de longueur strictement supérieure a [;. La conclusion s’ensuit. ]

Nous allons mettre en place des relations générales de récurrence pour le nombre de
mots de code de n’importe quelle longueur donnée. La définition suivante est nécessaire.

Définition 2.43. Soit m = mymy - - - T, un motif de & lettres (k > 1). On associe a ce motif
le mot de k lettres d;(m) = 6109 - - - 05, défini par :

5 — 1 si T = TMjtk—i pour j =1,2,--- i (2 10)
v 0 sinon. '

Autrement dit, §; = 1 seulement si les ¢ premiéres lettres correspondent précisément aux ¢
derniéres lettres du motif 7.

Remarque 2.44. Remarquons que 9, = 1 pour tout motif 7 de k lettres. De plus, si
T = T 7o -+ T} désigne le complémentaire lettre a lettre de , alors §(m) = (7). Les 2%
motifs distincts possibles pour 7 ne méne donc pas & 2¥ motifs distincts pour d.

Exemple 2.45. Si k = 3, alors les motifs possibles pour ¢ sont 001,101 et 111 comme le
montre le tableau ci-dessous.

s 0
000 | 111
100 | 001
010 | 101
001 | 001
110 | 001
101 | 101
011 | 001
111 | 111
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Proposition 2.46. On a les relations de récurrence suivantes :

bo = 1, (2.11)
b, = 2" — Zék_ibn_i, 1<n<k-1, (2.12)
=1

k—1
b =2" = Opibui — by, n=k, (2.13)

=1

et
k—1

by =2by1+ Y Opi(2bn—1—i — bui) — bur, n> k. (2.14)

=1

Démonstration. Tout d’abord, by = 1 puisque 'unique mot de code de longueur k£ dans
L(7) est 7 lui-méme.

Supposons maintenant que n > 1 et considérons un mot binaire r = x1xs -+ - £, Tpa1 - Tpak
de longueur n + k. Le motif 7 = w7y - - - M, survient en position m dans x si

Tkt = T pour j =1,2,--- k. (2.15)

Un mot de code de longueur n + k dans £(7) est un mot binaire dans lequel le motif 7
survient seulement une fois et en position n + k. En d’autres mots, en balayant le mot
de code de gauche a droite, le motif survient pour la premiére fois en position n + k.
Considérons tous les mots binaires de longueur n + k dans lesquels le motif 7 de £ lettres
survient en position n+ k. Il y en a 2" puisque les k derniéres lettres doivent correspondre
au motif 7. Ces mots peuvent étre classifiés selon la position j a laquelle le motif 7 survient
pour la premiére fois. Remarquons que k < j <n+k. Pour k < j <n,ilya 2" 7b;_, mots
dans lesquels le motif 7 survient pour la premiére fois en position j. Cela s’explique par le
fait qu’il y a b;_; mots de j lettres dans lesquels le motif 7 survient pour la premiere fois
en position j et chacun de ces mots peut étre étendu arbitrairement dans les n — j lettres
suivantes. Comme le motif 7 survient comme suffixe dans tous les mots binaires pris en
considération, pour max{k,n + 1} < j < n+ k, 7 peut survenir en position j seulement
si les 7 — n premieéres et derniéres lettres de 7 se correspondent précisément, c’est-a-dire,
seulement si 9,_,, = 1. Par conséquent, il y a §;_,b;_; mots binaires dans lesquels le motif
7 survient pour la premiére fois en position j. Ainsi,

bo = 1, (2.16)
n+k
2" = 6 abjk 1<n<k-1, (2.17)
=k
et
n n+k
2" =Y "2+ Y Sjnbjk, n>k. (2.18)

ji=k j=n+1
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Par la remarque [2.44] on sait que d; = 1. Les équations a meénent alors a

by =1, (2.19)
n+k—1
= ) Gjnbik, 1<n<k-1, (2.20)
et
n+k—1
- Z 5j—nbj—k - bo, n=k. (221)
Jj=n+1

Un changement de variable (j — n + k — j) dans les sommes ci-dessus méne directement
aux équations a Pour n > k, on observe a partir de ’équation que

ntk n+k—1
22” b k4 Y Gjbjp=2.2""" =2 Zz” 0p e+ Z nitbik | (2.22)
j=n+1

De nouveau, en observant que d, = 1 et en changeant les variables de sommation, on
obtient 1’équation [2.14] O

D’autre part, il est facile de déduire une borne supérieure sur b,, en termes des nombres
de Fibonacct d’ordre k, appelés également nombres de k-bonacci, que nous définissons ci-
dessous.

Définition 2.47. Les nombres de Fibonacci d’ordre k, ot k > 2, sont définis comme suit :

W =1, (2.23)
Frgk) _ 2n—1’ 1 S n S k;’ (2 24)

Remarque 2.48. Une définition alternative des nombres de Fibonacci d’ordre supérieure
sera donnée au chapitre 3.

Proposition 2.49. Pour tousn € N, on a

b, < P

(2.26)

Démonstration. Montrons le résultat en considérant les différents cas ci-dessous :
e Sin =0, alors les équations et impliquent que by = 1 = Fl(k) et donc on a
. (k)
bien by < F}

e Sin est tel que 1 < n < k, alors I’équation [2.12 1mphq)ue que b, < 2". Par I’équation
2.24) on sait que F( )1 = 2". Par conséquent, b, < FnJrl




36

CHAPITRE 2. CODES COMPLETS, UNIVERSELS ET ROBUSTES

e Sin =k, alors ’équation implique que b, < 2™ — 1. De plus, on a que

Fn+1 =F® 4 k) -+ Fl(k) par I’équation [2.25]
=27t 4 on- 2 o420 par I'équation
=21,

Par conséquent, b, < F,Ei)l

Il reste a traiter le cas ol n est strictement supérieur a k. Commencons par remarquer
qu’un mot binaire de longueur n + 1+ k appartient a £(7) si son suffixe de longueur
n+k, ¢’est-a-dire le mot auquel on enléve la premiére lettre (0 ou 1), appartient aussi
a L(m). Cela implique que

byt < 2bn, n>1. (2.27)

Soit n > k. Les équations [2.14] et [2.27] impliquent que

k-1
bn S 2bn71 + Z(anflfi - bnfz) - bnfk-

=1

En simplifiant le membre de droite, on obtient que

by < by + byos + - + by (2.28)

Par I’équation [2.25] on sait que Fr(LJF)1 ol )—i—F(k) 4+ —i—F(k)kH Montrons a présent
( )

que b, < F,/; en procédant par récurrence sur n.

Cas de base. Soit n = k + 1. En utilisant 1’équation [2.28| et le cas précédent, on
obtient que

n

by <bp g +bp ot tby <F® 4L FW 4 g 7O = F®

ce qu’on voulait.

Induction. Supposons que l'inégalité est vérifiée jusque n et montrons qu’elle est
encore vérifiee pour n + 1. En utilisant I’équation [2.28] 'hypothése de récurrence et
éventuellement le cas précédent, on a que

buit < by +by g+ by <FD + F® 4 g 7O 0

ce qui permet de conclure.

]

Regardons deux propriétés des nombres de Fibonacci d’ordre k que nous aurons besoin

dans la suite.
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Proposition 2.50. Pour tout n > 1,
et < Fék) < pltn
ot r est dans Uintervalle |1, 2[ et satisfait ’équation
rf=rt R
et t est le plus petit entier positif tel que

,rt Z Fk(:ﬁ)l — 2]672‘

En particulier, si k = 2, alors
¢n71 < Fr(Lk) < ¢n

ot ¢ = (1++/5)/2.
Démonstration. Tout d’abord, un tel r existe toujours puisque la fonction f définie

f(l’):$k—$k_l—$k_2—-~'—1

est une fonction réelle, continue et telle que
x f(1) < 0 puisque k > 2,
% f(2) > 0 puisque 2F > 317127 =2k — 1

37

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

par

Dongc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe r € |1, 2[ tel que f(r) = 0.

Prouvons a présent le résultat en procédant par récurrence sur n > 1.
Cas de base. Soit n satisfaisant 1 < n < k :
)

e D’une part, on a r" 1 < Fqgk puisque

FW = on=l > pn=1 carr € ]1,2].

n

e D’autre part, on a Fék) < rt™™ puisque :
x Sin<k,alorsn—1<k—1, cest-a-diren — 1 < k — 2, et donc

Fék:) — 2n—1 S 2k’—2 S ,r,t S ,,,.t-‘rn'

x Sin =k, alors

FT(Lk) — 2k—1 -9 2k—2 S 2 Tt

< rkpt puisque, comme k > 2, rh =kl k=2
Ptk

= i,

b 1>2

Induction. Soit n > k. Supposons le résultat vrai pour tout m < n et montrons-le pour

n.
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)

e D’une part, on a r"~' < F™ puisque

FM =FP + FY, 4+ + B,

> 2 43 o 47k par hypothése de récurrence
— kLol k2 )

= " *=1p* par hypothése

="t

e D’autre part, on a F\¥ < 7" puisque

F® = Fék_)l + Ffi)g +oet Frsli)k
< pltnmlp =2 ooy gtk har hypothese de récurrence
=tk (PRl R 2 )

= =k pk par hypothése

= rhtm,

Si k = 2, alors

¢=(1+5)/2

satisfait 1’équation
¢ =¢+1.
De plus, t = 0 satisfait [2.31}, et par conséquent

[
Proposition 2.51. Pour tout s € Ny, [inégalité suivante est vérifiée :
S RO < B, 23
n=1
En particulier, si k = 2, .
S FEW =FY, -2, (2.34)
n=1

Démonstration. Procédons par récurrence sur s > 1.
Cas de base. Pour s = 1, la formule devient

Fl(k) < Fg(k)

ce qui est toujours vérifié.
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Induction. Supposons a présent que la formule [2.33| est vérifiée pour tout s > 1 et mon-
trons qu’elle est encore vérifiée pour s 4+ 1. On a

s+1

2B Z 2

n=1
<F s( +)2 + F,7 (k) par hypothése de récurrence
< F s(+)3

Pour k£ = 2, on proceéde de nouveau par récurrence.
Cas de base. Pour s = 1, le membre de gauche de la formule - 4 donne Fj M) = 1 et le
membre de droite donne F( ) _2=3-2=1.0n a donc bien I’égalité.
Induction. Supposons a présent que la formule [2.34] est vérifiée pour tout s > 1 et mon-
trons qu’elle est encore vérifiée pour s + 1. On a

s+1

Z E® = Z F® 1+ F%
= Fs( +)2 -2+ F; ( par hypothése de récurrence
:Fs(+)3—2 car k = 2.

Soient ™ = w7y - - - T, un motif binaire de k lettres, T = 7y - - - T, son complémentaire
lettre a lettre, p = p1ps - - - p, un motif binaire de r lettres avec r > k et 7-p la concaténation
de 7 et de p (de longueur k + r).

Lemme 2.52. Le code L(7) est universel si et seulement si L(T) est universel.

Démonstration. 11 est clair de (2.10)-(2.14) que b, (7) est dépendant de 7 seulement via
. De plus, 6(m) = 0(7) et donc b,(7) = b,(7). En fait, L(7) peut étre obtenu a partir
de L(m) en prenant le complémentaire lettre a lettre de chaque mot de code. Ainsi, les
longueurs moyennes de mots de code obtenues lors du codage d'une source arbitraire avec
les ensembles L£(m) et L(7) sont exactement les mémes. O

Lemme 2.53. Si L(7) est universel et b,(p) > b,(m) pour n > 1, alors L(p) est universel.

Démonstration. Comme b,,(p) > b,(7), & chaque mot ¢; de L(m) correspond un mot ¢; de
L(p) tel que || < |¢;| + 7 — k. La longueur moyenne des mots de code obtenue lors du
codage d’une source de taille n avec 'ensemble L£(p) peut ainsi dépasser celle obtenue par
I'ensemble £(7) d’au plus (r — k). En effet, en notant /; (resp. ;) la longueur du 7™ mot
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de code de L(7) (resp. L(p)), on a
Z lipi < Z(lz +7r—k)pi
i=1 i=1
= (r—k)Y pi+ Y L
i=1 i=1
i=1

Par conséquent, si 'ensemble £(7) est universel alors I'ensemble £(p) doit aussi étre uni-
versel. O

Lemme 2.54. Si L(7) est universel alors L(m - p) est universel.

Démonstration. Lorsque concaténé avec p, tout mot appartenant & £(m) de longueur n+k
fournit un mot de longueur n + k + r appartenant & L(x - p). Ainsi, b, (7 - p) > b,(7). En
appliquant le lemme [2.53] on obtient que £(7 - p) est universel. ]

Nous sommes maintenant en mesure de regarder quand £(7) est universel.

Théoréme 2.55. Le code L(m) est universel si et seulement si l'une des conditions sui-
vantes est satisfaite :

(i) ™= 11,
(i1) m =00,

(iii) ™ & au moins 3 lettres.

Démonstration. Pour chaque valeur de k € Ny, 2F motifs 7 existent. Par conséquent, on
peut construire 2% codes £(7). Intéressons-nous tout d’abord au cas ot k = 1. Dans ce cas,
m=0oun=1. Siw=1, alors

L(m) ={1,01,001,0001,00001, - - - }.

La longueur du mot de code ¢; est [; = j > j, et par conséquent, en appliquant le lemme
, ce code n’est pas universel. Pour les mémes raisons, si 7 = 0, alors £(m) n’est pas
universel. Donc, pour k& = 1, les deux codes £(7) ne sont pas universels.

Intéressons-nous maintenant au cas ot k > 2. On va procéder en trois étapes.

a) Soit m = 10. Dans ce cas, 0 = 01 et par les équations a[2.14} on trouve :
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et
b, = 2b,_1 — bn,Q, n > 2.

Les équations a peuvent étre résolues pour fournir
b,=n+1,n>0.
Les équations et nous donnent

1;—2

by > J
n=0

12
&> (n+1)>]
n=0
Ll —1) _ .
A BV
= 5 2]

Etant donné que 2j + l; > j, on obtient que

et ainsi, par le lemme [2.41} £(10) n’est pas universel.

Soit m = 11. Dans ce cas, 0 = 11 et par les équations a[2.14} on trouve :

b0:17
by =1,
by = 2,

et
bn = bn—l + bn_g, n > 2.

Par conséquent,

b, = F?.
Par les équations et [2.44], on sait que
1;—3

> FP <.
n=1

Or, par I’équation [2.34] on sait que

;-3

Z FT(LQ) = Fl(i)l -2
J

n=1

41

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)
(2.42)

(2.43)

(2.44)
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On obtient alors que

Flgz_)l —2<j.
De plus, par ’équation [2.32] on sait que

¢t —2<
On a alors
ot —2<

ST <42
& ¢liT? < j4+25 puisque j > 1
ol < 35
eli-2< log¢(3j)
& 1 <2+ logy(35)
&l <24 logy(3) + logy(j)
(3)

& 1; <24 1logy(3) +logy(2) logy(j) par la formule du changement de base du logarithme.

Par conséquent,
lj <2+ 1logy(3) + log,(2) logy(j), (2.45)

ot ¢ = (14 +/5)/2. Par le lemme L(11) est universel.
Autres ensembles L£(7).

Pour k = 2, on doit encore considérer £(00) et £(01). Le lemme et les points a)
et b) impliquent que £(00) est universel et que £(01) ne l'est pas.

Pour k = 3, on observe a l'exemple [2.45] que § ne peut étre qu'une des trois formes
suivantes : 001, 101 et 111. A partir des équations[2.11]4[2.13], on obtient pour chacun
de ces cas, que

by > 1, (2.46)
by > 2, (2.47)

et
by > by + ba. (2.48)

A partir de I’équation en prenant & = 3, on obtient grace a I’équation que

b, > 2b,_1 — bn_37 n > 3. (249)
Les équations [2.48) et [2.49] ménent a
S ) (2.50)

Nous pouvons démontrer cette derniére équation par récurrence sur n.
Cas de base. Pour n = 3, cela est immédiat par ’équation
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Induction. Supposons que l'inégalité est vérifiée pour n et montrons qu’elle est
encore vérifiée pour n 4+ 1. On a que

bpi1 > 2b, — b,_o par 'équation
=b, + b, — b, o
> b, +b,_1+b,_9 —b,_o par hypothése de récurrence
= b, + b1,

ce qui permet de conclure.
A partir des équations [2.11], [2.46] 2.47] et [2.50] on trouve que

b, > F?), n > 0. (2.51)

Le lemme et les résultats au point b) impliquent que pour k = 3, tous les codes
L(7) sont universels. Ensuite, le lemme assure immeédiatement que, pour k > 4,
tous les codes £(7) sont universels.

Au total, pour k£ = 1, les deux codes L£(7) ne sont pas universels. Pour k£ = 2, deux
sont universels, a savoir £(11) et £(00), et deux ne le sont pas. Enfin, pour k& > 3, ils sont
tous universels. O

2.4.2 Code complet

Définition 2.56. Un code C est complet si 'ajout d'un mot ¢, ¢ ¢ C, donne un ensemble
C' U {c} qui n’est pas uniquement déchiffrable.

Remarque 2.57. Un code infini qui n’est pas complet peut étre étendu en ajoutant plus
de mots de code, formant ainsi un code avec de meilleures capacités de compression.

Théoréme 2.58. Un code C' = {cy1, ¢, ...} est complet si et seulement si il satisfait I’égalité

de Kraft :
d oah=1 (2.52)

c;eC

ou l; désigne la longueur du mot de code c;.

Démonstration. La condition est nécessaire. Procédons par contraposition. Si le code C
vérifie I'inégalité suivante :
§ 27l <1,

c,eC
alors, en choisissant un mot ¢ ¢ C' de longueur [ suffisamment grande, C' U {c} vérifie

I'inégalité suivante :
Y oothpot<

c,eC
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On en tire que l'ensemble C' U {c} est un code puisqu’il satisfait I'inégalité de Kraft .
Par conséquent, le code C' n’est pas complet.

La condition est suffisante. Montrons que le code C' est complet. Si on ajoute un mot
c a C' de longueur [, alors on obtient

Z ol o7l 5,

c,eC

Or, tout code satisfait I'inégalit¢ de Kraft [L.I]. On en tire que C' U {c,41} n'est pas
uniquement déchiffrable. Par conséquent, C' est complet. O]

Théoréme 2.59. L’ensemble L(), généré par n’importe quel motif w de longueur k (k >
1) est complet.

Démonstration. Soit ¢ = ¢ - - - ¢, un mot binaire n’appartenant pas & £(m). Afin de mon-
trer que L(m) est complet, montrons que I’ensemble C' = £(7) U {c} n’est pas uniquement
déchiffrable. Pour cela, construisons un mot binaire qui admet au moins deux décompo-
sitions possibles dans C'. Soit m = 7y ---m; et définissons le mot £ = c¢m = ey €,4%.
Définissons une suite d’indices (t(7));>0 par t(0) = 0 et pour i > 0, t(i) est tel que
E(i) = eyi—1)+1 - - €y € L(m). Autrement dit, en balayant le mot £ de gauche a droite,
on essaye de le décomposer en éléments de £(7), en dénotant par ¢(7), pour i > 1, l'indice
de la derniére lettre de E qui appartient au "™ mot de code détecté par ce balayage.
Bien que 7 apparait comme suffixe de E, il n’est pas toujours possible de décomposer F
entierement de cette maniére. Par exemple, prenons 7 = 101 et £ = 00101110101, alors
t(1) = 5 (puisque E(1) = 00101), t(2) = 9 (puisque E(2) = 1101) et il reste un suffixe 01
dans F n’appartenant pas a £(m). Comme on peut le voir dans ’exemple, un probléme
survient lorsqu'une occurrence de 7 et le suffixe m de F se chevauchent. Par conséquent,
E=EQ1)---E(m)R, avec m > 1, ou E(i) € L(m) pour 1 < ¢ < m et R est un suffixe
propre de 7 éventuellement vide.
Traitons les deux cas suivants :

1. R est vide. Alors, on a deux décompositions de F dans C' : B = cr = E(1)--- E(m).

2. R est non vide. Soit 77 le complémentaire binaire de m; et soit b = by - - - bx_1 le mot
défini par b; = 7 pour 1 <1 < k. Considérons le mot B = Ebr. Une décomposition
possible de celui-ci dans C' est B = crbr. Comme F = E(1)--- E(m)R avec E; €
L(7), il reste & montrer que le suffixe S = Rbr peut étre décomposé en éléments de C.
Si 7 survient dans S uniquement comme suffixe, alors S € L(x). Si 7 survient deux
fois dans S, les deux occurrences ne peuvent pas se chevaucher au vu du choix de
b. Cela donne une décomposition de S en deux éléments de L£(). Il reste & montrer
que le motif m ne peut pas survenir plus que deux fois dans S. Comme R est un
suffixe propre de 7, il compte moins que k lettres et donc toute occurrence de m qui
commence dans R doit s’étendre dans b. De plus, aucune occurrence de 7 ne peut
commencer dans b vu la définition de b. Par conséquent, si il y a h > 2 occurrences
de 7 dans S, puisqu’il y en a une comme suffixe de S, les h — 1 restantes doivent
commencer en différentes positions dans R et doivent donc avoir des suffixes de



2.4. CODE UNIVERSEL ET COMPLET 45

différentes longueurs dans b. Cela implique que toutes les lettres de 7 sont égales a
b; = 71, ce qui est absurde puisque m; est différent de b;.

]

Nous avons déja vu qu’en ce qui concerne la robustesse, le motif 7 pour le code L£()
doit étre choisi avec une auto-corrélation 10---0. Le théoréme suivant suggeére que les
ensembles basés sur de tels motifs sont également préférables dans un autre sens.

Théoréme 2.60. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L’auto-corrélation de m est de la forme 10---0.
(ii) Les codes G(m) et L(m) sont égau.

(iii) Le code G(m) est complet.

Démonstration. (i) implique (i7). On a déja vu a la section page [0 que G(m) C L(m)
pour tout motif 7. Il reste & montrer 'autre inclusion. Soit ¥y = x7 un mot de code dans
L(7). On a donc que 7 apparait dans y uniquement comme suffixe. Si aucun préfixe propre
de 7 n’est aussi un suffixe de m, alors 7 survient dans 7y = wrm uniquement comme
préfixe et suffixe. On a donc que y € G(7). On en tire que L£(7) C G(7) et par conséquent,
G(m) = L(m).

(¢¢) implique (444). Il s’agit du théoreme [2.59|

(4i) implique (z). Montrons que si I'auto-corrélation de 7 n’est pas 10 - - - 0, alors G(7) C
L (7). Dans ce cas, G(7) ne peut étre complet puisque £(7) I’est. On cherche donc un mot de
code ¢ qui est généré par m mais qui n’appartient pas a G(m). Soit m = 7 - - - T, et supposons
que Ty Ty = Tg_pi1 - Tx pour un certain h < k. Notons 7; le complémentaire binaire
de m; et définissons les mots b = by---by_q et d = dy---dp_1 par b, = T et d; = T
pour 1 < i < k. Considérons le mot ¢ = 1 -+ - mpdbm qui n’est pas dans G(m) puisque
7 n’apparait pas dans wem uniquement comme préfixe et suffixe comme on peut le voir
ci-dessous :

TCT = Ty *** Mh—hil = TRl " -7r;3db7r.

N~
U

Il reste & montrer que ¢ est généré par m c’est-a-dire que 7 survient dans ¢ uniquement
comme suffixe. Au vu du choix de b, m peut survenir dans br uniquement comme suffixe,
et au vu du choix de d, 7 ne peut survenir dans 7,1 - - - mxd. Quant au mot db, supposons
d’abord que m = m,. Dans ce cas, db est un mot de lettres identiques dans laquelle 7
ne peut ni débuter ni se terminer. Supposons maintenant que m # 7. Dans ce cas, si ™
apparait dans db, il doit étre de la forme m = d; - - - dj_1by - - - b; pour un certain j tel que
1 < j < k—1. L’auto-corrélation de 7 est alors 10 - - - 0, ce qui contredit notre hypothése. [
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Chapitre 3

Schémas de codage de Fibonacci

Les n premiers éléments du code L(7), avec m un mot binaire fixé, constituent une
alternative intéressante aux codes de Huffman. En effet, malgré une compression qui n’est
pas optimale, on obtient un code plus robuste contre les erreurs ainsi qu’'un processus de
codage plus simple, puisque le code n’a pas besoin d’étre généré pour chaque distribution de
probabilité. Cependant, a I’exception du fait qu’un message codé par L(m) est facilement
analysé en localisant les séparateurs m, les algorithmes de décodage sont trés similaires
pour les codes de Huffman et les codes £(m). Pour les deux, il n’y a généralement pas de
relation simple entre chaque mot de code ¢; et son indice 7, comme c’est le cas par exemple
pour le code unaire U ou pour le code de rampe logarithmique R. Par conséquent, il est
nécessaire de faire une "table de correspondance" composée de 2 colonnes : une contenant
les mots de code et 'autre contenant les éléments en texte clair correspondants. Pour le
décodage, aprés avoir détecté un mot de code ¢, 'algorithme recherche ¢ dans la colonne
des mots de code et récupére ensuite 1’élément correspondant dans la colonne des éléments
en texte clair. Notons que I'existence d’une relation entre les mots de code et leur indice
rend superflue la colonne des mots de code et réduit donc de moitié ’espace requis.

Dans ce chapitre, on s’intéresse tout d’abord au code L(m) pour le cas spécial m = 11,
et on étudie une fonction d’encodage basée sur les nombres de Fibonacci. A partir de ce
schéma de codage, on définit dans la suite de ce chapitre deux autres schémas de codage.
Pour chacun de ces trois schémas de codage, on montre que le code issu de ce schéma
est universel et complet, on calcule le facteur de sensibilité de ce code et on présente le
processus de décodage associé. On termine ce chapitre en comparant ces trois schémas de
codage en fonction de leur efficacité et de leur robustesse contre les erreurs. Durant ce
chapitre, on verra également que 'on peut généraliser ce que l'on fait grace aux nombres
de Fibonacci d’ordre supérieur.

Notons que, dans ce chapitre, les fonctions d’encodage auront comme domaine 1’en-
semble des entiers strictement positifs. Cependant, la plupart du temps, on désire coder,
non pas des entiers, mais des mots aq, aq, ... qui forment l'alphabet source et qui sont
appelés éléments en texte clair. Dans un tel cas, on peut tout de méme se ramener & une
fonction d’encodage ayant 1’ensemble des entiers strictement positifs comme domaine en
ordonnant ces éléments en texte clair par ordre décroissant de leur probabilité d’occurrence
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et en attribuant au i°™¢ élément de ce classement entier 3.

3.1 Code de Fibonacci (] et fonction d’encodage associé

Dans cette section, on définit un schéma de codage (Cy, f1) o la fonction d’encodage
f1 est basée sur le systéme de numération de Fibonacci. Pour cela, commencons par définir
les nombres de Fibonacci.

Définition 3.1. Les nombres de Fibonacci sont définis de maniére récursive via la formule
sulvante :
Fy=Fy +Fp ¥j>1,

avec
Fo =0 et F1 =1.

On peut dés lors prouver que tout naturel non nul peut s’écrire de maniére unique
comme une somme de nombres de Fibonacci non consécutifs. Avant d’énoncer ce résultat,
présentons le lemme suivant qui permettra de démontrer 'unicité.

Lemme 3.2. La somme de tout ensemble non vide de nombres de Fibonacci distincts et
non consécutifs, dont le plus grand élément est F; avec j > 2, est strictement inférieure a
Fiq.

Jj+1

Démonstration. Procédons par récurrence sur j > 2.

Cas de base. C’est immédiat puisque si j = 2, on a bien Fy < Fj.

Induction. Supposons que le résultat est vrai pour tout k < j avec j et k£ des naturels
supérieurs ou égaux a 2 et montrons-le pour j. Soit un ensemble non vide de nombres de
Fibonacci distincts et non consécutifs, dont le plus grand élément est Fj. Si on enleéve Fj a
cet ensemble, le plus grand élément de I'ensemble restant est alors inférieure ou égal & Fj_,.
Par hypothése de récurrence, la somme des éléments restants est strictement inférieure a
F;_;. Par conséquent, la somme totale est strictement inférieure a Fj_; + F; = Fj;. U

Théoréme 3.3 (Zeckendorf). Pour tout naturel non nul N, il existe une unique suite finie
d’entiers (¢;)o<i<n, avec cg > 2 et ¢;pq > ¢; + 1, tel que

N = zn: F.,.
=0

ot Iy, est le k™ nombre de Fibonacci. Cette décomposition est appelé la décomposition de
Zeckendorf de N.

Démonstration. Montrons d’abord l'existence de la décomposition. Procédons par récur-
rence sur N € Nj.

Cas de base.

Pour N =1, ona N = F.
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Pour N =2, on a N = Fj.
Pour N =3, on a N = Fj.
Pour N =4, on a N = Fy + F}.
Induction. Soit N > 1. Supposons qu’'une telle décomposition existe pour tous les naturels
non nuls strictement inférieur & N et montrons qu’il en existe une pour N.
Soit Fy, avec k supérieur ou égal a 2, le plus grand nombre de Fibonacci inférieur ou égal
a N.Si N = F}, alors on a une décomposition souhaitée. Sinon, soit M = N — Fj,. Cet
entier M étant inférieur a NNV, il admet, par hypothése de récurrence, une décomposition de
Zeckendorf, c¢’est-a-dire

m

M=>F,
i=0

avec m € N, ¢cg > 2 et ¢;;1 > ¢; + 1. On a donc

N:iFCZA—Fk.

i=0
Il reste & montrer que pour chaque i € {0,...,m}, les nombres de Fibonacci F,, et F}, ne
sont pas consécutifs. Soit i € {0,..., m}. Nous avons

Fk—i-FciSFk+M:N<Fk+1=Fk_1+Fk

donc Fi, < Fj_;. Ainsi, F,, et F} ne sont pas consécutifs.

Il reste & démontrer I'unicité. Procédons également par récurrence sur N € Nj.
Cas de base.
Pour N = 1, la seule décomposition possible (satisfaisant les conditions de 1’énoncé) est
N =F,.
Pour N = 2, la seule décomposition possible est N = Fj3.
Pour N = 3, la seule décomposition possible est N = Fj.
Pour N =4, la seule décomposition possible est N = F5 + F}.
Induction. Soit NV > 1. Supposons avoir 'unicité de la décomposition pour tout naturel
non nul strictement inférieur & N et montrons-la pour N. Supposons avoir deux décompo-

sitions de Zeckendorf de N :
N=> F,=> Fy.
i=0 i=0

Montrons tout d’abord que les nombres de Fibonacci maximaux de chacune des deux
sommes, & savoir F, et Fj , sont égaux. Si ce n’est pas le cas, supposons sans perte de
généralité que ¢, < d,,. Alors, par le lemme [3.2] nous avons que

N:i:Fci <F,41 < Fy, < Zm:Fdi = N,

=0 i=0
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ce qui est absurde. Par conséquent, F, = F,; et doncsi N = F, , alors N se décompose
de maniére unique. Sinon,

Par hypothése de récurrence, N — F,, < N admet une unique décomposition de Zeckendorf
et doncn—1=m—1et F, = Fy, pour tous i« € {1,...,n — 1}. Par conséquent, N se
décompose de maniére unique. O

Le corollaire suivant est une réécriture de ce théoréme.
Corollaire 3.4. Tout entier strictement positif © peut étre représenté de maniére unique
par le mot binaire repp(i) = I11s- - - I, tel que
I; e {0,1} Vj <,
-1, =1,
- Ij:]-:>]j—1:0 Vj6{2,...,7’},
-1= 25:1 IiFj.
Cette représentation est appelé la représentation de Zeckendorf de 1.

Démonstration. Cela découle directement du théoréme précédent. O

On peut dés lors construire le schéma de codage (C4, f1) via sa fonction d’encodage
fi:Ng—=C; i+ ¢; =repp(i)l.

Comme le facteur "11" n’apparait pas dans repy (i) pour tout i et comme le mot rep (i) se
termine par 1 pour tout i, le suffixe 1 de chaque mot ¢; agit comme une virgule qui permet
de séparer les mots de code successifs.

Notation 3.5. Notons ll(l) la longueur du mot de code ¢; € C4.

La représentation de Zeckendorf et le codage des premiers entiers strictement positifs se
trouvent dans le tableau B.11

Proposition 3.6. L’ensemble C, est le code L(11) ot les mots de code sont ordonnés d’une
certaine fagon. C’est l'un des ordres possibles de L(11).

Démonstration. Procédons par double inclusion. 11 est clair que si ¢ € Cy alors ¢ € L£(11).
Cela résulte du fait que £(11) est I’ensemble de tous les mots binaires de longueur supérieure
ou égale & 2 dans lesquelles "11" apparait uniquement comme suffixe et ¢ est un tel mot.

Montrons I’autre inclusion. Soient r > 2 et ¢ = ¢; - - - ¢, € L(11) et montrons que ¢ € C}.
On sait que ¢,_1 = ¢, = 1 et que "11" n’est pas un facteur de ¢; ---c,_1. Alors, ¢1 -+ ¢,
est la représentation de Zeckendorf de i = $2"_1 ¢;Fj11. Ainsi, ¢ = repp(i)1 € C). O

T
j:
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1 1 11

2 01 011

31 001 0011
41 101 1011
51 0001 | 00011
6 | 1001 | 10011
7| 0101 | 01011
8 1 00001 | 000011

TABLE 3.1 — Représentation de Zeckendorf et codage des premiers entiers strictement

positifs.

Proposition 3.7. Il y a F,, mots de code de longueur n + 1 dans Cy, n > 1.

Démonstration. Un entier j satisfaisant F, 1 < j < F, 19, avec n > 1, a besoin de n + 1
lettres pour son codage. En effet, il en faut n pour sa représentation de Zeckendorf et une
pour le séparateur 1. De tels entiers, et par conséquent les mots de code de longueur n + 1,
sont au nombre de Fj, o — F,, 11 = F},. O

Corollaire 3.8. Soit S, = >_" | Fi pour n > 1 et S, = 0 pour n < 1. Alors, tous et
uniquement tous les F, 1 entiers dans lintervalle I, 1 =[S, + 1, Sp41] ont une image par
fi de longueur n+ 2 (n > 0).

Démonstration. Procédons par récurrence sur n > 0.

Cas de base. Pour n = 0, l'intervalle I} = [Sy + 1, 51] = [1, 1] contient 'unique entier "1"
et |[A(1)] = [11] = 2.

Induction. Supposons que les F, . entiers dans Uintervalle I,,,1 =[S, + 1, 5,1 ont une
image par f; de longueur n + 2 (n > 0). Par la proposition précédente, ce sont les seuls
mots de code de longueur n + 2. Donc, étant donné que les mots de code sont classés par
longueur croissante, les Fj,.o entiers dans l'intervalle

[Spi1+ 1,801+ 14+ Foyo — 1] = [Spa1 + 1, Sppe] = 1,10 ont une image par f; de longueur
au moins n + 3. Or, par la proposition précédente, il y a F}, o mots de code de longueur
n + 3. Par conséquent, les Fj, .o entiers dans l'intervalle I,,,o ont une image par f; de
longueur n + 3. O]

Proposition 3.9. Le code C est préfiziel, universel et complet.

Démonstration. C’est immeédiat puisqu’on a vu que £(11) est un code préfixiel, universel
et complet. O

Remarque 3.10. On remarque qu’ici, contrairement a la notation habituelle, repp (i)
commence avec le chiffre de poids faible. En effet, on a repp(i) = I; - - - I, et non repp(i) =
I.---I;. La raison est que si on utilise la notation conventionnelle, alors, pour pouvoir
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séparer les mots de code successifs, la fonction d’encodage serait obtenue en préfixant (i)
par "1" pour tout ¢ et C serait alors un code suffixiel et plus préfixiel. La procédure de
décodage serait alors plus compliquée car pour chaque bloc de 1, on devrait connaitre la
parité de sa longueur avant de pouvoir interpréter le mot de code précédant la chaine. Par
exemple, si la chaine codée est 1100-110, aprés avoir lu le second zéro, on ne peut pas
encore affirmer que le premier mot de code est fini, il faut pour cela avoir lu les deux "1"
qui suivent. Alors que avec la notation présentée, une fois qu’on rencontre le facteur "11",
un mot de code se termine et on ne doit donc pas aller voir une lettre suivante.

3.1.1 Facteur de sensibilité du code C}

Intéressons-nous maintenant au facteur de sensibilité, présenté dans la section page
, du code C}. On remarque d’abord que 7 = 11 n’a pas d’auto-corrélation 10 (puisque
"1" est un suffixe de "11"). Néanmoins, SF(C}) est borné.

Les trois derniéres lettres de chaque mot de code ¢; excepté ¢; sont "011". Traitons les
deux cas suivants.

1. Si lerreur ne se produit pas dans I'une des trois derniéres lettres les plus a droite,
alors un seul mot de code est perdu (éventuellement, un mot de code sera interprété
comme deux dans le cas ou lerreur fait apparaitre le facteur "11"). Par conséquent,

en utilisant les notations de la section , M(ci,j)=1pouri>1,1<j5< ll(l) — 3.
2. Si l'erreur se produit dans 'une des trois derniéres lettres les plus a droites (ou

dans I'une des deux derniéres lettres dans le cas de ¢;), alors on a les deux sous-cas
sulvants :

2.a) Sile mot dans lequel l'erreur se produit est suivi du mot de code ¢; qui se répéte
j fois consécutivement avec j > 0 et que cette chaine de j ¢; est suivie du mot
de code ¢, pour h > 1, alors le décodage jusqu’a et incluant c;, pourrait changer.

Pour illustrer cela, considérons la chaine codée constituée du mot de code c3 suivi
du mot de code ¢; qui se répéte deux fois consécutivement suivi du mot de code
cy. Cette chaine codée est donc 00111111011, c¢’est-a-dire 0011 — 11 — 11 — 011
en placant des tirets pour séparer les différents mots de code, et elle deviendra

x 001111111011, c’est-a-dire 0011 — 11 — 11 — 1011, en cas d’insertion de 1
aprés 1'une des trois derniéres lettres de cs,

% 000111111011, c’est-a-dire 00011 — 11 — 11 — 011, en cas d’insertion de 0
aprés la deuxiéme lettre de cs,

* 001011111011, c’est-a-dire 001011 — 11 — 1011, en cas d’insertion de 0 aprés
la troisiéme lettre de c3,

* 001101111011, c’est-a-dire 0011 — 011 — 11 — 011, en cas d’insertion de 0
aprés la derniére lettre de cs,

% 01111111011, c’est-a-dire 011—11—11—1011, en cas d’erreur de substitution
dans la deuxiéme lettre de cs.
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2.b)

x 00011111011, c¢’est-a-dire 00011 — 11 — 1011, en cas d’erreur de substitution
dans la troisiéme lettre de c3,

x 00101111011, c¢’est-a-dire 001011 — 11 — 011, en cas d’erreur de substitution
dans la derniére lettre de cs.

% 0111111011, c’est-a-dire 011 — 11 — 11 — 011, en cas de suppression de la
deuxiéme lettre de cs,

* 0011111011, c’est-a-dire 0011 — 11 — 1011, en cas de suppression d'une des
deux derniéres lettres de c3.

On remarque cependant, griace a cet exemple, que dans le pire des cas, seuls
trois mots de code sont perdus, a savoir le mot dans lequel ’erreur se produit,
un des c; et ¢p,.

Plus précisément, une erreur dans la lettre la plus & droite d’'un mot de code
entraine la perte d’au plus deux mots de code. En effet, un mot est perdu en
cas d’insertion et deux le sont en cas de suppression ou de substitution. On
obtient donc M (¢;, l,fl)) = 2 pour ¢ > 1. Une erreur dans ’avant derniere lettre
peut provoquer jusqu'a trois mots perdus (c’est notamment le cas en cas de
substitution), d’ou M (c;, lgl) — 1) =3 pour i > 1. Enfin, en cas d’erreur dans la
troisiéme lettre de droite, il peut étre possible de décoder (j+1) ¢; au lieu de j,
comme par exemple la chaine codée 0011111011, c’est-a-dire 0011 — 11 — 1011,
qui devient 0111111011, c’est-a-dire 011 — 11 — 11 — 011, en cas d’erreur de
substitution, mais seuls les premiers et derniers mots de code sont perdus, c’est-
a~dire M (¢;, lgl) —2) =2 pour i > 1.

Si le mot dans lequel I’erreur se produit est suivi d’un mot de code ¢, avec h > 0,
alors au plus deux mots de code sont perdus.

Fixons n € Ny et notons L; = Y ., pilgl) la longueur moyenne des n premiers mots du
code Cy. Par la définition [2.19] on obtient :

SF(C)) = Lil Zpi (Z M(Ci7j))

1 n
= (m@+3)+ ) p2+3+2+ (1 —3)))
1 i=2
s
- L_l D1 + sz( + i )
i—2
1 n n
=1 op1 + 42]% + sz‘lgl) - p1l§1)>
1 =2 i=1
1

= — (5])1 + 4(1 — pl) + L1 — 2p1)
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Ainsi,
4—p
—
Nous utiliserons ce résultat dans la suite pour comparer le code C] avec les autres codes
présentés dans ce chapitre en termes de leur robustesse contre les erreurs.

SF(Cy) =1+

3.1.2 Processus de décodage

Le processus de décodage d'un message codé par C; comprend deux étapes :

— La premiére étape consiste & "découper" la chaine d’entrée, c’est-a-dire le message
codé, en mots de code. Cette premiére étape est trés rapide et simple puisqu’il suffit
de balayer la chaine codée de gauche a droite et de localiser les séparateurs, c’est-
a-dire les facteurs "11". En effet, chaque facteur "11" marque la fin d'un mot de
code.

— La deuxiéme étape consiste a aller chercher pour chaque mot de code, I’élément en
texte clair correspondant dans la table de correspondance. Cette table est composée
de deux colonnes : la premiére contenant les éléments en texte clair classés par ordre
décroissant de leur probabilité d’occurrence et la deuxiéme contenant les mots de
code. A la ligne j de la table, on trouve dans la premiére colonne I’élément en texte
clair a; et dans la deuxiéme colonne I'image de j par f; a savoir ¢; = repp(j)1. La
majeure partie du temps de décodage provient de cette étape.

Remarque 3.11. En ce qui concerne les codes de Huffman, la procédure de décodage
nécessite un accés a la table aprés chaque lecture d'une lettre pour voir si le mot qu'on
est en train de lire correspond & un mot de code. Autrement dit, on parcourt la premiére
colonne et si on tombe sur le mot en question, on sélectionne 1’élément en texte clair
correspondant et sinon, on lit la lettre suivante dans le message codée et on recommence.
Par conséquent, bien que pour un méme message en texte clair, la longueur de la chaine
codée correspondante soit plus grande en utilisant le codage C) plutét que le codage de
Huffman, le nombre de fois ot on doit accéder a la table de correspondance est beaucoup
plus petit en utilisant le codage C; plutot que le codage de Huffman. En effet, ce nombre
équivaut au nombre de mots de code pour le codage C alors qu’il équivaut au nombre de
lettre du message codée pour le codage de Huffman. On a donc un décodage plus rapide
pour C; que pour les codes de Huffman et qui sera d’autant plus rapide que le nombre
d’éléments en texte clair est grand et que la longueur moyenne des mots de code pour C}
est grande.

Exemple 3.12. Reprenons 'exemple 2.9 page [I3] Le codage des éléments du tableau
en utilisant la fonction d’encodage f; est donné par le tableau [3.2]
La longueur moyenne de ce code[]] est donnée par

[(C1)) =2%0.354+4%0.10+4%0.1943%0.25+ 5% 0.06 + 5 % 0.05 = 3.16,

1. Par abus de langage, on s’autorisera & appeler un tel code C; méme si il ne s’agit que des premiers
mots de celui-ci.
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Symbole | Mot de code
11
011
0011
1011
00011
10011

- O T O

TABLE 3.2 — Table de correspondance - Code Cf.

comparé a une longueur moyenne de 2.32 que 'on avait obtenue en utilisant ’algorithme
de Huffman. Ce code C est donc moins efficace que le code de Huffman. Si on s’intéresse
au codage du mot "badaf", il est donné par la chaine codée

101 — 00 — 01 — 00 — 1001
en utilisant le codage de Huffman et est donné par la chaine codée
1011 — 11 — 011 — 11 — 10011

en utilisant le codage C'. Le décodage de cette chaine nécessite 13 passages dans la table de
correspondance pour le code de Huffman et 5 passages dans la table de correspondance
3.2 pour le code (. Cette chaine codée est donc plus rapidement décodée en utilisant le
code (1.

3.2 Codes de Fibonacci d’ordre supérieur

On peut généraliser ce que l'on vient de faire dans la section précédente grice aux
nombres de Fibonacci d’ordre supérieur.

Définition 3.13. Les nombres de Fibonacci d’ordre m > 2 sont définis par la récurrence

Fj(m) _ Fj(inl) + FJ(TQ) 44 FJ(TTL pour j > 1,

ol Fl(m) =1et Fj(m) = 0 pour j < 0. En particulier, en prenant m = 2, on retrouve les
nombres de Fibonacci standards.

Proposition 3.14. Tout entier strictement positif v peut étre représenté de maniére unique
par le mot binaire reppm) (i) = I+ -+ Iy tel que

- Ij 6{071} Vj<r;
S L=1,
_ 1 . 1 ¢ T’@pF(m)(i>7

m fois
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- r (m)
= Zj:l LiE5

Cette représentation est appelé la représentation de Fibonacci d’ordre m de 1.
Démonstration. 11 s’agit d’une simple généralisation du théoréme 3.3 O

Remarque 3.15. Contrairement & la section précédente, on utilise ici la notation habi-
tuelle, commencant par le chiffre de poids fort, pour représenter . La raison est qu’on ne
peut pas procéder exactement de la méme maniére que dans la section précédente. En ef-
fet, supposons qu’on représente chaque entier en commengant par le chiffre de poids faible,
c’est-a-dire 7 est représenté par I - - - I, en utilisant les notations de la proposition précé-
dente. On sait qu’il n’y a pas de blocs de m "1" consécutifs dans I; - - - I, pour tout ¢ > 1
et donc en appliquant la méme idée que dans la section précédente, on devrait ajouter
un suffixe & chaque représentation pour faire apparaitre le facteur "1™" comme suffixe de
chaque mot de code. Or, certaines représentations vont se terminer par "1", certaines par
"11", ..., certaines par "1™ 1", Par conséquent, contrairement a la section précédente ot
on ajoutait le suffixe "1" & tous les représentations rep (i) pour faire apparaitre le facteur
"11" on ne sait pas ajouter ici un facteur qui va fonctionner pour toutes les représentations.
On doit donc procéder autrement.

Les représentations de Fibonacci d’ordre 3 des premiers entiers positifs sont données dans
les deux colonnes de gauche du tableau [3.3

On peut dés lors introduire le code de Fibonacci Cfm).

Définition 3.16. Le code de Fibonacci C’fm) est le code L(7) avec le motif 7 = 1™ dont
les mots de code sont classés par longueur croissante et selon 'ordre lexicographique pour
les mots de code de méme longueur en supposant que 0 est lexicographiquement plus petit
que 1.

Les 16 premiers mots de code de 6’1(3) apparaissent dans la troisiéme colonne du tableau

3.3

Remarque 3.17. Ce tableau nous montre qu’il n’y a a priori pas de relation simple

entre le i™° mot de code et la représentation de Fibonacci d’ordre supérieur de 7 pour tout

entier strictement positif 7. On verra cependant a la section que les représentations
de Fibonacci d’ordre supérieur sont utilisées pour les processus de codage et de décodage.

Soit ¢!™ une fonction d’encodage de Ny dans C\™ telle que, si N; < Na, alors o{™ (IV;)
est lexicographiquement plus petit que o™ (Ny).

Remarque 3.18. Le code C] de la section précédente et le code CP possédent les mémes
mots (ceux de £(11)) mais pas dans le méme ordre.

Intéressons-nous maintenant a quelques propriétés de base de C’fm) et de gpgm).

Théoréme 3.19. Pour tout m > 2, C’l(m) est un code préfixiel, universel et complet.
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I | reppe) (@) Ci

1 1 111

2 10 0111
3 11 00111
4 100 10111
) 101 000111
6 110 010111
7 1000 100111
8 1001 110111
9 1010 0000111

10 1011 0010111
11 1100 0100111
12 1101 0110111
13 10000 1000111
14 10001 1010111
15 10010 1100111
16 10011 00000111

TABLE 3.3 — Codage et représentation de Fibonacci d’ordre 3 des premiers entiers positifs

Démonstration. C’est immédiat puisqu’on a vu que L(7), avec 7 = 1™ (m > 2), est un
code préfixiel, universel et complet. ]

Proposition 3.20. Le code C’l(m) contient précisément F(J mots de code de longueur

m +n, qui sont partitionnés comme suit : F}L ™ avec 0 de téte, F( —1 avec 10 de téte, F(m)
avec 110 de téte,..., F™) 1 avec 1710 (n > 0).

n—m-+

Démonstration. On procéde par récurrence sur n € N. Le cas de base n = 0 est immédiat.
Supposons le résultat vérifié pour n > 0 et vérifions-le pour n 4+ 1. Au vu de la définition
de Cfm), les mots de code de longueur m + n + 1 peuvent étre obtenus a partir de ceux de
m + n en les préfixant tous par 0 et en les préfixant tous par 1 excepté ceux commengant
par 1™710. Par hypothése de récurrence, on en obtient donc F), (m i avec 0 de téte, F" () avec

10 de téte, F( { avec 110 de téte,.. ., F(T,)nw avec 1710, soit un total de F(+% mots de

n

code de longueur m +n + 1. O

Corollaire 3.21. Soit S = S F(m) pourn > 1 et S =0 pourn < 1. Alors, tous et

um’quement tous les F(JJ entiers dans l’intervalle In+)1 = [Sﬁm) +1, Sgﬂ} ont une image

par o™ de longueur n +m (n > 0).

Démonstration. Procédons par récurrence sur n > 0.
Cas de base. Pour n = 0, l'intervalle I\™ = [S(gm) +1, S%m)] = [1,1] contient 'unique

entier "1" et |o{™(1)] = m
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Induction. Supposons que les F\7 JJ entiers dans l'intervalle Ifl +)1 = [S m 41 Sn 41| ont

une image par gol ) de longueur n +m (n > 0). Par la proposition précédente, ce sont les
seuls mots de code de longueur n +m. Donc, étant donné que les mots de code sont classés
par longueur croissante, les Fqgg entiers dans l'intervalle

S LS T R -] =[S s = 1

ont une image par 901 ) de longueur au moins n+m+ 1. Or, par la proposition précédente,

ilya FT(LT% mots de code de longueur n 4+ m + 1. Par conséquent, les [}, (m % entiers dans
m)

Pintervalle 7 nto Ont une image par gpl ) de longueur n +m + 1. O
Corollaire 3.22. Si |o\™ (k)| < m +n, alors k est dans Uintervalle [1, SSZ” (n>0).
Démonstration. Immédiat par le corollaire précédent. ]

Pour le processus de décodage, la proposition suivante sera nécessaire.

Proposition 3.23. Pour tousn >1 et m > 4,

m—3
1 m
S}lm>: <n+2+§ m— z—ng3—1>. (3.1)
=0

Démonstration. On procéde par récurrence sur n pour un m arbitraire fixé. Sin = 1, le
membre de droite de [3.1] devient

m m 1 m m
m(F§ ) 4 (m — 2)F! )—1):m(2+m—2—1):1:Ff )= gm.

Supposons a présent la formule vraie pour n et démontrons-la pour n + 1. En utilisant
I’hypothése de récurrence, on a

S = s+ B

n

m—3
1 m m . m
=—7 <Fé+% +(m=DEMN+> (m—2-i)F" -1
1=0
1 (m) | pm) | p(m) . (m) (m = ()
:m Fn+2+Fn+1+Fn +Fn—1+"'+Fn—m+3+ (m_2_Z)Fn+1fi_1
=0

Il
3
/‘\
:
+
W ~—
+
MS
w
1\3
|
:A
té
|
—_
~_—
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Remarque 3.24. L’utilisation des codes de Fibonacci d’ordre supérieur peut a premiére
vue sembler inefficace, en particulier pour les premiers mots de code, car plus de lettres
sont utilisées comme délimiteurs et par conséquent moins de lettres transportent des in-
formations réelles. Le premier mot de code codant 1’élément en texte clair le plus fréquent
sera de longueur 2 avec le code sz) alors qu’il sera de longueur 3 avec le code C’f?’). On
pourrait donc penser que la longueur moyenne du code augmente avec m. Or, & partir
d’une certaine longueur [ suffisamment grande, le nombre de mots de code possibles de
cette longueur [ sera plus grand avec un m supérieur. En utilisant la proposition si on
compare par exemple les codes C’F) et C’l(?’), il y a plus de mots de code de longueur [ dans
C’f?’) que dans 052) pour tout [ supérieur ou égal 4 9 (il y a F8(2) = 21 mots de longueur
9 dans 01(2) contre F7(3) = 24 dans Cf?’)). Par conséquent, pour un langage suffisamment
grand & coder et pour certaines distributions (presque uniformes), il est possible d’obtenir
une longueur moyenne de code, L™ = 3", pilz(m) avec lz(m) qui désigne la longueur du 7™
mot du code de Fibonacci du m®® ordre, qui est plus petite pour un m > 2 que pour
m = 2. La premiére ligne du tableau fournit pour quelques valeurs de m > 2, la taille
minimale N (m) de 'alphabet source a partir de laquelle le code de Fibonacci du m®® ordre
donne une longueur moyenne de code inférieure ou égale a celle du code C7, en supposant
les distributions uniformes, c’est-a-dire N(m) = min{t|>_'_, lgl) >3 lgm)}.

Par des arguments similaires a ceux utilisés pour C7, on obtient pour les codes de
Fibonacci d’ordre m,

SF(C™) = ﬁ (p1(2 +3(m—1)) + ipi@ +3(m—1)+2+ 1 — (m + 1)))

_ ﬁ (p1(2+ 3(m — 1)) + 2m(1 — p1) + (L™ — mp,))

2m — pq
Lim)

Le tableau compare le facteur de sensibilité SF du code standard C; pour une
distribution uniforme sur un langage de taille N(m) avec celui du code Cfm) pour les
mémes distributions. Ce tableau montre que la compression est améliorée par les codes
d’ordre supérieur uniquement pour des tailles assez grandes de I'alphabet source.

=1+

3.2.1 Processus de codage et de décodage

Regardons a présent les algorithmes de codage et de décodage.
Algorithme de codage. Etant donné un entier positif IV, calculons gogm)(N ). Intuitivement,
I’algorithme fonctionne de la maniére suivante.

(i) Si N =1, alors gogm)(N) =1™. 51 N = 2, alors gpgm)(N) =01™.
1) Irouver n tel que 5,7 < N < .oo1t @Q =N — 5,7 — 1 et obtenons reppim) .
i) T I que ST < N < 8" Soit Q = N — 5™ —1 et ob rom (Q
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m 3 4 ) 6 7
N(m) 158 687 2972 12821 57626
SF(Cy) pour n = N(m) | 1412 1.315 1.254 1.213 1.183

SF(C'™) pour n = N(m) | 1.618 1.630 1.636 1.639 1.639

TABLE 3.4 — Comparaison du facteur de sensibilité pour les codes C; et C’fm) dans le cas
d’un alphabet source de taille N(m).

(iii) Ajoutons 01™ comme suffixe & rep pm) (Q). Ajoutons des 0 de téte, si nécessaire, pour

rendre o™ (V) de longueur m -+ n.

Exemple 3.25. Prenons m = 3 et N = 11. Comme Sf’) =8<N=11< SéB) = 15, nous
avons que n = 4 et Q = 11 — 8 — 1 = 2. Ensuite, on a que repyps (2) = 10. En ajoutant
le facteur "013", comme suffixe, on obtient "100111". Pour obtenir un mot de longueur
344 =17, on ajoute un zéro de téte. Par conséquent, gpf’)(ll) = 0100111.

Algorithme de décodage. Etant donné gogm)(N), calculons N.
(i) Supprimer le suffixe 1.
(ii) Si le préfixe restant est vide, alors N = 1. Si c’est 0, alors N = 2.
(iii) Supprimer le suffixe 0.
(iv) Le préfixe restant est une représentation de Fibonacci d’ordre m d’un entier X . Alors,

N=X+5"+1oun=|o™(N)—m et SI™ est calculé en utilisant la proposition
2.2l

Exemple 3.26. Prenons m = 3 et gpgg)(N) = 1010111. En supprimant le suffixe "0111", on
obtient "101". Il s’agit de la représentation de Fibonacci d’ordre 3 de I’entier F2(3) + F4(3) =
1+4 = 5. Puisque [1010111| =7, onaquen =7—3 =4 et N =5+ 5 + 1. Par la
proposition Sf’) = %(Fég) + F4(3) —1) = (13 +4—1) = 1 = & Par conséquent,
N=5+8+1=14

3.3 Code de Fibonacci (5

On présente dans cette section une variante au code de Fibonacci C;. Le i mot du
code Cj est le mot binaire repy(i) défini au corollaire page b0 auquel on ajoute le
suffixe 1 qui agit comme une virgule pour séparer les mots de code successifs. Ce suffixe
peut en fait étre évité si chaque mot de code posséde un 1 non seulement dans sa position
la plus a droite mais également dans sa position la plus a gauche. Construisons un tel code
que l'on désignera par Cs. Il peut étre obtenu a partir de C; de deux maniéres différentes.
La premiére méthode consiste en les deux étapes suivantes :

1. Supprimer les mots de code dans C'; qui commencent par 0;
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2. Supprimer le suffixe 1 des mots de code restants.
La deuxiéme méthode consiste en les trois étapes suivantes :
1. Supprimer le suffixe 1 de chaque mot dans C' ;
2. Ajouter le préfixe 10 a chaque mot de code;
3. Ajouter 1 comme premier mot de code.

Ces deux définitions de Cy sont équivalentes puisque la fonction définie par

flay--

ca,) =10ay -+ a,_q

est une bijection de C} dans Cs \ {1} quelle que soit la définition de Cs.
Le codage des premiers entiers strictement positifs, obtenu a partir du code C; via la
deuxiéme méthode, est donné dans le tableau

1| ¢ € Cy | Etape 1 | Etape 2 | Etape 3 | ¢; € ()
1 11 1 101 1 1

2 011 01 1001 101 101

31 0011 001 10001 1001 1001
4 1011 101 10101 10001 10001
51 00011 0001 100001 10101 10101
6| 10011 1001 101001 | 100001 | 100001
71 01011 0101 100101 | 101001 | 101001
8 | 000011 | 00001 | 1000001 | 100101 | 100101
9 | 100011 | 10001 | 1010001 | 1000001 | 1000001

TABLE 3.5 — Codage des premiers entiers strictement positifs.

Notation 3.27. Notons ll@) la longueur du i®® mot du code Cs.

Proposition 3.28. Dans Cs, il y a un mot de longueur 1 et F,,_s mots de longueur n pour
n > 3.

Démonstration. Par définition, Cy posséde un unique mot de longueur 1, & savoir "1".

Par la proposition , on sait que Cy posséde F,, mots de longueur n + 1 (n > 1). Par
conséquent, Cy posséde F, mots de longueur n + 2 (n > 1), c’est-a-dire F,_5 mots de
longueur n pour n > 3. O]

Remarque 3.29. Le code (5 n’est pas préfixiel mais le décodage reste simple puisque la
fin de tout mot de code est facilement détectée.

Proposition 3.30. L’ensemble Cy est un code universel et complet.
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Démonstration. Pour montrer que c¢’est bien un code, il suffit de montrer que C5 est uni-
quement déchiffrable. Procédons par I'absurde et supposons qu’il existe deux suites ¢ - - - ¢,
et dy---d,, de Cy telles que

crooen=dy-dy =M M (M e{0,1})

et qui ne sont pas identiques, c’est-a-dire qu’il existe un ¢ pour lequel ¢; # d;. Notons j
le plus petit indice pour lequel ¢; # d;. Alors, nécessairement, |c;| # |d;|. Sans perte de
généralité, on peut supposer que |¢;j| < |d;|. Soit a 'indice de la lettre la plus a droite dans
c;. Alors, M,41 = 1 puisqu’il s’agit de la premiére lettre de ¢; 1. Or, M, = 1 puisqu’il s’agit
de la derniére lettre de ¢;. Par conséquent, le mot de code d; contient deux "1" adjacents, ce
qui est absurde par définition de Cy. L’ensemble C5 est donc bien uniquement déchiffrable.

Montrons que C5y est universel. Par construction, les longueurs des éléments de C] et
de C5 sont reliées par la relation lz@) = lz@1 + 1 pour ¢z > 1. Par conséquent,

Zpil,@) = pll?) + Zpilz@)
i=1 =2

=P+ Zpi(lz(i)l +1)

=2

n—1
=p1+ Zp¢+1(l§1) +1)
i=1

n n—1
= Zpi + Zpi-‘rllz(l)
i=1 i=1

§1+sz‘l§1) car p; 2 pi+1, 1 <i<n—1.
=1

Vu que C] est universel, on en conclut que Cy I'est aussi.

7152)

Montrons que Cy est complet. Pour cela, montrons que > = 2 =1.

Par la proposition [3.7, on peut regrouper les termes identiques et obtenir que

(o] (1) o0
E 2~ :§ PGl (3.2)
=1 =0
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On a alors

=2
1 1< 0
=4+ = 2~k
P
= 1 + l i 9—(1+2) . ) vu B
2 24 o
I [
e 2—(l+1)FZ
AP

Or, en dénotant > 00, 2=0+D EL par T, nous avons que
=1 p q

T =327 (Fyy — Fiy)
=1
_ Z 2—(i+1)Fi+1 . Z 2—(i+1)F1i_1
=1 =1

_ i 9-ip i 9~ (+2)
i=2 i=0

1
- —(i+1) = —(i+1)
_2' 2 o 222 F
=2 i=0
1. 1
—2(T—>)—=T
4’ 9
3 1
=7 — —,
2 2

Donc T' =1 et par conséquent,

i 217 — 1
=1

3.3.1 Facteur de sensibilité du code ()

Intéressons-nous au facteur de sensibilité SF du code Cy. Traitons les deux cas suivants.

1. L’erreur survient dans le premier mot de code ¢; = 1.
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(i) Siil s’agit d’une erreur de substitution (c’est-a-dire ¢; = 1 devient 0), alors le
mot de code qui précéde et celui qui suit ¢; fusionnent et trois mots de code
sont alors perdus;

(ii) Siil s’agit d’une erreur de suppression, alors seul ¢; est perdu;

(iii) Si il s’agit d’une erreur d’insertion, alors deux mots de code maximum sont
perdus. En effet, insérer un "1" & droite de ¢; permet d’insérer le mot de code
c1 et 'ajout d'un "0" & droite de ¢; entraine la fusion de ¢; et du mot de code
qui le suit et donc deux mots sont perdus.

Par conséquent, M(cy,1) = 3;
2. L’erreur survient dans un autre mot de code.

(i) Si il s’agit d'une erreur de substitution, de suppression ou d’insertion dans la

premiéere ou derniéere lettre, deux mots de code maximum sont perdus, et donc
M(ei, 1) = M(e;, 1&) = 2;

(ii) Sinon, un seul mot de code est perdu. D’ott, M(¢;,j) =1pouri>1letl<j<
1@

En notant L, = Z:.L:lpilz@) la longueur moyenne des n premiers mots du code C5, on
obtient que

L,

= Liz <3P1 +2 Zpi + ZPJZ@))
=2 =2

_ I (Bp1 +2(1 —p1) + (L2 — 1))
2

=14 —.
+L2

SF(Cy) = * <3p1 + Xn: P2+ (1P —2)+ 2))

3.3.2 Processus de décodage

Comme pour (', le processus de décodage d’un message codé par Cy comprend deux
étapes :

— La premiére étape consiste a "découper" la chaine d’entrée en mots de code. Cette
premiére étape est trés rapide et simple puisqu’il suffit balayer la chaine codée de
gauche a droite et de localiser les facteurs "11". En effet, le premier "1" de chacun de
ces facteurs est la derniére lettre d’'un mot de code et le second "1" est la premiére
lettre du mot de code suivant. Un traitement spécial du dernier mot de code est évité
en ajoutant un "1" & la fin de la chaine codée.

— La deuxiéme étape consiste a aller chercher pour chaque mot de code, ’élément en
texte clair correspondant dans la table de correspondance. Cette table est composée
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1 c; € 02(2) C; € 053)
1 1 11

2 101 1011

3 1001 10011
4 10001 11011
5 10101 100011
6 100001 101011
7 100101 110011
8 101001 1000011
9 | 1000001 | 1001011
10 | 1000101 | 1010011
11 | 1001001 | 1011011
12 | 1010001 | 1100011
13 | 1010101 | 1101011
14 | 10000001 | 10000011
15 | 10000101 | 10001011
16 | 10001001 | 10010011

(2)

TABLE 3.6 — Codage par ¢, et 4,0(23) des premiers nombres entiers positifs.

de deux colonnes : la premiére contenant les éléments en texte clair classés par ordre
décroissant de leur probabilité d’occurrence et la deuxiéme contenant les mots de
code. A la ligne j de la table, on trouve dans la premiére colonne le j°™¢ élément en
texte clair a; et dans la deuxiéme colonne le j¥™ mot de code ¢;. De nouveau, la

majeure partie du temps de décodage provient de cette étape.

3.4 Geénéralisation du code (5 aux codes de Fibonacci
d’ordre supérieur

Le code que nous définissons maintenant est conceptuellement plus simple que le code
'™ Pour m > 2, C{™ est constitué du mot 1™~ et des représentations de Fibonacci
d’ordre m des entiers strictement positifs qui sont chacune suivie de 01!,

On définit la fonction d’encodage goém) de Ny dans C’ém) de telle sorte que si Ny, Ny € Ny

avec Ny < Ny, alors ¢§™ (IN}) est lexicographiquement plus petit que ¢§™ (N,). Le tableau

reprend le codage par gpéQ) et gog?’) des premiers nombres entiers positifs.

Remarque 3.31. Le code C’Q(m), avec m > 2, ne vérifie pas la propriété de préfixe. En effet

, le tableau ci-dessus montre par example que gogg)

et que gogg)(Z) est un préfixe de

tout N > 1. Cependant, C’Q(m) est bien un code puisqu’il est uniquement déchiffrable. En

(1) est notamment un préfixe de cpf’) (4)

(2) )

11). Evidemment, 1) est un préfixe de o5 pour
( ©s p @3 P
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effet, la concaténation de deux mots de code quelconques génére le séparateur 1" entre-eux.
Lors de 'analyse d'une concaténation de mots de code, la virgule est placée juste devant
le dernier "1" de tout 1™ rencontré.

Proposition 3.32. Pour tout m > 2, le code Cé contient F,(Hri F™ mots de code de
longueur m +n — 1 qui peuvent étre partitionnés comme suit : F,Ef% avec 10 de téte, F( )
avec 110 de téte,. . ., F,ET,)WFI avec 1710 de téte, oun > 0.

Démonstration. Remarquons que le code C’ém) est le méme que le code C’l(m) excepté que
les mots de code avec 0 de téte sont omis et que le suffixe commun est 01™~! 4 la place de
01™. La proposition permet alors de conclure. O

Corollaire 3.33. Le code C’ém) contient précisément F( % mots de code de longueur n’ex-

cédant pas m +n (n > 0).

Démonstration. 11 y a un mot de code de longueur m — 1, F?fm) — FQ(m) de longueur m + 1,

F™ — F™ de longueur m + 2,. .. ,FfLT% — F,SJT% de longueur m + n (n > 0). On obtient
donc le résultat vu que

1+ZFz+3 - 2+2 —1+F7§+% FQ(m):Fng%

Théoréme 3.34. Le code CS™ est complet, m > 2.

Démonstration. 11 suffit de montrer que Zce o 2-lcl = 1. Par la proposition [3.32, on a
2

ORI SO LR

cEC’ém) n=0

Z +12 mont ZOF(mZ m—n+l

Y Fe - 3 Fy e
n=0 n=—1

= 3 Fig e 3 R
n=0 n=0

= iFé-i-iQ m-—n+1 _ Z n+12 m—n+1
n=0

SR

n=0
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Or, en posant X =Y 7 FéTiQ_m_n; on a
X-@mi2m =3 o R
n=2

=Y g (F}Lm) +FE™ F,ETLH)
n=2

1 - —m—n (M 1 - —m—n p\m 1 S —m—n p\m
2522 FT(LJJ"‘ﬁZQ F1E+i+"'+2_m Z 2 FTE-F%
n=1 n=0 n=—m-++2
1 1 1 1
=—(X-2""4+=X+=X+--4+—X.
2( )+22 +23 + +2m
Ainsi,
X 1 1
X-2"=—(14=
5 ( + 5 +-+ 2m_1)
X &y
24\2
=0
X (1=0Q)"
2 1-1
1
=X(1—-——
(1-5)
et par conséquent X = 1. O

3.4.1 Comparaison de CQ(m) avec Cl(m)

Les théorémes et affirment qu’aucun mot de code ne peut étre joint a C’fm) ou
Cém) sans perdre leur propriété d’étre uniquement déchiffrable. Cela n’implique cependant
pas qu’ils ont nécessairement la méme densité d’ordre [ pour tout [ > 1, ou la densité
d’ordre [ d’un code est défini comme le nombre de mots de code de longueur inférieure ou
égale a [. En fait, C’ém) contient un mot de code de longueur m — 1, alors que la longueur

minimale des mots de code de C\™ est m. Puisque C\™ et C{™ satisfont a I'égalité de
Kraft m, il existe au moins un [ > m tel que Cfm) contient plus de mots de longueur [
que Cém). Nous allons voir que c’est en fait le cas partout sauf pour les petites longueurs,
ce qui peut & premiére vue sembler contre-intuitif puisque le séparateur 01™! de C’ém) est
plus court que le séparateur 01™ de Cfm). Notons cependant que si nous faisons pivoter
la premiére lettre de chaque mot de code de C’Q(m) vers son extrémité droite, le code Céfn)
résultant - qui est préfixiel - contient des mots avec 0 de téte et chaque mot de code se
termine par 01™. Ce code Céf”’ n’est cependant pas identique a C’l(m car dans C’fm), il

existe des mots de code commencant par 1™ !, ce qui n’est pas le cas dans C’éfn)‘
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Le corollaire implique que, pour n > 0, la densité d’ordre m + n de C’fm) vaut

S,(::)l, o n > 0 et d’apres le corollaire la densité d’ordre m + n de Cz(m) est donnée

par Fff%, ot n > 0. Ainsi, pour n > 0, la quantité

A

m-+n
mesure la différence de densité d’ordre m + n entre les deux codes C\™ et C{™.

Théoréme 3.35. La différence de densité d’ordre m +mn entre C’Yn) et C’ém) est donné par
pm = S(nfznﬂ pour n > 0. En particulier, D™ — pour 0 < n < m, et D" =0

m+n n m+n m—+n
pour n > m.

Démonstration. Nous avons que

D, = 81 = Fy
n+1
=Y B (B B 4 B L)
=1

n—m-+1 ( )
- £

= Sr(zrfzn-i-l'

3.5 Code de Fibonacci C;

On présente dans cette section une autre variante au code de Fibonacci C permettant
d’éviter le suffixe "1" agissant comme une virgule. Ce code, que 'on désigne par Cj, est
obtenu a partir du code C'; de la maniére suivante :

1. Supprimer le suffixe "1" de chaque mot dans Cf ;

2. Dupliquer I'ensemble des mots de code afin d’obtenir deux blocs de mots de code
identiques ;

3. Préfixer chaque mot de code du premier bloc par "10" et chaque mot de code du
second bloc par "11";

4. Classer les mots de code par longueur croissante et en plagant pour les mots de code
de méme longueur les mots du premier bloc suivi des mots du second bloc.

Le codage des premiers entiers strictement positifs en appliquant la construction ci-dessus
est donné dans le tableau 3.7

Notation 3.36. Notons 153) la longueur du ™ mot de Cj.
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1 | ¢ €C) | Etape 1 Etapes 2 & 3 Etape 4 | ¢; € (5
Bloc 1 ‘ Bloc 2

1 11 1 101 111 101 101

2 011 01 1001 1101 111 111

3 0011 001 10001 11001 1001 1001

4 1011 101 10101 11101 1101 1101

5 | 00011 0001 100001 110001 10001 10001
6 10011 1001 101001 111001 10101 10101
7 01011 0101 100101 110101 11001 11001
8 | 000011 | 00001 | 1000001 | 1100001 | 11101 11101
9 | 100011 | 10001 | 1010001 | 1110001 | 100001 | 100001
10 | 010011 | 01001 | 1001001 | 1101001 | 101001 | 101001
11 | 110011 11001 1011001 | 1111001 | 100101 | 100101
12 | 101011 10101 1010101 | 1110101 | 110001 | 110001
13 | 0000011 | 000001 | 10000001 | 11000001 | 111001 | 111001
14 | 1000011 | 100001 | 10100001 | 11100001 | 110101 | 110101

TABLE 3.7 — Codage des premiers entiers strictement positifs.

Remarque 3.37. Chaque mot dans C3 posséde "1" comme préfixe (puisqu’on ajoute au
mot de Cj le préfixe "10" ou "11"). De plus, aucun mot de code n’a plus de trois "1"
consécutifs et ceux-ci apparaissent comme préfixe (cela survient lorsque le mot de départ
dans C posséde "1" comme préfixe et qu’on ajoute le préfixe "11"). Enfin, chaque mot de
code, excepté cg, possede "01" comme suffixe.

Proposition 3.38. Il y a 2F,, mots de code de longueur n + 2 dans C3, n > 1.
Démonstration. Immeédiat vu la proposition [3.7 et vu la construction de Cj. O

Remarque 3.39. Le code (3 n’est pas préfixiel. Par exemple, le mot de code ¢; = 101 est
un préfixe du mot de code ¢g = 10101.

Proposition 3.40. L’ensemble C3 est un code universel et complet.

Démonstration. Pour montrer que c¢’est bien un code, il suffit de montrer que C3 est uni-
quement déchiffrable. Procédons par I'absurde et supposons qu’il existe deux suites ¢ - - - ¢,
et dy---d,, de (s telles que
ey =dydyp =M - M, =M (M; €{0,1})

et qui ne sont pas identiques, c’est-a-dire qu’il existe un ¢ pour lequel ¢; # d;. Notons j
le plus petit indice pour lequel ¢; # d;. Alors, nécessairement, |c;| # |d;|. Sans perte de
généralité, on peut supposer que |¢;| < |d;|. Le mot de code ¢; ne peut pas étre co = 111
puisqu’alors il y aurait quatre "1" consécutifs dans M (les trois lettres de ¢; et la premiére
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lettre de ¢;+1) et donc le mot de code d; contiendrait quatre "1" consécutifs, ce qui est
impossible. Le mot de code ¢; admet alors "01" comme suffixe et par conséquent le mot
de code d; admet "011" comme facteur, ce qui est impossible. On en tire que Cs est bien

uniquement déchiffrable.
Montrons que Cs est universel. Comme lfg) < ll(l) pour ¢ > 1, on obtient

sz‘lg?’) =il + sz‘lz('g)
i=1 i=2
< 3p1 + Zpilgl)
=2

<3+ Zpilgl)-
i1

Vu que C] est universel, on en conclut que C5 'est aussi.
Montrons que C5 est complet. Pour cela, montrons que Y o,

On a

91" — 1.

o0

Z 917 — 9N 9=+ F pbar la proposition 3-38
=1

=1
i 27(i+1)Fﬂi

i=1
1 par la preuve de la proposition [3.30]

La proposition suivante sera nécessaire pour le processus de décodage.

Proposition 3.41. Soit n > 1. L’égalité suivante est vérifiée :

iE:FnJﬂ_l-
i=1

Démonstration. Procédons par récurrence sur n.

Cas de base. Pour n = 1, nous avons bien F; = F3 — 1 = 1.

Induction. Supposons que I'égalité est vérifiée jusque n et montrons qu’elle est encore
vérifiée pour n + 1. Nous avons

n+1 n

S R-Y R r

i=1 i=1
=F0o—14+F, par hypothése de récurrence
= Fpi3— L
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3.5.1 Facteur de sensibilité du code (s

Intéressons-nous maintenant au facteur de sensibilité SF du code C3. Traitons les deux
cas suivants :

1. L’erreur survient dans le deuxiéme mot de code ¢y = 111.

(i) Siil s’agit d’une erreur de substitution dans la premiére lettre (c¢’est-a-dire "111"
devient "011"), alors le mot qui précéde et le mot qui suit ¢y sont affectés et par
conséquent trois mots de code sont perdus;

(ii) Sinon, cela entraine la perte d’au maximum deux mots de code, & savoir ¢, et
éventuellement le mot qui suit cs.

2. L’erreur survient dans un autre mot de code (éventuellement c¢;). Dans ce cas, une
erreur dans la premiére, avant-derniére ou derniére lettre provoque la perte d’au plus
deux mots de code et une erreur ailleurs entraine la perte d’un mot de code.

En notant Ly = > 1" | pilz(g) la longueur moyenne des n premiers mots de C3, on obtient
que

1 n
SF(Cs) = 7 | m(3+2+2) + S p@+ (1P -3)+2+2)
o
1 n n
= 7. Tp2 + Z 3pi + ZPJZ@
3 — —
iz i
1
=1 (7Tp2 + (3 — 3p2) + (L3 — 3p2))
3
3+ po
=1 .
+

3.5.2 Processus de décodage

De nouveau, le processus de décodage d’un message codé par C3 comprend deux étapes :

— La premiére étape consiste & "découper" la chaine d’entrée en mots de code. Pour
cela, on parcourt la chaine codée en commencant par la gauche et aprés avoir vérifié
que le mot de code n’est pas "111", on recherche le facteur "011" qui achéve chaque
mot de code excepté co. Comme pour Cs, on ajoute un "1" & la fin de la chaine
d’entrée pour permettre un traitement identique de tous les mots de code.

— La deuxiéme étape consiste a aller chercher pour chaque mot de code, I’élément en
texte clair correspondant dans la table de correspondance. Cette table est habituel-
lement composée de deux colonnes : la premiére contenant les éléments en texte clair
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classés par ordre décroissant de leur probabilité d’occurrence et la deuxiéme conte-
nant les mots de code. Or, l'existence d’une relation entre les mots de code de (s
et leur indice rend superflue la colonne des mots de code et réduit donc de moitié
'espace requis. L’indice d'un mot de code de longueur n de la forme v - - -y, (avec
Y, = 1) est en fait calculé en additionnant les trois quantités suivantes :

a) Le nombre de mots de code de longueur strictement inférieur & n, qui est donné
par Z?:_f 2F; = 2F,,_1 — 2 en appliquant les propositions et ;

b) y2F, 2, puisque la valeur de y» indique dans lequel des deux blocs, chacun de
taille F),_o, appartient le mot de code;

c¢) L’indice relatif dans le bloc en question. Cet indice relatif est obtenu en consi-
dérant les n — 2 lettres les plus a droite du mot de code, en calculant I'entier
dont ce suffixe est la représentation de Zeckendorf et en soustrayant F,,_; — 1

puisque les n— 2 lettres les plus a droite représentent des entiers dans 'intervalle
[F._1, F, — 1].

Au total, étant donné un mot de code ¢; = y; -+ -y, € C3, on a

i=2F 0 =24 geFua+ Y yiFio — Fa 41

j=3

= Zijjfl + F+ oyl o —1
=3

=Y iFi Fat + Pyt (s — DFy — 1
N———

j:3 =F),
n+1

= Zijj—l + (2 — DFp2— 1,
=3

ol Ypt+1 = 1 est la premiére lettre du mot de code suivant.

En appliquant cette formule, 'indice du mot de code "101001" par exemple est donné
par

1xFo+0xFs+0xFy+1xFs54+1xFg—Fy—1=1+54+8-3—-1=10,

ce qui est vérifié par le tableau [3.7]

3.6 Comparaison des codes (', Cy et Cj

Commencons par calculer, pour tout n > 1, la différence de densité d’ordre n entre
chaque paire de code. La différence de densité d’ordre n, notée D,,, entre deux codes C' et
C’, est la différence entre le nombre de mots de longueur au plus n dans C' et le nombre
de mots de longueur au plus n dans C’.
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Théoréme 3.42. Nous avons les résultats suivants :

1. La différence de densité d’ordre n entre Cy et Cy est donné par D, = F,,_1 — 1 pour
n>1.

2. La différence de densité d’ordre n entre Cs et Cy est donné par

D -1 stn =2
"o Sn_a sin €Ny \{2}

3. La différence de densité d’ordre n entre C3 et Cy est donné par D, = S,_o — 1 pour
n>1.

Démonstration.
1. En utilisant les propositions et nous obtenons

n—1 n—2
Dn:;E—;Fi—lenl—l.

2. En utilisant les propositions [3.38| et [3.7] nous obtenons
n—2 n—1
R S
i=1 i=1

| -1 sin=2
Tl E sine Ng\{2).
) -1 sin=2
a Sn—4 sin €Ny \{2}
3. En utilisant les propositions et [3.28, nous obtenons

n—2 n—2 n—2
Dn=2;m—2Fi—1=;m—1:Sn_2—1.

Comparons maintenant les facteurs de sensibilité de ces trois codes.
Nous avons vu que

o SF(Cy)=1+%2

o SF(Cy) =1+£

o SF(Cs) =1+ 32
Deés lors,

— Pour les distributions pour lesquelles Ly/Ls < 2 — p;/2, et en particulier lorsque
Ly, < Lo, nous avons que Cy est plus robuste contre les erreurs que Cf ;
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— Pour les distributions pour lesquelles L;/Ls < (4 — p1)/(3 + p2), et en particulier
lorsque Ly < L3, nous avons que C3 est plus robuste contre les erreurs que Cf ;

— Pour les distributions pour lesquelles L3/Ls < 1.5 + po/2, et en particulier lorsque
L3 < Lo, nous avons que Cy est plus robuste contre les erreurs que Cs.

Pour terminer cette section, supposons que 'on désire coder un alphabet source consti-
tué de n symboles équiprobables. On se demande quel code choisir parmi C, Cs et C3. Le
tableau permet de comparer les longueurs moyennes et les facteurs de sensibilité des
trois codes en fonction de n. On remarque que lorsque n est inférieur ou égal a n; = 5,

n | L1 | L, | Ly | SE(C)) | SF(Cy) | SF(Cy)
1 2 1 3 2.5 3 2.33
2 2.5 2 3 2.4 2 2.17
3 3 2.67 | 3.33 2.22 1.75 2
4 1325325 3.5 2.13 1.62 1.93
5 136 |36 38| 206 | 156 | 1.84
6 | 3.83 4 4 2 1.5 1.79
7 4 4.29 | 4.14 1.96 1.47 1.76
& 1425 | 4.5 |4.25 1.91 1.44 1.74
9 | 4.44 | 4.78 | 4.44 1.88 1.42 1.7
10 | 4.6 5 4.6 1.85 14 1.67
11 | 4.73 | 5.18 | 4.73 1.83 1.39 1.65
12 | 4.83 | 5.33 | 4.83 1.81 1.38 1.64
13 5 5.46 | 4.92 1.78 1.37 1.63
14 | 5.14 | 5.64 5 1.76 1.35 1.61
15 | 527 ] 58 | 5.13 1.75 1.34 1.6
16 | 5.38 | 5.94 | 5.25 1.73 1.34 1.58
17 | 5.47 | 6.06 | 5.35 1.72 1.33 1.57
18 | 5.56 | 6.17 | 5.44 1.71 1.32 1.56
19 | 5.63 | 6.26 | 5.53 1.7 1.32 1.55
20 | 5.7 | 6.35| 5.6 1.69 1.31 1.54
50 | 7.42 | 8.24 | 7.16 1.54 1.24 1.42
100 | 8.79 | 9.68 | 8.34 1.45 1.21 1.36

TABLE 3.8 — Longueurs moyennes et facteur de sensibilité des codes C, Cs et ('3 dans le
cas d'une source sans redondance de taille n.

le code C5 est le plus efficace des trois. Ensuite, lorsque n est compris entre 6 et 12, le
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code C est le plus efficace. Enfin, & partir de ny = 13, c’est le code C3 qui est le plus
efficace. Lorsque les éléments en texte clair ne sont pas équiprobables, 'ordre ne change
pas (d’abord Cy puis C5 et ensuite () mais les valeurs de n; et de ny augmentent. En
ce qui concerne la robustesse contre les erreurs, on remarque que Cs est le plus robuste
(excepté lorsque n vaut 1) suivi de C3 et puis de C;. Choisir le meilleur code consiste &
faire le meilleur compromis possible entre efficacité et robustesse.

3.7 Exemple

Dans cette section, nous comparons le code de Huffman avec les codes C, Cy et Cy
sur un exemple "réel". Cet exemple est la distribution des 26 lettres de ’alphabet dans
un texte anglais de 100,000 mots. Le tableau [3.9| contient les 26 lettres classées par ordre
décroissant de leur probabilité d’occurrence, ainsi que leurs codages correspondants dans
le code de Huffman et les codes C;, Cy et Cj.

Pour le code de Huffman, les mots codant la lettre "L" et la lettre "K", & savoir
"11011" et "1000001" respectivement, sont de synchronisation. En effet, d’une part, ils
n’apparaissent pas comme facteur d’un autre mot de code. D’autre part, si on s’intéresse
aux préfixes de ces deux mots de code qui apparaissent comme suffixe d’'un mot de code,
a savoir "1" et "11" pour "11011" et "1", "10" et "100" pour "1000001", alors les suffixes
associés a de tels préfixes, a savoir "1011" et "011" pour ceux de "11011" et "000001",
"00001" et "0001" pour ceux de "1000001", sont des chaines de mots de code (et méme
des mots de code) puisque "1011" est le codage de la lettre "R", "011" celui de la lettre
"E", "000001" celui de "G", "00001" celui de "W" et "0001" celui de "A".

Ce code de Huffman est donc un code synchrone. Il est donc plus approprié de calculer le
facteur de sensibilité SF’ de ce code plutdt que le facteur de sensibilité SF qui est non
borné pour les codes de Huffman. Le tableau [3.10| compare les différents codes selon leurs
longueurs moyennes et leurs facteurs de sensibilité. On pourrait se demander quel est le
meilleur code parmi ces codes et donc celui a utiliser. Le code de Huffman est bien str le
meilleur en terme de compression mais n’est vraiment pas trés robuste contre les erreurs
(en effet, la valeur du facteur de sensibilité est nettement plus importante pour ce code que
pour les autres) et est donc a éviter. La question & se poser est donc quel est le meilleur
code parmi C7, Cy et C37 Le tableau nous montre qu’en terme de compression le
code Cj est le meilleur code suivi du code C, suivi du code Cs. Par contre, en terme de
robustesse contre les erreurs, le code Cs est le meilleur suivi du code Cj, suivi du code C}.
Par conséquent, cela nous ameéne a dire que le code C5 semble étre le meilleur compromis.

Remarque 3.43. Le code C3 ne constitue pas toujours le meilleur compromis ; cela dépend
de 'exemple que 1’'on considére.

Comme nous 'avons présenté a la section page[24] on peut améliorer la robustesse
d’un code de Huffman au prix d’une efficacité de compression réduite en regroupant les
mots de code en blocs de taille fixée m ot m est supérieur ou égal a la longueur maximale
des mots de code, c’est-a-dire 10 dans notre exemple. Cette amélioration est possible si
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Lettre | Probabilité | Huffman 4 Cy Cs

E 0.1265 011 11 1 101
T 0.0978 111 011 101 111
A 0.0789 0001 0011 1001 1001
O 0.0776 0011 1011 10001 1101
I 0.0707 0100 00011 10101 10001
N 0.0706 0101 10011 100001 10101
S 0.0631 1010 01011 101001 11001
R 0.0595 1011 000011 100101 11101
H 0.0574 1100 100011 1000001 100001
L 0.0394 11011 010011 1010001 101001
D 0.0389 11010 001011 1001001 100101
U 0.0280 10011 101011 1000101 110001
C 0.0268 10010 0000011 1010101 111001
F 0.0256 00101 1000011 | 10000001 110101
M 0.0244 00100 0100011 | 10100001 | 1000001
W 0.0214 00001 0010011 | 10010001 | 1010001
Y 0.0202 000000 1010011 | 10001001 | 1001001
G 0.0187 000001 0001011 | 10101001 | 1000101
P 0.0186 100001 1001011 | 10000101 | 1010101
B 0.0156 100010 0101011 | 10100101 | 1100001
\Y 0.0102 100011 00000011 | 10010101 | 1110001
K 0.0060 1000001 10000011 | 100000001 | 1101001
X 0.0016 10000001 | 01000011 | 101000001 | 1100101
J 0.0010 100000001 | 00100011 | 100100001 | 1110101
Q 0.0009 1000000001 | 10100011 | 100010001 | 10000001
Z 0.0006 1000000000 | 00010011 | 101010001 | 10100001

TABLE 3.9 — Codage des lettres d’un texte en anglais.




3.7. EXEMPLE

longueur moyenne | 4.185
Huffman

SF' 14.84
longueur moyenne | 4.895

Cy
SF 1.791
longueur moyenne | 5.298

Co
SF 1.378
longueur moyenne | 4.891

Cs
SF 1.633

TABLE 3.10 — Comparaison des codes.

7

on tient uniquement compte des erreurs de substitution. On mesure la robustesse d’un
tel code en calculant le facteur de sensibilité SE”. Le tableau [B.11] fournit les nouvelles
longueurs moyennes et les valeurs de SF” de ce code de Huffman modifié pour différentes
valeurs de m. La ligne pour m = oo correspond au codage de Huffman standard avec le
facteur de sensibilité SE”. On s’apercoit que lorsque m vaut 12 ou 13, la longueur moyenne
et la valeur du facteur de sensibilité sont toutes les deux meilleures que pour Cjs, qui est le
meilleur code parmi C, Cy et Cs. Il est donc recommandé d’utiliser cette méthode lorsque

seules les erreurs de substitution sont permises.
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m | Longueur moyenne | SF”

10 5.041 1.238
11 4.949 1.362
12 4.875 1.486
13 4.814 1.608
14 4.763 1.731
15 4.720 1.853
16 4.682 1.974
17 4.650 2.095
18 4.621 2.217
19 4.596 2.338
20 4.574 2.458
50 4.332 6.058
100 4.258 12.036
00 4.185 14.843

TABLE 3.11 — Amélioration du codage de Huffman en utilisant des blocs de taille m.



Conclusion

Dans ce travail, on désire coder sur Ialphabet {0,1} un ensemble de symboles de la
meilleure maniére possible. Les critéres pris en compte sont la compression, la robustesse
contre les erreurs et la simplicité des processus de codage et de décodage.

En termes de compression, le code de Huffman construit par ’algorithme de codage de
Huffman est le meilleur code parmi les codes présentés durant ce travail. Néanmoins, si la
distribution de probabilité des symboles de départ n’est pas exactement connue ou si elle
change au cours du temps, ce code n’est pas approprié. De plus, un code de Huffman n’est
vraiment pas trés robuste contre les erreurs puisqu’une seule erreur peut affecter toute la
chaine codée, méme si dans certains cas, notamment lorsque le code de Huffman posséde un
mot de synchronisation, ’erreur se corrige d’elle-méme aprés quelques mots de code. Enfin,
les processus de codage et de décodage ne sont pas les plus rapides puisque le processus
de codage nécessite la construction d’un arbre et le processus de décodage nécessite un
nombre d’acces a la table de correspondance égal au nombre de lettres ("0" et "1") dans
la chaine codée.

Si les erreurs de substitution ("0" qui devient "1" ou "1" qui devient "0" dans la
chaine codée) sont les seules erreurs possibles; alors un code de longueur fixe constitue
le code le plus robuste contre les erreurs qu’on puisse trouver puisque seulement un mot
de code est perdu lorsqu'une telle erreur survient. De plus, le processus de décodage est
trés simple en utilisant un tel code puisqu’on peut facilement diviser la chaine codée en
les différents mots de code en plagant une virgule toutes les [ lettres ot [ est la longueur
de chaque mot de code. Cependant, les codes de longueur fixe sont indépendants de la
distribution de probabilité des symboles de départ et peuvent donc étre trés inefficaces.
Ajoutons également que lorsque les erreurs d’insertion et de suppression sont autorisées, ces
codes sont plus vulnérables contres les erreurs que certains codes de Huffman puisqu’une
telle erreur entraine un décalage de la chaine codée, qui sera donc mal interprétée.

Les codes de Fibonacci, qui peuvent étre codés et décodés efficacement, constituent un
compromis entre les codes de Huffman et les codes de longueur fixe. Ils ne sont en effet ni les
meilleurs en termes de compression (les codes de Huffman sont meilleurs), ni en termes de
robustesse contre les erreurs de substitution (les codes de longueur fixe sont meilleurs) mais
en tenant compte des quatre critéres mentionnés ci-dessus, ce sont les meilleurs. Avec les
codes de Fibonacci, au maximum trois mots de codes sont perdus lorsqu’une erreur survient
et ce quelle que soit l'erreur (insertion, suppression ou substitution). Plus la probabilité
d’occurrence d’'un symbole est élevée, plus la longueur du mot qui code ce symbole est
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petite, ce qui permet de réduire la longueur moyenne et donc d’augmenter 'efficacité. De
plus, les codes de Fibonacci sont complets et universels, c¢’est-a-dire que d’une part, si on
ajoute un nouveau mot a ces codes alors ce ne sont plus des codes, et d’autre part, la
longueur moyenne de ces codes est au plus une constante multipliée par ’entropie, qui
constitue une limite inférieure pour la longueur moyenne.

Pour revenir a la compression, les codes de Huffman ne sont pas optimaux dans toutes
les situations. Il existe en effet des codes encore plus efficaces, c’est-a-dire de longueur
moyenne inférieure et donc plus proche de l'entropie, que les codes de Huffman. C’est
notamment le cas des codes arithmétiques. Sans rentrer plus dans les détails, en codage
arithmétique, chaque symbole peut étre codé sur un nombre non entier de "0" et de "1"
alors qu’il en faudrait au moins un (de "0" ou "1") avec le codage de Huffman (méme si
le symbole a probabilité d’occurrence trés grande). Comme analysé dans [2], les codes de
Huffman ne sont néanmoins pas délaissés au profit de ces codes arithmétiques puisque le
codage arithmétique est moins intuitif que celui de Huffman, les processus de codage et
décodage sont plus rapides avec le codage de Huffman et ’avantage des codes arithmé-
tiques dans les performances de compression est souvent négligeable. De plus, les codes
arithmétiques sont moins robustes contre les erreurs puisqu’avec le codage arithmétique
les caractéres ne sont pas codés individuellement, mais I’ensemble du message est repré-
senté par un seul nombre réel et par conséquent modifier la chaine codée signifie changer
ce nombre, ce qui produira généralement un message complétement différent.



Annexe A

Implémentation en C

Dans cette annexe, nous implémentons en C les processus de codage et de décodage des
trois codes de Fibonacci C, Cs et C3 que nous avons présentés au chapitre 3. L’objectif prin-
cipal est de coder un texte en codant chaque caractére constituant celui-ci. Bien entendu,
plus un caractére est fréquent, plus il sera codé par un mot de code court. Avant de présen-
ter le code, les étapes suivantes sont nécessaires. La premiére étape est de taper le texte que
I'on souhaite coder dans un fichier (document texte) nommé « texteclair.txt ». Ce texte
peut contenir les 95 caractéres imprimables de la table ASCII (c’est-a-dire les caractéres
32 & 126). Ensuite, nous créons trois autres fichiers (ceux-ci sont vides) nommés « texte-
codeCl.txt », « textecodeC2.txt » et « textecodeC3.txt » qui contiendrons aprés la com-
pilation le texte codé avec les codes (', Cy et C5 respectivement. Enfin, nous créons trois
derniers fichiers (vides également) nommés « textedecodeCl.txt », « textedecodeC2.txt »
et « textedecodeC3.txt » qui contiendront le texte clair correspondant au texte codé dans
les trois fichiers précédents. Ces trois derniers fichiers contiendrons donc le texte de départ
apres la compilation.

Présentons a présent le code découpé en les différentes fonctions le constituant :

e La fonction fib renvoie le n®™® nombre de Fibonacci.

int fib(int n)

{
if (n==1 || n==2)
return 1;
else
return fib(n-1) + fib(n-2);
}

e La fonction Zeckendorf renvoie la représentation de Zeckendorf classique (c’est-a-dire
en commengant avec le chiffre de poids fort) de n.

char* Zeckendorf(int n)

{

81
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char* Z = (char*)malloc(128*sizeof (char));
int j;
int i = 2;
while(fib(i) <= n)
{

i++;
+
z[0] = ’17;
n=n- fib(i-1);
for(j=1; j<= i-3 ; j++)

{
if (fib(i-j-1)<= n)
{
Z[j1="17;
n=n - fib(i-j-1);
}
else
Z[j1=07;
}
Z[i-2]="\0";
return Z;

IMPLEMENTATION EN C

e La fonction longueur renvoie la longueur du mot mot.

int longueur (char* mot)

{

int 1i;
for(i=0; mot[i] !'= °\0’; i++);
return i;

e La fonction miroir renvoie le miroir du mot mot.

char* miroir (char* mot)

{

char* miroirmot = (char*)malloc((longueur(mot)+1)*sizeof(char));

int 1i;
for(i=0; i < longueur(mot); i++)
{
miroirmot[i] = mot[longueur(mot)-1-i];

by
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miroirmot [longueur(mot)] = ’\0’;

return miroirmot;

e La fonction codageentierC1 renvoie le n®®° mot du code C}.

char* codageentierC1l(int n)

{

e La fonction codageentierC2 renvoie le n

charx ¢ = (char*)malloc((longueur(Zeckendorf (n))+2)*sizeof (char));
int i;
for(i=0; i< longueur(Zeckendorf(n)); i++)
{
cl[i] = miroir(Zeckendorf(n)) [i];
}
c[longueur (Zeckendorf(n))]="1";
c[longueur (Zeckendorf (n))+1]="\0";
return c;

éme

mot du code Cs.

char* codageentierC2(int n)

{

int i;
charx ¢ = (char*)malloc((longueur(codageentierCl(n-1))+2)*sizeof (char));
if(n == 1)

{
cl0]="17;
c[1]="\0";
}
else
{
cl0]="17;
cl1]= ’07;
for(i=0; i<longueur(codageentierCl(n-1))-1; i++)
{
c[i+2]= codageentierC1l(n-1) [i];
}
c[longueur(codageentierCl(n-1))+1]="\0";
}
return c;
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e La fonction codageentierC3 renvoie le n®"° mot du code Cj.

éme

char* codageentierC3(int n)

{

int i,5;

char*blocl[n];

char*bloc2[n] ;

for(i=0; i<n; i++)

{
bloc1[i] = (char*)malloc(128*sizeof (char));
bloc2[i] = (char*)malloc(128*sizeof (char));

bloc1[i] [0]="1";
bloc1[i] [1]="0";
bloc2[i] [0]="1";
bloc2[i] [1]="1";
for(j=0; j<longueur(codageentierC1l(i+1))-1; j++)
{
bloc1[i] [j+2]=codageentierC1(i+1) [j];
bloc2[i] [j+2]=codageentierC1(i+1) [j];
}
bloc1[i] [longueur (codageentierC1(i+1))+1]="\0";
bloc2[i] [longueur (codageentierC1(i+1))+1]="\0";
}
charx*bloc[n];
int k,1;
j=0;
k=0;
for(i=0; i<n; i++)
{
bloc[i] = (char*)malloc(128*sizeof (char));
if (longueur (bloc2[k])>= longueur(bloci[j]))

{
for(1=0; 1l<longueur(blocl[jl); 1++)
{
bloc[i] [1]=bloc1[j1[1];
}
bloc[i] [longueur (bloc1[j1)]1="\0";
j+ts
}
else
{

for(1=0; 1l<longueur(bloc2[k]); 1++)
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{
bloc[i] [1]=bloc2([k] [1];
+
bloc[i] [longueur(bloc2[k])]="\0";
k++;
}
}
for(i=0; i<n; i++)
{
free(bloc1[i]);
free(bloc2[i]);
}
for(i=0; i<(n-1); i++)
{
free(bloc[i]);
}

return bloc[n-1];

e Etant donné un tableau de 95 entiers tab[95], la fonction position calcule la position
du n®™ entier de ce tableau lorsque les entiers sont classés par ordre décroissant.

int position(int n, int tab[95])

{
int i, x=1;
for(i=0; i < n-1; i++)
{
if (tab[i] >= tabl[n-1])
X ++;
}
for(i=n; i < 95; i++)
{
if(tab[i] > tab[n-11)
X ++;
}
return X;
}

e La fonction occurrencesymboles calcule le nombre d’occurrence dans le fichier fichier
de chacun des 95 caractéres du tableau symbole[95], les stock dans le tableau occur-
rence[95] et les affiche a 'écran.
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void occurrencesymboles(FILExfichier, char symbole[95], int occurrence[95])

{

rewind(fichier);
int i,caractere;

do

{

3

caractere = fgetc(fichier);
for(i=0;i<95;i++)
{
if (caractere == symbole[i])
occurrence[i] ++;

while(caractere != EQF);
for(i=0; i<95;i++)

{

¥

printf ("Le nombre de %c est donne par %d \n", symbole[i], occurrencel[i]);

printf("\n \n");

e La fonction codageC1 effectue d’abord le codage C de chacun des 95 caracteres du
tableau symbole[95], stock ces 95 mots de code dans le tableau codagesymbole[95] et
les affiche & I’écran. Ensuite, elle effectue le codage C; du texte du fichier fichierR dans
le fichier fichierW et affiche a I’écran le texte codé.

void codageCl(FILExfichierR, FILEx*fichierW, char* codagesymbole[95],
char symbole[95], int occurrence[95])

{

printf("Le codage par Cl est donne par :\n");
int 1, caractere;
for(i=0;1i<95;i++)

{

3

codagesymbole[i]= codageentierCl(position(symbole[i] - > ’ + 1,occurrence));
printf ("%c = %s \n",symbole[i],codagesymbole[i]);

printf("\n \n");
rewind(fichierR) ;

caractere = fgetc(fichierR);
while(caractere != EOF)

{

printf ("%s",codageentierCl(position(caractere - > > + 1,occurrence)));
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fprintf (fichierW,codageentierCl(position(caractere - > ’> + 1,occurrence)));
caractere = fgetc(fichierR);

}

printf("\n \n");

e La fonction codageC2 effectue d’abord le codage C; de chacun des 95 caracteres du
tableau symbole[95], stock ces 95 mots de code dans le tableau codagesymbole[95] et
les affiche a I’écran. Ensuite, elle effectue le codage C5 du texte du fichier fichierR dans
le fichier fichierW et affiche a I’écran le texte codé.

void codageC2(FILExfichierR, FILE*fichierW, char* codagesymbole[95],
char symbole[95], int occurrence[95])
{
printf("Le codage par C2 est donne par :\n'");
int i, caractere;
for(i=0; i<95; i++)
{
codagesymbole[i]= codageentierC2(position(symbole[i] - ’ ’ + 1,occurrence));
printf ("%c = %s \n",symbole[i],codagesymbole[i]);
}
printf("\n \n");
rewind(fichierR);
caractere = fgetc(fichierR);
while(caractere != EQOF)
{
printf ("%s",codageentierC2(position(caractere - > ’ + 1,occurrence)));
fprintf (fichierW,codageentierC2(position(caractere - ’> ’ + 1,occurrence)));
caractere = fgetc(fichierR);
}
printf("\n \n");

e La fonction codageC3 effectue d’abord le codage C'5 de chacun des 95 caracteres du
tableau symbole[95], stock ces 95 mots de code dans le tableau codagesymbole[95] et
les affiche a I’écran. Ensuite, elle effectue le codage C5 du texte du fichier fichierR dans
le fichier fichierW et affiche a I’écran le texte codé.

void codageC3(FILExfichierR, FILE*xfichierW, char* codagesymbole[95],
char symbole[95], int occurrence[95])

{
printf("Le codage par C3 est donne par :\n");
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int 1, caractere;

for(i=0; i<95; i++)

{
codagesymbole[i]= codageentierC3(position(symbole[i] - > ’ + 1,occurrence));
printf("%c = %s \n",symbole[i],codagesymbole[i]);

}

printf("\n \n");

rewind(fichierR) ;

caractere = fgetc(fichierR);

while(caractere != EQOF)

{
printf ("%s",codageentierC3(position(caractere - > ’ + 1,occurrence)));
fprintf (fichierW,codageentierC3(position(caractere - > ’> + 1,occurrence)));
caractere = fgetc(fichierR);

}

printf ("\n \n");

e La fonction taillefichier renvoie le nombre de caractéres du fichier fichier.

double taillefichier(FILE* fichier)
{
rewind(fichier);
double taille=0;
while(!feof (fichier))
{
fscanf (fichier, "%*c");
taillet+;
}
rewind(fichier);
return taille-1;

e La fonction decodageC1 effectue le décodage C du texte codé du fichier fichierR dans
le fichier fichierW et I’affiche a I’écran.

void decodageCl(FILExfichierR, FILExfichierW, char* codagesymbole[95],
char symbole[95])
{
printf("Le decodage par Cl est donne par :\n");
int i, j, k, caractere, compteur, trouve, nbrecaractereslus =0;
int t = taillefichier(fichierR);
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while (nbrecaractereslus < t)

{

compteur = 0;

i=0;

j=0;

trouve=0;

char* motdecode = (char*)malloc(128*sizeof(char));
while(compteur != 2)

{
caractere = fgetc(fichierR);
if (caractere == EQOF)
{
printf ("Decodage impossible \n");
exit(1);
}
motdecode[i]l= caractere;
if (caractere == ’1?)
{
compteur ++;
}
if (caractere == ’07)
{
compteur=0;
}
it++;
}

motdecode[i]="\0’;
nbrecaractereslus = nbrecaractereslus + 1i;
while(trouve == 0 && j < 95)

{
trouve =1;
if (longueur (motdecode) != longueur (codagesymbole[j]))
trouve =0;
else
{
for (k=0;k<longueur (motdecode) ;k++)
{
if (motdecode [k] !=codagesymbole[j] [k])
trouve = 0;
}
}
Jjt+;
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if (trouve ==0 && j == 95)

{
printf ("Decodage impossible \n");
exit(1);
}
else
{
printf ("%c",symbole[j-1]);
fprintf (fichierW,"%c",symbole[j-1]);
}
free(motdecode) ;

}
printf("\n \n");

e La fonction decodageC2 effectue le décodage C5 du texte codé du fichier fichierR dans
le fichier fichierW et I'affiche a I’écran.

void decodageC2(FILEx*fichierR, FILExfichierW, char* codagesymbole[95],
char symbole[95])

{

printf("Le decodage par C2 est donne par :\n");

int i, j, k, caractere, compteur, trouve, nbrecaractereslus =0;
int t = taillefichier(fichierR);

fseek(fichierR,0,SEEK_END) ;

fprintf (fichierR,"%c",’1°);

rewind(fichierR);
while(nbrecaractereslus < t)
{

compteur = 0;

i=0;

j=0;

trouve=0;

char* motdecode = (char*)malloc(128*sizeof(char));
while(compteur != 2)
{

caractere = fgetc(fichierR);

motdecode[i]= caractere;

if (caractere == ’17)

{

compteur ++;
}

if (caractere == ’07)
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compteur=0;

}
i++;
}

motdecode[i-1]="\0";
fseek(fichierR,-1,SEEK_CUR) ;
nbrecaractereslus = nbrecaractereslus + i-1;

while(trouve == 0 && j < 95)

{
trouve =1;
if (longueur (motdecode) != longueur (codagesymbole[j]))
trouve =0;
else
{
for (k=0;k<longueur (motdecode) ;k++)
{
if (motdecode [k] !'=codagesymbole[j] [k])
trouve = 0;
}
}
j++;
}
if (trouve ==0 && j == 95)
{
printf ("Decodage impossible \n");
exit(1);
}
else
{
printf ("%c",symbole[j-1]);
fprintf (fichierW,"%c",symbole[j-1]);
}
free(motdecode) ;

printf ("\n \n");

e La fonction decodageC3 effectue le décodage C5 du texte codé du fichier fichierR dans
le fichier fichierW et I’affiche a I’écran.

void decodageC3(FILExfichierR, FILExfichierW, char* codagesymbole[95],
char symbole[95])
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printf("Le decodage par C3 est donne par :\n");

int i, j, k, caractere, compteur, trouve, nbrecaractereslus =0;
int t = taillefichier(fichierR);

fseek(fichierR,0,SEEK_END) ;

fprintf (fichierR,"%c",’1°);

rewind(fichierR) ;
while(nbrecaractereslus < t)
{

compteur = -1;

i=0;

3=0;

trouve=0;

char* motdecode = (char*)malloc(128*sizeof(char));
caractere = fgetc(fichierR);

motdecode[i]= caractere;

i++;
while(compteur != 2)
{

caractere = fgetc(fichierR);
motdecode[i]l= caractere;

if (caractere == ’17)
{
compteur ++;
}
if (caractere == ’07)
{
compteur=0;
}
it+:

b

}

motdecode[i-1]="\0";
fseek(fichierR,-1,SEEK_CUR) ;
nbrecaractereslus = nbrecaractereslus + i-1;
while(trouve == 0 && j < 95)

{
trouve =1;
if (longueur (motdecode) != longueur(codagesymbole[j]l))
trouve =0;
else
{

for (k=0;k<longueur (motdecode) ;k++)
{



93

if (motdecode [k] !=codagesymbole[j] [k])
trouve = 0;

}
}
Jjtts;
}
if (trouve ==0 && j == 95)
{
printf ("Decodage impossible \n");
exit(1);
}
else
{
printf ("%c",symbole[j-1]);
fprintf (fichierW,"%c",symbole[j-1]);
}

free(motdecode) ;

+
printf("\n \n");

e La fonction proba renvoie la probabilité d’occurrence d’un symbole dans un fichier
de taille taillefichier en connaissant le nombre d’occurrence de ce symbole donné par
occurrence.

double proba(int occurrence, double taillefichier)

{

return occurrence/taillefichier;

e La fonction lgmoyenne renvoie la longueur moyenne d’un code de taille 95, de distribu-
tion de probabilité proba[95] et dont les longueurs des mots sont données par lgmot[95].

double lgmoyenne(double proba[95], int lgmot[95])
{

int 1i;

double somme=0;

for(i=0;i<95;i++)

{

somme = somme + probali]*lgmot[i];
}

return somme;
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e La fonction SFC1 renvoie le facteur de sensibilité du code C .

double SFC1(double p, double L)
{
return 1 + ((4-p)/L);

e La fonction SFC2 renvoie le facteur de sensibilité du code Cj .

double SFC2(double L)
{
return 1 + (2/L);

e La fonction SFC3 renvoie le facteur de sensibilité du code Cj .

double SFC3(double p, double L)
{
return 1 + ((3+p)/L);

e La fonction main ouvre et ferme les différents fichiers, fait appel aux différentes fonctions
pour coder et décoder, calcule les longueurs moyennes et facteurs de sensibilité des trois
codes, libére la mémoire allouée et compare la taille du message a coder (en termes de bits)
avec la taille des messages codés en supposant que les 0’ et "1’ des messages codés sont
des bits et non les caractéres 0’ et "1’ de la table ASCII.

int main()

{

FILE *fichierEntree, *fichierSortieCl1l, *fichierSortieC2, *fichierSortieC3;

fichierEntree = fopen("texteclair.txt","r");

fichierSortieCl = fopen("textecodeCl.txt","w");
fichierSortieC2 = fopen("textecodeC2.txt","w");
fichierSortieC3 = fopen("textecodeC3.txt","w");
int 1i;

char symbole[95];
int occurrence[95];
for(i=0;i<95;i++)

{

symbole[i] =’ > + i;
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occurrencel[i] = 0;

occurrencesymboles(fichierEntree, symbole, occurrence);

char* codagesymboleC1[95];
char* codagesymboleC2[95];
char* codagesymboleC3[95];

codageCl(fichierEntree, fichierSortieCl, codagesymboleCl, symbole, occurrence);
codageC2(fichierEntree, fichierSortieC2, codagesymboleC2, symbole, occurrence);
codageC3(fichierEntree, fichierSortieC3, codagesymboleC3, symbole, occurrence);

fclose(fichierSortieCl);
fclose(fichierSortieC2);
fclose(fichierSortieC3);

FILE *fichierCodeC1, *fichierDecodeCl1, *fichierCodeC2, *fichierDecodeC2,
*fichierCodeC3, *fichierDecodeC3;

fichierCodeCl= fopen("textecodeCl.txt","r");
fichierDecodeCl = fopen("textedecodeCl.txt","w");
fichierCodeC2= fopen("textecodeC2.txt","r+");
fichierDecodeC2 = fopen("textedecodeC2.txt","w");
fichierCodeC3= fopen("textecodeC3.txt","r+");
fichierDecodeC3 = fopen("textedecodeC3.txt","w");

decodageCl(fichierCodeC1, fichierDecodeCl, codagesymboleCl, symbole);
decodageC2(fichierCodeC2, fichierDecodeC2, codagesymboleC2, symbole);
decodageC3(fichierCodeC3, fichierDecodeC3, codagesymboleC3, symbole);

/* Créons un tableau contenant les probas d’occurrence des 95 caractéres:x*/
double tabprob[95];
for(i=0; 1<95; i++)
{
tabprob[i]= proba(occurrenceli] ,taillefichier(fichierEntree));
//printf ("proba = %1f \n",tabprobl[i]);
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/* Créons un tableau contenant les longueurs de tous les mots de code de Cl:x/
int tablgC1[95];
for(i=0; i<95; i++)
{
tablgC1l[i]= longueur (codagesymboleC1[i]);

printf("La longueur moyenne du code C_1 est égale & %1f \n",
lgmoyenne (tabprob,tablgCl));

/* Cherchons 1’indice du symbole le plus fréquent:x*/

int maxC1=0;

while(position(symbole[maxC1]- ’ ’> + 1,occurrence)!= 1)
maxCl ++;

printf("Le facteur de sensibilité du code C_1 est egale a %1f \n",
SFC1(tabprob[maxC1],lgmoyenne (tabprob,tablgCl)));

printf("\n \n");

/* Créons un tableau contenant les longueurs de tous les mots de code de C2:%/
int tablgC2[95];
for(i=0; 1<95; i++)
{
tablgC2[i]= longueur (codagesymboleC2[i]);

printf("La longueur moyenne du code C_2 est egale & %1lf \n",
lgmoyenne (tabprob,tablgC2)) ;

printf("Le facteur de sensibilité du code C_2 est egale & %1f \n",
SFC2(1gmoyenne (tabprob,tablgC2)));

printf("\n \n");

/* Créons un tableau contenant les longueurs de tous les mots de code de C3:%/
int tablgC3[95];
for(i=0; 1<95; i++)
{
tablgC3[i]= longueur (codagesymboleC3[i]);

printf("La longueur moyenne du code C_3 est égale a %1f \n",
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lgmoyenne (tabprob,tablgC3)) ;

/* Cherchons 1’indice du 2éme symbole le plus fréquent:*/
int second =0;

int trouve =0;

while(trouve !=1)

{
trouve =1;
for(i=0;i<longueur (codagesymboleC3[second]) ;i++)
{
if (codagesymboleC3[second] [i]!= ’1°)
{
trouve =0;
}
}
if (longueur (codagesymboleC3[second]) != 3)
trouve =0;
second ++;
}

second = second -1;

printf("Le facteur de sensibilité du code C_3 est egale a %1f \n",
SFC3(tabprob[second] ,1lgmoyenne (tabprob,tablgC3)));

printf ("\n \n");

/* Comparons la taille du message de départ avec la taille du message codé:*/
printf ("Etant donné que chaque caractére est codé sur 8 bits, la taille du
fichier de départ vaut 8*(nombre de caractéres dans le fichier) = 8x%}1lf = J1lf,
alors que les tailles valent respectivement %1f, %1f et %1f pour les fichiers
codés par C1l, C2 et C3 \n",taillefichier(fichierEntree),
8+xtaillefichier(fichierEntree) ,taillefichier(fichierCodeC1),
taillefichier(fichierCodeC2)-1,taillefichier(fichierCodeC3)-1);

for(i=0; i<95; i++)

{
free(codagesymboleC1[i]);
free(codagesymboleC2[i]);
free(codagesymboleC3[i]) ;
}

fclose(fichierEntree);
fclose(fichierCodeCl);
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fclose(fichierDecodeC1) ;
fclose(fichierCodeC2);
fclose(fichierDecodeC2) ;
fclose(fichierCodeC3);
fclose(fichierDecodeC3) ;

return O;
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