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Introduction

Un invariant topologique T est une application définie sur une classe
d’espaces vectoriels topologiques tel que, pour tous X et Y appartenant au
domaine de T , X isomorphe à Y implique T (X) = T (Y ). Un invariant to-
pologique est dit complet si l’implication inverse est également vérifiée. Ces
invariants sont souvent utilisés pour montrer la non-isomorphie. Dans ce
contexte, la dimension diamétrale a été introduite comme invariant topolo-
gique sur la classe des espaces vectoriels topologiques. Il se trouve entre autres
que la dimension diamétrale permet de caractériser les espaces de Schwartz
et facilite l’étude de l’espace des suites de Köthe (nous présentons ces der-
niers dans ce travail).

Soit X un espace vectoriel et U, V deux parties de X pour lesquelles il
existe λ > 0 tel que U ⊂ λV . Le nième diamètre de Kolmogorov de U par
rapport à V est la quantité

δn(U, V ) = inf{ε > 0 | ∃L ⊂ X, dim(L) < n et V ⊂ εU + L}.

La dimension diamétrale de X peut alors être définie comme suit :

∆(X) = {x ∈ ω | ∀U ∈ B0,∃V ∈ B0 pour lequel xnδn(U, V )→ 0},

où B0 est une base de voisinages de 0 dans X (on peut facilement montrer
que cette définition est indépendante de la base de voisinages choisie). Cela
étant, il peut être montré que pour un espace de Fréchet X,

• ∆(X) = c0 si X n’est pas un espace de Schwartz,

• ∆(X) ⊃ l∞ si X est un espace de Schwartz.

Une notion de dimension diamétrale alternative est l’ensemble

∆b(X) = {x ∈ ω | ∀U ∈ B0, ∀B borné, xnδn(U,B)→ 0}.

Dans ce cas, on a
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• ∆b(X) = c0 si X n’est pas un espace de Montel,

• ∆(X)b ⊃ l∞ si X est un espace de Montel.

En conséquence, si X n’est pas un espace de Montel, on a ∆(X) = ∆b(X)
et si X est un espace de Montel qui n’est pas un espace de Schwartz, alors
∆(X) ( ∆b(X). Nous nous étendons brièvement sur ces notions en annexe.
Ces thèmes sont abordés plus en profondeur dans la thèse de L. Demeule-
naere [4], à laquelle nous renvoyons le lecteur pour plus de détails.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à la construction d’espaces de
Fréchet-Montel qui ne sont pas un espace de Schwartz. Comme nous venons
de le voir, une motivation pour une telle attention réside dans l’étude de la
dimension diamétrale.

Le premier exemple d’espace de Fréchet-Montel qui n’est pas un espace
de Schwartz est dû à G. Köthe en 1948 [12], utilisant un espace de suites avec
une sommation de type l1. A. Grothendieck généralisera cette construction
pour des sommations de type lp [8]. Le fait que ces espaces soient de Montel
repose sur une caractérisation des espaces de Fréchet-Montel relativement
délicate à obtenir, également obtenue par Köthe. D’autres constructions plus
simples (au moins du point de vue de leurs auteurs) ont depuis été proposées
[6, 17].

Le premier chapitre propose les notions de bases nécessaires pour con-
struire les exemples abordés dans la suite. Le second chapitre présente un
premier exemple d’espaces de Fréchet-Montel qui ne sont pas de Schwartz
basé sur les espaces de Köthe [14]. Le second exemple dû à K. Floret, abordé
au chapitre suivant, repose sur des espaces de Fréchet-Montel quelconques
(éventuellement de Schwartz) [6]. Enfin, le troisième exemple, dû à V. Wrobel,
est construit à partir d’un opérateur fermé [17].
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Notations

Dans ce mémoire, nous avons tenté de nous en tenir aux conventions les
plus utilisées. Nous les énumérons ici pour éviter toute confusion. Il ne s’agit
en rien de définitions ; celles-ci seront données en temps opportuns ou sup-
posées connues.

Ensembles

∅ l’ensemble vide.
N l’ensemble des naturels
N0 l’ensemble des naturels non nuls
K désigne un champs (R ou C)
A \B l’ensemble des points de A n’appartenant pas à B.
Bp(e, r) la semi-boule ouverte pour la semi-norme p centrée en e et de rayon r.
Bp[e, r] la semi-boule fermée pour la semi-norme p centrée en e et de rayon r.
Bp(r) la semi-boule ouverte pour la semi-norme p centrée en 0 et de rayon r.
Bp[r] la semi-boule fermée pour la semi-norme p centrée en 0 et de rayon r.
Bp la semi-boule Bp(1).
V0 l’ensemble des voisinages de 0.
B0 une base de voisinages de 0.
P un ensemble de semi-normes.
EN0 l’ensemble des suites X = (xn)n∈N0 telles que xn ∈ E pour tout n ∈ N0.
·◦ l’intérieur.
· l’adhérence.
〉E〈 l’enveloppe linéaire de E.
〈E〉ac l’enveloppe absolument convexe de E.
dom(·) le domaine de définition.
Im(·) l’image.
L(X, Y ) l’ensemble des applications linéaires continues de X dans Y .
L(X) L(X,X).
K(X, Y ) l’ensemble des applications linéaires continues compactes de X dans Y .
K(X) K(X,X).
Ln(X) l’ensemble des sous-espaces vectoriels de X de dimension au plus n.
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Espaces fonctionnels

ω l’espace des suites KN0 .
ϕ l’espace des suites finies.
lp l’espace des suites de Lebesgue.
c0 l’espace des suites bornées qui convergent vers 0.
Distance et dimension

dim(X) la dimension de X.
d(A,B) la distance de A à B.
∆(E) dimension diamétrale de E.
δn(U, V ) le nème diamètre de Kolmogorov de U par rapport à V .
Symboles

δi,j le symbole de Kronecker.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces à semi-normes
Dans l’ensemble de ce travail, nous nous plaçons dans le cadre des es-

paces à semi-normes ou encore espaces localement convexes. L’étude de ces
espaces peut se trouver dans tout référentiel classique de l’analyse fonction-
nelle. Néanmoins, nous rappelons dans ce chapitre un ensemble de concepts
qui nous seront utiles aux chapitres suivants.

De façon générale, l’ensemble P = {pn | n ∈ N0} désignera un ensemble
de semi-normes. Toute semi-norme p sur un ensemble X induit naturellement
une semi-métrique

(x, y) 7→ p(x− y),

et dès lors les notions de semi-boules. On adopte les notations suivantes

Notation 1.1.1. Soient X un ensemble et p ∈ P , on pose

Bp(x, r) := {y ∈ X|p(x− y) < r} ,
Bp[x, r] := {y ∈ X|p(x− y) ≤ r} ,
Bp(r) := Bp(0, r),
Bp[r] := Bp[0, r],
Bp := Bp(1).

On définit les espaces localement convexes de la façon suivante.

Définition 1.1.2. Un espace localement convexe (X,P) est un espace vec-
toriel X muni d’un système filtrant P de semi-normes.
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Chapitre 1. Préliminaires

La topologie naturelle associée à un espace localement convexe (X,P)
est la topologie TP . Il s’agit de la topologie dont une base est définie par les
semi-boules engendrées par le système de semi-normes P ; i.e. la topologie
pour laquelle Vx forme l’ensemble des voisinages de x pour tout x ∈ X avec

Vx = {V ⊆ X | ∃r > 0, ∃p ∈ P tels que Bp(x, r) ⊆ V }.

La comparaison des topologies des espaces localement convexes s’exprime
simplement via un semi-ordre sur les systèmes de semi-normes.

Définition 1.1.3. Soient p, q ∈ P sur un ensemble X. On dit que p est plus
faible que q, noté p � q, s’il existe c > 0 tel que p ≤ cq. De manière symé-
trique, on dit que q est plus fort que p dans les mêmes conditions. De plus,
si p � q et q � p, on dit que p et q sont équivalents et on note p ≈ q.

Par extension, si P et Q désignent des ensembles de semi-normes sur X,
on dit que P est plus faible que Q, ce que l’on note P � Q, si pour tout
p ∈ P , il existe q ∈ Q tel que p � q. Si P � Q et Q � P , les ensembles de
semi-normes P et Q sont dit équivalents et on note P ≈ Q.

Proposition 1.1.4. Si P et Q sont deux ensembles filtrants de semi-normes
sur X, alors P � Q si, et seulement si TP ⊆ TQ.

Démonstration. La démonstration est bien connue. On peut par exemple
consulter [2] ou [5].

1.2 Espaces fonctionnels usuels
Dans la suite, nous travaillons exclusivement avec des espaces séparés. On

commence donc par établir un critère de séparation.

Proposition 1.2.1. Soit (X,P) un espace localement convexe ; (X,P) est
séparé si, et seulement si pour tout e ∈ X \ {0}, il existe p ∈ P tel que
p(x) 6= 0. Autrement dit, (X,P) est séparé si, et seulement si p(x) = 0 quel
que soit p ∈ P implique que x = 0.

Démonstration. La condition est nécessaire. Si x 6= 0, on peut trouver
p, q ∈ P et r1, r2 > 0 de sorte que

Bp(x, r1) ∩Bq(r2) = ∅.

Il est donc clair que x /∈ Bq(r2). Autrement dit, q(x) ≥ r2, ce qui suffit.
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1.2. Espaces fonctionnels usuels

La condition est suffisante. Considérons x1, x2 des points distincts de X,
i.e. x1−x2 6= 0. Par hypothèse, il existe alors p ∈ P tel que p(x1−x2) = r > 0.
On en déduit que

Bp(x1,
r

4) ∩Bp(x2,
r

4) = ∅.

En effet, si x est un élément de cette intersection, alors

p(x1 − x2) ≤ p(x1 − x) + p(x− x2) ≤ r

4 + r

4 = r

2 .

Définition 1.2.2. Un espace vectoriel F munit d’un système de semi-normes
P = {pn | n ∈ N0} est un espace de Fréchet (F,P) si les conditions suivantes
sont satisfaites :

(1) (F,P) est séparé i.e.

∀n ∈ N0, (pn(f) = 0)⇒ f = 0,

en vertu de la Proposition 1.2.1.

(2) La suite (pn)n∈N0 est croissante i.e pk ≤ pk+1 quel que soit k ∈ N0. De
plus,

V0 = {V ⊆ F | ∃r > 0,∃pn ∈ P tels que Bpn(r) ⊆ V }

est l’ensemble des voisinages de 0.

(3) (F,P) est complet i.e. si (fk)k∈N0 est une suite d’éléments de F telle
que

pn(fr − fs)→ 0 lorsque r, s→ +∞

quel que soit n ∈ N0, alors il existe f ∈ F tel que

pn(f − fk)→ 0 lorsque k → +∞

quel que soit n ∈ N0.

Remarque 1.2.3. Un espace de Fréchet est aussi un espace localement
convexe qui satisfait le premier axiome de dénombrabilité et qui est séparé
et complet. L’équivalence entre cette définition et la Définition 1.2.2 est bien
connue et se trouve, par exemple, dans [16].

Introduisons à présent la notion d’espace de Schwartz.
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Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.2.4. Une partie K d’un espace localement convexe (X,P) est
précompacte pour la semi-norme p ∈ P si pour tout ε > 0, K peut être
recouvert par un nombre fini de translatés de la semi-boule Bp(ε). Autrement
dit,

∀ε > 0, ∃ x1, ..., xN ∈ X tels que K ⊆
N⋃
i=1

Bp(xi, ε).

On écrit encore K ⊆ {x1, ..., xN}+Bp(ε).
Un ensemble est dit précompact dans (X,P) s’il est précompact pour

chacune des semi-normes p ∈ P .

Remarque 1.2.5. Si (X,P) est un espace localement convexe, alors K ⊆ X
est précompact si pour tout voisinage V ∈ V0, il existe un ensemble fini
M ⊆ X tel que K ⊆M + V .

Théorème 1.2.6 (Théorème de Riesz). Soit (X,P) un espace localement
convexe séparé. Alors X est de dimension finie si, et seulement si une semi-
boule de X est précompacte.

Démonstration. Si dimX = n < +∞ alors X est homéomorphe à Kn dont
toute boule est précompacte.

Réciproquement, supposons qu’il existe une semi-boule Bp(x, ε) précom-
pacte de X où p ∈ P . Par translation et dilatation, il est clair que la semi-
boule unité Bp est également précompacte. On en tire que Bp est borné et
P ≈ {p}. Puisque l’espace est séparé, on obtient que p est une norme. Soit
ε < 1. Par précompacité, il existe une partie finie {x1, . . . , xN} de X telle
que

Bp ⊆ {x1, . . . , xN}+Bp(ε).

Montrons que {x1, . . . , xN} engendreX. PuisqueBp est absorbant, il suffit
de montrer que tout élément de Bp peut s’écrire comme une combinaison
linéaire des éléments de {x1, . . . , xN}. Soit x ∈ Bp, il existe j1 ∈ {1, . . . , N}
tel que

x = xj1 + εh1

où p(h1) < 1. De même, il existe j2 ∈ {1, . . . , N} tel que

h1 = xj2 + εh2

où p(h2) < 1. Donc
x = xj1 + εxj2 + ε2h2.
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1.2. Espaces fonctionnels usuels

En itérant le procédé, on construit une suite (jm)m∈N0 de {1, . . . , N} et
une suite (hm)m∈N0 de Bp telles que

x =
m∑
n=1

xjnε
n−1 + εmhm

pour tout m ∈ N0. Or,

p(x−
m∑
n=1

xjnε
n−1) = εmp(hm) ≤ εm → 0

lorsque m → +∞. Vu que P ≈ {p} et que l’espace est séparé, on en déduit
que x = ∑+∞

n=1 xjnε
n−1.

Enfin, par unicité de la limite, on a également

x =
+∞∑
n=1

xjnε
n−1 =

N∑
n=1

 ∑
m:jm=j

εm−1

xj.

Définition 1.2.7. Soit (X,P) un espace localement convexe ; (X,P) est un
espace de Schwartz si pour tout U ∈ V0 de X, il existe V ∈ V0 tel que V ⊆ U
où V est précompact par rapport à U , i.e. pour tout ε > 0, il existe M ⊆ X
fini tel que

V ⊆M + εU.

Terminons cette section avec les notions d’espace de Baire, de tonneau et
d’espace de Montel.

Définition 1.2.8. Soit (X, T ) un espace topologique ; (X, T ) est un espace
de Baire si toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans X est dense
dans X.

Remarque 1.2.9. Par passage au complémentaire, cette définition peut se
réécrire : un espace est dit de Baire si toute union dénombrable de fermés
d’intérieur vide est d’intérieur vide.

Théorème 1.2.10 (Théorème de Baire). Si (X, Td) est un espace métrique
complet, alors (X, Td) est de Baire.

Démonstration. La démonstration est bien connue ; on peut par exemple
consulter [13].
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Chapitre 1. Préliminaires

Remarque 1.2.11. Remarquons que tout espace de Fréchet (F,P) est mé-
trisable au moyen de la distance

d(x, y) =
+∞∑
n=1

2−n pn(x− y)
1 + pn(x− y) ∀x, y ∈ F, (1.1)

où P = {pn | n ∈ N0}.

De plus, lorsque l’on travaille dans un espace à semi-normes dénombrable
puisque l’on dispose d’une distance, on dispose également de la notion usuelle
des suites de Cauchy. Or, la propriété « être de Cauchy » dépend de la dis-
tance choisie. La complétude n’est donc pas une notion topologique. Cepen-
dant, les suites de Cauchy d’un espace à semi-normes dénombrables sont
exactement les mêmes que celles définies à partir de la distance (1.1) comme
on le montre à la proposition suivante.
Proposition 1.2.12. Soit (X,P) un espace séparé à semi-normes dénom-
brables avec P = {pn : n ∈ N0} où (pn)n∈N0 est croissant. Si d est la distance
définie sur X par (1.1) alors une suite de X est de Cauchy pour d si, et seule-
ment si elle l’est pour P. En particulier, (X, d) est complet si, et seulement
si (X,P) l’est.
Démonstration. Soit (xj)j∈N0 une suite de Cauchy de (X,P). Soit ε > 0 ; par
définition, pour tout pn ∈ P , il existe Jn ∈ N0 tel que pour tous r, s ≥ Jn,

pn(xr − xq) < ε/2.
Soit N ∈ N0 tel que ∑+∞

n=N+1 2−n < ε/2 et posons alors J = sup1≤n≤N Jn.
Pour tous r, s ≥ J , on a

d(xr, xs) <
N∑
n=1

2−n pn(xr − xs)
1 + pn(xr − xs)︸ ︷︷ ︸

<1

+ε/2 < ε.

Inversement, montrons que si (xj)j∈N0 est une suite de Cauchy de (X, d)
alors c’est une suite de Cauchy dans (X,P). Soient n ∈ N0 et ε ∈]0, 1[. Pour
tous r, s suffisamment grands, on a

d(xr, xs) <
ε

2n+1 .

Il s’ensuit que
2−n pn(xr − xs)

1 + pn(xr − xs)
<

ε

2n+1 .

Et donc pn(xr − xs) < ε. Puisque n est arbitraire, la suite (xj)j∈N0 est donc
de Cauchy dans (X,P).
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1.2. Espaces fonctionnels usuels

Remarque 1.2.13. Le théorème de Baire implique donc que tout espace de
Fréchet est un espace de Baire.

Définition 1.2.14. Soit (X,P) un espace localement convexe. Un tonneau
de X est une partie de X fermée absolument convexe et absorbante.

Définition 1.2.15. Soit (X,P) un espace localement convexe ; X est qualifié
de tonnelé si tout tonneau de X est voisinage de 0.

Lemme 1.2.16. Soit (X, T ) un espace vectoriel topologique et λ ∈]0, 1]. Si
A ⊂ X est convexe, alors

λA◦ + (1− λ)A ⊆ A◦.

Démonstration. Considérons x ∈ A◦ et y ∈ A. Si λ = 1, il n’y a rien à
montrer. Supposons λ 6= 1. On pose

µ = (1− λ) et u = λx+ µy.

Il vient alors que

y = 1
µ
u− 1

µ
x ∈ A ∩ ( 1

µ
u− λ

µ
)A◦.

On peut alors trouver z ∈ A◦ tel que 1
µ
u− λ

µ
z ∈ A. On définit U = u−λz+λA.

Puisque z ∈ A◦, U est un voisinage de u. Par convexité de A, il vient alors

U ⊂ µA+ λA ⊂ A

d’où u ∈ A◦.

Proposition 1.2.17. Tout espace localement convexe de Baire X est tonnelé.

Démonstration. Soit T un tonneau de X. Par définition, on a

X =
+∞⋃
n=1

nT.

De plus, X est de Baire donc la Remarque 1.2.9 implique que l’on peut
trouver un nT d’intérieur non-vide. On en déduit que T est d’intérieur non
vide. Soit x ∈ T ◦, le Lemme 1.2.16 permet d’écrire 0 = 1

2x−
1
2x ∈ T

◦, ce qui
montre que T est un voisinage de 0.

Corollaire 1.2.18. Tout espace de Fréchet est tonnelé.
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Démonstration. C’est immédiat puisque tout espace de Fréchet est de Baire.

Définition 1.2.19. Soit (X, T ) un espace topologique, K ⊆ X est relative-
ment compact dans X s’il est inclus dans une partie compacte de X.

Remarque 1.2.20. Dans un espace topologique séparé (X, T ), K ⊆ X est
relativement compact dans X si K est compact dans X.

Définition 1.2.21. Soit (M,P) un espace localement convexe ; (M,P) est
un espace de Montel s’il est tonnelé et si toutes ses parties bornées sont
relativement compactes.

Remarque 1.2.22. Un espace localement convexe (X,P) tel que tout borné
est relativement compact est appelé espace semi-Montel.

Définition 1.2.23. Un espace localement convexe (X,P) est pseudo-Montel
si tout sous-ensemble borné est précompact.

Remarque 1.2.24. Si (X,P) est un espace localement convexe complet alors
les notions de pseudo-Montel et semi-Montel coïncident. De plus, si (X,P)
est un espace de Fréchet alors ces notions sont équivalentes à celle de Montel.

La notion de pseudo-Montel est liée à celle de Schwartz par la quasi-
normabilité.

Définition 1.2.25. Soit (X,P) un espace localement convexe ; (X,P) est
quasi-normable, si pour tout U ∈ V0, il existe V ⊆ U tel que, pour tout ε > 0,
il existe B ⊆ X borné tel que U ⊆ εV +B.

On obtient la caractérisation suivante des espaces de Schwartz, bien connue
dans le cadre des espaces de Fréchet.

Proposition 1.2.26. Soit (X,P) un espace localement convexe ; (X,P) est
de Schwartz si, et seulement s’il est pseudo-Montel et quasi-normable.

Démonstration. Cela découle directement des définitions.

1.3 Produits d’espaces localement convexes
Notation 1.3.1. Dans la suite, on considère une famille non-vide (Xi, Ti)i∈I
d’espaces topologiques. On note (X, T ) l’espace topologique produit où T
est la topologie la moins fine rendant les projections canoniques

πj :
∏
i∈I
Xi → Xj : (xi)i∈I 7→ xj

8
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continues pour tout j ∈ I. Il s’agit de la topologie produit dont une base
est donnée par les produits d’ouverts qui n’ont qu’un nombre fini de termes
propres.

Proposition 1.3.2. Le produit cartésien d’une famille d’espace vectoriels
topologiques est un espace vectoriel topologique.

Démonstration. C’est direct, vu la définition.

Proposition 1.3.3. Soient (Xi)i∈I une famille d’espaces vectoriels topolo-
giques, X le produit cartésien et les projections canoniques πi. Une partie B
de X est bornée si, et seulement si πi(B) est borné dans Xi quel que soit
i ∈ I.

Démonstration. C’est évident.

Définition 1.3.4. Soit (Xi,Pi)i∈I , une famille d’espaces localement convexes.
On considère

P = {sup
j∈J

pj ◦ πj | J ⊆ I, #J < +∞, pj ∈ Pj}.

Il est clair qu’il s’agit d’un ensemble filtrant de semi-normes sur ∏i∈I Xi.
L’espace localement convexe (∏i∈I Xi,P) est appelé le produit (localement
convexe) des espaces (Xi,Pi)i∈I .

Le choix de P dans la Définition 1.3.4 est justifié par le fait que la topo-
logie engendrée par P correspond à la topologie produit.

On termine cette section en présentant quelques résultats relatifs aux
produits d’espaces de Fréchet et de Montel qui nous seront utiles dans la
suite.

Proposition 1.3.5. Tout produit dénombrable d’espaces de Fréchet est un
espace de Fréchet.

Démonstration. Le résultat est classique. On peut consulter par exemple [16].

Proposition 1.3.6. Tout produit dénombrable d’espaces de Fréchet-Montel
est encore (Fréchet-)Montel.

Démonstration. Soit (Mi,Pi)i∈I une famille d’espaces de Fréchet-Montel. Le
produit (∏i∈IMi,P) étant de Fréchet il est tonnelé.

9



Chapitre 1. Préliminaires

Montrons que toute partie bornée de ∏i∈IMi est relativement compacte.
Soit B ⊂ ∏

i∈IMi une partie bornée. Par la Proposition 1.3.3, la projection
πi(B) est bornée dans Mi pour tout i ∈ I. Puisque Mi est de Montel, πi(B)
est relativement compact quel que soit i ∈ I. Pour tout i ∈ I, on peut donc
trouver Ki compact tel que πi(B) ⊂ Ki. Il en découle que B ⊂ Πi∈IKi, qui
est compact par le théorème de Tychonoff.

1.4 Limite projective
Dans cette section, on considère (Xn)n∈N0 une suite de sous-espaces vecto-

riel d’un même espace vectoriel. Il est clair que X = ∩n∈N0Xn est un espace
vectoriel. De plus, on suppose que pour tout n ∈ N0, Xn est muni d’un
système filtrant de semi-norme Pn. L’objectif de cette section est de munir
X d’une structure d’espace localement convexe. On considère la famille de
semi-normes obtenues en « fitlrant » l’ensemble de semi-normes ∪n∈N0Pn [7].

Définition 1.4.1. On considère l’ensemble filtrant de semi-normes

P = {sup
j∈J

pj | J ⊆ N, #J < +∞, pj ∈ Pj}

sur X. L’espace localement convexe (X,P) est la limite projective de la suite
(Xn)n∈N0 et est noté

lim←−
n

Xn.

Les résultats suivants sont bien connus.

Proposition 1.4.2. Soit (Xn,Pn)n∈N0 une suite d’espaces localement con-
vexes.

(1) Si pour tout n ∈ N0, (Xn,Pn) est séparé alors lim←−nXn est séparé.

(2) Une suite converge dans lim←−nXn si, et seulement si pour tout n ∈ N0
elle converge dans (Xn,Pn).

Démonstration. C’est évident.

Le corollaire suivant découle directement de la Proposition 1.4.2

Corollaire 1.4.3. Tout limite projective d’espace de Fréchet est un espace
de Fréchet. En particulier, toute limite projective d’espaces de Banach est un
espace de Fréchet.
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1.5 Opérateurs sur les espaces
localement convexes

Les opérateurs naturellement étudiés entre espaces vectoriels topologiques
sont les opérateurs linéaires continus. Dans le résultat qui suit, on montre
que la continuité peut se traduire en termes de semi-normes.

Proposition 1.5.1. Soient (X,P) et (Y,Q) des espaces localement convexes.
L’opérateur linéaire T : X → Y est continu si, et seulement si pour tout
q ∈ Q, il existe p ∈ P et C > 0 tels que

q ◦ T ≤ Cp. (1.2)

Démonstration. On peut consulter [2].

Notation 1.5.2. Soient (X,P) et (Y,Q) des espaces localement convexes.
On note L(X, Y ) l’ensemble des opérateurs linéaires continus définis sur X
et à image dans Y . On note simplement L(X) pour désigner L(X,X).

La Proposition 1.5.1 conduit à définir la norme opérateur. Il s’agit de la
plus petite constante C > 0 telle que la majoration de continuité (1.2) est
satisfaite quel que soit x ∈ X. Dans le cadre d’espace de Banach, la définition
de la norme opérateur prend la forme suivante.

Définition 1.5.3. Soient (X, ‖ · ‖X) et (Y, ‖ · ‖X) des espaces de Banach. Si
T ∈ L(X, Y ), on définit la norme opérateur de T par

‖T‖ = inf{C > 0 | ‖T (x)‖Y ≤ C‖x‖X , ∀x ∈ X}.

Proposition 1.5.4. Soient (X, ‖ · ‖X) et (Y, ‖ · ‖X) des espaces de Banach.
Si T ∈ L(X, Y ) alors

‖T‖ = sup
‖x‖X≤1

‖T (x)‖Y . (1.3)

Démonstration. En effet, soit C > 0 tel que ‖T (x)‖Y ≤ C‖x‖X pour tout
x ∈ X. Si ‖x‖X ≤ 1, on a ‖T (x)‖Y ≤ C et donc

sup
‖x‖X≤1

‖T (x)‖Y ≤ ‖T‖.

De plus, si x 6= 0 alors ‖ x
‖x‖X
‖X = 1 et

‖T (x)‖Y = ‖x‖X‖T ( x

‖x‖X
)‖Y ≤ ‖x‖X sup

‖y‖X=1
‖T (y)‖Y .

11
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Par définition de la norme opérateur, on a

‖T‖ ≤ sup
‖x‖X=1

‖T (x)‖Y .

Au total, on a

sup
‖y‖X=1

‖T (y)‖Y ≤ sup
‖x‖X≤1

‖T (x)‖Y ≤ ‖T‖ ≤ sup
‖y‖X=1

‖T (y)‖Y .

Toutes les inégalités sont donc des égalités et on a démontré (1.3).

Dans les chapitres 2 et 4 nous serons amenés à travailler avec une classe
particulière d’opérateurs : les opérateurs compacts. Nous présentons ici les
premières définitions et propriétés de tels opérateurs.

Définition 1.5.5. Soient (X,P) et (Y,Q) des espaces localement convexes.
Un opérateur linéaire T : X → Y est compact s’il existe une semi-boule B de
X tel que T (B) est relativement compact dans Y . L’ensemble des opérateurs
compact de (X,P) dans (Y,Q) est noté K(X, Y ). On note simplement K(X)
pour désigner K(X,X).

Proposition 1.5.6. Soient (X,P), (Y,Q), (Z,R) des espaces localement
convexes séparés et S ∈ L(X, Y ), T ∈ L(Y, Z). Si S ou T est compact alors
T ◦ S est compact.

Démonstration. Soit B une semi-boule de (X,P). Premièrement, supposons
que S est compact. Par définition S(B) est compact dans (Y,Q). Par conti-
nuité de T , T (S(B)) est compact dans (Z,R). Donc T ◦ S est compact.

Pour l’autre cas, remarquons que S(B) est contenu dans la semi-boule
Bq(r) de (Y,Q) où r ≥ supx∈B q(S(x)) avec q ∈ Q. Par compacité de T ,
T (S(B)) est compact dans (Z,R).

Remarque 1.5.7. En particulier, si (X,P ) est un espace localement convexe,
K(X) est un idéal bilatère de l’algèbre L(X).

Proposition 1.5.8. Soient (X, ‖ · ‖X) et (Y, ‖ · ‖Y ) des espaces de Banach.
L’ensemble K(X, Y ) est un sous-espace fermé de (L(X, Y ), ‖ · ‖) où ‖ · ‖ est
la norme opérateur.

Démonstration. Montrons que K(X, Y ) ⊆ L(X, Y ). Soit T ∈ K(X, Y ), on a

‖T‖ = sup
‖x‖X≤1

‖T (x)‖Y = sup{‖y‖Y | y ∈ T (B‖·‖X )} < +∞.
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Donc K(X, Y ) ⊆ L(X, Y ).

De plus, par continuité de la somme et de la multiplication par uns sca-
laire, l’ensemble K des compacts d’un espace localement convexe est un es-
pace vectoriel. Donc K(X, Y ) est un sous-espace vectoriel de L(X, Y ).

Il reste à montrer que K(X, Y ) est fermé. Soit T ∈ K(X, Y ) et ε > 0. Il
existe S ∈ K(X, Y ) tel que ‖T − S‖ ≤ ε. Comme S(B‖·‖X ) est relativement
compact, il existe y1, . . . , yN ∈ S(B‖·‖X ) tels que

S(B‖·‖X ) ⊆ {y1, . . . , yN}+ ε

2B‖·‖Y .

Il vient alors

T (B‖·‖X ) ⊆ S(B‖·‖X ) + (T − S)(B‖·‖X )

⊆
N⋃
j=1
{y1, . . . , yN}+B‖·‖Y (yj,

ε

2) + ε

2B‖·‖Y

⊆
N⋃
j=1

B‖·‖Y (yj, ε).

Ainsi, puisque (Y, ‖ ·‖Y ) est complet, T (B‖·‖X ) est relativement compact. On
en déduit que K(X, Y ) ⊆ K(X, Y ). Autrement dit, K(X, Y ) est fermé.

Proposition 1.5.9. Soit (X, ‖ · ‖) un espace normé de dimension infinie.
Alors, l’opérateur identité id de X n’est pas compact. Plus généralement, tout
isomorphisme T : E → E n’est pas compact.

Démonstration. Il suffit de remarquer que si id était compact, id(B‖·‖) = B‖·‖
serait relativement compact et donc précompact dans (X, ‖·‖). Le Théorème
de Riesz 1.2.6 impliquerait alors que dim(X) < +∞. D’où une contradiction.

De plus, si un isomorphisme T : X → X est compact alors l’opérateur
identité id = T−1 ◦ T serait compact en vertu de la Proposition 1.5.6. Ce qui
impossible vu la première partie de la démonstration.

Corollaire 1.5.10. Soient (X, ‖ · ‖X) un espace de Banach et (Tn)n∈N0 une
suite d’opérateurs compacts de (X, ‖ · ‖X). Si Tn → T dans L(X, ‖ · ‖) alors
T est un opérateur compact.

Démonstration. En effet, on a montré à la Proposition 1.5.8 que K(X) est
un sous-espace fermé de L(X) donc T ∈ K(X).
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Proposition 1.5.11. Soit (X, ‖ · ‖) un espace normé ; dim(X) < +∞ si, et
seulement si B‖·‖[1] est compact.

Démonstration. Si X est de dimension finie, il est homéomorphe à Kn dont
toute boule ouverte est précompacte. Le Théorème de Heine-Borel permet
alors de conclure.

Réciproquement, supposons que B‖·‖[1] est compact. Puisque que l’en-
semble {B‖·‖(x, 1

2) | x ∈ B‖·‖[1]} est un recouvrement par des ouverts de
B‖·‖[1], par définition, il existe x1, . . . , xN ∈ B‖·‖[1] tels que

B‖·‖[1] ⊆
N⋃
n=1

B‖·‖(xn,
1
2).

Puisque B‖·‖(xi, 1
2) = xi + 1

2B‖·‖, il s’ensuit que

B‖·‖ ⊂ B‖·‖[1] ⊆〉x1, . . . , xN〈+
1
2B‖·‖.

Donc

B‖·‖ ⊆〉x1, . . . , xN〈+
1
2

(
〉x1, . . . , xN〈+

1
2B‖·‖

)
⊆〉x1, . . . , xN〈+

1
22B‖·‖

En itérant le procédé, on trouve pour tout n ∈ N0,

B‖·‖ ⊆〉x1, . . . , xN〈+
1
2nB‖·‖.

Ainsi, pour tout y ∈ B‖·‖, étant donné n ∈ N0, il existe yn ∈〉x1, . . . , xN〈 et
zn ∈ B‖·‖( 1

2n ) tels que y = yn + zn. Par construction, on a
limn→+∞ zn = 0. Il s’ensuit alors que yn → y, lorsque n → +∞, ce qui
implique y ∈ 〉x1, . . . , xN〈 =〉x1, . . . , xN〈. La boule unité ouverte de X est
donc incluse dans 〉x1, . . . , xN〈, ce qui implique que X ⊆〉x1, . . . , xN〈 et donc

dim(X) ≤ dim(〉x1, . . . , xN〈) = N < +∞.

Définition 1.5.12. Soient (X, ‖ · ‖X) et (Y, ‖ · ‖Y ) des espaces normés. Un
opérateur T : X → Y est dit de rang fini si Im(T ) est un sous-espace de Y
de dimension finie.
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Corollaire 1.5.13. Tout opérateur de rang fini entre espaces normés est
compact.

Démonstration. Soient (X, ‖ · ‖X) et (Y, ‖ · ‖Y ) des espaces normés et
T : X → Y un opérateur de rang fini. Alors T (B‖·‖X ) est fermé et borné.
Puisque Im(T ) est de dimension finie, T (B‖·‖X ) est relativement compact et
donc T est compact.

Corollaire 1.5.14. Soient (X, ‖·‖) un espace de Banach et T ∈ K(E). Alors
dim(ker(id−T )) < +∞.

Démonstration. Soit B la boule unité fermée de ker(id−T ), on a T (B) = B.
Puisque T est un opérateur compact, on en tire que B est relativement
compact dans (X, ‖ · ‖) et donc compact puisque B est fermé. La Propo-
sition 1.5.11 permet alors de conclure.

Terminons ce chapitre avec un lemme qui nous sera fort utile dans la suite.
Ce dernier met en évidence le lien existant entre les espaces de Schwartz et
les opérateurs compacts.

Lemme 1.5.15. Soit (X,P) un espace de Fréchet ; (X,P) est de Schwartz
alors pour tout espace de Banach (Y, ‖·‖) et tout T ∈ L(X, Y ), T est compact.

Démonstration. Fixons (Y, ‖ · ‖) un espace de Banach et T ∈ L(X, Y ). Soit
U := T−1(B‖·‖(1)) ; puisque T est continu, U est un voisinage de 0 dans
(X,P). Ainsi, puisque (X,P) est de Schwartz, il existe V ∈ V0 inclus dans
U et tel que pour tout ε > 0, il existe {x1, . . . , xN} ∈ X tels que

V ⊆ {x1, . . . , xN}+ εU.

Il s’ensuit que

T (V ) ⊆ {T (x1), . . . , T (xN)}+ εB‖·‖(1).

Donc T (V ) est précompact dans (Y, ‖·‖). Ce qui suffit vu que dans un espace
de Fréchet les parties relativement compactes et précompactes coïncident.

Remarque 1.5.16. La réciproque est également vraie dans le résultat pré-
cédent. La compacité des opérateurs de L(X, Y ) est d’ailleurs l’une des dé-
finitions originales pour être de Schwartz présentées par A. Grothendieck
[9]. Il montre indirectement l’équivalence avec la Définition 1.2.7 grâce à des
considérations sur les duaux [9, 10]. On peut aussi procéder plus directement
en considérant le complété XU de (X/ ker pU , pU), avec U ∈ V0 et où pU est
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la jauge de Minkowski. On peut aisément montrer que tout élément T de
L(X, Y ) est compact si et seulement si l’application canonique XU → XV

est compacte pour U ⊂ V (pour la nécessité, il suffit de prendre F = XV et
pour la suffisance, U = T−1(V ) [9, 3]). On peut alors montrer que X est un
espace de Schwartz en utilisant la limite projective des espaces XU . On peut
aussi directement considérer l’application canonique τU : X → XU , qui est
compacte par hypothèse. On obtient alors le résultat grâce à la densité de
(X/ ker pU , pU) dans XU et le fait que si y = τU(x), alors y = x+ k pour un
élément k deX tel que pU(k) = 0, ce qui implique k ∈ δU pour tout δ > 0. Vu
que nous n’avons pas approfondi les notions utiles pour cette démonstration,
nous ne rentrons pas dans les détails dans ce travail.
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Chapitre 2

Construction à partir des suites
de Köthe

Les suites de Köthe sont d’une grande importance en analyse fonction-
nelle. Elles permettent notamment de fournir de nombreux exemples et contre-
exemples dans divers contextes [10, 14]. On peut par exemple construire des
exemples d’espaces pour lesquels la dimension diamétrale est un invariant
topologique complet : les espaces de séries de puissances [10]. Les espaces
de Köthe donnent aussi lieu aux suites rapidement décroissantes, qui sont
fondamentales dans la théorie des espaces nucléaires 1. Nous allons ici et
comme annoncé utiliser ce puissant outil pour fournir un exemple d’espace
de Fréchet-Montel qui n’est pas de Schwartz.

2.1 Espaces de suites
Définition 2.1.1. Une matrice de Köthe est une matrice A = (aj,k)j,k∈N0 où
aj,k ≥ 0 pour tout j, k ∈ N0 qui satisfait les conditions suivantes :

(1) pour tout j ∈ N0, il existe k ∈ N0 tel que aj,k > 0,

(2) pour tout j, k ∈ N0, aj,k ≤ aj,k+1.

Définition 2.1.2. Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, on définit

λp(A) = {x ∈ ω | ‖x‖k < +∞, ∀k ∈ N0}.

1. Sans rentrer dans les détails, disons qu’un espace nucléaire est un espace vectoriel
topologique possédant certaines propriétés analogues à celles des espaces de dimension
finie. Citons comme exemple (outre les espaces vectoriels normés de dimension finie), la
classe des fonctions C∞ sur une variété compacte ou l’espace des fonctions entières sur le
plan complexe.
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où pour tout 1 ≤ p <∞ et tout k ∈ N0,

‖x‖k =
+∞∑
j=1
|xjaj,k|p

 1
p

.

Dans le cas p =∞, on pose

‖x‖k = sup
j∈N0

|xj|aj,k.

De plus, on note c0(A) l’ensemble

c0(A) = {x ∈ λ∞(A) | lim
j→+∞

|xj|aj,k = 0, ∀k ∈ N0}.

Les semi-normes ‖ · ‖k sont appelées semi-normes canoniques et les espaces
λp(A) et c0(A) sont appelés espaces de suites de Köthe.

Notation 2.1.3. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et A une matrice de Köthe. Afin de
ne pas alourdir les notations, dans la suite, les espaces λp(A) et c0(A) se-
ront toujours supposés munis de leurs systèmes de semi-normes canoniques
associés.

Proposition 2.1.4. Soit A une matrice de Köthe. Les topologies de λp(A),
avec 1 ≤ p ≤ ∞, et c0(A) sont plus fortes que celle induite par ω. De plus,
pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, on a

λ1(A) ⊆ λp(A) ⊆ λ∞(A)

et les injections λ1(A) ↪→ λp(A) et λp(A) ↪→ λ∞(A) sont continues.

Démonstration. Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Par définition de A, pour tout j ∈ N0,
il existe k ∈ N0 tel que aj,k > 0. Fixons j ∈ N0 et soit x ∈ λp(A). Alors
|xjaj,k| ≤ ‖(xjaj,k)j∈N0‖lp . Autrement dit,

|xj| ≤ a−1
j,k‖(xlal,k)l∈N0‖lp = a−1

j,k ‖x‖k︸ ︷︷ ︸
<+∞

car x∈λp(A)

Ce qui suffit à montrer que la topologie de λp(A) est plus forte que celle que
lui induit ω.

Proposition 2.1.5. Soit A une matrice de Köthe. Les espaces λp(A), avec
1 ≤ p ≤ ∞, et c0(A) sont des sous-espaces vectoriels de ω.

Démonstration. C’est immédiat.
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Proposition 2.1.6. Soit A une matrice de Köthe. Les espaces λp(A), avec
1 ≤ p ≤ ∞, et c0(A) sont séparés.

Démonstration. C’est évident puisque les topologies de λp(A) et c0(A) sont
plus fortes que la topologie séparée induite par ω .

Proposition 2.1.7. Soit A une matrice de Köthe. Les espaces λp(A), avec
1 ≤ p ≤ ∞, et c0(A) sont complets.

Démonstration. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et (x(n))n∈N0 une suite de Cauchy de
λp(A). Puisque la topologie de λp(A) est plus forte que celle induite par ω,
la suite (x(n))n∈N0 est de Cauchy dans ω qui est complet. Elle converge donc
vers une suite x(0) dans ω. Il reste à montrer que cet élément appartient à
λp(A) et que cette convergence a lieu au sens de λp(A).

Montrons que x(0) ∈ λp(A). Si (aj,k)j∈N0 est une colonne de A alors il
faut montrer que (x(n)

j aj,k)j∈N0 converge dans lp vers (x(0)
j aj,k)j∈N0 et que

cette limite est dans lp. Or, si (x(n))n∈N0 est de Cauchy dans λp(A) alors la
suite (x(n)

j aj,k)n∈N0 est de Cauchy dans lp. Comme lp est complet, cette suite
converge vers un élément y ∈ lp. Comme la topologie de lp est plus forte que
la topologie de ω, cette convergence a aussi lieu dans ω. Enfin, comme ω est
séparé et que x(n) converge vers x(0), on a forcément y = (x(0)

j aj,k)j∈N0 .

Pour le cas de c0(A), il suffit de montrer c0(A) est un sous-espaces fermé
de λ∞(A). Soit x = (x(j))j∈N0 une suite convergente de c0(A) ; il existe donc
x(0) ∈ λ∞(A) tel que x(j) → x(0), si j → +∞. Pour tout j ∈ N0 et k ∈ N0,
on a

|x(0)
j aj,k| ≤ |x(0)

j − x
(n)
j |aj,k + |x(n)

j aj,k| ≤ ‖x(0) − x(n)‖k + |x(n)
j aj,k|.

Pour k ∈ N0 fixé, soit ε > 0 ; puisque la suite (x(n)) appartient à c0(A), on
obtient

lim
j→+∞

|x(0)
j aj,k| ≤ ‖x(0) − x(n)‖k < ε,

pour n suffisamment grand, par convergence dans λ∞(A). Ceci implique
limj→+∞ x

(0)
j aj,k = 0 pour tout k ∈ N0. Donc x(0) ∈ c0(A) et c0(A) est

un sous-espace fermé de λ∞(A).

Ces trois derniers résultats combinés au fait que les semi-normes cano-
niques dont sont munis les espaces λp(A) (1 ≤ p ≤ ∞) et c0(A) sont dénom-
brables amènent au corollaire suivant.

Corollaire 2.1.8. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et A une matrice de Köthe. Les espaces
λp(A) et c0(A) sont des espaces de Fréchet.
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Chapitre 2. À partir des suites de Köthe

Définition 2.1.9. On définit l’espace des suites finies par

ϕ = {(xn)n∈N0 ∈ ω | #{i ∈ N0 | xi 6= 0} < +∞}.

Proposition 2.1.10. Soit A une matrice de Köthe et 1 ≤ p <∞. L’ensemble
des suites finies ϕ est dense dans λp(A).

Démonstration. En effet, pour toute suite x ∈ λp(A), on peut trouver
x(n) = (x(n)

j )j∈N0 ∈ ϕ tel que limn→∞ x
(n) = x. Il suffit de poser

x(n) = (x1, . . . , xn, 0, . . .).

Dans ce cas, pour tout k ∈ N0, on a

‖x− x(n)‖pk =
n∑
j=1

(|(xj − x(n)
j |︸ ︷︷ ︸

=0

|aj,k|)p +
+∞∑

j=n+1
(|(xj − x(n)

j |︸ ︷︷ ︸
=|xj |

|aj,k|)p

≤
+∞∑

j=J+1
|xj|aj,k < +∞.

Faisons quelques remarques et introduisons quelques notations qui nous
seront utiles dans la démonstration du Théorème de Dieudonné-Gomes 2.1.20
et dans le Théorème 2.1.21.

Remarque 2.1.11. Soit A une matrice de Köthe et E = λp(A) si 1 ≤ p ≤ ∞
ou E = c0(A) respectivement. Pour déterminer l’espace de Banach local Ek
correspondant aux semi-normes canoniques ‖ · ‖k, soit

Nk = {j ∈ N0 | aj,k > 0}, k ∈ N0.

Comme A est une matrice de Köthe, on a Nk ⊆ Nk+1 et N0 = ⋃
k∈N0 Nk. De

plus, pour tout k ∈ N0,

ker ‖ · ‖k = {x ∈ E | xj = 0, ∀j ∈ Nk}.

Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, on définit

lp(Nk, ak) = {x ∈ KNk | ‖x‖ = ‖(xjaj,k)j∈Nk‖lp < +∞}.

De plus, on pose

c0(Nk, ak) = {x ∈ l∞(Nk, ak) | lim
j→+∞
j∈Nk

|xjaj,k| = 0}.
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2.1. Espaces de suites

Alors,
idk : λp(A)→ lp(Nk, ak) : x 7→ (xj)j∈Nk

est une application linéaire telle que

ker idk = ker ‖ · ‖k et ‖ idk ‖ = ‖x‖k.

Il en est de même pour id0 : c0(A)→ c0(Nk, ak).

Lorsque 1 ≤ p < ∞, par la Proposition 2.1.10, on sait que ϕ est dense
dans λp(A). De plus, ϕ est clairement dense dans c0(A). On obtient alors

(λp(A))k = lp(Nk, ak) et (c0(A))k = c0(Nk, ak).

Enfin, remarquons que (λ∞(A))k est un sous-espace fermé de l∞(Nk, ak). De
plus, c0(Nk, ak) ⊆ (λ∞(A))k. Pour tous n, k ∈ N0 tels que n ≥ k, on pose

ikn : (λp(A))n → (λp(A))k : ((xj)j∈Nn) 7→ (xj)j∈Nk .

Afin de simplifier les notations dans ce chapitre, nous rappelons les conven-
tions usitées au cours de Théorie de la Mesure [15] concernant la demi-droite
complétée [0,+∞].

Convention 2.1.12. Pour tout x ∈ [0,+∞], on pose

x+∞ = +∞+ x = +∞;
0 ·+∞ = +∞ · 0 = 0;

0
0 = 0.

Pour tout x ∈]0,+∞],

x ·+∞ = +∞ · x = +∞.

Et pour tout x ∈]0,+∞[,
x

0 = +∞.

Nous allons à présent caractériser les bornés des espaces de suites de
Köthe.

Lemme 2.1.13. Soit A = (aj,k)j,k∈N0 une matrice de Köthe.

(1) Soit b ∈ ω ; b ∈ λ∞(A) si, et seulement s’il existe une suite (Ck)k∈N0 de
réels strictement positifs telle que pour tout j ∈ N0

|bj| ≤ inf
k∈N0

Cka
−1
j,k .
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Chapitre 2. À partir des suites de Köthe

(2) Il existe b ∈ λ∞(A) tel que pour tout j ∈ N0, bj > 0.

Démonstration. Premièrement, supposons que b ∈ λ∞(A). On pose alors

Ck =
{
‖b‖k si ‖b‖k 6= 0,
1 sinon.

Si aj,k 6= 0, alors |bj| = |bj|aj,ka−1
j,k ≤ Cka

−1
j,k . Dans le cas où aj,k = 0, on a

Cka
−1
j,k = +∞. Donc |bj| ≤ Cka

−1
j,k . Au total, pour tout k ∈ N0,

|bj| ≤ Cka
−1
j,k

et donc
|bj| ≤ inf

k∈N0
Cka

−1
j,k .

Pour la réciproque, remarquons que infk∈N0 Cka
−1
j,k < +∞. En effet, sinon

on aurait aj,k = 0 quel que soit k ∈ N0, ce qui est impossible puisque A est
une matrice de Köthe. Ensuite, si aj,k 6= 0 alors

|bj|aj,k0 ≤ inf
k∈N0

(Cka−1
j,k)aj,k0

≤ Ck0a
−1
j,k0aj,k0

≤ Ck0 < +∞.

Si aj,k0 = 0 alors, trivialement, |bj|aj,k0 = 0 ≤ Ck0 . Au total, pour tout
k0 ∈ N0, ‖b‖k0 < +∞ et donc b ∈ λ∞(A).

Pour le second point, considérons une suite (Ck)k∈N0 telle que pour tout
k ∈ N0

Ck ≥ k sup
1≤j≤k

{aj,k, 1}.

Puisque A est une matrice de Köthe, pour tout j ∈ N0, il existe k(j) ∈ N0
tel que aj,k(j) > 0. Il s’ensuit que pour tout k ≥ sup{j, k(j)}, Cka−1

j,k ≥ k. On
pose alors

bj = inf
k∈N0

Cka
−1
j,k > 0, ∀j ∈ N0.

Du premier point, la suite b = (bj)j∈N0 appartient à λ∞(A).

Définition 2.1.14. Soit B une famille de bornés d’un espace localement
convexe (X,P) ; B est un système fondamental de bornés de (X,P) si pour
tout D ⊆ X borné il existe ε > 0 et B ∈ B tel que D ⊆ εB.
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2.1. Espaces de suites

Proposition 2.1.15. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et A = (aj,k)j,k∈N0 une matrice de
Köthe. La suite (Np

b )b∈λ∞(A) où

Np
b = {x ∈ ω | ‖(xjb−1

j )j∈N0‖lp ≤ 1},

est un système fondamental de bornés de λp(A).

Démonstration. Soit b ∈ λ∞(A), remarquons que pour tout x ∈ Np
b et tout

k ∈ N0, on a

‖x‖k = ‖(xjaj,k)j∈N0‖lp
= ‖(xjb−1

j bjaj,k)j∈N0‖lp
≤ ‖(xjb−1

j )j∈N0‖lp︸ ︷︷ ︸
≤1 car x∈Np

b

‖(bjaj,k)j∈N0‖l∞

≤ ‖(bjaj,k)j∈N0‖l∞ .

Si D est un sous-ensemble borné de λp(A), alors il existe une suite de réels
strictement positifs (Ck)k∈N0 telle que pour tout k ∈ N0, supx∈D ‖x‖k ≤ Ck.
Par le Lemme 2.1.13, b = (infk∈N0 2kCka−1

j,k)j∈N0 ∈ λ∞(A). De plus, pour tout
j ∈ N0, on a

b−1
j = sup

k∈N0

2−kC−1
k aj,k ≤

+∞∑
k=1

2−kC−1
k aj,k.

Donc pour tout x ∈ D, on a

‖(xjb−1
j )j∈N0‖lp ≤ ‖

(+∞∑
k=1

2−kC−1
k xjaj,k

)
j∈N0

‖lp

≤
+∞∑
k=1

2−kC−1
k ‖(xjaj,k)j∈N0‖lp︸ ︷︷ ︸

=‖x‖k

≤
+∞∑
k=1

2−kC−1
k ‖xj‖k︸ ︷︷ ︸

≤Ck

≤
+∞∑
k=1

2−k = 1.

Ce qui montre que x ∈ Np
b et donc D ⊆ Np

b .

Les corollaires suivants se déduisent aisément de la Proposition 2.1.15.

Corollaire 2.1.16. Soient A une matrice de Köthe.
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Chapitre 2. À partir des suites de Köthe

(1) La suite (N∞b )b∈λ∞(A) où

N∞b = {x ∈ λ∞(A) | |xj| ≤ |bj|, ∀j ∈ N0}

est un système fondamental de bornés de λ∞(A).

(2) De même, la suite (N0
b )b∈λ∞(A) où

N0
b = N∞b ∩ c0(A)

forme un système fondamental de bornés de c0(A).

Définition 2.1.17. Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Un opérateur diagonal est un opérateur
T : lp → lp défini par

T ((xn)n∈N0) = (λnxn)n∈N0

où (λn)n∈N0 est une suite de scalaires bornée.

Le lemme qui suit est fondamental. Il permet de caractériser les matrices
de Köthe pour lesquelles les espaces λp(A) (1 ≤ p ≤ ∞) et c0(A) sont de
Schwartz ou Montel.

Lemme 2.1.18. Soit 1 ≤ p < ∞, si d ∈ l∞, on définit l’opérateur diagonal
D de la façon suivante :

D : lp → lp : x 7→ (λnxn)n∈N0 .

Si L est un sous-espace de l∞ tel que c0 ⊆ L et tel que pour tout l ∈ l∞ et
x ∈ L, la suite lx appartient à L. Alors on pose

D̃ : L→ l∞ : x 7→ (λnxn)n∈N0 .

Les opérateurs D et D̃ sont linéaire et continu. Ils sont de plus compact si,
et seulement si d ∈ c0.

Démonstration. La linéarité de D et D̃ est évidente. De plus, soient
1 ≤ p <∞ et x ∈ lp, alors

‖D(x)‖lp = ‖λx‖lp ≤ ‖λ‖l∞︸ ︷︷ ︸
<+∞

‖x‖lp ,

donc D est continu. Il en est de même pour D̃ puisque

‖D̃(x)‖l∞ = ‖λx‖l∞ ≤ ‖λ‖l∞︸ ︷︷ ︸
<+∞

‖x‖l∞ .
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2.1. Espaces de suites

À présent, supposons que D est compact et montrons que cela implique
que λ ∈ c0. Fixons 1 ≤ p ≤ ∞ et ε > 0. On définit Iε = {n ∈ N0 | |λn| ≥ ε}
et

Tε : lp → lp : xn 7→
{
xnλ

−1
n si n ∈ Iε

0 sinon.
On va montrer que Iε est fini. Commençons par remarquer que Tε est continu.
En effet, on a

‖Tε(x)‖lp = ‖(xnλ−1
n )n∈N0‖lp ≤ sup

n∈Iε
|λ−1
n |︸ ︷︷ ︸

<ε ∀n∈Iε

‖(xn)n∈N0‖lp < ε‖x‖lp .

Puisque la linéarité de Tε est évidente, on en déduit que Tε ∈ L(lp).

On définit alors Pε et P̃ε respectivement par Pε = D ◦ Tε et Pε = D̃ ◦ Tε ;
Tε ∈ L(lp) (1 ≤ p ≤ ∞) et D et D̃ sont compacts par hypothèses. Par
la Proposition 1.5.6, Pε et P̃ε sont des projections compactes dans lp avec
1 ≤ p <∞ et p =∞ respectivement.

Par le Corollaire 1.5.14, il s’ensuit que dim(ker(id−Pε)) < +∞. Or,
ker(id−Pε) = Im(Pε), donc l’ensemble

Im(Pε) = {x ∈ lp | xn = 0, ∀n /∈ Iε}

est de dimension finie. Si Iε n’est pas fini, soit φ : N0 → Iε la bijection
croissante entre N0 et Iε définie par φ(1) = inf Iε et

φ(n+ 1) = inf{k ∈ Iε : k > φ(n)},

pour tout n > 1. Soit alors l’isomorphisme ψ : lp(N0) → lp(Iε) qui à x
associe la suite y telle que yn = xφ(n). Enfin, considérons l’isomorphisme
γ : lp(Iε)→ Im(Pε) qui à x associe la suite y telle que

yn =
{
xn si n ∈ Iε
0 sinon.

Par construction γ ◦ψ est un isomorphisme entre lp(N0) et Im(Pε), ce qui est
absurde, ce dernier étant de dimension finie. Donc Iε est fini et λ ∈ c0.

En procédant de la même manière avec

Im(P̃ε) = {x ∈ L | xn = 0, ∀n /∈ Iε},

on montre à nouveau que Iε est fini et que λ ∈ c0.
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Chapitre 2. À partir des suites de Köthe

Réciproquement, pour tout n ∈ N0, on pose

Dn : lp → lp : (xn)n∈N0 7→ ((λjxj)j≤n, 0, . . .)
D̃n : L→ L : (xn)n∈N0 7→ ((λjxj)j≤n, 0, . . .),

respectivement si 1 ≤ p < ∞ ou p = ∞. Pour tout n ∈ N0, Dn est un
opérateur linéaire de rang fini, il est donc compact. De plus,

‖D −Dn‖ = sup
‖x‖lp≤1

‖(λjxj)j>n‖ ≤ sup
j>n
|λj|.

Puisque λ ∈ c0, en vertu du Corollaire 1.5.10, il s’ensuit que D est compact.
On procède de manière analogue pour montrer que D̃ est compact.

Notation 2.1.19. Soit (X,P) un espace localement convexe. Si B est un
ensemble borné et absolument convexe alors la jauge de Minkowski de pB
est une norme sur 〉B〈. On note 〉X〈B= (〉B〈, pB). Comme B est borné,
l’injection canonique jB :〉X〈B→ X est continue.

Théorème 2.1.20 (Théorème de Dieudonné-Gomes). Soit A une matrice
de Köthe. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) Il existe 1 ≤ p ≤ ∞ tel que λp(A) est un espace de Montel.

(2) Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, l’espace λp(A) est un espace de Montel.

(3) Les espaces λ∞(A) et c0(A) sont égaux.

(4) Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, λp(A) n’admet aucun sous espace de dimension
infinie.

(5) Pour tout sous-ensemble infini d’indices I ⊂ N0 et pour tout n ∈ N0, il
existe k ∈ N0, tel que infj∈I aj,na−1

j,k = 0.

Démonstration. Évidement, (2) implique (1).

Montrons que (1) implique (3). Il suffit de montrer qu’il existe un point
de λ∞(A) qui appartient à c0(A). Soit b ∈ λ∞(A), par le Lemme 2.1.13, on
peut supposer que |bj| > 0 pour tout j ∈ N0. Puisque λp(A) est Montel,
l’ensemble

B = {x ∈ λp(A) | ‖(xjb−1
j )j∈N0‖lp ≤ 1}

qui est borné (Proposition 2.1.15) est relativement compact dans λp(A).
Il s’ensuit que pour k ∈ N0, l’application idk ◦jB :〉λp(A))〈B→ (λp(A))k
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est compacte. De plus, comme vu à la Remarque 2.1.11, on a (λp(A))k ⊆
lp(Nk, ak) où, sans perte de généralité, on peut supposer que Nk = N0. On
pose alors

Dk : lp → lp : x 7→ (bjaj,kxj)j∈N0 (2.1)
Ak : lp → (λp(A))B : x 7→ (bjxj)j∈N0 (2.2)
Bk : (λp(A))k → lp : x 7→ (aj,kxj)j∈N0 (2.3)

Remarquons que Dk = Bk ◦ idk ◦jB ◦ Ak est compact en vertu de la
Proposition 1.5.6. Par le Lemme 2.1.18, il s’ensuit que

lim
j→+∞

bjaj,k = 0.

Puisque k ∈ N0 est arbitraire, on en tire que b ∈ c0(A).

Passons à l’implication (3) ⇒ (2). Puisque les espaces de suites λp(A)
(1 ≤ p ≤ ∞) sont des espaces de Fréchet, il suffit de montrer que tout borné
de λp(A) est relativement compact. Puisque les ensembles (Np

b )b∈λ∞(A) définis
à la Proposition 2.1.15 forment un système fondamental de borné de λp(A),
il suffit de le montrer pour B = Np

b avec b ∈ λ∞(A). Pour un tel ensemble,
puisque par hypothèse c0(A) = λ∞(A), le Lemme 2.1.18 implique que, pour
tout k ∈ N0, l’application (2.1) est compacte. Les applications (2.2) et (2.3)
étant une bijection isométrique et une injection isométrique respectivement,
la compacité de Dk implique que idk ◦jB est compact, quel que soit k ∈ N0.
Et donc B est relativement compact dans λp(A).

Ensuite, pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, si λp(A) est de Montel, ses boules fer-
mées sont précompactes. En vertu de la Proposition 1.5.11, λp(A) n’admet
pas de sous-espace de dimension finie. On a donc montré que (2) implique (4).

Montrons que (4) implique (5). Si I ( N0 et s’il existe n ∈ N0 tel que pour
tout m ≥ n, on a infj∈I aj,na−1

j,m > 0. Montrons que la topologie de λp(A) et
celle induite par la semi-norme ‖ · ‖n coïncident sur

E = {x ∈ λp(A) | xj = 0, ∀j /∈ I}.

Si x ∈ E, alors pour tout k ∈ N0, ‖x‖k = ‖(xjaj,k)j∈I‖lp(I). Puisqu’il existe
ε > 0 tel que aj,n > εaj,m quel que soit j ∈ N0 pour tout m ≥ n, on a, pour
un tel m,

‖x‖n ≤ ‖x‖m = ‖(xjaj,m)j∈I‖lp(I) ≤ ε‖(xjaj,n)j∈I‖lp(I) = ε‖x‖n.
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(1 ) (3 ) (5 )

(2 ) (4 )

Figure 2.1 – Implications obtenues dans la démonstration du Théo-
rème 2.1.20 (de Dieudonné-Gomes).

Cela étant, par hypothèse, dim(E) < +∞ et donc I est fini, ce qui implique
(5).

Enfin montrons que (5) implique (3). On procède par l’absurde et on
suppose qu’il existe b ∈ λ∞(A) \ c0(A). Il existe alors n ∈ N0, un ensemble
d’indices I ⊆ N0 infini et ε > 0 tels que |bj|aj,n ≥ ε, quel que soit j ∈ I.
Puisque b ∈ λ∞(A), par le Lemme 2.1.13, pour tout k ∈ N0, il existe Ck > 0
tel que pour tout j ∈ N0, on a |bj|aj,k ≤ Ck. Il s’ensuit que pour tout k ≥ n
et tout j ∈ I, on a

aj,k ≤
Ck
|bj|
≤ Ck

ε
aj,n.

Autrement dit, ε
Ck
≤ aj,na

−1
j,k . Ce qui contredit (5).

Théorème 2.1.21. Soit A une matrice de Köthe. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(1) Il existe p ∈ [0,∞] tel que λp(A) est un espace de Schwartz.

(2) Pour tout p ∈ [0,∞], l’espace λp(A) est un espace de Schwartz.

(3) Pour tout k ∈ N0, il existe m ≥ k tel que limj→+∞ aj,ka
−1
j,m = 0.

Démonstration. Par la Remarque 2.1.11, pour tout
k ∈ N0 et tout 1 ≤ p < ∞, on a que (λp(A))k = lp(Nk, ak). Sans perte
de généralité, on peut supposer Nk = N0. Pour tout m ≥ k, on définit les
applications

D : lp → lp : x 7→ (xjaj,ka−1
j,m)j∈N0

et
Am : (λp(A))m → lp : x 7→ (xjaj,m)j∈N0 .

Alors Am est un isomorphisme isométrique entre (λp(A))m et lp. De plus,
D = Ak◦ikm◦A−1

m . Si p =∞, on considère D : L→ lp où L := Am((λp(A))m).
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Bien sûr, l’implication (2)⇒ (1) est triviale.

Montrons que (1) implique (3). Par le Lemme 1.5.15, on sait que pour
tout k ∈ N0,

ik : λp(A)→ (λp(A))k
est compact. Il s’ensuit alors que pour tout m ≥ k,

ikm : (λp(A))m → (λp(A))k

est compact. En vertu de la Proposition 1.5.6, D = Ak ◦ ikm ◦ A−1
m est alors

compact. Du Lemme 2.1.18, il vient que limj→+∞ aj,ka
−1
j,m = 0.

On montre à présent que (3) implique (2). Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et des natu-
rels k et m satisfaisant la condition de l’énoncé. Alors, par le Lemme 2.1.18,
D = Ak ◦ ikm ◦A−1

m est compact et donc ikm : (λp(A))m → (λp(A))k l’est aussi.
Il s’ensuit que λp(A) est de Schwartz.

2.2 Construction de l’exemple
Dans cette section, on présente un exemple de matrice de Köthe telle que

pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, λp(A) est Montel mais pas Schwartz. Pour rappel,
au Lemme 2.1.8, nous avons montré que les λp(A) où A est une matrice de
Köthe forment des espaces de Fréchet.

Exemple 2.2.1. On définit la matrice A = (ai,j;k)(i,j∈N0),k∈N0 comme suit

ai,j;k =

(ki)k j < k, i ∈ N0,

kj j ≥ k, i ∈ N0.

Puisque N0 est en bijection avec N2
0, étant donné une suite triple (i.e. tri-

plement indicée) (ai,j,k)(i,j∈N0),k∈N0 , on peut lui associer de manière univoque
une suite double (a′j,k)j,k∈N0 . On peut par exemple utiliser la bijection relative
à l’énumération de Cantor définie comme suit :

φ : N2
0 → N0 (i, j) 7→ (i+ j)(i+ j + 1)

2 + i

On peut alors poser
a′j,k = aφ−1(j),k ∀j, k ∈ N0.
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i

j

Figure 2.2 – Illustration de l’énumération de Cantor.

Il est évident que A est une matrice de Köthe. De plus, pour tous indices
i, j, k,m ∈ N0 tels que m > k,

ai,j;k
ai,j;m

=
(
k

m

)j
quel que soit j > m. Ce rapport ne dépendant pas de i ∈ N0, pour tout
ε ∈ ]0, 1[, il existe une infinité de couples (i, j) ∈ N2

0 tels que
ai,j;k
ai,j;m

> ε.



a1,1;1 a1,1;2 a1,1;3 a1,1;4 a1,1;5 a1,1;6 a1,1;7 a1,1;8 a1,1;9 a1,1;10 · · ·
a1,2;1 a1,2;2 a1,2;3 a1,2;4 a1,2;5 a1,2;6 a1,2;7 a1,2;8 a1,2;9 a1,2;10 · · ·
a2,1;1 a2,1;2 a2,1;3 a2,1;4 a2,1;5 a2,1;6 a2,1;7 a2,1;8 a2,1;9 a2,1;10 · · ·
a1,3;1 a1,3;2 a1,3;3 a1,3;4 a1,3;5 a1,3;6 a1,3;7 a1,3;8 a1,3;9 a1,3;10 · · ·
a2,2;1 a2,2;2 a2,2;3 a2,2;4 a2,2;5 a2,2;6 a2,2;7 a2,2;8 a2,2;9 a2,2;10 · · ·
a3,1;1 a3,1;2 a3,1;3 a3,1;4 a3,1;5 a3,1;6 a3,1;7 a3,1;8 a3,1;9 a3,1;10 · · ·
a1,4;1 a1,4;2 a1,4;3 a1,4;4 a1,4;5 a1,4;6 a1,4;7 a1,4;8 a1,4;9 a1,4;10 · · ·
a2,3;1 a2,3;2 a2,3;3 a2,3;4 a2,3;5 a2,3;6 a2,3;7 a2,3;8 a2,3;9 a2,3;10 · · ·
a3,2;1 a3,2;2 a3,2;3 a3,2;4 a3,2;5 a3,2;6 a3,2;7 a3,2;8 a3,2;9 a3,2;10 · · ·
a4,1;1 a4,1;2 a4,1;3 a4,1;4 a4,1;5 a4,1;6 a4,1;7 a4,1;8 a4,1;9 a4,1;10 · · ·

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

. . .


Figure 2.3 – Une matrice de Köthe à trois indices (100 premiers éléments)
dont les éléments ont été ordonnés grâce à l’énumération de Cantor.
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

11 (2 · 1)2 (3 · 1)3 (4 · 1)4 (5 · 1)5 (6 · 1)6 (7 · 1)7 (8 · 1)8 (9 · 1)9 (10 · 1)10 · · ·
12 22 (3 · 1)3 (4 · 1)4 (5 · 1)5 (6 · 1)6 (7 · 1)7 (8 · 1)8 (9 · 1)9 (10 · 1)10 · · ·
11 (2 · 2)2 (3 · 2)3 (4 · 2)4 (5 · 2)5 (6 · 2)6 (7 · 2)7 (8 · 2)8 (9 · 2)9 (10 · 2)10 · · ·
13 23 33 (4 · 1)4 (5 · 1)5 (6 · 1)6 (7 · 1)7 (8 · 1)8 (9 · 1)9 (10 · 1)10 · · ·
12 22 (3 · 2)3 (4 · 2)4 (5 · 2)5 (6 · 2)6 (7 · 2)7 (8 · 2)8 (9 · 2)9 (10 · 2)10 · · ·
11 (2 · 3)2 (3 · 3)3 (4 · 3)4 (5 · 3)5 (6 · 3)6 (7 · 3)7 (8 · 3)8 (9 · 3)9 (10 · 3)10 · · ·
14 24 34 44 (5 · 1)5 (6 · 1)6 (7 · 1)7 (8 · 1)8 (9 · 1)9 (10 · 1)10 · · ·
13 23 33 (4 · 2)4 (5 · 2)5 (6 · 2)6 (7 · 2)7 (8 · 2)8 (9 · 2)9 (10 · 2)10 · · ·
12 22 (3 · 3)3 (4 · 3)4 (5 · 3)5 (6 · 3)6 (7 · 3)7 (8 · 3)8 (9 · 3)9 (10 · 3)10 · · ·
11 (2 · 4)2 (3 · 4)3 (4 · 4)4 (5 · 4)5 (6 · 4)6 (7 · 4)7 (8 · 4)8 (9 · 4)9 (10 · 4)10 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .



Figure 2.4 – Matrice de Köthe (100 premiers éléments) de l’Exemple 2.2.1.
Les éléments ont été ordonnés grâce à l’énumération de Cantor.

Il s’ensuit que la condition (3) du Théorème 2.1.21 n’est pas satisfaite et donc
λp(A) n’est pas un espace de Schwartz.

Montrons à présent que λp(A) est un espace de Montel. Étant donné
n ∈ N0, soit I ⊆ N2

0, tel que pour tout k ≥ n,

inf
(i,j)∈I

ai,j;na
−1
i,j;k > 0.

Vu la condition (5) du Théorème de Dieudonné-Gomes 2.1.20, il nous faut
montrer qu’un tel I est nécessairement fini. Posons εk = inf(i,j)∈I ai,j;na

−1
i,j;k.

Montrons que I est fini ; on peut dès lors le supposer non vide. Si k = n+1
alors pour tout (i, j) ∈ I tel que j ≥ n+ 1, on a

εn+1 ≤ ai,j;na
−1
i,j;n+1 =

(
n

n+ 1

)j
.

Puisque ( n
n+1)j → 0 lorsque j → +∞ et que εn+1 > 0, il existe j0 ∈ N0 tel

que I ⊆ N0 × {1, . . . , j0}.

Soit j tel que 1 ≤ j ≤ j0 et k > sup{j, n}. Pour (i, j) ∈ I, on doit avoir

εk ≤

 ai,j;na
−1
i,j;k = (ni)n

(ki)k = nn

k
in−k, ∀j < n,

ai,j;na
−1
i,j;k = nj

(ki)k , ∀j ≥ n.

Puique n−k < 0, nnin−k/k et nj/(ki)k tendent tous les deux vers 0 lorsque i
tend vers l’infini, l’ensemble des nombres i tels que (i, j) ∈ I est fini ; il existe
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Chapitre 2. À partir des suites de Köthe

donc ij ∈ N0 tels qu’un tel i appartient à {1, . . . , ij}. Au total, on a

I ⊂
⋃

1≤j≤j0
1≤i≤ij

(i, j).

Ainsi, I comporte au plus j0i0 éléments, avec i0 = sup1≤j≤j0 ij. Ceci implique
que I est fini.
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Chapitre 3

Construction à partir d’un
espace de Fréchet-Montel

Dans ce chapitre, nous abordons la construction d’espaces de Fréchet-
Montel qui ne sont pas des espaces de Schwartz via un article de K. Floret
[6]. Le résultat étudié ici a permis à J. Kakol et S. A. Saxon d’affiner des
résultats concernant les espaces de suites [11]. Une application plus pratique
réside dans l’étude [1].

3.1 Une famille de contre-exemples
Dans ce chapitre, nous travaillerons exclusivement avec une espace de

Fréchet-Montel (F,P) tel que

dim(F/ ker p1) = +∞.

Bien que cette condition puisse sembler artificielle, elle est en réalité satisfaite
pour la plupart des espaces fonctionnels usuels [6]. On peut citer à titre
d’exemple tout espace de dimension infinie où p1 est une norme.

Notation 3.1.1. Pour tout n, k ∈ N0, on pose

pn,k =
{
pk si k ≥ n,

pn sinon,

Proposition 3.1.2. L’application définie à la Notation 3.1.1 est une semi-
norme. De plus, pour tous k, n ∈ N0, on a

pn,k ≤ pn,k+1.
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Chapitre 3. À partir d’un espace de Fréchet-Montel

Démonstration. La première partie est immédiate. Ensuite, fixons n ∈ N0.
Par croissance des semi-normes pj ∈ P et par définition, on a

pn,k =
{
pk si k ≥ n

pn sinon
≤
{
pk+1 si k + 1 ≥ n

pn sinon
= pn,k+1. (3.1)

kn

pn,k

pn •

pn,k+1

n− 1

Figure 3.1 – Illustration figurée de la majoration (3.1) en fonction de k pour
un certain n fixé : en gris est représenté pn,k+1 et en noir pn,k.

On définit alors l’application suivante.

Définition 3.1.3. Pour tout k ∈ N0, on définit

qk : FN0 → [0,+∞] : x 7→
+∞∑
n=1

nkpn,k(xn).

De plus, on note Q = {qk | k ∈ N0}.

Proposition 3.1.4. Soient qk ∈ Q et pk ∈ P. Soit x ∈ FN0 ; pour toute
composante j ∈ N0, on a

qk(x) ≥ pk(xj).
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3.1. Une famille de contre-exemples

Démonstration. Fixons k ∈ N0 et soit x ∈ FN0 . On trouve successivement

qk(x) =
+∞∑
n=1

nkpn,k(xn)

=
k∑

n=1
nkpk(xn) +

+∞∑
n=k+1

nkpn(xn)

≥

j
kpk(xj) ≥ pk(xj) si j ≤ k,

jkpj(xj) ≥ pk(xj) si j > k.

Et donc
qk(x) ≥ pk(xj),

quelle que soit la composante j considérée.

On définit ensuite l’ensemble E comme suit.

Définition 3.1.5. Étant donné (F,P), l’espace E associé est l’espace

E = {x ∈ FN0 | qk(x) < +∞, ∀k ∈ N0}.

où qk ∈ Q pour tout k ∈ N0.

Proposition 3.1.6. L’espace (E,Q) est un espace vectoriel.

Démonstration. Fixons k ∈ N0. Soient x, y ∈ E et λ ∈ K, il vient naturelle-
ment

qk(λx) =
+∞∑
n=1

nkpn,k(λxn) =
+∞∑
n=1

nk|λ|pn,k(xn) = |λ|qk(x) < +∞.

De plus,

qk(x+ y) =
+∞∑
n=1

nkpn,k(xn + yn)

≤
+∞∑
n=1

nk (pn,k(xn) + pn,k(yn))

= qk(x) + qk(y)
< +∞.

Où on a utilisé le fait que pn,k est une semi-norme. Au total, E est de type
vectoriel et qk y définit une semi-norme quel que soit k ∈ N0.

Proposition 3.1.7. L’espace (E,Q) est un espace de Fréchet.
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Démonstration. Tout d’abord, montrons que (E,Q) est séparé. Soit x ∈ E
et supposons que qk(x) = 0 quel que soit qk ∈ Q. Montrons alors que x est
la suite nulle. Fixons n ∈ N0 ; par la Proposition 3.1.4, on sait que

ql(x) ≥ pl(xn), ∀l ∈ N0.

Vu que ql(x) est nul, on en tire que pl(xn) = 0 quel que soit l ∈ N0. Or,
(F,P) est séparé puisqu’il est de Fréchet. La Proposition 1.2.1 implique alors
que xn = 0. Au total, x est la suite nulle.

Ensuite, la suite des semi-normes (qk)k∈N0 est croissante. En effet, consi-
dérons x ∈ E ; on a

qk+1(x) =
+∞∑
n=1

nk+1pn,k+1(xn)

=
k+1∑
n=1

nk+1pn,k+1(xn) +
+∞∑

n=k+2
nk+1pn,k+1(xn)

=
k∑

n=1
nk+1pk+1(xn) + (k + 1)k+1pk+1(xk+1) +

+∞∑
n=k+2

nk+1pn(xn)

Or, par hypothèse pj ≤ pj+1 quel que soit j ∈ N0. Il vient alors

qk+1(x) ≥
k∑

n=1
nkpk(xn) +

+∞∑
n=k+1

nkpn(xn)

=
+∞∑
n=1

nkpn,k(xn) = qk(x).

La croissance est ainsi démontrée.

Enfin, montrons que (E,Q) est complet. Soit ξ = (ξ(n))n∈N0 une suite de
Cauchy d’éléments de E. Tout d’abord, montrons que, pour toute compo-
sante j ∈ N0, la suite (ξ(n)

j )n∈N0 d’éléments de F est de Cauchy dans F . Dans
ce cas, puisque par hypothèse (F,P) est de Fréchet, il existe ξ(0)

j ∈ F tel que
ξ

(n)
j → ξ

(0)
j dans F lorsque n→ +∞.

Fixons k ∈ N0. Par la Proposition 3.1.4, on a

qk(ξ(n) − ξ(n′)) ≥ pk(ξ(n)
j − ξ

(n′)
j ).
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3.1. Une famille de contre-exemples

Ce qui montre que la suite (ξ(n)
j )n∈N0 est de Cauchy dans F puisque (ξ(n))n∈N0

est de Cauchy dans E.

Il reste alors à montrer que (ξ(n))n∈N0 converge vers (ξ(0)
j )j∈N0 := ξ(0) dans

E. Soient k ∈ N0 et ε > 0 ; puisque (ξ(n))n∈N0 est de Cauchy dans E, il existe
N ∈ N0 tels que pour tous r, s ≥ N , on a

qk(ξ(r) − ξ(s)) ≤ ε.

De plus,

qk(ξ(r) − ξ(s)) =
k∑
j=1

jkpk(ξ(r)
j − ξ

(s)
j ) +

+∞∑
j=k+1

jkpn(ξ(r)
j − ξ

(s)
j )

≥
k∑
j=1

jkpk(ξ(r)
j − ξ

(s)
j ) +

J∑
j=k+1

jkpn(ξ(r)
j − ξ

(s)
j )

quels que soient r, s ≥ N et J ≥ k+1. En passant à la limite sur s, on trouve
alors

k∑
j=1

jkpk(ξ(r)
j − ξ

(0)
j ) +

J∑
j=k+1

jkpn(ξ(r)
j − ξ

(0)
j ) ≤ ε, ∀r ≥ N et J ≥ k + 1.

La limite sur J donne enfin

qk(ξ(r) − ξ(0)) ≤ ε, ∀r ≥ N.

Et donc ξ converge dans (E,Q).

Nous abordons à présent le résultat principal de cette section : (E,Q)
n’est pas de Schwartz. Dans [6], K. Floret donne une définition alternative
de tels espaces. Commençons par démontrer que celle-ci est équivalente à
celle proposée à la Définition 1.2.7.

Définition 3.1.8. Soient X, Y des espaces localement convexes séparés. Un
opérateur linéaire T : X → Y est dit précompact s’il existe une semi-boule
B de X telle que T (B) est un précompact de Y .

Proposition 3.1.9. Soit (X,P) un espace localement convexes ; (X,P) est
de Schwartz si, et seulement si pour tout p ∈ P, il existe q ∈ P distinct de p
tel que l’application

idX : (X, q)→ (X, p) (3.2)
est précompacte.
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Démonstration. Supposons que (X,P) est un espace de Schwartz et consi-
dérons p ∈ P . Par définition, il existe q ∈ P tel que la semi-boule Bq est
précompacte par rapport à la semi-boule Bp. Autrement dit, Bq est précom-
pact par rapport à p, ce qui signifie que (3.2) est précompact.

Inversement, soit p ∈ P et (3.2) précompact. Alors, il existe q ∈ P tel
que la semi-boule Bq est précompacte par rapport à p i.e. Bq est précompact
par rapport à Bp.

Notation 3.1.10. Soit (F,P). Il est clair que ker pm = {x ∈ F | pm(x) = 0}
est un sous-espace vectoriel fermé de F quel que soit m ∈ N0. Considérons
alors F/ ker pm (toujours pour m ∈ N0) et définissons l’application

p̃m : F/ ker pm → [0,+∞[: [x] 7→ pm(x), (3.3)

où [x] désigne la classe associée à x ∈ F . Par construction, (F/ ker pm, p̃m) est
un espace normé (p̃m est appelée la norme induite). Appelons τ la surjection
linéaire

τ : (F, pm)→ (F/ ker pm, p̃m) : x→ [x].

Si E est une partie de F , nous noterons Ẽ l’ensemble τ(E). On vérifie tri-
vialement que si Bpm est une boule unité de F alors B̃pm est une boule unité
de F/ ker pm, puisque

B̃pm = {[x] ∈ F/ ker pm | p̃m([x]) < 1}.

Proposition 3.1.11. L’espace (E,Q) n’est pas de Schwartz.

Démonstration. Procédons par l’absurde et supposons que (E,Q) est de
Schwartz. La caractérisation 3.1.9 implique pour tout l ∈ N0, il existem ∈ N0
de sorte que

idE : (E, qm)→ (E, ql) (3.4)

est précompact. Remarquons que, lorsque m > l, la projection πm de (3.4)
est l’identité

idF : (F,mmpm)→ (F,mlpm). (3.5)

En effet, le mème terme général de la série

qm =
+∞∑
n=1

mnpn,m

est donné parmmpm tandis que son lème terme général vautmlpm pourm > l.
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3.1. Une famille de contre-exemples

Montrons que si (3.5) est précompact alors l’identité entre les espaces
quotients (F/ ker pm,mmp̃m) et (F/ ker pm,mlp̃m) l’est aussi. Soit Bpm une
semi-boule unité de de F . Par précompacité de idF , Bpm est précompact par
rapport à pm. Donc, pour tout ε > 0, on a Bpm ⊆ Bpm(ε) +Mε, avec Mε ⊆ F
fini. En appliquant la surjection linéaire τ , on obtient

B̃pm ⊆ B̃pm(ε) + M̃ε.

Autrement dit, B̃pm est précompact pour p̃m dans F/ ker pm.

Puisque p̃m est une norme sur F/ ker pm, le théorème de Riesz implique
que dimF/ ker pm est de dimension finie. Or, par hypothèse sur (F,P),

dimF/ ker pm ≥ dimF/ ker p1 = +∞.
Ainsi, l’identité entre (F/ ker pm,mmp̃m) et (F/ ker pm,mlp̃m) ne peut être
précompacte. Cette contradiction montre que (E,Q) n’est pas de Schwartz.

Enfin, on montre que (E,Q) est un espace de Montel.
Lemme 3.1.12. Pour tout J ∈ N0, soit

φJ : E → E : x 7→ (x1, . . . , xJ , 0, . . .) ;
alors, pour tout k ∈ N0, on a

qk(x− φJ(x)) ≤ 1
J
qk+1(x),

quel que soit x ∈ E.
Démonstration. En effet, on a

qk(x− φJ(x)) =
+∞∑
n=1

nkpn,k(xn − φJ(xn))

=
+∞∑

n=J+1
nkpn,k(xn)

≤
+∞∑

n=J+1
nkpn,k+1(xn) (3.6)

=
+∞∑

n=J+1

nk+1

n
pn,k+1(xn)

≤ 1
J

+∞∑
n=J+1

nk+1pn,k+1(xn)

≤ 1
J
qk+1(x),
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où (3.6) est justifié par la Proposition 3.1.2.

Proposition 3.1.13. L’espace (E,Q) est un espace de Montel.

Démonstration. Il faut montrer que E est tonnelé et que tous ses bornés
sont relativement compacts. La première condition est satisfaite par le Co-
rollaire 1.2.18 puisqu’il a été démontré que (E,Q) est un espace de Fréchet
(Proposition 3.1.7).

De plus, (E,Q) étant un espace de Fréchet, ses bornés sont relativement
compacts si, et seulement s’ils sont précompacts. Soit D ⊆ E borné ; mon-
trons qu’il est précompact. Soient k ∈ N0 et ε > 0. Par définition, D est
borné dans E ; il existe donc C > 0 tel que

sup
x∈D

qk+1(x) < C.

Soit alors n0 ∈ N0 tel que

sup
x∈D

qk+1(x) < n0
ε

2 .

Par le Lemme 3.1.12, pour tout x ∈ D, on a

qk(x− φn0(x)) ≤ 1
n0
qk+1(x) < ε

2 .

Donc

D ⊆ φn0(D) + (id−φn0)(D) ⊆ φn0(D) + {x ∈ D | qk(x) ≤ ε

2}.

Pour conclure, il suffit de montrer que φn0(D) est précompact. Soit la pro-
jection

πn0 : φn0(E)→ F n0 : (x1, . . . , xn0 , 0, . . .) 7→ (x1, . . . , xn0).

C’est un isomorphisme entre φn0(E) et F n0 . En effet, l’injectivité de πn0 est
directe, puisqu’on a

πn0(x1, . . . , xn0 , 0, . . .) = πn0(x′1, . . . , x′n0 , 0, . . .)⇔ x1 = x′1, ..., xn0 = x′n0 .

Pour la surjectivité, remarquons que pour tout (x1, ..., xn0) ∈ F n0 , il suffit
de prendre (x1, . . . , xn0 , 0, . . .) ∈ φn0(E) comme élément du domaine. Mon-
trons la continuité de πn0 . Soit (x(j))j∈N0 une suite d’éléments de φn0(E) qui
converge vers x(0) dans E. Pour tout k ∈ N0, on a limj→+∞ qk(x(j)−x(0)) = 0
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3.1. Une famille de contre-exemples

et donc limj→+∞ pk(x(j)
n − x(0)

n ) = 0 pour tout n ∈ N0, ce qui montre que x(0)

appartient à φn0(E) et que (πn0(x(j)))j∈N0 converge vers πn0(x(0)) dans F n0 .
Inversement, si (y(j))j∈N0 converge vers y(0) dans F n0 , posons x(j) = π−1

n0 (y(j))
et x(0) = π−1

n0 (y(0)). Pour k ≥ n0, on a

qk(x(j) − x(0)) =
n0∑
n=1

nkpk(x(j)
n − x(0)

n ) ≤ nn0+1
0 sup

1≤n≤n0

pk(x(j)
n − x(0)

n ),

ce qui implique limj→+∞ qk(x(j) − x(0)) = 0. Pour k < n0, on a

qk(x(j) − x(0)) =
k∑

n=1
nkpk(x(j)

n − x(0)
n ) +

n0∑
n=k+1

nkpn(x(j)
n − x(0)

n ),

avec
n0∑

n=k+1
nkpn(x(j)

n − x(0)
n ) ≤ nn0+1

0 sup
1≤n≤n0

pn(x(j)
n − x(0)

n )

≤ nn0+1
0 sup

1≤n≤n0

pn0(x(j)
n − x(0)

n ),

ce qui implique également limj→+∞ qk(x(j) − x(0)) = 0 dans ce cas. La suite
(x(j))j∈N0 converge donc vers x(0) dans φn0(E). Nous venons de montrer que
(φn0(E),Q) est isomorphe à (F n0 ,P ′) où P ′ est le système de semi-normes
du produit.

Puisque (F n0 ,P ′) est un espace de Montel, en vertu de la Proposition 1.3.6,
il s’ensuit que le borné πn0(φn0(D)) est précompact dans F n0 . Par isomor-
phisme, φn0(D) est précompact dans φn0(E). Ce qui termine la démonstra-
tion.
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Chapitre 4

Construction à partir d’un
opérateur linéaire fermé

Au premier chapitre, nous avons vu qu’une méthode classique permet-
tant de générer des espaces de Fréchet consiste à considérer la limite projec-
tive d’espaces de Banach. C’est sur base de ce résultat que l’on présente ici
une nouvelle méthode systématique permettant de construire des espaces de
Fréchet-Montel qui ne sont pas Schwartz. On s’appuie sur le travail de V.
Wrobel dans [17].

4.1 Opérateurs fermés et densément définis
Définition 4.1.1. Soient (X,P) et (Y,Q) des espaces localement convexes ;
T : X → Y est relativement ouvert si l’image de tout ouvert de X est un
ouvert de Im(T ). Il est ouvert s’il est relativement ouvert et surjectif.
Théorème 4.1.2 (Théorème de l’opérateur ouvert). Soient (X,P) et (Y,Q)
deux espaces de Fréchet et T ∈ L(X, Y ). Si T est surjectif, alors T est ouvert.
Démonstration. Le lecteur peut consulter [2].
Corollaire 4.1.3. Soient (X,P), (Y,Q) des espaces de Fréchet et T : X → Y
une application linéaire continue. Alors
(1) si T est surjectif alors T est ouvert,

(2) si T est bijectif alors T est un homéomorphisme.
Démonstration. Le premier résultat est évident puisque T (X) = Y qui est
fermé dans (Y,Q). La seconde découle de la première et du fait qu’une ap-
plication est un homéomorphisme si, et seulement si elle est bijective et ou-
verte.
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Définition 4.1.4. Soient (X,P) et (Y,Q) des espaces localement convexes ;
T : X → Y est fermé si son graphe GT = {(x, T (x)) | x ∈ X} est fermé dans
(X × Y,PX×Y ).

Théorème 4.1.5 (Théorème du graphe fermé). Soient (X,P), (Y,Q) des
espaces de Fréchet et T : X → Y une application linéaire ; T est continu si,
et seulement si GT est fermé.

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire et considérons une
suite (xn, T (xn))n∈N0 qui converge vers (x, y) dans X×Y . Puisque les projec-
tions canoniques sont continues, les suites (xn)n∈N0 et (T (xn))n∈N0 convergent
vers x dans X et y dans Y respectivement. Or, par continuité de T , on a
(T (xn))n → T (x) dans Y . Puisque (Y,Q) est séparé, l’unicité de la limite im-
plique que T (x) = y. Ainsi GT contient la limite de ses suites convergentes.
Il est donc fermé.

La condition est suffisante. On sait déjà que X × Y muni de la topologie
produit est un espace de Fréchet. De plus, par définition de la topologie
produit, les projections canoniques

πX : X × Y → X : (x, y) 7→ x

et
πY : X × Y → X : (x, y) 7→ y.

sont continues. La restriction πX|GT à GT est un injective et donne une bi-
jection continue de GT dans X. Comme GT est un sous-espace fermé du
produit X × Y , c’est un espace de Fréchet. Ainsi par le Corollaire 4.1.3,
πX|GT un homéomorphisme et donc (πX|GT )−1 est continu. Pour conclure, il
suffit de remarquer que T est la composée d’applications continues. En effet,
T = πY ◦ i ◦ (πX|GT )−1 où

i : GT → X × Y : (x, y) 7→ (x, y)

est l’injection canonique de GT dans X × Y .

Définition 4.1.6. Soient (X, T ) et (Y, T ′) des espaces vectoriel topolo-
giques. L’opérateur linéaire T : (X, T ) → (Y, T ′) est densément défini si
dom(T ) ⊆ X est dense dans (X, T ).

Proposition 4.1.7. Soit T un opérateur linéaire densément défini entre es-
paces de Banach. Si T est injectif et fermé alors T−1 est fermé.
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GT X × Y

X Y

i

T

πYπ−1
X|GT 	

Figure 4.1 – Illustration de la construction obtenue dans la démonstration
du Théorème 4.1.5 (graphe fermé).

Démonstration. Soient (X, ‖ · ‖1), (Y, ‖ · ‖2) des espaces de Banach et
T : X → Y satisfaisant les conditions de l’énoncé. Définissons

h : X × Y → Y ×X : (x, y) 7→ (y, x).

Il s’agit d’un homomorphisme tel que h(GT ) = GT−1 . On en déduit donc que
GT−1 est fermé puisque GT est fermé.

4.2 La construction abstraite
En analyse fonctionnelle, une manière classique de construire des espaces

de Fréchet est de considérer la limite projective d’espaces Banach. De nom-
breux exemples sont générés de cette façon.

Définition 4.2.1. Soit (X, ‖ · ‖) un espace de Banach et

T : dom(T ) ⊆ X → X

un opérateur densément défini. Pour tout k ∈ N0, la kième puissance de T est
définie récursivement par

T k(x) = T (T k−1(x)),

où le domaine de T k lorsque k > 1 est naturellement donné par

dom(T k) = {x ∈ dom(T k−1) | T k−1(x) ∈ dom(T )}.

De plus, si k = 0, on considère que T k est l’identité.

Proposition 4.2.2. Soient (X, ‖ · ‖) un espace de Banach et

T : dom(T ) ⊆ X → X
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un opérateur linéaire fermé densément défini. Pour tout n ∈ N0, l’espace
(dom(T n), ‖ · ‖n) où pour tout x ∈ dom(T n),

‖x‖n =
n∑
k=0
‖T k(x)‖,

est un espace de Banach.

Démonstration. Évidemment ‖ · ‖n est une semi-norme. De plus,

‖x‖n = 0⇔
n∑
k=0
‖T k(x)‖ = 0

⇔ ‖T k(x)‖ = 0, ∀k ∈ {0, . . . , n}
⇔ x = 0,

la dernière équivalence résultant du fait que ‖ ·‖ est une norme (on considère
k = 0).

À présent, montrons que (dom(T n), ‖ · ‖n) est complet. Soit (xj)j∈N0 une
suite de Cauchy de dom(T n). Autrement dit, pour tout ε > 0, il existe J ∈ N0
tel que pour tous p, q ≥ J , ‖xp−xq‖n < ε. Par définition de ‖·‖n, cela signifie
que

n∑
k=0
‖T k(xp − xq)‖ < ε.

Ainsi, pour tout k ∈ {0, . . . , n},

‖T k(xp − xq)‖ < ε.

Pour k ∈ N0, la suite (T k(xj))j est donc de Cauchy dans (X, ‖ · ‖) qui est
complet ; soit yk la limite de cette suite (dans cet espace). Pour k = 0, on
obtient que la suite (xj)j∈N0 est de Cauchy ; notons x0 la limite de (xj)j∈N0

dans (X, ‖ · ‖).

Montrons que T k(x0) = yk pour tout k ∈ N0 par récurrence. Puisque T
est fermé, on a T (x0) = y1. Supposons la propriété satisfaite pour tout k et
montrons-là pour k + 1. Par définition, on a T k+1(xj) = T (T k(xj)), donc

yk+1 = lim
j→+∞

T (T k(xj)) = T (yk) = T (T k(x0)) = T k+1(x0).

où la deuxième égalité est justifiée par le fait que T est fermé et où on a
utilisé l’hypothèse de récurrence pour la troisième.
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Ainsi, pour tout k ∈ {0, . . . , n}, la suite (T (xj))j∈N0 converge vers T k(x0)
dans (X, ‖ · ‖).

Pour conclure, on a

‖xj − x0‖n =
n∑
k=0
‖T k(xj − x0)‖ =

n∑
k=0
‖T k(xj)− T k(x0)‖ → 0

lorsque j → +∞.

On note
dom∞(T ) =

⋂
n∈N0

(dom(T n), ‖ · ‖n)

la limite projective de ces espaces. Il s’agit bien sûr d’un espace de Fréchet
en vertu de la Proposition 1.4.3.

Naturellement, on peut se demander si un choix particulier de T génère
un espace de Fréchet du type que nous étudions. La réponse est affirmative.
Dans [17], V. Wrobel met en évidence un opérateur T ayant de « bonnes
propriétés » de sorte que dom∞(T ) est un espace de Fréchet-Montel qui n’est
pas Schwartz.

Définition 4.2.3. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et (Xn, ‖ · ‖n) une famille d’espaces de
Banach. On définit lp((Xn)n∈N0) par

lp((Xn)n∈N0) = {x = (xn)n∈N0 ∈
∏
n∈N0

Xn | ‖x‖lp < +∞}

où, pour tout x ∈ ∏n∈N0 Xn,

‖x‖lp =
( ∞∑
n=1
‖xn‖pn

) 1
p

, (4.1)

lorsque 1 ≤ p <∞ ; dans le cas infini, on pose

‖x‖l∞ = sup
n∈N0

‖xn‖n. (4.2)

Proposition 4.2.4. Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Si (Xn, ‖ · ‖n)n∈N0 est une famille
d’espaces de Banach alors lp((Xn)n∈N0) est un espace de Banach.

Démonstration. Vu les propriétés des expressions (4.1) et (4.2) (voir, par
exemple, [15]), celles-ci munissent l’espace lp((Xn)n∈N0) d’une structure d’es-
pace vectoriel normé.
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Chapitre 4. À partir d’un opérateur linéaire fermé

Montrons qu’il est complet. Soit (x(n))n∈N0 une suite de Cauchy de l’espace
lp((Xn)n∈N0). Alors, pour tout ε > 0, il existe N ∈ N0 tel que pour tous
r, s ≥ N , ‖x(r) − x(s)‖lp < ε. Autrement dit, si 1 ≤ p <∞,

(+∞∑
l=1
‖x(r)

l − x
(s)
l ‖

p
l

) 1
p

< ε.

Donc, pour tout l ∈ N0,
‖x(r)

l − x
(s)
l ‖l < ε.

Ce qui montre que, pour tout l ∈ N0, (x(n)
l )n∈N0 est de Cauchy dans (Xl, ‖·‖l).

Cet espace étant complet, on en tire que (x(n)
l )n∈N0 converge. Notons x(0)

l sa
limite. Montrons que (x(0)

l )l∈N0 ∈ lp((Xn)n∈N0). Étant donné ε > 0, pour r et
s suffisamment grands, on a ‖x(r) − x(s)‖lp < ε et donc

(
M∑
l=1
‖x(r)

l − x
(s)
l ‖

p
l

) 1
p

< ε, (4.3)

pour tout M , puisque le membre de gauche de (4.3) converge en croissant
vers ‖x(r) − x(s)‖p avec M . Ceci implique

(
M∑
l=1
‖x(r)

l − x
(0)
l ‖

p
l

) 1
p

≤ ε

et donc lorsque M → +∞, ‖x(r)−x(0)‖lp ≤ ε. En particulier, x(0) appartient
à lp((Xn)n∈N0) et est la limite de la suite (x(n))n∈N0 dans lp((Xn)n∈N0).

Pour le cas infini, on a

sup
l∈N0

‖x(r)
l − x

(s)
l ‖l < ε.

Donc, pour tout l ∈ N0, (x(n))l)n∈N0 est de Cauchy dans (Xl, ‖ · ‖l). Cette
suite converge donc dans (Xl, ‖ · ‖l) vers une limite x(0)

l . À nouveau, mon-
trons que (x(n))n∈N0 converge vers x(0) = (x(0)

l )l∈N0 . Étant donné ε > 0, pour
r et s suffisamment grands, on a ‖x(r)

l − x
(s)
l ‖l < ε pour tout l et donc

‖x(r)
l − x

(0)
l ‖l ≤ ε. On en conclut que ‖x(r) − x(0)‖l∞ ≤ ε. En particulier x(0)

appartient à l∞((Xn)n∈N0) et est limite de la suite (x(n))n dans l∞((Xn)n∈N0).

Définition 4.2.5. Soit (Xn, ‖·‖n)n∈N0 une famille d’espaces de Banach. Pour
tout n ∈ N0, soit Kn ∈ L(Xn) tel que
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(1) Kn est injectif ;

(2) Im(Kn) est dense dans Xn ;

(3) La norme opérateur de Kn vaut 1

(4) Kn
n est compact mais Kn−1

n ne l’est pas.

Remarque 4.2.6. Pour tout n ∈ N0, puisque ‖Kn‖ = 1, on a

‖K l
n(x)‖n = ‖Kn(K l−1

n (x))‖n ≤ ‖K l−1
n (x)‖n ≤ . . . ≤ ‖x‖n

quel que soient l ∈ N0 et x ∈ Xn.

Définition 4.2.7. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et (Xn, ‖ ·‖n)n∈N0 une famille d’espaces
de Banach. On pose

S : lp((Xn)n∈N0)→ lp((Xn)n∈N0) : (xn)n∈N0 7→ (n−1Kn(xn))n∈N0 (4.4)

Proposition 4.2.8. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et (Xn, ‖ · ‖n)n∈N0 une famille d’es-
paces de Banach. L’opérateur S de la Définition 4.2.7 est bien défini.

Démonstration. Il suffit de montrer que si x ∈ lp((Xn)n∈N0) alors
S(x) ∈ lp((Xn)n∈N0). Si 1 ≤ p < +∞, on a

‖S(x)‖plp =
+∞∑
n=1
‖n−1Kn(xn)‖pn

=
+∞∑
n=1

n−p( ‖Kn(xn)‖n︸ ︷︷ ︸
≤‖xn‖n car ‖Kn‖=1

)p

≤
+∞∑
n=1

n−p‖xn‖pn

≤
+∞∑
n=1
‖xn‖pn

≤ ‖x‖pp < +∞

Dans le cas infini, pour les mêmes raisons, on obtient

‖S(x)‖l∞ = sup
n∈N0

‖n−1Kn(xn)‖n ≤ sup
n∈N0

‖xn‖n = ‖x‖∞ < +∞.

Lemme 4.2.9. Soient (X, T ) et (Y, T ′) des espaces topologiques et A une
partie dense de X. Si f : X → Y est continu et surjectif alors f(A) est dense
dans Y .

49



Chapitre 4. À partir d’un opérateur linéaire fermé

Démonstration. Soit A une partie dense de X ; il suffit de montrer que
Y ⊆ f(A). Puisque f est surjectif, on sait que f(X) = Y . Or, A est dense
dans X donc X = A. De plus, f est continu, on a donc

Y = f(X) = f(A) ⊆ f(A).

Lemme 4.2.10. Soient (Xα, Tα)α∈A une famille d’espaces topologiques. Pour
tout α ∈ A, Dα est dense dans Xα si, et seulement si ∏α∈ADα est dense dans∏
α∈AXα.

Démonstration. Supposons que pour tout α ∈ A, Dα est dense dans Xα. Soit
Ω un ouvert de base non-vide de ∏α∈AXα. Par définition,

Ω =
∏
α∈A

Ωα où Ωα =

ωα ouvert (non-vide) de Xα si α ∈ {α1, . . . , αn},
Xα sinon.

Puisque Dα est dense dans Xα, pour tout α ∈ {α1, . . . , αn}, on sait que
ωα ∩ Dα 6= ∅. De plus, pour tout α ∈ A \ {α1, . . . , αn}, il est évident que
Ωα ∩ Dα 6= ∅. Il s’ensuit que tout ouvert de base du produit rencontre∏
α∈ADα. Ce dernier est donc dense dans le produit.

Réciproquement, fixons α0 ∈ A et soit ω un ouvert non-vide de Xα0 . Alors
π−1
α0 (ω) est ouvert dans le produit. Par densité de ∏α∈ADα, il existe (xα)α

tel que (xα)α ∈ π−1
α0 (ω)∩∏α∈ADα. Il s’ensuit que xα0 ∈ ω∩Dα0 et donc Dα0

est dense dans Xα0 .

Proposition 4.2.11. L’application S définie en (4.4) a les propriétés sui-
vantes

(1) S ∈ L(lp((Xn)n∈N0)) ;

(2) S est injectif ;

(3) Im(S) est dense dans lp((Xn)n∈N0)) ;

(4) Aucune puissance de S n’est compacte.

Démonstration. La linéarité et l’injectivité de S découlent directement du
fait que pour tout n ∈ N0, Kn est linéaire et injectif. Quant à la continuité
de S, elle résulte des mêmes majorations qu’à la Proposition 4.2.8.

50



4.2. La construction abstraite

De plus, la multiplication par un scalaire non-nul est continue et sur-
jective. Ainsi, par le Lemme 4.2.9, pour tout n ∈ N0, n−1(Im(Kn)) est
dense dans Xn puisque Im(Kn) l’est. Le Lemme 4.2.10 implique alors que
(n−1(Im(Kn)))n∈N0 est dense dans lp((Xn)n∈N0). Ce qui montre que Im(S)
est dense dans lp((Xn)n∈N0).

Enfin, procédons par l’absurde et supposons que Sm est compact pour un
certain m ∈ N. Alors, pour tout n ∈ N0, (Sm(·))n = n−mKm

n (·) est compact
Or, par hypothèse, Km

m+1 n’est pas compact. La contradiction en résulte
aussitôt étant donné la continuité de la multiplication par un scalaire.

Proposition 4.2.12. Soit 1 ≤ p ≤ ∞. L’opérateur

T := S−1 : Im(S) ⊆ lp((Xn)n∈N0))→ lp((Xn)n∈N0))

est linéaire fermé et densément défini.

Démonstration. Premièrement, on sait que l’inverse d’un opérateur linéaire
est linéaire.

Ensuite, puisque S est continu, son graphe GS est fermé. De plus, puisque
S est injectif et densément défini, par la Proposition 4.1.7, on en tire que GT

est fermé.

Enfin, T est densément défini puisque dom(T ) = Im(S) qui est dense
dans lp((Xn)n∈N0)) par la Proposition 4.2.8.

On sait déjà que la limite projective dom∞(T ), où T est l’opérateur défini
à la Proposition 4.2.12, est un espace de Fréchet. Montrons qu’il est de plus
Montel mais non-Schwartz.

Proposition 4.2.13. La limite projective dom∞(T ) n’est pas un espace de
Schwartz.

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que les normes

‖T n(·)‖lp et
n∑
k=0
‖T k(·)‖lp , (4.5)

où 1 ≤ p ≤ ∞, sont équivalentes sur dom(T n). En effet, pour tout
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x ∈ dom(T n), si 1 ≤ p <∞, on a

‖T n(x)‖lp ≤
n∑
k=0
‖T k(x)‖lp

≤
n∑
k=0
‖ T k−n︸ ︷︷ ︸

=Sn−k(·)

(T n(x))‖lp

≤
n∑
k=0

+∞∑
l=1
‖ lk−n︸︷︷︸
≤1

Kn−k
l (lnK−nl (xl))‖pl

 1
p

≤
n∑
k=0

+∞∑
l=1

‖Kn−k
l ‖︸ ︷︷ ︸

≤1 car ‖Kl‖=1

p‖lnK−nl (xl)‖pl


1
p

≤
n∑
k=0

(+∞∑
l=1
‖lnK−nl (xl)‖pl

) 1
p

≤
n∑
k=0
‖T n(x)‖lp

≤ (n+ 1)‖T n(x)‖lp .

Pour le cas infini, le même raisonnement conduit aux majorations

‖T n(x)‖l∞ ≤
n∑
k=0
‖T k(x)‖l∞ ≤ (n+ 1)‖T n(x)‖l∞ .

Ensuite, procédons par l’absurde et supposons que dom∞(T ) est un espace
de Schwartz. Dans ce cas, l’inclusion

i : dom∞(T )→ lp((Xn)n∈N0)

est compacte en vertu du Lemme 1.5.15. La compacité de i implique l’exis-
tence d’un nombre n ∈ N0 tel que

in : (dom(T n), ‖T n(·)‖lp)→ lp((Xn)n∈N0),

vu la définition de la topologie de dom∞(T ) et l’équivalence entre les topo-
logies obtenues en début de démonstration (cf. (4.5)).

Montrons ensuite que la compacité de in implique que T−n est compact.
Soit

B = {x ∈ dom(T n) | ‖T n(x)‖lp < 1}
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la boule unité de (dom(T n), ‖T n(·)‖lp). Par hypothèse sur in, on a que in(B) =
B est compact dans lp((Xn)n∈N0). Soit B′ = {y ∈ Im(T n) | ‖y‖lp < 1} la
boule unité de lp((Xn)n∈N0) ; il faut montrer que T−n(B′) est relativement
compact. Pour tout y ∈ B′, on a

‖T n(T−n(y))‖lp = ‖y‖lp < 1.

Donc T−n(B′) ⊆ B, d’où T−n(B′) est précompact, i.e. relativement compact
vu que l’espace (dom(T n), ‖T n(·)‖lp) est complet. Ainsi, T−n est compact, ce
qui entraîne une contradiction puisque T−1 = S et qu’aucune puissance de
S n’est compacte.

Définition 4.2.14. Pour tout J ∈ N0, φJ désigne la projection

φJ :
+∞∏
n=1

dom∞(K−1
n )→

+∞∏
n=1

dom∞(K−1
n ) : (xj)j∈N0 7→ (x1, . . . , xJ , 0, . . .).

Proposition 4.2.15. La limite projective dom∞(T ) est un espace de Montel.

Démonstration. Le fait que dom∞(T ) est tonnelé est direct puisque c’est un
espace de Fréchet.

Il reste à montrer que toute partie bornée de dom∞(T ) est précompacte.
Soient k ∈ N0, ε > 0 et D ⊆ dom∞(T ) borné. Par hypothèse, il existe C > 0
tel que

sup
x∈D
‖T k+1(x)‖lp < C.

On peut donc trouver n0 ∈ N0 de sorte que
1
ε

sup
x∈D
‖T k+1(x)‖lp < n0.

De plus, ∏+∞
n=1 dom(K−1

n ) et dom∞(T ) induisent la même topologie sur
φn0(∏+∞

n=1 dom∞(K−1
n )). De fait, pour j ∈ N0 et x ∈ dom∞(T ), on a

‖K−jn (xn)‖n ≤ ‖njK−jn (xn)‖n ≤ ‖T j(x)‖lp ,

pour tout n ∈ N0. En particulier, on a l’inclusion

dom∞(T ) ↪→
+∞∏
n=1

dom∞(K−1
n ).

Inversement, pour x ∈ φn0(∏+∞
n=1 dom∞(K−1

n )),

‖T j(x)‖lp ≤ n0 sup
1≤n≤n0

‖njK−jn (xn)‖n ≤ nj+1
0 sup

1≤n≤n0

‖K−jn (xn)‖n.
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Ensuite, pour tout n ∈ N0, dom∞(K−1
n ) est de Schwartz. Soit B un voi-

sinage borné de l’origine dans dom(K−nn ). On a que B = Kn
n(K−nn (B)) est

relativement compact puisque par hypothèse Kn
n est compact : soit ε > 0 ;

puisqu’on a

B ⊂
⋃
x∈B

x+ εB,

il existe x1, . . . , xN ∈ B tels que

B ⊆ {x1, . . . , xN}+ εB.

Ceci implique que dom(K−nn ) est de Schwartz 1. Par définition de dom∞(K−1
n ),

ses semi-boules sont incluses dans les boules de dom(K−nn ). On en conclut
que dom∞(K−1

n ) est de Schwartz. En particulier, il est de Montel.

Le produit d’espaces de Montel étant de Montel, on conclut de ce qui
précède que φn0(∏+∞

n=1 dom∞(K−1
n )) est de Montel. Il s’ensuit que φn0(D) est

relativement compact dans ∏+∞
n=1 dom∞(K−1

n )) et donc dans dom∞(T ), étant
donné l’équivalence des topologies engendrées.

1. Le lecteur familier avec les opérateurs compacts aura directement conclus : puisque
dom(K−n

n ) = Im(Kn
n ) où Kn

n est compact, toute partie bornée de dom(K−n
n ) est relative-

ment compacte.
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De plus, d’une part, si 1 ≤ p <∞,

sup
x∈D
‖T k(x− φn0(x))‖lp = sup

x∈D
‖ST k+1(x− φn0(x))‖lp

= sup
x∈D

+∞∑
l=1
‖l−1Kl((lK−1

l )k+1 (xl − (φn0(x))l))︸ ︷︷ ︸
=0 si l≤n0

‖pl


1
p

= sup
x∈D

 +∞∑
l=n0+1

‖l−1Kl((lK−1
l )k+1(xl))‖pl

 1
p

≤ sup
x∈D


+∞∑

l=n0+1
(l−1)p︸ ︷︷ ︸
≤ 1
n0+1

‖Kl‖p︸ ︷︷ ︸
≤1

‖(lK−1
l )k+1(xl)‖pl


1
p

≤ 1
n0 + 1 sup

x∈D

 +∞∑
l=n0+1

‖(lK−1
l )k+1(xl)‖pl

 1
p

≤ 1
n0 + 1 sup

x∈D

(+∞∑
l=1
‖(lK−1

l )k+1(xl)‖pl
) 1
p

≤ 1
n0 + 1 sup

x∈D
‖T k+1(x)‖lp︸ ︷︷ ︸
<εn0

<
εn0

n0 + 1 < ε.

D’autre part, dans le cas infini, par un raisonnement entièrement similaire,
on trouve

sup
x∈D
‖T k(x− φn0(x))‖l∞ = sup

x∈D
‖T k+1(x)‖l∞ ≤

εn0

n0 + 1 .

Donc D est précompact dans dom∞(T ) puisque

D ⊆ φn0(D) + (id−φn0)(D) ⊆ φn0(D) + {x ∈ dom∞(T ) | ‖T k(x)‖lp < ε}.

4.3 Des exemples concrets
Dans cette section, on fournit des exemples d’espaces de Banach

(Xn, ‖ · ‖n) et d’opérateurs Kn satisfaisant les conditions (1) à (4) de la
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Définition 4.2.5. En conservant les notations introduites à la section précé-
dente, on a aura alors généré des espaces dom∞(T ) qui sont Fréchet-Montel
mais pas Schwartz.

Exemple 4.3.1. Soit C̃0([0, 1]) = {f ∈ C0([0, 1]) | f(0) = 0} muni de la
norme ‖f‖C̃0([0,1]) = supx∈[0,1] |f(x)|.

Définition 4.3.2. L’opérateur de Volterra est l’opérateur
V : C̃0([0, 1])→ C̃0([0, 1]) définit par

V (f)(x) =
∫ x

0
f(t) dt.

Définition 4.3.3. Soit (fi)i∈I une famille d’applications définies sur un es-
pace métrique X et à valeurs dans K. On dit que (fi)i∈I est équicontinu si
pour tout ε > 0 et pour tout x ∈ X, il existe η > 0 tel que

d(x, y) < η ⇒ |f(x)− f(y)| < ε

quel que soit f ∈ (fi)i∈I .

Théorème 4.3.4 (Théorème d’Arzelà-Ascoli). Soit X un espace métrique
compact. Une partie K de C0(X) est précompacte dans (K, |·|) si et seulement
si elle est simplement bornée et équicontinue.

Démonstration. Voir [5].

Proposition 4.3.5. L’opérateur de Volterra est un opérateur compact.

Démonstration. Soit B = {f ∈ C̃0([0, 1]) | ‖f‖C̃0([0,1]) < 1}. Montrons que
V (B) est relativement compact dans (K, | · |). Par le Théorème de Arzelà-
Ascoli 4.3.4, il suffit de montrer que V (B) est simplement borné et équicon-
tinu.

Soient f ∈ B et x ∈ [0, 1]. Alors

|V (f)(x)| ≤
∫ x

0
|f(t)| dt ≤ x‖f‖C̃0([0,1]) < 1.

Donc V (B) est simplement borné.

De plus, pour f ∈ B et 0 ≤ x < y ≤ 1, on a

|V (f)(x)− V (f)(y)| ≤
∫ y

x
|f(t)| dt ≤ (y − x)‖f‖C̃0([0,1]) < (y − x).

Ce qui termine la démonstration.
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Proposition 4.3.6. L’opérateur de Volterra et injectif et image dense dans
C̃0([0, 1]).

Démonstration. L’opérateur de Volterra est injectif sur C̃0([0, 1]) puisque si
V (f) = V (g) sur [0, 1], par le Théorème fondamental de l’Analyse, les fonc-
tions f et g sont égales presque partout ; ces fonctions étant continues, elles
sont donc égales partout.

De plus, pour tout f ∈ C̃0([0, 1]), par le théorème de Weiertrass, il existe
(Pn)n∈N0 une suite de polynômes telle que Pn → f uniformément. Pour tout
n ∈ N0, soit P ′n le polynôme de C̃0([0, 1]) tel que Pn = V (P ′n). On a donc
V (P ′n)→ f uniformément, ce qui suffit à montrer que Im(V ) est dense dans
C̃0([0, 1]).

Fixons n ∈ N0, soient

Ln : C̃0([0, 1])n → C̃0([0, 1])n : (xj)1≤j≤n 7→ (x2, . . . , xn, 0) (4.6)

et

An : C̃0([0, 1])n → C̃0([0, 1])n : (xj)1≤j≤n 7→ (V (xj))1≤j≤n + Ln((xj)1≤j≤n).
(4.7)

Proposition 4.3.7. Pour tout n ∈ N0, on pose Kn = (‖An‖−1)An où An est
l’opérateur définit en (4.7). Alors Kn satisfait les conditions suivantes :

(1) Kn est injectif ;

(2) Im(Kn) est dense dans C̃0([0, 1])n ;

(3) ‖Kn‖ = 1 ;

(4) Kn
n est compact mais Kn−1

n ne l’est pas.

Démonstration. Soit n ∈ N0. Montrons que An est injectif. Supposons avoir
x, y ∈ C̃0([0, 1])n tels que An(x) = An(y). Par définition de An, on a le
système suivant : 

V (x1) + x2 = V (y1) + y2
... ...

V (xn−1) + xn = V (yn−1) + yn

V (xn) = V (yn).

(4.8)
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Par injectivité de l’opérateur de Volterra, de la dernière ligne de (4.8) on
déduit que xn = yn. En injectant ce résultat dans la précédente ligne, on ob-
tient V (xn−1) = V (yn−1). À nouveau, l’injectivité de V permet d’en déduire
que xn−1 = yn−1. En continuant de la sorte, on obtient xj = yj quel que
soit j ∈ {1, . . . , n} et donc An est injectif. La multiplication par un scalaire
non-nul étant continue, il s’ensuit que Kn est injectif.

Ensuite, puisque l’opérateur de Volterra est à image dense dans C̃0([0, 1]),
par le Lemme 4.2.10, (V (xj))1≤j≤n est dense dans C̃0([0, 1])n.

Trivialement, on a ‖Kn‖ = 1.

Par définition, pour tout x ∈ C̃0([0, 1])n, Ann(x) = (V n(xj))1≤j≤n. Soit
B la boule unité de C̃0([0, 1])n. Par définition, B = B′n où B′ est la boule
unité de C̃0([0, 1]). Puisque l’opérateur de Volterra est compact, toutes ses
puissances le sont. De plus, puisque V n(B′) est relativement compact dans
C̃0([0, 1]), le Théorème de Tychonoff implique que (V n(B′))n est relative-
ment compact dans C̃0([0, 1])n. La multiplication par un scalaire non-nul
étant continue et surjective, le Lemme 4.2.9 permet alors de conclure que Kn

n

est compact.

Montrons à présent que An−1
n n’est pas compact. À nouveau par conti-

nuité de la multiplication par un scalaire non-nul, la conclusion s’ensuivra.
Remarquons que puisque C̃0([0, 1]) est de dimension infinie, Ln−1

n n’est pas
compact. Par continuité des translations, on en tire que An−1

n n’est pas com-
pact.
Exemple 4.3.8. Soient 1 ≤ p < ∞ et (lp, ‖ · ‖lp) l’espace des suites de
Lebesgue muni de la norme usuelle.
Proposition 4.3.9. Soit 1 ≤ p <∞. L’opérateur diagonal

∆ : lp → lp : (xn)n∈N0 7→ (n−1xn)n∈N0

est injectif, à image dense et compact.
Démonstration. Il est évident que ∆ est injectif. Ensuite puisque lp est dense
dans lui-même et que la multiplication par un scalaire non-nul est continue
et surjective, ∆ est à image dense dans lp. Il est de plus compact en vertu
du Lemme 2.1.18 puisque (n−1)n∈N0 converge vers zéro.

À nouveau, on définit les opérateurs Ln et An de manière similaire à
l’Exemple 4.3.1. Soient 1 ≤ p <∞ et n ∈ N0, on pose

Ln : (lp)n → (lp)n : (xj)1≤j≤n 7→ (x2, . . . , xn, 0) (4.9)
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et

An : (lp)n → (lp)n : (xj)1≤j≤n 7→ (∆(xj))1≤j≤n + Ln((xj)1≤j≤n). (4.10)

Proposition 4.3.10. Pour tout n ∈ N0, on pose Kn = (‖An‖−1)An où An
est l’opérateur défini en (4.10). Alors Kn satisfait les conditions suivantes :

(1) Kn est injectif ;

(2) Im(Kn) est dense dans (lp)n ;

(3) ‖Kn‖ = 1 ;

(4) Kn
n est compact mais Kn−1

n ne l’est pas.

Démonstration. Les points (1), (2) et la première partie du point (4) dé-
coulent de la Proposition 4.3.9. Le troisième point est trivial.

L’espace lp étant de dimension infinie, Ln−1
n n’est pas compact. Par la

continuité des translations, on en tire que An−1
n n’est pas compact. La conti-

nuité de la multiplication par un scalaire non-nul permet alors de conclure.

Exemple 4.3.11. Soit (c0, ‖·‖l∞) l’ensemble des suites bornées qui convergent
vers 0 muni de la norme uniforme.

Soit n ∈ N0. Dans cet exemple, on considère à nouveau les applications

Ln : (c0)n → (c0)n : (xj)1≤j≤n 7→ (x2, . . . , xn, 0) (4.11)

et

An : (c0)n → (c0)n : (xj)1≤j≤n 7→ (∆(xj))1≤j≤n + Ln((xj)1≤j≤n). (4.12)

où ∆ est l’opérateur diagonal

∆ : c0 → c0 : (xn)n∈N0 7→ (n−1xn)n∈N0 .

Les mêmes raisonnements qu’à l’Exemple 4.3.8 permettent de conclure
que Ln−1

n n’est pas compact et donc que An−1
n ne l’est pas non plus tandis que

Ann l’est. On en tire que l’opérateur Kn = (‖An‖−1)An satisfait les conditions
(1) à (4) de la Définition 4.2.5.
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Annexe A

Sur la dimension diamétrale

A.1 Diamètre de Kolomogorov
Dans cette annexe, nous désignons par X un K-vectoriel et A,B ⊂ X des

ensembles pour lesquels il existe µ > 0 tel que A ⊆ µB.

Notation A.1.1. On note

Ln(X) = {A ⊆ X | dim(A) ≤ n}.

Définition A.1.2. Le n-ième diamètre de Kolmogorov de A par rapport à
B est le nombre

δn(A,B) = inf{δ > 0 | ∃L ∈ Ln(X) tel que A ⊆ δB + L}.

Remarque A.1.3. Pour tout n ∈ N0, le singleton {0} ∈ LN(X) et A ⊆
µB + {0}. L’ensemble

{δ > 0 | ∃L ∈ Ln(X) tel que A ⊆ δB + L}

est alors non vide. La définition proposée est donc licite. De plus, cela im-
plique que δn(A,B) ≥ 0, quel que soit n ∈ N0.

Proposition A.1.4. Soit n ∈ N0, on a

(1) δn+1(B,A) ≤ δn(B,A) ;

(2) δn(B,A) ∈ [0, µ].
De plus, la suite (δn(B,A))n∈N0 converge vers δ ≤ µ.

61



Annexe A. Sur la dimension diamétrale

Démonstration. Le premier point découle de la définition, tandis que le se-
cond provient de la remarque A.1.3.

De plus, la suite (δn(B,A))n∈N0 étant décroissante et minorée par 0, elle
converge.
Proposition A.1.5. Soient A0, B0 ⊆ X tels que A0 ⊂ A et B ⊂ B0. Pour
tout n ∈ N0, on a

δn(A0, B0) ≤ δn(A,B).
On a même δn(A0, B) ≤ δn(A,B) et δn(A,B0) ≤ δn(A,B).
Démonstration. C’est direct.
Proposition A.1.6. Soient C ⊆ X et ν > 0 tel que B ⊂ νC. Pour tout
n,m ∈ N0, on a

δn+m(A,C) ≤ δn(A,B)δm(B,C).
Démonstration. Remarquons que, puisque A ⊆ νµC, l’expression δn+m(A,C)
a du sens. Soient alors δ1, δ2 > 0, L1 ∈ Ln(X), L2 ∈ Lm(X) tels que

A ⊆ δ1B + L1 et B ⊆ δ2C + L2.

Il vient A ⊆ δ1(δ2C + L2) + L1. Autrement dit,

A ⊆ δ1δ2C + L2 + L1.

Puisque L1 + L2 ∈ Ln+m, il s’ensuit que

δn+m(A,C) ≤ δn(A,B)δm(B,C).

Proposition A.1.7. Soient n ∈ N0 et λ, ν > 0. Alors
λ

ν
δn(A,B) = δn(λA, νB).

Démonstration. Soient δ > 0 et L ∈ Ln(X) tels que λA ⊆ δ(νB) + L. On a
alors que A ⊆ νδ

λ
B + L et donc δn(A,B) ≤ ν

λ
δ. On en conclut que

λ

ν
δn(A,B) ≤ δn(λA, νB).

Ensuite,
ν

λ
δn(λA, νB) = λ−1

ν−1 δn(λA, νB) ≤ δn(A,B).

Autrement dit, λ
ν
δn(A,B) ≥ δn(λA, νB). Et la conclusion s’ensuit aussitôt.
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Proposition A.1.8. Soit A0 ⊆ X tel que, pour µ0, ν > 0, A0 ⊆ µ0B et
A ⊆ νA0. Alors,

δn(A,B) = νδn(A0, B).

Démonstration. Cela découle successivement des Propositions A.1.5 et A.1.7.

Proposition A.1.9. Si X de dimension finie alors pour tout n ≥ dim(X),

δn(A,B) = 0.

Démonstration. C’est trivial.

Notation A.1.10. Si A est un ensemble absolument convexe de X, on note
〈A〉ac sont enveloppe absolument convexe.

Proposition A.1.11. Si B est absolument convexe alors

δn(A,B) = δn(〈A〉ac, B),

quel que soit n ∈ N0.

Démonstration. Puisque que A ⊆ 〈A〉ac, par la Proposition A.1.5, pour tout
n ∈ N0,

δn(A,B) ≤ δn(〈A〉ac, B).
Ensuite, soient δ > 0 et L ∈ Ln(X) tels que A ⊂ δB + L. Alors, puisque

A et L sont absolument convexes, on a

〈A〉ac ⊆ δB + L.

Proposition A.1.12. Soient Y un K-vectoriel et T : X → Y une application
linéaire. Alors, pour tout n ∈ N0,

δn(T (A), T (B)) ≤ δn(A,B).

Démonstration. L’expression δn(T (A), T (B)) a effectivement du sens puisque
T est linéaire et donc T (A) ⊆ µT (B).

Soient δ > 0 et L ∈ Ln(E) tels que A ⊆ δB + L. Par définition de T ,
on en tire que T (A) ⊆ δT (B) + T (L), avec T (L) ∈ Ln(F ). Par définition du
diamètre de Kolomogorov, il s’ensuit que

δn(T (A), T (B)) ≤ δ.

63



Annexe A. Sur la dimension diamétrale

Remarque A.1.13. En particulier si T : X → Y est un isomorphisme alors
pour tout n ∈ N0, δn(T (A), T (B)) = δn(A,B).

Les résultats qui suivent mettent en évidence les liens la précompacité et
les diamètres de Kolmogorov.

Théorème A.1.14. Soient A ⊆ X absolument convexe et absorbant et
K ⊆ X absorbé par A ; K est précompact par rapport à A si, et seulement si

lim
n→∞

δn(K,A) = 0.

Démonstration. La condition est nécessaire : fixons ε > 0. Puisque K est
précompact par rapport à A, on sait qu’il existe x1, ..., xN ∈ X tels que
K ⊆ {x1, ..., xn} + εA. Bien sûr, pour tout n ≥ N , 〉x1, ..., xN〈∈ Ln(X).
Donc

δn(K,A) ≤ ε.

puisque K ⊆ εA+〉x1, ..., xN〈. Autrement dit, δn(K,A) → 0 lorsque
n→ +∞, vu que ε est arbitraire.

Pour la réciproque, fixons à nouveau ε > 0. Par hypothèse, il existe
M ∈ N0 tel que, pour tout n ≥ M , δn(K,A) ≤ ε

4 . Soient alors δ ∈]0 ε4 [ et
L ∈ LM(E) tels que K ⊆ δA+ L. En particulier, vu que A est équilibré, on
K ⊆ ε

4A+L. Soit pA la jauge de Minkowski de A et posons L1 = L∩ker pA. Il
est clair que L1 est un sous-espace vectoriel de L. Soit L2 un supplémentaire
de L1 dans L. On a

K ⊆ ε

4A+ L

= ε

4A+ (L1 ⊕ L2)

= ε

4A+ (L ∩ ker pA ⊕ L2)

⊆ ε

4A+ ε

4A+ L2

= ε

2A+ L2

puisque L1 ⊆ ker pA ⊆ ε
4A. De plus puisque, par hypothèse, K est absorbé

par A, il existe µ > 0 tel que K ⊆ µA. Ainsi, pour tout x ∈ K, il existe
a ∈ A et l ∈ L2 de sorte que x = ε

2a + l. D’où, l = x − ε
2a ∈ K −

ε
2A. Or,

K− ε
2A ⊆ (µ+ ε

2)A. Par convexité de A, on a que l ∈ (µ− ε
2)A. Il vient alors

K ⊆ (ε2A+ L2) ∩ (µ− ε

2)A.
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L’espace (L2, pA) étant fini et normé, il est isomorphe à (Km, | · |) où m est la
dimension de L2. L’ensemble L2∩(µ+ ε

2)A étant borné, l’isomorphisme entre
(L2, pA) et (Km, |·|) nous permet d’affirmer qu’il est précompact. Il existe donc
x1, ..., xN ∈ L2, pour N ∈ N de sorte que L2 ∩ (µ+ ε

2)A ⊆ {x1, ..., xN}+ ε
2A.

On a donc, K ⊆ {x1, ..., xN}+ ε
2A. Ce qui suffit.

Corollaire A.1.15. Soient X un espace localement convexe et K ⊆ X ; K
est un précompact de X si, et seulement si K est borné et pour tout voisinage
absolument convexe V ∈ V0 dans X,

lim
n→+∞

δn(K,V ) = 0.

Démonstration. Cela découle directement du Théorème A.1.14.

Proposition A.1.16. Soient B ⊆ X absolument convexe absorbant et
A ⊆ X un ensemble absorbé par B. Alors, pour n ∈ N0, on a

δn(A,B) = inf{δ > 0 | ∃N ∈ N0, x1 . . . , xN ∈ X avec N ≤ n (A.1)
et A ⊆ δB + 〈{x1, . . . , xN}〉ac}.

Démonstration. On note γn(A,B) le membre de droite de (A.1). Vu que
〈X〉ac ⊆〉X〈, quel que soit l’ensemble X, il est clair que δn(A,B) ≤ γn(A,B).

Pour l’autre inégalité, soient δ > 0 et L ∈ Ln(X) tels que A ⊆ δB + L.
Posons L1 = L ∩ ker pB et soit L2 son supplémentaire dans L. Pour tout
ε > 0, L1 ⊆ ε

2B et A ⊆ (δ+ ε
2)B +L2. De plus, si µ > 0 est tel que A ⊆ µB,

alors
A ⊂ (δ + ε

2)B + L2 ∩ (δ + ε

2 + µ)B.

On remarque alors que l’ensemble L2∩(δ+ ε
2 +µ)B est borné dans (L2, pB). En

utilisant les mêmes arguments qu’à la démonstration du Théorème A.1.14,
on montre que L2 ∩ (δ+ ε

2 +µ)B est précompact. On trouve alors une partie
finie M de L2 de sorte que L2 ∩ (δ + ε

2 + µ)B ⊆ M + ε
2B. Il existe alors

xε,1, ..., xε,N ∈ L2 avec N ≤ n tels que

L2 ∩ (δ + ε

2 + µ)B ⊆ ε

2B + 〈{xε,1, ..., xε,N}〉ac.

On en déduit que A ⊆ (δ+ε)B+ 〈{xε,1, ..., xε,N}〉ac. D’où (δ+ε) ≥ γn(A,B),
quel que soit ε > 0. La conclusion s’ensuit aussitôt.

Corollaire A.1.17. Soient B ⊆ X absolument convexe, fermé et absorbant
et A ⊆ X absorbé par B. Si n ∈ N, on a δn(A,B) = δn(A,B).
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Démonstration. Remarquons que l’expression δn(A,B) a du sens puisque B
est fermé. De plus, puisque A ⊆ A, en vertu de la Proposition A.1.8, on a
δn(A,B) ≤ δn(A,B).

Montrons la seconde inégalité. Premièrement si n et nul, le résultat est
vérifié puisque, pour δ > 0, A ⊆ δB équivaut à avoir A ⊆ δB. Ensuite, si
n 6= 0 alors, vu que B est absolument convexe et absorbant, par la Proposi-
tion A.1.16, il existe δ > 0, N ≤ n et {x1, ..., xN} une partie finie de E tels
que A ⊆ δB + 〈x1, ..., xN〉ac. Remarquons que 〈{x1, ..., xN}〉ac est compact.
En effet, c’est l’image du sous-compact

{Λ = (λ1, ..., λN) ∈ KN |
N∑
k=1
|λk| ≤ 1}

par l’application

φ : KN → X : Λ 7→
N∑
k=1

λkxk.

On en déduit donc que δB + 〈{x1, ..., xN}〉ac est fermé dans X. D’où,

A ⊆ δB + 〈{x1, ..., xN}〉ac.

Ce qui montre que δn(A,B) ≤ δ et donc δn(A,B) ≤ δn(A,B).

Au total, on a δn(A,B) = δn(A,B).

A.2 Dimension diamétrale
Notation A.2.1. Soit (X, T ) un espace topologique. On désigne par B0 une
base de voisinage de 0 dans (X, T ).

Définition A.2.2. Soit (X, T ) un espace topologique vectoriel de K ; la
dimension diamétrale de X est

∆(X) = {x ∈ ω | ∀B ∈ B0, ∃B′ ∈ B0 tel que B′ ⊆ B et (xnδn(B′, B))n∈N0 ∈ c0}

Remarque A.2.3. La Proposition A.1.5 assure que la définition ci-dessus
est indépendante de la base de voisinage de 0 choisie.

Définition A.2.4. Soient (X, T ) et (Y, T ′) des espaces vectoriels topolo-
giques ; une application T : X → Y ; T est presqu’ouverte si, pour tout
V ∈ V0 dans (X, T ) on a T (V ) ∈ V0 dans (Y, T ′).
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Remarque A.2.5. Il est clair que toute application ouverte est presqu’ou-
verte.

Proposition A.2.6. Soit (X, T ),

(1) si (Y, T ′) est un espace vectoriel topologique et T : X → Y est linéaire,
continu et ouvert, alors ∆(X) ⊆ ∆(Y ).

(2) Si (Y, T ′) est localement convexe et T : X → Y est linéaire, continu et
presqu’ouvert, alors ∆(E) ⊆ ∆(F ).

Démonstration. Soit T : X → Y une application linéaire, continue entre
deux espaces vectoriels topologiques. On note B0,Y une base de voisinage de
0 dans Y . On considère x ∈ ∆(X) et B ∈ B0,Y . Vu que T est continu, on
peut trouver A ∈ B0,X tel que T (A) ⊆ B. Par définition de ∆(E), il existe
A0 ∈ B0,X tel que A0 ⊆ A et xnδn(A0, A)→ 0, lorsque n→ +∞.

Puisque T est ouvert, il existe B′ ∈ B0,Y tel que B′ ⊆ T (A0). On trouve
alors

δn(B′, B) ≤ δn(T (A0), T (A)) ≤ δn(A0, A),
en combinant les Propositions A.1.5 et A.1.12. On en tire que
xnδn(B′, B) ∈ c0. On a donc x ∈ ∆(Y ).

Ensuite, puisque F est absolument convexe, on peut considérer une base
B0,Y constituées de voisinages absolument convexes fermés de 0 dans (Y, T ′).
Dans ce cas, il existe B′ ∈ B0,Y tel que B′ ⊆ T (A). Du Corollaire A.1.17, on
déduit que

δn(B′, B) ≤ δn(T (A), B) = δn(T (A), B) ≤ δn(T (A), T (A0)) ≤ δ(A0, A).

On conclut comme au paragraphe précédent.

Remarque A.2.7. Si (X, T ) et (Y, T ′) sont isomorphe alors ∆(X) = ∆(Y ).

Remarque A.2.8. La dimension diamétrale est donc un invariant linéaire
topologique sur la classes de espaces vectoriels topologique de K.

Proposition A.2.9. Soit (X, T ) un espace vectoriel topologique. On a
c0 ⊆ ∆(X).

Démonstration. De la Proposition A.1.4, il vient δn(U,U) ≤ 1 quel que soit
U ∈ V0 de (X, T ).

Théorème A.2.10. Soit (X,P) un espace localement convexe. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :
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(1) (X,P) est un espace de Schwartz,

(2) l∞ ⊆ ∆(X),

(3) c0 ( ∆(X).
Démonstration. Il est clair que (1) implique (2) et (3) est un corollaire de
(2). Il reste donc à montrer que (3) implique (1). Soit x ∈ ∆(X)\ c0, il existe
donc C > 0 tel que (xkn)n ≥ C quel que soit n ∈ N0, avec (xkn)n∈N0 une
sous-suite de x. Soit V ∈ BX ; par hypothèse, il existe U ∈ BX absolument
convexe tel que U ⊆ V et (xnδn(U, V )n)n∈N ∈ c0. Or, puisque

δkn(U, V ) ≤ 1
C
|xknδkn(U, V )|,

quel que soit n ∈ N0, on déduit de la Proposition A.1.4 que
(δkn(U, V ))n∈N0 ∈ c0. Ainsi (δn(U, V ))n∈N0 converge vers la même limite.
Remarque A.2.11. Ce dernier résultat implique, en particulier, que si
∆(X) = c0 alors (X,P) n’est pas de Schwartz et inversement.
Définition A.2.12. Soit (X,P) un espace localement convexe ; on pose

∆b(X) = {x ∈ ω | ∀V ∈ B0, ∀B borné de X, (xnδn(B, V ))n∈N0 ∈ c0}.

Proposition A.2.13. Soit (X,P) un espace localement convexe, on a

∆(X) ⊆ ∆b(X).

Démonstration. Cela découle des Propositions A.1.5 et A.1.7.
Théorème A.2.14. Soit (X,P) un espace localement convexe. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.
(1) (X,P) est pseudo-Montel,

(2) l∞ ⊆ ∆b(X),

(3) c0 ( ∆b(X).
Démonstration. Il suffit de procéder de la même manière que pour le Théo-
rème A.2.10.
Proposition A.2.15. Soit (X,P) un espace localement convexe,
(1) si (X,P) n’est pas pseudo-Montel alors ∆(X) = ∆b(X) = c0.

(2) Si (X,P) est pseudo-Montel mais non Schwartz, alors
∆(X) = c0 ( ∆b(X)

Démonstration. Cela découle des théorèmes A.2.10 et A.2.14.
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