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Introduction

Un invariant topologique T est une application définie sur une classe
d’espaces vectoriels topologiques tel que, pour tous X et Y appartenant au
domaine de T, X isomorphe a Y implique 7'(X) = T(Y). Un invariant to-
pologique est dit complet si 'implication inverse est également vérifiée. Ces
invariants sont souvent utilisés pour montrer la non-isomorphie. Dans ce
contexte, la dimension diamétrale a été introduite comme invariant topolo-
gique sur la classe des espaces vectoriels topologiques. Il se trouve entre autres
que la dimension diamétrale permet de caractériser les espaces de Schwartz
et facilite 1’étude de I'espace des suites de Kéthe (nous présentons ces der-
niers dans ce travail).

Soit X un espace vectoriel et U,V deux parties de X pour lesquelles il
existe A > 0 tel que U C AV. Le ni*®¢ diamétre de Kolmogorov de U par
rapport a V' est la quantité

(U, V)=inf{e >0 | IL C X, dim(L) <net V CeU + L}.
La dimension diamétrale de X peut alors étre définie comme suit :
A(X) ={z €ew | VU € By, 3V € By pour lequel z,0,(U, V) — 0},

ou By est une base de voisinages de 0 dans X (on peut facilement montrer
que cette définition est indépendante de la base de voisinages choisie). Cela
étant, il peut étre montré que pour un espace de Fréchet X,

e A(X) = c¢gsi X n’est pas un espace de Schwartz,
e A(X) D™ si X est un espace de Schwartz.
Une notion de dimension diamétrale alternative est 1’ensemble
Ap(X) ={z €w | VU € By, VB borné, x,6,(U, B) — 0}.

Dans ce cas, on a

il



e Ay(X) = ¢y si X n'est pas un espace de Montel,
e A(X), DI si X est un espace de Montel.

En conséquence, si X n’est pas un espace de Montel, on a A(X) = A,(X)
et si X est un espace de Montel qui n’est pas un espace de Schwartz, alors
A(X) € Ap(X). Nous nous étendons brievement sur ces notions en annexe.
Ces themes sont abordés plus en profondeur dans la these de L. Demeule-
naere [4], & laquelle nous renvoyons le lecteur pour plus de détails.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a la construction d’espaces de
Fréchet-Montel qui ne sont pas un espace de Schwartz. Comme nous venons
de le voir, une motivation pour une telle attention réside dans 1I’étude de la
dimension diamétrale.

Le premier exemple d’espace de Fréchet-Montel qui n’est pas un espace
de Schwartz est dii & G. Kothe en 1948 [12], utilisant un espace de suites avec
une sommation de type ['. A. Grothendieck généralisera cette construction
pour des sommations de type [P [8]. Le fait que ces espaces soient de Montel
repose sur une caractérisation des espaces de Fréchet-Montel relativement
délicate a obtenir, également obtenue par Koéthe. D’autres constructions plus
simples (au moins du point de vue de leurs auteurs) ont depuis été proposées
6, 7).

Le premier chapitre propose les notions de bases nécessaires pour con-
struire les exemples abordés dans la suite. Le second chapitre présente un
premier exemple d’espaces de Fréchet-Montel qui ne sont pas de Schwartz
basé sur les espaces de Kothe [14]. Le second exemple dii a K. Floret, abordé
au chapitre suivant, repose sur des espaces de Fréchet-Montel quelconques
(éventuellement de Schwartz) [6]. Enfin, le troisieme exemple, dii a V. Wrobel,
est construit & partir d'un opérateur fermé [17].
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Notations

Dans ce mémoire, nous avons tenté de nous en tenir aux conventions les
plus utilisées. Nous les énumérons ici pour éviter toute confusion. Il ne s’agit
en rien de définitions; celles-ci seront données en temps opportuns ou sup-
posées connues.

Ensembles
0 I’ensemble vide.
N I’ensemble des naturels
Ny I’ensemble des naturels non nuls
K désigne un champs (R ou C)
A\ B I’ensemble des points de A n’appartenant pas a B.
B,(e,r) la semi-boule ouverte pour la semi-norme p centrée en e et de rayon r.
B,le,r] la semi-boule fermée pour la semi-norme p centrée en e et de rayon .
B,(r) la semi-boule ouverte pour la semi-norme p centrée en 0 et de rayon 7.
B,[r] la semi-boule fermée pour la semi-norme p centrée en 0 et de rayon r.
B, la semi-boule B,(1).
Vo I’ensemble des voisinages de 0.
By une base de voisinages de 0.
P un ensemble de semi-normes.
ENo I'ensemble des suites X = (z,,)nen, telles que x,, € E pour tout n € Ny.
-© I'intérieur.
B I’adhérence.
YE( I'enveloppe linéaire de E.
(E) e I'enveloppe absolument convexe de E.
dom(-)  le domaine de définition.
Im(+) I'image.

L(X,Y) lensemble des applications linéaires continues de X dans Y.

L(X) L(X, X).

K(X,Y) lensemble des applications linéaires continues compactes de X dans Y.
K(X) K(X, X).

L,(X) I’ensemble des sous-espaces vectoriels de X de dimension au plus n.
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Espaces fonctionnels

w lespace des suites KMo,

¢ l'espace des suites finies.

[P T'espace des suites de Lebesgue.
co 'espace des suites bornées qui convergent vers 0.

Distance et dimension

dim(X) la dimension de X.
d(A,B) la distance de A a B.

A(E) dimension diamétrale de E.
5, (U, V)

le n®™¢ diametre de Kolmogorov de U par rapport a V.
Symboles

d;; le symbole de Kronecker.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces a semi-normes

Dans I'’ensemble de ce travail, nous nous plagons dans le cadre des es-
paces a semi-normes ou encore espaces localement convezes. L’étude de ces
espaces peut se trouver dans tout référentiel classique de I’analyse fonction-
nelle. Néanmoins, nous rappelons dans ce chapitre un ensemble de concepts
qui nous seront utiles aux chapitres suivants.

De fagon générale, I'ensemble P = {p,, | n € Ny} désignera un ensemble
de semi-normes. Toute semi-norme p sur un ensemble X induit naturellement
une semi-métrique

(z,y) = plz —y),

et deés lors les notions de semi-boules. On adopte les notations suivantes

Notation 1.1.1. Soient X un ensemble et p € P, on pose

On définit les espaces localement convexes de la fagon suivante.

Définition 1.1.2. Un espace localement convexe (X,P) est un espace vec-
toriel X muni d’un systeme filtrant P de semi-normes.



Chapitre 1. Préliminaires

La topologie naturelle associée & un espace localement convexe (X, P)
est la topologie Tp. Il s’agit de la topologie dont une base est définie par les
semi-boules engendrées par le systéme de semi-normes P ; i.e. la topologie
pour laquelle V, forme ’ensemble des voisinages de x pour tout z € X avec

Ve ={V C X |3r>0, Ip € P tels que By(z,r) C V}.

La comparaison des topologies des espaces localement convexes s’exprime
simplement via un semi-ordre sur les systémes de semi-normes.

Définition 1.1.3. Soient p, g € P sur un ensemble X. On dit que p est plus
faible que q, noté p < ¢, s’il existe ¢ > 0 tel que p < ¢q. De maniere symé-
trique, on dit que g est plus fort que p dans les mémes conditions. De plus,
sip <qetqg=p, ondit que p et g sont équivalents et on note p = q.

Par extension, si P et Q désignent des ensembles de semi-normes sur X,
on dit que P est plus faible que Q, ce que l'on note P < Q, si pour tout
p € P, il existe ¢ € Q tel que p < ¢q. Si P <X Q et Q <X P, les ensembles de
semi-normes P et Q sont dit équivalents et on note P ~ O.

Proposition 1.1.4. Si P et Q sont deux ensembles filtrants de semi-normes
sur X, alors P <X Q si, et seulement si Tp C To.

Démonstration. La démonstration est bien connue. On peut par exemple
consulter [2] ou [5]. O

1.2 Espaces fonctionnels usuels

Dans la suite, nous travaillons exclusivement avec des espaces séparés. On
commence donc par établir un critére de séparation.

Proposition 1.2.1. Soit (X, P) un espace localement convexe; (X, P) est
séparé si, et seulement si pour tout e € X \ {0}, il existe p € P tel que
p(z) # 0. Autrement dit, (X, P) est séparé si, et seulement si p(z) = 0 quel
que soit p € P implique que x = 0.

Démonstration. La condition est nécessaire. Si x # 0, on peut trouver
p,q € P et ri,ro > 0 de sorte que

By(z,r1) N By(ra) = 0.

Il est donc clair que x ¢ B,(r2). Autrement dit, g(x) > rq, ce qui suffit.
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1.2. Espaces fonctionnels usuels

La condition est suffisante. Considérons 1, x5 des points distincts de X,
i.e. z1—x9 # 0. Par hypothese, il existe alors p € P tel que p(x1—z3) = r > 0.

On en déduit que
r r

By, 5) 0 By(an, ) = 0.
En effet, si x est un élément de cette intersection, alors
ror
p(z1 — @2) < p(x1 — ) + p(z — 22) < 171732

O

Définition 1.2.2. Un espace vectoriel F' munit d’un systeme de semi-normes
P ={p, | n € Nyg} est un espace de Fréchet (F,P) si les conditions suivantes
sont satisfaites :

(1) (F,P) est séparé i.e.
vn € No, (pn(f) =0) = f =0,
en vertu de la Proposition [1.2.1]

(2) La suite (pn)nen, est croissante i.e pp < pry1 quel que soit k € Ny. De
plus,

Vo={V C F|3r>0,3p, € P tels que B, (r) CV}
est I’ensemble des voisinages de 0.

(3) (F,P) est complet i.e. si (fx)ren, st une suite d’éléments de F' telle
que
pu(fr — fs) — 0 lorsque 7, s — 400

quel que soit n € Ny, alors il existe f € F tel que
pul(f — fi) — 0 lorsque k — 400

quel que soit n € Nj.

Remarque 1.2.3. Un espace de Fréchet est aussi un espace localement
convexe qui satisfait le premier axiome de dénombrabilité et qui est séparé
et complet. L’équivalence entre cette définition et la Définition est bien
connue et se trouve, par exemple, dans [16].

Introduisons a présent la notion d’espace de Schwartz.
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Définition 1.2.4. Une partie K d’un espace localement convexe (X, P) est
précompacte pour la semi-norme p € P si pour tout € > 0, K peut étre
recouvert par un nombre fini de translatés de la semi-boule B, (g). Autrement
dit,

N
Ve > 0,3 21,....,zy € X tels que K C | B,(z;,2).
i=1
On écrit encore K C {xy,...,xn} + B,(e).
Un ensemble est dit précompact dans (X, P) s’il est précompact pour
chacune des semi-normes p € P.

Remarque 1.2.5. Si (X, P) est un espace localement convexe, alors K C X
est précompact si pour tout voisinage V € ), il existe un ensemble fini
MCX telque K CM+V.

Théoréme 1.2.6 (Théoreme de Riesz). Soit (X,P) un espace localement
conveze séparé. Alors X est de dimension finie si, et seulement si une semi-
boule de X est précompacte.

Démonstration. Si dim X = n < +oo alors X est homéomorphe a K" dont
toute boule est précompacte.

Réciproquement, supposons qu’il existe une semi-boule B,(z,¢) précom-
pacte de X ou p € P. Par translation et dilatation, il est clair que la semi-
boule unité B, est également précompacte. On en tire que B, est borné et
P ~ {p}. Puisque 'espace est séparé, on obtient que p est une norme. Soit
e < 1. Par précompacité, il existe une partie finie {z1,...,zxy} de X telle
que

Bp g {l’l, c. ,I‘N} + Bp(E).

Montrons que {1, ..., zx} engendre X. Puisque B, est absorbant, il suffit
de montrer que tout élément de B, peut s’écrire comme une combinaison
linéaire des éléments de {z1,...,zn}. Soit € By, il existe j; € {1,..., N}
tel que

T =z +ch

ou p(hy) < 1. De méme, il existe jo € {1,..., N} tel que
hl = Tj, + €h2

ou p(hy) < 1. Donc
T = x; +exj, +hs.




1.2. Espaces fonctionnels usuels

En itérant le procédé, on construit une suite (j,;)men, de {1,..., N} et
une suite (hy,)men, de B, telles que

m
xr = Z I‘jn[‘:n_l + gmhm

n=1

pour tout m € Nj. Or,
ple =Y z;e" ) =e"p(hy) <™ =0
n=1

lorsque m — +00. Vu que P = {p} et que l'espace est séparé, on en déduit

_ +oo . n—1
que r = n=1Lj, € .

Enfin, par unicité de la limite, on a également

+oo N
T=) zj,e" ! = > ( > €m1) ;.
n=1

n=1 \m:jm=j
[

Définition 1.2.7. Soit (X, P) un espace localement convexe; (X, P) est un
espace de Schwartz si pour tout U € Vy de X, il existe V € Vj tel que V C U
ou V est précompact par rapport a U, i.e. pour tout € > 0, il existe M C X
fini tel que

VCM+el.

Terminons cette section avec les notions d’espace de Baire, de tonneau et
d’espace de Montel.

Définition 1.2.8. Soit (X,7) un espace topologique; (X, 7 ) est un espace
de Baire si toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans X est dense
dans X.

Remarque 1.2.9. Par passage au complémentaire, cette définition peut se
réécrire : un espace est dit de Baire si toute union dénombrable de fermés
d’intérieur vide est d’intérieur vide.

Théoréme 1.2.10 (Théoreme de Baire). Si (X, Ty) est un espace métrique
complet, alors (X,7Ty) est de Baire.

Démonstration. La démonstration est bien connue; on peut par exemple
consulter [13]. O
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Remarque 1.2.11. Remarquons que tout espace de Fréchet (F,P) est mé-
trisable au moyen de la distance

n _y)
2- ”— F 1.1
nzl T r— Vz,y € F, (1.1)

ou P ={p, | n € No}.

De plus, lorsque 'on travaille dans un espace a semi-normes dénombrable
puisque I'on dispose d’une distance, on dispose également de la notion usuelle
des suites de Cauchy. Or, la propriété « étre de Cauchy » dépend de la dis-
tance choisie. La complétude n’est donc pas une notion topologique. Cepen-
dant, les suites de Cauchy d’un espace a semi-normes dénombrables sont
exactement les mémes que celles définies a partir de la distance comme
on le montre a la proposition suivante.

Proposition 1.2.12. Soit (X,P) un espace séparé a semi-normes dénom-
brables avec P = {py, : n € No} 0t (pn)nen, est croissant. Si d est la distance
définie sur X par alors une suite de X est de Cauchy pour d si, et seule-
ment si elle l'est pour P. En particulier, (X, d) est complet si, et seulement
si (X, P) Uest.

Démonstration. Soit (z;),en, une suite de Cauchy de (X, P). Soit € > 0; par
définition, pour tout p, € P, il existe J, € Ny tel que pour tous r, s > J,,

pnlx, — x4) < £/2.
Soit N € Ny tel que /2%, 27" < /2 et posons alors J = sup,<,<y Jn.

Pour tous r,s > J, on a

N

(2, — x5)
ryds - 2 < €.
d(@r, 25) z_: 1+ po(z, — 25) tef2<e

<1
Inversement, montrons que si (z;);en, est une suite de Cauchy de (X, d)
alors c’est une suite de Cauchy dans (X, P). Soient n € Ny et ¢ €]0, 1]. Pour
tous r, s suffisamment grands, on a
d(.fr, LIZ'S) < ﬁ
Il s’ensuit que
pn($r - xs) €
1+ pn(xr - xs) 2+l '
Et donc p,(x, — x5) < €. Puisque n est arbitraire, la suite (z;);en, est donc

de Cauchy dans (X, P).

2—TL

]




1.2. Espaces fonctionnels usuels

Remarque 1.2.13. Le théoréme de Baire implique donc que tout espace de
Fréchet est un espace de Baire.

Définition 1.2.14. Soit (X, P) un espace localement convexe. Un tonneau
de X est une partie de X fermée absolument convexe et absorbante.

Définition 1.2.15. Soit (X, P) un espace localement convexe ; X est qualifié
de tonnelé si tout tonneau de X est voisinage de 0.

Lemme 1.2.16. Soit (X, T) un espace vectoriel topologique et X €]0,1]. Si
A C X est convexe, alors

AA° 4 (1 — \)A C A°.

Démonstration. Considérons z € A° et y € A. Si A = 1, il n’y a rien a
montrer. Supposons A # 1. On pose

p=(1-=X) et u=Ar+ puy.

Il vient alors que

1 1 — 1
y:—u——xeAﬂ(—u—i)Ao.
pooop g

On peut alors trouver z € A° tel que iu—ﬁz € A. On définit U = u—\z+ )\ A.
Puisque z € A°, U est un voisinage de u. Par convexité de A, il vient alors

UCuA+XACA
d’ou u € A°. [
Proposition 1.2.17. Tout espace localement conveze de Baire X est tonnelé.
Démonstration. Soit T un tonneau de X. Par définition, on a
+00
X = U nT.
n=1

De plus, X est de Baire donc la Remarque implique que l'on peut
trouver un nI" d’intérieur non-vide. On en déduit que 7" est d’intérieur non
vide. Soit z € T°, le Lemme permet d’écrire 0 = %x — %x € T°, ce qui
montre que 1" est un voisinage de 0. ]

Corollaire 1.2.18. Tout espace de Fréchet est tonnelé.
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Démonstration. C’est immédiat puisque tout espace de Fréchet est de Baire.
m

Définition 1.2.19. Soit (X, 7T) un espace topologique, K C X est relative-
ment compact dans X s’il est inclus dans une partie compacte de X.

Remarque 1.2.20. Dans un espace topologique séparé (X,7), K C X est
relativement compact dans X si K est compact dans X.

Définition 1.2.21. Soit (M,P) un espace localement convexe; (M, P) est
un espace de Montel s’il est tonnelé et si toutes ses parties bornées sont
relativement compactes.

Remarque 1.2.22. Un espace localement convexe (X, P) tel que tout borné
est relativement compact est appelé espace semi-Montel.

Définition 1.2.23. Un espace localement convexe (X, P) est pseudo-Montel
si tout sous-ensemble borné est précompact.

Remarque 1.2.24. Si (X, P) est un espace localement convexe complet alors
les notions de pseudo-Montel et semi-Montel coincident. De plus, si (X, P)
est un espace de Fréchet alors ces notions sont équivalentes a celle de Montel.

La notion de pseudo-Montel est liée a celle de Schwartz par la quasi-
normabilité.

Définition 1.2.25. Soit (X,P) un espace localement convexe; (X,P) est
quasi-normable, si pour tout U € V), il existe V' C U tel que, pour tout € > 0,
il existe B C X borné tel que U C eV + B.

On obtient la caractérisation suivante des espaces de Schwartz, bien connue
dans le cadre des espaces de Fréchet.

Proposition 1.2.26. Soit (X,P) un espace localement conveze; (X, P) est
de Schwartz si, et seulement s’il est pseudo-Montel et quasi-normable.

Démonstration. Cela découle directement des définitions. ]

1.3 Produits d’espaces localement convexes

Notation 1.3.1. Dans la suite, on considére une famille non-vide (X;, T;);er
d’espaces topologiques. On note (X,7) l'espace topologique produit ou T
est la topologie la moins fine rendant les projections canoniques

T HXZ — Xj : (xi)iel — Z;

el
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continues pour tout 5 € I. Il s’agit de la topologie produit dont une base
est donnée par les produits d’ouverts qui n’ont qu'un nombre fini de termes
propres.

Proposition 1.3.2. Le produit cartésien d’une famille d’espace vectoriels
topologiques est un espace vectoriel topologique.

Démonstration. C’est direct, vu la définition. ]

Proposition 1.3.3. Soient (X;);e; une famille d’espaces vectoriels topolo-
giques, X le produit cartésien et les projections canoniques ;. Une partie B
de X est bornée si, et seulement si m;(B) est borné dans X; quel que soit
1€ 1.

Démonstration. C’est évident. O

Définition 1.3.4. Soit (X, P;)ics, une famille d’espaces localement convexes.
On considere

P ={suppjom; | JCI, #J <400, p; €P;}.
jeJ

Il est clair qu’il s’agit d’'un ensemble filtrant de semi-normes sur [[;c; X.
L’espace localement convexe (IT;c; X;, P) est appelé le produit (localement
conveze) des espaces (X;, P;)ier-

Le choix de P dans la Définition est justifié par le fait que la topo-
logie engendrée par P correspond a la topologie produit.

On termine cette section en présentant quelques résultats relatifs aux
produits d’espaces de Fréchet et de Montel qui nous seront utiles dans la
suite.

Proposition 1.3.5. Tout produit dénombrable d’espaces de Fréchet est un
espace de Fréchet.

Démonstration. Le résultat est classique. On peut consulter par exemple [16].
O

Proposition 1.3.6. Tout produit dénombrable d’espaces de Fréchet-Montel
est encore (Fréchet-)Montel.

Démonstration. Soit (M;, P;)ic; une famille d’espaces de Fréchet-Montel. Le
produit ([T;e; M;, P) étant de Fréchet il est tonnelé.
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Montrons que toute partie bornée de [[;c; M; est relativement compacte.
Soit B C [I;e; M; une partie bornée. Par la Proposition [I.3.3] la projection
m;(B) est bornée dans M; pour tout i € I. Puisque M; est de Montel, 7;(B)
est relativement compact quel que soit ¢ € I. Pour tout ¢ € I, on peut donc
trouver K; compact tel que m;(B) C K;. Il en découle que B C Il;¢/ K}, qui
est compact par le théoreme de Tychonoff. O

1.4 Limite projective

Dans cette section, on considere (X, )nen, une suite de sous-espaces vecto-
riel d’'un méme espace vectoriel. Il est clair que X = Nyen, X, est un espace
vectoriel. De plus, on suppose que pour tout n € Ny, X, est muni d’un
systeme filtrant de semi-norme P,,. L’objectif de cette section est de munir
X d’une structure d’espace localement convexe. On considere la famille de
semi-normes obtenues en « fitlrant » ’ensemble de semi-normes Uyen, Pr, [7].

Définition 1.4.1. On considére 'ensemble filtrant de semi-normes

P ={supp; | JCN, #J < +o0, p; € P;}
jeJ

sur X. L’espace localement convexe (X, P) est la limite projective de la suite
(Xn)nen, et est noté

lim X,,.
n
Les résultats suivants sont bien connus.

Proposition 1.4.2. Soit (X, Pn)nen, une suite d’espaces localement con-
vexes.

(1) Si pour tout n € Ny, (X,,, Pn) est séparé alors l&ln X, est séparé.

(2) Une suite converge dans l&nn X, si, et seulement si pour tout n € Ny
elle converge dans (X, Py).

Démonstration. C’est évident.

Le corollaire suivant découle directement de la Proposition [1.4.2]

Corollaire 1.4.3. Tout limite projective d’espace de Fréchet est un espace
de Fréchet. En particulier, toute limite projective d’espaces de Banach est un
espace de Fréchet.

10
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1.5 Opérateurs sur les espaces
localement convexes

Les opérateurs naturellement étudiés entre espaces vectoriels topologiques
sont les opérateurs linéaires continus. Dans le résultat qui suit, on montre
que la continuité peut se traduire en termes de semi-normes.

Proposition 1.5.1. Soient (X,P) et (Y, Q) des espaces localement convezes.
L’opérateur linéaire T : X — Y est continu si, et seulement si pour tout
qe€ Q, il existepeP et C >0 tels que

qgoT < Chp. (1.2)
Démonstration. On peut consulter [2]. O

Notation 1.5.2. Soient (X,P) et (Y, Q) des espaces localement convexes.
On note L(X,Y') 'ensemble des opérateurs linéaires continus définis sur X
et & image dans Y. On note simplement L(X) pour désigner L(X, X).

La Proposition [I.5.1] conduit & définir la norme opérateur. 11 s’agit de la
plus petite constante C' > 0 telle que la majoration de continuité est
satisfaite quel que soit z € X. Dans le cadre d’espace de Banach, la définition
de la norme opérateur prend la forme suivante.

Définition 1.5.3. Soient (X, |- ||x) et (Y,|| - ||x) des espaces de Banach. Si
T € L(X,Y), on définit la norme opérateur de T par

IT]| = inf{C >0 | [T(z)[]ly <Cllzllx, Vo € X}.

Proposition 1.5.4. Soient (X, | - ||x) et (Y,]| - |lx) des espaces de Banach.
SiT e L(X,Y) alors
1T} = sup [|T(z)]y. (1.3)

llzllx <1

Démonstration. En effet, soit C' > 0 tel que ||T'(x)|ly < C||z|x pour tout
reX.Si|z||lx <1,ona|T(x)]y <C et donc

sup || T(z)[ly < |-

=]l x <1
De plus, si z # 0 alors HW”X =1let

I7@) Iy = 2l I Ty < llelx sup [T@)]y,

]| x lyllx =1

11
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Par définition de la norme opérateur, on a

1T < sup [[T(2)]y

ll=llx=1

Au total, on a

sup [[T(y)lly < sup [[T(2)lly < [T) < sup [[T(y)lly-

lyllx=1 [zl x <1 lyllx=1
Toutes les inégalités sont donc des égalités et on a démontré (|1.3)). [

Dans les chapitres 2 et 4 nous serons amenés a travailler avec une classe
particuliere d’opérateurs : les opérateurs compacts. Nous présentons ici les
premieres définitions et propriétés de tels opérateurs.

Définition 1.5.5. Soient (X, P) et (Y, Q) des espaces localement convexes.
Un opérateur linéaire T': X — Y est compact s’il existe une semi-boule B de
X tel que T'(B) est relativement compact dans Y. L’ensemble des opérateurs
compact de (X, P) dans (Y, Q) est noté K(X,Y). On note simplement K(X)
pour désigner K(X, X).

Proposition 1.5.6. Soient (X,P), (Y,Q), (Z,R) des espaces localement
convezes séparés et S € L(X,Y), T € L(Y,Z). Si S ouT est compact alors
T oS est compact.

Démonstration. Soit B une semi-boule de (X, P). Premiérement, supposons
que S est compact. Par définition S(B) est compact dans (Y, Q). Par conti-

nuité de 7', T'(S(B)) est compact dans (Z,R). Donc T'o S est compact.

Pour l'autre cas, remarquons que S(B) est contenu dans la semi-boule
B,(r) de (Y, Q) ou r > sup,.5q(S(z)) avec ¢ € Q. Par compacité de T,
T(S(B)) est compact dans (Z,R). O

Remarque 1.5.7. En particulier, si (X, P) est un espace localement convexe,
K(X) est un idéal bilatere de I'algebre L(X).

Proposition 1.5.8. Soient (X, | - ||x) et (Y,| - |ly) des espaces de Banach.
Lensemble IC(X,Y) est un sous-espace fermé de (L(X,Y),||-|) ou || - || est
la norme opérateur.

Démonstration. Montrons que IC(X,Y) C L(X,Y). Soit T' € £(X,Y), on a

1T = sup [[T(2)lly =sup{llylly [y € T(Bjx)} < +oo.

ll=llx <1

12
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Donc K(X,Y) C L(X,Y).

De plus, par continuité de la somme et de la multiplication par uns sca-
laire, I’ensemble K des compacts d'un espace localement convexe est un es-
pace vectoriel. Donc IC(X,Y) est un sous-espace vectoriel de L(X,Y).

11 reste & montrer que K(X,Y) est fermé. Soit T € KL(X,Y) et € > 0. 11
existe S € K(X,Y) tel que |7 — S|| < e. Comme S(B.|) est relativement
compact, il existe y1,...,yn € S(B). ) tels que

9
S(Byix) € {yr - un} + 5By

Il vient alors

£ g
2Y+:B
)t

€ Uiy ynt + By (45 5) + 5 Bjy

<
Il
—

C U By (g5, 9)-

Jj=

—_

Ainsi, puisque (Y, || ||y) est complet, T'(Bj.| ) est relativement compact. On

en déduit que £(X,Y) C £(X,Y). Autrement dit, (X,Y) est fermé. [

Proposition 1.5.9. Soit (X, || - ||) un espace normé de dimension infinie.
Alors, DUopérateur identité id de X n’est pas compact. Plus généralement, tout
isomorphisme T' : E — E n’est pas compact.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que si id était compact, id(B).|) = By
serait relativement compact et donc précompact dans (X, |- ||). Le Théoréme
de Riesz impliquerait alors que dim(X') < 4o00. D’ott une contradiction.

De plus, si un isomorphisme 7" : X — X est compact alors 'opérateur
identité id = T~ o T serait compact en vertu de la Proposition [1.5.6] Ce qui
impossible vu la premiere partie de la démonstration. O

Corollaire 1.5.10. Soient (X, | - ||x) un espace de Banach et (T},)nen, une
suite d’opérateurs compacts de (X, | - ||x). Si T,, = T dans L(X,|| - ||) alors
T est un opérateur compact.

Démonstration. En effet, on a montré a la Proposition que (X)) est
un sous-espace fermé de L(X) donc T € K(X). O

13
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Proposition 1.5.11. Soit (X, || - ||) un espace normé; dim(X) < 400 si, et
seulement si By.j[1] est compact.

Démonstration. Si X est de dimension finie, il est homéomorphe a K" dont
toute boule ouverte est précompacte. Le Théoreme de Heine-Borel permet
alors de conclure.

Réciproquement, supposons que Bj.[1] est compact. Puisque que l'en-
semble {By(z,3) | = € By[1]} est un recouvrement par des ouverts de
By [1], par définition, il existe x1,...,zx € By [1] tels que

N 1
Byl U By (xn; 35)

Puisque Bj.|(2;,3) = z; + 3B, il s’ensuit que

1
BH I < B|| ||[1] >ZL’1, o 7$N<+§B||.H.
Donc
1 1
BH'” g>x17 s 71:N<+§ <>:IZ‘1, s 737N<—|—2B||,>
1
Clar,-. x5 By

En itérant le procédé, on trouve pour tout n € Ny,

1
By Sy, .. an(+—

o Dl

Ainsi, pour tout y € B, étant donné n € Ny, il existe y,, €)x1,...,xn( et
z, € DBy ||(2,L) tels que v = wy, + z, Par construction, on a
lim, , 1o 2, = 0. Il s’ensuit alors que y, — vy, lorsque n — 400, ce qui
implique y € )z1,...,25( =)x1,...,2x5(. La boule unité ouverte de X est
donc incluse dans )z1, ..., zx(, ce qui implique que X C)zy,...,zx( et donc

dim(X) < dim()xy,...,2n() = N < +o0.
[l

Définition 1.5.12. Soient (X, || - ||x) et (Y, - |[y) des espaces normés. Un
opérateur T': X — Y est dit de rang fini si Im(7T") est un sous-espace de Y
de dimension finie.

14
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Corollaire 1.5.13. Tout opérateur de rang fini entre espaces normés est
compact.

Démonstration. Soient (X, || - ||x) et (Y,] - |ly) des espaces normés et
T : X — Y un opérateur de rang fini. Alors T'(Bj.|,) est fermé et borné.
Puisque Im(7") est de dimension finie, T'(B).| ) est relativement compact et
donc T est compact. O

Corollaire 1.5.14. Soient (X, ||-||) un espace de Banach et T € K(FE). Alors
dim(ker(id =7")) < +o0.

Démonstration. Soit B la boule unité fermée de ker(id —7"), on a T'(B) = B.
Puisque T est un opérateur compact, on en tire que B est relativement

compact dans (X, || - ||) et donc compact puisque B est fermé. La Propo-
sition [1.5.11| permet alors de conclure. ]

Terminons ce chapitre avec un lemme qui nous sera fort utile dans la suite.
Ce dernier met en évidence le lien existant entre les espaces de Schwartz et
les opérateurs compacts.

Lemme 1.5.15. Soit (X, P) un espace de Fréchet; (X, P) est de Schwartz
alors pour tout espace de Banach (Y, ||-||) et tout T € L(X,Y), T est compact.

Démonstration. Fixons (Y] - ||) un espace de Banach et T' € L(X,Y). Soit
U = T7(By(1)); puisque T est continu, U est un voisinage de 0 dans
(X,P). Ainsi, puisque (X, P) est de Schwartz, il existe V' € V), inclus dans
U et tel que pour tout € > 0, il existe {z1,...,2x} € X tels que

Vv Q {$1,...,$N}+€U.
Il s’ensuit que
T(V) CH{T(x1), ..., T(xn)} + By (1).

Donc T'(V') est précompact dans (Y, ||-||). Ce qui suffit vu que dans un espace
de Fréchet les parties relativement compactes et précompactes coincident.
O

Remarque 1.5.16. La réciproque est également vraie dans le résultat pré-
cédent. La compacité des opérateurs de L(X,Y) est d’ailleurs 'une des dé-
finitions originales pour étre de Schwartz présentées par A. Grothendieck
[9]. Il montre indirectement I'équivalence avec la Définition [1.2.7] grace a des
considérations sur les duaux [9, [I0]. On peut aussi procéder plus directement
en considérant le complété Xy de (X/kerpy,py), avec U € V, et ol py est

15
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la jauge de Minkowski. On peut aisément montrer que tout élément 7' de
L(X,Y) est compact si et seulement si I'application canonique Xy — Xy
est compacte pour U C V' (pour la nécessité, il suffit de prendre F' = Xy et
pour la suffisance, U = T~1(V) [9, 3]). On peut alors montrer que X est un
espace de Schwartz en utilisant la limite projective des espaces Xy. On peut
aussi directement considérer 'application canonique 77 : X — Xy, qui est
compacte par hypotheése. On obtient alors le résultat grace a la densité de
(X/kerpy,py) dans Xy et le fait que si y = my(x), alors y = = + k pour un
élément k de X tel que py (k) = 0, ce qui implique k& € §U pour tout 6 > 0. Vu
que nous n’avons pas approfondi les notions utiles pour cette démonstration,
nous ne rentrons pas dans les détails dans ce travail.

16



Chapitre 2

Construction a partir des suites
de Kothe

Les suites de Kothe sont d'une grande importance en analyse fonction-
nelle. Elles permettent notamment de fournir de nombreux exemples et contre-
exemples dans divers contextes [10, [14]. On peut par exemple construire des
exemples d’espaces pour lesquels la dimension diamétrale est un invariant
topologique complet : les espaces de séries de puissances [10]. Les espaces
de Kothe donnent aussi lieu aux suites rapidement décroissantes, qui sont
fondamentales dans la théorie des espaces nucléaires[] Nous allons ici et
comme annoncé utiliser ce puissant outil pour fournir un exemple d’espace
de Fréchet-Montel qui n’est pas de Schwartz.

2.1 Espaces de suites

Définition 2.1.1. Une matrice de Kithe est une matrice A = (a;);ken, OU
a;r > 0 pour tout j, k € Ny qui satisfait les conditions suivantes :

(1) pour tout j € Ny, il existe k € Ny tel que a;; > 0,
(2) pour tout j,k € Ny, ajr < a;pi1.
Définition 2.1.2. Pour tout 1 < p < 00, on définit

MN(A)={z ew| ||z|r < +o0, Vk € Np}.

1. Sans rentrer dans les détails, disons qu’un espace nucléaire est un espace vectoriel
topologique possédant certaines propriétés analogues a celles des espaces de dimension
finie. Citons comme exemple (outre les espaces vectoriels normés de dimension finie), la
classe des fonctions C*° sur une variété compacte ou ’espace des fonctions entiéres sur le
plan complexe.

17
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ou pour tout 1 < p < oo et tout k£ € Ny,

+oo
)k = | D @ja;.l?

J=1

D=

Dans le cas p = 0o, on pose

|z][x = sup |z;]a;.
J€No

De plus, on note ¢o(A) 'ensemble

C(](A) = {IL’ c )\OO(A> | ]EI_FOO |.Tj|aj,k =0, Vk € NO}

Les semi-normes || - ||x sont appelées semi-normes canoniques et les espaces
AP(A) et co(A) sont appelés espaces de suites de Kdthe.

Notation 2.1.3. Soient 1 < p < oo et A une matrice de Kothe. Afin de
ne pas alourdir les notations, dans la suite, les espaces A\(A) et co(A) se-
ront toujours supposés munis de leurs systemes de semi-normes canoniques
associés.

Proposition 2.1.4. Soit A une matrice de Kithe. Les topologies de \P(A),
avec 1 < p < 00, et cg(A) sont plus fortes que celle induite par w. De plus,
pour tout 1 < p < 00, on a

AM(A) C NP(A) CA>2(A)
et les injections N (A) < N\P(A) et AP(A) <= X>*(A) sont continues.

Démonstration. Soit 1 < p < oo. Par définition de A, pour tout j € Ny,
il existe k € Ny tel que aj, > 0. Fixons j € Ny et soit x € A(A). Alors
|zja; k] < ||(zja;k)jen, |l Autrement dit,

|z;| < ajpll(@as)ienollw = aj 1zl
——

<+o0
car z€AP(A)

Ce qui suffit & montrer que la topologie de AP(A) est plus forte que celle que
lui induit w. O

Proposition 2.1.5. Soit A une matrice de Koithe. Les espaces \P(A), avec
1 <p<oo, etcg(A) sont des sous-espaces vectoriels de w.

Démonstration. C’est immédiat. OJ
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Proposition 2.1.6. Soit A une matrice de Kothe. Les espaces AP(A), avec
1 <p<oo, etcg(A) sont séparés.

Démonstration. C’est évident puisque les topologies de AP(A) et co(A) sont
plus fortes que la topologie séparée induite par w . O

Proposition 2.1.7. Soit A une matrice de Kothe. Les espaces \P(A), avec
1 <p<oo, etcg(A) sont complets.

Démonstration. Soient 1 < p < oo et (z™),cy, une suite de Cauchy de
AP(A). Puisque la topologie de M\(A) est plus forte que celle induite par w,
la suite (2(™),cy, est de Cauchy dans w qui est complet. Elle converge donc
vers une suite (9 dans w. Il reste & montrer que cet élément appartient &
AP(A) et que cette convergence a lieu au sens de AP(A).

Montrons que () € A(A). Si (ajx)jen, est une colonne de A alors il
faut montrer que (:L’g-n)aj’k)jeNO converge dans [P vers (x§0)aj7k)j€No et que
cette limite est dans [P. Or, si (2(™),ey, est de Cauchy dans \P(A) alors la
suite (x§~”)aj7k)neNO est de Cauchy dans [P. Comme [P est complet, cette suite
converge vers un élément y € [P. Comme la topologie de [P est plus forte que
la topologie de w, cette convergence a aussi lieu dans w. Enfin, comme w est
séparé et que 2™ converge vers (), on a forcément y = (:UE-O)QM) jeNg -

Pour le cas de ¢(A), il suffit de montrer ¢5(A) est un sous-espaces fermé
de A*(A). Soit # = (21));cy, une suite convergente de co(A); il existe donc
© € X*2(A) tel que 29 — 2O si j — 400. Pour tout j € Ny et k € Ny,
on a

|:r§»0)aj7k| < |$§0) — $§n)|aj7k + |x§»n)aj,k| < [|2©@ — 2™, + |93§~")aj7k|.

Pour k € Ny fixé, soit € > 0; puisque la suite (z(™) appartient a co(A), on
obtient

A o az) < [|l2@ — 2|, <e,

pour n suffisamment grand, par convergence dans A>°(A). Ceci implique
lim; o0 xgo)ajyk = 0 pour tout k € Ny. Donc (@ € ¢o(A) et co(A) est
un sous-espace fermé de \>°(A). O

Ces trois derniers résultats combinés au fait que les semi-normes cano-
niques dont sont munis les espaces AP(A) (1 < p < o0) et ¢o(A) sont dénom-
brables aménent au corollaire suivant.

Corollaire 2.1.8. Soient 1 < p < oo et A une matrice de Kéthe. Les espaces
AP(A) et cy(A) sont des espaces de Fréchet.
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Définition 2.1.9. On définit 'espace des suites finies par

© ={(n)nen, Ew | #{i € Ny | 2; # 0} < +00}.

Proposition 2.1.10. Soit A une matrice de Kiothe et 1 < p < oo. L’ensemble
des suites finies ¢ est dense dans NP(A).

Démonstration. En effet, pour toute suite x € M(A), on peut trouver

™ = (x§~n))jeNo € ¢ tel que lim,, o, ™ = z. Il suffit de poser

) :(.Tl,...,.Q?n,O,...).

2
Dans ce cas, pour tout £ € Ny, on a

n

+00
lz = 2™)2 =S5 — 2 agel)? + 3 (x5 — 2 Jagl)?

] ~—— 7 — ——
J=1 ~ J=n+1 ey
+oo

< > mjlaje < 4oo.
j=J+1

]

Faisons quelques remarques et introduisons quelques notations qui nous
seront utiles dans la démonstration du Théoréme de Dieudonné-Gomes 2.1.20]
et dans le Théoréme 2.1.211

Remarque 2.1.11. Soit A une matrice de Kéthe et £ = AP(A)sil <p < oo
ou E = ¢y(A) respectivement. Pour déterminer I'espace de Banach local F
correspondant aux semi-normes canoniques || - ||, soit

Nk:{jeNolaj7k>O}, kENo.

Comme A est une matrice de Kothe, on a N € Ny et Ng = Ugen, IVi- De
plus, pour tout k£ € Ny,

ker|| ||y ={x € E|x; =0, Vj € Ni}.
Pour tout 1 < p < oo, on définit
P(Ni,ax) = {z € K™ | |lz]| = [[(zja;4) jen, |lw < +o0}.
De plus, on pose

co(Nk, ar) = {z € loo(Ny, ar) | jE{POO |zjajk| = 0}

JENY
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Alors,
idy, : \P(A) = IP(Ni, ax) : © = (25)jen,

est une application linéaire telle que
kerid, = ker || - [[x et | idg || = |-
Il en est de méme pour idg : ¢o(A) — co( Ny, ag).

Lorsque 1 < p < oo, par la Proposition [2.1.10, on sait que ¢ est dense
dans AP(A). De plus, ¢ est clairement dense dans c¢o(A). On obtient alors

(A(A))r = IP(Ng,a) et (co(A))x = co( Nk, ag).

Enfin, remarquons que (A>*°(A)), est un sous-espace fermé de [*°(Ny, ai). De
plus, co(Nk, ar) C (A°(A))g. Pour tous n, k € Ny tels que n > k, on pose

i (XA = WAk = ((z5)jen,) = (25)jen, -

Afin de simplifier les notations dans ce chapitre, nous rappelons les conven-
tions usitées au cours de Théorie de la Mesure [15] concernant la demi-droite
complétée [0, 4o00].

Convention 2.1.12. Pour tout x € [0, 00|, on pose

T+ 00 = 400 + xr = +00;
0400 =+00-0=0;

0
~—0.
0

Pour tout x €]0, +00],
T +0o00 =400 T = +00.

Et pour tout z €]0, +00],

Nous allons a présent caractériser les bornés des espaces de suites de
Kothe.

Lemme 2.1.13. Soit A = (a;x)jken, une matrice de Kothe.

(1) Soitb € w; b e X°(A) si, et seulement s’il existe une suite (Cy)ren, de
réels strictement positifs telle que pour tout j € Ny

: -1
|b;] < klélgo Crajy-
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Chapitre 2. A partir des suites de Kothe

(2) Il existe b € \>*°(A) tel que pour tout j € Ny, b; > 0.

Démonstration. Premiérement, supposons que b € A*°(A). On pose alors

C, = { 1bll st [bllx # 0,

1 sinon.

Si ajx # 0, alors [b;| = |bjlajra; s < Crajy. Dans le cas ot aj, = 0, on a
Cra; ), = +00. Donc |b;| < Craj . Au total, pour tout k € Ny,

|bj| < Crajy

et donc
b:| < inf Crar.
1641 = peNy FCik

Pour la réciproque, remarquons que infjey, C’kaj_’,i < 4+00. En effet, sinon
on aurait a;; = 0 quel que soit k € Ny, ce qui est impossible puisque A est
une matrice de Kothe. Ensuite, si a;; # 0 alors

|05l k, < kiggo(cka;%)aj,ko

—1
< Cko aj,koa]}ko
< C%0<<-+OO.

Si ajk, = 0 alors, trivialement, [bjlajx, = 0 < Cj,. Au total, pour tout
ko € No, ||b]|x, < 400 et donc b € A>*(A).

Pour le second point, considérons une suite (Cy)ken, telle que pour tout

k € Ny

Cy >k sup {a;x, 1}.

1<j<k

Puisque A est une matrice de Kothe, pour tout j € Ny, il existe k(j) € Ny
tel que a;k(;) > 0. Il s’ensuit que pour tout k > sup{j, k(j)}, C’ka;i > k. On
pose alors

. -1 .

b; = klenl\?o Ck:aj,k; >0, VjeN.

Du premier point, la suite b = (b;),en, appartient a A>(A). O

Définition 2.1.14. Soit B une famille de bornés d'un espace localement
convexe (X, P); B est un systéme fondamental de bornés de (X,P) si pour
tout D C X borné il existe ¢ > 0 et B € B tel que D C eB.
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2.1. Espaces de suites

Proposition 2.1.15. Soient 1 < p < oo et A = (a;)jren, une matrice de
Kothe. La suite (N} )peroe(a) 0l

={z € w | [I(z;b5)jenlw < 13,
est un systéme fondamental de bornés de \P(A).

Démonstration. Soit b € A>°(A), remarquons que pour tout x € N} et tout
k € Np, on a

z]le = [[(z;a5k) jeno |l
= ||(z; b bajk)JENoHlP
< (2505 jeno i (| (Dja ) e |lioe
<1 car zeN}

< 1(bjask) jen |l

Si D est un sous-ensemble borné de \?(A), alors il existe une suite de réels
strictement positifs (Cy)ren, telle que pour tout k € Ny, sup,cp ||z][x < Ch.
Par le Lemme [2.1.13] b = (infren, 28Crajy)jen, € A(A). De plus, pour tout
j € Ny, on a

+o0
bj_l =sup 2 FC  ay < D27 ayy.
keNp k=1

Donc pour tout x € D, on a

k=1

+00
b yerlle < | (2 2kck1xjaj,k) I
J€Np

+00
<Y 27RO [(wa) jeno I
k=1

=ll[lx

+00 .
—k -1
< 22 Cy ||9UJ||1<;

k=1 =
+o0
<Y 2=
k=1
Ce qui montre que z € Ny et donc D C N}. O

Les corollaires suivants se déduisent aisément de la Proposition [2.1.15]

Corollaire 2.1.16. Soient A une matrice de Kothe.
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Chapitre 2. A partir des suites de Kothe

(1) La suite (N3°)pers(a) 0l
Ny® = {z € A%(A) | || < |bjl, Vj € No}
est un systéme fondamental de bornés de A (A).
(2) De méme, la suite (Ny)peroo(a) 0U
Ny = Ny* Neo(A)
forme un systéme fondamental de bornés de co(A).

Définition 2.1.17. Soit 1 < p < co. Un opérateur diagonal est un opérateur
T : [P — [P défini par

T((‘rn>n€No) - (/\n«rn>neN0
ol (An)nen, est une suite de scalaires bornée.

Le lemme qui suit est fondamental. Il permet de caractériser les matrices
de Kothe pour lesquelles les espaces MW(A) (1 < p < 00) et ¢o(A) sont de
Schwartz ou Montel.

Lemme 2.1.18. Soit 1 < p < 00, sid € [, on définit I'opérateur diagonal
D de la fagon suivante :

D:IP =172 (AZn)nen,-

Si L est un sous-espace de [*° tel que co C L et tel que pour tout | € [* et
x € L, la suite lx appartient a L. Alors on pose

D:L—1®: 2+ (A )neng -

Les opérateurs D et D sont linéaire et continu. Ils sont de plus compact si,
et seulement si d € cy.

Démonstration. La linéarité de D et D est évidente. De plus, soient
1<p<ooetaxell alors

D@l = Azl < [l [,
——

<400
donc D est continu. Il en est de méme pour D puisque

ID(@) i = [Azllime < [l [l2]lis
——

<+o0
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2.1. Espaces de suites

A présent, supposons que D est compact et montrons que cela implique
que A € ¢p. Fixons 1 < p < oo et e > 0. On définit I. = {n € Ny | |\,| > ¢}

et
T\t sin €L

nglp—>lp:xnr—>{ .
0 sinon.

On va montrer que I est fini. Commencons par remarquer que 7, est continu.
En effet, on a

ITe(2) lir = I1(za Ay Inenollr < sup A (@n)newolliw < llz .
nele SN~
<e Vnelg

Puisque la linéarité de T est évidente, on en déduit que 7. € L(IP).
On définit alors P. et P. respectivement par P, = Do T et P, = DoT, -
T. € L") (1 < p < o0) et D et D sont compacts par hypotheses. Par

la Proposition P. et P. sont des projections compactes dans [P avec
1 < p < oo et p= o0 respectivement.

Par le Corollaire [1.5.14] il s’ensuit que dim(ker(id —P.)) < 4o0. Or,
ker(id —P.) = Im(P.), donc 'ensemble

Im(P.)={z€l’|x,=0, Vn ¢ I}

est de dimension finie. Si I, n’est pas fini, soit ¢ : Ny — I. la bijection
croissante entre Ny et I, définie par ¢(1) = inf I, et

op(n+1)=inf{k € I. : k > ¢(n)},

pour tout n > 1. Soit alors l'isomorphisme ¢ : [P(Ny) — P(I.) qui & x
associe la suite y telle que ¥, = x4(n). Enfin, considérons I'isomorphisme
v IP(1.) — Im(P:) qui & x associe la suite y telle que

) oz, sinel
Yn=1) 0 sinon.

Par construction o1 est un isomorphisme entre [?(Ny) et Im(P.), ce qui est
absurde, ce dernier étant de dimension finie. Donc I, est fini et \ € ¢g.

En procédant de la méme maniere avec
Im(P.)={zeL|z,=0, Vn¢l},

on montre a nouveau que I, est fini et que A € ¢.
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Chapitre 2. A partir des suites de Kothe

Réciproquement, pour tout n € Ny, on pose

Dn PP (xn)nENo — (()\j.il?j)jgn,o, .. )
Dn L — L (xn)nENo — (()\jl’j)jgn,o, .. .),

respectivement si 1 < p < oo ou p = oo. Pour tout n € Ny, D, est un
opérateur linéaire de rang fini, il est donc compact. De plus,

|ID = Dull = sup [[(A;z;)j5nll < sup[Xy].
[z llip <1 j>n
Puisque A € ¢, en vertu du Corollaire [1.5.10} il s’ensuit que D est compact.

On procede de maniere analogue pour montrer que D est compact.
m

Notation 2.1.19. Soit (X,P) un espace localement convexe. Si B est un
ensemble borné et absolument convexe alors la jauge de Minkowski de ppg
est une norme sur )B(. On note )X (p= ()B(,pp). Comme B est borné,
I'injection canonique jp :) X (p— X est continue.

Théoréme 2.1.20 (Théoreme de Dieudonné-Gomes). Soit A une matrice
de Kéthe. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) 1l existe 1 < p < oo tel que NP(A) est un espace de Montel.
(2) Pour tout 1 < p < oo, l'espace NP(A) est un espace de Montel.
(3) Les espaces N (A) et co(A) sont égaux.

(4) Pour tout 1 < p < oo, N(A) n'admet aucun sous espace de dimension
infinie.
(5) Pour tout sous-ensemble infini d’indices I C Ny et pour tout n € Ny, il

existe k € Ny, tel que infjc; aj,na]7; =0.
Démonstration. Evidement, (2) implique (1).

Montrons que (1) implique (3). Il suffit de montrer qu’il existe un point
de A\*(A) qui appartient a c¢y(A). Soit b € A*(A), par le Lemme 2.1.13] on
peut supposer que |[b;| > 0 pour tout j € Ny. Puisque A\P(A) est Montel,
I’ensemble

B ={x € N(A) | |(z;b;")jenolw < 1}

qui est borné (Proposition [2.1.15)) est relativement compact dans AP(A).
Il s’ensuit que pour k € Ny, l'application idyojp )A(A))(g— (AP(A))k
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2.1. Espaces de suites

est compacte. De plus, comme vu a la Remarque [2.1.11} on a (AP(A))x C
[P(Ng,ax) o, sans perte de généralité, on peut supposer que Ny = Ny. On
pose alors

Dy IP = 1P 2 (bjajrr))ien,
Ap 1P — (N(A)g s x> (bjay) jem,
Byt (NW(A) = 1P : 2= (aj575)jen, (2:3)

Remarquons que D, = By oidgojp o A est compact en vertu de la
Proposition [1.5.6] Par le Lemme [2.1.18] il s’ensuit que

jEI-Poo bj@j,lc = 0.

Puisque k € Ny est arbitraire, on en tire que b € ¢o(A).

Passons a l'implication (3) = (2). Puisque les espaces de suites AP(A)
(1 < p < o0) sont des espaces de Fréchet, il suffit de montrer que tout borné
de N(A) est relativement compact. Puisque les ensembles (N} )peroe(a) définis
a la Proposition forment un systeme fondamental de borné de AP(A),
il suffit de le montrer pour B = N} avec b € A*(A). Pour un tel ensemble,
puisque par hypotheése ¢g(A) = A*°(A), le Lemme implique que, pour
tout k € Ny, Papplication ([2.1)) est compacte. Les applications et
étant une bijection isométrique et une injection isométrique respectivement,
la compacité de D, implique que idg ojp est compact, quel que soit k € Nj.
Et donc B est relativement compact dans AP(A).

Ensuite, pour tout 1 < p < oo, si A’(A) est de Montel, ses boules fer-
mées sont précompactes. En vertu de la Proposition [1.5.11} AP(A) n’admet
pas de sous-espace de dimension finie. On a donc montré que (2) implique (4).

Montrons que (4) implique (5). Si I C Ny et s’il existe n € Ny tel que pour
tout m > n, on a inf¢; aj,naj_,}n > 0. Montrons que la topologie de AP(A) et
celle induite par la semi-norme || - ||, coincident sur

E={ze)XN(A)|z;=0,Vj¢l}
Si x € E, alors pour tout k € Ny, |||l = ||(zja;x)jerllir). Puisqu’il existe

e > 0 tel que a;,, > €a;,, quel que soit j € Ny pour tout m > n, on a, pour
un tel m,

2]l < ll2llm = [(z505m)jerllm < ell(zja5n)jetllwmy = €]|zln-
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Chapitre 2. A partir des suites de Kothe

FiGURE 2.1 — Implications obtenues dans la démonstration du Théo-

reme [2.1.20| (de Dieudonné-Gomes).

Cela étant, par hypothese, dim(E) < +oo et donc I est fini, ce qui implique

(5).

Enfin montrons que (5) implique (3). On procede par l'absurde et on
suppose qu'il existe b € A>*°(A) \ ¢o(A). Il existe alors n € Ny, un ensemble
d’indices I C Ny infini et € > 0 tels que |b;|a;, > €, quel que soit j € I.
Puisque b € A*°(A), par le Lemme [2.1.13] pour tout & € Ny, il existe Cj, > 0
tel que pour tout j € Ny, on a |bj|a; i < Cy. 1l s’ensuit que pour tout k& > n
et tout j € I, on a

< C < Ch
a; — —Ajin.

Autrement dit, £ < ajna; . Ce qui contredit (5). O

Théoréeme 2.1.21. Soit A une matrice de Kothe. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(1) Il existe p € [0, 00| tel que NP(A) est un espace de Schwartz.
(2) Pour tout p € [0,00], l'espace \P(A) est un espace de Schwartz.
(3) Pour tout k € Ny, il existe m > k tel que lim;_, aj7kaj_7,1n = 0.

Démonstration. Par la Remarque 2.1.11} pour tout
k € Ny et tout 1 < p < oo, on a que (N(A)), = IP(Ng,ax). Sans perte
de généralité, on peut supposer N, = Ny. Pour tout m > k, on définit les
applications
D:P=P .z~ (xjaj,ka;;)jeNo
et
Ayt (N(A))y = 1P 2= (T05m) jen, -

Alors A, est un isomorphisme isométrique entre (A’(A)),, et IP. De plus,
D = Ajo0if 0 A 1. Sip= oo, on considere D : L — I[P ott L := A,,,(\P(A))).
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Bien sir, I'implication (2) = (1) est triviale.

Montrons que (1) implique (3). Par le Lemme [1.5.15 on sait que pour
tout k£ € Ny,

est compact. Il s’ensuit alors que pour tout m > k,
i+ (WP (A))m = (W(A))i
o Al est alors

est compact. En vertu de la Proposition [1.5.6, D = Aj 0% o A~
compact. Du Lemme [2.1.18, il vient que lim;_, o aj7kaj_7,%1 = 0.

On montre & présent que (3) implique (2). Soient 1 < p < 0o et des natu-
rels k et m satisfaisant la condition de I’énoncé. Alors, par le Lemme [2.1.18]
D = Ajo0ik o A-1 est compact et donc i¥ : (AW(A)),, — (A\P(A)), I'est aussi.
Il s’ensuit que AP(A) est de Schwartz. O

2.2 Construction de ’exemple

Dans cette section, on présente un exemple de matrice de Kothe telle que
pour tout 1 < p < oo, AP(A) est Montel mais pas Schwartz. Pour rappel,
au Lemme [2.1.8] nous avons montré que les A’(A) ot A est une matrice de
Kothe forment des espaces de Fréchet.

Exemple 2.2.1. On définit la matrice A = (a; ;)i jen,) ke, cOmme suit

P (kl)k 7 < k,i € Np,
DR e j>k,icN,.

Puisque Nj est en bijection avec N2, étant donné une suite triple (i.e. tri-
plement indicée) (a; k) jeNo) ke, ON Peut lui associer de maniere univoque
une suite double (aj ;);ren,- On peut par exemple utiliser la bijection relative
a I’énumération de Cantor définie comme suit :

.. 1+ 7)i+5+1 .
¢: N2 — Ny (z,])l—>( j)(2 J >+z

On peut alors poser
asy = ag-1(jye Vi, k€ No.
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FIGURE 2.2 — Illustration de I’énumération de Cantor.

Il est évident que A est une matrice de Kéthe. De plus, pour tous indices
1,7, k,m € Ny tels que m > k,

j
aijr [k

Q4,5m m

quel que soit 5 > m. Ce rapport ne dépendant pas de ¢ € Ny, pour tout
e €0, 1], il existe une infinité de couples (i, j) € N2 tels que

Bigk o ¢
ai,j;m

a1,1;1  61,1;2  G1,1;3 61,14 61,135 G1,1;6  G1,1;7  G1,1;8  @1,1;9  Q1,1;10
ai,2;1  a1,2;2 a1,2;3  a1,2;4  a1,2;5  a1,2;6 a@1,2;7  a1,2;8  A1,2;9  A1,2;10
a2,1;1  G2,1;2 G2,1;3 G2,1;4 62,15 G2,1;6  G2,1;7  G2,1;8  A2,1;9  G2,1;10
a1,3;1 Q1,32 G1,3;3 G134 G135 G136 G137 G138 41,39 1,310
22,1 G2,2;2 0223 G224 0225 0226 0227 02238 0229 022,10
a3,1;1  G3,1;2  G3,1;3  G3,1;4 63,15 G3,1;6  G3,1;7  G3,1;8  A3,1;9  03,1;10
a14;1  G1,4;2 G1,4;3 G144 G145 G146 01,47 01,4;8 1,49 1,4;10
a2,3;1 G23;2 G233 G234 G235 0236 G23;7 0238 239 02310
a3,2;1  a3,2;2  a3,2;3  03,2;4  A3,2;5  G3,2;6  A3,2;7  G3,2;8  A3,2;9 43,2;10
a4,1;1  G4,1;2  G4,1;3 G414 G415 (4,16 0 (4,17 (4,18 A4,1;9  Q4,1;10

FIGURE 2.3 — Une matrice de Kéthe a trois indices (100 premiers éléments)
dont les éléments ont été ordonnés grace a 1’énumération de Cantor.
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2?2 B3-1)3 @-n*r G-1)° (6-1)° (7-1)7 (8-1)8 (9-1)° (10-1)1°
12 22 3-1)2 @-1)* -1 B-1)° (7-1)7 (8-1)% (9-1)° (10-1)1°
11 (2-2)2 (3-2)3 (4-2* (5-2)% (6-2)°% (7-2)7 (8-2)8 (9-2)° (10-2)1°
13 23 33 4-n* -5 (-1 (7-1)7 (8-1)% (9-1)° (10-1)1°
12 22 (3-2)3 (4-2* (5-2)® (6-2)% (7-2)7 (8-2)% (9-2)° (10-2)1°
11 (2-3)2 (3:3)8 (4-3)* (5-3)5% (6-3)% (7-3)7 (8-3)8 (9-3)% (10-3)10
14 24 34 44 5-1)°% (6-1)¢ (7-1D7 (8- (9-1)° (10-1)10
13 23 33 4-2% (5-2)% (6-2)% (7-2)7 (8-2)% (9-2)? (10-2)1°
12 22 (3-3)3 (4-3)* (5-3)° (6-3)% (7-3)7 (8-3)% (9-3)° (10-3)1°
o(2-4)2 (3-4% (4-Ht (5-4)° (6-4° (7-4)7 (8-4)% (9-4)° (10-4)10

FIGURE 2.4 — Matrice de Kothe (100 premiers éléments) de 'Exemple [2.2.1]
Les éléments ont été ordonnés grace a I’énumération de Cantor.

Il s’ensuit que la condition (3) du Théoreme[2.1.21|n’est pas satisfaite et donc
AP(A) n’est pas un espace de Schwartz.

Montrons & présent que X’(A) est un espace de Montel. Etant donné
n € Ny, soit I C N2, tel que pour tout k > n,

. -1

Vu la condition (5) du Théoreme de Dieudonné-Gomes [2.1.20 il nous faut

montrer quun tel I est nécessairement fini. Posons e = inf; j)er a; jina, ]-1.,6.

Montrons que I est fini; on peut deés lors le supposer non vide. Si k = n+1
alors pour tout (i,7) € I tel que j >n+1,0n a

1 n \’/
Entl S Qijinljnir = \ 07 )

Puisque (nLH)J — 0 lorsque j — 400 et que ,,1 > 0, il existe jo € Ny tel

que]QNO X {1,,]0}

Soit j tel que 1 < j < jo et k > sup{j,n}. Pour (i,j) € I, on doit avoir

-1 _ ()" _ n"on—k .
o< ) Qim@igE T GaE TR vj<n,
k= -1 nJ ;

A5y i = Lk V) > n.

Puique n—k < 0, n®" % /k et n/ /(ki)* tendent tous les deux vers 0 lorsque i
tend vers l'infini, ’ensemble des nombres 7 tels que (i, j) € I est fini; il existe
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Chapitre 2. A partir des suites de Kothe

donc i; € Ny tels qu'un tel ¢ appartient a {1,...,4;}. Au total, on a

Ic U (9).

1<5<jp
1<i<i

Ainsi, I comporte au plus joio éléments, avec ig = sup;<;;, ;- Ceci implique
que [ est fini.
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Chapitre 3

Construction a partir d’un
espace de Fréchet-Montel

Dans ce chapitre, nous abordons la construction d’espaces de Fréchet-
Montel qui ne sont pas des espaces de Schwartz via un article de K. Floret
[6]. Le résultat étudié ici a permis a J. Kakol et S. A. Saxon d’affiner des
résultats concernant les espaces de suites [I1]. Une application plus pratique
réside dans I’étude [1].

3.1 Une famille de contre-exemples

Dans ce chapitre, nous travaillerons exclusivement avec une espace de
Fréchet-Montel (F,P) tel que

dim(F/ kerp;) = +o0.

Bien que cette condition puisse sembler artificielle, elle est en réalité satisfaite
pour la plupart des espaces fonctionnels usuels [6]. On peut citer a titre
d’exemple tout espace de dimension infinie ou p; est une norme.

Notation 3.1.1. Pour tout n, k € Ny, on pose

Pk sik 2 n,
Pnk = .
Py, sinon,

Proposition 3.1.2. L’application définie a la Notation|3.1.1| est une semi-
norme. De plus, pour tous k,n € Ny, on a

DPnk S Pnk+1-
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Démonstration. La premiere partie est immédiate. Ensuite, fixons n € Nj.
Par croissance des semi-normes p; € P et par définition, on a

= Pn,k+1- (31)

Pp, sinon

pr Sik>n k1 Sik+1>n
Pnk = < .
Pp Sinon

]

Prk+1, Pnk

Prn

T 1
! !
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

n—1 n k

FIGURE 3.1 — Illustration figurée de la majoration (3.1]) en fonction de k pour
un certain n fixé : en gris est représenté p,, 41 et en noir p,, .

On définit alors I'application suivante.

Définition 3.1.3. Pour tout k£ € Ny, on définit
+o0

Qs FN — [0, 4+00] 2 Z nF Dk ().
n=1

De plus, on note Q = {qx | k € No}.

Proposition 3.1.4. Soient g, € Q et p, € P. Soit x € F° ; pour toute
composante j € Ny, on a

qr(w) > pr(x;).
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Démonstration. Fixons k € Ny et soit x € FNo. On trouve successivement

—+00

“+00

=Y nFp(x) + D nFpa(z,)

n=1 n=k+1
Fok(z;) > pr(z;)  sij <k,
i(w;) > pr(xy)  sij> k.

Et donc

quelle que soit la composante j considérée. ]
On définit ensuite ’ensemble £ comme suit.
Définition 3.1.5. Etant donné (F,P), 'espace E associé est l'espace
E={rec F" | q(x) < +oo, Yk € Ny}.
ou ¢ € Q pour tout k € Nj.
Proposition 3.1.6. L’espace (E, Q) est un espace vectoriel.

Démonstration. Fixons k € Ny. Soient x,y € E et A € K| il vient naturelle-
ment

+o0 +o00
g(A\z) = Z nkpmk()\xn) = Z nk’|/\|pnk(xn) = |A|gr(z) < +oc.
n=1 n=1

De plus,

+o0
a(r+y) = Z nkpn,k(wn + Yn)

n=1

< 3 (pusl) + prsla)
= qe(x) + qi(y)
< +o0.

Ou on a utilisé le fait que p, ; est une semi-norme. Au total, E est de type
vectoriel et ¢ y définit une semi-norme quel que soit k£ € Nj. [

Proposition 3.1.7. L’espace (E, Q) est un espace de Fréchet.
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Démonstration. Tout d’abord, montrons que (E, Q) est séparé. Soit = € F
et supposons que gx(z) = 0 quel que soit g, € Q. Montrons alors que x est
la suite nulle. Fixons n € Ny ; par la Proposition [3.1.4] on sait que

q(x) > pi(z,), VIeN,.

Vu que ¢(z) est nul, on en tire que p;(z,) = 0 quel que soit [ € Ny. Or,
(F,P) est séparé puisqu'’il est de Fréchet. La Proposition implique alors
que x, = 0. Au total, = est la suite nulle.

Ensuite, la suite des semi-normes (qx)ren, est croissante. En effet, consi-
dérons x € F/; on a

Qry1 (2 Z " p e (@)
k+1 +oo
= Z n pn k+1 'rn + Z n pn,k+1 (xn)
n=k+2
k —+o0
=Y 0" (@) + (k+ D) (i) + Y 0 pa(x,)
n=1 n=k+2

Or, par hypothese p; < p;y1 quel que soit j € Ny. Il vient alors

Qk+1($) = Zn pk mn + Z n pn 37n
n=k+1

= Z nFppi(zn) = qr().

n=1

La croissance est ainsi démontrée.

Enfin, montrons que (E, Q) est complet. Soit & = (£(),,cy, une suite de
Cauchy d’éléments de E. Tout d’abord, montrons que, pour toute compo-
sante j € Ny, la suite (fj(-"))neNO d’éléments de F' est de Cauchy dans F'. Dans

ce cas, puisque par hypotheése (F,P) est de Fréchet, il existe 5](0) € F tel que
5](") — 5](0) dans F' lorsque n — +oo.

Fixons k£ € Ny. Par la Proposition [3.1.4} on a
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3.1. Une famille de contre-exemples

Ce qui montre que la suite (Sj(n))neNO est de Cauchy dans F puisque (£€™),cx,
est de Cauchy dans E.

Il reste alors & montrer que (£™),en, converge vers (5](-0))]-61\;0 .= ¢ dans

E. Soient k € Ny et £ > 0; puisque (£(),,en, est de Cauchy dans E, il existe
N € Nj tels que pour tous r,s > N, on a

gr(§7) = €¥)) <e.

De plus,

k —+00
(€M — €9) = 3 jEp(el” — €9y 4 3T jRp (e — ¢
j=1

j=k+1

a (r) (s) 4 (r) (s)

>3 G =6+ D i - 67)
j=1 j=k+1

quels que soient r, s > N et J > k+1. En passant a la limite sur s, on trouve
alors

k J
St &” =M + X g - ") <6, WrNet k41
j=1 j=k+1

La limite sur J donne enfin
(€D —€0) <e, Wr>N.
Et donc & converge dans (E, Q). O

Nous abordons a présent le résultat principal de cette section : (F, Q)
n’est pas de Schwartz. Dans [6], K. Floret donne une définition alternative
de tels espaces. Commencons par démontrer que celle-ci est équivalente a
celle proposée a la Définition [1.2.

Définition 3.1.8. Soient X, Y des espaces localement convexes séparés. Un
opérateur linéaire T : X — Y est dit précompact s’il existe une semi-boule
B de X telle que T'(B) est un précompact de Y.

Proposition 3.1.9. Soit (X,P) un espace localement convezes; (X, P) est
de Schwartz si, et seulement si pour tout p € P, il existe ¢ € P distinct de p
tel que ['application

est précompacte.
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Démonstration. Supposons que (X,P) est un espace de Schwartz et consi-
dérons p € P. Par définition, il existe ¢ € P tel que la semi-boule B, est
précompacte par rapport a la semi-boule B,,. Autrement dit, B, est précom-
pact par rapport a p, ce qui signifie que (3.2)) est précompact.

Inversement, soit p € P et (3.2) précompact. Alors, il existe ¢ € P tel
que la semi-boule B, est précompacte par rapport a p i.e. B, est précompact
par rapport a B,,. n

Notation 3.1.10. Soit (F,P). Il est clair que kerp,, = {z € F | pm(x) = 0}
est un sous-espace vectoriel fermé de F' quel que soit m € Ny. Considérons
alors F'/ ker p,,, (toujours pour m € Ny) et définissons I'application

Pm @ F/ker p,, = [0, +o0[: [x] — pm(2), (3.3)

ou [x] désigne la classe associée a x € F'. Par construction, (F/ ker p,, ;) est
un espace normé (p,, est appelée la norme induite). Appelons 7 la surjection
linéaire

71 (F,pm) = (F/ker pp, Dm) = x — [z].
Si E est une partie de F, nous noterons £ l'ensemble 7(E). On vérifie tri-
vialement que si B, est une boule unité de F" alors Bpm est une boule unité
de F/ker p,,, puisque

By, = {[z] € F/kerpy, | pm([z]) < 1}.
Proposition 3.1.11. L’espace (E, Q) n'est pas de Schwartz.

Démonstration. Procédons par 'absurde et supposons que (F,Q) est de
Schwartz. La caractérisation implique pour tout [ € Ny, il existe m € Ny

de sorte que

est précompact. Remarquons que, lorsque m > [, la projection 7, de (3.4)
est l'identité
idp ¢ (F,m"pn) = (F,m'py). (3.5)

En effet, le m®™® terme général de la série
+00
n
dm = Z M Pnm
n=1

est donné par m™p,,, tandis que son [°™° terme général vaut m'p,, pour m > .
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3.1. Une famille de contre-exemples

Montrons que si est précompact alors l'identité entre les espaces
quotients (F'/ker py,, m™pn) et (F/ker py, m'pm) l’est aussi. Soit B, une
semi-boule unité de de F'. Par précompacité de idg, B,,, est precompact par
rapport a p,,. Donc, pour tout ¢ > 0,on a B, C B, (¢)+ M., avec M. C F
fini. En appliquant la surjection linéaire 7, on obtient

Bpm g B ( ) + ME'
Autrement dit, Bpm est précompact pour p,, dans F'/ker p,,.

Puisque p,, est une norme sur F'/ker p,,, le théoréme de Riesz implique
que dim F'/ ker p,, est de dimension finie. Or, par hypothese sur (F,P),

dim F'/ ker p,, > dim F'/ ker p; = +o00.

Ainsi, I'identité entre (F/ker p,,, m™p,) et (F/ker p,, m'p,,) ne peut étre
précompacte. Cette contradiction montre que (£, Q) n’est pas de Schwartz.

]
Enfin, on montre que (F, Q) est un espace de Montel.
Lemme 3.1.12. Pour tout J € Ny, soit
¢pj:E—=FE:x— (r1,...,25,0,...);
alors, pour tout k € Ny, on a
1
(@ = ¢s(2)) < S (2),
quel que soit v € F.
Démonstration. En effet, on a
+00
Qk’(x - QSJ(:E)) - Z nkpn,k(ﬁn - ¢J(xn))
n=1
+00 L
n=J+1
+o00 .
S Z n pn,kJrl(xn) (36)
n=J+1
+oo nk—H
= Z o Pret1(Tn)
n=J+1
1 I
S Z TL pn k+1 xn)
n J+1
< Zn (@)
> JQk+1
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Chapitre 3. A partir d’un espace de Fréchet-Montel

ou (3.6]) est justifié par la Proposition [3.1.2] O

Proposition 3.1.13. L’espace (E, Q) est un espace de Montel.

Démonstration. 11 faut montrer que E est tonnelé et que tous ses bornés
sont relativement compacts. La premiere condition est satisfaite par le Co-
rollaire [1.2.18| puisqu’il a été démontré que (F, Q) est un espace de Fréchet

(Proposition [3.1.7)).

De plus, (£, Q) étant un espace de Fréchet, ses bornés sont relativement
compacts si, et seulement s’ils sont précompacts. Soit D C E borné; mon-
trons qu’il est précompact. Soient k € Ny et € > 0. Par définition, D est
borné dans E'; il existe donc C' > 0 tel que

sup qe11(z) < C.
z€D

Soit alors ng € Ny tel que

€
sup g1 () < o
zeD

Par le Lemme [3.1.12, pour tout x € D, on a

DO | ™

qr(T — dpe()) < L Gr+1(2) <
o
Donc

D C ¢y (D) + (id =0, ) (D) € (D) + {z € D | qu() < S}

DO | ™

Pour conclure, il suffit de montrer que ¢,,(D) est précompact. Soit la pro-
jection

Tng © Ong(E) = F™ 2 (1, ..., 0o, 0,..) = (X1, .0, Tpy)-

C’est un isomorphisme entre ¢,,(E) et F™. En effet, l'injectivité de m,, est
directe, puisqu’on a

Tng(T15 3 Ty 0,0 00) = g (2, -, 27,0, .) & &y = 2, 00y Ty = T,
Pour la surjectivité, remarquons que pour tout (xy,...,2Z,,) € F™, il suffit
de prendre (xy,...,2p,,0,...) € ¢n,(F) comme élément du domaine. Mon-
trons la continuité de 7,,. Soit (2\9)),cy, une suite d’éléments de ¢,,(E) qui
converge vers x(¥) dans E. Pour tout k € Ny, on a lim;_, o, g (29 —2®) = 0
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3.1. Une famille de contre-exemples

et donc lim;_, | pr(z9) — 20)) = 0 pour tout n € Ny, ce qui montre que (%)

appartient & ¢, (E) et que (m,,(z1))),en, converge vers 7, (z(?)) dans Fmo.
Inversement, si (y\9));en, converge vers y(©) dans F™, posons 19 = 7, 1(y\9))
et 2 =7, 1(y©). Pour k > ny, on a

. no . .
gr(2? — 2 @) =3 nFpp(ad) —2)) < gt sup pr(al) — =),
n=1 1<n<ng

ce qui implique lim;_, @ (2 — 20) = 0. Pour k < ng, on a

] k ) no )
ar(aP = 2O) = 3" nbp(ad) — 2D+ 30 nFpa(al) — ),
n=1 n=k+1

avec

no

> nfpa@) —20) <t sup pu(al) —al)

n n
it 1<n<ng

< g™t sup pp (e —2)),
1<n<ng

ce qui implique également lim; , ., gr(z") — 2(?) = 0 dans ce cas. La suite
(219)) ey, converge donc vers (¥ dans ¢, (E). Nous venons de montrer que
(Pno (E), Q) est isomorphe a (£, P’) ou P’ est le systéme de semi-normes
du produit.

Puisque (F™,P’) est un espace de Montel, en vertu de la Proposition|1.3.6|
il s’ensuit que le borné m,, (¢, (D)) est précompact dans F™. Par isomor-
phisme, ¢,,(D) est précompact dans ¢,,(E). Ce qui termine la démonstra-
tion. O]
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Chapitre 4

Construction a partir d’un
opérateur linéaire fermé

Au premier chapitre, nous avons vu qu’'une méthode classique permet-
tant de générer des espaces de Fréchet consiste a considérer la limite projec-
tive d’espaces de Banach. C’est sur base de ce résultat que 'on présente ici
une nouvelle méthode systématique permettant de construire des espaces de
Fréchet-Montel qui ne sont pas Schwartz. On s’appuie sur le travail de V.

Wrobel dans [17].

4.1 Opérateurs fermés et densément définis

Définition 4.1.1. Soient (X, P) et (Y, Q) des espaces localement convexes;
T : X — Y est relativement ouvert si I'image de tout ouvert de X est un
ouvert de Im(7'). Il est ouvert s’il est relativement ouvert et surjectif.

Théoréme 4.1.2 (Théoréme de Uopérateur ouvert). Soient (X, P) et (Y, Q)
deuz espaces de Fréchet et T € L(X,Y). SiT est surjectif, alors T est ouvert.

Démonstration. Le lecteur peut consulter [2]. O

Corollaire 4.1.3. Soient (X, P), (Y, Q) des espaces de Fréchet etT : X —Y
une application linéaire continue. Alors

(1) si T est surjectif alors T est ouvert,

(2) siT est bijectif alors T' est un homéomorphisme.

Démonstration. Le premier résultat est évident puisque T(X) = Y qui est
fermé dans (Y, Q). La seconde découle de la premiere et du fait qu’une ap-
plication est un homéomorphisme si, et seulement si elle est bijective et ou-
verte. [
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Définition 4.1.4. Soient (X, P) et (Y, Q) des espaces localement convexes;
T: X — Y est fermé si son graphe Gr = {(z,T(x)) | + € X} est fermé dans
(X X Y, PXXy).

Théoréme 4.1.5 (Théoreme du graphe fermé). Soient (X, P),(Y, Q) des
espaces de Fréchet et T : X — Y wune application linéaire; T est continu si,
et seulement si G est fermé.

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire et considérons une
suite (2, T'(zn))nen, qui converge vers (z,y) dans X x Y. Puisque les projec-
tions canoniques sont continues, les suites (z,, )nen, €t (T(,))nen, convergent
vers x dans X et y dans Y respectivement. Or, par continuité de T', on a
(T(xy))n — T(x) dans Y. Puisque (Y, Q) est séparé, I'unicité de la limite im-
plique que T'(z) = y. Ainsi G contient la limite de ses suites convergentes.
Il est donc fermé.

La condition est suffisante. On sait déja que X x Y muni de la topologie
produit est un espace de Fréchet. De plus, par définition de la topologie
produit, les projections canoniques

Tx: X XY = X:(r,y)—~x

et
Ty : X XY = X :(z,y) = y.

sont continues. La restriction mx|g, a G est un injective et donne une bi-
jection continue de G dans X. Comme Gr est un sous-espace fermé du
produit X x Y, c’est un espace de Fréchet. Ainsi par le Corollaire |4.1.3]
Tx|Gy un homéomorphisme et donc (mx g, )" est continu. Pour conclure, il
suffit de remarquer que 1" est la composée d’applications continues. En effet,
T =7y oio(mxja,) ' ol

i:Gpr > X XY :(z,y)— (z,y)

est I'injection canonique de G dans X x Y. O

Définition 4.1.6. Soient (X,7T) et (Y,T’) des espaces vectoriel topolo-
giques. L'opérateur linéaire T : (X,7) — (Y, T') est densément défini si
dom(T") C X est dense dans (X, 7).

Proposition 4.1.7. Soit T un opérateur linéaire densément défini entre es-
paces de Banach. Si T est injectif et fermé alors T~ est fermé.
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GT—Z>X><Y

W;(‘lcT ,{ @) ‘Wy

X—Y

FI1GURE 4.1 — Illustration de la construction obtenue dans la démonstration
du Théoréme [£.1.5] (graphe fermé).

Démonstration. Soient (X, || - [|1), (Y,|| - |l2) des espaces de Banach et
T : X — Y satisfaisant les conditions de 1’énoncé. Définissons

h: X XY =Y xX:(x,y)— (y,x).

Il s’agit d’'un homomorphisme tel que A(G7) = Gr-1. On en déduit donc que
Gr-1 est fermé puisque G est fermé. ]

4.2 La construction abstraite

En analyse fonctionnelle, une manieére classique de construire des espaces
de Fréchet est de considérer la limite projective d’espaces Banach. De nom-
breux exemples sont générés de cette fagon.

Définition 4.2.1. Soit (X, || - ||) un espace de Banach et
T:dom(T)C X — X

un opérateur densément défini. Pour tout k € Ny, la k™€ puissance de T est
définie récursivement par

T*(z) = T(T" ! (x)),
ol le domaine de T* lorsque k > 1 est naturellement donné par
dom(T*) = {x € dom(T*™ ') | T*! () € dom(T)}.
De plus, si k = 0, on considére que T% est I'identité.
Proposition 4.2.2. Soient (X, || - ||) un espace de Banach et

T:dom(T)C X — X
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un opérateur linéaire fermé densément défini. Pour tout n € Ny, [’espace
(dom(T™), || - ||n) ot pour tout x € dom(T™),

Jella = 3 IT*(2)

est un espace de Banach.

Démonstration. Evidemment || - ||, est une semi-norme. De plus,

lzlln =0« > [T*()] =0

k=0
& ||T*(2)|| =0, Vke{0,...,n}
s =0,
la derniére équivalence résultant du fait que || -|| est une norme (on considére
k=0).
A présent, montrons que (dom(7™),|| - ||) est complet. Soit (2;);en, une

suite de Cauchy de dom(7™). Autrement dit, pour tout € > 0, il existe J € Ny
tel que pour tous p,q > J, ||z, — 4|, < €. Par définition de || ||,,, cela signifie
que

ZHTk p — Zq)|l <&
Ainsi, pour tout k£ € {0, ... ,n},
Tz, — )| <.

Pour k € Ny, la suite (T%(x;)); est donc de Cauchy dans (X, | - ||) qui est
complet ; soit y; la limite de cette suite (dans cet espace). Pour k = 0, on
obtient que la suite (z;);en, est de Cauchy ; notons zy la limite de (x;);en,

dans (X, |- ]}).

Montrons que T%(z¢) = yi pour tout k € Ny par récurrence. Puisque T'
est fermé, on a T'(z9) = y;1. Supposons la propriété satisfaite pour tout k et
montrons-1a pour k + 1. Par définition, on a T*"(z;) = T(T*(z;)), donc

prr = lim T(TH(;) = T(y) = T(T(20)) = T4 1)

ou la deuxieme égalité est justifiée par le fait que T est fermé et ou on a
utilisé ’hypothese de récurrence pour la troisieme.
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Ainsi, pour tout k € {0,...,n}, la suite (T(z;));en, converge vers T%(x)
dans (X, [| - []).

Pour conclure, on a

;= wolln = D 1T (aj — @wo)ll = Y IT*(;) = T*(wo) | — 0
k=0 k=0

lorsque 7 — +o0. ]

On note
domee(T) = () (dom(T™), | - [lx)
n€eNg
la limite projective de ces espaces. Il s’agit bien stiir d’'un espace de Fréchet
en vertu de la Proposition [1.4.3]

Naturellement, on peut se demander si un choix particulier de 7' génere
un espace de Fréchet du type que nous étudions. La réponse est affirmative.
Dans [17], V. Wrobel met en évidence un opérateur 7' ayant de « bonnes
propriétés » de sorte que domy,(7") est un espace de Fréchet-Montel qui n’est
pas Schwartz.

Définition 4.2.3. Soient 1 < p < 0o et (X, || - ||n) une famille d’espaces de
Banach. On définit I?((X,,)nen,) par

P((Xn)nevo) = {2 = (@n)neno € [[ Xu | 2]l < +o0}

neNg
ou, pour tout z € [[,en, Xn,
1
0 I3
ol = (3= heulz) (@.)
n=1
lorsque 1 < p < oo; dans le cas infini, on pose
[#]10e = sup ||z |- (4.2)
n€eNg
Proposition 4.2.4. Soit 1 < p < oco. Si (Xy, || - [|n)nen, €St une famille

d’espaces de Banach alors IP((X,,)nen,) est un espace de Banach.

Démonstration. Vu les propriétés des expressions (4.1) et (4.2)) (voir, par
exemple, [15]), celles-ci munissent I'espace I ((X,,)nen,) d'une structure d’es-
pace vectoriel normé.
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Montrons qu'’il est complet. Soit (z(™),en, une suite de Cauchy de I'espace
P((Xp)nen,)- Alors, pour tout ¢ > 0, il existe N € Ny tel que pour tous
r,s > N, ||z — 20|, < e. Autrement dit, si 1 < p < oo,

1
400 P
(Sl = ot <
=1
Donc, pour tout [ € Ny,

Iz — s < .

Ce qui montre que, pour tout [ € Ny, (xl(n)>n€No est de Cauchy dans (X, ||-||.)-
/ . (n) 0

Cet espace étant complet, on en tire que (z; " )nen, converge. Notons x; ’ sa

limite. Montrons que (xl(o))leNO € 1°((X)nen, ). Etant donné e > 0, pour r et

s suffisamment grands, on a ||z — (||, < ¢ et donc

M 1

P
(znm”—x9w> <, (43)
=1

pour tout M, puisque le membre de gauche de (4.3)) converge en croissant
vers ||z — z()||, avec M. Ceci implique

M 1
P
r 0
(zmd>—ﬁwﬂ <-
=1

et donc lorsque M — +oo, ||z — 2], < e. En particulier, (%) appartient
a 1P((Xp)nen,) et est la limite de la suite (2™),cx, dans P((X,)nen, )-

Pour le cas infini, on a

sup ||z — 21|, <.
€Ng

Donc, pour tout I € Ny, (2);)nen, est de Cauchy dans (X, || - [|;). Cette

: o 0) }
suite converge donc dans (X, || - ||;) vers une limite xl( ). A nouveau, mon-

trons que (z(™),cn, converge vers 7(0) = (xl(o))leNO. Etant donné > 0, pour

r et s suffisamment grands, on a ||z — 2|, < & pour tout I et donc
Iz{” — 29, < e. On en conclut que ||z — 2|~ < e. En particulier z(®
appartient & I°°((X,, )nen,) et est limite de la suite (2(™),, dans (X, )nen, )-

[

Définition 4.2.5. Soit (X, ||-||n)nen, une famille d’espaces de Banach. Pour
tout n € Ny, soit K,, € L(X,,) tel que
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1) K, est injectif;

(1)
(2) Im(K,,) est dense dans X, ;
(3)

3) La norme opérateur de K, vaut 1

(4) K" est compact mais K"! ne l'est pas.
Remarque 4.2.6. Pour tout n € Ny, puisque ||K,|| =1, on a
1 (@)l = 1 EKn (B (@)l < 1K (@)l < - < ]
quel que soient [ € Ny et z € X,,.

Définition 4.2.7. Soient 1 < p < 0o et (X, | ||ln)nen, une famille d’espaces
de Banach. On pose

S P ((Xn)newy) = P((Xn)newo) t (Tn)nere = (07 Kn(@))newy  (44)

Proposition 4.2.8. Soient 1 < p < oo et (Xy, || - |[n)nen, une famille d’es-
paces de Banach. L’opérateur S de la Définition [{.2.7 est bien défini.

Démonstration. 11 suffit de montrer que si = € [P((X,)nen,) alors
S(z) € P((Xp)nen,)- Si 1 <p< +o0,0na

15(x Z In™" K () I,
nZln [ K (@)l )

Sllznlln car | Kn|[=1
+oo
< > n Pzl
n=1
+o0
<> lzally
n=1

< lzfp < +o0
Dans le cas infini, pour les mémes raisons, on obtient

1S(@) ]l = sup [[n~ Ky (@a)lln < sup [lzalln = [zl < +o00.

nelNg nelNg

]

Lemme 4.2.9. Soient (X,T) et (Y,T") des espaces topologiques et A une

partie dense de X. Si f : X — Y est continu et surjectif alors f(A) est dense
dans 'Y .
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Démonstration. Soit A une partie dense de X ; il suffit de montrer que

Y C f(A). Puisque f est surjectif, on sait que f(X) =Y. Or, A est dense

dans X donc X = A. De plus, f est continu, on a donc

Y = f(X) = f(A) C f(A).
0

Lemme 4.2.10. Soient (X, Ta)aca une famille d’espaces topologiques. Pour
tout « € A, D, est dense dans X, si, et seulement si[],ca Do est dense dans

HaeA Xa'

Démonstration. Supposons que pour tout a € A, D,, est dense dans X,,. Soit
2 un ouvert de base non-vide de [],c4 X,. Par définition,

Q= T Qa0 Q =

w, ouvert (non-vide) de X, si o € {ay,...,q,},
aEA

X, sinon.

Puisque D, est dense dans X,, pour tout a € {ay,...,a,}, on sait que
wa N Dy # 0. De plus, pour tout @« € A\ {aq,...,a,}, il est évident que
Q, N D, # 0. 1l s’ensuit que tout ouvert de base du produit rencontre
[Ioea Do. Ce dernier est donc dense dans le produit.

Réciproquement, fixons oy € A et soit w un ouvert non-vide de X,,,. Alors

T (w) est ouvert dans le produit. Par densité de [T,ea D, il existe (24)a

tel que (2q)a € To) (W) N1aea Da- Il sensuit que zq, € wN Dy, et done Dy,
est dense dans X,,. ]

Proposition 4.2.11. L’application S définie en (4.4)) a les propriétés sui-
vantes

(1) S € LUIP((Xn)neno)) 5

(2) S est injectif ;

(3) Tm(S) est dense dans IP((X,)nen,)) 5
(4) Aucune puissance de S n'est compacte.

Démonstration. La linéarité et l'injectivité de S découlent directement du
fait que pour tout n € Ny, K, est linéaire et injectif. Quant a la continuité
de S, elle résulte des mémes majorations qu’a la Proposition [4.2.8]
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De plus, la multiplication par un scalaire non-nul est continue et sur-
jective. Ainsi, par le Lemme m, pour tout n € Ny, n ' (Im(K,)) est
dense dans X,, puisque Im(K,) lest. Le Lemme implique alors que
(n™ ' (Im(K,,)))nen, est dense dans IP((X,)nen, ). Ce qui montre que Im(S)
est dense dans IP((X,,)nen, )-

Enfin, procédons par I'absurde et supposons que S™ est compact pour un
certain m € N. Alors, pour tout n € Ny, (S™(+)), = n " K]"(-) est compact
Or, par hypothese, K|’ ; n’est pas compact. La contradiction en résulte
aussitot étant donné la continuité de la multiplication par un scalaire. O
Proposition 4.2.12. Soit 1 < p < oco. L'opérateur

T = 87" :Im(S) C "((Xa)neny)) = I((Xn)ner,))

est linéaire fermé et densément défini.

Démonstration. Premierement, on sait que 'inverse d’un opérateur linéaire
est linéaire.

Ensuite, puisque S est continu, son graphe Gg est fermé. De plus, puisque
S est injectif et densément défini, par la Proposition 4.1.7, on en tire que G

est fermé.

Enfin, T est densément défini puisque dom(7") = Im(S) qui est dense
dans IP((X,)nen,)) par la Proposition [4.2.8] O

On sait déja que la limite projective domy,(7"), ou T" est 'opérateur défini
a la Proposition [£.2.12] est un espace de Fréchet. Montrons qu'il est de plus
Montel mais non-Schwartz.

Proposition 4.2.13. La limite projective dom..(T) n’est pas un espace de
Schwartz.

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que les normes
1Tl et DN, (4.5)
k=0

ou 1 < p < oo, sont équivalentes sur dom(7™). En effet, pour tout
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Chapitre 4. A partir d'un opérateur linéaire fermé

x € dom(T™),si 1 < p < oo, on a
17" ()]l < Z 17" ()1

<N T (@)l

=0 —gn—k()
1
. X k—n gon—k/in g —n p !
SZ Z”L/Kz (K ()i
k=0 \I=1 <1
1
P
. = n—k Ping—n P
<> [T K ()]
k=0 \1=1 T~

<1 car ||K;||=1

n

<3 (Slew )

ki 17" ()
< (n+ D7) o

Pour le cas infini, le méme raisonnement conduit aux majorations

1
p

177 ()l < Z IT* @)l < (n+ DIT" (@) -

Ensuite, procédons par I’absurde et supposons que dom(7") est un espace
de Schwartz. Dans ce cas, I'inclusion

i :domeo(T) — IP((Xp)neny)

est compacte en vertu du Lemme [I.5.15] La compacité de i implique 'exis-
tence d’un nombre n € Ny tel que

i < (dom(T™), |77 ()[liw) = IP((Xn)nen ),

vu la définition de la topologie de dom (7)) et 1’équivalence entre les topo-
logies obtenues en début de démonstration (cf. (4.5))).

Montrons ensuite que la compacité de 7,, implique que 7'~ est compact.
Soit
B ={x € dom(T") | ||T"(z)||» < 1}
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la boule unité de (dom(7™), || 7"(-)||» ). Par hypothese sur i, on a que i,,(B) =
B est compact dans IP((X,,)nen, ). Soit B' = {y € Im(T™) | ||yll» < 1} la
boule unité de P((X,)nen,); il faut montrer que T7"(B’) est relativement
compact. Pour tout y € B’, on a

(T )l = llyllew < 1.

Donc T7™(B’) C B, d’ou T~ "(B’) est précompact, i.e. relativement compact
vu que l'espace (dom(T™), || T"(-)||») est complet. Ainsi, 7" est compact, ce
qui entraine une contradiction puisque 7! = S et qu’aucune puissance de
S n’est compacte. ]

Définition 4.2.14. Pour tout J € Ny, ¢; désigne la projection

+o0 +o0
¢ ] domao(K, ") = J] domeo (K, ") ¢ (2))jen, = (21, -..,2,0,...).
n=1

n=1
Proposition 4.2.15. La limite projective domy,(T') est un espace de Montel.

Démonstration. Le fait que domy(7") est tonnelé est direct puisque c’est un
espace de Fréchet.

Il reste a montrer que toute partie bornée de dom,(7") est précompacte.
Soient k € Ny, ¢ > 0 et D C domy.(T") borné. Par hypothese, il existe C' > 0

tel que

sup |75 (2)||w < C.
zeD

On peut donc trouver ng € Ny de sorte que

1
—sup ||[T*(x)]|p < no.
€ zeD

De plus, [[12 dom (K1) et domy(T) induisent la méme topologie sur
Gno (TT125 domy (K, 1)). De fait, pour j € Ny et # € domy(T), on a

1 (@)l < (107 K (@)l < 1TV (2)

pour tout n € Ny. En particulier, on a I'inclusion
+00
dome(T) — [] domao (K, ).
n=1

Inversement, pour x € ¢, (IT,/>] dom, (K, 1)),

1TV (@)llr < 1o sup (10 Ky () lln < m™ sup (1K (20)] ]

1<n<ng 1<n<ng
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Ensuite, pour tout n € Ny, domy, (K, ') est de Schwartz. Soit B un voi-
sinage borné de l'origine dans dom (K, ™). On a que B = KJ'(K,™(B)) est
relativement compact puisque par hypothese K] est compact : soit € > 0;
puisqu’on a

Bc |Jz+eB,

zeB

il existe x1,...,xy € B tels que

B C{xy,...,xn} +B.

Ceci implique que dom(K;;™) est de Schwartz[} Par définition de domo (K1),
ses semi-boules sont incluses dans les boules de dom(K ;™). On en conclut
que domy, (K1) est de Schwartz. En particulier, il est de Montel.

Le produit d’espaces de Montel étant de Montel, on conclut de ce qui
précede que ¢, (1125 domy, (K 1)) est de Montel. 1l s’ensuit que ¢, (D) est
relativement compact dans []125 domy, (K 1)) et donc dans dom,(7T'), étant
donné I'équivalence des topologies engendrées.

1. Le lecteur familier avec les opérateurs compacts aura directement conclus : puisque
dom (K, ™) =Im(K") ot K est compact, toute partie bornée de dom(K, ™) est relative-
ment compacte.
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De plus, d'une part, si 1 < p < o0,

sup || 7" (& — g () liw = sup [|ST* (2 = dny ()10
zeD z€D

B =

—sup | S KR (1 — (o (@))) |17

xzeD =1

=0 si [<ng
1

= sup ZO:O Hl1Kz((lel)'““(xz))|!f>p

zeD l=np+1

3=

+oo
<sup [ 3 (CDP KPR @) 7

zeD l=nop+1

1 <1
—n0+1 =
1
<L s 3 naxryr@r)
no+1lazep \ ;07
1 P
< su 1Kt k+1 p
< o (S ok
—~  su Tk+1
< s 751
<enyg
ENyg
< < €.
N + 1

D’autre part, dans le cas infini, par un raisonnement entierement similaire,
on trouve

ENgo
o + 1

sup [|[ 7" (2 — ng ()l = sup |7 (2) 1= <
€D zeD
Donc D est précompact dans dom,(7") puisque

D C ¢ny(D) + (id =¢ny ) (D) S ¢y (D) + {z € domee(T) | | T*(2)[|ir < €}

]

4.3 Des exemples concrets

Dans cette section, on fournit des exemples d’espaces de Banach
(X, || - |ln) et d'opérateurs K, satisfaisant les conditions (1) a (4) de la

95



Chapitre 4. A partir d'un opérateur linéaire fermé

Définition [4.2.5] En conservant les notations introduites a la section précé-
dente, on a aura alors généré des espaces domy,(7') qui sont Fréchet-Montel
mais pas Schwartz.

Exemple 4.3.1. Soit C°([0,1]) = {f € €°([0,1]) | f(0) = 0} muni de la
norme || f{| o1y = SUPzejo, |/ (@)]-

Définition 4.3.2. L’opérateur  de Volterra est I'opérateur
vV C°(]0,1]) — C9([0,1]) définit par

Vi@ = [

Définition 4.3.3. Soit (f;)icr une famille d’applications définies sur un es-
pace métrique X et a valeurs dans K. On dit que (f;)ies est équicontinu si
pour tout € > 0 et pour tout x € X, il existe n > 0 tel que

d(z,y) <n=|f(z) - fly)l <e

quel que soit f € (fi)ier-

Théoréme 4.3.4 (Théoreme d’Arzela-Ascoli). Soit X un espace métrique
compact. Une partie K de C°(X) est précompacte dans (K, |-|) si et seulement
st elle est simplement bornée et équicontinue.

Démonstration. Voir [5]. O
Proposition 4.3.5. Lopérateur de Volterra est un opérateur compact.

Démonstration. Soit B = {f € C°([0,1]) | 1/l Gogo,1y < 1} Montrons que
V(B) est relativement compact dans (K, | - |). Par le Théoreme de Arzela-
Ascoli m il suffit de montrer que V(B) est simplement borné et équicon-
tinu.

Soient f € B et x € [0,1]. Alors
V@< [0 dt <l f o), < L
Donc V(B) est simplement borné.
De plus, pour fe Bet 0<x<y<1,ona

V(H)@) =V < [T 170] dt < =) lgugo, < 0= 2)

Ce qui termine la démonstration. O
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Proposition 4.3.6. L’opérateur de Volterra et injectif et image dense dans

CO([0,1]).

Démonstration. L'opérateur de Volterra est injectif sur C°([0,1]) puisque si
V(f) = V(g) sur [0, 1], par le Théoreme fondamental de 1’Analyse, les fonc-
tions f et g sont égales presque partout; ces fonctions étant continues, elles
sont donc égales partout.

De plus, pour tout f € C°([0,1]), par le théoreme de Weiertrass, il existe
(P,)nen, une suite de polynoémes telle que P, — f uniformément. Pour tout
n € Ny, soit P, le polynéme de C°([0,1]) tel que P, = V(P’). On a donc
V(P!) — f uniformément, ce qui suffit & montrer que Im(V') est dense dans

CO([0,1)). O
Fixons n € Ny, soient
Ly - CO([0,1))" = C°([0,1])" : (#j)1<j<n = (z2,...,2n,0)  (4.6)
et

A, CO[0,1]))" = CO([0,1])" : (25)1<jen = (V(2))122n + La((25)1<j<n)-
(47)

Proposition 4.3.7. Pour tout n € Ny, on pose K,, = (|| A,||7") A, ot A, est
Vopérateur définit en (4.7)). Alors K,, satisfait les conditions suivantes :

(1) K, est injectif;

(2) Im(K,,) est dense dans C°([0,1])" ;

(3) [l = 15

(4) K" est compact mais K"~ ' ne l’est pas.

Démonstration. Soit n € No. Montrons que A, est injectif. Supposons avoir
z,y € CY([0, 1])n tels que A,(z) = A,(y). Par définition de A,, on a le
systeme suivant :

V(e) +x2  =V(n) + 2

: | (4.8)
V(tn1)+xn =V(Yn-1)+Yn
V<xn) - v(yn)
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Par injectivité de l'opérateur de Volterra, de la derniere ligne de on
déduit que z,, = y,. En injectant ce résultat dans la précédente ligne, on ob-
tient V(2n_1) = V(¥n_1). A nouveau, l'injectivité de V permet d’en déduire
que Tp—1 = Ynp—1. En continuant de la sorte, on obtient x; = y; quel que
soit j € {1,...,n} et donc A, est injectif. La multiplication par un scalaire
non-nul étant continue, il s’ensuit que K, est injectif.

Ensuite, puisque 'opérateur de Volterra est a image dense dans C([0,1]),
par le Lemme [4.2.10} (V(z;))1<;<n est dense dans C°([0,1])".

Trivialement, on a || K, | = 1.

Par définition, pour tout z € C°([0,1])", A%(z) = (V"(x;))1<j<n. Soit
B la boule unité de C9([0,1])". Par définition, B = B ou B’ est la boule
unité de C°([0, 1]). Puisque 'opérateur de Volterra est compact, toutes ses
puissances le sont. De plus, puisque V"(B’) est relativement compact dans
C°([0,1]), le Théoreme de Tychonoff implique que (V"(B’))" est relative-
ment compact dans C°([0,1])". La multiplication par un scalaire non-nul
étant continue et surjective, le Lemme permet alors de conclure que K
est compact.

Montrons & présent que A”~! n’est pas compact. A nouveau par conti-
nuité de la multiplication par un scalaire non-nul, la conclusion s’ensuivra.
Remarquons que puisque C~0([O, 1]) est de dimension infinie, L"~! n’est pas
compact. Par continuité des translations, on en tire que A"~ n’est pas com-
pact. ]

Exemple 4.3.8. Soient 1 < p < oo et (I7,] - ||;») I'espace des suites de
Lebesgue muni de la norme usuelle.

Proposition 4.3.9. Soit 1 < p < oco. L’opérateur diagonal
AP =17 (xn)neNo = (n_lxn)neNO
est injectif, a image dense et compact.

Démonstration. 11 est évident que A est injectif. Ensuite puisque [P est dense
dans lui-méme et que la multiplication par un scalaire non-nul est continue
et surjective, A est a image dense dans [P. Il est de plus compact en vertu
du Lemme puisque (n™!),en, converge vers zéro. O

A nouveau, on définit les opérateurs L, et A, de maniere similaire a
I"Exemple Soient 1 < p < o0 et n € Ny, on pose

Lo (I7)" = (") : (2))12jn = (T2, ., 20, 0) (4.9)
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et
Ap o ()" = (IP)" : (5)1<i<n = (A(T)))1<i<n + Lu((Tj)1<j<n)- (4.10)

Proposition 4.3.10. Pour tout n € Ny, on pose K, = (||An||"1)A, ot A,
est Uopérateur défini en (4.10)). Alors K, satisfait les conditions suivantes :

(1) K, est injectif;

(2) Tm(K,) est dense dans (IP)" ;

(3) | Knll =1,

(4) K est compact mais K"~' ne l’est pas.

Démonstration. Les points (1), (2) et la premiére partie du point (4) dé-
coulent de la Proposition [£.3.9 Le troisiéme point est trivial.

L’espace [P étant de dimension infinie, L"~! n’est pas compact. Par la
continuité des translations, on en tire que A"~ n’est pas compact. La conti-
nuité de la multiplication par un scalaire non-nul permet alors de conclure.

]

Exemple 4.3.11. Soit (co, ||-||;=) 'ensemble des suites bornées qui convergent
vers 0 muni de la norme uniforme.

Soit n € Ny. Dans cet exemple, on considere a nouveau les applications
Ly, (co)" = (co)™ i (z5)1<j<n — (T2, ..., Ty, 0) (4.11)
et
An t(co)" = (co)" : (@ihgjen = (A()))1gjzn + Ln((T))1<j2n).  (4.12)
ou A est 'opérateur diagonal
A:cog— ey (2n)neng — (N 20 ) nen,.-

Les mémes raisonnements qu’a 'Exemple permettent de conclure
que L™ n’est pas compact et donc que A”~! ne I'est pas non plus tandis que
A" Pest. On en tire que Uopérateur K,, = (||A,|~)A, satisfait les conditions
(1) & (4) de la Définition [4.2.5
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Annexe A

Sur la dimension diamétrale

A.1 Diametre de Kolomogorov

Dans cette annexe, nous désignons par X un K-vectoriel et A, B C X des
ensembles pour lesquels il existe p > 0 tel que A C uB.

Notation A.1.1. On note
L,(X)={AC X | dim(A) <n}.

Définition A.1.2. Le n-iéme diametre de Kolmogorov de A par rapport d
B est le nombre

0n(A,B) =inf{d > 0| 3L € L,(X) tel que AC 6B+ L}.

Remarque A.1.3. Pour tout n € Ny, le singleton {0} € Ly(X) et A C
uB + {0}. L’ensemble

{6>0]3LeL,(X)tel que AC OB+ L}

est alors non vide. La définition proposée est donc licite. De plus, cela im-
plique que §,(A, B) > 0, quel que soit n € Ny.

Proposition A.1.4. Soit n € Ny, on a
(1) ns1(B, A) < 0n(B, A) ;

(2) 6u(B, A) € [0, p].
De plus, la suite (5,(B, A))nen, converge vers 6 < p.
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Démonstration. Le premier point découle de la définition, tandis que le se-
cond provient de la remarque [A.1.3]

De plus, la suite (6, (B, A))nen, étant décroissante et minorée par 0, elle
converge. O

Proposition A.1.5. Soient Ay, By C X tels que Ag C A et B C By. Pour
tout n € Ny, on a
dn(Ag, Bo) < 6,(A, B).

On a méme 0,,(Ao, B) < 6,(A, B) et 0,(A, By) < 0,(A, B).
Démonstration. C’est direct. O

Proposition A.1.6. Soient C' C X et v > 0 tel que B C vC. Pour tout
n,m € Ny, on a

Snim(A,C) < 6,(A, B)on(B,C).

Démonstration. Remarquons que, puisque A C vuC', 'expression 6,1, (A, C)
a du sens. Soient alors 01,92 > 0, Ly € L,(X), Ly € L,,,(X) tels que

AC 0B+ Ly et BC 0,C+ Lo.
Il vient A C 61(62C + Lo) + L. Autrement dit,
A C 6,6,C + Lo+ Ly.
Puisque Ly + Ly € L4, il s’ensuit que
Onam (A, C) < 0,(A, B)on(B,C).

Proposition A.1.7. Soient n € Ny et \,v > 0. Alors

A5 (A, B) = 6,(AA, vB).
14

Démonstration. Soient 6 > 0 et L € L,(X) tels que AA C §(vB) + L. On a
alors que A C ”763 + L et donc 6,(A, B) < §6. On en conclut que

A
;(5n(A, B) < 6,(MA,vB).
Ensuite,

-1

%%(AA, vB) = ilan(m, vB) < 6,(A, B).

Autrement dit, 25,(A, B) > §,(AA, vB). Et la conclusion s’ensuit aussitot.
[
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Proposition A.1.8. Soit Ay C X tel que, pour pg,v > 0, Ay C uoB et
A CvAy. Alors,
on(A, B) = v, (Ao, B).

Démonstration. Cela découle successivement des Propositions et[A 17
]

Proposition A.1.9. Si X de dimension finie alors pour tout n > dim(X),
dn(A, B) =0.
Démonstration. C’est trivial. ]

Notation A.1.10. Si A est un ensemble absolument convexe de X, on note
(A) 4. sont enveloppe absolument convexe.

Proposition A.1.11. Si B est absolument convexe alors
6n(Aa B) = 6n(<A>aca B)a
quel que soit n € Ny.

Démonstration. Puisque que A C (A),., par la Proposition [A.1.5, pour tout
n e No,
0n(A, B) < 0,((A)ge, B).

Ensuite, soient § > 0 et L € L,,(X) tels que A C B + L. Alors, puisque
A et L sont absolument convexes, on a

(A)ge C OB+ L.
0

Proposition A.1.12. Soient Y un K-vectoriel etT : X — Y une application
linéaire. Alors, pour tout n € Ny,

5,(T(A), T(B)) < 6,(A, B).
Démonstration. L’expression 6, (T (A), T(B)) a effectivement du sens puisque

T est linéaire et donc T'(A) C uT(B).

Soient § > 0 et L € L,(F) tels que A C 6B + L. Par définition de T,
on en tire que T'(A) C 0T(B) +T(L), avec T(L) € L,,(F). Par définition du
diametre de Kolomogorov, il s’ensuit que

0n(T(A), T(B)) <.
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Remarque A.1.13. En particulier si 7' : X — Y est un isomorphisme alors
pour tout n € Ny, 6,(T(A),T(B)) = 6.(A, B).

Les résultats qui suivent mettent en évidence les liens la précompacité et
les diametres de Kolmogorov.

Théoréme A.1.14. Soient A C X absolument convexe et absorbant et
K C X absorbé par A; K est précompact par rapport a A si, et seulement si

lim §,(K,A) =0.
n— oo

Démonstration. La condition est nécessaire : fixons € > 0. Puisque K est
précompact par rapport a A, on sait qu’il existe xq,...,zxy € X tels que
K C {xy,...,z,} + €A. Bien sir, pour tout n > N, )xy,...,zn(€ L,(X).
Donc

(K, A) <e.

puisque K C eA+)xy,...,xn(. Autrement dit, 0,(K,A) — 0 lorsque
n — 400, vu que € est arbitraire.

Pour la réciproque, fixons a nouveau € > 0. Par hypothese, il existe
M € Ny tel que, pour tout n > M, §,(K,A) < . Soient alors 0 €]0F[ et
L € Ly (F) tels que K C §A + L. En particulier, vu que A est équilibré, on
K C $A+ L. Soit py la jauge de Minkowski de A et posons Ly = LNker py. Il
est clair que Ly est un sous-espace vectoriel de L. Soit Ly un supplémentaire
de Ly dans L. On a

K§§A+L

ZA + (L1 & L2)

ZA + (LNkerpa @ Ly)

€ €
C-A4+-A+L
=1 +4 + Lo

E
— A+
g4t e

puisque L; C kerpa C $A. De plus puisque, par hypothese, K est absorbé
par A, il existe u > 0 tel que K C pA. Ainsi, pour tout z € K, il existe
a € Aetl € Ly desorte que z = Sa+ 1. Don, | =2~ Sa € K—5A Or,
K —5AC (u+5)A. Par convexité de A, on a que I € (u— 5)A. Il vient alors
€

g
K C (§A+L2) N (p— 5)A.
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A.1. Diametre de Kolomogorov

L’espace (Lg, pa) étant fini et normé, il est isomorphe a (K™, |-|) ou m est la
dimension de Ly. L’ensemble Ly N (1 + 5)A étant borné, I'isomorphisme entre
(L2, pa) et (K™, |]) nous permet d’affirmer qu’il est précompact. Il existe donc
T1,...,xN € Ly, pour N € N de sorte que Ly N (4 5)A C {z1,..., x5} + SA.
On a donc, K C {zy,...,onx} + 5A. Ce qui suffit. ]

Corollaire A.1.15. Soient X un espace localement conveze et K C X ; K
est un précompact de X si, et seulement si K est borné et pour tout voisinage
absolument convere V €V, dans X,

lim 6,(K,V) =0.

n—-+o0o
Démonstration. Cela découle directement du Théoreme [A.T.141 O

Proposition A.1.16. Soient B C X absolument convexe absorbant et
A C X un ensemble absorbé par B. Alors, pour n € Ny, on a

0n(A,B) =inf{o0 >0 | IN € Np,z1...,2x € X avec N <n (A1)
et ACOB+ ({1, .., 2N })ac}-

Démonstration. On note 7, (A, B) le membre de droite de (A.1)). Vu que
(X)ae €)X, quel que soit 'ensemble X, il est clair que d,,(A, B) < v,(A, B).

Pour 'autre inégalité, soient 6 > 0 et L € L,(X) tels que A C 6B + L.
Posons Ly = L N kerpp et soit Ly son supplémentaire dans L. Pour tout
€>0,L, C5Bet AC(d§+5)B+ Ly. De plus, si > 0 est tel que A C puB,
alors

AC(F+2)B+LaN(0+ 5 +1)B.

On remarque alors que 'ensemble LyN(d4-5+4) B est borné dans (Lg, pp). En
utilisant les mémes arguments qu’a la démonstration du Théoréme [A.1.14]
on montre que Ly N (0 + 5 + i) B est précompact. On trouve alors une partie
finie M de Ly de sorte que Lo N (0 + 5 + p)B € M + $B. 1l existe alors
Tei, ..., Ten € Lo avec N < n tels que

LQ N ((5 + % + M)B g %B + <{xe,17 '-'7IE,N}>CLC‘

On en déduit que A C (6+¢)B+ ({1, -y Te N }ae- D'ott (§+€) > v, (A, B),
quel que soit € > 0. La conclusion s’ensuit aussitot. O

Corollaire A.1.17. Soient B C X absolument conveze, fermé et absorbant
et A C X absorbé par B. Sin € N, on a 6,(A, B) = 6,(4, B).
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Annexe A. Sur la dimension diamétrale

Démonstration. Remarquons que 1’expression 0,,(A, B) a du sens puisque B
est fermé. De plus, puisque A C A, en vertu de la Proposition on a
(A, B) <0,(A, B).

Montrons la seconde inégalité. Premierement si n et nul, le résultat est
vérifié puisque, pour § > 0, A C §B équivaut a avoir A C §B. Ensuite, si
n # 0 alors, vu que B est absolument convexe et absorbant, par la Proposi-
tion il existe § > 0, N < n et {x1,...,zx} une partie finie de F tels
que A C 6B + (x1,...,N)qe- Remarquons que ({x1,...,2x})qc est compact.
En effet, c’est 'image du sous-compact

N
k=1
par 'application

N
¢:KN—>X:Ar—>Z/\k:1:k.

k=1
On en déduit donc que 6B + ({1, ..., TN })ac est fermé dans X. D’ou,
Z Q 6B + <{[E1, --~>$N}>ac~
Ce qui montre que §,(A, B) < § et donc 6,(A, B) < 6,(A, B).

Au total, on a 6,(A, B)

5.(A4, B). O

A.2 Dimension diamétrale

Notation A.2.1. Soit (X,7) un espace topologique. On désigne par By une
base de voisinage de 0 dans (X, 7).

Définition A.2.2. Soit (X,7T) un espace topologique vectoriel de K; la
dimension diamétrale de X est

A(X)={z €ew|VB € By, 3B’ € By tel que B C B et (x,0,(B’, B))nen, € o}

Remarque A.2.3. La Proposition assure que la définition ci-dessus
est indépendante de la base de voisinage de 0 choisie.

Définition A.2.4. Soient (X,7) et (Y,7T’) des espaces vectoriels topolo-
giques; une application T' : X — Y ; T est presqu’ouverte si, pour tout

VeV, dans (X,7)onaT(V) eV, dans (Y,T7).
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A.2. Dimension diamétrale

Remarque A.2.5. Il est clair que toute application ouverte est presqu’ou-
verte.

Proposition A.2.6. Soit (X,7),

(1) si (Y, T") est un espace vectoriel topologique et T : X — Y est linéaire,
continu et ouvert, alors A(X) C A(Y').

(2) Si (Y, T') est localement convexe et T : X — Y est linéaire, continu et
presqu’ouvert, alors A(E) C A(F).

Démonstration. Soit T : X — Y une application linéaire, continue entre
deux espaces vectoriels topologiques. On note By y une base de voisinage de
0 dans Y. On considere x € A(X) et B € Byy. Vu que T est continu, on
peut trouver A € By x tel que T(A) C B. Par définition de A(E), il existe
Ay € By x tel que Ay C A et 2,6, (Ag, A) — 0, lorsque n — +o0.

Puisque T est ouvert, il existe B' € Byy tel que B' C T'(Ap). On trouve
alors

571(3,7 B) < 5n(T(AO)a T(A)) < 5n(A07 A)a

en combinant les Propositions [A.1.5) et [A.1.12l On en tire que
n6,(B', B) € ¢p. On a donc z € A(Y).

Ensuite, puisque F' est absolument convexe, on peut considérer une base
By constituées de voisinages absolument convexes fermés de 0 dans (Y, 7).
Dans ce cas, il existe B’ € Byy tel que B’ C T(A). Du Corollaire , on
déduit que

On conclut comme au paragraphe précédent. O
Remarque A.2.7. Si (X, T) et (Y, 7") sont isomorphe alors A(X) = A(Y).

Remarque A.2.8. La dimension diamétrale est donc un invariant linéaire
topologique sur la classes de espaces vectoriels topologique de K.

Proposition A.2.9. Soit (X,7) un espace vectoriel topologique. On a
Co Q A(X)

Démonstration. De la Proposition [A.1.4] il vient 6, (U, U) < 1 quel que soit
UeVyde (X,T). O

Théoréme A.2.10. Soit (X,P) un espace localement convexe. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :
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Annexe A. Sur la dimension diamétrale

(1) (X, P) est un espace de Schwartz,
(2) los € A(X),
(3) co C A(X).

Démonstration. 1l est clair que (1) implique (2) et (3) est un corollaire de
(2). Il reste donc a montrer que (3) implique (1). Soit z € A(X)\ ¢y, il existe
donc C' > 0 tel que (zy,), > C quel que soit n € Ny, avec (xg, )nen, une
sous-suite de x. Soit V' € By ; par hypothese, il existe U € Bx absolument
convexe tel que U CV et (2,0,(U, V),)nen € co. Or, puisque

1
quel que soit n € Ny, on déduit de la Proposition que
(0k,, (U, V') )nen, € o Ainsi (0,(U, V'))nen, converge vers la méme limite. [

Remarque A.2.11. Ce dernier résultat implique, en particulier, que si
A(X) = ¢ alors (X, P) n’est pas de Schwartz et inversement.

Définition A.2.12. Soit (X,P) un espace localement convexe ; on pose
Ay(X) ={r €w | VV € By, VB borné de X, (2,6,(B,V))nen, € Co}-
Proposition A.2.13. Soit (X, P) un espace localement convexe, on a
A(X) C Ap(X).
Démonstration. Cela découle des Propositions [A.1.5]et [A.1.7] ]

Théoréme A.2.14. Soit (X,P) un espace localement convexe. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(1) (X, P) est pseudo-Montel,
(2) loo © Ap(X),
(3) co & Ap(X).

Démonstration. 11 suffit de procéder de la méme maniere que pour le Théo-

reme [A2.10 O

Proposition A.2.15. Soit (X, P) un espace localement conveze,

(1) si (X,P) n’est pas pseudo-Montel alors A(X) = Ay(X) = ¢p.

(2) Si (X,P) est pseudo-Montel mais mnon  Schwartz, alors
A(X) = C g Ab(X)

Démonstration. Cela découle des théorémes[A.2.101 et [A.2.14] O

68



Bibliographie

1]

2]

3]

[9]
[10]

[11]

[12]

[13]

D. Alpay, H. Attia, and D. Levanony. White noise based stochastic
calculus associated with a class of gaussian processes. 2010.

S. Bennabi. Une Introduction aux Espaces Localement Convexes, Pré-
paration au Mémoire. Master’s thesis, Université de Liege, 2020.

H. Bourles. Fundamentals of Advanced Mathematics V2 : Field ex-
tensions, topology and topological vector spaces, functional spaces, and
sheaves. ISTE Press, 2018.

L. Demeulenaere. Diametral dimensions and some applications to spaces
SY. PhD thesis, Université de Liege, 2018.

C. Esser. Analyse Fonctionnelle, Note de cours. 2021.

K. Floret. Fréchet-Montel-spaces which are not Schwartz-spaces. Por-
tuguliae Mathematica, 1983.

H-G. Garnir. FEspaces linéaires a semi-normes I et II. Université de
Liege. Institut de mathématique, Liege, éd. provisoire 1966 edition, 1966.

A. Grothendieck. Sur les espaces (F) et (DF). Summa Brasiliensis
Mathematicae, vol. 3, no 6., 1954.

A. Grothendieck. Topological vector spaces. Gordon and Breach, 1973.
H. Jarchow. Locally Convex Spaces. Mathematische Leitfaden, 1981.

J. Kakol and S. A. Saxon. Montel (DF)-spaces, sequential (LM )-spaces
and the strongest locally convex topology. J. London Math. Soc., 2002.

G. Kothe. Die Stufenrdume, eine einfache Klasse linearer vollkommener
Raume. Mathematische Zeitschrift, 51 :317-345, 1949.

P. Mathonet. Topologie Générale, Notes de cours. 2014.

69



Bibliographie

[14] R. Meise and D. Vogt. Introduction to functional analysis. Oxford
graduate texts in mathematics, 2. Clarendon Press, Oxford, 1997.

[15] S. Nicolay. Théorie de la Mesure, Note de cours. 2012.
[16] J-P. Schneiders. Analyse Fonctionnelle, Notes de cours. 2018.

[17] V. Wrobel. Generating Fréchet-Montel spaces that are not Schwartz by
closed linear operators. Arch. Math., Vol. 46, 257-260, 1986.

70



Index

diametre de Kolmogorov, 61
dimension diamétrale, 66

espace
de Baire, 5
de Fréchet, 3
de Montel, 8
de Schwartz, 5
des suites finies, 20
pseudo-Montel, 8
quasi-normable, 8
semi-Montel, 8
tonnelé, 7
localement convexe, 1

limite projective, 10
matrice de Kothe, 17

opérateur
compact, 12
densément défini, 44

fermé, 44

ouvert, 43

précompact, 37
relativement ouvert, 43

précompact, 4
produit d’espaces localement
convexes, 9

relativement compact, 8

semi-normes canoniques, 18
systeme fondamental de bornés,
22

théoreme
de Baire, 5
de Dieudonné-Gomes, 26
de Riesz, 4
du graphe fermé, 44
tonneau, 7
topologies équivalentes, 2



