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Introduction

L’¢tude de la complexité en états a débuté en 1970 avec I'article [12] dans lequel Maslov
a donné la valeur de la complexité en états de certaines opérations (la racine carrée, le dé-
placement cyclique et 1’élimination proportionnelle) mais n’a pas fourni de preuves. Suite
a un renouvellement de l'intérét pour les langages formels au début des années 1990, Yu,
Zhuang et Salomaa [I5] ont poursuivi I'étude. Aprés ¢a, de nombreux autres documents
ont été rédigés a propos de la complexité en états. Plusieurs sous-domaines ont été créés
en fonction que les automates utilisés soient déterministes ou non, que les langages soient
finis ou infinis, etc. Nous allons nous intéresser au cas des automates déterministes pour
n’importe quel langage.

La complexité en états d’'un langage régulier est la taille de son automate minimal et la
complexité en états d'une opération réguliére est la plus grande complexité en états de lan-
gages obtenus en appliquant cette opération sur des langages de complexité en états fixée.
Ainsi, pour calculer la complexité en états, 'approche générale est de calculer une borne
supérieure & partir des caractéristiques de I'opération considérée et de fournir un témoin,
c’est-a-dire un exemple spécifique atteignant la borne qui devient alors la complexité en
états recherchée.

Ainsi, la complexité en états de beaucoup d’opérations unaires et binaires a été déter-
minée de cette fagon, comme par exemple dans [10], [14] et [6]. Derniérement, la complexité
en états de combinaisons d’opérations a été étudiée (et dans la plupart des cas ce n’est pas
simplement une composition des complexités individuelles) comme par exemple dans [11]
et [7].

Nous allons mettre en lumiére les idées de deux articles récents [2] et [3]; tous deux
écrits par Pascal Caron, Edwin Hamel-De le Court, Jean-Gabriel Luque et Bruno Patrou
(ce dernier n’a contribué qu’au premier article).

Ce document est organisé de la fagon suivante. Le premier chapitre rappelle les notions
importantes de la théorie des langages formels et fournit les définitions de base ainsi que

les notations utilisées par la suite.

Dans le chapitre [2| les opérations 1-uniformes sont définies. Nous allons voir qu’on peut
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calculer la complexité en états d’opérations réguliéres en faisant des calculs directement
sur des AFDs. Ainsi, il est pratique de lier ces opérations sur des langages avec des opé-
rations agissant directement sur des AFDs qui sont appelées modificateurs. Les opérations
qui peuvent étre décrites par un modificateur sont dites descriptibles. Divers modificateurs
d’opérations classiques sont présentés et des exemples d’applications sont donnés. Nous
présenterons les modificateurs 1-uniformes qui sont des modificateurs qui peuvent étre as-
sociés a une opération réguliére. Ces modificateurs se comportent bien par rapport a la
composition.

Dans les deux chapitres suivants, nous allons définir des AFDs particuliers, les monstres.
On les appelle "les monstres" car ce sont des AFDs avec un trés grand alphabet. Leur
alphabet est composé de toutes les fonctions de transitions possibles. Nous allons utili-
ser les monstres pour montrer la correspondance entre les opérations et les modificateurs
1-uniformes. Il se trouve qu'un modificateur 1-uniforme décrit toujours une opération 1-
uniforme, et chaque opération 1-uniforme est décrite par un modificateur 1-uniforme. Ainsi,
chaque opération 1-uniforme correspond & une construction sur des AFDs. Finalement, un
résultat majeur sera démontré qui permettra de concevoir une méthode pour calculer la
complexité en états des opérations descriptibles en utilisant les monstres. Pour calculer la
complexité en états d'une opération réguliére, les monstres sont de bons candidats pour
étre des témoins. Aprés ca, nous appliquerons cette méthode pour calculer la complexité
en états de I’étoile, la concaténation, 1’étoile de I'intersection et la racine carrée.

La suite du document se penchera particuliérement sur 'article [3]. Dans le chapitre
bl les modificateurs amicaux vont étre présentés. A tout modificateur 1-uniforme amical
est associé un modificateur standard qui est un autre modificateur décrivant la méme opé-
ration. Afin de montrer une propriété de régularité sur les états finaux d’un modificateur
amical standard 1-uniforme, la suite caractéristique sera définie. En fait, une fonction ca-
ractéristique est associée a chaque état de 'automate de sortie. Un résultat important de ce
document est celui de la correspondance entre les modificateurs amicaux standards et les
opérations amicales obtenues en combinant des racines et des opérations booléennes. Pour
finir, nous calculerons la complexité en états maximale d’opérations amicales, en fonction
de leur arité dans le Chapitre [6]



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les notions importantes de la théorie des langages
formels, définir la complexité en états et fournir les notations utilisées dans la suite du do-
cument. Des explications plus complétes a propos des langages formels et des automates
se trouvent dans [13)].

1.1 Mots et langages

Définition 1.1.1 (alphabet). Un alphabet est un ensemble fini.

Définition 1.1.2 (mot). Soit ¥ un alphabet. Un mot sur ¥ est une suite finie et ordonnée
de symboles. La longueur d’un mot w est le nombre de symboles constituant ce mot ; on

la note |w|. L'unique mot de longueur 0 est le mot correspondant a la suite vide. Ce mot
s’appelle le mot vide et on le note . L’ensemble des mots sur ¥ est noté ¥*.

Définition 1.1.3. Si o est une lettre de ’alphabet X, pour tout mot w = wy - --w; € X%,
on dénote par

wl, = #{i € {1,...,}w = o}

le nombre de lettre o apparaissant dans le mot w.

Définition 1.1.4 (préfixe). Soit w = wy - - - w; un mot sur X. Les mots
€, Wy, WN1W2,...,W1 - Wp—1,W1 "W =W

sont les préfixes de w. L’ensemble des préfixes de w est noté Pref(w).
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Définition 1.1.5 (monoide). Soient A un ensemble et o : Ax A — A une opération binaire
interne et partout définie. L’ensemble A muni de I'opération o posséde une structure de
monoide si les propriétés suivantes sont satisfaites :

— L’opération o est associative :
Vr,y,z€ A: (roy)oz==x0(yoz).
— 1l existe un neutre unique e € A tel que

Ve EA:xoe=¢ecox =2x.

Définition 1.1.6 (concaténation). Soit ¥ un alphabet. On définit I'opération de concaté-
nation sur ¥* de la fagon suivante. Pour tous mots v = uy - - - ug et v = vy -+ - v, Uy, vV; € X,
la concaténation de u et v, notée u - v ou simplement uv, est le mot

Wg+i = U; ,1§Z<l

W = Wy *** Wy OU {

Ainsi, >* muni de 'opération de concaténation est un monoide de neutre €. En particulier,
on définit la puissance n-iéme d’'un mot w comme la concaténation de n copies de w,

wr=w---w.
——

n fois

On pose w? = ¢.

Définition 1.1.7 (langage). Un langage sur ¥ est simplement un ensemble (fini ou infini)
de mots sur 2. En d’autres termes, un langage est une partie de ¥*. On distingue en par-
ticulier le langage vide ().

Passons a présent en revue quelques opérations sur les langages. Tout d’abord, puis-
qu'un langage est un ensemble, on dispose des opérations ensemblistes usuelles comme le
complémentaire, I’'union, l'intersection ou encore 'union disjointe.

Définition 1.1.8 (complémentaire). Soit L C ¥*. Le complémentaire de L est donné par

LY ={we ¥ w ¢ L}.
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Définition 1.1.9 (union). Soient L, M C ¥*. L’union des langages L et M est donnée par

LUM={weX|weLVwe M}.

Définition 1.1.10 (intersection). Soient L, M C >*. L’intersection des langages L et M
est donnée par
LNM={weX|weLAwe M}.

Définition 1.1.11 (union disjointe). Soient L, M C >*. L’union disjointe des langages L
et M est donnée par

Xor(L,M)={weX(we LAwgL)V(wgLAweL}

On dispose également des opérations préfine, concaténation, miroir, étoile de Kleene,
racine n-éme et quotient a droite.
Définition 1.1.12 (préfine). Soit L C ¥*. Le préfine de L est donné par

Prefin(L) = {w =uv € ¥*|u € L,v € ¥"}.

Définition 1.1.13 (concaténation). Soient L, M C ¥* deux langages. La concaténation
des langages L et M est le langage

L-M={uwlue L,ve M}
En particulier, on peut définir la puissance n-iéme d’un langage L, n > 0, par
L" ={w;---wy|Vie{l,...,n},w; € L}

et on pose L? = {e}.

Notation 1.1.1. Soit n > 0. L’ensemble des mots de longueur n sur 3 est X".
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Définition 1.1.14 (étoile de Kleene). Soit L C ¥*. L’é¢toile de Kleene de L est donnée par

L* = UL

120

Ainsi, les mots de Star(L) sont exactement les mots obtenus en concaténant un nombre
arbitraire de mots de L.

Définition 1.1.15 (opération miroir). L’opération miroir est définie par récurrence sur la

longueur de w de la fagon suivante : si |w| = 0, alors w = ¢ et wf = ¢, sinon |w| > 0 et

w=ou,0 €3, uc X et wl=ufo.

Définition 1.1.16 (miroir). Le miroir d’'un langage L est

L% = {u"u e L}.

Définition 1.1.17 (racine). Pour tout n € N, nous définissons la racine n-éme du langage
L par
VL = {w e 2 uw" € L}.

Remarquons que v'L = X* si ¢ € L et () sinon et v/L = L. Par convention, on écrit |/ pour

\2/.

Définition 1.1.18 (quotient a droite). Soient L, M C ¥*. Le quotient & droite de L et M
est donné par
L-M™'={u¢& S*|luv € L pour un certain v € M}.

Définition 1.1.19 (expression réguliére). Soit ¥ un alphabet. Supposons que 0, e, +, -, (, ), *
sont des symboles n’appartenant pas a . L’ensemble Ry, des expressions réguliéres sur 2
est défini récursivement par

— 0 et e appartiennent a Ry,

— Yo € Y, o appartient a Ry,

— si ¢ et 1 appartiennent & Ry, alors
— (¢ + ) appartient & Ry,
— (¢ - ¢) appartient a Ry ;
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— ¢* appartient a Ry.

Notation 1.1.2. Soit @ un ensemble. On note 29 I’ensemble des parties de Q.

Remarque 1.1.1. Soit ¥ un alphabet, 2% est I’ensemble des langages sur 2.

A une expression réguliére, on associe un langage grace a I'application
*
L: Ry — 2”

par
— L(0) =0, L(e) = {e},
— sio € 3, alors L(o) = {c},
— si ¢ et 1 sont des expressions réguliéres,
— L(¢+v) = L(¢) U L(¥),
— L(¢- ) = L(¢)L(¥),
— L(¢") = (L(9))".

Définition 1.1.20 (langage régulier). Un langage L sur ¥ est régulier s’il existe une
expression réguliere ¢ € Ry telle que

L=L(9).

Si ¢ et 1 sont deux expressions réguliéres telles que L(¢) = L(v)), alors on dit que ¢ et ¥
sont équivalentes.

1.2 Automates

Définition 1.2.1 (AFD). Un automate fini déterministe (ou AFD) est la donnée d'un
quintuple
A=(Q,q,F,%,0)

ou

— (@ est un ensemble fini dont les éléments sont les états de A,

— o € @ est un état privilégié appelé état initial,

— I C (@ désigne 'ensemble des états finals,

— X est 'alphabet de 'automate,
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— 0:Q X X — Q est la fonction de transition de A.

Notation 1.2.1. Pour tout AFD A = (Q, i, F, ¥, 6), tout état ¢ € Q et tout lettre a € ¥,
d%(q) signifie §(q, a).

Définition 1.2.2 (AFDC). Si A = (Q,qo, F,%,d) est un AFD et si 0 est une fonction
totale, i.e., § est défini pour tout couple (¢, 0) € @ x X alors on dit que A est un automate
fini déterministe complet (AFDC).

Définition 1.2.3 (langage accepté). Soit A = (Q, qo, F, %, 0) un AFD. On étend naturel-
lement la fonction de transition d & Q x X* de la maniére suivante :
6(q.€) =q
et
d(q,ow) = 0(8(q,0),w),o € B, w € X*.
Le langage accepté par A est alors

L(A) = {w € ¥*|6(qo,w) € F}.

Si w € L(A), on dit encore que A accepte le mot w (ou que w est accepté par A).

Définition 1.2.4 (AFND). Un automate fini non déterministe (AFND) est la donnée d'un
quintuple
A=(Q,1,F, X A)

ou

— () est un ensemble fini dont les éléments sont les états de A,

— I C @ est 'ensemble des états initiaux,

— F C @ désigne 'ensemble des états finals,

— X est ’alphabet de 'automate,

— A C @Q x X* x @ est une relation de transition.

Définition 1.2.5 (langage accepté). Un mot w = wy ---wy est accepté par un AFND
A= (Q,1,F, % A) sl existe qo € 1,1 € N\{0},v1,...,0 € £ q1,...,q € Q tels que
<QO7 V1, q1>7 (Q17U27 QQ)J sy (91—17 v, QZ) € Aa
w=uv---v et q € F.

Le langage accepté par un AFND A est 'ensemble des mots acceptés par A et se note
encore L(A). Enfin, deux AFND A et B sont dits équivalents si L(A) = L(B).
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Théoréme 1.2.1 (Kleene). Un langage est régulier si et seulement si il est accepté par un
automate fini déterministe.

1.3 Automate minimal
Un automate fini déterministe est minimal s’il n’existe pas d’AFD équivalent avec moins

d’états.
Définition 1.3.1. Soit L C ¥* un langage arbitraire. Si w est un mot sur >, on dénote
par w~! - L I'ensemble des mots qui, concaténés avec w, appartiennent & L, i.e.,

w ' L= {ue X |wue L}.
On définit une relation sur ¥*, notée ~, de la maniére suivante. Pour tous x,y € X%,

-1 7 _ -1

r~py&eSx - L=y - L
En d’autres termes, x ~p, y si et seulement si pour tout w € ¥*, xw € L < yw € L.
Remarque 1.3.1. On parle souvent pour ~; de la congruence de Nérode. On note [w],
la classe d’équivalence du mot w pour la relation ~,

[w], ={u € ¥*|u ~p w}.

Définition 1.3.2. Dans le cas d’un automate déterministe A = (Q, qo, F, 2, 0), par analo-
gie avec la notation w~' - L, on utilise la notation suivante. Si ¢ € Q) est un état de A et si
G C @ est un sous-ensemble d’états, on note ¢! - G, ’ensemble des mots qui sont labels
des chemins débutant en ¢ et aboutissant dans un état de G, i.e.,

-G = {w e T'5(qw) € G}
On définit sur () une relation d’équivalence comme suit : si p, ¢ € @, alors

praqep - F=q¢ ' F
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Remarque 1.3.2. Avec la notation que nous venons d’introduire, le langage accepté par
I'automate déterministe A = (Q, qo, F, 3, ) est simplement

g% - F

Définition 1.3.3 (automate minimal). On définit 'automate minimal

AL =(Qr,qo,r, Fr,X,0L)

d’un langage L C ¥* comme suit :
— Qr={w! Llwe X},
— qor=¢"-L=1L,
— Fp={w Llwe L} ={qg€Qrle € ¢},
— dr(q,0) =071 - q, pour tous ¢ € Qr,0 € X.

La fonction de transition de 'automate s’étend a Q) x ¥* par

1

or(q,w) =w""-q,Vq € Qp,w € 3",

Remarque 1.3.3. Au vu de la définition de ~, il est clair que ’ensemble des états de
A, {w™ - Llw € ¥*}, est en bijection avec I’ensemble quotient {[w]z|w € ¥*}. En effet,
a chaque classe d’équivalence [w];, pour ~;, correspond un état de w™' - L de automate
minimal Ay, et réciproquement. C’est pour cette raison que, dans la littérature, on trouve
également une définition de I'automate minimal en termes des classes d’équivalence de ~7.
Ainsi, on aurait pu définir ’automate minimal comme suit :

— Qr = {[w]r|w € £}
— do,L = [€]L
— Fp ={[w],|w € L}

— (SL([w]L,U) = [’LUO']L.

Remarque 1.3.4. Pour tout AFD, il existe un unique automate minimal équivalent (& un
renommage des états preés).

Définition 1.3.4 (accessible). Un automate déterministe A = (Q, qo, F, X, 0) est accessible
si pour tout état ¢ € @, il existe un mot w € X* tel que d(qp, w) = q.
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Définition 1.3.5 (réduit). Un automate déterministe A = (Q,qo, F, X, ) est réduit si
pour tous p,q € Q
p ' F=¢q! F entraine p = q.

En d’autres termes, un AFD est réduit, si les langages acceptés depuis deux états distincts
sont distincts ou encore si chaque classe d’équivalence pour la relation ~4 sur @) est un
singleton.

Définition 1.3.6 (distinguables, équivalents). Par définition de la relation ~,4 sur @,
l'automate est réduit si pour tout couple (p,q) d’états avec p # g,

P Faq.

En particulier, p ¢4 ¢ s’il existe un mot w € ¥* tel que
d(p,w) € Fetdlqguw)gF

ou
d(p,w) & F et 6(q,w) € F.

On dit alors que les états p et ¢ sont distinguables. Si deux états ne sont pas distinguables,
alors ils sont équivalents.

Proposition 1.3.1. Soit L C ¥* un langage. Un automate est minimal si et seulement si
il est accessible et réduit.

1.4 Opérations sur des langages et complexité en états

Une opération k-aire sur des langages est une application envoyant tout k-uplet de
langages définis sur le méme alphabet sur un langage du méme alphabet que sa préimage.
Une opération k-aire est réguliére si elle envoie chaque k-uplet de langages réguliers sur un
langage régulier.

La complexité en états d'un langage régulier L, notée sc(L), est le nombre d’états de
son automate fini déterministe minimal. Cette notion s’étend aux opérations réguliéres. En
effet, la complexité en états d’une opération unaire réguliére ® est la fonction scg telle que
pour tout n € N\{0}, scg(n) est le maximum de toutes les complexités d’état de ®(L)
ou L est de complexité en états n, c’est-a-dire scg(n)=max{sc(®(L))|sc(L) = n}. Plus
généralement, la complexité en états d'une opération k-aire ® est la fonction k-aire scg
qui associe a tout (ny,...,nz)€ (N\{0})* entier

scg(ny,...,ng) = maz{sc(®(L1,..., Lg))|Vi € {1,...,k}, sc(L;) = n;}.
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Il s’agit de la complexité d’états dans le pire cas.

Par exemple, la complexité en états de I'union de deux langages réguliers qui ont
des complexités en états égales respectivement a m et n vaut m - n. Autrement dit,
scy(m,n) = m - n. Cela signifie que pour toute paire de langages réguliers avec les com-
plexités en états m et n, leur union est acceptée par un AFD minimal possédant au plus
m - n états.

Remarque 1.4.1. Pour information, un tableau reprenant les complexités en états d’opé-
rations basiques sur des langages réguliers se trouve dans [6].

Un témoin pour ® est une fagon d’assigner a chaque (nq,...,ng), (supposé suffisam-
ment grand) un k-uplet de langages (Lq, ..., L) sur les mémes alphabets avec sc(L;) =
nVi € {1,...,k}, tel que scg(ny,...,ng) = se(®(Ly, ..., Lg)).

Par exemple, un témoin pour I'union de deux langages réguliers est une paire de lan-
gages réguliers avec les complexités en états m et n tel que leur union est acceptée par un
AFD minimal & exactement m - n états.

1.5 Morphismes

Définition 1.5.1. Soient ¥ et I' deux alphabets. Un morphisme est une fonction ¢ de ¥*
dans I'* telle que, pour tous w,v € ¥*, p(wv) = ¢(w)d(v).

Remarquons que ¢ est complétement défini par sa valeur sur les lettres car ¢(e) = e.

Un morphisme ¢ de ¥* dans I'* est dit l-uniforme si ¢(a) € T' Va € 3. Ainsi, ¢ est
1-uniforme si 'image par ¢ de toute lettre est une lettre. En d’autres mots, un morphisme
1-uniforme est un renommage (pas nécessairement injectif) des lettres.

Proposition 1.5.1. Soit L un langage régulier sur l’alphabet 3 accepté par I’AFD

A= (%,Q,i,F,5) et soit ¢ un morphisme 1-uniforme de T* dans X*. Alors ¢~'(L) est
le langage réqulier accepté par VAFD B = (I',Q,i, F,d") ou, pour tous a € T et q € Q,
d'(g,a) = d(q, ¢(a)).

Démonstration. Un mot w est accepté par B si et seulement si §(i) € F. On a
" (q) = 0(q,p(w)) par induction. Ainsi, un mot w est accepté par B si et seulement si
5 (4) € F. Cependant, pour tout mot v, §°(i) € F si et seulement si v est accepté par
A. On obtient que le mot w est accepté par B si et seulement si ¢p(w) est accepté par A.
Au final, L(B) = ¢~ 1(L(A)).

]
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Ainsi, remarquons qu’on a

Proposition 1.5.2. Soit L un langage régulier et ¢ un morphisme I-uniforme. On a

sc(¢p (L)) < sc(L).

1.6 Transformations finies
Notation 1.6.1. Pour tout entier n, nous écrivons [n] pour {0,...,n — 1},
Définition 1.6.1 (transformation). Soit n un entier. Une transformation t est un élément

de [n]["). Nous écrivons it 'image de i sous t. Une transformation de [n] peut étre repré-
sentée par t = [ig, i1, . ..,i,—1] avec ix, = kt pour chaque k € [n] et i € [n].

Définition 1.6.2 (permutation). Soit n un entier. Une permutation est une transforma-
tion bijective sur [n]. La permutation identité est notée Id.

Définition 1.6.3 (cycle). Soit n un entier. Un cycle de longueur I < n, noté (ig, 1, .. .,%-1),
est une permutation ¢ sur un sous-ensemble I = {ig,...,4_1} de [n] ou ixc = ix41 pour
0<k<l—1etic=ip

Définition 1.6.4 (transposition). Soit n un entier. Une transposition ¢t = (4,j) est une
permutation sur [n] ot it = j et jt =i et pour tous les éléments k € [n]\{i,j}, kt = k.

Définition 1.6.5 (contraction). Soit n un entier. Une contraction ¢ = (ij) est une trans-
formation o it = j et pour tous les éléments k € [n]\{:}, kt = k.

1.7 Notation pratique

Pour tout caractére X et tout entier k donné par le contexte, nous écrivons X pour

(X1,. .., Xe).



Chapitre 2

Opérations 1-uniformes et modificateurs

Nous allons décrire une classe d’opérations régulieres, appelées 1-uniformes qui sont
intéressantes pour 1’étude de la complexité en états. L'intérét de ces opérations est que a
chacune d’entre elles correspond une construction sur des automates finis déterministes.
Ainsi, nous allons définir des algorithmes sur des AFDs appelés modificateurs, qui nous
permettront de calculer la complexité en états d’opérations 1-uniformes. Pour finir, nous
décrirons un sous-ensemble de ces modificateurs qui correspond a ’ensemble des opérations
réguliéres 1-uniformes.

2.1 Opérations 1-uniformes

Nous allons définir les opérations 1-uniformes et en donner des exemples. Nous présen-
terons aussi un exemple d’opération qui n’est pas l-uniforme. Enfin, nous verrons que ces
opérations sont stables par composition. Le lecteur intéressé peut trouver les preuves de la
1-uniformité de beaucoup d’opérations telles que le miroir et la concaténation dans 'article

[5]-

2.1.1 Définition

Définition 2.1.1 (1-uniforme). Une opération k-aire ® est 1-uniforme si elle est réguliére
et si elle commute avec l'inverse de chaque morphisme 1-uniforme, c¢’est-a-dire, pour tout
k-uplet de langages réguliers (L1, .., L) et tout morphisme 1-uniforme ¢,

(@ (L), -, 07 (Li) = ¢~ (®(La, .., L))

Par exemple, I’étoile de Kleene et I'union sont des opérations 1-uniformes.

Proposition 2.1.1. L’étoile de Kleene est 1-uniforme.

20
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Démonstration. Soient ¥ et I' deux alphabets. Soit L un langage régulier sur X, et soit ¢
un morphisme 1-uniforme de I'* dans X*.

— Prouvons d’abord que (¢~(L))* C ¢~'(L*). Soit v un mot dans (¢~(L))*. Il existe
alors un entier n et n mots de ¢~'(L) uy,...,u, tels que v = uy - - u,. De plus, il
existe n mots de L, ty,...,t, tels que ¢(u;) = t;, pour tout ¢ € {1,...,n}. On obtient
é(v) =w avec w =t; -+ - t, et donc v € ¢~1(L*).

— Maintenant, montrons que ¢~ '(L*) C (¢! (L))*. Soit v un mot de ¢~(L*). Il existe

un entier n et n mots de L tq,...,t, tels que ¢p(v) = w, avec w =ty - - - t,,. Comme ¢
est l1-uniforme, ¢(v) = ¢(v1) - - @(v}y)), et chaque ¢(v;) est une lettre de 3. Ainsi, v
et w ont la méme longueur, et ¢(v;) = w;, pour tout j € {1,...,|v|}. Par conséquent,
pour tout @ € {1,...,n}, Si U = U, |4 fta]tltir|+1 * * * Vlts | +lto]+]t:]» OD & P(u;) = 1; et

v =1y U, On a doncv € (¢p~1(L))*
[

Proposition 2.1.2. L’union est 1-uniforme.

Démonstration. Soient E et F deux ensembles. On sait que pour toute fonction ¢ de E
dans F,
P HXUY)=9¢ HX)Uo 1Y), pour tous X,Y C F

En effet, on a

r€p H(XUY)
So(r) e XUY
so(x) € X oug(z) €Y
src¢ (X)ourecp (V)
sz e ¢ (X)Us (V)

Ainsi, il suffit d’appliquer ce résultat au cas particulier : E =TI et F' = X* ou X et I" sont
deux alphabets, et ¢ est un morphisme 1-uniforme de I'* dans ¥*. O

2.1.2 Opérations non uniformes

Beaucoup d’autres opérations unaires réguliéres connues sont 1-uniformes. Par contre,
le quotient a droite est un exemple d’opération réguliére qui n’est pas 1-uniforme.

Exemple 2.1.1. Soient L;, Ly deux langages réguliers. L’opération (Ly, Ly) = L1 - Ly " est
réguliére mais pas 1-uniforme.



2.1 Opérations 1-uniformes 22

Commencons par montrer qu’elle est réguliére.
Soit A PAFD acceptant L;. Nous allons construire un AFD B qui accepte Li.L;". Cet
automate sera identique a A sauf qu’il aura des états finaux différents. Pour chaque état
q; de A, nous allons déterminer de la facon suivante s’il s’agit d’'un état final de B :

— On construit C; TAFD égal & A sauf que 'état ¢; est ’état initial.
— On construit 'AFD D; qui accepte I'intersection de Lo et du langage accepté par C;.
— Si D; reconnait un mot quelconque alors ¢; doit étre marqué comme final dans B.

Il faut reproduire ce processus pour chaque état de A.
Finalement, comme on a construit un AFD qui accepte L-L, ", ce langage est donc régulier.

Maintenant, montrons que cette opération n’est pas 1-uniforme, soient

— I'=%={a,b};

— ¢ le morphisme 1-uniforme de I'* dans ¥* tel que ¢(a) = ¢(b) = a;
— Ly = {ab};

— Ly = {b}.

On obtient ¢~ (L) = ¢~ (Ly) = 0 et donc ¢~ (Ly) - (7' (L2))~" = 0. Cependant, on a
Li- Lyt ={a}, et oYLy - LyY) = ¢~ ({a}) = {a,b}. On a alors
¢ (L1) - ¢ M (Ly)™' # ¢~ (L1 - Lyt), ainsi le quotient & droite n’est pas 1-uniforme.

2.1.3 Composition d’opérations 1-uniformes

Remarquons que la 1-uniformité est stable par composition.

Définition 2.1.2 (Composition d’opérations). Soient ® et @& deux opérations 1-uniformes,
respectivement j-aire et k-aire. Pour tout entier p tel que 1 < p < j, la composition de ces
opérations est définie par 'opérateur (5 + k£ — 1)-aire

® Op @<L17 s )Lj-f—k—l) = ®(L17 BRI Lp—h @(LG R Lp+k—1)7 Lp-f—ka s 7Lj+/€—1)

Exemple 2.1.2. Soient ® et ¢ deux opérations respectivement 3-aire et 2-aire, on a

® o4 @(Ll,...,L4> ®<€B(L1;L2)7L37L4)
X 09 @(Lla e ,L4) == ®(L17 @(LQa L3)7 L4)
X o3 @(Ll, . 7L4> = ®(L17 L27 @(L?n L4))
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Proposition 2.1.3. Soient ® et @ deux opérations 1-uniformes, respectivement j-aire et
k-aire. Pour tout entier p tel que 1 < p < j, Uopérateur (j + k — 1)-aire

® ©p @(Lla s 7Lj+k71) = ®(L17 R Lpfla EB<LP7 R Lerkfl)’ Lp+k7 s 7Lj+k71)
est 1-uniforme.

Démonstration. Soient ® et @ deux opérations 1-uniformes, respectivement j-aire et k-aire,
p un entier tel que 1 < p < j, Ly,..., L1 des langages réguliers et ¢ un morphisme
1-uniforme. On a

® 0, (7 (L), ¢ (Ljrr-1))
=@ (07 (L), 0 (Lpo1), ©(0 7 (L) -+ 07 (Lpri1))s 07 (Lpae)s -5 &7 (Ljpn1))
=® ((ﬁil(Ll)v e 7¢71(LP*1>7 ¢71(€B(LP7 e 7Lp+k*1))a (bil(Lerk)? T ¢71(Lj+k*1))

car @ est l-uniforme
=¢ N @(L1y .o Ly 1, &Ly -+ s Lpsk1)s Lptky - -+ Ljtk—1)) car @ est l-uniforme
:¢71(® op &(L, .. ., Lj+k*1))

2.2 Modificateurs

La définition de la complexité en états d’opérations réguliéres découle directement de
celle de la complexité en états de langage. De plus, la définition de la complexité en états
de langage implique directement la notion d’automate fini déterministe minimal. Une fagon
facile pour calculer ’AFD minimal associé a un langage est de d’abord donner un AFD
qui reconnait ce langage, et aprés minimiser cet automate. On peut donc calculer la com-
plexité en états d’opérations réguliéres en faisant des calculs directement sur des AFDs.
Ainsi, pour prouver des résultats sur la complexité en états pour les opérations 1-uniformes,
il est pratique de lier ces opérations sur des langages avec des opérations agissant directe-
ment sur des AFDs appelées modificateurs. En fait, un k-modificateur est un algorithme
prenant comme entrées k automates et en produisant un. Beaucoup d’opérations réguliéres
peuvent étre décrites par ce mécanisme. On les appelle des opérations descriptibles.

2.2.1 Définition

Définition 2.2.1 (configuration d’état). La configuration d’état d'un AFD A = (X, Q, 1, F, §)
est le triplet (Q,1, F').
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Définition 2.2.2 (modificateur). Un k-modificateur est une opération k-aire agissant sur
un k-uplet d’automates finis déterministes (A, ..., Ax) définis sur le méme alphabet ¥ et
produisant un automate fini déterministe m(Ay, ..., Ag) tel que

— son alphabet est X
— sa configuration d’état dépend seulement des configurations d’état de Aq,..., A

— pour tout a € ¥, la fonction de transition de a dans m(Ay, ..., Ax) dépend seulement
des configurations d’état de A, ..., A, et des fonctions de transition de a dans cha-

cun des AFDs Ay, ..., A;.

Plus formellement, tout k-modificateur m peut étre vu comme un 4-uplet de relations
(Q, i, £, p) agissant sur k automates finis déterministes A avec A; = (X, Qj,i;, F},0;)
afin de construire un automate fini déterministe mA=(%, @, i, F,d) ou Q=QQ, i=i(Q,i,F),
F—£(QiF), et Va € %,8" = p(i, F, ). -

2.2.2 Composition de modificateurs

Nous allons définir la composition de modificateurs et nous allons montrer que la com-
position de deux modificateurs est encore un modificateur.

Définition 2.2.3 (Composition de modificateurs). Soient m; un kj-modificateur, my un
ko-modificateur et 1 < j < ky. Leur composition est définie par

my oj ma(As, ... s Apythy—1) = ma(Ay, Aja, m2(f4j, cee 7Aj+k2—1)7 Ajikas s Akyha—1)-

Proposition 2.2.1. Soient m; et my deux modificateurs. La composition my o; my est
aussi un modificateur.

Démonstration. Soient m; = (QW, 1M, £1) p()) un modificateur kj-aire et my = (@@, 1 £ p(?))
un modificateur ks-aire. Posons

Q = (Qla SR Qj—h Q(Q)(QJW T Qj-i-kz—l)a Qj+k2> R Qk’1+k’2—1)

=iy, 1P((Qg, - Qiika 1)y (s Jyko—1)s (B ooy Fjika 1)) ks -+ s Ty ka—1)
Fr=(F,. Fo £90(Q - Qi) (g5 Gk 1) (Fis oo Fivs 1)) Fithas -+ Frrtio 1)
ﬁ = (5(117 s 75;'1—17 p(2)((ij’ ce 7Z’j+k271)7 (Fj A Fj+k2*1)7 (5;'17 cee 75;‘1-&-/%;2—1))7 5?—1—1@27 st 761?14-14:2—1)

On définit le modificateur (k; + k2 — 1)-aire (Q, 1, £, p) par
QQ - Q(l)g7 l(Qa 1'7 E) - 1(1) (g7 £7 E)? f(g7 Za E) = f(l) (gu ﬁ; E)7 ;0(17 E) &) - p(l) (Ea E; 5_*)

Il est clair que (Q, i, £, p) agit sur des automates comme my o; ma. O
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2.3 Modificateurs particuliers

Michel Rigo présente la stabilité des langages acceptés par automate dans "Théorie des
automates et langages formels". Par exemple, il démontre que si L et M sont des langages
acceptés par deux automates finis, alors L U M est aussi accepté par un automate fini.
Ici, nous allons présenter de maniére concréte comment construire l'automate qui accepte
L U M en appliquant le modificateur union a L et M. Ainsi, nous allons présenter des
constructions classiques : le complémentaire, 1'union, l'intersection, le xor, la concaténa-
tion, I’étoile de Kleene, le préfine, le miroir et la racine.

Des exemples supplémentaires d’application de ces modificateurs sont donnés dans ’an-
nexe [Al afin de mieux visualiser leur effet.

Définition 2.3.1 (Le modificateur complémentaire). Soit Ay = (3, Q1, i1, F1, d1) un auto-
mate fini déterministe. Notons le modificateur complémentaire Comp=(Q,1,f,p) et définis-
sons le par :

— QQ1) =

— i(Qu,41, F1) =41

— £(Qu,i1, F1) = Q1\F1
— p(iy, F1,0%) = 6f

Exemple 2.3.1 (modificateur complémentaire). Soit A; = (3, Q1,11, F1,d1) un AFD re-
présenté a la Figure qui est tel que ¥ = {a,b},Q = {0,1},4, = 0, F; = {0}. Remar-
quons que le langage accepté par A; est ((a + b)b*a)*.

b
a,b
start —>
a

FIGURE 2.1 — Automate A;

En appliquant le modificateur complémentaire & cet automate, nous obtenons ’auto-
mate Comp(A;) représenté a la Figure 2.2 En effet, on a

— Q(Q1) = Q1 ={0,1}
- i(Qbil)Fl) = il =0
— f(Ql,h,Fl) = Ql\Fl = {1}
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— p(ilv Fla&ll) = 5%

Le langage accepté par Comp(A;) est (a + b)b*(a(a + b)b*)*.

b
a,b
start —>@>/_\ @
a

FIGURE 2.2 — Automate Comp(A;)

Définition 2.3.2 (Le modificateur union). Soient A; = (3, Q1, i1, F1, 1) et Ay = (3, Q2, i, F3, 52)
deux automates finis déterministes. Notons le modificateur union Union=(Q,1,f,p) et dé-
finissons le par :

— Q(Q1,Q2) = Q1 X Qy
— 1((Q1, Q2), (i1, 12), (F1, Fa)) = (i1,12)
— £((Q1,Q2), (i1, 12), (F1, F2)) = (F1 X Q2) U(Q1 X [3)
o p((ll, i2)7 (Fla F2)7 ((5(117 5;)) = (5(117 55)

Exemple 2.3.2. Soit A; = (X,Q1,11, F1,61) et Ay = (2,Qq, 12, Fp,d2) deux AFDs re-
présentés aux Figures et qui sont tels que ¥ = {a,b},Q; = {0,1},4; = 0,F; =
{1} et Q2 = {0,1},i, = 0,F, = {1}. Remarquons que le langage accepté par A; est
(a+ b)b*(a(a + b)b*)* et celui accepté par Ag est b*aa*(bb*aa*)*.

b b a
a,b a
start —>@>/_\ @ start — @
a b
FIGURE 2.3 — AFD A; FIGURE 2.4 — AFD A,

En appliquant le modificateur union & ces automates, nous obtenons 'automate Union(A;, Ay)
représenté a la Figure 2.5 En effet, on a

- Q(QlyQ?) = Ql X QZ = {07 1} X {07 1} = {(070)’ (07 1)7 (170)a (1’ 1)}
T i((Q17Q2)7 (ilviQ)? (FlaFQ)) = (ilai2) = (Oa())
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£((Q1, Q2), (i1, 42), (F1, F2)) = (F1 X Q2) U (Q1 X F3)
= ({1} x{0,1}) U ({0, 1} x {1})

{(1,0), (1, 1)} U {(0,1),(1,1)}
1(0,1),(1,0),(1,1)}

(( 11,17 Q)a (FlaFQ)v (5(1175%)) = (6(11755)

)

Le langage accepté par Union(Aj, Ay) est (a + b)(a*b*)*.

FIGURE 2.5 — Automate Union(A;, As)

Définition 2.3.3 (Le modificateur intersection). Soient A; = (3, Q1,41, F1,d1) et Ay =
(3, Qa, 19, Fy, 03) deux automates finis déterministes. Notons le modificateur intersection
Inter—(Q,1i,f,p) et définissons le par :

— Q(Q1,Q2) = Q1 X Qy

((Q1,Q2), (i1, 12), (F1, F2)) = (i1, i2)
(Q1,Q2), (i1,12), (F1, F3)) = F1 X Fy
((i1,42), (F1, F2), (61, 65)) = (47, 05)

[=H

— f
P

Définition 2.3.4 (Le modificateur xor). Soient A; = (X, Q1, 11, F1,01) et Ay = (2, Q, 1o, Fy, d2)
deux automates finis déterministes. Notons le modificateur xor Xor=(Q,1,£,p) et définis-
sons le par :

— Q(Q1,Q2) = Q1 x Q2
— 1((Q1,Q2), (i1, 12), (F1, F32)) = (i1, i)

(Q1,Q2), (i1,12), (F1, b)) = F1 X (Q2\F2) U (Q1\F1) x I
— p((i1,i2), (F1, F2), (61,05)) = (6%, 05)

(=R

Hh
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Définition 2.3.5 (Le modificateur concaténation). Soient Ay = (3, Q1, i1, F1,d1) et Ay =
(33, Q2, i, Fy, §3) deux automates finis déterministes. Notons le modificateur concaténation
Conc—(Q,1,f,p) et définissons le par :

— Q(Q1,Q2) = Q1 x 292
Q1. Qo). (insia)., (Fr. F)) = { 8;?32}) s € 1

— £((Q1,Q2), (i1,i2), (F1, 1)) = {(q1, E) € Q1 x 292|ENF, # 0}
— pour tout (q1, F) € Q; x 292,
s a Sa 5(21(E)) si 6(11( 1) Q/ Fl
p((/llaZQ))(FlaF2) (5175 ))(q17 ) - { (5(11((] )’53( )U{lg}) Si 5%(31) c Fl

Définition 2.3.6 (Le modificateur étoile). Soit A; = (X, Q1, 1, F1,01) un automate fini
déterministe. Notons le modificateur étoile Star=(Q,1,f,p) et définissons le par :

— Q@) =29
— i(Q1,41, F1) =0
— £(Q,i, 1) ={E|ENF, #0} U {@}

g Secresa

; a T si B =0cet %) € F

7,0(21,F1,51)(E): ( ) S1E7é®et 6a(E>ﬂF:@
0 (E)U{i} siE#0Det of(E)NF#0

Exemple 2.3.3. Soit A; = (2, Q1,141, F1,d1) un AFD représenté a la Figure qui est tel
que ¥ = {a,b},Q, = {0,1},7; = 0, F; = {1}. Remarquons que le langage accepté par cet
automate est

b*aa*(bb*aa™)*.
b b
a
start — @
a

FIGURE 2.6 — Automate A;

En appliquant le modificateur étoile a cet automate, nous obtenons 'automate Star(A;)
représenté a la Figure [2.7] En effet, on a

— Q(Ql) =20 =200 — {@7 {0}7 {1}7 {07 1}}
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— Qi 1) =0
— £(Qu i, ) ={E[ENF # 0} U0 ={{1},{0,1}} U0 = {0, {1},{0,1}}
— On a par exemple :

— plix, F1,07)(0) = {07(0),0} = {0,1} car 67(0) € Fy

— plin, F1,07)(0) = {67(0)} = {0} car 67(0) & I

— pliv, F1,07)({1}) = 07 ({1}) = {0} car 67({1}) N Fy1 =0

/—'—«;—*—\

a,b

FIGURE 2.7 — Automate Star(A;)

En retirant I’état inutile, Star(A;) se représente tel qu’a la Figure . Le langage
accepté par cet automate est

e+ala+b)"+bbala+0b)".

Définition 2.3.7 (Le modificateur préfine). Soit Ay = (X, Q1,141, F1, 1) un automate fini
déterministe. Notons le modificateur préfine Prefin=(Q,1,f,p) et définissons le par :

— Q(@Q1) =
— i(Qr,41, F1) =14
o f(QbilaFl) = Fl
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a,b

FIGURE 2.8 — Automate Star(A,) simplifié

5%(61) siq¢ Fy

q sinon.

— plir, F1,6) = q — {

Définition 2.3.8 (Le modificateur miroir). Soit A; = (3, @1, 11, F1,d1) un automate fini
déterministe. Notons le modificateur miroir Rev=(Q,1i,f,p) et définissons le par :

— Q1) =29

— 1(Q1,i1, F1) = I

— £(Qu, 41, F1) = {E C Qi]i, € B}

— plin, F1,67) = E = U, p{d109(¢) = a}

Exemple 2.3.4 (modificateur miroir). Soit A; = (X, Q1,1, F1,01) un AFD représenté a

la Figure 2.9 qui est tel que ¥ = {a,b,¢,d}, Q1 = {0,1},4; =0, F; = {1}.

a,c a,b
b.d

start — @

c,d

FIGURE 2.9 — Automate A,

En appliquant le modificateur miroir & cet automate, nous obtenons l’automate Rev(A;)

représenté a la Figure
En effet, on a
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a,b,c,d

FIGURE 2.10 — Automate Rev(A;)

— Q(Q) =29 = {(7) {0}, {1}, {0, 1}}

— 1(Qu, 11, F1) = Fy = {1}
£(Q1,10, F1) = {E C Qilis € E} ={E C Q1/0 € E} = {{0},{0,1}}
plir, F1,07) = E — U, p{q'107(¢') = ¢} et par exemple, on a bien

— plin, 1, 09)({1}) = Uyeqy 1¢'105(¢") = ¢} = {1} car 67(1) =
pliv, F1,00)({1}) = Uyeiy {4'101(¢) = ¢} = {0, 1} car 5b(0) Let 0f(1) =1
pliv, F1,69)({1}) = Uye{4165(¢") = ¢} = 0 car Aq': 5%((1’) =1
pliv, F1,07)({1}) = Uy 1¢167(¢') = ¢} = {0} car 6{(0) =

Définition 2.3.9 (Le modificateur racine). Soit A; = (X, @Q1,41, F1,01) un automate fini
déterministe. Notons le modificateur racine SRoot=(Q,1i,f,p) et définissons le par :
— Q@) = Q¥
— i(Q1,41, F1) = Id
£(Q1, i1, 1) = {glg°(i) € F1}
plir, F1,07) = g — (67 0 g)

Définition 2.3.10 (Le modificateur racine k-éme). Soit A; = (X, Q4,i1, F1,01) un auto-
mate fini déterministe. Notons le modificateur racine k-éme SRoot,=(Q,1i,f,p) et définis-
sons le par :

— Q@) = Q?l
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- i(Qbil)Fl) == [d
— £(Q1,i1, Fr) = {gl¢"(ir) € F1}
— pliy, F1,07) =g — (6 0 g)

2.4 Opérations descriptibles

Dans cette section, nous allons définir les opérations descriptibles qui sont en fait des
opérations réguliéres décrites par un modificateur. Nous donnerons des exemples d’opéra-
tions descriptibles et de non descriptibles. Ensuite, on prouvera qu’il existe un modificateur
pour la composition d’opérations descriptibles.

2.4.1 Définition

Définition 2.4.1 (opération descriptible). Soit une opération ® agissant sur des
k-uplets de langages définis sur le méme alphabet. L’opération ® est dite descriptible
(m-~descriptible) s'il existe un k-modificateur m tel que pour tout k-uplet d’automates finis
déterministes complets A, on a @(L(A;),...,L(Ax)) = L(mA).

Exemple 2.4.1. L’opération racine k-éme est descriptible. En effet, il suffit de montrer

que {/L(A) = L(SRooty(A)).

Soient A = (X, Q, 1, F,d) un AFD, SRooti(A) = (3,Q’, 7, F',d") et w un mot de X*. Le
mot w” est accepté par A si et seulement si 5wk(z’) € F'. Cependant, on a

5wk :5wo.__05w:(6w)k
Par conséquent, w* € L(A) si et seulement si 6 € F’. Mais, §(i') = 0¥ o Id = §*. On
obtient alors w® € L(A) si et seulement si §"“(i') € F’. On a bien {/L(A) = L(SRoot;(A)).

Exemple 2.4.2. [’opération intersection est descriptible. En effet, pour tous AFDs Ay, As,
on a L(A;) N L(Ay) = L(Inter(A;, Ay)).

Soient Al,AQ deux AFDs avec A1 = (EanailyFlyél) et AQ = (27Q2,i2,FQ,62>, soit
w = ap---a, un mot dans X* et soit Inter(A;, As)=(3,Q,4, F,§). Le mot w est dans
L(A1) N L(A2) si et seulement si 0}"(i1) € F A 0¥ (i) € Fy. Par induction, on a
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3" (i1, d2) = (6} (i1), 05 (i2)) vu la définition de Inter. Ainsi, w € L(A;) N L(A,) si et seule-
ment si §“(iy,i2) € F. Comme (iy,i2) = i, w est dans L(A;) N L(As) si et seulement si w
est dans L(Inter(A;, Ay)).

Remarque 2.4.1. Nous avons défini le modificateur de certaines opérations habituelles
sur les langages telles que Comp, Union, Star, etc. Ainsi, toutes ces opérations sont des-
criptibles.

2.4.2 Opérations non descriptibles

Nous allons montrer qu’il existe des opérations non descriptibles.

Considérons trois alphabets X, X’ et Y tels que X N X’ = (), une bijection p : X =Y,
étendue comme un isomorphisme de monoides de X* dans Y™, et

n 2 29X oY s (L) = (LN XY).

Proposition 2.4.1. Si A = (X U X',Q,i,F,0) est un automate fini déterministe qui
reconnait un langage L, alors n(L) est un langage réqulier accepté par (Y,Q, i, F,01) ot
& = 6% ® pour tout y € Y.

Exemple 2.4.3. Supposons que X = {a,b}, X' = {c},Y = {e, f} et p est tel que p(a) = e,
o(b) = f. Soit A = ({a,b,c},Q, i, F,0) 'AFD représenté a la Figure qui reconnait le
langage

L =a"(b+c){a,b,c}”,

alors

n(L)

(LN X")

= p(a*(b+ c){a,b,c}* N{a,b}")
= p(a’b{a, b}")

= e fle, [}

est un langage régulier reconnu par B = ({e, f},Q, i, F, 01) représenté a la Figure [2.12] En
effet, on a
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a a,b,c

b,c
start —

FIGURE 2.11 — Automate A

e e,f

f
start — @

FIGURE 2.12 — Automate B

Proposition 2.4.2. Soit ® une opération k-aire descriptible. Pour tout L € (2(XVX)7)k
ou les L; sont réguliers, nous avons

@n(L1),...,n(Lx)) = n(®L).

Démonstration. Soit A, un k-uplet d’automates finis déterministes complets avec
Aj = (X U X,,Qj,’ij, Fj,éj) tel que L(A]):LJ

Vu que lopération ® est descriptible, il existe un modificateur m = (Q,1,f, p) tel que
L(mA) = ®L. On a mA = (X U X',QQ,1(Q,1, F),£(Q,1, F),0) avec 0* = p(i, I, ). Par
la proposition u 2.4.1) le langage n(®L) est reconnaissable par I'automate fini déterministe
complet A = (Y,QQ,1i(Q,1, F),£(Q,i, F'),0p) avec 6“ =69 @) = p(4, F, % @),

Soit A, un k-uplet d’AFDCs tels que A, =(Y, Q],IJ, ds,) avec 5“ —6“’ ~'@_On obtient
que A, reconnait n(L;) par la proposmlon“ 2.4.1, Vu que ® est descrlptlble mAQf(Y QQ,i(Q,4, F), £(Q,
avec 0g = p(i, I, 0g) = p(i, I, 6%_ §¢ (@) = §% ce qui termine la preuve.

A

]

Corollaire 2.4.1. Soit ® une opération k-aire descriptible et Y un alphabet. Soit L un
k-uplet de langages réguliers sur'Y . Alors

— S X CY alors @(LiN X*, ..., Ly N X*) = @LNX*
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— Pour toute bijection o :' Y —Y étendue comme un automorphisme de monoides, on
0 @((La). .., o(Ly)) = o(GL).

Gréace a ce résultat, nous pouvons construire des exemples d’opérations non descrip-
tibles.

Exemple 2.4.4. Considérons I'opération quotient a droite
®(Ly, Ly) = Ly - Ly* = {u|uv € Ly pour un v € Ly}.

Nous obtenons que cette opération n’est pas descriptible car elle ne respecte pas la premiére
condition du Corollaire 2.4.1]
Par exemple, prenons Y = {a, b, c}, Ly = {abc} et Ly = {c}. Nous avons

(L1 N {a,b}", Ly 0 {a, b)) = @({abe} N {a,b}*, {e} N {a, b)) = 2(0,0) = 00" =

alors que

®(L1, L2) N{a, b} = @({abc}, {c}) N{a,b}" = {ab} N{a,b}" = {ab}.

Exemple 2.4.5. Considérons l'opération unaire définie par

(L) = L\{a} siles mots a et a* appartiennent a L
| L sinon.

Cette opération satisfait la premiere condition du Corollaire mais elle ne respecte pas
la seconde.
Par exemple, si Y = {a,b} et o est tel que o(a) = b alors

o(@({a,2*})) = o({a, a’}\{a})
= o({a*})
- {7}

car a et a® appartiennent a {a,a?}. Par contre, on a

®({o(a),0(a®)}) = @({b,0°})
= {ba b2}

car a et a® n’appartiennent pas a {b,b?}. Donc elle n’est pas descriptible.
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2.4.3 Composition d’opérations descriptibles

Nous avons montré dans la section que la composition de deux modificateurs est
un modificateur et nous allons utiliser cette propriété pour montrer qu’il existe un modifi-
cateur pour la composition d’opérations descriptibles.

Proposition 2.4.3. Soit ® une opération ki-aire my-descriptible et & une opération ky-aire
my-descriptible. Alors pour tout j € {1,...,k1}, le modificateur my o; my décrit l'opération
®o; @& qui est (k1 + ko — 1)-aire.

Démonstration. Soient Ly, ..., Lg, +r,—1 des langages réguliers acceptés respectivement par
les AFD Ay, ..., Ag+ky—1- On a

& Oy @<L17 BRI Lk1-‘rk2—1) =® (Lh BRI Lj—17 65(-[/]7 s 7Lj+/€2—1>a Lj+k27 BRI Lk1+k2—1)
par définition de o
:L(ml(Al, ce ,Ajfl, mQ(Aj, ce ,AjJer,l), AjJer’ e 7Ak1+k271))
car les opérations ® et & sont descriptibles

=L(my o; mo(Ax,. .., Ag+k,—1)) par définition de o,

Vu la Proposition [2.2.1], m; o mo est un modificateur. Ainsi, ® o; @ est descriptible.
O

Exemple 2.4.6 (Modificateur étoile de I'intersection). Le 2-modificateur étoile de 'inter-
section est défini pour toute paire I’AFD Ay = (X, @1, 11, f1,01), Az = (3, Qa, ia, fo, 02) par

Star o Inter(A;, Ay) = (3,29%@2 () {E € 29| E N (Fy x Fy) # 0} U{0},6) tel que

pour tout a € X

et pour tout E # (),

a ( %,(55)(E) U{(ilaiZ)} sl ( %,(53)(E) mFl X FQ 7é (Z)
(E) = { (09,09)(F) sinon.

Par le Corollaire 2.4.3] pour toute paire de langages réguliers (Ly, Lo) définis sur le
méme alphabet, et toute paire d’automates déterministes complets A = (A, As) telle que
Ly = L(A;) et Ly = L(As), on obtient (L N Ly)* = L((Star o Inter)A).
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2.5 Modificateurs 1-uniformes

Nous allons définir les modificateurs 1-uniformes qui sont des modificateurs qui peuvent
étre associés de maniére naturelle avec une opération réguliére. De plus, nous verrons dans
le chapitre suivant un théoréme qui permet de lier ce type de modificateurs avec les opé-
rations 1-uniformes.

2.5.1 Définition

Définition 2.5.1 (modificateur 1-uniforme). Un k-modificateur m est 1-uniforme si, pour
chaque paire de k-uplet d’automates finis déterministes (A, ..., Ag) et (By,..., By) telle
que pour tout j € {1,...,k} L(A4;) = L(B;), on a L(m(Ay,...,A)) = L(m(Bs,. .., By)).
Dans ce cas, il existe une opération réguliere ®,, telle que, pour tous les k-uplets d’auto-
mates finis déterministes (Ay, ..., Ag), @m(L(A1),..., L(Ax)) = L(mA). Par conséquent,
I'opération ®,, est descriptible et on dit que m décrit 'opération ®,,.

2.5.2 Modificateurs non uniformes

Il existe des k-modificateurs qui ne sont pas uniformes et donc qui ne peuvent pas étre
associés a des opérations.

Exemple 2.5.1. Considérons le modificateur Ftol1=(Q,1,f, p) tel que

T QQ = Q7
T 1(Q7ZaF) - i)
— £(Q,i,F)=F,

01(q) siq ¢ F
— p(i, F,6¢)(q) = 1sile® sigeF

9¢(q) sinon
Si Ay et A} sont deux automates déterministes reconnaissant le méme langage, alors

nous avons en général L(Ftol(A;)) # L(Ftol(A))) parce que le langage accepté dépend
des étiquettes des états de A; et Al.

Par exemple, considérons les automates A; = (X, Q1,141, F1,01) = ({a},{0,1,2},0,{2}, )
et Ay = (3, Qo,42, F3,02) = ({a},{0,1,2},0,{1}, d2) représentés aux Figures et

Ces automates reconnaissent le méme langage a®a*.

Cependant, si on applique Ftol au premier, on obtient ’automate représenté a la Figure

2.15] En effet, on a
7 QQI = {07 172}7
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a a
(D)

FIGURE 2.13 — Automate A;

a a
OSSOSO

FIGURE 2.14 — Automate A,

— i(Q1,141, F1) =0,
— £(Qu,i1, F1) = {2},
— « p(Q1, F1,67)(0) =1 car 0 € F}
- p(Qr, F1,07)(1) =2car 1 € F}
< p(Q1, F1,67)(2) =1car2€ Flet 1 € @y

L’automate Fto1(A;) reconnait le langage (aa)™.

a

a

FIGURE 2.15 — Automate Fto1(A;)

Alors que Ftol laisse le second automate inchangé. En effet, on a
— QQ2 ={0,1,2},
— 1(Qa, 12, F2) = 0,
— £(Q2, 12, ) = {1},
— . p(Qa, F5,05)(0) = 2 car 0 & F,
< p(Q2, F5,05)(2) =1 car 2 & Fy,
« p(Qo, F5,05)(2) =1car 1 € Fy et 1 € Q.

38
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2.5.3 Composition de modificateurs 1-uniformes

Nous avons d’abord vu que la composition d’opérations 1-uniformes est une opération
1-uniforme. Ensuite, nous avons défini la composition de modificateurs dans la Section
2.2.2l et on a vu que la composition de deux modificateurs est un modificateur. Aprés ca,
on a également vu que si deux opérations ® et @ sont m;- et mey- descriptibles alors ® o, ®
est my o; mo- descriptible. Maintenant, nous allons montrer que la 1-uniformité des modi-
ficateurs est stable par composition.

Proposition 2.5.1. Si deux modificateurs mq, mqy sont 1-uniformes, alors la composition
de my et mg, my 0j mg, est ausst 1-uniforme.

Démonstration. Soient mq un modificateur ki-aire l-uniforme et ms un modificateur k-
aire 1-uniforme. Soient Ly, ..., Ly +x,—1 des langages réguliers acceptés respectivement par
les AFDs Ay, ..., Ak 4ky—1-

On a

my o mQ(Ab s 7Ak1+k271) = ml(A17 s 7Aj717 m2<Aj7 B 7Aj+k271)7 Aj+k27 B 7Ak1+k271)-

Par conséquent, m; o; my est bien 1-uniforme si m; et my le sont.



Chapitre 3

Les monstres

Nous allons définir des AFDs particuliers avec de grands alphabets appelés monstres.
L’idée est de définir des k-uplets d’AFDs sur le méme alphabet afin que cet alphabet soit
aussi vaste que possible. Chaque k-uplet possible de fonctions de transition d’un monstre
doit correspondre & une seule lettre de son alphabet. Ceci nous permettra d’avoir la plus
grande flexibilité possible pour prouver des résultats sur 'accessibilité et la distinguabilité
lorsqu’on minimisera ’AFD de sortie d’opérations 1-uniformes. Plus tard, nous verrons
qu'une opération l-uniforme a toujours un témoin qui est un monstre. Dans larticle [5],
les monstres sont appelés témoins OLPA ot OLPA signifie "one letter per action".

3.1 Définition

Dans le cas unaire, les monstres (1-monstres) de taille n sont des AFD minimaux ayant
n" lettres qui représentent chaque fonction de [n] dans [n]. Il y a 2" automates 1-monstre
différents qui dépendent de ’ensemble de leurs états finaux. Un k-monstre est un k-uplet
d’AFDs qui utilise ’ensemble des k-uplets de transformations comme alphabet. En effet,
I’alphabet d’un monstre k-aire doit encoder toutes les transformations agissant sur chaque
ensemble d’états indépendamment les uns des autres.

Définition 3.1.1 (Monstre). Un k-monstre est un k-uplet d’automates
Mon,, p = (Mjy, ..., My) ou chaque M; = (I'y, [n;], 0, F},d;) est défini par

— Talphabet commun T, = [ni]I"] x [ny]n2l x - .. x [, ]Iw])

— D’ensemble d’états [n,],

— I’état initial 0,

— l'ensemble des états finaux Fj,

— la fonction de transition d; définie Vq € [n;],Vg = (g1,...,9x) € I'y par

0;(q,9) = gj(q), c’est-a-dire 0% = g.

40
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Un k-uplet de langages (Li,...,Lg) est appelé k-langage monstre s’il existe un k-
monstre (M, ..., My) tel que (L, ..., Ly) = (L(M),..., L(My)).

Notation 3.1.1. Notons Mon™ le k-monstre Mon,, p ot Fj = {n; — 1}Vj.

Exemple 3.1.1. Le l-monstre Mony 1y (ou Mon?) est Pautomate suivant avec a=[01],

a,c a,b
b.d

start — @

c,d

FIGURE 3.1 — 1-monstre

b=[11], ¢=]00], d=[10] ou, pour tous i,j € {0, 1}, 'étiquette [ij| représente la transformation
qui envoie 0 sur i et 1 sur j.

Il s’agit bien du 1-monstre Mons (1} car on a :

— Talphabet T'y = 2],

— Densemble d’états [2],

— 1’état initial est 0,

— Densemble des états finaux {1},

— si 0 est la fonction de transition alors on a :
— 0(0,a) = a(0) = [01](0) = 0 car [01] envoie 0 sur 0,
— 6(0,b) = b(0) = [11)(0) = 1 car [11] envoie 0 sur 1,
— 0(0,¢) = ¢(0) = [00](0) = 0 car [00] envoie 0 sur 0,
— 0(0,d) = d(0) = [10](0) = 1 car [10] envoie 0 sur 1.

Il en va de méme pour les transitions qui démarrent de 1’état 1.

Exemple 3.1.2. Le 2-monstre Mon s ) (13,113 (01 Mon®?) est donné par la paire d’au-
tomates ci-dessous qui est définie sur un alphabet contenant 22 x 22 = 16 symboles ou a;
(respectivement a_ ;) représente I’ensemble des transitions a;, (respectivement a, ;) pour
ze{1,2,3,4}.
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ai,—,as,— ai,—, a2 —

a2,—, a4,

start —

(1_73, a/—,4

Chaque symbole code une paire de fonctions. On a

ay1 = [01,01] aro = [01,11] ay3 = [01,00] ay4 = [01,10]
as1 = [11,01] (s = [11,11] as3 = [11,00] as4 = [11,10]
as1 = [00,01] ass = 00, 11] — [00, 00] as.4 = [00, 10]

= [10,01] ass = [10,11] = [10,00] as4 = [10,10]

Ici, a1 = [01, 11] signifie que le symbole a; 5 étiquette une transition de 0 & 0 et une
transition de 1 a 1 dans le premier automate et une transition de 0 & 1 et une transition
de 1 & 1 dans le second automate. Il en va de méme pour les autres symboles.

Remarquons que les monstres différent les uns des autres seulement par leur taille et par
les états finaux de leurs AFDs. Ainsi, lorsqu’on les utilisera comme témoins, nous aurons
seulement besoin de discuter leurs états finaux.

3.2 Lien entre les opérations et les modificateurs 1-uniformes

Maintenant qu’on a défini les monstres, on va pouvoir les utiliser pour démontrer le théo-
réme suivant. Celui-ci met en lumiére la correspondance entre les opérations 1-uniformes
et les modificateurs 1-uniformes. Un modificateur 1-uniforme décrit toujours une opération
1-uniforme, et chaque opération 1-uniforme est décrite par un modificateur 1-uniforme.

Lemme 3.2.1. Soit (Ly,..., L) un k-uplet de langages réguliers sur le méme alphabet,
et soit (Ay,...,Ay) un k-uplet de AFDs sur le méme alphabet, tel que A; satisfait les
propriétés suivantes pour tout j € {1,...,k} :

— Aj reconnait le langage L;,
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— lensemble des états de A; est [n;] pour un certain entier n;,
— l'état initial de A; est 0.

Supposons que (X, [n;],0, F},d;) dénote A; et (M, ..., My) dénote Mon,, g. De plus, sup-
posons que ¢ dénote le morphisme 1-uniforme de ¥ dans I',, tel que, pour tout a € ¥, on a
o(a) = (05,05, ...,0¢%). Pour tout j € {1,...,k}, le langage L; est la préimage de M; par
le morphisme 1-uniforme ¢, c’est-a-dire, on a

(L1, Ly) = (¢ H(L(My)), ..., ¢~ (L(My))).

Démonstration. Soit j un entier de {1,...,k}. Par la Définition la fonction de tran-
(01 5--,0%)

sition €; de M; satisfait ¢, = 0f. Ainsi, par définition de ¢~!, un mot est dans
¢~ H(L(M;)) si et seulement si il est reconnu par 'AFD B; = (3, [n,], 0, F}, (;), avec, pour
tout | € [n;] et tout a € ¥, on a
G-
Pour conclure, A; = B; et L; = ¢~ (L(M;)), pour tout j € {1,...,k}.
[

Théoréme 3.2.1. Une opération k-aire ® est l-uniforme si et seulement si il existe un
k-modificateur m tel que ® = ®,,,.

Démonstration. Soit ® une opération unaire l-uniforme. On définit un 1-modificateur m
comme suit. Pour tout AFD A = (X, Qa,i4, Fa,d4) possédant n états, on peut renommer
son ensemble d’états pour que A devienne 'AFD D = (X, [n], 0, F, 9).

Notons B = ([n]I", @',#’, F,§') TAFD minimal de ®(L(Mon,, r)). On pose
m(A) = (£,Q,7, F', ), avec §(q,a) = 0'(q,9*). Remarquons que m est bien un 1-
modificateur :
— (Q',4, F") dépend seulement de (Q 4,11, Fa),

— 6% dépend seulement de 6% et de &', qui & son tour dépend seulement de (Q4,i4, F)
et 0f.

Par la Proposition L(m(A)) = ¢~ '(L(B)), ou ¢ est le morphisme 1-uniforme tel
que ¢(a) = §% pour tout a € . Ainsi, on a L(m(A)) = ¢~ (@(L(Mon,, r))). Et vu que ®
est 1-uniforme, on obtient L(m(A)) = @(¢~'(L(Mon,r)) = ®(L) vu le Lemme [3.2.1]

Le cas k-aire avec k > 1 se montre de maniére analogue. ]
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3.3 Calcul de la complexité en états

Le résultat suivant est majeur, il permettra de concevoir une méthode pour calculer la
complexité en états des opérations descriptibles en utilisant les monstres.

Si une opération est descriptible, il est suffisant d’étudier le comportement de son mo-
dificateur sur des monstres pour calculer sa complexité en états.

Théoréme 3.3.1. Soit m un modificateur et ® une opération m-descriptible. Nous avons
scg(n) = mar{#yim(mMon,, p)|E C [n] x - x [ng]}

Démonstration. Soit A un k-uplet d’automates ayant n états et pour tout ensemble d’états
finaux F reconnaissant un k-uplet de langages L sur un alphabet 3. Nous pouvons suppo-
ser que A; = (X, [n;],0, F;,6;) pour i € {1,...,k} quitte & renommer les états.

Soit d4 la fonction de transition de mA, et d la fonction de transition de mMon, .
Par définition d’un modificateur, les états de mA et de mMon,,  sont les mémes. Pour
toute lettre a et tout état ¢ de mA, nous avons

54(a) = p((0,..,0), E.6")(q) = p((0....0). E, 657) () = 037(a)-
Et donc, pour tout mot w sur ’alphabet > :

64(a) = 837 ().

Ainsi, tous les états accessibles dans mA sont aussi accessibles dans mMon,, ., et pour

tout mot w sur l'alphabet ¥, %(q) € £(([n1],. .., [n]), (0,...,0), F) si et seulement si
5%((]) € £(([ra], .-, [nk]), (0,...,0), F), ce qui implique que toutes les paires d’états dis-

tinguables dans mA sont aussi distinguables dans mMon,, p.

Par conséquent, #p7;,mA < #prinmM on,, p. O

Exemple 3.3.1 (Modificateur miroir d’'un 1-monstre). Remarquons que dans I’'Exemple
2.3.4] 'automate A; était en fait le 1-monstre Mon? et nous avons donc obtenu Rev(Mon?).

Montrons que 'automate Rev(Mon™ ) est minimal lorsque n; > 1. En effet,

— Chaque état est accessible.
Soit gg le symbole qui envoie chaque élément d’'un ensemble E C [n;] sur ny — 1
et les éléments de [ni]\E sur 0. Alors, on a 09%(n; — 1) = gz'(ng — 1) = E (cela
fonctionne aussi pour FE = ().
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— Les états ne sont pas deux a deux équivalents.
Soient E' et E’ deux états distincts de Rev(Mon™) et supposons qu’il existe i C F\ E'.
Soit g le symbole qui envoie 0 vers ¢ et les autres états vers j # i. L’état 09(E) est
final car {0} = ¢~'(i) C §9(E) alors que §9(E’) n’est pas final car 69(E’") C [n1]\{0}.



Chapitre 4

Applications

Si une opération est descriptible, on peut obtenir sa complexité en états en étudiant le
comportement de son modificateur sur les monstres. En effet, 'algorithme & suivre est

1. Décrire 'opération en utilisant un modificateur dont les états sont représentés par
des objets combinatoires ;

2. Appliquer ce modificateur & des k-monstres bien choisis et discuter les états finaux ;
3. Minimiser 'automate obtenu et estimer sa taille.

Il ne faut pas voir cette méthode comme une régle compliquée et rapide mais plutét
comme un point de départ de recherche. Nous allons appliquer notre algorithme pour
déterminer la complexité en états de quatre opérations : 1’étoile, la concaténation, 1’étoile
d’intersection et la racine carrée. Les deux premiéres applications sont issues de [9] et
les deux suivantes de [2]. Pour d’autres exemples, nous renvoyons le lecteur a article [I]
dans lequel le calcul de la complexité en états de 1’étoile de I'union disjointe est réalisé en
utilisant également les modificateurs et les monstres. Pour des exemples n’utilisant pas ces
deux outils, le lecteur peut consulter 7], [I1] et [8].

4.1 L’étoile

Soient un naturel n > 2, G un sous-ensemble de [n], et A=(X, Q, i, F, §)=Star(Mon, ).
Par la Définition[2.3.6, ona ¥ = T', = [n]I", Q = 2"l i = 0, F = {E € Q|ENG # 0} U{0}
et, pour tout £ € () et tout ¢ € X,

{0(0)} siE=0cetq¢
{¢(0),0} siE=0et¢
(E) si B #0et ¢

5¢(E) = é
d(E)U{0} siE#0Qet

On peut représenter un sous-ensemble E de [n] comme une "ligne" de carrés, qui
peuvent étre vides ou remplis par une croix. Un carré vide en position ¢ signifie que i ¢ £

46



4.1 L’étoile 47

alors qu’un carré rempli avec une croix en position ¢ signifie que ¢ € E. Tous les carrés
représentant une position qui est dans G sont en rouge. Si n = 5, et G = {1, 2}, le sous-
ensemble {1, 3} de [5] est représenté avec la ligne suivante

XX

Exemple 4.1.1. Si on utilise cette représentation sur les Figures [2.6] et on obtient les
Figures[d.1] et [4.2] Dans la Figure[4.1] les états 0 et 1 sont identifiés avec les sous-ensembles

de {0,1} : {0} et {1}.

b
start —>

b b
a
start —>
a

FIGURE 4.1 - AFD A

FIGURE 4.2 - AFD
Star(A)

Cette représentation nous donne une interprétation de la fonction de transition de A.
En effet, dans A, pour aller de la représentation d'un sous-ensemble E (E # () a la
représentation d’un sous-ensemble E’ en lisant la lettre ¢, il suffit de changer la position
des croix de E en leurs appliquant la fonction ¢ et d’ajouter une croix au début de la
ligne si et seulement si il y a une croix dans un carré rouge. Par exemple, si n = 4,G =
{1,2},0(1) = 2,6(2) = 3, on a §°({1,2}) = {0,2,3}, ce qui est représenté a la figure
ci-dessous.

4.1.1 Une borne supérieure

Nous allons commencer par établir une borne supérieure pour la complexité en états
de I'étoile de Kleene. Le raisonnement est basé sur la remarque suivante :
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FIGURE 4.3 — Une transition Star(Mony g 2})

Remarque 4.1.1. Si lire une lettre ¢ a partir de tout état de A méne a un état avec une
croix dans un carré rouge, alors cet état a aussi une croix dans le carré le plus a gauche.
Plus formellement, si F est un élément de @ et ¢ une lettre de ', si G N @(E) # 0,
alors 0 € §?(E). Ainsi, tout état E de A tel que ENG # () et 0 ¢ E n'est pas accessible
dans A. Par exemple, I'état & gauche dans la Figure n’est pas accessible dans 'AFD
Star(Mona (23} )-

Lemme 4.1.1. Pour tout entier n > 2, la complexité en états scgiqr de l'étoile de Kleene
satisfait scgiap(n) < 2771 4 2772,

Démonstration. On va distinguer plusieurs cas. En dessous de chaque cas se trouvera un
exemple de représentation pour n=4 afin de mieux visualiser.

Premiérement, supposons que G = (). Alors A n’a pas d’états finaux et la taille de
I’AFD minimal associé¢ & A est 1.

Maintenant, montrons que dans chaque autre cas, le nombre d’états accessibles dans A
est plus petit ou égal a 271 4 272,

Deuxiémement, supposons que G = {0}. Soit E un état de A qui est un singleton {j}.
— Si ¢(j) =0, alors ¢(E)NG # 0, et §%(E) = {0} U {0} = {0}.
— Si¢(j) =1#0, alors ¢(E)NG =0 et 62(E) = {¢(5)} = {I}.

Dans les deux cas, §°(E) est un singleton. Ceci peut étre remarqué en utilisant notre
représentation. En effet, dans ce cas, ajouter une croix a une ligne avec seulement une
croix via une transition est impossible. On obtient que chaque état accessible de A est un
singleton. Par conséquent, le nombre d’états accessibles de A est au plus n+1 < 27142772,
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Finalement, supposons que G ¢ {0, {0}}. On va utiliser la Remarque pour déduire
une borne supérieure sur le nombre d’états accessibles de A. On distingue deux cas :

— Supposons que 0 ¢ G. Déterminons le nombre d’états qui ne sont pas accessibles
dans A. Autrement dit, déterminons le nombre d’états £ de A tels que ENG # () et
0 ¢ E. Etant donné que 0 ne peut appartenir ni a £, ni & G et que E doit contenir au
moins un élément de GG, le nombre d’états E vaut le nombre de parties d’un ensemble
de n — 1 éléments auquel on retire le nombre de parties d'un ensemble de n — 1 — #G
éléments, ainsi on obtient 27! — 2n~1=#C gtats. Par conséquent, le nombre d’états
accessibles de A est au plus

on _ (2n—1 _ 2n—1—#G) :(2n _ 271—1) + 2n—1—#G
:2n71 4 2n717#G
<=l 4 9n=2 car #G > 1.

— Supposons que 0 € G. Le nombre d’états non accessibles dans A est le nombre d’états
E de Atelsque ENG # 0 et 0¢ E. 11 vaut 271 — 2"~#&_ Ainsi, le nombre d’états
accessibles de A est au plus

omn _ (271—1 _ 2n—#G) — 2n—1 + 2n—#G

Cependant, comme G & {0,{0}} et 0 € G, on a #G > 2. Par conséquent, le nombre
d’états accessibles de A est au plus

277,—1 + 2n—2 )

Ainsi, on a prouvé dans chaque cas que la taille de ’AFD minimal associé & A est plus
petit ou égal & 27! + 2772, Donc, par le Théoréme [3.3.1], scgpar(n) < 2771 4 2772, O

4.1.2 Une borne inférieure
Nous allons maintenant prouver que le langage accepté par Mon™ est un témoin pour

I’étoile de Kleene et que la borne supérieure est atteinte.

Lemme 4.1.2. Soit un naturel n > 2. Si G = {n — 1}, alors la taille de 'AFD minimal
associé a A est 21 4 2n72,
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Démonstration. Soit G = {n — 1}, on a A = Star(Mon"). Supposons que S est I’ensemble
de tous les états E' de A qui sont tels que sin —1 € E alors 0 € E.

Montrons que chaque état E de S est accessible dans A par induction sur le nombre
d’éléments de E. On suit I'intuition donnée a la Figure [4.4]

L’ensemble vide est initial dans A. Chaque singleton d’éléments de [n] est dans S, a
part le singleton {n — 1}. De plus, si j € [n — 1], alors {j} est accessible a partir de
’ensemble vide en lisant toute lettre ¢ telle que ¢(0) = j. Ainsi, tout élément F de S tel
que #FE < 1 est accessible dans A.

Maintenant, soit j € {1,...,n — 1}, et supposons que tout élément F de S tel que
#E < j est accessible dans A. Soit E’ un élément de S tel que #E£" = j+1.Si E' = {0,n—1}
alors il est accessible a partir de {0} en lisant la lettre (0,n — 1). Sinon, soient [ et !’
deux éléments distincts de E' tels que | # n — 1, et soit £ = (0,1) o (I'yn — 1)(E’). On
a0 e En—1¢€ FE et #E = #FE'. De plus, E est accessible a partir de ’ensemble
E" = E\{n — 1} en lisant la lettre (0,n — 1). Par conséquent, E’ est accessible a par-
tir de E” en lisant la lettre (0,7 — 1) suivie de la lettre (0,1) et puis la lettre (I',n — 1).
De plus, #FE" = jet n—1 & E”, ce qui implique que E” € S. Ainsi, F’ est accessible dans A.

Donc, on a montré que chaque élément de S est accessible dans A.

(0,3)
start —

FIGURE 4.4 — Une exécution dans Star(Mong(s)) & partir de 1'état initial () jusqu’a I’état
{0,1,2}

Vu la Remarque , les états accessibles de A sont exactement les états dans S.
Nous allons montrer que les états de S sont deux a deux distinguables dans A. On suit
intuition de la Figure [£.5]

Soient F et E' deux éléments non vides différents de S. Il existe un entier j tel que, soit
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jEFEetjg E soitjg Eetje E. Vuque les deux cas sont symétriques, on suppose
que j est un entier tel que j € E et j & E’. Soit ¢ la lettre de I';, telle que ¢(j) =n —1
et telle que, pour tout [ € [n] qui n’est pas égal a j, ¢(I) = 0. Lire la lettre ¢ a partir de
I'état E meéne a I'état {0,n — 1}. De plus, lire la lettre ¢ a partir de I’état E’ méne a I’état
{0}. Cependant, {0,n — 1} est final dans A, alors que {0} n’est pas final dans A. Ainsi, £
et E' sont distinguables dans A.

De plus, lire le mot vide & partir de I'état () dans A méne a (), qui est final, mais lire
le mot vide a partir de 'état {0} dans A meéne a {0}, qui n’est pas final. Par conséquent,
() et {0} sont distinguables dans A. Ainsi, toute paire d’états distincts de A est distinguable.

FIGURE 4.5 — Comment distinguer deux états de Star(Monys}), avec la lettre ¢ telle que
o(1) =3, et ¢(0) = p(2) = ¢(3) =0 (le "j" de la preuve vaut 1 dans cet exemple).

Ainsi, la taille de 'AFD minimal associé & A est de la méme taille que S, qui est
2n71 + 2n72. D

Par le Lemme et le Lemme [£.1.2] Mon™ est un témoin pour 1'étoile de Kleene, et
la borne supérieure du Lemme est atteinte.

Proposition 4.1.1. Pour tout naturel n > 2, la complexité en états scgiqar de [’étoile de
Kleene satisfait sCgyqp = 271 + 2772,

4.2 La concaténation

Soit (ny,ns) une paire de naturels plus grands ou égaux a 2, soit (Fi, F3) une paire
d’ensembles finis tels que Fy C [nq] et Fy C [no], soit Mon(n, ny), (m,m) = (M1, M) et soit
A= (%,Q,1,F,§) = Conc(M;, My). Par la Définition [2.3.5, on a

— S =Tpm = [[nl]][[nl]] % [[nQ]][[mﬂ,
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— Q= [m] x 2l
(0,0 si0ogR
o ’:{ (0,{0}) si0€F
— F={(q1,E) € [m] x 2™V ENn F, # 0},
— pour tout (g1, B) € [n1] x 21721 et tout (61, ¢2) € Dy

1,92 _ (¢1(Q1)7¢2(E)) sl ¢1(Q1> ¢ Fl
g )(QLE) - { (¢1(91)7(J52(E) U {0}) si ¢1(CI1) € .

Pour représenter les états de A, on va utiliser une représentation similaire au cas de
I'étoile de Kleene. Cependant, cette fois-ci, un état (¢, F) de A est représenté par deux
"lignes" de carrés. La premiére représente ¢, et donc a exactement une croix. La seconde
représente F, et donc a autant de croix que la taille de E. Par exemple, si n; = 4,ny =
5,F1 = 1 et Fy = {2,3}, I'¢tat {2,{1,3}) de A est représenté par la paire de lignes ci-
dessous :

X
XX

Cette représentation nous donne une interprétation de la fonction de transition de A.
En effet, dans A, pour aller de I'état (¢, F) a l'état (¢/, E’) en lisant une lettre (¢1, ¢2) (dans
le cas ot E # ()), on peut changer les positions des croix des deux lignes représentant (g, E)
en appliquant ¢; a la croix de la premiére ligne et ¢, aux croix de la seconde ligne et aprés
ca il ne reste plus qu’a ajouter une croix au début de la seconde ligne si et seulement si
la croix de la premiére ligne est dans un carré rouge. Par exemple, si n; = 3,no =4, F} =
{2}, Fy = {1}, 1(1) = 2,02(1) = 2,¢2(2) = 3, on a 6°((1,{1,2})) = (2,{0,2,3}), ce qui
est représenté a la figure ci-dessous.

4.2.1 Une borne supérieure

On commence par établir une borne supérieure pour la complexité en états de la conca-
ténation. Notre raisonnement sera basé sur la remarque suivante :

Remarque 4.2.1. Si lire une lettre a partir d'un état de A méne & un état dont la croix
de la premiére ligne se trouve dans un carré rouge, alors la seconde ligne de cet état a une
croix dans le carré le plus & gauche. Plus formellement, si (¢, ) est un élément de @, si
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FIGURE 4.6 — Une transition dans Conc(Mon(3,4),({2}7{1}))

(¢1, 2) est une lettre de Ty, ,,, €t si ¢1(q) € Fy, alors en notant (¢/, E') 'état 6(*1:92) (¢, E)),
on a0 € E'. Ainsi, tout état (¢, F) de A tel que g € F} et 0 € E n’est pas accessible dans
A.

Lemme 4.2.1. La complexité en états Sceone de la concaténation satisfait
SCeone(n1,m2) < (ny — 1)27% + 2771,

Démonstration. Si Fy = (), tout état (¢, E) de A tel que E # () n’est pas accessible. Ainsi,
le nombre d’états accessibles de A est plus petit ou égal a n;.

Supposons que F; # (). Le nombre d’états accessibles dans A est le nombre des états
(q, ) de A tels que, si ¢ € F} alors 0 € E. Ce nombre vaut

122" — (27 — 2™

2" — Ry 2

ny —1)2m2 4-2"2 — # . 2!

= (ny —1)2™ +271(2 — #)

np— 12" + 2"V ear (2—#F) <1

(ny — #F)2" + #F, - 2070 =

I
S 3

IN

|
—~

Dans tous les cas, le nombre d’états accessibles de A est plus petit ou égal a
(ng — 1)2" 42" 1,

Ainsi, par le Théoréme [3.3.1} on a Sceonc(n1,n9) < (ng — 1)272 + 2m27L,

4.2.2 Une borne inférieure

On va maintenant prouver que Monn, n.),({n,—1},{na—1}) €st un témoin pour la concaté-
nation, et que la borne supérieure ci-dessus est atteinte.
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Lemme 4.2.2. Si Fy = {n; —1} et Fy, = {ny— 1}, alors la taille de ’AFD minimal associé
a A est (ng —1)2m2 4 2m271,

Démonstration. Rappelons que ny et ny sont tous les deux plus grands ou égaux a 2. Soient
Fi = {ni — 1} et F5, = {ny — 1}, et donc A = Conc(Mon(n, ny),({n1-1},{na—1)})- S0it S 'en-
semble de tous les états (j, F) de A tels que, si j = ny — 1, alors 0 € E. Montrons que
chaque état (j, E) de S est accessible dans A par induction sur le nombre d’éléments de
E. On va suivre l'intuition donnée a la Figure [4.7]

L’état (0,0) est initial dans A. Un état (j,0) est dans S si et seulement si j € [ny — 1].
Cependant, si j € [n1—1], (4,0) est accessible a partir de (0, () en lisant la lettre ((0, j), Id).
Ainsi, tout élément (j,0) de S est accessible dans A.

Létat (ny — 1,{0}) est accessible dans A a partir de (0, () en lisant la lettre ((0,n; —
1), Id). De plus, tout état (j,{m}) de S, ot j € [n1 —1] et m € [ny] est atteint a partir de
I'état (ny — 1,{0}) en lisant la lettre ((n; — 1,7), (0, m)). Donc, tout état (j, E) de S avec
#E <1 est accessible dans A.

Maintenant, soit [ € {1,...,ny—1}, et supposons que chaque élément (j, E') de S tel que
#E <[ est accessible dans A. Soit (j', E') un éléments de S tel que #E" = [+ 1. Soit r un
élément de E’, soit 7’ un élément non nul de (0,7)(E’), et soit E = (0,r)(E")\{r'}. L'état
(j', E') est atteint dans A & partir de I'état (ny — 1, E) en lisant la lettre (Idp,, -1y, (0,77))
et aprés la lettre ((ny — 1,5'),(0,7)). De plus, 0 € E, ce qui implique que (n; — 1, F) est
dans S, et #E = [. Par conséquent, (', E’) est accessible dans A. Ainsi, on a montré par
induction que chaque élément de S est accessible dans A.

start —

((2,3),(0,1))

FIGURE 4.7 — Une exécution dans Conc(Mona),(s13})) & partir de I’état initial (0, ()
jusqu’a l'état (2,{1,2})

Vu la Remarque [£.3.1] les états accessibles de A sont exactement les états de S.
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Maintenant, montrons que les états sont deux a deux distincts dans A.
Soient (j, F) et (j', E') deux éléments différents de S. On distingue deux cas et on suit
I'intuition donnée aux Figures [1.8] et [£.9]

— Premiérement, supposons que j # j'. Soit ¢; une fonction de [n;]I"! telle que
$1(j) = 0 et ¢1(j') = ny — 1 et soit ¢y la fonction de [ny]I"2l telle que ¢o(l) = ny — 1,
pour tout [ € [ng]. Lire la lettre (¢1,¢2) a partir de I'état (j, ) méne a l'état
(0,{ns — 1}). De plus, lire la lettre (¢1,¢p2) a partir de 1'état (j', E') méne a l'état
(n1 - 1, {0,%2 - 1}) AiIlSi, si ¢3 = [d[[nl]] et ¢4 = (0,712 — 1), on a
§(01:02)(93.04) (. B) = (0,{0}) et 0(@1:92)(83:04) (j' 'E') = (ny — 1,{0,ny — 1}).
Cependant, (n; —1,{0,ny —1}) est final dans A alors que (0, {0}) ne l’est pas vu que
ny > 2. Ainsi, (4, F) et (j/, E) sont distinguables dans A.

FIGURE 4.8 — Comment distinguer les deux états (1,{1,3}) et (2,{1,3}) de
Conc(Mon(a,a,({3y,(3})) ot j # j', avec ¢1(2) = 3, ¢1(1) = 0 et ga(1) = $2(3) = 3.

— Supposons que F # FE'. Il existe un entier j tel que, soit j € F et j € F', soit j € E
et j € E'. Comme les deux cas sont symétriques, on suppose que j est un entier tel
que j € E et j & E'. Soit ¢; la fonction de [n;]I"] telle que ¢;(I) = 0 pour tout
I € [ni]. Soit ¢ la fonction de [ny]I"2! telle que ¢o(j) = ny — 1, et telle que pour
tout [ € [ny] qui n’est pas égal a j, ¢o(l) = 0. Lire la lettre (¢1, ¢2) depuis I'état
(7, E) mene a l'¢tat (0,{ns — 1}) ou a 'état (0,{0,ny — 1}). De plus, lire la lettre
(¢1,¢2) a partir de I'état (', E') meéne a '¢tat (0,{0}). Cependant, (0, {ns — 1}) et
(0,{0,n2 — 1}) sont finaux dans A, alors que (0,{0}) n’est pas final dans A. Ainsi,
(7, E) et (', E') sont distinguables dans A.

On a montré que les états de S sont distinguables deux a deux dans A. Ainsi, la taille
de 'AFD minimal associé¢ & A est la taille de S, qui est (n; — 1)272 + 2m27L, ]

Par conséquent, par le Lemme et le Lemme m, M on;{ﬁﬁl}’{nrl} est un témoin
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FIGURE 4.9 — Comment distinguer deux états (7, F) et (5, E') de Conc(Monff’{?’}) quand
E# E' avec ¢1(1) = ¢1(2) = 0, ¢2(1) = ¢2(0) = 0 et ¢»(2) = 3.

pour la concaténation et la borne supérieure du Lemme [£.2.1] est atteinte.

Proposition 4.2.1. Pour toute paire d’entiers positifs (ni,ny) avec ny > 2, la complexité
en états de la concaténation Sceone Satisfait sceope(ni, ng) = (ng — 1)2m2 4 2m2~1,
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4.3 L’étoile de 'intersection

Nous allons appliquer notre méthode a ’opération étoile de I'intersection.

Les éléments de 2[m1x[72] yont étre vus comme des matrices booléennes de taille ny X ns.
Une matrice de ce type est appelée tableau. On écrit T, , pour la valeur du tableau T & la
ligne x et a la colonne y. Et #T représente le nombre de 1 dans le tableau.

Soient (ni,n9) une paire de naturels, soit (F;, F5) un sous-ensemble de [n{] x [ns] ,
s0it Mo, ny),(F1,1) = (M1, My) et soit A = (X,Q,14, F,0) = (Star o Inter)(M;, M,). En
utilisant les Définitions [2.3.3] [2.3.6] on a

— X =Ty = [ma] ] x [ ]I,
— Q= oln1]x[n2]

- i:@
— F={F c2mxl=l|En(F x F) # 0}u {0}
— pour tout a € X

(

0),
(0

) (8))7 (0,0)} i {(67(0),05(0))} € F1 x Fy

o [ {(0), 5
“@)‘{{@% 5(0))  sinon.

et pour tout F # (),

oy — L (01,05)(E) U{(0,0)} si (67,05)(E) N Fy x Fy # 0
(B) = { (09,09)(F) sinon.

Nous allons représenter un sous-ensemble E de [ni] x [ng] par un tableau ou chaque
carré est soit vide, soit rempli d’une croix. Un carré vide en position (i,7) signifie que
(i,7) ¢ E (ie. T;; = 0), si par contre ce carré est rempli alors (4,5) € E (i.e. T;; = 1).
Tous les carrés qui représentent une position qui est dans F; x F, sont en rouge. Par
exemple, si ny = 3,ny = 2, F} x Fy = {(2,0),(2,1)}, le sous ensemble {(0,0),(2,1)} est
représenté par le tableau ci-dessous :

X

X

On obtient une interprétation de la fonction de transition de A. Dans A, pour aller de
I'état £ a I'état E’ en lisant (41, ¢2), on peut changer les positions des croix représentant
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E en appliquant ¢; sur les lignes de E et ¢y sur ses colonnes et aprés ca il suffit d’ajouter
une croix dans la case le plus en haut a gauche du tableau (la case T} ) si et seulement si il
y a une croix dans un carré rouge. Par exemple, si n; = 3,ny = 2, F1 x Fy = {(2,0), (2,1)},
¢1(0> = 27¢1(1) = 1’¢2<1) =1, ona (W({(O’ 1)7 (17 1)}) = {(27 1)7 (17 1)7 (Ou 0)}7 ce qui est

représenté a la figure ci-dessous.

FIGURE 4.10 — Une transition dans Star o Inter(Mon(s ) (2,0),2.1)})

4.3.1 Une borne supérieure

On commence par établir une borne supérieure pour la complexité en états de ’étoile
de l'intersection. Notre raisonnement sera basé sur la remarque suivante :

Remarque 4.3.1. Si lire une lettre a partir d’'un état de A méne a un état dont au moins
une croix se trouve dans un carré rouge, il y a une croix dans le carré le plus en haut a
gauche (Tpo = 1). Plus formellement, si E est un élément de @, si (¢1, ¢2) est une lettre de
Loy gy €68 (01, 02) (E)N(Fy X Fy) # (), alors en notant E' I'état §®1¢2)(E), on a (0,0) € E'.
Ainsi, tout état E de A tel que EN(Fy x Fy) # D et (0,0) € E n’est pas accessible dans A.

Notation 4.3.1. Notons Bp, r, 'automate déduit de (Star o Inter)Mon,, g g, en reti-
rant les tableaux avec une croix dans (x,y)€ F; x Fy mais pas de croix dans (0,0).

Ainsi, nous allons obtenir une borne supérieure pour la complexité en états de la com-
position des opérations Star et Inter en maximisant le nombre d’états de Bp, f,.

Remarque 4.3.2. L’état initial de InterMon,, ) est le seul état final. Ainsi, L((Star o
Inter)Mon, ) = L(InterMon,, )" = L(InterMon, ) et ceci implique que
#min(Boo) < #min(InterMon, o)) < nino.

Lemme 4.3.1. Le nombre mazimal d’états de Bp, g, avec Fy x Fy & {{(0,0)},0} est atteint
lorsque #(Fy x Fy) = 1.
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Démonstration. Le nombre d’états de Bp, p, est égal au nombre d’états de A auquel on
retire le nombre de tableaux avec une croix dans (z,y) € F} X F; et dont la case (0,0) n’est
pas remplie. Ainsi, on a
#B =p2almlxnl i e olmIxnad|(3(z,y) € Fy x Fy tel que T,y = 1 A Ty o = 0}
=2mm2 — (T € 2lmIxInli Ty o = 0} — #{T € 2l IImly(2 y) € Py x
T,, =0ATyo=0})
—gmm _ (gmma—l _ 7 g olmlxInel (g y) € Fy x Fy, Ty, = 0 A Tho = 0})
) amne — (gmnamt _ gmne=#R#ERL) 6 (0,0) € Fy X Fy
B gninz _ (2“1"2*1 _ 2”1“2*#F1#F2) sinon
Vu que qu’on est dans le cas ou (0,0) € F} x Fy, on obtient
#B — gmnz _ (2”1”2—1 _ 2”1”2—#F1#F2—1>‘
De plus, vu que F} x Fy # (), pour maximiser le nombre d’états de Bp, g, il faut que

#EF\#F; soit égal a 1, c’est-a-dire F; X Fy = 1.
H

Corollaire 4.3.1. #,((Staro Inter)M,, g g,)) < 3mana

Démonstration. En utilisant le Lemme [£.3.T] on maximise le nombre de tableaux lorsque
#F, x #F, = 1. Dans ce cas, on a

#B —ominz __ (2mn271 _ 2n1n27171)
:2n1n2 _ (2n1n2—1 _ 2n1n2—2)

:2n1n2 . 2n1n2—2

—9nin2 _ —9gninz

4
3

—Z9ning

4

Ainsi, la borne supérieure est %2”1"2.

4.3.2 Une borne inférieure

Lemme 4.3.2. Tous les états de B sont accessibles.

Démonstration. Soit T un état de B.
Définissons un ordre < sur des tableaux comme T<T’ si et seulement si

1. #(T) < #(T") ou
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2. (#(T) = #(T") ¢t Ty 1y = et T, 1, 5 = 0) ou
3. (#(T) = #(T’) et Tn1,17n2,1 = T/171,n271 et TO,O =1et T(/),O = O)

n

Prouvons 'assertion par induction sur des tableaux non vides de B pour l'ordre partiel <.

Cas de base
Remarquons d’abord que le tableau vide est 1’état initial de B et donc il est bien accessible.
Pour les tableaux non vides de B et 'ordre <, le seul tableau minimal est le tableau avec
seulement un 1 dans (0,0). Il est accessible & partir de I’état initial () en lisant la lettre
(Id, Id). Remarquons que chaque lettre est une paire de fonctions de [n;]I"1] x [ny]n2l.

Induction Prenons un tableau 7" et trouvons un tableau T tel que T" < T" et T" est
accessible depuis T'. Nous distinguons les cas ci-dessous selon certaines propriétés de T".
Pour chaque cas, on va définir un tableau 7" et une lettre (f, g). De plus, pour tous les cas
sauf le dernier, on vérifie facilement que

* Too =1 (ce qui implique que T est un état de B),

« SU(T) = (£,0)(T) = T (o0 (£,9)(T) = {(F0), 9|5 ) € T) et
* T < T

Cas1:7T"

=0
ni—1,n2—1
*x Ty = 0. Soit (i, 7) I'indexe d'un 1 dans 7". Définissons (f, g) par ((0,7), (0, 7)) o
(0,7) et (0,4) sont des transpositions, et 7' = (f, g)(7"). De plus, on a bien T" < T"
par le point 3 de la définition de cet ordre.
Par exemple, si 1" est représenté par le tableau ci-dessous :

X

alors T' sera représenté par :

X

* Té’o =1
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— Dexiste (4,7) € {1,2,...,m—1}x{1,2,...,ny—1} tels que T} ; = 1. Définissons
(f,g9) comme ((n; — 1,i), (ne — 1, 7)), alors T = (f,g)(T"). De plus, on a bien

T < T’ par le point 2 de la définition de cet ordre.

Par exemple, si T" est représenté par le tableau ci-dessous :

X

X

alors T' sera représenté par :

X

X

— Pour tout (4,7) € {1,2,...,n1 — 1} x {1,2,...,np — 1}, T}
T, 10 = 1. Dans ce cas, définissons (f, g) comme (Id, (ny —1,0)), et T comme

n

o /
J 07 TO,nQ—l

=1et

(f,9)(T"). De plus, on a bien T' < T" par le point 2 de la définition de cet ordre.
Par exemple, si 1" est représenté par le tableau ci-dessous :

X

X

X

alors T' sera représenté par :

X

X

X

— Pour tout (i,7) € {1,2,...,n1 — 1} x {1,2,...,ny = 1}, T}, = 0, T}

no—1

=1et
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17,10 = 0. Définissons (f, g) comme ((n; —1,0), Id). Alors T est défini comme

n

To,ng—l =0
Tnlfl,ngfl =1
T; = Tz’,,j si (’i,j) ¢ {(O,n2 - 1)7 (n1 —1ing — 1)}

De plus, on a bien T' < T” par le point 2 de la définition de cet ordre.
Par exemple, si T” est représenté par le tableau ci-dessous :

XX

alors 1" sera représenté par :

XX

— Pour tout (4,7) € {1,2,...,n — 1} x {1,2,...,ny — 1}, T}, =0, T3, ; =0 et
17, 10 = 1. Définissons (f, g) comme (Id, (n—1,0)). De plus, on a bien T' < 7"
par le point 2 de la définition de cet ordre.

Par exemple, si T" est représenté par le tableau ci-dessous :

X

X

alors T' sera représenté par :

X

X
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— Pour tout (4,7) € {1,2,...,m1 — 1} x {1,2,...,ny — 1}, T}, = 0,T5,,, ; =0 et
17, 10 ="0. Soit (i,7) # (0,0) un 1 dans T". Définissons
(f7g) = ((nl - 17i)7 (nQ - 17.]))

et définissons 7' comme suit

by =0
Tnl—l,ng—l =1
Ty =T st (7,7") € {(3,7), (n1 — 1,n2 — 1)}

De plus, on a bien T' < T” par le point 2 de la définition de cet ordre.
Par exemple, si T" est représenté par le tableau ci-dessous :

XX

alors 1" sera représenté par :

X

X

Cas2:Too=1letT) ;, ;=1
Soit (f,g9) = ((ny — 1,0), (ne — 1,0)). Soit 7" la matrice obtenue depuis 7" en remplacant
1 par 0 dans (0,0). Soit 7' = (f, ¢)(T"). Comme (f,g) est une bijection sur [ni] x [n2],

nous avons Too = ((f, 9)(T"))oo =T 1 .,—1 = 1, ce qui signifie que T" est un état de B et

(f,o)(T) = (f,9)(f,9)(T") =T". Comme Ty | n,—1 = 1, nous avons (5(f’9)(T) = T’ dans
B. De plus, #T < #T" implique que T' < T".

Lemme 4.3.3. Tous les états de B sont distinguables.
Démonstration. Soient T et T" deux états différents de B. Il existe (,5) € [n1] x [n2] tels
que T; ; # T} ;. Supposons par exemple que T; ; = 1 et T} ; = 0.
Soit (f,g) € [ni]l™] x [ny]"2l tel que
n—1 sixz=1
ro={;

sinon
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ne—1 six=9
9(96)—{02 ’

sinon

Nous avons 69 (T, 1mp1=Tij =1 et SV (T"), 10y 1 = T}, = 0. Ainsi T et T" sont
distinguables dans B.
[

Théoréme 4.3.1. La complexité en états de I’étoile de l'intersection est %2”1"2.

4.4 La racine carrée

Nous allons nous intéresser a la racine carrée du langage L qui est définie par
V'L = {z|zz € L}. Nous verrons dans le Chapitre 4| une construction grace a laquelle on
obtiendra une borne supérieure de la complexité en états de la racine carrée égale a n”".
Pour l'instant admettons le et calculons la valeur exacte de sa complexité en états.

4.4.1 Une borne supérieure

Considérons 'automate SRoot(Mon,, r). On peut remarquer que tous les états dans
SRoot(Mon,, ) sont accessibles. En effet, I'état étiqueté par la fonction g est atteint de-
puis /d en lisant la lettre g.

Pour la distinguabilité, on considére un état g, défini par : Soit a # b € [n]
— gup(x) =asiz e F

— gap(x) = b sinon

Lemme 4.4.1. Pour chaque pair a,b € [n] telle que a # b, les deux états gop et gpo ne
sont pas distinguables dans SRoot(Mon, ).

Démonstration. Prouvons que pour tout h, les fonctions ho g, et ho g, sont soit toutes
les deux finales soit toutes les deux non finales. En fait, nous avons seulement deux valeurs
de h & analyser : h(a) et h(b). Si h(a),h(b) € F ou h(a),h(b) € F alors les deux fonctions
ho gap et ho gy, sont évidemment toutes les deux finales ou toutes les deux non finales.
Sans perte de généralité, on peut supposer que h(a) € F ( et donc h(b) € F).

On doit examiner deux cas :
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1. Si0e F:
On a alors h(gap
1(ga.o(h(9a(0)))
et donc h(gp.q(h(
2.510¢ F:
On a alors h(g.,(0)) = h(b) € F. Alors g,4(h(ga(0))) = b et
h(gap(h(926(0)))) = h(b) ¢ F. Mais on a aussi h(gs.(0)) = h(a) € F. D'on,
Gb.a(M(96.2(0))) = b et donc h(gya(h(964(0)))) € F. Ce qui implique que les deux
états ne sont pas finaux

(0)) = h(a) € F. Donc, ¢4 5(h(g.5(0))) = a et
) = h(a) € F. Mais h(gba(O)) = h(b) & F. D’ou, goo(h(gp4(0))) = a
9.2(0)))) € F. Ce qui implique que les deux états sont finaux.

On en déduit que les deux états ne sont pas distinguables. O

Remarque 4.4.1. Le nombre de transformation g, est égal a 2 (g)

Corollaire 4.4.1. On a

se/(n) < n" — (Z)

4.4.2 Une borne inférieure

Lemme 4.4.2. Soient F={n-1}, P={(g9,¢')|g # ¢’ etVa,b € [n],(9,9") # (dap: Gb.a) }- Pour
toute paire d’états distincts (g,9') € P, g et g’ sont distinguables dans SRoot(Mon, ).

Démonstration. Nous allons considérer trois cas
— Supposons que g(0) = ¢'(0).
Alorsil existe z € [n]\{0} tel que g(x) # ¢'(x). Posons h(g(0)) = z. D’ou, h(g(h(g(0)))) =
h(g(z)) et h(g'(h(4'(0)))) = h(¢'(x)). Mais vu que g(z) # ¢'(z), il est toujours pos-
sible de choisir h tel que h(g(z)) = n — 1 alors que h(¢'(x)) # n — 1. Donc, h o g est
un état final alors que h o ¢’ ne 'est pas.

— Supposons que g(0) # ¢'(0) et que #(Im(g)JIm(g")) > 2.
Sans perte de généralité, supposons qu'il existe = € I'm(g) tel que x & {g(0), ¢'(0)}.
Donc les valeurs h(g(0)),h(¢'(0)) et h(x) peuvent étre choisies indépendamment les
unes des autres. Posons h(g(0)) =y avec g(y) = x, h(¢'(0)) =0 et h(z) =n — 1. On
obtient que h o g est un état final alors que h o ¢’ ne 'est pas.

— Supposons que g(0) # ¢'(0) et que #(Im(g)JIm(g')) = 2.
Supposons que pour tout état non final =, nous avons g(x) # g(n — 1) et
g (z) # ¢'(n — 1). Etant donné que  n’est pas final et que #(Im(g) JIm(g")) = 2,
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on a g(x) = ¢(0) et ¢'(z) = ¢'(0) (rappelons que 0 n’est pas final). Ainsi, comme
g(0) # ¢'(0) ca implique g(n—1) # ¢’(n—1). Autrement dit, g = g, €t ¢’ = g, pour
certains a, b. Par contraposition, si (g, ¢’) # (gap: 9p.a)Va, b alors il existe z # n — 1
tel que g(z) = g(n — 1) ou ¢'(z) = ¢’(n — 1). Notons m I’élément minimal de [n]
ayant cette propriété et sans perte de généralité, supposons que g(m) = g(n—1) (en
particulier, ¢a signifie que pour tout p < m,¢'(p) # ¢'(n — 1)). On doit considérer
deux cas :

— Sim = 0 alors on fixe h(g(0)) =n —1 et A(g'(0)) = 0. On a alors

h(g'(h(¢'(0)))) = 0. D'autre part, h(g(h(9(0)))) = hg(n—1)) = h(g(0)) = n—1.
D’ou, h o g est final alors que h o ¢’ ne l'est pas.

— Sim > 0 alors on a g(m) = ¢’(0) car il y a exactement deux valeurs dans l'image
de g et g'. Deplus, ¢'(n—1) # ¢'(0) et donc ¢’(n—1) = g(0). Posons h(g(0)) = m
et h(g'(0)) =n —1. On a h(g(h(g(0)))) = h(g(m)) = h(¢'(0)) = n — 1. D’autre
part, h(g'(h(¢'(0)))) = h(g (n 1)) = h(g(0)) = m # n — 1. Il en découle que
h o g est final alors que h o ¢’ n’est pas final.

]

Le théoréme qui suit est une consuite directe du Corollaire et du Lemme [4.4.2]

Théoréme 4.4.1. On a



Chapitre 5

Modificateurs amicaux

Dans cette section, nous allons présenter les modificateurs amicaux. Nous montrerons
qu’on peut changer chaque modificateur amical en une forme standard tout en conser-
vant I'opération qu’il décrit. Nous définirons les opérations amicales comme la composition
d’opérations booléennes et de racines. Nous verrons que chaque opération amicale est dé-
crite par un modificateur amical standard unique et que I'inverse est également vrai. Dans
le chapitre suivant, la complexité en états maximale d’opérations amicales sera détermi-
née en fonction de leur arité. Nous invitons le lecteur désireux d’en savoir plus a propos
des modificateurs amicaux a lire la theése [9]. A titre informatif, il existe une autre classe
particuliere de modificateurs, appelés modificateurs produits. Le lecteur intéressé pourra
consulter [4] et [9].

5.1 Définition

Définition 5.1.1 (modificateur amical). Un k-modificateur m=(Q,1,f,p) est amical si,
pour tout k-uplet d’ensembles finis Q, tout F tel que F; C Q;Vj, Vi € Q1 X+ X Qy, Vo, ¢ €

QlQlX"'Xng7

p(LE? (¢1 o ¢1, s 7¢k © wk)) = p(LEa?) © p(ban)

L’idée de cette définition est que p est un morphisme de monoides par rapport & sa
troisiéme coordonnée.

Exemple 5.1.1. Le modificateur Comp est amical. En effet, soient Q un ensemble fini,

FCQ, icQ, ¢,9 € Q9. On a
P(ivF=(¢0¢)):¢0¢=P(i7F>¢>OP(iaF7¢)

67
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Exemple 5.1.2. Le modificateur Xor est amical. En effet, soient Q=(Q1,Q2) un 2-uple
d’ensembles finis, F tel que F; C Q;Vj, 1 €Q, ¢,¢ € Q?l X @s?. On a
p(i, F, (¢1 01, 2 0102)) = (@1 091, ¢ 0 102)

et
p(@aEa?) © P(LE»%) = ?o% = <¢1 © ¢1>¢2 © %)

par définition de o. Ainsi, on a bien

p(i, E, (¢1 0 Y1, 2 0 92)) = p(i, EF, @ op(i, F, ﬂ)

Exemple 5.1.3. Nous allons montrer que le modificateur SRoot est amical. Soient QQ un
ensemble fini, FCQ, i€Q, ¢, € Q%. On a

p(i,F,(gboz/;)):g—)((;ﬁow)og

et on a

p(i, F,¢) o p(i, F,¢) = (g = ¢pog)o(g = og)=g— (poy)og.

Ce qui permet de conclure.

Proposition 5.1.1. Les modificateurs amicaux sont stables par composition.

5.2 Modificateurs amicaux standards

A tout modificateur 1-uniforme amical est associé un modificateur amical standard qui
est un autre modificateur 1-uniforme décrivant la méme opération. Nous allons voir que
toute opération décrite par un modificateur amical est également décrite par un unique
modificateur amical standard. Ainsi, un modificateur amical standard est un modificateur
de forme canonique associé & un modificateur amical 1-uniforme et décrivant la méme
opération.

Définition 5.2.1 (modificateur amical standard). Un k-modificateur m=(Q,1,£,p) est
amical standard si

Q) QP X x QP

— i(Q i, F) ~(Idg,..... Idg,)
7 p(laE>?)(%): (¢1 © ¢1> SRR ¢k © wk)
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Il suit de cette définition qu’un modificateur amical standard est bien amical. Re-
marquons qu'un k-modificateur amical standard est entiérement défini par sa troisiéme
coordonnée f. On peut aisément associer un modificateur standard a tout modificateur
amical.

Notation 5.2.1. Soit m = (Q,1,f, p) un k-modificateur amical. Nous dénotons par ms
le k-modificateur amical standard tel que

£.5(Q, 5 F) = {0lp(i, E, 9)(1(Q, 4, F)) € £(Q, 1, F)}.

Exemple 5.2.1. Voici un rappel de l'effet du modificateur complémentaire Comp sur un
automate fini déterministe A ainsi que l'effet du modificateur complémentaire standard
Comp,s sur A. Dans la troisiéme image, [ij| représente la fonction ¢ telle que ¢(0) = 7 et

o(1) = J.

La Figure représente bien un modificateur amical standard car on a
— ({0, 1})={0, 1311,
— 1({0,1},0, {1})=Id, 13 —[01],
— i ¢ est la fonction de transition de A alors
— p((0,{1},5%)([01]) = 0% o [01] = [10] car 6*(0) =1 et §%(1) = 0,
— (0,41}, 69)([10)) = 5 0 [10
( [11]

[
[10] = [01],
— p((0, {1}, 0%)([11]) = 6% o [11] = [00],
— p((0,{1},0°)([00]) = 0% o [00] = [11].

Il en va de méme pour b.

b
a,b
start —>
a

FIGURE 5.1 — Automate A
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b
a,b
start —>@>/_\ @
a

FIGURE 5.2 — Automate Comp(A)

FIGURE 5.3 — Automate Comp,s(A)

Lemme 5.2.1. Pour tout modificateur amical 1-uniforme m, le modificateur amical stan-
dard mgy décrit la méme opération que m.

Démonstration. Soit m = (Q,1i,f,p) un modificateur amical 1-uniforme et soit A un k-
uplet d’AFDs tel que A,;=(%, Q;,1;, F}, ;).

Un mot ajas - - - a; est dans L(mA)
& p(i, F, 0" ") (i(Q,4, F)) € £(Q,1, F)

& (p(i, E,0") 0 p(i, E, 0" 1) 0 -+ 0 p(i, ,6™))(1(Q, 4, F)) € £(Q,4, F)

De facon équivalente,
(psf(/b E? é(lz) © psf(l? E? éalil) 00 pSf(L Eu éal))<1dQ17 B 7Iko> € fsf(Q7 i; E)
o émag...al c fo(Qa Z’ E)
Ce dernier énoncé est équivalent & ajas - --a; € L(mgpA). Donc, L(mgpA) = L(mA).

]
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Notation 5.2.2. Nous notons M; I'ensemble des k-modificateurs amicaux standards 1-
uniformes.

5.3 Suites caractéristiques

Un modificateur amical standard (Q,1i,f, p) est entiérement caractérisé par la relation
f. Nous allons montrer une propriété de régularité sur les états finaux d’'un modificateur
amical standard l-uniforme. Dans ce but, nous associons & chaque état de 'automate de
sortie une fonction caractéristique qui est telle que si deux états sont associés a la méme
fonction caractéristique alors ils ont la méme finalité. Ces fonctions caractéristiques sont
représentées par des k-uplets de suites ultimement périodiques ayant des valeurs dans {0,1}.

Définition 5.3.1 (ultimement périodique). Une suite (u;)jeny qui a ses valeurs dans un
ensemble F est ultimement périodique si et seulement si il existe deux nombres naturels p
et N tels que pour tout n > N, on a Upip = Up.

Notation 5.3.1. Soit U l'’ensemble de tous les k-uplets u ou chaque u; est une suite

ultimement périodique a valeurs dans {0,1}. De plus, notons U l'ensemble (] Uy. Pour
kEN
simplifier les notations, pour tout (j,p)€ {1,...,k} x N, nous identifions (u;), & u;,.

Définition 5.3.2 (suite caractéristique). Soit ¢ € Q9" x -+ x Q2*. Nous notons X%E le
k-uplet de suites u € Uy, ot pour tout p€ N et tout j € {1,...,k},

{ 1 si (b?('@) € F;
Ujp =

0 sinon

avec la notation ¢% = ¢; 0.0 ¢; (p fois).

On appelle XZ%E la suite caractéristique de ¢ dans la configuration d’état (Q,i,F).

Dans cette définition, ¢f(z]) est ultimement périodique car ¢, est une fonction entre
deux ensembles finis et donc on a bien u € Uy.

Exemple 5.3.1. Comme illustré dans les deux figures ci-dessous, posons

(Ql) QQ) = ({Ov 1};7{9’ 1}>a (il,iQ) = (070)7 (Flv FQ) = ({1}7 {0})7¢1(0) = 17¢1(1> = 07

v %
$1 =2 et u= X4 i) (F R
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Nous avons, pour tout (j,p) € {1,2} x N,u;, = 1 si ¢%(i;) € Fj c’est-a-dire si ¢}(0) €

{1} et #5(0) € {0}. Ainsi, u;, = 1 si et seulement si p + j est pair. En effet, on a bien
Uy k1 = 1Vk € N car (;52’““( 1) € Fi. De méme, on a ug g, = 1Vk € N car ¢2k+2( 9) € Fy.

start —

Q

FIGURE 5.4 — Représentation de (Q1, i1, F1) associé a la fonction ¢,

e OSBO

FIGURE 5.5 — Représentation de (Qs, iz, F2) associé a la fonction ¢

La proposition suivante exprime le fait que les états avec la méme suite caractéristique
ont la méme finalité.

Proposition 5.3.1. Soit m = (§,%,f,p) un k-modificateur amical standard 1-uniforme.
Soient (Q,1, F) et (Q', i, F') deuz configurations d’état, ¢ QQl X e X QQ’“

[OS Q'?/l X - --XQ’S;“. Si X%E = X%ﬂ alors ¢ f(Q,1, F) si et seulement si ¢'c f(Q', 1, F').

Démonstration. Supposons que Xz F= Xz’ . VU la symétrie entre ¢ et ¢/, il suffit de mon-

trer que si ¢ € £(Q, 1, F) alors ¢’ € £(Q',7' ' F"). Ainsi, supposons que ¢ € £(Q,i, F).

Soient A et A’ deux k-uplets d’automates finis déterministes avec VI € {1,... k}

({a} Ql,zl,Fl,al) et Ay = ({a},Q'), 7, F'1,d/)) tels que of = ¢ et a)* = ¢). Vu

que sz = Xll s pour tout [ € {1,...,k} ¢)(i;) € F} si et seulement si ¢ (i) € F";. De
plus, of” = ¢7 et off = o7

Par conséquent, pour tout [ € {1,...,k}, L(A;) = L(A"}). Vu que
p(i, F,a%)(Idg,, ..., Idg,) = ¢ et gzﬁ € £(Q,i,F), on a a € L(mA). De plus, m est 1-
uniforme, et donc on obtient a € L(mA’). Ceci implique que
¢ =p(, F, o) Idg,, ..., 1dg,) € £(Q',7, '), ce qui permet de conclure. ]

Grace a ce résultat, la troisieme coordonnée d’un modificateur amical standard f peut
étre représentée par un ensemble de fonctions caractéristiques. Commengons par définir une
application mod qui nous permet de calculer un k-modificateur amical standard & partir de
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tout sous-ensemble de Ug. Nous allons voir qu’il y a en fait une correspondance entre les
modificateurs amicaux standards et les sous-ensembles de Uy.

Définition 5.3.3 (mod). Pour tout naturel k, pour tout ECUy, nous désignons par mod(E)
le modificateur amical standard (Q,1i,f,p) tel que pour toutes les configurations d’état

(9717E)7 f(Q’LE):{QG Q?l X X ng’Xj%E € E}

Le corollaire suivant nous dit que tout k-modificateur amical standard 1-uniforme peut
étre construit de cette facon a partir d’un sous-ensemble de Uy.

Corollaire 5.3.1. L’ensemble des k-modificateurs amicaux standards 1-uniformes M est
un sous-ensemble de ['image de mod.

Démonstration. Soit m=(Q,1i,f,p) un k-modificateur amical standard 1-uniforme. Soit £
'ensemble de toutes les suites u€Uy telles qu'il existe une configuration d’état (Q,i,F) et
¢9€ £(Q,i,F) avec X%E = u. Pour toute configuration d’é¢tat (Q,i,F), si g€ Q?l X e X QS’“

et X%E € I, alors par la Proposition |5.3.1} ¢ €£(Q,1,F)={¢€ Q?l X - X ng‘xgg € E}.
Ainsi, m=mod(E).

]

5.4 Opérations amicales

Les exemples et montrent que la différence symétrique et la racine carrée
peuvent étre décrits par des modificateurs amicaux et donc par des modificateurs amicaux
standards. Ces constructions s’étendent & toute opération de racine k-éme et toute opé-
ration booléenne k-aire. Ainsi, par la Proposition [5.1.1) on obtient que toute composition
d’une opération booléenne k-aire avec des racines de langages est décrite par un modifi-
cateur amical standard. Nous allons étendre la notion d’opération booléenne & une arité
infinie afin de décrire par un modificateur amical d’autres opérations telle que 'opération

Racine infinie qui est définie par Racine,,={J, 5 VL.

Définition 5.4.1 (opération booléenne). Une fonction booléenne est une fonction de
{0,1}Y dans {0,1}. Chaque fonction booléenne b définit une opération booléenne X, pro-
duisant un langage lorsqu’il agit sur des suites de langages de la fagon suivante : pour toute
suite de langages (L,)pen, un mot w est dans X ((Ly)pen) si et seulement si il existe une
suite v dans {0, 1} avec b(v) = 1 telle que, pour tout p € N, w € L, si et seulement si
v, = L.

Exemple 5.4.1. Soit la fonction booléenne b définie par : pour toute suite v dans {0,1},
b(v) = 1 si et seulement si soit pour tout p € Nu, = 1, soit pour tout p € Nuv, = 0. Nous
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avons pour toute suite de langages réguliers (L,)pen, w € X((Ly)pen) si et seulement si
soit pour tout p € N, w € L,, soit pour tout p € N, w ¢ L,. Cette assertion se traduit en

I’équation suivante :
+ inf + inf

o)pen) ﬂL uﬂLC

Maintenant, nous pouvons définir les opérations amicales comme la composition d’une
opération booléenne avec certaines racines de langages.

Définition 5.4.2 (opération amicale). Une opération k-aire sur des langages réguliers ®
est amicale s’il existe une opération booléenne X telle que, pour tout k-uplet de langages
réguliers L = (Lq,. .., L) définis sur le méme alphabet,

:IE({)/L—M{)/L_27"'7{)/L_lm\1/L_17\1/L—27"-7\1/L_k7'--7</L_17€/L_27'-'7</L—k7-")'

Nous allons montrer qu’il y a une correspondance entre les opérations amicales, les
modificateurs amicaux standards 1-uniformes et les sous-ensembles de Uy.

Définition 5.4.3. Soit u un k-uplet de suites avec des valeurs dans {0,1}. Pour tout k-

uplet de langages réguliers L, soit < u, L > le langage N E;,, oil
(]7[7)6{1 ----- kJ}XN

</ Lj sl uj,p =1
c .
{/Lj S1 Ujp = 0.
De plus, posons < u,. > l'opération k-aire sur des langages réguliers telle que, pour tout
k-uplet de langages réguliers L, on a

E

Jip =

<u,.>(L)=<uL>

Exemple 5.4.2. Soit (u1, u2) € Uy tel que u;, = 1 si et seulement si p + j est pair. Alors,
pour tous langages Ly et Lo, < (uy,uz), (L1, L) > est égal a

VL VLY VL0 YL 0 ) W VL 050 VL 0 /L)
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Notation 5.4.1. Pour tout ensemble F et tout élément g d’un ensemble quelconque, on

note
1 sige E

0 sinon.

w€ﬂ={

Remarque 5.4.1. On peut reformuler la Définition par : pour tout naturel &, pour
tout k-uplet de langages L, et pour tout k-uplet de suites u avec des valeurs dans {0,1},
un mot w est dans < u, L > si et seulement si , pour tout (j,p) € {1,...,k} x N,

[w? € Lj] = ujp.

Le lemme suivant prouve que, < (ug,...,ux),. > est Uopération constante ayant I’en-
semble vide comme sortie si (uq, ..., u;) n’est pas dans Ug.

Lemme 5.4.1. Pour tout naturel k, st L est un k-uplet de langages régquliers, et si u est
un k-uplet de suites avec des valeurs dans {0,1} tel que < u, L ># 0, alors on a u € Uj.

Démonstration. Soit A un k-uplet d’AFD avec A; = (¥,Qj,1;,0;) tel que, pour tout
Jj€Al,...,k}, L(Aj) = Lj. On a wP € L; si et seulement si (67)7(i;) € Fj. Ainsi, s'il
existe un mot w et un k-uplet de suites v avec des valeurs dans {0,1} tel que, pour tout
(J,p) €{1,...,k} x Ny on a [wP € L;] = vj,, alors [(0}')? € F}j] = v;, ce qui implique que
(vjp)pen est ultimement périodique.

Pour résumer, si
{weX*V(j,p) € {1,....k} x N, [wP € Lj] = v;,} #0,

alors v € U. On conclut par la Remarque

Notation 5.4.2. Nous désignons par 0, I'ensemble des opérations amicales k-aires.

Définition 5.4.4 (op). Soit op lapplication de 2% dans Oy telle que, pour tout E C Uy,

op(FE) représente 'opération amicale k-aire |J < u,.>.
uek

Proposition 5.4.1. Toute composition finie de racines, unions, intersections et complé-
ments agit sur les langages réguliers comme un opérateur op(E) pour un E € 2%.
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Démonstration. Soit L un langage régulier. Nous définissons pour tout mot w, la suite
w(w) = (u;(w))sen telle que u;(w) = 1 si w® € L et 0 sinon. Vu que I'ensemble des quotients
(w') 7L est fini, la suite ((w®)7'L);en est ultimement périodique et donc la suite u(w) est
aussi ultimement périodique.

Par conséquent, op({u € Uy|u; = 1})(L) = ¥/L pour tout langage régulier L. En effet,
si w € v/L alors u(w) est ultimement périodique et u;(w) = 1. De plus, vu la construction,
we< u(w), L >.

De la méme fagon,
op({u € Uy|u; = 0})(L) = L¢, op({(u,v) € Uslus =1 et vy = 1})(L1, La) = L1 N Lo

et
op({(u,v) € Usgluy =1 ouwvy = 1})(Ly, Lo) = Ly U Lo.

En itérant ces constructions, tout opérateur k-aire qui est une combinaison de /> com-
pléments, union, intersections peut étre simulé sur des langages réguliers par 1’action d'un
opérateur op(FE) pour E € 2.

O

Exemple 5.4.3. Si Ly, Ly et L3 sont des langages réguliers alors
(V/ L1 U Ly) N L% = op((u,v,w) € Us|(u; = 1 ou vy = 1 et wy = 0})(Ly, Lo, L3).

Remarque 5.4.2. Lorsque Popérateur op({u € U |u; = 1}) agit sur 2%, il est distinct de
v/L. Par contre, les deux opérateurs coincident lorsqu'ils agissent sur des langages réguliers.

Le lemme qui suit prouve qu’il y a une correspondance entre les sous-ensembles de Uy,
et les opérations amicales k-aires.

Lemme 5.4.2. L’application op est bijective

Démonstration. Commengons par montrer que ’application op est surjective.

Soit Vi = ({0, 1}Y)* I’ensemble de tous les k-uplets de suites avec des valeurs dans {0, 1}.
Soit ® une opération k-aire amicale et X, une opération booléenne telle que, pour tout
k-uplet de langages réguliers L

=

© =8/ Lo, oo, VLo VLo /Ly A Ly L ).



5.4 Opérations amicales 7

Soient £ = {Q € Uk|b('LL170, ey Uk 0, ULy e ooy UR Dy e oo s UL py e ooy Uk py - - ) = 1} et
= {Q € Vk‘b(’l}Lo, e VK0, V11 oy Ukds e oo 5 Vlps e« 5 Ukpy - - ) = 1}

Veérifions que ®(L) = (op(F))(L). Pour tout k-uplet de langages réguliers L, nous avons

®(L) = | J{w e V(j,p) € {1.....k} x Nyw € {/L; & v;, = 1}

veE’

Montrons que 'union ci-dessus ne fait intervenir que des suites ultimement périodiques.
Si A est un k-uplet d’AFD avec A; = (X, Q;, 15, Fj,0;) tel que, pour tout j € {1,...,k},
L(A;) = L;, alors w € 3/L; si et seulement si (0¥)P(i;) € Fj Ainsi, sl existe un mot w
et un k-uplet de suites v € Vy tels que, pour tout (j,p) € {1,...,k} x Nyw € /L; si et
seulement si v;, = 1, alors (07)P(i;) € Fj si et seulement si v;, = 1, ce qui implique que
(vjp)pen est ultimement périodique.

Pour résumer, si {w € ¥*|V(j,p) € {1,...,k} x Nyw € ¢/L; & v;, = 1} # 0, alors
v € Ug.
Nous avons donc

L)=|J{we = V(jp) € {L,... .k} x Nyw € {/L; & u;,, = 1}

uekl

Maintenant, montrons que op est injectif.
Soient E, B’ C Uy etu € Uy telqueu € Eetu & E'. Vuque, pour tout j € {1,...,k}(u;;)en
est ultimement périodique, les langages L; = {a?|p € N Au;, = 1} sont reguhers.

Nous avons a € {/L; si et seulement si uj » = 1. Ainsi, par la Définition |5.4. 3, pour tout
u €Uy, a €< u/,L > siet seulement si ' = u. Il suit que si ® = op(F) et ® = op(E’),
alors a € ®L parce que u € E\E'. Par conséquent, ® # ®' et op est injectif.

]

Exemple 5.4.4. Pour tout langage régulier L, nous avons

Root(L) = op({u € Uy|3i > 0 tel que u; = 1})(L U\/_

i>1

Le lemme suivant montre que toute opération qui est décrite par un modificateur amical
est amicale.
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Lemme 5.4.3. Soit E C Uy, mod(E) décrit op(E).

Démonstration. Soit m =mod(FE) avec m = (Q,1,%, p) et soit ® 'opération décrite par m.
Soit A un k-uplet d’AFD avec A; = (X3,Q,4, F,0). Un mot a; - - - a, est dans L(mA) si et
seulement si

éay--an = (p(iaEaéan) o p<Z7E7éan71) ©---0 p(iaEaéal)<1dQ17 s 7[dQK) € f(QvZaE)

§a1-an

De fagon équivalente, par la Définition |5.3.3) X; p e k.

Cependant, par la Définition |5.3.2] Xg;man est la seule fonction u dans F telle que, pour
tout (p,7) € Nx{1,...,k}, (5?1"'“")1’(2']7)76 F; si et seulement si u, ;) = 1. Ainsi, par la
Définition a---a, € L(m(Ay,..., Ag)) si et seulement si il existe u dans E tel que
ai---a, €< u,L >. Nous avons donc

(LA, -, L(AY) = | < w, (L(AL), ..., L(A)) > et @ = op(E).

uelr
Notation 5.4.3. Pour tout modificateur m 1-uniforme k-aire, notons desc 'application
de My, dans O telle que desc(m) est 'opération 1-uniforme réguliére décrite par m.

Dans la prochaine proposition, nous allons obtenir le résultat important suivant : Toutes
les applications représentées sur la figure ci-dessous sont des bijections et ce diagramme
est commutatif.

mo op

FIGURE 5.6 — Diagramme commutatif pour op, mod et desc

Proposition 5.4.2. L’application mod est une bijection de 2% dans My, et op et desc sont
bijectifs. De plus, desc o mod = op.

Démonstration. Nous savons déja que 1’'opération op est une bijection par le Lemme [5.4.2
De plus, le Lemme [5.4.3| montre qu'un k-modificateur amical standard dans l'image de
2V par mod est l-uniforme. Ainsi, par le Corollaire [5.3.1, mod est une surjection de 2"



5.4 Opérations amicales 79

dans ’ensemble des k-modificateurs amicaux standards 1-uniformes. Par le Lemme [5.4.3
I'image de M, par desc est un sous-ensemble de 0. Le Lemme [5.4.3| prouve aussi que
desc omod = op. Par conséquent, desc o mod est une bijection, et le fait que mod est une
surjection implique que desc et mod sont des bijections. O

Théoréme 5.4.1. Chaque opération k-aire amicale est décrite par un k-modificateur ami-
cal standard 1-uniforme unique. Inversément, tout k-modificateur amical 1-uniforme décrit
une opération k-aire amicale.



Chapitre 6

Complexité en états d’opérations
amicales

Notre construction de modificateurs amicaux standards (Définition [5.2.1]) nous donne
une borne supérieure qui est telle que scg(n) < n™, pour toute opération amicale unaire
®. On a utilisé cette information dans la Section [4.4] et on a vu que la complexité en états

9 ) et qu’elle est égale a la complexité en

états de 'opération Racine. Ceci nous améne & nous demander si la complexité en états

d’une opération amicale unaire atteint la borne n™ et sinon, si on peut donner une borne

serrée explicite. Des questions similaires découlent pour le cas général d’opérations amicales
. P k N, . . A oy

k-aires avec la borne supérieure scg(ni,...,n;) < [[;_; n;” déduite de la Définition |5.2.1

Les preuves de ce chapitre proviennent de [9].

de l'opération racine carrée est sc ,(n) =n" —

6.1 Le cas unaire

Nous allons montrer que la borne n™ n’est pas serrée pour la complexité en états d’opé-
rations amicales unaires et nous donnerons une borne serrée explicite. Commencons par
montrer que cette complexité en états est au plus n™ —n + 1.

Proposition 6.1.1. Pour tout naturel n et toute opération amicale unaire ®, on a scg (n)<
n" —n+ 1.

Démonstration. Considérons un sous-ensemble £ C U;. Soient ®=op(E) et m=mod(E).
Soit A=(%,Q, i, F,a) un AFD de taille n € N\{0}. Pour tous s,t € @, posons g la
fonction de Q% telle que

) s sijelF
gs,t(]):{ J

t sinon.

et par G 'ensemble de toutes les fonctions g¢,,, pour s,¢ € (). De plus, soient
— 0 la suite (0,0,...) de Uy

80
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— 0! la suite (0,1,1,...,1,...)
— impair la suite (0,1,0,1,...,n mod 2,...)
— pair la suite (1,0,1,0,...,(n+1) mod 2,...).

Il suit de la définition de g, que pour tout ( € Q@ et pour tout gs; € G, on a
C 0 st = ge(s),c(t) €t ainsi nous disons que G est stable par composition externe.

Nous allons montrer que sc(L(m(A))) est au plus n” — n + 1 en étudiant la relation
d’équivalence de Nérode induite par A. On va distinguer deux cas principaux, ¢ € F et

Supposons que 1 € F. On a
— Sit,s € I, alors on a
7 gg,t(i) =i¢F
— gsuli) =t €F
— gg,t(i) =gsi(t) =s € F

PSRN 9s,t __ 1
D'ou, x; 7 =0,

— Site F,s ¢ F, alors on a
- gg,t(i) =igF
— gs,t(i) =1 - F
— g5 (i) = gsu(t) =s ¢ F

Do, x{ = impair.
— Sit,s ¢ F, alors on a
- gg,t(i) =igF
- gsﬂg(i) =t Q F
— g2,(i) =g (t) =t ¢ F

JPREN gs,t
D’ou, x; 7 = 0.

En résumé, on a
— siteF
Gs,t 01

— sis€ F,alorsonay; » =
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— sinon on a x?% =impair

— sinon x{ =0
Soit By = {0,0', impair} N F et Fy = {0,0', impair}\ E;.

On distingue les cas suivants :

— Si #FE; =0, alors pour tous s,t € @, vu que x5 & F, I'état g, n'est pas final dans

m(A). Vu que G est stable par composition externe, tous les états dans G sont dans
la méme classe d’équivalence de Nérode. Par conséquent,

sc(L(m(A))) <n" —n*+1<n" —n+ 1.

— Si #E; = 3, alors pour tous s,t € Q,vu que x5 € E, état gy, est final dans m(A).
Vu que G est stable par composition externe, tous les états dans GG sont dans la méme
classe d’équivalence de Nérode. Par conséquent,

sc(L(m(A))) <n" —n*+1<n" —n+1.

— Sinon si #FE; = 1 (respectivement #F; = 2), alors nous notons u 'unique élément
de #F; (respectivement un élément de #FEs).
— Supposons que v = impair. Pour tout entier positif p et tous états s,q € @,
9% (@) = gs,s(q). Donc, pour tout s € Q, on a Xfp € {0,0'}. Ainsi, la stabilité
de GG par composition externe implique que deux états g, s et gy & avec s, s’ € @Q,
ne sont pas distinguables dans m(A), pour tous s, s’ € (). Par conséquent,

sc(L(m(A))) <n"™ —n+1.

— Supposons que u = 0! et soient s, deux éléments de Q. Si x75 = 0!, alors
t,s € F, ce qui implique que x{} = 0. De méme, si x; = 0', alors x{3 = 0.

Alinsi, Xf}’: = 0! si et seulement si Xit;’ = 0%. Dong, la stabilité de G par com-

position externe implique que les deux états g5, et g, s ne sont pas distinguables
pour tous s,t € (). Par conséquent, on a

se(L(m(A))) < n" — %n(n )<t —nt
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Finalement, supposons que u = 0, et soient s, s, ¢ trois éléments de (). Si

, S 9y N 9
75t =0, alors t € F, ce qui implique que ;%" = 0. De méme, x; % = 0
. . gs,t . . gs,t . . gs/’t .

implique que x;7 = 0. Ainsi, x;» = 0 si et seulement si x;%" = 0. Donc, la

stabilité de G par composition externe implique que les deux états g, et gy ¢
ne sont pas distinguables dans m(A), pour tous s, s’ € ). Par conséquent, on a

sce(L(m(A))) <n"—n(n—-1)<n"—n+1.

Le cas i € F est symétrique au cas ¢ ¢ F' de la fagon suivante : on remplace dans la
preuve toutes les occurrences de

se€e Fpart ¢ F,

des¢g Fparte F,
dete Fpars¢ F,
det & F par s € F,

— de O par (1,1,...),
— de 0! par (1,0,0,...,0,...),
— de impair par (1,0,1,0,...,(n+ 1) mod 2,...).

De plus, dans le cas de u = (1,1,...), c’est la finalité de g5, et g5 qui est la méme.

Pour résumer, dans tous les cas, on a sc(L(m(A))) < n™—n+1. Ainsi, scg(n) < n"—n+1
pour toute opération amicale unaire ®.

]

Nous allons montrer que cette borne est serrée pour ®; = op({0,0'}), on 0 = (0,0,...)
et 0 = (0,1,1,...,1,...). Remarquons que pour tout langage régulier L sur un alphabet
Y,sie ¢ L, alorson a

®1(L) = {w € ¥*|w ¢ VL pour tout k > 0} U{w € ¥*|w € VL, pour tout k > 0}.

En effet, on a

op({0,0'})(L)=<0,L >U< 0" L >

=D u( VL)

p>0 p>0

—{w € X*|w ¢ V'L pour tout k > 0} U {w € Z*|w € VL, pour tout k > 0}.

Par contre, si € € L, alors on a

®1(L) = 0.
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En effet, on a
op({0,0'})(L) =<0, L>U<0" L >

=(("VL)*) u (VD) n (VD)

(VD) 0 (VD)) U (V) n () D)
—@n (YD) U O (VD)
n > p>

Notation 6.1.1. Soient w;=mod({0,0'}) et A, 'AFD w;(Mon™), pour tout entier n.

On détermine une borne inférieure pour la complexité en états de ®; en calculant ’AFD
minimal équivalent & A,. Rappelons, par les Définition [3.1.1] Définition [5.2.1] et Définition
5.3.3 que Palphabet de A, est I',=[n]["l, que son ensemble d’é¢tats est aussi [n]l"l, et que
chaque état ¢ de A, est accessible a partir de son état initiale /dp,) en lisant la lettre ¢.

Notation 6.1.2. Pour toute fonction ¢ € [n]I"l, posons k(@) la suite caractéristique

¢
Xo,{n—1}"

Afin de calculer I’équivalence de Nérode induite par A,,, nous montrons le résultat sui-
vant.

Lemme 6.1.1. Pour tout naturel n, et pour toutes fonctions distinctes ¢, € [n]" telles
que vV n’est pas constante, il existe ¢ € [n]"! tel que k(¢ o ¢) € {0, 0'} si et seulement si
K(Cov) ¢ {0,0'}.
Démonstration. On va considérer deux cas principaux : ¢(0) # 1(0) et ¢(0) = 1(0).

— Supposons que ¢(0) # 1(0). Si ¥(0) # ¢ (n — 1), alors on fixe

((6(0)) = C(¢(n = 1)) = 0 et (((0)) =n —1,

et ceci implique x(Co@) = 0 et k(Corp) = (0,1,0,...) & {0,0'}. De fagon symétrique,
si ¢(0) # ¢(n — 1) alors on obtient le méme résultat en permutant le role de ¢ et ¢
dans le cas précédent. Maintenant, supposons que ¢(0) = ¢(n—1) et 14(0) = (n—1).
Vu que ¢ n’est pas constant, il existe i > 1 tel que ¥(n — 1) # (7). Nous fixons
CH(0)) = C(6()) = n— 1 et C((0)) = 4, ce qui implique que k(¢ o 9) = OF ot
k(Cov) =1(0,0,1,...) & {0,0'}.
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— Supposons que ¢(0) = 1(0). Alors il existe j > 0 tel que ¢(j) # 1(j). On a

o(j) # ¢(0) ou ¥(j) # 1¥(0). Supposons que ¢(j) # ¢(0) (l'autre cas peut étre traité
de la méme maniére). Si j < n — 1, alors on fixe

C(0(0)) = (1)) = j et C(¢(j)) =n—1.

Dans ce cas, on a k(o @) = (0,0,1,...) € {0,0'} et k(Cot)) = 0. Sinon si j =n —1,
alors nous posons ((¢(0)) = ((¥(n—1)) =n—1et {(¢(n—1)) =0, ce qui implique
que £(Co @) = (0,1,0,...) &€ {0,0'} et k(¢ o ¢) = 0'. Ce qui permet de conclure la
preuve.

O

Par la Définition [5.3.3], le lemme ci-dessus, implique que deux états distincts de A, tels
qu’au moins un d’eux est non constant, sont distinguables. Ainsi, tout état non constant
est distinguable de tout autre état et la taille de TADF minimal équivalent a A, est au
moins égale & la cardinalité de I’ensemble de toutes les fonctions sur [n] qui ne sont pas
constantes. Donc, pour tout n € Ny, la taille du AFD minimal équivalent & A,, est au
moins n" —n + 1. Ainsi, on a scg, (n) > n™ —n + 1, pour tout naturel n. Par conséquent,
vu la Proposition on a scg, (n) =n" —n + 1 pour tout naturel n. On a donc prouvé
le théoréme suivant.

Théoréme 6.1.1. Pour tout naturel n et pour toute opération amicale ®,
scg(n) < n™ —n+ 1, et la borne est serrée pour ®;, c’est-a-dire scg,(n) =n" —n+ 1. De
plus, L(Mon™) est un témoin de ®;.

6.2 Le cas général

Contrairement au cas unaire, il y a des opérations amicales dont la complexité en états
atteint la borne supérieure H§:1 n?j . On suppose que k > 2, et soit ®; 'opération k-aire
op(Ey), ou E;={0,0'}\{(0,...,0)}. Pour tout k-uplet de naturels n, posons A, 'AFD
®(Mony, tn,1},...{n,—1})- De plus, pour tout k-uplet de fonctions @, avec ¢; € [[nj]][[”jﬂ
pour tout j € {1,...,k}, on pose k(¢) la suite caractéristique

(¢1,-,9x)
X(0,...,0),({n1— 1}, i —1})"

Théoréme 6.2.1. Pour tout naturel £ > 2 et pour tout k-uplet de naturels n, on a
SCe, (n) = 1., n"”. De plus, Sce, (L(A,)) = [T, n™”, Cest-a-dire (L(M), ..., L(M,)) est

~ L=y n i=1"
un témoin pour ®y, ot (M, ..., M) = Mon,, (fn,-1},.. {ne—1})-
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Démonstration. Cette preuve est inspirée du cas unaire. Soit k£ un naturel tel que k£ > 2,
et soit n un k-uplet de naturels. De plus, soit ¢ et ¢ deux k-uplets de fonctions, avec

¢, 0; € [n;]I"] pour tout j € {1,...,k}, tels que ¢ # 1. Nous allons montrer qu'’il existe
(-5 G, avee ¢ € [n;]I) pour tout 5 € {1,...,k}, tel que k(¢ 0, ..., ko dr) & Ey.

Soit [ tel que ¢; # ;. On considére deux cas.

— Si ¢ et 1y sont des fonctions constantes, alors posons (; toute fonction sur [r,] telle
que G(¢(0)) = 0 et (((0)) = m; — 1. De plus, pour tous j # [, nous posons (; la
fonction constante envoyant tout élément sur 0. On a

K(C1o¢r,..., ko) =(0,...,0) & Ej,

et
K(CLotht,...,Geothy) = (uy,...,ux) € Ey, ot u; =

0 sij#l
ot sij =1

— Si une des fonctions ¢; et 1, n’est pas constante, alors on peut supposer que v; n’est
pas constante (autre cas étant symétrique). Ainsi, par le Lemme [6.1.1] il existe une
fonction ¢; sur [ny] telle que k(¢ o0 ¢;) € {0,0'} si et seulement si x(( o) & {0,0'}.
On suppose que k(o d;) € {0,0'} (Pautre cas étant symétrique). De plus, pour tout
j€eA{l,...,k} avec j # [, nous posons (; la fonction constante envoyant tout élément
sur nj — 1. On a

K(Gogr,...,Geodr) = (0',...,0" k(G owy),0,...,0") & Ej,
vu que (G o) € {0,0'}. De plus, on a
K(Godr,...,Gody) =(0",...,0" k(G oh),0'...,0") € Ey,

vu que k(¢ o ¢;) € {0,01}.
Par conséquent, dans les deux cas, il existe ((i,..., k), avec ¢ € [[nj]][[”jﬂ pour tout j €

{1,...,k}, tel que k(C10¢1,. .., p0r) € Ej si et seulement si k(1 0v1, ..., 0Uy) € Ek.
On conclut grace aux définitions [3.1.1] [5.2.1] et [5.3.3] ]
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Annexe A

Exemples d’applications de
modificateurs

Exemple A.0.1 (modificateur intersection). Soit Ay = (X, Q1,11, F1,01) et Ay = (2, Qo, ia, Fy, d2)
deux AFDs représentés aux Figures[A.I]et[A.2)qui sont tels que ¥ = {a, b}, Q1 = {0,1},4; =

0,F; = {1} et Q2 = {0,1},i5 = 0, F, = {1}. Remarquons que le langage accepté par A;

est (a+ b)b*(a(a + b)b*)* et celui accepté par Ay est b*aa*(bb*aa*)*.

b b a
a,b a
start —>@>/_\ @ start — @
a b
FIGURE A.1 — AFD A, FIGURE A.2 — AFD A,

En appliquant le modificateur intersection & ces automates, nous obtenons ’automate
Inter(A;, As) représenté a la Figure . En effet, on a

— QQ1,Q2) = Q1 x Q2 ={0,1} x {0,1} = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
— i((Q1,Q2), (i1,72), (F1, F2)) = (i1,12) = (0,0)

(@1, Q2), (i1, i2), (F1, F2)) = 1 x Fy = {1} x {1} = (1,1)
— p((i1,i2), (F1, Fy), (67,05)) = (6%,05)

Hh

Le langage accepté par Inter(A;, Ay) est (a + bb*a(ba)*a)((bb*a(ba)*a)*(aa)*)*.

Exemple A.0.2 (modiﬁcateur XOl”). Soit Al = (E, Ql, il, Fl, 51) et A2 = (Z, Q27i27 FQ, (52)
les deux automates définis précédemment et représentés aux Figures et [A.2]

88
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FIGURE A.3 — Automate Inter(A;, As)

En appliquant le modificateur xor a ces automates, nous obtenons I'automate Xor(A;, As)
représenté a la Figure[A.4l En effet, on a

- Q(QI,QQ) = Ql X QQ = {07 1} X {07 1} - {<070)7 (O’ 1)7 (170)7 (17 1>}
— i((Q1, Q2), (i1, 12), (F1, F2)) = (i, i2) = (0,0)
— £((Q1,Q2), (i1, 12), (F1, F2)) = F1 x (Q2\F2) U (Q1\F1) X I
= {1} x ({0, 1}\{1}) U ({0, 1}\{1}) x {1}
= {1} x {0} U {0} x {1}
={(1,0),(0,1)}
T p((ilv iQ)’ (Fla FQ)? (5%7 55)) = (6%7 63)

b

@ a

a

b
O
start —
b
a a

FIGURE A.4 — Automate Xor (A;, As)



ANNEXE A. EXEMPLES D’APPLICATIONS DE MODIFICATEURS 90

Exemple A.0.3 (modificateur concaténation). Soit Ay = (3, Q1, 41, F1, 1) et Ay = (3, Q2, 12, F3, §2)
les deux automates définis précédemment et représentés aux Figures[A.T] et [A.2]

En appliquant le modificateur concaténation a ces automates, nous obtenons I’automate
Conc(Aj, As) représenté a la Figure En effet, on a

— Q(Q1,Q2) = Q1 x 292
= {0,1} x 2{01}

={0,1} x {0, {0},{1},{0,1}}
={(0,0), (1,0),(0,{0}), (1,{0}), (0,{1}), (1, {1}), (0,{0,1}), (1, {0, 1})}

(1,
— 1((Qr, Qa), (i1,2), (F1, F2)) = (i, 0) = (0,0) car iy & Iy
) (

— 1((Q1,@2), (in,32), (F1, F2)) = {(q1, E) € Q1 x 29|E N Fy # 0}
= {(q1, B) € {0,1} x 200 E N {1} # 0}
= {(07 {1})7 (17 {1})7 (07 {O’ 1})’ (17 {07 1})}

— On a par example :
— p(ir, 12), (F1, F3), (61,63))(0,0) = (1,{0,0}) = (1,{0}) car 6,(0) € F}
— p(ir,i2), (F1, F2), (67, 03))(1,{1}) = (0,{1}) car 0:(1) & F}

start —( (0,0)

FIGURE A.5 — Automate Conc(A;, As)
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Si on retire les états inutiles, 'automate Conc(A;, As) se représente tel qu’a la Figure
[A.6 On peut vérifier que le langage accepté par cet automate est bien

(a+b)b*(a(a+b)b")*b"aa* (bb*aa™)".
b
a,b :
start _,@ (1,{0}) ‘
b

FIGURE A.6 — Automate Conc(A;, As) simplifié

Exemple A.0.4 (modificateur préfine). Soit A; = (2, Q1, 141, F1,91) un AFD représenté a
la Figure qui est tel que ¥ = {a,b}, @, = {0,1,2},i; = 0, F; = {1,2}. Remarquons
que le langage accepté par cet automate est

b aa*((b(a + b)b*a)” + (b(a + b)b"a)*b).

En appliquant le modificateur préfine a cet automate, nous obtenons ’automate Prefin(A;)
représenté a la Figure [A.8 En effet, on a

— Q(Q1) =@ ={0,1,2}

— 1(Q1,i1, F1) =11 =0

— £(Q1,i1, 1) = F1 = {1,2}

— On a par exemple :
— p*(0) =67(0) =1 car 0 € F}
— p*(l)=1carl e F
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a
start — @

FIGURE A.7 — Automate A;

SUGERONNG

FIGURE A.8 — Automate Prefin(A4)

En retirant I’état inutile, Prefin(A;) est tel que représenté par la Figure . Le langage

accepté par cet automate est
b*a(a + b)*.

b a,b

a
start — @

FIGURE A.9 — Automate Prefin(A;) simplifié

Exemple A.0.5 (modificateur racine). Soit A; = (3, Q1, 41, F1,d1) un AFD représenté a
la Figure qui est tel que ¥ = {a,b}, Q1 ={0,1},4; =0, F; = {1}.

En appliquant le modificateur racine a cet automate, nous obtenons I'automate Root(A;)
représenté a la Figure [A.11} Supposons que [ij] représente la fonction ¢ telle que ¢(0) =
et (1) =4. On a
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b
a,b

start —>@>/_\ @

a

FIGURE A.10 — Automate A;

— Q@) = QY = {0,1}01

— 1(@ Zl,Fl) =Jd= [01]

— £(Qu, 11, F1) = {glg*(ir) € Fi} = [11]
(

— plin, F1,07) = g = (87 0 g)
étant donné que [10] représente ¢(0) = 1 et ¢(1) = 0 et que

— 07(6(0)) = 67(1) = 0
— o7(e(1)) = 01(0) =1

alors on a p*([10]) = [01].
On a aussi

— 07(¢(0)) = 3(1)
— 07(g(1)) = 63(0)
d’ott, p([10]) = [11].

Il en va de méme pour les autres transitions.

1
1

FIGURE A.11 — Automate Root(A4;)
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