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Introduction

“Peut-étre cette thermodynamique des
groupes de Lie a-t-elle un intérét
mathématique”

Jean-Marie Souriau

La notion d’équilibre joue un role fondamental dans bon nombre de théories
physiques. Dans le cadre de la mécanique classique, un systéme est a 1’équilibre
lorsque la somme des moments cinétiques et de rotation qui s’exercent sur lui est
nulle. Du c6té de la thermodynamique, I'équilibre est lié aux notions de tempéra-
ture et d’entropie. Dés 1902, le physicien J.W. Gibbs décrit la notion d’équilibre
statistique en la représentant par des densités de probabilités particuliéres inva-
riantes au cours de temps, densités de probabilité auxquelles son nom sera attribué.

Dans la seconde moitié du vingtieme siécle, le mathématicien et physicien Jean-
Marie Souriau propose une reformulation de la mécanique statistique dans le cadre
de la géométrie symplectique. Ce faisant, il développe dans son ouvrage "Structure
des systémes dynamiques" [SC97| une généralisation de la notion d’état d’équilibre
proposée par Gibbs : les concepts d’entropie, d’énergie et de valeur moyenne y sont
reformulés pour une action hamiltonienne d’un groupe de Lie sur une variété sym-
plectique. Ce nouveau formalisme, parfois appelé thermodynamique des groupes de
Lie donne naissance & bon nombre d’objets géométriques aux propriétés des plus
intéressantes.

Cette théorie connait un regain d’intérét récent via les travaux de Frédé-
ric Barbaresco (|Barl4], |[Bar16|, |[BN+21|) et de Charles-Michel Marle ([Mar20],
[Mar21]), avec en ligne de mire de potentielles applications a la géométrie sym-
plectique et & la théorie de I'information. Ce mémoire se base en particulier sur
l'article [Mar20] de Marle, qui se propose de reformuler les travaux de Souriau
dans le formalisme mathématique moderne de la géométrie symplectique.

L’objectif principal de ce travail est de proposer une vue d’ensemble des aspects
géométriques liés la thermodynamique des groupes de Lie. Aux résultats fonda-
mentaux issus des références précédemment citées, on ajoutera quelques résultats
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concernant les états de Gibbs d’une extension centrale et la géométrie rieman-
nienne des températures généralisées. Une attention particuliére sera apportée au
traitement détaillé d’exemples en basse dimension.

Le chapitre 1 propose une bréve introduction a la mécanique statistique telle
qu’envisagée par Souriau. Les objets étudiés dans ce cadre sont des mesures définies
sur une variété symplectique (M, w), dont I’évolution temporelle suit le flot d’un
hamiltonien. A chacune de ces mesures est associée une quantité appelée entropie,
que l'on cherche & maximiser. On mettra en évidence des mesures particuliéres,
appelées états de Gibbs, qui représentent des maxima locaux de l’entropie.

Dans le second chapitre, on entre dans le vif du sujet en construisant les princi-
paux objets liés & la thermodynamique des groupes de Lie. On y considére I'action
® d’un groupe de Lie G sur une variété M. Dans ce cadre, on définit les états
de Gibbs comme un ensemble de mesures de probabilité sur (M,w), indicé par
un ouvert €2 inclus dans l'algébre de Lie de G. L’étude de ’ensemble €2 et de sa
géométrie sera ’objet principal du reste de ce mémoire. Entre autres faits remar-
quables, on peut y définir une métrique G-invariante, canoniquement associée a
I’action considérée : la métriqgue de Souriau. On cloturera le chapitre en traitant
quelques exemples d’actions sur le plan symplectique.

Le troisiéme chapitre s’intéresse au comportement du moment vis-a-vis de l'ac-
tion de GG. On y verra que le moment ne commute pas nécessairement avec les ac-
tions adjointes et coadjointes, mais que 'on peut "corriger" ce défaut de symétrie
en introduisant la notion de cocycle de non-équivariance. De cette étude se dé-
duiront une série de résultats relatifs aux symétries des températures généralisées
par rapport aux orbites des actions de G. En particulier, on définira une structure
symplectique sur les orbites coadjointes et affines coadjointes, et on s’emploiera
a calculer plusieurs exemples d’états de Gibbs sur de telles orbites. Finalement,
on présentera la notion d’extension centrale équivariante d’un groupe de Lie et on
I’appliquera a I’étude des états de Gibbs.

Le quatriéme et dernier chapitre propose quelques compléments concernant la
métrique de Souriau. Aprés avoir étudié en détail I'expression de celle-ci le long des
orbites adjointes de G, on délaissera quelque peu la géométrie symplectique pour
étudier sa connexion de Levi-Civita et sa courbure de Riemann. On montrera que
la géométrie riemannienne associée & la métrique de Souriau est déterminée par
des tenseurs représentant un "moment d’ordre 3" associé a I’action hamiltonienne.
On donnera une interprétation de ce fait en considérant I’ensemble des tempéra-
tures généralisées comme un modéle statistique lisse, pour lequel la métrique de
Souriau coincide avec la métrique de Fisher-Rao, pierre angulaire de la géométrie
statistique et de la géométrie de 'information.
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Prérequis et références

Ce travail empruntant bon nombre de notions a diverses branches des mathé-
matiques, il ne serait pas raisonnable d’y inclure tous les prérequis a sa lecture.
Aussi, on supposera connues les notions de variété lisse et relatives au calcul des
formes différentielles (flot, dérivée de Lie et extérieure, produit intérieur et exté-
rieur,...), ainsi que les notions liées aux groupes et algébres de Lie (exponentielle,
application adjointe, forme de Killing,...). Parmi la diversité de la littérature dis-
ponible dans ce domaine, on pourra consulter par exemple |[Pau06|, [Hel79| ou
[Chel8]. Les rappels nécessaires concernant la géométrie symplectique seront dé-
taillés directement dans ce texte. Pour la géométrie riemannienne et la théorie de
la mesure, on renvoie aux annexes [D] et [A] de ce travail.
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Chapitre 1

Notions de mécanique statistique

Ce chapitre introduit la notion d’état de Gibbs comme réponse a un probléme
issu de la mécanique statistique. Sans étre indispensable d’un point de vue pu-
rement mathématique, il a ’avantage de fournir une intuition et une motivation
physique aux notions plus générales qui seront détaillées & partir du chapitre 2.
C’est en particulier I'approche, proposée par Souriau dans [SC97| et Marle dans
[Mar20] . L’objectif de ce travail n’étant pas de présenter de maniére exhaustive
la mécanique statistique, nous nous limiterons au strict nécessaire a la construc-
tion des états de Gibbs, quitte & étre parfois succints sur certains concepts dont
I’étude en profondeur nous éloignerait trop de notre sujet principal. Au passage,
on rappellera quelques notions fondamentales de géométrie symplectique, parmi
lesquels le théoréme de Darboux et la mesure de Liouville.

1.1 Rappels de mécanique hamiltonienne

Les notions relatives a la géométrie symplectique présentées ici sont majoritai-
rement issues de [KZ19| et [Mar06|. Pour la mécanique hamiltonienne, on pourra
consulter [AMOS].

Définition 1.1.1. Une variété symplectique est une variété lisse munie d’une 2-
forme w antisymétrique, non-dégénérée et fermée, i.e. telle que

dw = 0.

En tout point x € M, la forme w, est une application bilinéaire, antisymé-
trique et non-dégénérée sur T, M. Comme une telle forme ne peut exister que sur
un espace vectoriel de dimension paire, toute variété symplectique (M, w) est de
dimension paire.
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Exemple 1.1.1. L'espace R? muni de coordonnées euclidiennes (x1, ) est une
variété symplectique pour la forme

w=dzx1 Ndxy .

En effet, pour tous X,Y € R2, dry A doa(X,Y) = det(X,Y). La forme est donc
bien bilinéaire, antisymétrique et non-dégénérée. De plus,

d(dxzy A dxs) = d*xy Adae 4 (—1)dzy A d?xy =0

et la forme est donc fermée.
De maniére similaire, on peut montrer que la forme

i dx; N\ dxpyq

i=1
est une forme symplectique sur R?”, pour tout n € N.

Définition 1.1.2. Soient (M7, w;) et (Ma,ws) des variétés symplectiques de méme
dimension et f : My — Ms une application lisse. L’application f est un symplec-
tomorphisme local si f*ws = wi. Si de plus f est un difféomorphisme, alors on dit
que f est un symplectomorphisme.

La structure locale d'une variété symplectique est complétement déterminée
par le théoréme de Darboux (voir [KZ19] pour une preuve détaillée).

Théoréme 1.1.1 (Darboux). Soit M une variété symplectique de dimension 2n.
Pour tout point x € M, il existe une carte (U, ¢) de M telle que x € U et

bu(wpp) = Z 0 AN
=1

Une telle carte sera appelée carte canonique de la variété symplectique M. De
méme, on appellera atlas canonique de M tout atlas de M dont les cartes sont
des cartes canoniques. Le théoréme de Darboux garantit évidemment 1’existence
de tels atlas.

Remarque 1.1.1. Ce théoréme implique en particulier que la géométrie symplec-
tique, au contraire de la géométrie riemannienne, ne présente d’intérét que pour
I’étude globale de M : en effet, les variétés symplectiques de dimension 2n sont
toutes localement les mémes.

Proposition 1.1.1. Toute variété symplectique est orientable. En particulier, si
(M,w) est une variété symplectique de dimension 2n, alors w™ est une forme
volume sur M (ot w™ désigne le produit extérieur de n copies de w).



CHAPITRE 1. NOTIONS DE MECANIQUE STATISTIQUE 8

Remarque 1.1.2. En procédant par induction et en utilisant le théoréme de
Darboux, on montre que

1

ﬁw” = ¢"(dxy A ... N dxay)

pour toute carte canonique (U, ¢).

On considére a présent une variété symplectique (M, w) de dimension 2n et
une fonction lisse H : M — R appelée hamiltonien.

Définition 1.1.3. Le champ hamiltonien associé & H est le champ de vecteurs
Xp défini sur (M, w) par
iXHw = —dH . (1.1)

Par extension, on dira qu'un champ de vecteurs X sur M est hamiltonien si il
existe un hamiltonien H : M — R tel que X est le champ de vecteurs hamiltonien
associé a H.

Il est clair que le champ hamiltonien Xy est univoquement défini par H, w
étant non-dégénérée.

En mécanique hamiltonienne, 1’état d’un systéme physique est un point xg €
M. Son évolution temporelle, ou trajectoire, est décrite par le flot de Xy en zg.
Plus précisément, la trajectoire de zg est la courbe ¢ — CDB(H (zo) définie comme
I"unique solution maximale du probléme de Cauchy

d®t,  (z0)
i = Xu (P, (20))

(1.2)
(I)%H (z0) = o .

On notera parfois ®% () = ®x,, (z,t) lorsque I'on souhaite insister sur la dépen-

dance du flot en x € M. L’équation est appelée équation d’Hamilton. Notons

en particulier que le hamiltonien H est une intégrale premiére de cette équation,

i.e. Vapplication t — H(®%, (x)) est constante sur son domaine de définition, pour

tout x € M.

1.2 Etats statistiques lisses

Dans le cadre de la mécanique hamiltonienne telle que décrite ci-dessus, le
nombre de dimensions de la variété M décrivant I’évolution du systéme dépend du
nombre de particules considérées. Typiquement, pour un systéme de N particules,
la variété M sera de dimension supérieure a 6N (3 composantes pour la position
d’une particule et 3 pour sa vitesse). Lorsque I’on considére les problémes issus de
la thermodynamique ou de la physique statistique, tels que le comportement d’un
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gaz ou d'un liquide, le nombre important de particules entrant en considération
rend ce formalisme peu pratique.

La notion d’état statistique a été introduite pour résoudre ce probléme. Dans
ce formalisme, plutot que de représenter le systéme physique par un point évoluant
sur une variété symplectique, on considére une densité de probabilité définie sur
cette variété. Cette densité décrit la probabilité que le systéme se trouve dans un
état donné a un instant donné.

1.2.1 Mesures sur une variété symplectique

Afin d’introduire la notion de densité de probabilité sur une variété symplec-
tique (M,w), il nous faut définir une mesure de référence qui refléte autant que
possible les propriétés de la variété considérée. On va utiliser le théoréme de Dar-
boux pour définir une mesure canonique sur (M,w), appelée mesure de Liouville.
Les résultats de théorie de la mesure utilisés dans cette section sont rappelés dans
l’annexe [Al

On considére la o-algébre borélienne sur M, que 'on note ops. C’est la plus
petite o-algébre sur M qui contient tous les ouverts de M. Pour (U, ¢) une carte
canonique de M et A un ensemble mesurable tel que A C U, ¢(A) est mesurable
(car ¢ est continue). Supposons que A(¢p(A)) est fini. On aimerait définir une
mesure p sur (M, o)) telle que

p(A) = A(o(A)) , (1.3)

avec \ la mesure de Lebesgue sur R?”. La mesure de Lebesgue étant la mesure
associée a la forme volume dxi A... Adxoy, en utilisant la remarque I’équation
se réécrit

u(A) = / dxi...dxa,
#(A)

= / gb*dml A ... Ndzop,
A

1
= — wn
n' A

C’est donc tout naturellement que ’on définit la mesure u sur op; via

) = [ .

C’est la mesure de Liouville sur (M,w). Au vu de ce qui précéde, la mesure de
Liouville coincide avec la mesure de Lebesgue lorsqu’on ’exprime en coordonnées
canoniques. On va montrer qu’elle est I'unique mesure borélienne vérifiant cette
propriété.



CHAPITRE 1. NOTIONS DE MECANIQUE STATISTIQUE 10

Lemme 1.2.1. Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 2n munie de sa
o-algébre de Borel opr. Si v est une mesure borélienne sur M telle que, pour toute
carte canonique (U, @) et tout ensemble mesurable A C U tel que A(¢p(A)) < oo,
on a

v(A) = / dxi...dxay, ,
#(A)

alors v est o-finie. En particulier, la mesure de Liouville est o-finie.

Démonstration. Soit U = (U;);en un atlas canonique dénombrable de M. La me-
sure de Lebesgue étant o-finie, pour tout i € N, ¢(U;) peut étre recouvert par une
famille dénombrable d’ensembles de mesure finie (A; ;) en. Pour tous 4,5 € N, on
pose U;j = qﬁ-_l(Aij). Il est clair que (Ujj)i jen est un recouvrement dénombrable
de M et que les U;; sont de mesure finie. En effet,

7

v(Uij) = Noi(Uss)) = A(Aij) < 00
]

Proposition 1.2.1. Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 2n munie
de sa g-algébre de Borel opr. La mesure de Liouville est ["unique mesure borélienne
w telle que, pour toute carte canonique (U, ) et tout mesurable A tel que A C U
et A(¢(A4)) < oo,

w(A) = / dxy...dxoy, .
#(A)

Démonstration. Supposons que les mesures boréliennes 1 et pg vérifient la pro-
priété de ’énoncé. Soit U un atlas canonique dénombrable de M. Notons C 1'en-
semble des boréliens A pour lesquels il existe une carte (U, ¢) de U telle que A C U
et ¢(A) est borné dans R?". Il est clair que C est fermé pour les intersections finies
et que la o-algébre o)y est engendrée par C. Il s’agit donc d’un w-systéme pour
opr- Comme les mesures g et po coincident sur C, par le théoréme d’unicité de
Dynkin (voir annexe , elles coincident sur ojy. O

Remarque 1.2.1. Les énoncés et preuves du lemme[T.2.1]et de la proposition[T1.2.1
restent valables si on remplace "tout mesurable A tel que A C U et A(¢(A4)) < oo"
par "tout compact A C U".

Au vu du lien entre la mesure de Liouville et la mesure de Lebesgue A, on
notera A, la mesure de Liouville associée a (M, w).

Proposition 1.2.2. La mesure de Liouville est invariante par symplectomor-
phismes.



CHAPITRE 1. NOTIONS DE MECANIQUE STATISTIQUE 11

Démonstration. Soient (Mi,wi) et (Ms,ws) des variétés symplectiques et ¢ :
M7 — My un symplectomorphisme, i.e. ¢*ws = wi. Soit A un compact de M;
et montrons que (¢*A,,)(A) = Ay, (4). En notant x4 la fonction caractéristique
de A, la forme yg4)wh est & support compact sur M. On peut donc appliquer
le théoréme de changement de variable des formes différentielles (voir annexe,

théoréme . On a
(0" Awy ) (A) = Ay (6(A))

= / Xo(A) W3
Mo

O]

La mesure de Liouville est donc un objet canonique associé a la structure sym-
plectique : deux variétés symplectomorphes auront la méme mesure de Liouville.
On en déduit le théoréme de changement de variables suivant.

Théoréme 1.2.1. Soient (My,w1) et (Ma,ws) des variétés symplectiques et ¢ :
My — My un symplectomorphisme. Soit f : M; — R wune application A, -
mesurable. L’application f est Ay, -intégrable sur M si et seulement si l’application
foo™t est \,,-intégrable sur M. Dans ce cas,

fd\,, = footd\,,.
My Mo

Ayant fixé notre mesure de référence, on peut définir la notion de densité sur
une variété symplectique.

Définition 1.2.1. Soit (M,w) une variété symplectique. Une mesure borélienne
wsur M est dite lisse par rapport & la mesure de Liouville si il existe une fonction
lisse p : M — R intégrable sur M par rapport & la mesure de Liouville et telle que
pour tout borélien A avec A, (A) < oo,

u(a) = [ pax..

La fonction p est appelée densité de pu.
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1.2.2 Evolution d’un état statistique

Soit (M,w) une variété symplectique, H : M — R un hamiltonien et Xy le
champ de vecteurs hamiltonien associé. L’ état statistique du systéme est représenté
par une mesure de probabilité py sur M, lisse par rapport & la mesure de Liouville.
Notons pyg € C*°(M) la densité de probabilité associée a pg. Par analogie avec les
équations de la mécanique hamiltonienne classique, on décrit I’évolution temporelle
de pp en faisant évoluer la densité le long du flot.

Supposons qu’il existe € > 0 tel que pour tout x € M, le flot ®x,, (z,1) existe
pour tout ¢t €] — ¢,¢[. La trajectoire de pg est la courbe définie au voisinage de 0
par t — po(t), avec po(t) la mesure lisse de densité

po(t) :==poo (ID)_(tH .

Remarque 1.2.2. Afin de simplifier les notations et énoncés, on supposera dans
cette section 'existence d'un € > 0 tel que pour tout x € M, le flot ®x, (z,t) existe
pour tout t €] — g,¢[. Cela revient a demander que <I>§(H soit un difféomorphisme
global de M pour t suffisament petit.

Si 'on souhaite se passer de cette hypothése, on doit considérer des ouverts
U,V de M tels que <I’tXH : U — V est un difféomorphisme et imposer que le
support de la densité py soit inclus dans U, faute de quoi 'expression pg o <I>)_(tH
pourrait ne pas étre bien définie.

On aimerait pouvoir envisager le hamiltonien comme intégrale premiére du
mouvement, comme dans le cas classique. Cependant, la trajectoire d’un état sta-
tistique donné n’est plus une courbe de M, mais bien une courbe & valeurs dans
I’ensemble des mesures lisses sur M : on ne peut donc pas directement évaluer H
sur un état statistique donné. En revanche, on peut considérer sa valeur moyenne
sur M.

Définition 1.2.2. Soit (M,w) une variété symplectique, H : M — R un hamil-
tonien et p un état statistique sur M de densité p par rapport & la mesure de
Liouville. Si H est intégrable sur M par rapport a p, la valeur moyenne de H
dans I'état statistique p est

£,(H) = /M Hdp = /M Hpd, .

L’état statistique p étant entiérement déterminé par sa densité p, on s’autori-
sera parfois a noter £, := £,. On peut a présent vérifier que la valeur moyenne du
hamiltonien est conservée le long de la trajectoire.

Lemme 1.2.2. Soit H : M — R un hamiltonien et Xg le champ de vecteurs ha-
miltonien associé. Supposons qu’il existe € > 0 tel que le flot ®x,, (t,x) est défini
pour tout v € M ett €] —e,e[. Alors <I’tXH cx = Oy, (t,x) est un symplectomor-
phisme.
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Démonstration. Rappelons que (cfr. [AMOS| Corollaire 2.2.21) pour tout champ
de vecteurs X et toute k-forme différentielle o, on a pour tout tg €] — ¢, ¢

d * *
%|t:toq)tX a = (Dt)g (['Xa) )

ou Lx désigne la dérivée de Lie dans la direction du champ X. Dés lors, en utilisant
la formule de Cartan Lx = ixd + dix, on trouve

d t * t *
E‘t:tO(DXH W = (b)((lH (EXHW)
= 0% (dix,w +ix,dw)
=0
puisque w est fermé et ix,w = —dH. Comme <I>())(H est l'identité, la conclusion
suit. O

Proposition 1.2.3. Soit (M,w) une variété symplectique, H : M — R un ha-
miltonien et supposons qu’il existe € > 0 tel que le flot ®x,, (t,x) est défini pour
tout € M et t €] —e,e[. Soit p un état statistique lisse de densité p. La valeur
moyenne du hamiltonien est conservée le long de la trajectoire de p, i.e. pour tout
te]—eel,

Ep(H) = Epy(H) -

Démonstration. Le flot (I)fXH : M — M étant un symplectomorphisme, il préserve
la mesure de Liouville. On a donc

&y (H) = /M H(@)p(@3 (2))dAs

- / H(@,, (2)p(x)d(@5 "\
M

:/ H(z)p(z)dA,
M
=&y(H)

1.3 Maximisation de ’entropie et états de Gibbs

La notion d’entropie intervient dans bon nombre de domaines physiques et
mathématiques et posséde diverses interprétations selon le contexte que 'on sou-
haite envisager. Dans le cadre de la physique statistique, cette grandeur est liée
au célébre "second principe de la thermodynamique", formulé par R. Clausius en
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1865. Un systéme physique isolé est a 1’équilibre si son entropie est maximale. On
renverra & |Owel2|, [SC97] et [LYO0O| pour une exposition détaillée de ce principe.
Pour une introduction au réle de 'entropie dans la théorie de I'information, on
pourra consulter [Mar20] ou |[Barl4].

Dans ce travail, on se contentera de donner la définition formelle de ’entropie
comme quantité associée a un état statistique. On en étudiera les éventuels maxima
et on montrera que ceux-ci constituent bien des états d’équilibre, i.e. qu’ils sont
invariants par le flot du hamiltonien.

Définition 1.3.1. Soit p un état statistique de densité p sur M. Si on prend la
convention xlog(z) = 0 pour x = 0, alors la fonction

h:M—R:x— —p(x)log(p(z))

est continue sur M. Lorsqu’elle est intégrable sur M par rapport & la mesure de
Liouville, I’entropie du systéme dans I'état p est

s(p) = — /Mplog(p)dkw :

Tout comme la valeur moyenne du hamiltonien, I’entropie est constante le long
des trajectoires.

Proposition 1.3.1. Soit p un état statistique lisse sur M de densité p dont ’en-
tropie s(p) existe. Pour tout t € R tel que p(t) existe, l'entropie s(p(t)) existe
et

s(p(t)) = 5(p) -

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la proposition [1.2.3] O

Fixons E € R. On considére I'ensemble des états statistiques p tels que £,(H) =
E. Parmi ceux-ci, on aimerait déterminer lesquels présentent la plus grande entro-
pie. En d’autres termes, on cherche les états statistiques qui maximisent ’entropie
pour un niveau d’énergie fixé.

En utilisant la concavité de la fonction

h:[0,400[— R : z+— —zlog(z)

intervenant dans la définition de ’entropie, on peut se faire une premiére intuition
d’a quoi pourraient ressembler de tels états. Le raisonnement qui suit est purement
heuristique et vise & donner une premiére intuition quant a la construction des états
de Gibbs. On donnera une preuve rigoureuse dans un cas plus général au début
du chapitre 2.

Soient deux états statistiques pg et p de densité respective pg, p telles que les
quantités s(po), s(p), Epy (H) et E,(H) sont finies, avec

Epo(H) = E,(H).
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On vérifie aisément que la fonction h : —z +— zlog(z) est concave sur [0, +o0]
(sa dérivée seconde est partout négative). En particulier, elle est sous-linéaire :
pour tout zg > 0, h(z) se trouve sous la droite tangente au graphe de h en zy. En
d’autres termes, en écrivant I’équation de la tangente a h en 2y, on trouve

h(z) < zp — z — zlog(zp)
pour tous z,zp > 0. En prenant zg = po(z) et z = p(x), I'inégalité devient
h(p(x)) < po(x) = p(z) = p(z) log(po(2)) -

En supposant les deux membres intégrables sur M, on trouve

s(p) < /M ~ () log(po(@))dAe (1.4)

p et po étant des densités de probabilité, donc d’intégrale 1 sur M. On peut réécrire
le membre de droite de maniére & faire apparaitre ’entropie de pq :

s(p) < /M — p() log(po())d,
- /M ~(p() — pola)) Jog(po(x)) — polx) log(po(x))dA,
_— /M<p<:v> ~ po(2)) log(po(x))dAy + 5(p0) -

On aimerait choisir judicieusement po(z) de maniére a avoir

/ (p(z) — polx)) Jog(po(x))dAy = 0.,
M

auquel cas l'inégalité se réécrirait s(p) < s(pp) et pp aurait bien une entropie
maximale. Au vu de la présence du logarithme, on peut postuler que po(x) est de
la forme exp(f(x)) pour f: M — R. Dans ce cas, 'expression a annuler devient

/ (p(z) — pol)) Jog(po(x))dA = / (p() — polx) f()de
M M

= [ o)f@air.— [ ) s@an,
M M
- gpo(f) - gp(f) :

Comme on a imposé que pg et p donnent la méme valeur moyenne au hamiltonien
H, on peut prendre f = BH avec S € R une constante. Au final, notre densité

s’écrit
1

po(x) = 5 exp(H(2)B)
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avec S € R une constante et P > 0 une constante de normalisation telle que pg
est d'intégrale 1 sur M.

On a donc un ensemble de candidats potentiels & la maximalisation de I’entro-
pie. On les appellera états de Gibbs.

Définition 1.3.2. Soit (M,w) une variété symplectique et H : M — R un hamil-
tonien. Notons €2 I’ensemble des 5 € R tels que la fonction

M — R:xzw— exp(H(x)p)

est intégrable sur M par rapport & la mesure de Liouville. Pour tout g € Q, I’état
de Gibbs associé & [3 est 'état statistique pg de densité

po(2) = s exp(H(@)6)

avec P(f3) une constante de normalisation déterminée par

P(B) = /M exp(BH (z))d\, .

L’ensemble €2 sera appelé ensemble des températures associé au hamiltonien H.

Il est clair que les états pg définissent bien des mesures de probabilité lisses
sur M.

Proposition 1.3.2. Soit (M,w) une variété symplectique, H : M — R un hamil-
tonien et Q) l’ensemble des températures associé. Supposons qu’il existe € > 0 tel
que le flot hamiltonien ®%, () est défini pour tout x € M et t €] —e,¢[. Alors
pour tout 8 € Q, l’état de Gibbs pg est invariant par rapport au flot hamiltonien :

ps(®Y, (2)) = ps(x)
pour tout t €] — e, €].

Démonstration. Cela découle directement de la définition de pg, le hamiltonien H
étant invariant le long du flot. O

Remarque 1.3.1. Les états de Gibbs tels que présentés dans cette section trouvent
une application en physique statistique : faisant écho a la propriété de stabilité
décrite Proposition ils sont utilisés pour modéliser les états d’équilibre ther-
modynamique d’'un systéme isolé. Expérimentalement, le paramétre 5 € € ne
dépend que de la température T du systéme : on a
b=

ol k est une constante appelée constante de Boltzmann qui dépend du choix des
unités. A toute température physique 1" correspond donc une température géné-
ralisée B et un état d’équilibre pg. Nous ne nous aventurerons pas plus loin dans
la thermodynamique au cours de ce mémoire, le lecteur intéressé pourra consulter

[SC97].



Chapitre 2

Etats de Gibbs d’une action
hamiltonienne

Dans cette section, on considére un groupe de Lie G agissant sur une variété
symplectique (M,w) par une action lisse ® : G x M — M. On commence par
introduire la notion d’action hamiltonienne et d’application moment, généralisant
I’équation de Hamilton présentée chapitre 1. On définit ensuite les états de
Gibbs pour une telle action. Ceux-ci se présentent comme un ensemble de mesures
de probabilités sur M, indicées par un ouvert €2 inclus dans ’algébre de Lie g de G.
Par analogie avec le cas classique exposé chapitre 1, cet ouvert sera appelé ouvert
des températures généralisées. On peut y définir des fonctions particuliéres dites
fonctions thermodynamiques qui généralisent les notions de valeur moyenne du
hamiltonien et d’entropie, ainsi qu’une métrique riemannienne que l’on appellera
métrique de Souriau et qui sera un des sujets de discussion principaux dans les
chapitres 3 et 4.

Enfin, on étudiera quelques exemples simples d’actions hamiltoniennes sur le
plan symplectique (R?, dzAdy) : translations, rotations et groupes de matrices. On
verra que méme pour ces exemples & priori triviaux, ’existence d’états de Gibbs
n’est pas garantie.

2.1 Actions hamiltoniennes et moments

Cette section est principalement issue de [Mar06] et [OR13].
A toute action lisse de groupe de Lie G sur une variété M, on peut associer des
champs de vecteurs dits fondamentaux comme suit.

Définition 2.1.1. Soit G un groupe de Lie, M une variété lisse et une action lisse
de Gsur M, ®: G x M — M. Pour tout X € g, le champ fondamental associé a

17
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X est le champ de vecteurs Xz défini sur M par

d
X3p(z) = %h:o@(expg(—tX), x), Vee M.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité quant a 'action ® considérée, on se permettra
de noter Xg := X*.

Remarque 2.1.1. La convention de signe choisie ici pour la définition des champs
de vecteurs fondamentaux fait de 'application X +— X* un morphisme d’algébres
de Lie : on a pour tous X,Y € g

X, Y] = [X*, V7]

Certains auteurs préférent toutefois définir X™* avec la convention

. d
Xg(z) = aftzoq’(expc(tX)yl‘) .
Dans ce cas, 'application X — X™* est un anti automorphisme d’algébres de Lie.

Définition 2.1.2. Soit G un groupe de Lie, (M,w) une variété symplectique et
® : G x M — M une action lisse de G sur M. L’action ® est dite symplectique ou
canonique si pour tout g € G, 'application

Py M = M:2x— O(g,x)
est un symplectomorphisme.

On aimerait écrire une équation similaire a I’équation de Hamilton (1.1]), mais
qui refléterait les propriétés de 'action ®.

Définition 2.1.3. Soit ® : G x M — M une action symplectique. L’action ® est
dite hamiltonienne si pour tout X € g, le champ fondamental X3 est hamiltonien.

Si @ est une action hamiltonienne alors pour tout vecteur X € g on peut trou-
ver un hamiltonien Jyx : M — R associé & X. On aimerait considérer ’application
p: X — Jx associant & chaque vecteur de g son hamiltonien.

Proposition 2.1.1. Soit ® : G x M — M wune action hamiltonienne. Il existe
une application linéaire p : g — C°(M) telle que pour tout X € g, u(X) est un
hamiltonien du champ fondamental Xg.

Démonstration. Soit (eq, ..., e,) une base de g. Pour tout i € {1,..,n}, le champ
fondamental e admet un hamiltonien J., € C°°(M). On définit alors p(e;) = Je,
et on étend u & g par linéarité. O

L’application u ci-dessus est appelée hamiltonien généralisé associé a ®.
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Remarque 2.1.2. La preuve de la proposition précédente montre que le hamilto-
nien généralisé est entiérement déterminé par le choix d’un hamiltonien J., pour
chaque élément e; d’une base de g. Sur une variété connexe M, un tel hamiltonien
est unique & une constante prés, le hamiltonien généralisé est donc unique a une
application linéaire g — R prés.

Notons que, au contraire du hamiltonien classique, le hamiltonien généralisé
n’est pas défini sur M, mais sur g. On introduit donc une autre application, I’ap-
plication moment.

Définition 2.1.4. Soit G un groupe de Lie, (M,w) une variété symplectique et
® : Gx M — M une action hamiltonienne. Soit p : g — C°°(M,R) un hamiltonien
généralisé de ®. L’ application moment associée a u est 'application J, : M — g*,
définie par

(Ju(@), X) = p(X)(z) -

Par définition, I’application J,, vérifie pour tout X € g
ix(%w: —d<Ju,X> . (2.1)
C’est I’équivalent de I’équation de Hamilton ([L.1]) pour une action hamiltonienne.

Proposition 2.1.2. Soit G un groupe de Lie, (M,w) une variété symplectique
connexe et ® : G x M — M wune action hamiltonienne.
— SiJ : M — g* est une application lisse qui vérifie I’équation , alors il
ezxiste un hamiltonien généralisé p pour ® tel que J est le moment associé a
W, te. J=J,.
— Soit J1 : M — g* un moment de ®. Un application lisse Jo : M — g* est
également un moment de ® si et seulement si Jo = J1 + ¢ avec ¢ € g* une
constante.

Démonstration. Le premier point est évident : il suffit de prendre p(X)(z) =
(J(z), X). Le second point découle du premier et de la remarque O

Par abus de langage, on appellera moment toute application J : M — g*
vérifiant (2.1)). Dans la suite de se travail, on supposera travailler avec M connexe,
sauf mention explicite du contraire.

Exemple 2.1.1. Revenons un bref instant au hamiltonien classique. Soit (M, w)
une variété symplectique, H € C°°(M,R) un hamiltonien et X le champ de vec-
teurs hamiltonien associé. Supposons que X g est complet, i.e. que le flot ®x,, (x,t)
de X7 est défini pour tout ¢t € R. On peut alors définir une action du groupe de
Lie G = (R, +,0) sur (M,w) en posant

O:RxM—M:(t,x) = ®x, (z,—t),



CHAPITRE 2. ETATS DE GIBBS D’UNE ACTION HAMILTONIENNE 20

ol on considére "—t" pour respecter la convention de signe des champs fondamen-
taux. Sous cette convention, on vérifie aisément que pour tout s € g ~ R, le champ
de vecteurs fondamental associé a s est s* = s Xp.

Dés lors, le hamiltonien généralisé J associé a 'action ® n’est autre que le
hamiltonien classique H. On a

pour tout x € M et B € g.

Remarque 2.1.3. Dans le cas ou le champ Xz n’est pas complet, ’action ® n’est
pas bien définie. On ne peut donc pas, a priori, considérer le hamiltonien classique
H comme le moment d’une action. Une solution & ce probléme a été proposée par
J. Souriau sous I'appellation "variété des mouvements", voir [Mar20] et [SC97].

2.1.1 Etats de Gibbs et fonctions thermodynamiques

On reprend notre analogie avec la mécanique hamiltonienne pour généraliser
la définition des états de Gibbs. On a vu que dans le cas d’'un champ hamiltonien
complet, on pouvait considérer I'action du groupe de Lie (R,+,0) comme une
action hamiltonienne, avec un moment défini par (J(z), 5) = H(z)S. En reprenant
la définition initiale des états de Gibbs

on peut proposer une généralisation relativement intuitive en remplacant le hamil-
tonien classique H(z) par le moment J(x) (voir exemple [2.1.1)). Pour tout g € g,
on aimerait donc définir

L @)

pﬂ(x): P(B) ) reM

avec

P(3) = /M e~ @B N, . (2.2)

Une telle définition est toutefois & envisager avec précaution : il n’est pas certain
que la fonction x +— exp(—(J(x),3)) définissant P(f) est intégrable pour tout
B € g. On commence par rappeler la définition d’intégrabilité normale.

Définition 2.1.5. Soit (X, .4, ) un espace mesuré, U un ouvert de R™ et f :
X x U — R une application mesurable. Pour tout £ € U, la fonction z — f(x,§)
est dite normalement intégrable en & si il existe un voisinage V¢ de £ dans U et
une fonction F': X — R intégrable telle que

[f(@, )| <F(x) VeeX eV,



CHAPITRE 2. ETATS DE GIBBS D’UNE ACTION HAMILTONIENNE 21

Dans ce cas, on dira que 'intégrale

/ f(,€)d(x)
X

est normalement convergente en &.

Dans la suite de ce travail, on va demander non seulement que l'intégrale
définissant (2.2)) existe, mais également qu’elle soit normalement convergente.

Définition 2.1.6. On note 2 I’ensemble des 8 € g tels que la fonction
(z,8) — e~ @:0)
est normalement intégrable en S par rapport & la mesure de Liouville.

Par analogie avec le cas classique, les éléments de €2 seront appelés températures
généralisées. Ce sont les seuls éléments de g pour lesquels on s’autorise & définir
les états de Gibbs.

Définition 2.1.7. Soit 2 C g 'ensemble des températures généralisées. La fonc-
tion de partition est 'application

P:Q—>R:B8— / e @B g, .
M
Pour tout 8 € €, I'état de Gibbs pg associé a [3 est 'état statistique de densité

reM.

Remarque 2.1.4. 1l est clair que €2 ne dépend pas du choix du moment. En effet,
celui-ci est défini & une constante ¢ € g* prés et, pour tout 5 € g,

o~ U@+eh) _ oo (I@).8)

avec C' = e~ {&f) > 0 une constante ne dépendant pas de x.

Dans la suite de ce travail, on notera Ly(\,) I’ensemble des fonctions f : M —
R telles que fP est intégrable sur M par rapport & la mesure de Liouville \,.

Proposition 2.1.3. Lorsqu’il est non vide, I’ensemble  des températures géné-
ralisées est un ouvert conveze de g.

Démonstration. Soit f € €. Par définition, l'intégrale (2.2) est normalement
convergente, donc il existe un voisinage ouvert V de [ dans g et une fonction
F : M — R intégrable par rapport a la mesure de Liouville telle que

U <k v eV (2.3)
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Dans ce cas, pour tout élément S € V, V est un voisinage de [’ sur lequel
I’équation ([2.3)) est vérifiée, donc B’ € Q. Dés lors, V C Q et Q est ouvert de g.
Montrons a présent que 2 est convexe. Soient 1, B2 € € et considérons

Bt) =tB1+ (1 —t)B>

avec t € [0,1]. On doit montrer 5(t) € Q. Par définition, il existe des voisinages V}
de B et Vo de B9 ainsi que des fonctions intégrables F; : M — Ret F5: M — R
telles que

eVl <P VB e,

e~ (JP) < VB, € Va.
Pour tout ¢ € [0, 1],

Vi=tVi+ (1 -tV
est un voisinage de 3(t). Pour tout 5’ € V;, on peut écrire 8’ =¢8] + (1 — t)3}
avec 31 € V1 et 8 € V. Dans ce cas,
o (1B — o= (JB1t) o= (/.85 (1-1))
< FiFyt

pour tout ' € V;. Pour conclure, il reste a montrer que la fonction = +— Ff (z)Fy ()

est intégrable sur M. On utilise I'inégalité de Holder. Comme Fi, Fy € Li(),), on
aFl e Li(\) et Fy7' € L1 (\,). En notant que
t 1—t

1
t—T—=1
=

H—\H‘ —_

I'inégalité de Holder donne bien FfF;‘t € Li1(\y), ce qui achéve la preuve. O

Remarque 2.1.5. Dans le cas o la variété M est de mesure finie pour la mesure
de Liouville, i.e. A, (M) < o0, il est clair que 'ouvert des températures généralisées
est 2 = g. C’est en particulier le cas pour M compacte. De plus, si 0 € €2, alors
Ao (M) < 0.

Avant d’aller plus loin, on doit vérifier que la fonction de partition P est de
classe C'° et que l'on peut la dériver sous le signe d’intégration. Précisons tout
d’abord quelques notations. Dans ce qui suit, on note D la différentielle sur C'(g).
Pour tout k € Ny, J®* est le k-éme produit tensoriel de J, défini sur M par

J(@)®8 (X1, .., Xp) o= (J(z), X1)...(J (), Xp)
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pour tout z € M et Xy,..., Xy € g.
Enfin, dans un léger abus de notation, pour f : M x Q — (g*)®*, on dira que F
est intégrable en 8 € Q (resp. normalement intégrable) si pour tous X, ..., X; € g
I’application
MxQ—=R:(x,8)— f(z,8)(X1, ..., Xg)

est intégrable (resp. normalement intégrable) sur M en . Dans ce cas, on notera
Jos [ (@, B)dA, 'élément de (g*)®* défini par

/f B)dA(X1, ..., Xi) : /f N (X1, .. Xk )dAw

pour tous Xy, ..., X; € g.

Lemme 2.1.1. La fonction de partition P est de classe C°° sur Q. De plus, pour
tout k € N,

kp = / DFe=U@Bl gy, = (—1)* / J(z)®Fe= @B gx, .
M M

Démonstration. On munit g d’une norme || - || quelconque. Pour tout 5 € g et
€ > 0, on note bg(e) la boule ouverte de centre 3 et de rayon e associée.

— 1l est clair que pour tout z € M fixé, la fonction 8 — e~ /@):5) est lisse sur
Q, puisque J(z) est linéaire. Pour tout X € g, on a

Dy VI (X) = eV

= (&), X)e @D
En procédant par induction, via un calcul similaire, on trouve
Dh(e @B (X, ., Xy) = (1) (J(2), X1) ... (J(2), Xp)e @A)

pour tous Xi,..., Xg € g.

— Pour conclure, on doit montrer que pour tous X1, ..., Xi € g, la fonction
MxQ—=R: (x,8) — J%@) (X1, ..., Xp)e /@H)

est normalement intégrable en £, pour tout 8 € (). Sans perte de généralité,
on peut supposer || X; || < 1 pour tout ¢ € {1,....,k}. En effet, en posant
C =sup|| X; ||, on a par linéarité

JER(Xy, o Xp)e— @B = o gk (X1 Xk —(r@)p)
7 ) C ) ) C
et le terme de droite est intégrable si et seulement si le terme de gauche 'est,
C > 0 ne dépendant ni de x ni de .
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— Soit a présent 5 € €. Par définition de (2, il existe ¢ > 0 et f: M — R

intégrable telle que
e~ @A) < f(x)

pour tout ' € bg(e). Fixons a présent 3” € bg(5). Notons que pour tous
y > 0etc>0, on a toujours

1
v exp(cy) .

En prenant y = [(J(z), X;)| et ¢ = 57, on

o

(@), X0 < 2 exp (1), X3)) (2.4)

pour tout i € {1,..., k}.
— Pour tout i € {1,...,k}, soit n; € {—1,1} tel que

[(J (), Xi)| = —(J(2),m:X;) -

On a

" 2k K e
I, X0 IO < (2 e (<@, 4 X+t X))

€ 2k

Il suffit deés lors de remarquer que, comme || X; || < 1,

ek

€
18 = (8" + gpmXu+ o mX) | < || 8= 8"+ <e

et donc
|J®R (1) (X1, ..., Xp)e V@B < f(a)

pour tout 3" € bg(5). Ceci achéve la preuve.
O

Ayant généralisé la définition des états de Gibbs et étudié la régularité de la
fonction de partition, la prochaine étape est d’adapter les définitions de la valeur
moyenne et de I’entropie, afin de vérifier si les états de Gibbs vérifient une propriété
de maximalisation de ’entropie similaire & celle étudiée au chapitre 1.

Définition 2.1.8. Soit f : M — g* une application lisse et p un état statistique
lisse sur M de densité p. Si f est intégrable sur M par rapport a p, la valeur
moyenne de f dans I'état p est I'élément E,(f) € g* défini par

E,(f), X) = /M<f(:v),X>p(x)dAw .



CHAPITRE 2. ETATS DE GIBBS D’UNE ACTION HAMILTONIENNE 25

Remarque 2.1.6. Tout comme on s’intéressait & la valeur moyenne du hamilto-
nien au cours du chapitre 1, on portera ici une attention particuliére & la valeur
moyenne du moment J. La valeur moyenne de J dans I’état de Gibbs pg est bien
définie pour tout 8 € Q. En effet, au vu du lemme I'intégrale

_ 1 @B gy — L
&(7) = 5753 /M J(x)e B = 557 DP

est normalement convergente en (3.

Proposition 2.1.4. Soit § € Q) et p1 un état statistique de densité p; tel que
Ep (J) emiste. Si Ey (J) = Epy(J) alors lentropie s vérifie

s(p1) < s(pp) -
De plus, l’égalité a lieu si et seulement si p1 = pg.

Démonstration. Considérons la fonction

) —zlog(z) siz>0
h(z)'ZH{o siz=0.

I s’agit d'une fonction continue et concave. Soit (zp,h(zp)) un point du graphe
de h, avec zp > 0. Par concavité, la droite tangente a h en le point (29, h(zp)) est
au-dessus du graphe de h. Cette droite est de pente —(1 + log(zp)). On a donc
pour tout z >0

h(z) < h(z0) — (1 +1log(20))(z — 20) = 20 — 2(1 +log(20)) -

Notons que l'inégalité est également vérifiée en z = 0. En particulier, pour tout
x € M, on peut prendre z = pi(x) et z9 = pg(z) > 0. L’inégalité devient :

h(pi(x)) < pg(x) — pr(2)(1 + log(ps(x))) - (2.5)
En intégrant sur M les deux membres de I’équation, on a
S(p) <1—1- /M o1(z) log(ps(2)))dA,
= [ (01(0) = ps(2) + pafa)) lox(ps(@))iA.

- /M(m (2) — ps(@)) (—P(B) — (J(x). B))dAs + 5(ps)

= —P(B)(1 = 1) = (£, (1), B) + (€5 (), B) + 5(ps)
= s(pg) -



CHAPITRE 2. ETATS DE GIBBS D’UNE ACTION HAMILTONIENNE 26

Il reste & montrer que si s(p1) = s(pg) alors p; = pg. Posons

¢(x) = hp1(x)),  ¥(@) = ps(x) = pr(x)(1 + log(ps(x)))

pour tout x € M. Notons que les fonctions ¢ et ¥ correspondent respectivement
au membre de gauche et au membre de droite de I'inégalité . Au vu de ce qui
précede, on a donc ¢ — ¢ > 0 sur M. De plus, comme s(pg) = s(p1) et au vu des
calculs ci-dessus, la fonction 1 — ¢ est d’intégrale nulle sur M. Elle est donc nulle
presque partout, et méme partout sur M puisqu’elle est continue. En conclusion,
pour tout z € M, on a

—pi(z)log(pi(x)) = ps(x) — (1 +log(ps(x)))p1(z) -

Si p1(x) = 0, alors il est clair que pg(x) = 0 et on a bien ’égalité annoncée. Si
p1(z) # 0, alors on peut diviser les deux membres par p;(z) et on obtient

ps@) (5@ _
(@) lg<m($)> !

Pour conclure, on remarque que la fonction z — 2z — log(z) atteint son minimum
en un 'unique point z = 1, et que ce minimum vaut 1. Dés lors, on doit avoir

et la conclusion suit. O

Remarque 2.1.7. Dans la proposition précédente, on peut se contenter de de-
mander en hypothése que (€, (J), B) existe et que (£,,(J), B) = (£p5(J), B).

Dans ce qui suit, on considére ’entropie et la valeur moyenne du moment
comme fonctions définies sur 2. Plus précisément, on considére

P:Q—=R:B— P(p)
Ej:Q—=g": 8 &,(J).
S:Q—=R: [ s(pp)

Ces fonctions sont parfois appelées fonctions thermodynamiques généralisées. On
commence par étudier leurs premiéres dérivées.

Lemme 2.1.2. Les fonctions Ej et S sont de classe C° sur ). De plus :
1. Ey(B) = Ds(~log P)
2. S(B) =log(P(B)) + (Es(B),8)
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3. La différentielle de Ej en B est l'application définie sur g et a valeurs dans
g* définie par

L
P(p)

4. La différentielle de S en B € Q) est [’élément de g* défini par

(DgE;(X),Y) = — /MU(:U)—EJ(ﬁ),X><J($)—EJ(B),Y>e_<‘](x>’6>d/\w :

(DpS, X) = (DpEs(X),B) .

Démonstration. Le premier point découle directement du Lemme Le second
est une simple réécriture de la définition.

— Soient 8 € Q, X € TsQ et calculons DgEy : T — Tg 38" Sous les
identifications T2 ~ g et T, (38" ~ g", on peut considérer DgE; comme
une application définie sur g a valeurs dans g*. Pour tous X,Y € g, en
utilisant le lemme [2.1.1

(DS (X),Y) =5 o Bg(6 +£X),Y)

d 1
_d ~(J().8)
= PE T X) /A4<J(x)’y>e o

1
+/ i|t:0 ((J(m),y>e—<J(x),5+tx>> X,
M dt

P(5)
=(E(8), X)(Es(8),Y) ~ P(lﬁ) /M(J(x), X)), Ve VDB,
S x) — z) — o (T(@).8)
P(B) /M<']( ) = Es(8), X){(J(2) — Es(B),Y) d,

La derniére égalité est obtenue en remarquant que, pg(z) = % exp(—(J(z),5))
étant une densité de probabilité,

1

/M<EJ<6>, XVE(8), Ve V@A dx, |

— Au vu des points précédents, pour tous g € Q et X € g,

(DS, X) = Dg(log P)(X) + (DgE;(X), ) + (Es(8), X)
= <DﬁEJ(X)>/8> :
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L’expression de la différentielle de E; présentée ci-dessus est des plus intéres-
santes. En effet, si on note

[p(X,Y) := —(DsE;(X),Y) (2.6)
1

= B3 ) - ) — o—(I(@).8) |
= P(3) /M“() By(8), X)(J () — Es(8),Y) o, (27)

on remarque que I' définit une 2-forme linéaire et symétrique sur 2. De plus,
Is(X, X) > 0 (2.8)

pour tout X € T3 ~ g. Si I'inégalité (2.8)) était stricte pour tout X # 0, on
pourrait alors considérer I' comme une métrique riemannienne sur 'ouvert des
températures généralisées (). On va voir que c’est le cas lorsque l'action est effec-
tive.

Définition 2.1.9. Soit G un groupe de Lie, (M,w) une variété symplectique et
® : Gx M — M une action hamiltonienne de moment J. L’action est dite effective
si pour tout X € g\ {0}, la fonction

M—>R:z— (J(x),X)
n’est pas constante.

Proposition 2.1.5. Si laction hamiltonienne ® : G x M — M de moment J est
effective, alors pour tout B € Q, I'g est définie positive, i.e. pour tout X € g\ {0},
I'3(X,X) > 0.

Démonstration. L'intégrand de I'expression ([2.6]) définissant I'g(X, X),
= (J(x) = Eg(8), X)%e” V@A)

est positif sur M. Comme 'action est effective, il n’est pas nul partout sur M
et, puisqu’il est continu, son intégrale sur M est strictement positive, d’oil la
conclusion. O

Dans ce qui suit, on supposera toujours travailler avec une action hamiltonienne
effective. Dans ce cas, I' est une métrique riemannienne sur 2. On ’appellera
métrique de Souriau, associée au moment J.

Remarque 2.1.8. Si I'ouvert des températures généralisées €2 ne dépend pas du
choix du moment J, il n’en est pas de méme pour les fonctions P et E;. En effet,
soient Ji et Jo deux moments d’'une méme action hamiltonienne. Il existe ¢ € g*
tel que Jo = J1 + ¢. En notant Py, P, les fonctions de partition correspondant &
J1, J2, on trouve pour tout g €

Py (B) = /M exp(—(Ja(x), B)dAu(z) = exp(—(c, B)) P1(B) -
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De plus, utilisant les formules présentées au lemme [2.1.2

EJz(ﬁ) = EJ1 (/8) tc.

En revanche, toujours en utilisant le lemme[2.1.2] on a que la métrique de Souriau
ne dépend pas du choix de J.

Corollaire 2.1.1. Si l’action hamiltonienne ® : G x M — M de moment J est
effective, alors Uapplication Ej : Q) — g* est ouverte et injective.

Démonstration. Au vu de la proposition I’application DE; est inversible sur
Q. L’application E; est donc ouverte. Supposons qu’il existe 51, B2 € ) tels que
E;(B1) = Ej(B2). En particulier,

(Ej(B1), B2 — B1) = (E;(B2), B2 — B1)-
En vertu de la proposition Pouvert €2 est convexe. La courbe
v:[0,1] = Q:t—tf1 4+ (1 —1t)5s
est donc bien définie. L’application

f : [O, 1] —R:t— <EJ(’y(t)),ﬁg — 51>

est lisse sur ]0, 1[ et prend la méme valeur en ¢t = 0 et t = 1. Par le théoréme de
Rolle, il existe donc tg €]0, 1] tel que la dérivée de f s’annule en ty. On a

0= D, f(to)
= Dy Es(B1 — B2), B2 — P1)
= Tyto) (B2 — B1, B2 — B1) -

Comme I, (4, est définie positive, on doit avoir 2 — 51 = 0, d’ot la conclusion. [

2.2 Premiers exemples : translations et rotations sur
R2

On considére I'espace R? muni de la structure symplectique usuelle (cfr Exemple
, que l'on note w. On munit R? d’une base orthonormée (eq,es). Dans les
coordonnées associées (1, r2), w = dr1 Adzs. Il est clair que la mesure de Liouville
associée est la mesure de Lebesgue sur R2.
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2.2.1 Translations sur R?

On considére l'action du groupe de Lie G = (R2?,+,0) par translations sur
lui-méme,

T:GxRP SR (V,X)—»V+X.

La forme symplectique dx; A dxo étant invariante par translations, il est clair que
I’action 7 est symplectique. On s’intéresse a 'existence d’'un moment. L’algébre
de Lie g de G est I'espace vectoriel (R, +,0) muni du crochet nul, le groupe
étant commutatif. On vérifie aisément que ’exponentielle de G est I'identité sur
(R2,+,0). Pour tout X € g, le champ de vecteurs fondamental associé & T est

d
|t=07-(exp(_tX)ap) =-X 3

X:(p) = dt

en tout point p € R?. L’équation déterminant un éventuel moment J est donc

d(J, X)(Y) = —dzy ANdzo(X1Y)
=det(X,Y),

pour tous X,Y € R2. Remarquons que I'équation est linéaire en X et Y, donc
il suffit de la vérifier sur les éléments de base eq,ez. Notons (J*(z), J?(x)) les
composantes du moment dans la base duale de (e1,e2). En prenant X = ey et
Y = ey, on trouve
oJ"
—(x) =0.
8x1( )

Pour X =ejetY =eo,0na
0.J?
6332
Dés lors, J1(x) = 22 + ¢1 avec ¢; € R une constante. En procédant de méme avec

X = eg, on trouve Jy(z) = —x1 + ¢2, ca € R. En conclusion, 7 est une action
hamiltonienne de moment

(r)=1.

J(z) = (”32 > +C  VzeR?
1
avec C' € R? une constante. On a vu que le choix du moment n’influait pas sur
I’ensemble des températures généralisées 2. On peut donc prendre C' = 0.

Soit maintenant 5 € g ~ R%. On a

e*<J(w),ﬁ> — o~ T2B1tz1f2
La fonction n’est jamais intégrable sur R?, peu importe la valeur de 3. L’ensemble

des températures généralisées pour l'action de 7 est donc vide : il n’existe pas
d’états de Gibbs pour cette action.
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2.2.2 Groupes de matrices

On s’intéresse & présent aux actions des groupes de matrices réelles 2 x 2 sur
R2. Un tel groupe G' C R3 agit par

GxR* = R?: (A,z)— Az .
Bien entendu, il est impératif que ’action soit symplectique : G doit donc étre

un sous-groupe de Lie du groupe symplectique de dimension 2, Sp(R?,w). On
commence par considérer le cas G = Sp(R?,w) agissant sur le plan euclidien par

®: Sp(R?, w) x R? = R?: (A, z) — Az .
On sait que Sp(R?,w) est un groupe de Lie de dimension 3, isomorphe & SLs(R),
le groupe des matrices carrées de dimension 2 et de déterminant 1. Son algébre de

Lie est g = sla(R), isomorphe a ’ensemble des matrices carrées de dimension 2 et
de trace nulle. On choisit une base (f1, fa, f3) de g avec

1 0 01 00
f1:<0 —1) f2:<0 0) f3:<1 0)'
A

L’exponentielle de G est donnée par l’exponentielle matricielle exps(A4) = e?,
pour tout A € g. Dés lors, le champ de vecteur fondamental associé & A est

A3 (@) = o (exp(~14), )

d —tA
= —|+=0€ x
dt't 0

=—Ax .
L’équation définissant le moment est alors

d((J(z), A))(Y) = — det(—Az,Y) = det(Az,Y) |

pour tous A € g et Y € R?. En prenant A = f; et Y = eq, 'équation se réécrit

8J1($) — det ( I 1) —

8331 —X2 0

En prenant A = f1 et Y =e9, on a
aJl(ZL‘) Tl 0
783:2 = det ey 1) T .

d’ont Jl(x) = x1x9 + c1 avec ¢; € R une constante. En procédant de la méme
maniére pour les autres composantes du moment, on trouve

2 .2
J(z) = (xl:rg,a;,;jl) +C.
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avec C' € R® une constante. Comme dans l'exemple précédent, on peut prendre
C = 0. On recherche les g € g pour lesquels la fonction

2 2
f i (21,2) = exp(—z12261 — 262 + fs) (2.9)

est intégrable sur R?, ot (B1, B2, 43) sont les composantes de 3 dans (f1, fa, f3).
Fixons x9 € R et notons f,, la fonction

3, o
fuy 2 21— exp(—z12201 — ?ﬁz + ?/33)

Il est clair que 83 < 0 est une condition nécessaire a l'intégrabilité de f;, sur R.
Supposons d’abord 3 < 0. Dans ce cas, on a

2

La fonction f,, est donc intégrable sur R et son intégrale est donnée par

/fgg2 x1)dxry = HTGXP( (26613+52>)

La fonction x5 — fR fz,dx1 est intégrable si et seulement si

8 B
2534— >0.

Comme B3 < 0, la condition se réécrit 37 4+ 3283 < 0. Par le théoréme de Fubini-
Tonelli, pour B3 < 0, la fonction f est intégrable sur R? si et seulement si 57 +
B283 < 0, et son intégrale est donnée par

/ f(x17$2)d551d$2:/fxz(ﬂfl)dl‘l
R2 R
et S
B2 + Bafs

Un calcul similaire montre que le résultat est également vrai pour 3 = 0. En
conclusion, la fonction f est intégrable si et seulement si

B3 <0, Bafs + 7 < 0.

Elle est donc normalement intégrable sur I'intérieur de cet ensemble. L’ouvert des
températures généralisées est donc

Q={B€g:PB3<0,B]+PpBs<0} .
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La fonction de partition et la valeur moyenne du moment sont données par

1
O
(E5(8), X) = —Dylog(P)(X) = — 22101 1 PaXa + foXs

B? + B2f33

Ces expressions ont le désavantage de faire intervenir le choix de la base (e, €2, €3).
On peut les reformuler en utilisant la forme de Killing sur g et ainsi obtenir formules
dépendant uniquement de la géométrie de g. Rappelons que la forme de Killing
est la forme bilinéaire symétrique définie sur g par

K(X,Y) =tr(adx ocady) = 4Tr(XY) . (2.10)
Dans la base (f1, f2, f3), on vérifie aisément que

K(B,8) =857 + 85328 .

On peut donc réécrire

PE) = +om
et )
E;(B) = _IC(gB) .

Finalement, la métrique de Souriau s’exprime comme

2K(8, X)K(B,Y) — K(8, B)K(X,Y)
K(8,8)? '

L’importance de la forme de Killing dans I’étude des états de Gibbs d’un groupe
semisimple apparaitra évidente dans les exemples traités a la section 3.

Fﬁ(X7Y) =

Remarque 2.2.1. L’exemple ci-dessus est traité dans article [Mar20|. Cepen-
dant, ledit article présente une conclusion différente de la notre : selon l'auteur,
I’action du groupe symplectique sur le plan n’admet aucun état de Gibbs. Il semble-
rait que l'auteur base son raisonnement sur I'affirmation qu’il n’existe pas d’états
de Gibbs sur les orbites lumiéres de SU(1,1). Cependant, en traitant cet exemple
au chapitre 3, nous trouvons également des états de Gibbs sur de telles orbites.
Voir également la remarque [3.4.6] & ce sujet.
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2.3 Etats de Gibbs associés a I’action d’un sous-groupe

Comme on I’a vu a 'exemple précédent, I'action du groupe symplectique sur R?
admet des états de Gibbs. Il est légitime de se demander si l’'on peut en déduire des
informations quant & ’existence d’états de Gibbs pour un sous-groupe de Sp(R?)
donné. On commence par traiter la question d’un point de vue plus général.

Soit (M,w) une variété symplectique et G un groupe de Lie agissant sur M
par une action hamiltonienne &4 de moment Jg. Soit H un sous-groupe de Lie
de G. Le groupe H agit sur M par restriction de ®¢ :

Sy HXM— M:(hz)— Og(h,x) .

Il est clair que l'action @y est symplectique puisque ®g l'est. On va montrer
qu’elle est également hamiltonienne.
Notons 7 : H < G linclusion de H dans G. L’application ¢ induit un mor-
phisme d’algébres de Lie
I=Ti:h—=g.

Notons Z* : g* — h* l’application duale, définie par
(Z7(€), X) = (£, 7(X))
pour tout £ € g* et X €.

Lemme 2.3.1. L’action ® g est hamiltonienne et admet pour moment Jg = 1% o
Ja.

Démonstration. Pour tout x € M,
AT, X) = d(Je, T(X))
= —iI(x)5, Y -
Comme (Z(X))3,, = X§,,, la conclusion suit. O

Notons que l'on a alors

oI (@).8) _ o~ (T*0Ja(@).8) _ o~ (Ja(@)I(5))

On en déduit trivialement le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.1. Si § € b est une température généralisée pour l’action Pg
alors c’est une température généralisée pour l'action ®gr. Si on note Pg, P les
fonctions de partition associées respectivement a P, @, on a Pg(B) = Pr(f).

Notons que la réciproque est fausse en général.
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2.3.1 Rotations sur R?

On considére I'action du groupe G := Sp(R?) sur le plan symplectique et
H := SO3(R) comme sous-groupe de G. Son algébre de Lie hh = s02(R) s’identifie a
I’espace des matrices carrées antisymétriques de dimension 2. Elle est de dimension
1 et on peut prendre pour base
0 1
hy = <_ 1 O) |

Notons que en reprenant la notation des vecteurs de base de sla(R) fixée section
onahy = fo— f3. Soit B €bh, B=1th; pourunt € R. L’inclusionZ : h — g
est déterminée par Z(thy) = tfo—tfs. Auvudu lemmeet des calculs effectués
section 8 = thy est une température généralisée pour @ si et seulement si
t > 0. L’ensemble des températures généralisées associé a 'action de so02(R) est

donc
0 t
ou={(% )i},

La fonction de partition Py est donnée par

s

Notons que la densité de I’état de Gibbs associé & 8 = th; est une gaussienne,

pa(w) = 2o~ 8laP,

En utilisant les formules développées au Lemme on trouve pour valeur
moyenne du moment

E5(8) = ~Dylog(P) = .

La métrique de Souriau au point 3 est

Lg(x,y) = —(DpE;(X),Y) = 5oy

12

pour tous z,y € Ts{dy.



Chapitre 3

Equivariance du moment

Le moment J d’une action hamiltonienne ® encode toutes les informations
relatives aux champs de vecteurs fondamentaux associés & ’action, et détermine
donc le comportement de ’action au niveau infinitésimal. De par leur définition,
les propriétés des états de Gibbs associés & une telle action dépendent fortement
des propriétés du moment. Dans cette section, on va s’intéresser au comportement
de J par rapport a l'action de @, et en déduire des résultats de G-invariance et
équivariance pour les températures généralisées et les fonctions thermodynamiques
définies chapitre 2.

3.1 Actions adjointes et coadjointes

Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie g. On note Ad® I’action adjointe de
G sur g, ou simplement Ad lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

Le moment J d’une action hamiltonienne est a valeurs non pas dans g mais
dans g*. Afin d’étudier le comportement de J par rapport & 'action de G, on va
donc considérer 'action duale de Ad, dite action coadjointe.

Définition 3.1.1. L’action coadjointe de G sur g* est 'action Ad* : G x g* — g*
définie par
(Ady€, X) = (§, Ady-1 X) .

On vérifie directement qu’il s’agit d’une action lisse (& gauche) de groupe de
Lie.

Remarque 3.1.1. La définition de Adj choisie dans ce travail fait de I'action
coadjointe une action & gauche. Certains auteurs préférent toutefois définir Ad*
par :

(Ady, X) = (&, Adg X)) .

Dans ce cas, il convient de considérer Ad* comme une action a droite.

36
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On souhaite savoir si le moment J se comporte "convenablement" par rapport
a laction de G : on aimerait avoir un diagramme commutatif

ML)M

Ceci nous conduit a la définition d’une action fortement hamiltonienne.

Définition 3.1.2. Un moment J d’une action hamiltonienne ® est dit équivariant
si
AdyoJ=Jod,

pour tout g € G. Dans ce cas, 'action ® est dite fortement hamiltonienne.

L’équivariance du moment est particuliérement intéressante pour I’étude des
états de Gibbs : pour une action fortement hamiltonienne, 'ouvert 2 des tempé-
ratures généralisées est stable pour I'action adjointe Ad” et les fonctions P, E;, S
ainsi que la métrique de Souriau sont toutes invariantes sous l'action de G. Dans
ce qui suit, on note

Orbag(X) ={AdyX : g € G}

l'orbite de X € g sous 'action adjointe.
Proposition 3.1.1. Soit ® une action fortement hamiltonienne de moment équi-
variant J. Pour toute température généralisée B € ) et g € G,

e AdyS est une température généralisée. En d’autres termes, Orbaq(B) C Q.
P(AdyB) = P(B)
E;j(Adyp) = AdyE;(B)
S(AdgB) = S(B)

(Ady)*T' =T, ou (Ady)* désigne le pull-back par Uapplication Adg : Q@ — Q.
En d’autres termes, Ady est une isométrie pour I'.

Démonstration. Soit g € G et 8 € Q2. Pour tout = € M,

o= (J(@),Adgp) e—<Ad;,1 J(2).8) _ o ((@,1(2)).8)

L’application ®,-1 : M — M est un symplectomorphisme. On peut donc appliquer
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le théoréme [I.2.1] pour conclure Ady3 € Q avec

P(Ad,B) = / e~ (@) AdaB) gy
M

= P(B) .
Les autres relations se montrent de maniére similaire. O

Exemple 3.1.1. Le moment associé a I’action du groupe des rotations SO2(R)
sur le plan symplectique R? est équivariant. En effet, dans les coordonnées choisies

en soient x = (71,12) € R? et

Y:thlz(_ot é)

avec t € R. Le moment J est donné par

2 2
_ai+ad,

<J<x17x2),Y> = 2

Soit g € SO2(R) une rotation, représentée en coordonnées par la matrice de rota-
tion

o= (cll) ~nlo)

avec # € R. On a
_ [cos(§) —sin(0)\ [(x1) _ [cos(0)z1 —sin(f)z
g(w) = (Sin(G) cos(6) > <x2> N <sin(9)x1 +cos(9)x2>
et donc
(J(Py()),Y) = —% ((cos(0)x1 — sin(0)x2)? + (sin(f)z1 + cos(f)x2)?) t
_ i,
5 :

D’autre part,

aay = (Sl Y (0 ) (sl ) =0 )
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et donc
_witag,

(Ady (), Y) = (J(2), AdyrY) = ==

Le moment est donc bien équivariant.

Exemple 3.1.2. Le moment associé a l’action du groupe des translations sur R?
n’est pas équivariant. En effet, en coordonnées euclidiennes, le moment J est défini
par

(J(x),y) = w21 — 21Y2 -
Soit une translation de vecteur V € R2. On a

(J(+V),y) = (2 + Va)yr — (1 + V1)ya2

Mais comme le groupe des translations est commutatif, ’action adjointe est 1'iden-
tité, et

<Ad*VJ(x)7y> - <J($),y> .
Le moment n’est donc pas équivariant.

L’équivariance du moment d’une action hamiltonienne n’est donc pas garantie,
méme pour les exemples les plus simples. Il est intéressant d’étudier I’obstruction
a I’équivariance de J. Pour ce faire, on considére 'application

0:GxM— g :(g,7) = J(Qy(x)) — AdyJ () .
On va montrer que #(g, x) ne dépend en réalité que de g € G.

Proposition 3.1.2. Soit ® : G x M — M wune action hamiltonienne de moment
J. Si M est connexe alors pour tout g € G ’expression

0(a,g) = J(D,(x)) — AdJ(x)
est constante sur M.

Démonstration. Soit X € g et considérons le champ fondamental X3 associé. Ce
champ admet pour hamiltonien z — (J(z), X).

On considére le champ de vecteurs (®4)*Xg, ou (®,4)* désigne le pull-back
par I'application ®,. On va montrer que les fonctions x — (J(®4(z)), X) et  —
(AdyJ(z), X) sont toutes les deux des hamiltoniens de (®4)* Xg.

e D’une part, soit Y un champ de vecteurs sur M et x € M. On a
do(J 0 g, X)(Y) = da, () (], X) (TePy-1)(Y))
= —Wo,(2) (X3, (Tx®g)(Y))
= —wi (T, @) Pg-1) X5, Y)

= s ((By)"X5.Y).
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Comme I'égalité est vraie pour tout champ de vecteurs Y sur M, (J o &4, X)
est bien hamiltonien du champ (®,4)*Xj.

e D’autre part, pour tout x € M,
* * d
@@>X¢@>=(E@g1>Qﬁmﬂ¢mm%xxéﬂm»>

d
= =02y exp(-1x)9 ()
d
= %|t:0q)exp(—tAdg,1X)(x)
= (Ady1 X ) (x) |

Deés lors, le champ (®4)* X3 est le champ de vecteurs fondamental associé a
Adg-1 X et admet donc (J, Ady,-1X) = (AdyJ, X) comme hamiltonien.

Les deux fonctions considérées étant hamiltoniens d’un méme champ de vecteurs,
elles sont égales sur M & une constante prés, et la conclusion suit. O

Remarque 3.1.2. Dans le cas ou M n’est pas connexe, il est clair que ’application
(g,x) — 0(g,x) est constante sur chaque composante connexe de M.

Définition 3.1.3. Le I-cocycle de non-équivariance associé a une action hamil-
tonienne ® : G x M — M de moment J est 'application

0:G—g" g J(Py(x)) — AdyJ (z)
pour un z € M.

Au vu de la proposition [3.1.2] le 1-cocycle de non-équivariance est bien défini
et ne dépend pas du choix de x € M. Bien entendu, ’action est fortement hamil-
tonienne si = 0. Le 1-cocycle de non-équivariance vérifie les relations suivantes,
dites "relations de 1-cocycle".

Proposition 3.1.3. Notons e le neutre de G. Pour tous g1,92 € G :
e 0(g192) = Ady,0(g2) + 6(g1)

e f0(e)=0
° 0(g;") = —Ad;_.0(g1)-
Démonstration. Soit x € M quelconque. On a
0(g9192) = J(®(9192)(x)) — Ady, g, J (x)
J(@g, (Py,(2))) — Ady, Ady, J ()

0(g1) + Ad;lJ(q)gz (x)) — Ad;lAdZQJ(:E)
0(g1) + Ady, (J(Pg, (z) — Adg, J (z))
0(g1) + Ady, 0(g2) -
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Il est clair que A(e) = 0. Pour la troisiéme relation on a, en utilisant le premier
point :
0="0(g;'g1) = Adzfle(gl) +0(g, ) -
O
Remarque 3.1.3. Le 1-cocycle de non-équivariance utilisé dans ce travail est
un cas particulier de 1-cocycle symplectique : de maniére générale, on appelle I-

cocycle symplectique toute application 6 : G — g* qui vérifie les propriétés de
1-cocycle énoncées & la proposition précédente.

En utilisant le 1-cocycle de non-équivariance, on peut "corriger" ’action coad-
jointe pour rendre le moment équivariant.

Définition 3.1.4. L’action coadjointe affine ou action affine est 'action a de G
sur g* définie par

a:Gxg"—g" (9,8 AdE +0(g) .

On vérifie aisément qu’il s’agit d’une action de groupe en utilisant les propriétés
du 1-cocycle 6. Par définition, il est clair que le moment est équivariant pour
I’action affine : on a

Jo®,=ag0J

pour tout g € G.

3.2 G-invariance des fonctions thermodynamiques et
grandeurs associées

Dans cette section, on reprend la proposition dans le cas d’une action non
fortement hamiltonienne, en corrigeant les relations obtenues a ’aide du cocycle
de non-équivariance.

Théoréme 3.2.1 (Souriau). Soit ® : G x M — M une action hamiltonienne de
moment J et 8 le 1-cocycle de non-équivariance associé. Pour tout B € Q et g € G,

AdyfB est une température généralisée. En d’autres termes, Orbaq(f) C
P(AdgB) = exp({6(g~"), B)) P(B)

E(AdyB) = AdE,(8) + 0(g)

S(AdgB) = S(8).

Démonstration. Soit g € G et 5 € €. Pour tout © € M, on a

exp(—(J(z), Adgf)) = exp(—(Ady-. J (), B)) = exp(—(J (By-1(x)), B)) exp({8(g™ "), B)) -
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D’une part, le 1-cocycle 6 ne dépend pas de x € M et n’influe donc pas sur
'intégrabilité de notre expression. D’autre part, comme ®,-1 : M — M est un
symplectomorphisme, on peut appliquer le théoréme En conclusion, Ady3 €
Q, avec

P(Ady5) = [ exp(=(T(2), Adyf))aA,
= [ exp(—(ad;-1 (@), B)ax,
= [ exp(=(T(@y1 () + 6s7). B,
—exp(0lg1).8)) [ expl(J(@y01(@)), B

M

— exp({6(5™). 5)) / exp((T(x), 6))d®’ A,

M

—exp({6(5~). 5)) / exp((J(2), B))dAu

M
=exp({8(g™1), BY)P(B) -
De méme, on a

1

(E5 (Ady), X) = s | (), X) expl (@), Ady))ars

- SO ID | @ X) (@, (), B
= 57 . @) X) expl=(T(@). B,

= 57 [ (AT +00).X) exp(~(T(w). B

_ 1 /M<J(x),Adg_1X) exp(—(J(x), B))dAe

P(5)
+(0(9). X) = / exp(—{(J(x), B))dAs

P(B) Ju
= <EJ(5)>Adg*1X> + <9(g),X>

= (AdyE;(B) +6(9), X) .

On montre S(Ady3) = S(B) de maniére similaire. O
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Remarque 3.2.1. Remarquons que, au vu du troisiéme point du théoréme pré-
cédent, I’application Fj est équivariante pour les actions adjointes et affines, i.e.

E;j(Ady(B)) = aE;(B)
pour tous B € Q et g € G.

On s’intéresse enfin & l'invariance de la métrique de Souriau. On va voir que
Adg reste une isométrie méme si le moment n’est pas équivariant.

Théoréme 3.2.2. Pour tout g € G, Uapplication Adgy : @ — Q est une isométrie
pour la métrique de Souriau I', i.e. pour tout B € ) et X,Y € Tp(1,

Tad,5((TsAdg) X, (TgAdy)Y) = Tp(X,Y) .

Démonstration. Rappelons que T3} ~ g. Comme 'application Ad, est linéaire,
on a (TgAdy)X = AdyX sous cette identification. Notons également que, au vu
des résultats de la proposition précédente,

(J(z) = Ej(Adyf), AdgX) = (J(x), AdgX) — (AdgE (), Adg X) + (0(g), Ady X)
= (J(®4-1(2)), X) = (0(g™"), X) = (E;(B), X) + (0(9), Adg X)
=

J(®g-1(2)) — Es(B), X)

oil la derniére égalité découle de 0(g~!) = —Ad;_, 0(g).
Dans ce cas,

T aa,5((TpAdg) X, (TgAdy)Y) = T ag,5(Ady X, AdyY)

1
= P(Ad,5) /M<J () — E;(AdyB), AdgX)(J (x) — E;(AdyB), AdgY') exp(—(J(x), Adyf3))dA

1
~ exp((0(g 1), B))P(B) /M<J(q)g(33)) - E;(8), X)(J(@y4(z)) — E;(B),Y) exp(—(J (x), Ady3))d N

3.3 Action du groupe des déplacements et cocycle

On étudie a présent les états de Gibbs de I'action du groupe des déplacements
du plan et le cocycle de non-équivariance associé. Le groupe des déplacements du
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plan, noté E3(R) est le groupe des applications affines R? — R? qui préservent la
métrique euclidienne. Il est isomorphe au produit semidirect SO(2) x R?. Quelques
compléments sur la notion de produit semidirect de groupes de Lie sont présentés
dans I'annexe [Bl On se contentera ici de le décrire comme I'ensemble SO(2) x R?
muni du produit

(A,v)(B,w) = (AB, Aw + v) (3.1)

pour tous (A, v), (B,w) € SO(2) x R2. On vérifie aisément que le neutre est donné
par (I2,0) et l'inverse par

(A,v) t=@A1 A1) .

Si on considére SO(2) x R? comme une variété lisse (munie de la structure produit
cartésien), alors le produit (3.1) donne & E3(R) = SO(2) x R? une structure de
groupe de Lie. Ce groupe agit sur le plan symplectique par

®: Fy(R) x RZ 5 R%: ((A4,v),2) = Az +v.

Il est clair que ® est une action lisse. Elle est également symplectique : en effet,
P (4,0) n'est autre que la composition d’une rotation A et d’une translation v, et on
a vu que tant I’action des rotations que celle des translations étaient symplectiques.
Afin de déterminer si I’action admet un moment, on doit étudier plus en détail la
structure de Lie sur Fy(R).

Structure de Lie sur F3(R)

Notons G := E3(R) et g := T(7,0)G ~ 50(2) X R2. On commence par déterminer
I'exponentielle de G. Soit (X,«) € g. Le champ de vecteurs invariant a gauche

L
associé a (X, a), noté (X, a) , est défini par

L
(Xa a) (Aa U) - T(I,O)L(A,v) (Xa a) - (AX7 AO&)

Pour t € R, 'exponentielle de G en t(X, ) est la courbe intégrale de (X ,a) Clest
I'unique courbe (C(t), ¢(t)) de G qui vérifie (C(0),¢(0)) = (1,0) et (C'(¢t),c(t)) =
(C(t)X,C(t)ar). Aprés calcul, on trouve

exp(t(X,a)) = (™, X e —DNa)si X #0

et
exp(t(0, ) = (I, ta).

Calculons a présent la représentation adjointe de G. Soit (A,v) € G et notons
i(Aw) l'automorphisme intérieur de G,

i(aw)(B,w) = (A,v)(B, w)(A,v)™' = (ABA™', —ABA ' + Aw + w)
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pour tout (B, w) € G. La représentation adjointe de G est donnée par

Ad(A,U) (Xv a) = T(I,O)i(A,’U) (X7 Oé)

d .
= @h:(ﬂ(x‘hv) exp(t(X, a))

= (AXA™ —AX Ay + A)

si X # 0 et par
Ad(A,v) (Oa a) = (Oa Aa+ O[)

sinon. Finalement, le crochet de Lie de (X, ), (Y,v) € g est

d
[(X7 Oé), (Y7 '7)] = % ’tZUAdt(X,a) (Y7 7)
— (XY —YX,~Ya+X7).

Moment de ’action

Soit (X, a) € g. Le champ fondamental de ¢ associé a (X, a) est

(X,0)*(2) = S ho®(ep(~t(X, ), 2)
=—(Xz+a).

Choisissons une base (e1, €2, e3) de g en posant

61;:(<_01 é),(o,o)) es = (0,(1,0)  e5:=(0,(0,1)).

Dans ces coordonnées, en procédant comme pour les exemples du chapitre 1, on
montre que 'action ® est hamiltonienne et admet pour moment

x%%—x%

(). 8) =

b1 — x2f2 + 2103,

ou (f1, B2, B3) sont les composantes de 5 € g dans la base (e, €2, e3).

Températures généralisées et états de Gibbs

Il est clair que la fonction

2 2
r] + x5
2

B+ x2fB2 — x13)

(x1,x2) — exp(—

est intégrable si et seulement si 51 > 0, d’ou

Q:{,Beg:ﬁ1>0}.
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On a alors pour tout 8 €

2 2 .2
P(B) = / eXP(—QEl T B+ x2fB2 — x153)dx1dxs

R 2
27 B2+ B2
= Eexp(izﬂl 3) .

Dans la base duale de (eq, €2, e3), la valeur moyenne du moment est donnée par

1 2 2
e =-prs) = (=S5t 5 5)

Enfin, la matrice représentant la métrique de Souriau I' = —DgF; dans les coor-
données associées a la base (e, €2, e3) est

1 B3B3 B B

52 e ﬁl% I

_ B2
Ls = 7 5 0
B3 0o L
8% B1

Cocycle de non-équivariance

Au vu de la proposition lexpression AdyJ(x) —J(®4(z)) ne dépend pas
du choix de z € R?. Fixons alors = 0. Pour tout (4,v) € G, le 1-cocycle de
non-équivariance 6 est donné par

0((A,0)) = J(®(a,)(0)) = Adiy )] (0) = J(v).

3.4 Etats de Gibbs sur les orbites adjointes et coad-
jointes

Dans cette section, on munit les orbites coadjointes d'un groupe de Lie G d’une
structure symplectique canonique, appelée structure de Kostant-Kirillov-Souriau.
On montre qu’elle est G-invariante, et que I'action coadjointe est fortement hamil-
tonienne. On adapte ensuite cette structure aux orbites affines. Enfin, s’intéresse
au cas ou G est semisimple. Dans ce cas, la forme de Killing K permet d’obtenir une
structure symplectique sur les orbites adjointes. On étudiera en particulier 1’exis-

tence d’états de Gibbs sur les orbites adjointes des groupes semisimples SU(2) et
SU(1,1).

3.4.1 Orbites coadjointes comme variétés symplectiques

Soit &y € g* et notons O = Orbag«(&y) orbite de & pour I'action coadjointe.
Rappelons que O est une sous-variété lisse initiale de g* et que tout champ de
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vecteurs sur O s’exprime comme combinaison linéaire (fonctionnelle) de champs
fondamentaux (voir annexe . On suppose que O est une orbite non triviale, i.e.
de dimension non nulle.

Soit X € g. On définit I'application ad’ : g* — g* par

(ady&,Y) = (6, [X, Y])

pour tout £ € g* et Y € g. Le champ de vecteurs fondamental associé & X pour
I’action coadjointe est

ijld*( ) ’t 0‘4dexp( )5 = ad;(f
pour tout & € g*. Dés lors,
TeO = {adx€: X € g}

pour tout £ € O. En vue de démontrer le théoréme principal de cette section, on
aura besoin du lemme suivant. On note /\k (M) Despace des k-formes différentielles
sur M

Lemme 3.4.1. Soient M, N deux variétés lisses et f : M — N une submersion
surjective. Alors Uapplication pullback f* : N*(N) — N¥(M), définie par

f*Oé(Xl, 7Xk) = a(f*le ceey f*Xk’)

pour toute k-forme a sur N et tous champs de vecteurs Xy, .., Xi sur M, est
mjective.

Démonstration. Soient o, 8 € /\k N tels que f*a = f*5. Soit y € N et Y1,...,Y; €
T,N. Par hypothéses, il existe z € M tel que f(x) =Y et Xi,..., X, € T, M tels
que T, fX; =Y, pour tout ¢ € {1,...,k}. Alors

ay(Y1, ..., Vi) = (ffa)a (X1, ..., Xi)
= (f % B)a(X1, s Xi)
= By(Y1, ..., Yi),
d’ott v = B. O

Proposition 3.4.1. La 2-forme wo définie sur O par

wO(X*v Y*)(f) - <§7 [X7 Y]>
pour tous X, Y € g est bien définie et est une forme symplectique sur O.

Démonstration.
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e Montrons qu’elle est bien définie. Si X, X2 € g sont tels que X| = X3 alors
ady, § = ad, & pour tout § € g* et on a

wo (X1, Y7)(§) = (& [X1, Y]

pour tout Y € g. Comme 1’égalité est vraie sur les champs fondamentaux, par
linéarité, elle I'est sur tout champ de vecteurs. La bonne définition suit.

e On montre que we est non dégénérée. Soit & € g* et supposons qu’il existe
X € g tel que pour tout Y € g, wo(X*,Y*)(&) = 0. Alors

0 =wo (X", Y7)(§) = (adx§,Y)
pour tout Y € g. Dés lors, adi.§ = X*(£) = 0.
e Montrons que wp est invariante pour l'action coadjointe. Notons que pour tout
Xegetlegh, (TgAdZ,l)X*(f) = (AdyX)*(&). Dés lors, pour tous X,Y € g,
(Ad 1) wo (X", Y)(€) = wol(Ady X )", (AdyY))(Ad}-1€)
= <Ad;,1§, [Ady X, Ad,Y)
— (Ad: 1€, Ady[X, Y))

e On montre que wey est fermée.

— Considérons 7 : G - O : g — Ad;,lﬁo la translation du point & le long
de son orbite. Il est clair que 7 est surjective et lisse. Montrons qu’il s’agit
d’une submersion. D’une part, sa dérivée en 'identité est donnée par

d * *
Ter(X) = 2 le=0Adeex)éo = X7 (€o) (3.2)

pour tout X € g. Elle est donc surjective. D’autre part, notons que par
définition, 7o Ly = Ad’_, o 7. En dérivant les deux membres de I’égalité au
neutre et en utilisant (3.2), on trouve

(Tyr) o (TeLy)(X) = X*(7(9))

pour tout X € g. L’application TyT o Te Ly : g — Tr(,)O est donc surjective.
Comme T, L, est une bijection dans g, Ty7 : g — T4 O est surjective, et 7
est une submersion.
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— Soient X € g et v € g*. On définit un champ de vecteur Xy, et une 1-forme
vr, sur G en posant

Xi(g) = (TeLg)(X) et (vr,Y)(g) := (v, TyLy—1Y(g))

pour tout g € G et tout champ de vecteurs Y sur G. Il est clair que Xy, et
vy, sont invariants a gauche.

Notons finalement A le pullback de la forme wp par 7, i.e. A = 7*we. 1l s’agit
d’une 2-forme antisymétrique sur G.

— On va montrer que pour tous X,Y € g,
A(‘XrL; YL) = goL([XLv YL]) .
D’une part, I’égalité est vraie en le neutre : on a

AMXL, Xz)(e) = MX,Y)
= wo (X", Y™) (&)
= (o, [X, Y])
= &or([XL, YL])(e) -

D’autre part, A est G-invariante. En effet, pour tout g € G,

LI\ = (roLy)*A
= (Ad}-1 0 7)'wo
=T 'wo
=\,

ol on a utilisé I'invariance de wep par l'action coadjointe Ad* & 'avant-
derniére égalité. Comme les X7,Y; sont également G-invariants, 1’égalité
annoncée est vraie en tout point de G.

— Montrons que

A= —déoy, .
Soient U,V des champs de vecteurs sur G. On fixe g € G et on pose

X = (TyL,1)U(g) et Y = (TyLy,1)V(g) -

Notons que les fonctions &y (X1) et &y (Yz) sont constantes sur l'orbite
O0,X1,YL et & étant G-invariants. En particulier, Ly, & (Xz) = 0 et
Lx, &5 (Yr) = 0, ou £ désigne la dérivée de Lie. Dés lors, en utilisant la
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G-invariance de A et de &g,

AU, V)(g) = (Ly-:A)(U, V)(9)
= \NXp1,Yr)(e)
= Sor([X1, Yz])(e)
= —d&or (XL, YL)(e)
= —(Lydéor) (X1, YL)(e)
= —d&o(U,V)(g) -

— On a finalement
T dwo = dT*wo = d\ = —d*¢y; =0 .

Comme on a montré que 7 était une submersion, par le lemme [3.4.1} 7% est
injective sur /\3((’)), d’ott dwep = 0, ce qui achéve la preuve.

O
Proposition 3.4.2. L’action coadjointe d’un groupe de Lie G sur une orbite coad-

jointe non triviale O munie de la structure KKS wp est fortement hamiltonienne.
L’application Jag~ : O — g* : € — & en est un moment équivariant.

Démonstration. 11 est clair que pour tout g € G, 'application Ady : O — O est
un difféeomorphisme. Comme on a montré qu’elle préserve la forme symplectique
wo, il s’agit d’un symplectomorphisme et ’action coadjointe est symplectique.
Pour tout X, Y € g,

* d *
de(Tade, X) (V") = im0 (Taae (A5 ©), X)

d «
= %|t=0<Adexp(—tY)§7 X)
= (ady ¢, X)

= (5 [X,Y])
= wo(X*,Y*).

3.4.2 Orbites affines comme variétés symplectiques

Considérons a présent le cas des orbites affines. Soit & € g* et notons A :=
Orby (&) Vorbite de &y sous l'action affine a associée au cocycle #. On suppose a
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nouveau que A est de dimension non nulle. Pour tout X € g, le champ de vecteurs
fondamental associé & X pour l'action a est donné par

. d
X (5) = %‘tioaexp(ftX)f

d *

= im0 AL+ Ofexp(—tX)
= —ady€ — T.H(X)

pour tout & € g*.

Définition 3.4.1. Soit ® : G x M — M une action hamiltonienne de moment
J et 0 le 1-cocycle de non-équivariance associé. Le 2-cocycle de non-équivariance
associé a J est 'application © : g — g* définie par

O(X) =T.0(X)
pour tout X € g.
L’espace tangent en £ € A est donc
TeA={—adx{—-0O0(X): X €g} .
L’application © vérifie les propriétés suivantes, dites "propriétés de 2-cocycle" :

Proposition 3.4.3. Pour tous X,Y, Z € g,
1.

(O(X),[Y, Z]) + (6(Y),[2, X]) + (6(2), [X,Y]) = 0
Démonstration. Soient X,Y,Z € g. On a

(O(X),¥) = Llo(Blexp(tX),Y)

= %|t=0<J(<I>exp(tX))7Y> - <J¢ Adexp(—tX)Y>

L’antisymétrie suit. Pour la deuxiéme identité, notons que, en vertu de la propriété
de 1-cocycle,

0(g1929, ") = —Ad* _10(g1) + Ad;, 0(g2) + 0(g1) -

91929,
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En prenant go = exp(tY) et en dérivant selon ¢,

(O(Ady, ). 2) = oo (6(gn exp(t¥ )gi ). V)
= (Blor), [Ady, Y, Z) + (B(V), Ady17)

En prenant g; = exp(sX) et en dérivant selon s,

(O, Y1), 2) = - 1s0{O(Aduyiux)Y). Z)

= (0(X),[Y, Z]) + (0(e), [[X, Y], Z]) + (©(Y), [Z, X]) .

Comme f(e) =0 et (O([X,Y]),Z) = —(0(Z),[X,Y]) au vu du premier point, on
a la conclusion. I

Remarque 3.4.1. Le 2-cocycle de non-équivariance utilisé dans ce travail est un
exemple particulier de 2-cocycle symplectique. De maniére générale, on appelle
2-cocycle symplectique toute application © : g — g* vérifiant les propriétés de 2-
cocycle énoncées a la proposition précédente. La preuve ci-dessus montre également
que si 0 est un 1l-cocycle symplectique (voir remarque , alors T.0 est un 2-
cocycle symplectique

La forme symplectique de Kostant-Kirillov-Souriau sur les orbites coadjointes
peut étre "corrigée" a 'aide du cocycle © pour obtenir une forme symplectique
G-invariante sur A.

Lemme 3.4.2. Pour tout g€ G et X,Y € g,
(0(9), [X,Y]) = (0(X),Y) — (O(Ady X), AdyY) .

Démonstration. On a, en utilisant la propriété de 1-cocycle & deux reprises,

(0(0), 1X,Y]) = L |=0(6(0), Aduyi)Y)

d «
= % |t=0 <Adexp(—tX)9(g)7 Y>

5 lt=0{0(exp(=tX)g), Y) — (f(exp(~tX)),Y)

- %!t:O(G(geXp(—tAdg,lx),Y> — (Bexp(—1X)),Y)

- %!t:o<Ad;9(exp(_tAdgﬂX)),Y> 4 (0(g),Y) — (B(exp(—tX)),Y)
= —(0(Ady-1X), Ady1Y) + 0+ (8(X),Y) .
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Proposition 3.4.4. La 2-forme w4 définie sur A par

pour tous X,Y € g est bien définie et est une forme symplectique sur A. De plus,
elle est invariante pour l’action affine a.

Démonstration. La preuve de la bonne définition ainsi que de la non-dégénérescence
est en tout point semblable & celle de la proposition [3.4.1
Pour I'invariance par ’action affine, notons que pour tous g € G et X € g,

(Teag)(X™(€)) = (Adg X)"(agf)-
En utilisant le lemme [3.4.2] on a alors
((ag)"w ) (X7, Y7)(€) = wa((Ady X)", (AdgY)")(ag€)
= (ag&,[Ady X, AdyY]) — (©(AdyX), AdyY)
= (Ady¢, Ady[X,YT]) + (0(9), [Ady X, AdyY]) — (©(AdyX), AdyY')
— (6 [X,Y]) + (B(AdyX), AdyY) + (O(X), V) — (O(Ad,X), Ad,Y)

AXTYT)(E) -
La preuve de la fermeture de w 4 est également similaire & celle donnée pour wp a
la proposition ]

Corollaire 3.4.1. Soit ® : Gx M — M une action hamiltonienne et £ son ouvert
des températures généralisées. Si B € Q, alors l'orbite adjointe de B, Orbaq(B) est
symplectique. En particulier, elle est de dimenston paire.

Démonstration. On a montré que I'application E; : ) — g* était injective. Comme
on a une relation d’équivariance E;(Adyf) = agFE;(8), E; est un difféomorphisme
entre Orbaq(5) et Orby(Es(/)). Si on note w4 la forme KKS sur 'orbite affine de
E;(p), alors le pull-back E%w 4 définit une forme symplectique sur 'orbite adjointe
de . O

Remarque 3.4.2. La forme symplectique E%jwy4 définie ci-dessus s’exprime sur
les champs fondamentaux par :

(Ejwa) (X, Y™)(B) = (Es(B), [X,Y]) = (O(X),Y) .
On vérifie aisément qu’elle est invariante pour I'action adjointe Ad.

Proposition 3.4.5. L’action de a sur une orbite affine A munie de la structure
KKS est fortement hamiltonienne. L’application J, : A — g* : £ — £ est un
moment équivariant de 'action a.
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Démonstration. 1l est clair que a est symplectique, puisqu’elle préserve la forme
symplectique w 4. Pour tous X, Y € get £ € A,

ATas X)(V)(€) = ooy —rr18), X

d *
= Tdt lt=0 <Adexp(—tY)§ + 0(exp(—tY)), X)

— (& [V, X]) - (O(-Y), X)
— —wA(XE Y

L’application J, est donc un moment de I’action a. L’équivariance de J, est triviale.

O]

3.4.3 Cas des groupes de Lie semisimples

Rappelons que pour tout groupe de Lie G d’algébre de Lie g, la forme de Killing
est I’application bilinéaire

K:gxg—R:(X,)Y)— K(X,Y) =tr(adx oady) .
Elle est symétrique et invariante pour ’action adjointe :
K(AdyX,AdyY) = K(X,Y).
Notons également que
K(X,Y],Z)=-K(X,[Z,Y]).

Un groupe de Lie G est semisimple si et seulement si la forme de Killing K est non
dégénérée. Dans ce cas, elle induit un isomorphisme (dit musical) g — g*. Notons
k cet isomorphisme :

kig—=g: X = k(X)=X"

ot X’ est Pélément de g* défini par
(X°Y)=K(X,Y).

Proposition 3.4.6. L’application k : g — g* est équivariante par rapport a l'ac-
tion coadjointe, i.e.
Adyok =ko Ady .

En particulier, k : Orbag(X) — Orbag-(X) est un difféomorphisme pour tout
X € g. De plus, pour tout Y € g,

(Tsk)Yia(B) = Yag: (k(B)) -
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Démonstration. Pour tout X,Y € g,

(Adgk(X),Y) = (k(X), Ady-1Y)
= K(X, Ad _1Y)
= K(AdyX,Y)

= (k(AdyX),Y) .
Le dernier point découle immédiatement de 1’équivariance de k. O

En particulier, les orbites adjointes d’un groupe de Lie semi-simple sont des
variétés symplectiques, pour la forme canonique k*we. Notons que, au vu de la
proposition précédente, pour tous Y, Z € g,

k*w(’)(XZd? de)(ﬁ) = K(/Ba [Xa Y]) :

Cette forme fait de 'action Ad : G x g — g une action fortement hamiltonienne,
admettant pour moment équivariant

JAd:g—>g*:X»—>Xb.

3.4.4 Etats de Gibbs de I’action coadjointe de SU(2)

On étudie a présent les fonctions thermodynamiques sur les orbites coad-
jointes de SU(2). Commengons par rappeler quelques faits élémentaires concernant
SU(2). Dans ce qui suit, on note

G:=8SU@2)={AeC}: A"A=1 et det(A)=1} . (3.3)

Il s’agit d’un groupe de Lie réel connexe de dimension 3. Parmi les paramétrages
possibles, on peut par exemple considérer

U :]0, 7[%]0, 47[x]0; 27[— G : (3.4)
cos(5) exp(5(¥+¢))  sin() exp(5(4 — )
0,9,9) — . . (3.5)
—sin(§) exp(—5(¢ — ) cos(§) exp(—5( + ¢))
Son algébre de Lie est donnée par
gi=su2)={XeC3: X" +X=0 & Tr(X)=0}.

On fixe une base (e, e2,e3) de g en posant

_1(i 0 10 1 10 i
=5 \0 - “2=5\21 0 =3\ o)
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Orbites adjointes de SU(2)

On va utiliser la forme de Killing pour déterminer les orbites adjointes et
coadjointes de SU(2). Le groupe de Lie G = SU(2) est semi-simple, la forme de
Killing I est donc non-dégénérée sur g. Dans la base choisie ci-dessus, on a

K :tr(adx o adx) = 4Tr(X?) = —2X7 — 2X3 — 2X2
pour tout X € g. L’application —%/C est donc un produit scalaire sur g.

Remarque 3.4.3. On a un isomosphisme d’algébres de Lie
(R?, %) — (su(2),[,]) : (X1, X2, X3) — Xie1 + Xoez + Xzes

ol x désigne le produit vectoriel de R3. Sous cet isomorphisme, la forme —%IC
correspond au produit scalaire euclidien de R3.

Au vu de la proposition les orbites adjointes et coadjointes munies de la
structure KKS canonique sont symplectomorphes. Soit Xy € g non nul et posons
—K(Xo, Xo) > 0. Considérons la sphére de rayon R dans g pour la norme
induite par —K :
Sy(R):={Y eg: —K(Y,Y)=R*} .

Pour tout g € G, —K(AdyXo, AdgXo) = —K(Xo, Xo) = R. En conclusion,
Orbaq(Xo) C Sa2(R) .

En utilisant le paramétrage (3.4) on montre aisément que 'autre inclusion est
également vérifiée, d’oul la proposition suivante.

Proposition 3.4.7. Soit X € g tel que Xo # 0. Notons R = /—K(Xo, Xo) et
Sa2(R) la sphére de rayon R dans g. Alors

OTbAd(X()) = SQ(R) .

Remarque 3.4.4. La proposition précédente peut également étre démontrée en
mentionnant que SU(2) est un revétement double de SO(3), I'action de SO(3) sur
la sphére étant transitive.

Forme KKS en coordonnées

Soit R > 0 et notons wg la forme KKS sur l'orbite adjointe Sa(R). Afin d’ex-
pliciter la forme wg, on aura besoin du lemme technique suivant.

Lemme 3.4.3. Soit R > 0 et € S3(R). Pour tous X,Y,Z € g,

2

KB, [Y, 2]) = 75K (B, [Y™(6), Z°(B)])
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Démonstration. En identifiant g & R? par I'isomorphisme mentionné a la Remarque
la forme —%IC correspond au produit scalaire euclidien(-, -) sur R?. On doit

donc montrer

(by x 2) = <blb><b,(y < b) x (= x b))

pour tous z,¥, z, b € R3. Les deux membres étant linéaires sur les arguments y et z,
il suffit de vérifier I'identité pour y, z des vecteurs de base de R3. Les vérifications
sont alors immédiates. O

On peut finalement calculer la forme wg sur Sy(R). Soit 8 € So(R) et U,V €
T5S2(R). 1l existe X,Y € g tels que X7,(8) = U et Y;,(8) = V. En utilisant le
lemme précédent et la proposition [3.4.6] on obtient

ws(U, V) = k'wo(Xa4(6), Yia(B))
= K(8,[X,Y])
2

= KB,V V]).

Etats de Gibbs et fonctions thermodynamiques

On calcule les états de Gibbs de l'action adjointe de G sur S3(R), pour R >
0. Au vu du raisonnement précédent, 'orbite O est isomorphe & une sphére et
donc compacte. L’ouvert des températures généralisées sera donc {2 = g. Fixons a
présent § € g non nul et choisissons une base (ez, ey, e;) de g, orthonormée pour
—IK et telle que 5

€, = ——.
V—K(B,5)

Dans cette base, on considére les coordonnées cylindriques
U] — R, R[x]0,27[— Orbsq(Xo) :

(r,0) — (\/ R? —r2cos(9),V R? — r2sin(0) ,r) .

Dans ces coordonnées, on a f = f3,e, avec 5, = /—K(8,5) > 0. Les champs de

vecteurs de base associés sont

O,(r,0) = (\/ﬁ cos(6) \/% sin(0) , 1)

y(r,0) = <—\/ R? — r2sin(6) , v/ R? — r2 cos(0) ,0) .
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En utilisant la Remarque [3.4.3] on trouve
2
wg(Or, Op)(1,0) = @IC(\I/(T, 0),0.(r,0) x Jp(10))
= —%K(\I/(r, 0), vV R? —r2cos(f)e, + vV R?> — r?sin(f)e, + re.)
2
= _ﬁlc(\:[/(ra 0)7 \I/(T', 0))
=2.

Deés lors, en coordonnées, la forme wg est donnée par
wg = 2d, Ndg .

Les orbites Sa(R) avec R > 0 étant compactes, 'ouvert des températures généra-
lisées est 2 =g. On a

P(8) = / exp(—K(X., B)dAus (X)

S2(R)
R 2
:2/ / exp(—rp,)de dr
-rJo

_ SwSinhéljBZ)

pour tout S # 0. De plus, comme on sait que 0 € € et que la fonction de partition
est lisse, on a

P(0) = lim P(8) =871 .

Posons ||B|| = v/—K(B,8). 1l est clair que 5, = ||]|. La fonction de partition

s’exprime alors de maniére indépendante du choix de la base :

sinh(RIBI)
Py =4 5 mE - SIAAD
8TR sif=0.

La valeur moyenne du moment et la métrique de Souriau se calculent via les
formules détaillées au Lemme POur la valeur moyene, on a :

_ RI|B|| coth(R]|]]) ~ 1
EE

E;(B) = —Dlog(P(8)) B B#0

E;(0)=0.
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Pour la métrique de Souriau,

—R?[|B|? coth®(R||BII) — RI|B|| coth(R||B|[) + R?||BI* + 2
1811

IC(X7Y)7 57&0

I(X,Y) = K(8, X)K(B,Y)

1 — RJ|5|| coth(R]|5]])

* 1BIP

R2
Po(X,Y) =~ S K(X.Y).

3.4.5 Etats de Gibbs de I’action coadjointe de SU(1,1)

On étudie a présent le cas des orbites coadjointes de SU(1,1). On va voir
que, contrairement au cas SU(2), l'existence des états de Gibbs dépend de l'orbite
considérée. Notons

G:=SU(1,1)={AcCi: A"[11A=1; et  det(4d)=1}

1 0
(0.

Il s’agit d’un groupe de Lie réel de dimension 3, admettant pour paramétrage

avec

¥ :]0, +o00[ % ]0, 27] x ]0, 27| — G : (3.6)
cosh(f) exp(i¢) sinh(0) exp(—iv))

0,0,9) = | _ R (3.7)
sinh(0) exp(iy)) cosh(f)exp(—i¢)

Son algébre de Lie est
gi=su(l,1)={XeC3: X"}, + 11X =0 et tr(X)=0}.

On considére une base (f1, fo2, f3) de g avec

1/i 0 1/0 1 1/0 i
fl::2<0 —i) f2::2<1 0) f3‘:2<—z' 0)‘

Orbites adjointes de SU(1,1)

Comme pour SU(2), on va utiliser la forme de Killing pour déterminer les
orbites adjointes de SU(1,1). Dans la base (f1, fa, f3) fixée ci-dessus, la forme de
Killing a pour expression

K(X,X)=tr(adx oadx) = 4Tr(X?) = —2X? + 2X2 +2X3.  (3.8)
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Il s’agit d’une forme bilinéaire non dégénérée de signature (—,+,+). Le groupe
G étant semisimple, les orbites adjointes et coadjointes sont symplectomorphes.
Dans ce qui suit, on appellera base orthonormée positive toute base (e1, s, e3) de
g telle que la forme de Killing a pour expression (3.8) et telle que (e1,ez2,e3) a
méme orientation que (f1, f2, f3).

Lemme 3.4.4. Pour toute base orthonormée positive (e1, ez, €e3), on a

le1,e2] = e3 le2,e3] = —e1 [e3,e1] = ea .

Démonstration. On vérifie aisément les relations sur les éléments de la base (f1, f2, f3).
Soit & présent (e1, es, e3) une base orthonormée positive et A la matrice de chan-
gement de base telle que e; = Af; A~ pour tout i € {1,2,3}. On a

[ei76j] = [AfiA_l)AfjA_l] = A[flvf]]A_l )
d’ou la conclusion. O

Soit Xy € g et notons R = K(Xy, Xo). Attention que, au contraire de ce qui
avait été fait pour les orbites de SU(2), R n’est pas nécessairement positif. Le
signe de R a une influence importante sur la géométrie de 'orbite considérée.
Distinguons les différents cas.

— Si R > 0, en utilisant 'invariance de la forme de Killing pour I’action adjointe
et le paramétrage de G donné par (3.6]), on a

R
Orbaq(Xo) = {X cg: X2+ X3 :X12+2} .

Il s’agit d’un hyperboloide & une nappe, avec e; pour axe de révolution. Une

telle orbite sera appelée orbite spatiale et notée Hp.

— Si R =0 et Xg = 0 alors l'orbite est réduite au singleton 0. Si Xg # 0, en
utilisant I'invariance de la forme de Killing, on a

Orbag(Xo) C{X €g: X5 + X3 = X7} \ {0} .

L’ensemble de droite posséde deux composantes connexes selon que X; > 0
ou X; < 0. Comme SU(1,1) est connexe, 'orbite de X ne peut étre contenue
que dans une seule de ces composantes. En utilisant le paramétrage ,
on montre que :

- Si X071 >0,
OTbAd(Xo):{XGQZXlz X22+X§}

On notera C'* une telle orbite.
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- Si X071 < 0,
OT’bAd(X(]) = {X €g: X7 =— X22 +X§} .

On notera C~ une telle orbite.
Les orbites O et C'~ seront appelées orbites lumiéres.

— Si R < 0. En raisonnant comme pour le cas R = 0, on trouve deux orbites
possibles suivant le signe de Xo ;.

— Si X0’1 > 0,
2 2 R
O’l“bAd(X(]): Xeg: Xy = X2 +X3—5 .
Une telle orbite sera notée P;{
— Si X071 > 0,

R
Orbaq(Xo) = {XGg:Xlz—M} '

Une telle orbite sera notée Pp.
Les orbites PIJ{ et Py seront appelées orbites temporelles.

Notons que les équations cartésiennes des orbites données ci-dessus sont valables
dans n’importe quelle base orthonormée positive.

Forme KKS

Pour déterminer la forme de KKS sur les orbites temporelles et spatiales de
SU(1,1) on a I’équivalent du lemme pour SU(1,1).

Lemme 3.4.5. Soit Xy € g tel que R = K (X, Xg) # 0. Pour tous Y, Z € g et
RS O’I”bAd(X()),

K(8.1¥, 2]) = KB, (1Y, 6} 12,8])

Démonstration. Les deux membres sont linéaires sur Y et Z. Il suffit donc de
vérifier I’égalité pour Y, Z des vecteurs de base, en utilisant les relations du lemme
344 Les vérifications sont alors immeédiates. O

Soit f € Orbaq(Xo) et U,V € TgOrbaq(Xo). Lorsque K(Xo, Xo) # 0, on peut
utiliser le lemme précédent comme pour le cas SU(2). La forme KKS s’écrit

2

ws(U. V)= ~ K(Xo, Xo)

K6, [U,V]) .
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Etats de Gibbs et fonctions thermodynamiques sur les pseudosphéres

Commengons par étudier des orbites PE , pour lesquelles R = KC(Xp, Xo) < 0 et
Xo,1 > 0. Dans une base orthonormeée positive (e1, ez, e3) quelconque, on considére
les coordonnées

U:lv/—R/2,+00[x]0,21][ = g
: (r,0) — (r,cos(@)VrQ + R/2,sin(0)+/7? +R/2> :

Les champs de vecteurs de base associés sont

Op(r,0) = (1,008(0)m,sin(0)m>
Og(r,0) = (O, —sin(0)\/r2 + R/2,cos(0)\/12% + R/2> .

En utilisant le Lemme [3.4.4] on trouve
[0r(1,0),09(r,0)] = —¥(r,0)

pour tout r € |\/—R/2,+o0] et 6§ €]0,2x[. Dés lors,

s (00, 00)(1,0) = — 2 K(¥(1,0), [0,(7,0), 3o(r, 0)])

2
= EIC(\I/(T, 0),¥(r,0))

=2,
ol la derniére égalité a lieu car ¥(r,0) € P, donc K(¥(r,0),¥(r,0)) = R. Dés

lors,
Wpit = 2dr A df .

On recherche les valeurs de 5 € g pour lesquelles I'intégrale

| exp(=KX. B, () (39

R

est normalement convergente. Fixons 3 € g.

— Si K(B,5) < 0, soit une base orthonormée positive (e1,ea,e3) de g telle
que e; est parallele & 3, i.e. 8 = Pre; avec 1 € R. Dans ce cas, dans les
coordonnées associées,

K(Y(r,0),5) =—2rp: .
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L’intégrale (3.9) devient alors

2m
/ exp(—K(X, 8))d / / 2B 2qrdp
P R/2

Elle converge si et seulement si 51 < 0.

— Si K(B,8) > 0, on choisit une base orthonormée positive (e, e, e3) telle que
eo est paralléle & 3. Dans ce cas,

K(¥(r,0),8) =2cos(0)\/12+ R/283; .

L’intégrale (3.9)) devient alors

27 e’}
/ exp(—K(X, §))dA,_, (X) =/ / exp(—2cos()\/r2 + R/2B2)2drdf .
P R 0o J-R/2

R

Il est clair que 'intégrale n’est jamais convergente.

L’ensemble des températures généralisées 2+ contient donc 'ensemble des 3 € g
R

tels que KC(5,5) < 0 et 1 < 0, mais aucun g € g tel que (5, 5) > 0. Comme il
est ouvert, on conclut

Qpr = {BE€g:K(B.5)<0 et B <0}

Pour tout 8 € Q pit> POSODS

1
1811 := /= 5K(8.8) > 0

et notons que 51 = —||S]|. Les fonctions thermodynamiques associées s’expriment
alors de maniére indépendante de la base choisie. La fonction de partition est

27
P(B) = / / e Prodrde
R/2

= W exp( Rp1)

= HBH - exp(R||5]))-

La valeur moyenne du moment s’exprime comme

R[5l -1

b
2N

E;(B8) =
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De maniére similaire, on montre que ’ensemble des températures généralisées pour
les orbites 2, est
R

QP};:{BEQ:K(ﬁ,ﬁ)<O et B >0}.
Enfin, la métrique de Souriau est donnée par

2 — R[|A]|
4|]]*

1 - R||A]|

Fa(X,¥) = PIEE

KB, X)K(B,Y) + K(X,Y)

Les fonctions thermodynamiques sur Py ont la méme expression que sur P;{ .

Etats de Gibbs et fonctions thermodynamiques sur les orbites Hp

Un paramétrage de Hg est donné par

U Rx]0, 27]:

(r,0) — (r,cos(6)Vr?+ R,sin(0)Vr2+ R) .

Par des calculs similaires & ceux effectués pour les orbites Pg , on trouve que la
forme KKS sur Hp s’exprime dans ces coordonnées comme

WHp = 2dr A dO .

On recherche les § € g tels que l'intégrale
| exp(-K (X ), (X)
Hpr

est convergente. Si KC(3, 8) < 0, on choisit une base orthonormée positive (e, e, e3)
telle que e est paralléle & 8. En coordonnées, 'intégrale devient

/HR exp(=K(X, 6))dAuy , (X) =/O%/Re’“ﬁl2drd9.

Elle n’est donc jamais convergente. De méme, pour (3, 3) < 0, on choisit une
base orthonormée positive (e, ez, e3) telle que ey est paralléle & S et on montre
que l'intégrale n’est jamais convergente. En conclusion,

Qg

=0 .
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Etats de Gibbs et fonctions thermodynamiques sur les
orbites lumiéres

Considérons en premier lieu 'orbite C*. Dans une base orthonormée positive
quelquonque, un paramétrage est donné par

U 10, +00[ x]0,27[— g : (r,0) — (r,7cos(f),rsin(h)) .
Les champs de vecteurs de base associés sont
Or(r,0) = (1,cos(),sin(0))
Op(r,0) = (0, —sin(f), cos(h)) .

Notons que, comme R = K(Xp, Xo) = 0, on ne peut pas appliquer le lemme
pour déterminer la forme KKS comme pour les exemples précédents. En revanche,
pour tous r € ]0, +oo[ et § €]0,27] , si on pose

—_

X(r0) = —(0,—sin(0), cos(0)) ,

<

on remarque que [X(.g), ¥(r,0)] = 0,(r,0). Dés lors, 9,(r,0) est le champ de
vecteurs fondamental associé & X, g) évalué en le point W(r, #). Pareillement, pour

Yv(r,@) = (17070) )
on a [Y(,.g), ¥(r,0)] = Oy(r,0). Finalement,
we+ (87’7 80) = ]C(\I/('I“, 9)7 [X(T,G)a }/(T,B)]) =2

et
wo+ = 2dr Ndf .

En raisonnant comme pour le cas H;[F, I'ouvert des températures généralisées est

Qo+ ={Beg:K(B,8) <0 et 1 <0} .

Les fonctions thermodynamiques sur 2o+ ont pour expression

27
P(s) = oo
—1
B = g7

La métrique de Souriau est
KX, Y) K8, X)K(8,Y)
2(|8]? 2[|B[]*

Le cas de 'orbite C'~ se traite de maniére similaire, avec

Q- ={Beg:KB,B)>0 et B >0}.

I'p(X,Y) =
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Remarque 3.4.5. Remarquons que ’expression des fonctions thermodynamiques
sur CT correspond formellement & ’expression des fonctions thermodynamiques
sur PIJ{ avec R = 0. Il est également intéressant de noter qu’en développant ||3|| =

—%K(ﬁﬁ), on retrouve les mémes expressions que pour I'action de Sp(R?) sur
le plan symplectique étudiée au chapitre 2.

Remarque 3.4.6. L’exemple des orbites coadjointes de SU(1,1) est traité dans
[Mar20]. Cependant, nous obtenons une conclusion différente dans le cas des or-
bites lumiéres C et C~. Les détails du raisonnement n’étant pas présentés dans
le papier d’origine, il nous est difficile de pointer la raison de cette différence. Voir
également la remarque 2:2.1]

3.5 Extension centrale et états de Gibbs

On a vu aux sections précédentes que la non-équivariance du moment pouvait
étre "corrigée" via le cocycle de non-équivariance 6. Dans le méme ordre d’idée,
on présente ici une méthode d’extension de 'algébre de Lie g rendant le moment
équivariant. Cette extension est parfois appelée extension centrale de Kostant,
d’aprés le mathématicien Bertram Kostant, qui a introduit ces extensions dans ses
travaux sur la quantification géométrique.

Afin de ne pas s’écarter trop longtemps de notre sujet principal, on se conten-
tera de présenter briévement les notions et résultats nécessaires. Le lecteur in-
téressé pourra consulter [BF22| pour le détail des preuves et autres compléments
généraux. On appliquera ensuite ces résultats a I’étude des états de Gibbs. En par-
ticulier, on verra que les relations du Théoréme [3.2.1] valables pour un moment
J quelconque, se déduisent aisément du cas ot J est équivariant en considérant
I’extension centrale.

3.5.1 Extensions centrales de groupes et algébres de Lie

Définition 3.5.1. Soit g une algébre de Lie de dimension finie. Une extension
centrale unidimensionnelle de g est une suite exacte d’algébres de Lie

0 > R > g > g > 0.

Par abus de langage, on dira que g est une extension centrale de g sans préciser le
choix de la suite exacte.

On peut construire une extension centrale particuliére & ’aide du cocycle de
non-équivariance.

Proposition 3.5.1. Soit @ : G x M — M wune action hamiltonienne de moment
J et O le 2-cocycle de non-équivariance associé. Alors l'espace vectoriel § :== gdR
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muni du crochet
[(X7 t)v (Y7 u)]g = ([X7 Y]Q? <@(X)7Y>)

est une extension centrale de g.

Démonstration. 1l est clair que le crochet défini sur g est antisymétrique, puisque
le crochet de Lie sur g et le cocycle © le sont. L’identité de Jacobi découle de
I'identité de Jacobi pour le crochet de Lie sur g et de la propriété de 2-cocycle
. Le crochet défini sur g est donc bien un crochet de Lie.

Pour montrer que g est une extension centrale de g, on considére les morphismes

i:R—g:t—(0,t)
jrg—g: (X))~ X

et on vérifie que la suite

est exacte. O

On aimerait & présent considérer I'extension g comme 'algébre de Lie associée
a un groupe de Lie G, de sorte que G étende le groupe G.

Définition 3.5.2. Soit G un groupe de Lie. Une extension centrale unidimension-
nelle de GG est une suite exacte de groupes de Lie

0 K : G s G ' 0,

ou K est un groupe de Lie commutatif de dimension 1 dont 'image est un sous-
groupe du centre de GG. Lorsque que le choix de K n’a pas d’importance, on dira
simplement que GG est une extension centrale unidimensionnelle de G.

Remarque 3.5.1. Notons que, vu l'exactitude,

¢

K ¢,

la projection sur le quotient étant donnée par 7 : G- G.

Le théoréme suivant affirme que I'extension centrale g construite a ’aide du
cocycle de non-équivalence est intégrable lorsque G est connexe : il existe une
extension centrale G de G tele que I’algébre de Lie de G est g. Un preuve compléte
nous écarterait trop longtemps du sujet principal de notre mémoire : on tiendra
ce résultat pour admis et on référera a [BF22| pour la démonstration.
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Théoréme 3.5.1. Soit ® : G x M — M wune action hamiltonienne de moment
J et § Uextension centrale de g par le 2-cocycle de non-équivariance ©. Si G est
conneze, alors il existe une extension centrale unidimensionnelle G de G telle que

Lie(G) = g.
L’action adjointe de G sur § est donnée par

Ady(X,t) = (Ad,X,t + (8(g™ 1), X)) . (3.10)
Le dual de g = g @ R s’identifie & g* ~ g* @& R, le couplage par dualité étant
donné par
<<O‘7€)7 <X7t)> = <a7 X> + &t
pour tout (a,§) € g* et (X, ) € g. Au vu de I'expression (3.10)) de Paction Ad, on
vérifie aisément que l'action coadjointe de G sur g* est donnée par

Adg(, ) = (Adja + €0(9), €) -

Remarque 3.5.2. Les résultats précédent restent valide si on remplace le 2-
cocycle de non-équivariance par un 2-cocycle symplectique © quelquonque (voir
3.4.1). Dans ce cas, on peut montrer (voir |BF22]) qu'il existe un 1 Cocycle Sym-
plectique @ tel que © = T.0 et que l'action Ad s’exprime comme

On étend naturellement notre action ® : G x M — M par
O:GxM—M:(g,2)— d(n(g),z),

avec m : G — G la projection (voir remarque . Pour montrer que l'action
étendue @ est fortement hamiltonienne, on aura besoin du lemme technique sui-
vant.

Lemme 3.5.1. Soit G un groupe de Lie et G une extension centrale unidimen-
sionnelle de G. Notons 7 : G — G la projection. Pour tout (X,t) € g,

m(expe (X, 1)) = expg(X) -
Démonstration. Par définition de I'exponentielle, s — expgs(s(X,t)) est le flot du
champ de vecteurs invariant a gauche associé a (X, ), i.e

d
dS eXpG( (X7 t)) = TeLexpG(s(X,t))(Xv t) :

Deés lors,

@ (P (50X, 1)) = Ty )T 5D 5(5(X, 1)
= Toxp (s(X,0)) ™ Te Lexp (s, (X )
= Te(7 0 Lexp,(s(x,0)) (X, )
= TeLn(expg (s, Tem(X, 1)

= TeLr(expy (s(x,6))) X
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La courbe s + m(exppa(s(X,t))) est donc le flot du champ de vecteurs invariant a
gauche sur G associé¢ a X. Comme m(exps(0(X,t))) = e, par unicité du flot, on
conclut

T(expa(s(X, 1)) = expg(sX) -
OJ

Proposition 3.5.2. Soit G un groupe de Lie connexe ® : G x M — M une action
hamiltonienne de moment J, G Ueatension centrale de G construite via le cocycle
de non-équivariance 0 et d:Gx M — M Uexstension de ® o G. L ‘application
J:M — g* définie par

(J(x), (X, 1)) = (J(2), X) +1

est un moment de l’action ®. De plus, il est équivariant par rapport aux actions
P et Ad.

Démonstration. Fixons (X,t) € g et déterminons le champ de vecteurs fondamen-

tal (X, t)j{i) associé. Au vu du lemme
(X, 03(2) =+ loodb(exps(—s(X, 1)), 2)
= o (r(expg (X, 1), )
= %‘SZOQ(eXPG(_SX)VT)
= X3(z) .
Dés lors,

Dy(J, (X, 1)) = Da((J, X) + 1)
Dy (J, X)
= ixgw
=ix*W .
o}
L’application J est donc un moment de P'action ®. Montrons qu’il est équivariant.
Soient g € G et (X,t) € g. D’une part,
= (J(Pr(g)(2)), X) +1

= (Ad3 I (2), X) + (0(n(9)), X) + 1.
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D’autre part, en vertu du théoréme [3.5.1

(AdJ(x), (X, 1)) = (J(x), Ady-1 (X, 1))
= (J(X), (Adr(g)-1,t + (0(g), X))
= <J($),Adﬂ.(g)—1X> +1+ <0(7T(g)),X> .

Ceci achéve la preuve. ]

3.5.2 Extension centrale et fonctions thermodynamiques

On étudie le comportement des températures généralisées et des fonctions ther-
modynamiques lorsque 1’on considére une extension centrale par le cocycle de non-
équivariance.

Proposition 3.5.3. Soit G un groupe de Lie connexe, ® : GXx M — M une action
hamiltonienne de moment J et Q louvert des températures généralisées associées.
Considérons & : G x M — M Uaction étendue par le cocycle de non équivariance.
On note Q) C g louvert des températures généralisées associées a D et P E; et r

les fonctions thermodynamiques définies sur Q.
1. =0 xR.

2. Pour tout (3,b) € Q, R
P(B,b) = e "P(B) .

3. Pour tous (B,b) € Q et (X,t) € §,
4. Pour tous (8,b) € Q et (X,1),(Y,s) € g,

A

Liap((X,1),(Y,8) =Ts(X,Y) .
Démonstration. Soit (5,b) € g. Pour tout x € M, on a

eXp(_<j($)7 (67 b)>) = e_b eXp(_<J<$)7 B)) :
Les points 1. et 2. suivent aisément. Pour le point 3. , on a pour tout (X,t) € g
(E;(8,b), (X, 1)) = =Dg,) log(P)(X, 1)
= —Dglog(P)(X) +1t
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Enfin, pour tous (X,t),(Y,s) € g,

~

Lgp (X, 1), (Y,8) = —(Dpp E;(X, 1), (Y, 5))
= —(DgE;(X),Y)
—T4(X,Y).

O

Remarque 3.5.3. Il est important de remarquer que la 2-forme I est dégénérée :
il ne s’agit donc pas d’une métrique riemannienne sur €). Ceci est dt au fait que
I’action étendue ® n’est pas effective : pour tout ¢ € R, application

M =Rz (J,0,t) =t

est constante sur M. Ce fait met en défaut les hypothéses de la proposition 2.1.5]
et donc le caractére défini positif de I'.

Le passage a ’extension centrale par le cocycle de non-équivariance permet de
démontrer le théoréme[3.2.1]4 partir du cas équivariant. En effet, soit & : Gx M —
M une action hamiltonienne de moment J avec G connexe, et considérons son
extension ‘i>, de moment J.

On a montré proposition [3.1.1] que pour un moment équivariant la fonction de
partition P est invariante sous l'action adjointe. Le moment J étant équivariant,
P est invariante pour Ad. Ceci se réécrit

P(B) = P(B,0) = P(Ad,B, (8(g"), B)) = e ™0 p(Ad,3)

pour tout (8,b) € Q). Les relations pour Ej et I' se déduisent de la proposition
[3.5.3] de maniére similaire.



Chapitre 4

Etude de la métrique de Souriau

Dans cette section, on présente quelques compléments concernant la métrique
de Souriau. On a montré au chapitre 3 que cette métrique était invariante par
I’action adjointe. Dans un premier temps, on s’intéressera a la restriction de la
métrique de Souriau aux orbites adjointes, vues comme sous-variétés de 2. On
verra qu’elle prend une forme particuliérement simple dans le cas équivariant.

Dans un second temps, on oubliera quelque peu l'origine symplectique de
I’ pour s’intéresser & la géométrie riemanienne de (£2,I'). On montrera que la
connexion de Levi-Civita et la courbure de Riemann peuvent s’exprimer a ’aide
de tenseurs particuliers exprimant une covariance des composantes du moment. On
donnera une interprétation de ce phénoméne en considérant la métrique de Souriau
comme un cas particulier de la métrique de Fisher-Rao, un concept fondamental
en géométrie statistique et de I'information.

4.1 Orbites adjointes et métrique de Souriau

Soit By € Q tel que lorbite adjointe de By, notée O = Orbaq(Hp), est de
dimension non nulle. Pour tout 8 € O, I'espace tangent a O en 3 est donné par

T30 = {[X. 8] X € g}.

On commence par calculer la valeur moyenne du moment et la métrique de Souriau
sur de tels vecteurs.

Lemme 4.1.1. Soit une action hamiltonienne ® : G x M — M de moment J et
0, © le 1-cocycle et le 2-cocycle de non-équivariance associés a J. Pour tout 5 € )
et X €g, ona

(Es(8),1X,8]) = (6(X),5)
DE;(B)([X, B]) = —adx E;(8) + ©(X) .

72
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Démonstration. En utilisant le théoréme [3.2.1| et en rappelant que

d
[Xa ﬁ] = §|t=0Adexp(tX)ﬁ >

on trouve
d d
DgP £|t:oAdeXp(tx)ﬁ = %|t=0P(Adexp(tX)ﬁ)

_ %hzo exp ((0(exp(—tX)), 3)) P(8)

= —(0(X),B)P(B) -

Comme E;(8) = —P(B8) ' DgP, la premiére assertion suit.
Pour la seconde, on a

d
D/BEJ([XHB)] = %‘tZOEJ(AdeXp(tX)B)

d
= %‘tzoAdzxp(tx)EJ(B) + 0(exp(tX))
— —ady B (8) + 6(X) .
O

Rappelons que la métrique de Souriau ne dépend pas du choix du moment J.
Pour 3 € O fixé, on peut donc prendre pour moment Jg := J — E;(). Notons 03
et ©g le 1-cocycle et le 2-cocycle de non-équivariance associés a Jg.

Lemme 4.1.2. On a, pour g € G et X € g,
0s(9) = 6(9) — Es(B) + AdyE;(B) = E;(AdgB) — E;(8B)
O5(X) = O(X) — ady Es(8) .
Démonstration. Par définition,
05(9) = Jp o g — AdyJg
=Jod—E;(B)— Ad;J + Ad;EJ(ﬁ)
=0(g9) — E;(B) + AdyE;(B)
et la premiére égalité suit. Pour la seconde,

O5(X) = & |of3(exp(tX)

d %
= —li=00(exp(tX) + Ad{ ) B (B)

— O(X) — ady Es(8) .
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En joignant les deux lemmes précédents, on peut donner une expression de la
métrique de Souriau sur les orbites adjointes en fonction du cocycle ©4.

Théoréme 4.1.1. Pour tous X, Y €get 8 € O,
DX Y")(B) = —(05(X), Y™ (B)) -
Démonstration. En utilisant successivement les lemmes et
DX, Y*)(B) = —(DgEy([X, 8]), Y™)
= (adx E;(8) — ©(X),Y™)
= —(05(X),Y").

O

4.2 Courbure riemannienne de la métrique de Souriau

Dans cette section, on étudie la géométrie de la variété riemannienne (Q2,T").
Les notions et conventions utilisées sont rappelés dans ’annexe

Rappelons que, §2 étant un ouvert de g, 'espace tangent & 2 en 8 € () s’identifie
ag:onalgQl~g.

Définition 4.2.1. Sous cet identification, pour tout X € g, on appellera champ
constant associé a X le champ de vecteurs sur  défini par X (3) = X € T3 pour
tout 8 € Q.

Afin d’éviter toute confusion, on notera [-, |4 le crochet de Lie dans g et [, -]z
le crochet de Lie des champs de vecteurs sur 2. Il est clair que pour tous X,Y € g,
le crochet des champs de vecteurs constants associés est nul :

[X,Y]=0.

Les champs de vecteurs constants engendrent ’espace des champs de vecteurs sur
Q (vu comme C*°(€2)-module) : si (ey, ..., e,) est une base de g alors tout champ
de vecteurs sur Q s’écrit comme combinaison linéaire fonctionnelle " | fie; des
champs de vecteurs constants associés aux e;, avec f; € C°°(Q). En particulier,
n’importe quel tenseur sur ) est univoquement déterminé par sa valeur sur les
champs constants.

Définition 4.2.2. Soit ® : G x M — M une action hamiltonienne de moment .J.
Pour tout naturel n € Ny, le tenseur moment d’ordre n, noté [E,, est le tenseur de
type (n,0) sur © défini sur les champs constants par

En(le 7Xn)(5) = /M<EJ(B) - J<m)7X1> <EJ(6) - J(l’),Xn>p5(x)d)\w(1') )

pour tous Xi,..., X, €Eget g€ Q.
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Il est clair que les tenseurs [E, sont complétement symétriques. Remarquons
également que E; =0 et Eo =T

Fixons X1, ..., X;, des champs de vecteurs sur 2. Pour tout champ de vecteurs
X sur , on note LxE, (X1, ..., X)) la dérivée de Lie dans la direction de X de la
fonction

Q—=R: = E(Xy,..., X0)(0) .

Lemme 4.2.1. Pour tout naturel n > 2 et Xy, ..., X,,, X des champs de vecteurs
sur ), on a

n

LXEn (X1, Xn) = Bpn (X1, ooy X0, X) = Y B (X, X)En1 (X1, .0, XG0 X))
=1

ot X; ndique que le i-éme argument est omis.

Démonstration. Les deux membres de 1’égalité étant linéaires, on peut se contenter
de la montrer pour des champs de vecteurs constants. En vertu du lemme [2.1.1
on peut dériver sous l'intégrale définissant E,. On a

= i\t:om /M<EJ(B +tX)— J(2), X1) ... (Ej(B+tX) — J(x), Xpn) exp(—(J(x), B+ tX))dA,(x
d 1

- g\tzompm)wxl, s X)) (B)

3 [ (B18) = I X0) o im0l B8+ X) = T(0), Xs) o (B (9) — J(@), Xopala)dhu (o)
=1

1 d
+ 507 L BB = 1@).X0) (B (B) = (@), X o exp(—( (). 5+ XA,
Comme on a
d | 1 _ (Es(B), X)
at""P(p+txX)  P(B)
et
et (8 -+ 1X) = J(2), Xi) = ~T(X, X,)(8) = ~Ea(X, X,)(8)
la conclusion suit. O

On calcule & présent la connexion de Levi-Civita V associée & la variété rieman-
nienne (2,I"). Comme on sait que VxY est linéaire sur X et une dérivation sur Y,
il est suffisant de déterminer la connexion sur les champs de vecteurs constants.
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Rappelons que si « est une 1-forme différentielle sur 2, o’ est 'unique champ
de vecteurs vérifiant
L, Y) =a(Y).

Comme I' est non-dégénéré, 'application o — a” est une bijection entre les 1-
formes et les champs de vecteurs sur €. On notera X — X! son inverse. Dans un
léger abus de notation, pour tout n € Ny, on notera IEEL le tenseur (n —1,1) défini
par

D(E} (X1, ., Xp1), X) = En(X1, o, Xp 1, X)

pour tous champs de vecteurs constants X7, ..., X,,—1, X.

Proposition 4.2.1. Soient X,Y des champs de vecteurs constants sur ). La
connezion de Levi-Civita associée & la métriqgue de Souriau est définie par

1
VxY = §Eg(X7 Y)

Démonstration. Soient X,Y, Z des champs constants sur 2. On utilise la formule
(D.1)) de 'annexe @ Le crochet de deux champs de vecteurs constants étant nul,
la connexion de Levi-Civita associée a I' est déterminée par

DNVxY,Z)=LxT'(Y,2)+ LyT(Z,X) — L;T'(X,Y) .
En utilisant le lemme et le fait que E; = 0, le membre de droite se réécrit
LxT(Y,Z)+ LyT'(Z,X) — LZT(X,Y) = —LxEo(Y, Z) — LyEo(Z, X) + LZE2(X,Y)
=Es3(Y,Z, X)+E3(Z,X,Y) —E3(X,Y, 2)
=E3(X,Y,Z),
et la conclusion suit. O

Remarque 4.2.1. Remarquons que la formule ci-dessus n’est valide pour des
champs constants. En particulier, I’égalité

1
VxVyZ = ZE?,,(X,Eg(y, 7))

est généralement fausse méme si X, Y, Z sont des champs constants, puisque VxY
n’est pas un champ constant.

Proposition 4.2.2. L’endomorphisme de courbure de Riemann associé a la mé-
trique de Souriau sur Q est le tenseur (3,1) défini par

R(X,Y,7) = 5 (BA(X, B4(Y, 2)) ~ B4 (v, B (X, 2))) |

pour tous champs de vecteurs X,Y, Z sur ).
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Démonstration. A nouveau, on peut se contenter de montrer 1’égalité pour des
champs de vecteurs constants, les deux membres étant linéaires. Dans ce cas,
[X,Y]z =0 et donc

R(X,Y,Z)=VxVyZ—VyVxZ.

Rappelons que pour toute 1-forme a, on a Vx(a) = (Vxa)?. Dés lors, pour tout
champ constant W sur €2,

A (VxVy Z, W) =D(VxEL(Y, Z), W)
= <VXE3(Y7 Z') ')7 W)
= LxEs(Y, Z,W) —E3(Y, Z,VxW) .

D’une part, en utilisant le lemme [4.2.1] on a

LxEs(Y,Z,W)=—-Ey(X,Y,Z, W)
—Eo(X,Y)Eq(Y, W) — Eo(X, Z)Eo(Y, W) — Eo( X, W)Ex(Y, Z) .

D’autre part,
Es(Y, Z,Vx W) = %Eg(Y, Z, B4 (X, W)
_ %p@ag(y, Z),E5(X, W)
_ %Eg(Eg(Y, 2),X,W).

En remettant tout ensemble et en éliminant les termes symétriques en X,Y, on
trouve

D(R(X,Y, 2),W) = § (Es(X, B(Y, 2), W) — Ey(Y, E4(X, 2), W)

pour tout champ constant W, et la conclusion suit. ]

4.3 La métrique de Souriau comme métrique de Fisher-
Rao

Les tenseurs E,, qui déterminent la géométrie riemannienne de €2 font intervenir
des expressions de la forme

(J(x) — E;(8),X)
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que l'on intégre selon la densité de probabilité pg relative a I'état de Gibbs pg,

B 1
5= PB)

exp(={J(z),5)) -

Il est tentant d’établir un paralléle avec certains concepts de statistique. Par
exemple, si on interpréte Ej(3) comme la moyenne du moment .J, 'expression
de
Ba(X.Y) = [ (@) = ES(8). X)) ~ Es(3),Y)dps
M

laisse penser a la covariance du moment J. La derniére section de ce mémoire a
pour but d’expliciter ce lien en considérant I’ensemble des états de Gibbs comme
un modéle statistique lisse. Dans ce cadre, la métrique de Souriau apparait comme
un cas particulier de la métrique de Fisher-Rao, pierre angulaire de la géométrie
statistique et de I'information.

4.3.1 Notions de géométrie statistique

On introduit ici la notion de modéle statistique lisse. Notons qu’il existe de
nombreuses définitions, plus ou moins générales, selon les auteurs. Dans ce travail,
on reprendra la définition donnée par S. Amari dans 'ouvrage [Amal2| . Une des
raisons de ce choix est qu’il est particuliérement adapté a I’étude des modéles
exponentiels.

Fixons tout d’abord quelques notations

Définition 4.3.1. Soit (X, A, 1) un espace mesuré.

— On note L;(u) le R-espace vectoriel des fonctions réelles p-intégrables sur X,
modulo égalité p-presque partout : les fonctions f,g sont dites égales dans
Li(p) si elles sont p-intégrables et égales u-presque partout sur X.

— Pour tout p > 1, on note L,(u) I'ensemble des fonctions f : X — R p-
mesurables telles que fP € Li(u).

— Soit p : X — R une densité de probabilités. On notera L,(pp) 'ensemble des
fonctions f : X — R mesurables telles que fPp € Lqi(u).

Définition 4.3.2. Soit (X, A, u) un espace mesuré. Une modeéle statistique sur
(X, A, 1) est un couple (S,U) ot U est un ouvert de R™ et S est un ensemble de
densités de probabilité sur X indicé par U :

S={pp:0ecU}.

Un modeéle statistique lisse est un modéle statistique (S, U) qui vérifie les conditions
suivantes.

1. Pour tout € Q et x € X, pp(x) > 0.
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2. Pour tout z € X fixé, 'application
U—=R:0~ pg(x)

est de classe C°.

3. Pour tout 6§ € U, 'application
X xU—=R:z— py(x)
est normalement intégrable en 6.
4. Pour tout 6 € U fixé, les fonctions

0
X —->R: —1
> R:a s 5 log(po(@)

avec i € {1,...,n} sont dans Li(pap) N La(papt).
5. Pour tout 6 € U fixé, les fonctions
0
X > R:z— —log(pg(x))
00;
sont linéairement indépendantes .
L’entier n sera appelé dimension de (S,U).
Remarque 4.3.1. Les hypothéses de régularité 3. et 4. de la définition précédente
sont arbitraires et peuvent étre modifiées selon 1'usage que 'on souhaite faire
du modéle statistique. Dans notre cas, la condition 3. nous permet de dériver

I'intégrale de py sous le signe d’intégration, tandis que la condition 4. vise & pouvoir
considérer 'espérance mathématique et la covariance.

Définition 4.3.3. Soit (S,U) un modeéle statistique lisse. Pour tout # € U, on
note 7, 9(1)5 le sous espace vectoriel de L (u) engendré par les fonctions

0
v 5o g (po(@))

L’espace TO(I)S est un sous-espace vectoriel de dimension n de Ly (p). Il s’iden-
tifie canoniquement & ’espace TyU tangent & U en 6 par

iU - TVS X e il (X0
ol .
i (X) : 2 — Dylog(ps(2))(X) . (4.1)

On montre a présent que I’'on peut considérer ’ensemble des états de Gibbs d’une
action hamiltonienne sur (M,w) comme un modéle statistique lisse sur I'espace
mesuré (M, o, \y).
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Proposition 4.3.1. Soit ® : G x M — M une action hamiltonienne effective et
Q Douvert des températures généralisées associé. Si ) est non vide, soit

So ={pp: B €Q}.

Alors (Sg, ) est un modéle statistique lisse sur (M, onr, Ay)-

Démonstration. 11 est clair que pg(x) = %exp(—(q](m),ﬂﬂ > 0 sur M, pour

tout S € . On a montré au lemme que 3 — pg(z) était de classe C° sur €.
Fixons une base (ey,...ep) de g. On doit montrer que les fonctions

M—R:z— a%i log(ps(x))

sont linéairement indépendantes dans Li(\,). On a

0 0
a%; log(ps()) = aﬁi(—log(P(ﬁ)) - (J(2),5))

= (Es(B), ei) = (J (@), i) -

Soient cq, ...,c, € R tels que
0=> ci((Es(8)e:) — (J(x), )
i=1

pour tout x € M. Par linéarité, on trouve

n n

<Ej(ﬁ)azciei> = <J(CL'),ZCZ€Z> .

=1 i=1

Comme le membre de gauche ne dépend pas de x € M, la fonction
n
z e (J(2), ) ce)
i=1

est constante sur M. Comme l'action est effective, on doit avoir Y ! | cie; = 0,
doticg =..=¢,=0. O]

Remarque 4.3.2. Notons que, dans le cas de (Sg, ), I'isomorphisme i(!) décrit

en (4.1) est donné par

iD(X): M = R:x o (By(8) - J(z), X).
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4.3.2 Meétrique de Fisher-Rao

Soit (X, A, 1) un espace mesuré, p : X — R une densité de probabilité. Si
f: X — R est mesurable et telle que f € Li(pu), alors on note

z/Xfpdu-

C’est I'espérance mathématique de f par rapport a la densité p.

Lemme 4.3.1. Soit (S,U) un modéle statistique lisse et § € U. Pour tout f €
73"s
0 s
E,lfl=0.
Démonstration. Par linéarité, il suffit de le montrer pour les fonctions x +— 8%1- log(pg(x))

qui engendrent Tg(l)S . Vu l'intégrabilité normale imposée par la définition
on a

By [ ostpaa))| = [ - ostpala (o)t

/ a6, podp(z

=% / podp(x)

0
891

=0.

Lemme 4.3.2. Soit (S,U) un modéle statistique lisse et 8 € U. L’application

1,8 x T;V'S - R: (£.9) = By, 9]
est bien définie, bilinéaire, symétrique et définie positive.

Démonstration. Au vu de la définition u les fonctions de T( 'S sont dans
Lo(pgp), et Papplication est donc bien définie. La linéarité et la symétrie sont

claires. Soit f € T, 9(1) S telle que

O:Epo[fQ] = /szpadﬂ-

Comme l'intégrand est positif et pg > 0 sur X, on doit avoir f(x) = 0 pour
p-presque tout € X et donc f =0 dans L;j(p), d’ou la conclusion. O
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Définition 4.3.4. Soit (S, U) un modéle statistique lisse. La métrique de Fisher-
Rao associée au modéle (S,U) est la métrique F sur U définie par

F(X,Y)(0) = B, [ig" (X)i§" (V)]

avec iél) 1 TS — Te(l)S I’application définie par 1)

Proposition 4.3.2. Soit @ : G x M — M wune action hamiltonienne effective de
moment J et (Se, ) le modéle statistique lisse associé. La métrique de Fisher-Rao
associée & (S, ) coincide avec la métrique de Souriau.

Démonstration. Soit f € Q et X, Y € Ts) ~ g. Au vu de la remarque [4.3.2], on a

Fo(X,Y) = E,, i) (X)il (V)]

= [ (B1(8) = 3@). X (ES(5) = T @) V) ps(a)dn,

1
= 557 . U 8) = T@). X)EAB) = T@).Y) exp(~( (@), ).
=T4(X,Y) .

O

Remarque 4.3.3. Le fait que la métrique de Souriau coincide avec la métrique
de Fisher a été remarqué par F. Barbaresco dans [Barl6|. L’auteur y désigne par
ailleurs la métrique sous le nom de "métrique de Fisher-Souriau".



Annexe A

Résultats relatifs a la mesure et a
I’'intégration

Les résultats de cette section sont principalement issus de [Nicl1].

A.1 Mesures o-finies et théoréme d’unicité

Définition A.1.1. Soit X un ensemble et A C P(X) un ensemble de parties de
X. On dit que A est une o-algébre sur X si

— X € A,
— pour tout A€ A, X\ Ac€A,
— pour toute suite (Ag)reny d’éléments de A,

UAk:G-A-

keN

Le couple (X, A) est appelé espace mesuré. Tout élément de A est appelée partie
mesurable de X.

On peut montrer que toute intersection de o-algébres est encore une o-algébre.

Définition A.1.2. Soit X un ensemble et C C P(X) un ensemble de parties de
X. La o-algébre engendrée par C est I'intersection de toutes les o-algébres A sur
X telles que C C A. On la note o(C).

Définition A.1.3. Soit (X,7) un espace topologique. La o-algébre borélienne
associée a T est la o-algébre o(7) engendrée par les ouverts de (X, 7).

Définition A.1.4. Soit X un ensemble et C C P(X) un ensemble de parties de
X. On dit que C est un mw-systéme si il est stable par intersection finie, i.e. pour
tous A,BeC, AnNB eC.

83
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Définition A.1.5. Soit (X, .A) un espace mesurable. Une mesure sur (X,.A) est
une application
i A—[0,400]: A— u(A)

telle que p(2&) = 0 et pour toute suite (Ag)gen d’ensembles 2 & 2 disjoints de A,

p(J Ar) =D n(Ar).

keN keN
On dira que (X, A, 1) est un espace mesuré.

Définition A.1.6. Soit (X, .A, 1) un espace mesuré. La mesure p est dite o-finie
si il existe une suite d’ensembles mesurables (X )ren telle que u(Xy) < oo pour

tout kK € N et
U xe = x.
keN

Théoréme A.1.1 (Dynkin). Soit (X,.A) un espace mesurable et C un mw-systéme
sur X tel que o(C) = A. Si pu et v sont des mesures o-finies sur (X,.A) telles que
wu(C) = v(C) pour tout C € C, alors p = v.

A.2 Intégration et dérivation des intégrales paramé-
triques

Définition A.2.1. Soit (X,.A) un espace mesuré. Une fonction simple est une
application f : X — R de la forme

= arxa,
k=1
avec ay, € [0, +o0] et Ay € A. L’intégrale d’une telle fonction simple f est
[ faui=3" A € 0.+,
X k=1

On note ST(X, A) 'ensemble des fonctions simples sur (X, .A).

Lemme A.2.1. Soit (X, A) un espace mesuré. Toute fonction f : X — [0, +o0] est
limite ponctuelle d’une suite croissante de fonctions simples (fi)ren € ST(X,A)

. De plus,
li d

ne dépend pas du choix de la suite (fi)ren-
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Définition A.2.2. Soit (X, A, 1) un espace mesuré et f : X — [0, +o00] une ap-
plication mesurable. Soit ( fx)ren une suite de fonctions simples croissante conver-
geant ponctuellement vers f. L’intégrale de f est

dy = i du.
/Xfu k;glm/)(fku

Dans ce qui suit, pour toute application f & valeurs dans R, on note f* (resp.
f7) la partie positive (resp. négative) de f.

Définition A.2.3. Soit (X, .A, 1) un espace mesuré et f : X — R une application
mesurable. Si les expressions |[ x fTdu et [  f 7 du sont finies, alors f est dite
u-intégrable. L’ intégrale de f par rapport & u est

/){fdu=f><f+du—/){f‘du-

Théoréme A.2.1 (dérivation des intégrales paramétriques). Soient un espace
mesuré (X, A, ), Q un ouwvert de R™. Si lapplication f : X x  — R est telle
que :

— pour p-presque tout x € X, la fonction w — f(x,w) est de classe C sur (Q,

— pour tout w € Q, les fonctions x — f(z,w) et x — Dy, f(z,w) sout u-
intégrables (k € {1,...,n}),

— pour tout compact K C €, il existe une application gx : X — R p-intégrable
et telle que pour p-presque tout x € X et tout w € K,

| Doy f (2, w)| < 9K (),

alors w — [y f(z,w)du(z) est de classe C* sur w et

Do, [ f@wdu@) = [ Doy sl w)in(o)

pour tout w € Q, k € {1,...,n}.

On notera en particulier que 'intégrabilité normale de D, f implique la troi-
siéme hypothése du théoréme précédent.

Théoréme A.2.2 (Inégalité de Holder). Soit (X, A, p) un espace mesuré etp, q,r €
1, +00] tels que

=4z,
P q

Si f € Lp(p) et g € Ly(p) alors fg € Ly(p) et

</X |fg|rd“>i = </X |f!pdﬂ>; (/X ‘glqduy .

1 1 1
r
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A.3 Intégration des formes différentielles et changement
de variables

Cette section est issue de |Pau06|. Soit M une variété orientée de dimension
n > 1. On note Q¥(M) I’ensemble des k-formes différentielles & support compact
dans M, k € Ny. Rappelons que si U est un ouvert de R"™ et w une n-forme
différentielle sur U, il existe une unique fonction f € C*°(U) telle que

w = fdxy A ... Ndx,.

Définition A.3.1. Soit U un ouvert de R" et w € Q7 (U) une n-forme différentielle
sur U, avec w = fdx1 A ... Adxy,. On pose

/Uw::/Uf(:c)dz:l...dxn.

Théoréme A.3.1. Soit M une variété orientée de dimension n > 1. Il existe une
unique application linéaire fM : QM) — R telle que pour toute carte orientée

(U,¢) de M et w e Q2(U)
_ —1*
fue= Lo

C’est l’intégrale de la forms w sur M.

Théoréme A.3.2 (changement de variables). Soient M, N des variétés orientées
de dimension n, ¢ : M — N un difféomorphisme préservant 'orientation. Pour

tout w € QF(N),
/ qﬁ*wz/ w.
M N



Annexe B

Produit semi-direct de groupes
de Lie

Cette section est principalement issue de [OVM93| et [Ara20].

Définition B.0.1. Soient G; et G2 des groupes de Lie et un morphisme de groupes
gb : G1 — Aut(Gg),

ou Aut(G2) désigne le groupe des automorphismes lisses de Gy. Le produit semi-
direct de G et G par ¢, noté G1 X4 Ga, est 'ensemble G x G2 muni du produit

(91, 92)(h1, h2) = (g1h1, g20(h1)(h2)).

Lorsque ’on munit ’ensemble G x G de la structure de variété produit héritée
de G et G, le produit semi-direct G X4 Go est un groupe de Lie.

Exemple B.0.1. Si on prend G; = SO(2), G2 = (R? +,0), on peut définir
¢ : G1 — Aut(G2) via action de SO(2) sur le plan :

o(A)(z) = Au

pour tout A € SO(2) et z € R%. Dans ce cas, la produit semi-direct G1 x4 Go est

donné par
(4, 2)(B,y) = (AB, Az +y)

et 50(2) X RQ ~ E2(R)

Définition B.0.2. Soient g; et go des algébres de Lie et un morphisme d’algébres
de Lie

¢ : g1 — Der(ga)

87
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ou Der(gs) désigne 'algébre de Lie des dérivations de go. Le produit semi-direct
de g1 et go par ¢ est l'algebre de Lie g1 X g2 modelée sur gy & ge munie du crochet
de Lie

(A1, A2), (B1, B2)] = ([A1, Bilg,, [A2, Balg, +¥(A41)(B2) — ¢(B1)(A2)).

Notons que, pour toute algébre de Lie g, Aut(g) est un sous-groupe fermé de
GL(g) et donc un sous-groupe de Lie. On peut montrer que son algébre de Lie est
lalgébre de Lie Der(g) des dérivations de g. Dés lors, pour G, G2 des groupes de
Lie, si ¢ : G — Aut(G2) est un morphisme de groupes, alors on a un morphisme
de groupes 3

Y G, — Aut(gg) g1 — Tel/J(gl).

Dans ce cas, sa dérivée en le neutre est un morphisme d’algébres de Lie

TegZNJ : g1 — Der(g2).

Proposition B.0.1. Soient Gy et Go des groupes de Lie d’algébre de Lie respective
g1 et go. Soit ¢ 1 G1 — Aut(Ga) un morphisme de groupes. L’algébre de Lie du
produit semi-direct G Xy G est

Lie(Gl D<¢ GQ) =01 D(Tezi; go.



Annexe C

Orbites de 'action d’un groupe
de Lie

Les résultats de cette section sont principalement issus de [OR13|. Soit M une
variété lisse, G un groupe de Lie et ® : G x M — M une action lisse. Pour tout
x € M, notons

Orby(z) =G -2 :={P(g,z) : x € M}

et
Stabe(z) = G, :={g € G: (g,z) = x}.

Il est clair que G est un sous-groupe fermé de G. C’est donc un sous-groupe de
Lie. Le premier théoréme d’isomorphie donne une bijection

G
— = G-x:9Gy — (g, ).

Gq
On munit G - x de 'unique structure de variété différentielle qui fait de cette
bijection un difféomorphisme. En toute généralité, l'orbite G - © n’est pas une
sous-variété de M.

Définition C.0.1. Soit M, N des variétés lisses. Une application lisse f : N — M
est une immersion réguliére si ¢’est une immersion injective et, pour toute variété
lisse P, et toutee application h : P — N, h est lisse si et seulement si f o h est
lisse. Dans ce cas, on dit que N est une sous-variété initiale de M.

Théoréme C.0.1. Soit ® : G x M — M une action lisse de groupes de Lie. Pour
tout x € M, lorbite G - x est une sous-variété lisse initiale de M de dimension
dim(G) — dim(Gy). Son espace tangent en z € G - = est

T.(G-2) = {X3(=) : X € g}
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Annexe D

Notions de géométrie
riemannienne

Les résultats de cette section sont principalement issus de [Lee06|.

Définition D.0.1. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, E* I'espace
dual et k,l € N. Un tenseur de type (k,l) sur E est une application multilinéaire

T:E*x E* - R.
On note T} (E) I'espace vectoriel des tenseurs de type (k,1) sur E.

Définition D.0.2. Soit M une variété lisse et k,I € N. On note

TH(M) = | | THT.M)
xeM

le fibré des tenseurs (k,1) sur M. Un champ de tenseurs (k, 1) sur M est une section
lisse de T)F(M).

Pour M une variété lisse, on note 7 (M) 'ensemble des champs de vecteurs

sur M.

Définition D.0.3. Soit M une variété lisse. Une métrique riemannienne sur M est
un champ de tenseurs (2,0) g symétrique et défini positif, i.e. g, : T, M xT, M — R
est symétrique et défini positif pour tout z € M. On dira que (M, g) est une variété
riemannienne lisse.

Définition D.0.4. Soit M une variété lisse. Une connexion sur M est une appli-
cation

V:T(M)xT(M)—T(M)
telle que :
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— VxVY est linéaire sur C*°(M) en X et sur Ren Y,
— pour tous X,Y € T(M) et f € C°(M),

VxfY = fVxY + LxfY.

On dira que VY est la dérivée covariante de Y dans la direction de X.

Définition D.0.5. Soit M une variété lisse et V une connexion sur M. Pour toute
1-forme « sur M et tout champ de vecteur X sur M, la dérivée covariante de «
dans la direction de X est la 1-forme sur M définie par

(Vxa,Y)=Lx{a,Y) — (o, VxY).

Notons que I'on peut définir la dérivée covariante sur des champs de tenseurs
(k,1), voir [Lee06] .

Lemme D.0.1. Soit (M,g) une variété riemanienne lisse. Il existe une unique
connexion V sur M telle que pour tous X,Y,Z € T(M)

Vxg(Y,Z)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ)

et
VxY - VyX =[X,Y].

Cette connezion sera appelée connexion de Levi-Civita associée a (M, g). Elle est
entierement déterminée par

o(VXY, Z) = S(Lxg(¥, Z) + Lyg(Z,X) — Lzg(X.Y) (D.1)
- g(X, [K Z]) + g(Y7 [Zv X]) + 9(27 [X7 YD)

Définition D.0.6. Soit (M, g) une variété riemannienne lisse et V la connexion

de Levi-Civita associée. L’ endomorphisme de courbure de Riemann est le tenseur
(3,1) sur M défini par

R(X,Y,Z) =VxVyZ -~ VyVxZ — VixyZ

pour tous X,Y,Z € T(M).
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