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Introduction

« Tout borné d’intérieur non vide de [’espace euclidien de dimension trois peut étre
découpé en un mombre fini de morceaux de sorte que, en réarrangeant ceux-ci via des iSo-
meétries, on peut le dédoubler. » 1l s’agit 1a d’un des résultats les plus troublants en ma-
thématiques, découvert en 1924 par Stefan Banach et Alfred Tarski [1I], connu sous le nom
de paradoxe de Banach-Tarski. Un ensemble ayant la propriété énoncée est dit paradoxal
sous l'action du groupe des isométries; I'objet principal de ce travail est I’étude des en-
sembles paradoxaux d’une maniére générale. Nous pouvons d’ores et déja mentionner que
le caractére paradoxal d’'un ensemble ne dépend pas de la nature de ’ensemble mais des
propriétés du groupe agissant sur lui. Par exemple, si un groupe libre posséde deux éléments
indépendants et agit librement sur un ensemble alors ’ensemble est paradoxal.

L’existence de ces ensembles est contre-intuitive (d’ou leur nom), puisque nous avons
tous en téte I'idée de conservation de l'aire qui entraine que la mesure d’'un ensemble est
égal a la somme des mesures de ses sous-parties. De la, la seule explication possible a
I'existence de tel ensemble est qu’on ne sait pas associer une mesure a certains ensembles
intervenant dans la décomposition. Autrement dit, certains de ces sous-ensembles sont non-
mesurables. Il est donc évident que 1’étude des ensembles paradoxaux est étroitement liée
a la théorie de la mesure.

C’est en 1914, par le biais des travaux de Félix Hausdorff, que la notion d’ensemble
paradoxal apparait pour la premiére fois dans la littérature. Ces travaux ont été publiés
dans un livre [7] consacré a la théorie des ensembles mais contenant un chapitre sur la
théorie de la mesure. Ces écrits ont largement été repris et approfondis par de nombreux
mathématiciensE] et ont donné lieu a de nouvelles idées, aussi bien en théorie des groupes
(concernant par exemple les groupes moyennables) qu’en théorie de la mesure (notamment
pour prouver l'existence de mesure exhaustive).

Dans le premier chapitre de ce travail, aprés avoir donné les premiéres définitions rela-
tives a la théorie des ensembles paradoxaux, nous exposerons le cheminement de la démons-
tration du paradoxe de Banach-Tarski ainsi que sa généralisation aux autres dimensions.
Par la, nous verrons que les ensembles du plan qui sont paradoxaux sous 1’action du groupe
des isométries sont tous d’intérieur vide. Pour le montrer nous construirons une mesure
définie sur tout le plan réel qui normalise la mesure du carré unité. De plus, nous démon-
trerons que cette mesure est issue de la mesure de Lebesgue et cela permettra de corriger

1. On peut notamment citer Wactaw Sierpinski et Stefan Mazurkiewicz.
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la proposition 2.4.11 de [10].

Que se passerait-il si, au lieu de travailler avec le groupe des isométries, nous travaillions
avec un autre groupe de transformations affines préservant les aires? C’est exactement a
cette question que nous répondrons, via le paradoxe de Von Neumann, dans le deuxiéme
chapitre. Nous considérerons alors le groupe

SA(2,Z) ={ooT € A(2) | 0 € SL(2,Z) et T une translation}

ou SL(2,7Z) représente le groupe special linéaire des matrices entiéres en dimension deux
et A(2) le groupe des bijections affines en dimensions deux. Le fait de changer de groupe,
nous permettra d’obtenir les mémes résultats que le paradoxe de Banach-Tarski mais, cette
fois-ci, dans le plan (et dans toutes les dimensions supérieures). Nous montrerons ainsi que
tout ensemble borné et d’intérieur non vide du plan est paradoxal sous I'action du groupe
SA(2,7Z). Ce résultat renforce le fait que le caractére paradoxal d’un ensemble ne dépend
pas de la structure méme de ’ensemble mais bien du groupe agissant sur celui-ci.

Dans le troisieme chapitre, nous verrons que la donnée d’un ensemble de R" paradoxal
sous 'action d’un groupe G est équivalente & la non-existence d’une mesure définie sur R"
tout entier, finiment additive, invariante sous l’action de G et normalisant cet ensemble.
Ce résultat est plus connu sous le nom de théoréme de Tarski. On peut déja se convaincre
facilement que la condition est nécessaire. En effet, si une telle mesure existe alors un
ensemble paradoxal a soit une mesure nulle, soit une mesure infinie. On montrera alors
que si on retire les translations du groupe SA(2,Z), c’est-a-~dire si on considére uniquement
le groupe SL(2,7Z), alors un résultat similaire au paradoxe de Banach-Tarski n’est plus
possible. En effet, on prouvera que le carré unité n’est pas paradoxal sous ’action du groupe
SL(2,7Z). Pour finir ce chapitre, nous commencerons a étudier les ensembles paradoxaux
du plan sous I'action du groupe spécial linéaire[] Nous montrerons notamment que le plan
privé de l'origine est paradoxal sous 'action de ce groupe.

Enfin, le quatriéme et dernier chapitre repose sur larticle [13] et étudie les ensembles
paradoxaux du plan sous ’action du groupe spécial linéaire. Par exemple, nous montrerons
que tout ensemble borné, d’intérieur non vide et dont la distance a ’origine est strictement
positive est paradoxal sous 'action de ce groupe. Précisons que tous les résultats principaux
obtenus dans ce chapitre ont, dans un premier temps, été prouvés dans [15] sous I'hypothése
d’une certaine conjecture (qui est toujours un probléme ouvert a I’heure actuelle). Dans
ce travail, tout comme dans l'article [13], nous nous passerons complétement de cette
conjecture, ce qui renforce évidemment 1'idée qu’elle est vraie.

2. Le groupe spécial linéaire conserve également les aires et contient SL(2,Z) mais ne contient aucune
translation.
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Chapitre 1

Rappels et notions de base

L’objectif de ce premier chapitre est double. Dans un premier temps, il vise & introduire
certaines notions essentielles, comme par exemple celle de groupe libre, d’ équidécomposabilité
et d’ensemble paradoxal ; ainsi qu’a présenter les grandes étapes qui ménent au paradoxe
de Banach-Tarski. Dans un deuxiéme temps, il a pour but de prouver l'existence d’une
modification de la mesure de Lebesgue définie sur R? tout entier; c’est-a-dire une appli-
cation finiment additive qui étend la mesure de Lebesgue tout en perdant son caractére
dénombrablement additif. Pour ce faire, nous avons besoin de la définition d’une algébre de
Boole ainsi que certaines de leur propriétés élémentaires. En outre, 'existence d’une telle
application permettra de corriger la proposition 2.4.11 de [10].

Sauf mention explicite du contraire, les ensembles considérés dans ce chapitre sont
supposés non vides.

1.1 Les groupes libres

Dans cette section, nous introduisons la notion de groupe libre ainsi que quelques pro-
priétés s’y rapportant. Pour le lecteur avide d’en savoir plus, nous conseillons [2].

Pour commencer, rappelons quelques généralités sur les groupes.

Définition 1.1.1. Soient G un ensemble et o : G X G — G une opération binaire et interne
sur G. Le couple (G, o) est un groupe si

(i) Vz,y,2€ G, (xoy)oz=uzo0(yoz) (ie. I'opération o est associative);
(iil) de e G, Vo € G tel que xoe =x =eox (ie. il existe un unique neutre pour o
noté e);
(iii) Ve e G, 3y e G tel que zoy =e =youx (ie. chaque élément x € G posséde un

unique inverse que 'on note z~1).

De plus, si pour tous z,y € G on a xr oy = yox, on dit que le groupe (G,0) est
commutatif. Par abus de langage, on notera G le groupe (G, o).



1.1. Les groupes libres

Pour fixer les notations, donnons quelques exemples de groupe qu’on utilisera tout au
long de ce mémoire. Les vérifications sont immédiates.

Exemples 1.1.2.

1. Une isométrie de R" est une bijection f : R"™ — R" qui préserve les distances, c’est-
a~dire telle que |f(x)— f(y)| = |x—y| pour tous z,y € R". L’ensemble des isométries
sur R" muni de la composition de fonction est un groupe. On le note G(n).

2. L’ensemble des matrices réelles orthogonales (i.e. AAT = I = AT A) de dimension n
(n € Ny) et muni du produit matriciel forment également un groupe appelé le groupe
orthogonal et noté O(n).

3. L’ensemble des matrices réelles orthogonales de dimension n (n € Ny), dont le de-
terminant vaut 1 et muni du produit matriciel est un groupe. On 'appelle le groupe
spécial orthogonal et on le note SO(n).

4. L’ensemble des matrices réelles de dimension n (n € Ny), dont le déterminant vaut 1
et muni du produit matriciel forme le groupe spécial linéaire. On le note SL(n).

5. L’ensemble des translations de R", c’est-a-dire les applications définies sur R" telles
que x — =+ k (k € R"), forme un groupe noté 7'(n).

Définition 1.1.3. Soient (G, o) un groupe et H C G. Si H est stable pour o et pour le
passage a l'inverse alors H est un sous-groupe de G.

Remarque 1.1.4. Il est clair que I'intersection de sous-groupes est encore un sous-groupe.
Deés lors, si X C G alors le plus petit sous-groupe de GG contenant X est l'intersection de
tous les sous-groupes de GG contenant X. On dit que c’est le sous-groupe engendré par X
et on le note (X). On vérifie facilement qu’on a

(X)y={zf'o--rox" | neNy, v, € Xeteg,=x1Vie{l,...,n}}.

Si G = (X) alors on dit que X engendre G ou de fagon équivalente que X est une partie
génératrice de G.

Exemples 1.1.5. On sait que si A € O(n) alors ’endomorphisme associé est lui-méme
orthogonal, c¢’est-a-dire qu’il conserve le produit scalaire et est donc une isométrie. Donc
O(n) est un sous-groupe de G(n). Il est clair que SO(n) est un sous-groupe de O(n) et par
conséquent de G(n).

A présent, nous allons rappeler la notion d’action de groupe qui sera constamment
utilisée dans la suite.



1.1. Les groupes libres

Définition 1.1.6. Soit X un ensemble. Une action du groupe G sur I’ensemble X est la
donnée d’une application

cr GxX =X (gx)—g-z

satisfaisant les conditions suivantes :
(i) e-x==x

(ii) (goh)-z=g-(h-x)
pour tout x € X et pour tous g, h € G. S’il existe une telle application on dit que le groupe
G agit sur 'ensemble X. On pose

g: X=X z—ygx)=g-z,

pour tout g € G. On vérifie facilement que 'application g : X — X est une bijection dont

I'inverse est donné par ¢ 1.

Il est important de bien garder en mémoire I'exemple suivant car il réapparaitra trés
fréquemment dans ce travail. Il permettra par exemple de définir la notion de groupe
paradozxal.

Exemple 1.1.7. Un groupe G agit toujours sur lui-méme par 'action de translation a
gauche définie par
GxG—G (g,h)—~g-h=goh.

Exemples 1.1.8.
1. Les groupes O(n), SO(n) et SL(n) agissent sur R" par 'action

(A,z) = Az = Az".
2. Le groupe des isométries G(n) agit aussi sur R" par I'action

Définition 1.1.9. Soit G' un groupe agissant sur un ensemble X. Pour tout z € X on
définit 'orbite de = de la maniére suivante :

orb(z) ={g-z | g € G}.
Remarque 1.1.10. Si nous définissons la relation d’é¢quivalence[[] R sur X comme suit
TRy & dgeG : g-x =y,

alors il est clair que orb(z) = [z]g = {y € X | 2Ry}. Ainsi, les orbites partitionnent
I’ensemble X.

1. Rappelons qu’une relation est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.



1.1. Les groupes libres

Définition 1.1.11. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Pour tout x € X on
définit le stabilisateur de x de la maniére suivante :

stab(z) ={g € G| g -z ==z}

(i.e. ensemble des éléments de G qui fixent z). On vérifie aisément que stab(x) est un
sous-groupe de G pour tout z € X.

A présent, nous allons introduire briévement la notion de groupe libre. Pour plus d’in-
formations, nous conseillons au lecteur [2].

Définition 1.1.12. Soient G un groupe et X un sous-ensemble non vide de G. Si tout
élément de G\ {e} s’écrit de fagon unique sous la forme

xto---oxin (1.1)

oun€e€Ny, z € X, e, =x1Vie{l,....,n} et afiox;\}' #eVie{l,...,n— 1}, alors X
est une famille génératrice libre de G. De plus, si un élément de G \ {e} est écrit sous la
forme (1.1)), on dit qu’il est écrit sous forme réduite.

Définition 1.1.13. Si un groupe G posséde une famille génératrice libre X alors G est un
groupe libre. Dans ce cas, on dit que G est engendré librement par X.

Exemple 1.1.14. Si X = {z} engendre librement G alors tout élément de G\ {e} s’écrit

de fagon unique sous la forme

J;ao...oxa

ot e ==£1. Donc G = {z" | k € Zo} U {e} et ainsi
(G,0) = (2, +)
ou l'isomorphisme est donné par
fiZ—G ks f(k)=a"
avec f(0) =e.

Le théoréme suivant nous permettra de définir le rang d’un groupe libre. Pour une
démonstration nous renvoyons le lecteur a [2].

Théoréme 1.1.15. Soit G un groupe libre. Toutes les familles génératrices libres de G ont
le méme cardinal.

Définition 1.1.16. Soit G’ un groupe libre. Le cardinal d’une famille génératrice libre de
G est appelé le rang de G.

Remarque 1.1.17. Sile rang de G vaut au moins 2 alors GG n’est pas commutatif. En effet,
si X est une famille génératrice libre de G et si z,y € X tels que z # y alors zoy # yox
par définition d’une famille génératrice libre.



1.1. Les groupes libres

Définition 1.1.18. Soit G un groupe. Un sous-ensemble S de G est un ensemble d’éléments
indépendants si le sous-groupe de G engendré par S est libre. Autrement dit, S est un
ensemble d’éléments indépendants si (S) est un sous-groupe libre de G et dans ce cas, son
rang est le cardinal de S.

La proposition suivante donne une caractérisation des ensembles d’éléments indépen-
dants d'un groupe.

Proposition 1.1.19. Soit G un groupe. Un sous-ensemble S de G est un ensemble d’élé-
ments indépendants si e ne peut pas s’écrire sous forme réduite en utilisant uniquement
des éléments de S, i.e. si pour tout n € Ny et tous x1,...,x, € S tels que zi' o x;' # e
pour touti € {1,...,n—1}, on a

e#ax'o---oux
avec €; = £1 pour tout i € {1,...,n}.

Démonstration. Dans un premier temps, remarquons qu’une facon équivalente d’exprimer
que S est un ensemble d’éléments indépendants est de dire que tout élément de

(S)\{e}={2Tto---0ai" | neNy, v, € Sete;=x1Vie{l,....,n}}\{e}

posséde une unique forme réduite. Procédons par 1’absurde et supposons que S n’est pas
un ensemble d’éléments indépendants. Autrement dit, supposons qu’il existe un élément
de (S) \ {e} possédant deux formes réduites distinctes. Dans ce cas, il existe n,m € Ny et
T1yee oy Ty Y1, -, Ym € S tels que

/

=yto-oyir (1.2)

€1 o o En
AR ox,

Oﬁ@l—:i:1VZ'€ {1,....n}, el =F1Vie{l,....m}, afioa; ' #eVie{l,....n— 1} et
Yt o yl_’jll #eVie{l,...,m— 1}. Scindons le probléme en deux cas.
Si m = n alors I'égalité (|1.2)) s’écrit

4 /
€1 A ... En €1 . €
Ty © °ox, =Y © oYy

Simplifions, tant que cela est p0881b1e les premiers termes. Dans ce cas, il existe un indice
io € {1,...,n} tel que o o ym car sinon les deux formes réduites de départ sont les
meémes. On obtient ainsi,

_ai() /

/

g’
—En 0 “ e En
(] OQZZ-O Oyi() @) Oyn s

e=ux,
ce qui n’est pas possible par hypothése.

Si m # n alors supposons avoir m < n. Comme dans le cas précédent, simplifions au
maximum les premiers termes. Soit on a

Em+1 En __
Tyl © Oy =6,



1.2. Le paradoxe de Banach-Tarski

ce qui n’est pas possible par hypothése. Soit il existe iy € {1,...,m} tel que :cfoo #* yfoi“ et
on conclut comme dans le cas précédent.
Dans tous les cas on obtient une absurdité, d’ou la conclusion. O

Le résultat précédent est trés utile en pratique. En effet, pour montrer qu’un ensemble
est un ensemble d’éléments indépendants, il est courant de supposer que l'identité peut
s’écrire sous forme réduite et d’en déduire une absurdité.

1.2 Le paradoxe de Banach-Tarski

Dans cette section, nous donnons les idées principales qui permettent d’obtenir le pa-
radoxe de Banach-Tarski. Celui-ci affirme qu’il est possible de découper une boule en un
nombre fini de morceaux, de réarranger ceux-ci via des isométries et d’obtenir deux boules
identiques & la premiére. Pour qu'une telle chose soit possible, il faut forcément que cette
décomposition fasse intervenir des ensembles non mesurables. De plus, il est important de
noter que ce paradoxe est certainement un des exemples les plus frappants de « bizarreries
mathématiques » auquel conduit I'axiome du choix.

Nous n’allons pas effectuer toutes les démonstrations en détail car cela mériterait un
mémoire. Cependant, le lecteur pourra consulter [10] pour plus d’informations.

Avant d’arriver au paradoxe de Banach-Tarski proprement dit, nous commencons par
définir des notions primordiales telles que celles d’ensembles équidécomposables, d’ensemble
paradoxal, de groupe paradozal, etc.

Définition 1.2.1. Soient X un ensemble et G un groupe agissant sur cet ensemble. Si A
et B sont deux sous-ensembles de X et s’il existe g € G tel que g- A = B alors A et B
sont dits congruents.

Définition 1.2.2. Soient X un ensemble et G un groupe agissant sur cet ensemble. Si A
et B sont deux sous-ensembles de X et il existe n € Ny et une partition (A4;)_, de A ainsi
qu’une partition (B;)!; de B telles que A; et B; soient congruents pour tout i € {1,...,n}
alors A et B sont dits équidécomposables, ce qui se note A ~™ B ou tout simplement A ~ B.

Par exemple, si X représente I'espace euclidien R" et G le groupe de ses isométries alors,
deux sous-ensembles A et B de R" sont équidécomposables si nous pouvons les « découper »

en le méme nombre fini de morceaux, de sorte que chaque morceau de I’ensemble A soit
« superposables » & un morceau de I’ensemble B.

Remarques 1.2.3.

1. Si A et B sont deux sous-ensembles congruents de X alors ils sont équidécomposables
(il suffit de prendre n = 1 dans la définition [1.2.2)).

2. On vérifie facilement que la relation d’équidécomposabilité définie sur I’ensemble des
parties de X est une relation d’équivalence.

A présent donnons deux résultats, élémentaires mais trés utiles, sur les ensembles équi-
décomposables.



1.2. Le paradoxe de Banach-Tarski

Lemme 1.2.4. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Si A et B sont deux sous-
ensembles de X tels que A ~ B alors il existe une bijection g : A — B telle que C ~ g(C)
pour tout C' C A.

Démonstration. Soient A, B C X tels que A ~ B. On sait qu’il existe (4;);_, et (B;)’,
des partitions de A et B respectivement pour lesquelles il existe g1, ..., g, € G tels que

g9i - Ai = gi(Ai) = B;

pour tout i € {1,...,n}. Pour tout z € A, posons g(z) = g;(x) si © € A;. L’application
g : A — B est bien définie et est bijective car (A4;)!; est une partition de A, (B;)!, est
une partition de B et g; : A; — B; est une bijection pour tout i € {1,...,n}. En outre,
cette bijection vérifie I’énoncé. En effet, si C' C A, la collection d’ensembles (C' N A;),
forme une partition de C' et on a

-

9(0) = U @(0) ng(A)) = U (4(C)N B)

=1

car g|,, = gi et g;(A;) = B;. Ainsi, (9(C) N B;)iL, forme une partition de g(C') et on a
9 (CNA) =g(CNA)=g(CNA)=g(C)NB;,
ce qui montre que C' ~ g(C). O

Lemme 1.2.5. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Si Ay, Ay, By et By sont
des sous-ensembles de X tels que Ay ~ By, Ay ~ By et tels que Ay N Ay = BiN By =)
alors A1 U Ay ~ By U Bs.

Démonstration. C’est une simple vérification. ]

Théoréme 1.2.6. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X . Soient A, B deux sous-
ensembles de X . Si A est équidécomposable a une partie de B et si B est équidécomposable
a une partie de A alors A et B sont équidécomposables.

Démonstration. Soient A, B C X, Ay C Aet By C B tels que A ~ By et B ~ Ag. On peut
méme supposer avoir Ay # A, sinon le résultat est évident. Vu le lemme [1.2.4] il existe des
bijections f : A — By et g : Ay — B telles que pour tout C' C A, on a C' ~ f(C) et pour
tout D C Ag, on a D ~ g(D). Posons

{ Co = A\ 4
Ck—i—l = (gfl o) f)(Ck) sikeN

et remarquons que g(Cyy1) = f(Cy) si k € N. On note

keN
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Il est clair que C' C A; ainsi, on a C' ~ f(C). Montrons que A\ C ~ B\ f(C). Dans ce
cas, par le lemme[1.2.5, on aura A ~ B. Or, on sait déja que

A\ C ~g(A\ ),
puisque A \ C' C Ay. 1l reste donc & montrer que

9(A\ C) = B\ f(C).

Soit # € g(A\ C) C B. Procédons par 'absurde et supposons que z € f(C). Alors il

existe y € C tel que f(y) = z. Or, C = |J Cy donc il existe k € N tel que y € Cy, ce qui
kEN
implique

v = [f(y) € f(Cr) = 9(Crya),
Ainsi, il existe z € Cyy1 C C tel que g(z) = z, ce qui est absurde.

Soit x € B\ f(C). Procédons également par I’absurde et supposons que = ¢ g(A\ C).
Vu la surjectivité de g, il existe y € Ag tel que g(y) = x mais, par hypothese, y ¢ A\ C.
Ainsi, y € Ag \ (A\ C) = Ao N C. En particulier, il existe k£ € N tel que y € Cy41 donc

v =g(y) € 9(Cra) = f(Ck) € f(CO),
ce qui est absurde. O

Ce résultat est fondamental pour la démonstration du paradoxe de Banach-Tarski. En
effet, 'idée est de montrer que si A et B sont deux sous-ensembles bornés et d’intérieur non
vide de R? alors, A est équidécomposable & une partie de B et réciproquement. Remarquons
aussi que la philosophie de ce théoréme, ainsi que la démonstration, ne sont pas sans
rappeler le théoréme de Cantor-Bernsteinff]

Nous allons a présent introduire les notions d’ensemble paradoxal et de groupe paradoxal.

Définition 1.2.7. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Le sous-ensemble non
vide A de X est paradozal pour le groupe G s’il existe deux sous-ensembles, A; et As, de

Atelsque AiNAy =0, Ay ~ Aet Ay ~ A.

En d’autres termes, un ensemble paradoxal A contient deux sous-ensembles disjoints
qui, sous 'action de G, rendent chacun ’ensemble A.

Remarque 1.2.8. Dans la définition précédente, on peut supposer avoir A; U Ay = A,
c’est-a~dire que (A;, Ay) forme une partition de A. En effet, posons B = A\ A;. Il est clair
que AyUB=A, AiNB=10et que A; ~ A. De plus,

B~BCA e A~AyCB
ainsi, par le théoréme ona B~ A.

2. « Si A et B sont deux ensembles tels qu’il existe une injection f de A dans B et une injection g de
B dans A alors il existe une bijection de A dans B ». Pour obtenir une démonstration ou pour plus de
détails, nous conseillons [8] au lecteur.
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Définition 1.2.9. On dit que le groupe G est un groupe paradoxal s’il est paradoxal pour
(G agissant sur lui-méme par 'action de translation a gauche.

Le théoréme suivant est trés pratique et par conséquent, trés souvent utilisé pour mon-
trer qu'un ensemble est paradoxal. En particulier, il nous permettra de montrer que la
sphére S? est paradoxale pour le groupe SO(3).

Théoréme 1.2.10. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Soient A et B deux
sous-ensembles de X tels que A ~ B. Si A est paradozxal alors B [’est aussi.

Démonstration. Le lemme [1.2.4] nous apprend qu’il existe une bijection
g:A— B

telle que pour tout C' C A on a C ~ ¢g(C). Si A est paradoxal, il existe A; et Ay deux
sous-ensembles de A tels que A1 N Ay =0, A ~ Aet Ay ~ A. On a aussi par transitivité

Al ~ B et A2 ~ B,
et puisque A; C Aet Ay C A, on a
Ay ~g(A1) et Ay~ g(Ay).

On en tire que
B~ g(A)) et B~ g(As).
De plus g(A;) Ng(Az) = 0 car g est bijectif. Ceci prouve que B est paradoxal. O

Il est assez naturel de se demander ce qu’il advient du caractére paradoxal d’un ensemble
lorsqu’on le dilate ou lorsqu’on le translate. La réponse a ces questions fait 'objet des deux
propositions suivantes.

Proposition 1.2.11. Soient E un espace vectoriel sur un corps K et G un groupe d’iso-
morphismes agissant sur E. Dans ces conditions, si un sous-ensemble A de E est paradozal

pour G alors pour tout r € K,
rA={ra|ac A}

est paradozal pour G, autrement dit, un dilaté d’un ensemble paradoxal est paradozal. De
plus, le résultat reste vrai si nous supposons que G contient toutes les translations de E.

Démonstration. Par hypothése, il existe A;, Ay deux sous-ensembles disjoints de A tels que
Al ~ A et A2 ~ A.

Soit r € Ky, il est clair que rA; et r Ay sont des sous-ensembles disjoints de rA. Montrons
que rA; ~ rA pour le groupe G. Il existe (A;;)7, une partition de A; et (B;)}, une
partition de A pour lesquelles il existe g1, ..., g, € G tels que

gi- Al,i =D,

9
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pour tout ¢ € {1,...,n}. Soit ig € {1,...,n}. Si g;, est un isomorphisme alors par linéarité,
Gio + (TA14) = 7(giy - A14y) = 7By, et ainsi, 7A;;, est congruent & rB;,. Si g;, est une
translation alors il existe zy € E tel que

Ay + 70 = By,

d’ou
rAy i, +reg =rDB;,.

Il existe donc une translation hg € G (hg : © — x + rxg) telle que

ho . (TAl,io) =rB,

20

et donc rA; ;, est congruent a rB;,. Finalement,

(rAvi)ic, et (rBy)i,

sont des partitions de rA; et rA respectivement telles que pour tout ¢ € {1,...,n}, r4;
est congruent a rB;, ce qui implique rA; ~ rA. Par un raisonnement similaire, on obtient
rAs ~ rA, ce qui prouve que rA est paradoxal pour G. ]

Proposition 1.2.12. Soient E un espace vectoriel sur un corps K et G un groupe agissant
sur E qui contient toutes les translations de E. Si un sous-ensemble A de E est paradoxal
pour G alors pour tout r € K,

A+r={a+r|ac A}
est paradozxal pour G. Autrement dit, tout translaté d’un ensemble paradoxal est paradozal.

Démonstration. C’est évident car
A~A+r

pour G et il suffit alors d’utiliser le théoréme [1.2.10] pour conclure. O]
Le théoréme suivant est le paradozre de Hausdorff, qui dit qu’a un ensemble dénom-

brable prés, la sphére S? est paradoxale sous I'action du groupe SO(3). Nous admettons
ce théoréme ; pour une démonstration, nous conseillons au lecteur [10].

Notons que ce paradoxe a été publié dans [7] et c’est la premiére fois de 'histoire qu’on
voit apparaitre la notion d’ensemble paradoxal.

Remarque 1.2.13. La démonstration de ce théoréme requiert ’axiome du choix. Lorsque
l'utilisation de cet axiome est nécessaire, on notera (AC) a coté de la proposition concernée.

Théoréme 1.2.14 (Paradoxe de Hausdorff (AC)). Il existe un sous-ensemble, dénom-
brable D de la sphére S? tel que S?\ D est paradozal sous laction du groupe SO(3).

10
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Il est montré dans [10] que pour n’'importe quelle partie dénombrable D de la sphére S?
S*\ D ~ S?

pour le groupe SO(3). Ainsi, on en tire que S? est paradoxal pour le groupe SO(3) (théo-
reme combiné au paradoxe de Hausdorff). On peut étendre le caractére paradoxal
de S? 4 B(0,1)\ {0} = {z € R? | 0 < |z| < 1} ; c’est-a-dire la boule unité ouverte privée
de D'origine. Pour ce faire, si A C S?, on pose

A'={la| X€]0,1], a € A}
et on montre que si A est paradoxal alors A’ 'est aussiE|. Et il est clair que

B(0,1)\ {0} = (5"

Finalement, S? et B(0,1) \ {0} sont des ensembles paradoxaux sous I’action du groupe
SO(3). Puisque celui-ci est un groupe d’isomorphismes agissant sur R?, par la proposition

[L.2:17] pour tout r > 0,
B(0,7)\ {0}

est paradoxal pour le groupe SO(3) et donc en particulier pour le groupe G(3). De plus,
on peut montrer que pour tout r > 0,

B(0,r)\ {0} ~ B(0,r)

pour le groupe des isométriesS. On en tire que B(0,7) est paradoxal pour le groupe G(3),
pour tout r > 0. Par la proposition tout translaté de B(0,r) (r > 0) est toujours
paradoxal pour G(3). Ainsi, toute boule ouverte de R® est paradoxale sous l'action du
groupe des isométries.

Le résultat suivant® permet de montrer que toutes les boules de R? sont équidécompo-
sables entre elles.

Théoréme 1.2.15. Soit (X,T) un K-vectoriel topologique séparé. Soit G un groupe agis-
sant sur X qui contient toutes les translations des éléments de X. Si A et B sont deux

sous-ensembles bornés de X paradoxaux , d’intérieur non vide et inclus dans un compact,
alors A ~ B.

Nous obtenons donc le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.16 (AC). Deux boules ouvertes de R® sont toujours équidécomposables
sous l'action du groupe des isométries.

Démonstration. On utilise le fait que toute boule ouverte de R? est paradoxale sous I’action
du groupe des isométries ainsi que le théoréme [1.2.15] O

3. Le lecteur pourra consulter [I0] pour une démonstration détaillée.

11
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Nous sommes a présent sur le point d’obtenir le paradoxe de Banach-Tarski. En effet,
la prochaine proposition est la derniére étape pour 'obtention de celui-ci.

Proposition 1.2.17. Soient (X, T) un espace topologique et B une base de cet espace. Soit
aussi G un groupe agissant sur X . Si tous les éléments de la base B sont équidécomposables

entre eux alors pour tous A, B C X d’intérieur non vide pour lesquels il existe X1, Xo € B
tels que A C X, et B C X5, on a A~ B.

Démonstration. Etant donné que A, B sont d’intérieur non vide, il existe Y7,Y5 € B tels
que
YICACKX;, et Yo C BCX,.

Par hypothése, X5 ~ Y; et donc vu le lemme [1.2.4] il existe une bijection g : Xy — Y
telle que B ~ ¢g(B) € Y; € A. Par un raisonnement analogue, on montre que A est
équidécomposable a une partie de B. Ainsi, par le théoréme [1.2.6] on obtient A ~ B sous
I’action du groupe G. [

On peut maintenant donner le paradoxe de Banach-Tarski dans R3.

Théoréme 1.2.18 (Paradoxe de Banach-Tarski (AC)). Deux ensembles bornés et d’inté-
rieur non vide de R® sont équidécomposables sous Uaction du groupe des isométries.

Démonstration. 1l suffit d’utiliser la proposition |[1.2.17] puisque les boules ouvertes forment
une base de la topologie de R? et qu’elles sont toutes équidécomposables entre elles. O

On en tire un corollaire immédiat.

Corollaire 1.2.19 (AC). Tout ensemble borné et d’intérieur non vide de R* est paradozal
sous l'action du groupe des isométries.

Démonstration. Si A C R® est borné et d’intérieur non vide alors A ~ B(0,1). On conclut
par le théoréme|1.2.10] puisque B(0, 1) est paradoxal sous I’action du groupe des isométries.
]

Une question naturelle a se poser est de savoir si le paradoxe de Banach-Tarski s’étend
a d’autres dimensions.

Pour le cas n > 3, la réponse est oui (AC). Il suffit de montrer que les hypercubes
centrés en 0

HMQm:{@b“W%JER”H@M<%WE{LHWM} (r>0),
sont paradoxaux pour 'action du groupe G(n). Pour ce faire, on pose

WPRW%WW)AHAXK%“¢W\WK3WEHWWM}
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et on montre que si A est paradoxal alors p(A) aussiF_f]. On a

p(Cs(0,7)) = Hn(0,7)

C3(0,7) = {(x1, 79, 73) € R® | |zs] < g Vi e {1,2,3}).
Enfin, il suffit de procéder comme dans le cas n = 3, puisque les hypercubes H,(z,r)

(x € R" et r > 0) forment une base de la topologie de R".

Pour le cas n = 1, la réponse est non. On peut méme montrer que R ne contient aucun
ensemble paradoxalﬂ

Pour le cas n = 2, la réponse est également négative. Cependant, contrairement a
R, il existeﬁ des ensembles paradoxaux dans R?, mais ceux-ci sont tous d’intérieur vide,
comme nous le montrerons a la fin de la section [L.4]

1.3 Notions d’algébre de Boole

Puisque nous avons fini de présenter les grandes étapes menant au paradoxe de Banach-
Tarski, nous allons & présent montrer qu’il existe une mesure issue de la mesure de Lebesgue
définie sur tout R?, comme annoncé. Afin d’y parvenir, nous avons besoin de la définition
d'une algebre de Boole, ainsi que de quelques-unes de leurs propriétés élémentaires, ceci
fait I'objet de cette section.

Définition 1.3.1. Soient A un ensemble non vide, A,V deux opérations binaires et in-
ternes[[] définie sur A et * une opération unaire et interne définie sur A également. Le
quadruplet (A, A, V,*) est une algébre de Boole si

(i) aNb=0bAaet aVb=>Va (commutativité);
(i) an(bAc)=(aAb)AcetaV (bVec)=(aVb)Vc (associativité) ;
(iii) (aANb)Vb="bet (aVb)Ab=>b (absorption);
(iv) an(bVe)=(aAb)V(anc)etaV (bAc)=(aVb)A(aVc) (distributivité) ;
(v) (ana*)Vb=bet (aVa*)Ab=>b (complémentarité).
Onposel=aVa*et0=aAa".

4. Une démonstration trés similaire et faite en détail se trouve a la section [2.4.2| de ce travail

5. Une esquisse de la démonstration sera faite & la remarque de ce travail.

6. Le paradoze de Sierpinski-Mazurkiewicz nous prouve Pexistence d’ensemble paradoxal dans R? pour
le groupe G(2). Il donne méme une description explicite d’un ensemble paradoxal : si u € C est un nombre
transcendant (i.e. qui n’annule aucun polynoéme & coefficients rationnels) de module 1, alors ’ensemble

{ap +aru+---+apu” |neN, a; eNVie{l,...,n}}

est paradoxal pour le groupe G(2). Une démonstration pourra étre trouvée dans [23].
7. L’opération A est appelée inf et 'opération V est appelée sup.
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Dans la suite, on écrira A pour représenter ’algébre de Boole (A, A, V,*).

Remarques 1.3.2. On tire immédiatement de cette définition les résultats suivants :

1.

aNl=aetaV0=a.
Ces égalités découlent de la définition de 1 et 0 et de (iii).

.aVa=a.

OnaaVa=(aVa)Al=(aVa)A(aVa*)=aV(aNa)=aV0=a.

ala=a.
OnaaANa=(aNa)VO=(aNa)V(aAa)=aA(aVa)=aNl=a.
(a*)* = a.
On a

a=((a")*Vva)ANa=((a")"Na)V(a"Na)=(a")"Na
et

(@) Na=((a")"Na)V((a*)" " Na") = (a")"A(aVa")=(a")".

Définition 1.3.3. Soit A une algébre de Boole. On définit la relation suivante sur A

a<b & aAb=a.

Il est aisé de vérifier quil s’agit d’une relation d’ordref]sur A.

Remarques 1.3.4.

1.

On a
aANb=a & aVb=0b.

En effet, si aAb=a alors aVb = (aAb) Vb= b par 'axiome d’absorption. De méme,
siaVb=balorsaAb=aA(aVb) =a Autrement dit, a < b si et seulement si
aVb=b0.

Il est clair que 1 est I’élément maximum de 'algébre de Boole A et 0 I’élément
minimum.

Exemple 1.3.5. Si A est un ensemble non vide, le quadruplet (P(A),N,U,C) est une
algebre de Boole o1 1 = A, 0 = () et ou la relation d’ordre est I'inclusion.

Définition 1.3.6. Soit A une algébre de Boole. Un sous-ensemble non vide Ay de A est
une sous-algébre de Boole de A si

a,be Ay = (aNb, aVbeta® € A).

8. Une relation est une relation d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.
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Remarques 1.3.7.

1. Toute sous-algeébre de Boole Ay contient 1 et 0.
En effet, sia € Ag alors 1 =aVa*,0=aAa* € A.

2. Une sous-algébre de Boole Ay de A est une algébre de Boole ot on a restreint les
opérations de A a Aj.

3. L’intersection de sous-algébres de Boole est une sous-algébre de Boole.

Pour tout X C A ou A est une algébre de Boole, on peut a présent définir la plus
petite sous-algébre de Boole contenant X, qui est 'intersection de toutes les sous-algébres
de Boole de A contenant X.

Définition 1.3.8. Soient A une algébre de Boole et X C A un ensemble. La sous-algébre

engendrée par X est la plus petite sous-algebre de Boole de A contenant X. On la note
(X).

On peut montrer le résultat suivant. Pour une démonstration nous conseillons [4] au
lecteur.

Proposition 1.3.9. Une sous-algébre de Boole engendrée par un ensemble fini est finie.

Définition 1.3.10. Soient A une algébre de Boole et b € A. On pose
Ay ={ae A|a<b}
et on définit V 4,, A4, et ** des opérations sur A, comme étant

Cl,l\/_AbCLQ:al\/CLQ
al/\Abagzal/\az/\b

a™# =a"Ab

pour tous aj,as,a € A,. Dans ces conditions, la quadruplet (Ap, Aa,,V.a,,™ ) est une
algebre de Boole. Et on a a Ay, a™ =0et aVy, a™ =bsia€ A,.

Définition 1.3.11. Soit A une algébre de Boole. Un élément a € A\ {0} est un atome si
beAetb<a) = (b=0oub=a).

Exemple 1.3.12. Les atomes de I'algébre de Boole (P(A),N,U,L) ott A # @ sont les
singletons. En effet, il est clair que les singletons sont des atomes. De plus, si B € P(A)\{0}
n’est pas un singleton alors il existe b € B tel que

{v} < B.

Ainsi, {b} # () et {b} # B; donc B n’est pas un atome.
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La proposition suivante donne une autre caractérisation des atomes.

Proposition 1.3.13. Sia € A\ {0} alors a est un atome de A si et seulement si pour
toutbe A, a<bouaANb=0.

Démonstration.
Si @ est un atome et sibe A, ona (aAb)Aa=aAbdoncaAb<a;vu la définition
des atomes, on a alors a A\b=0ouaAb=a (i.e. a <D).

Montrons & présent que la condition est suffisante. Soit b € A tel que b < a. Si b # 0,
alors b = a A b # 0 et donc par hypothése, a < b. Par antisymétrie, il vient alors b = a. [

Remarque 1.3.14. La condition a A b = 0 de la proposition précédente est équivalente a
a<b*(ie.aNb*=a). Eneffet, siaNb=0alors a Ab* = (a Ab*)V(aAb) =aAl=aet
siaAb* =aalorsaAb=(aANb*)ANb=0.

Remarque 1.3.15. Sia,b € A\ {0} sont des atomes alors a Ab = 0 si a # b. En effet, vu
la proposition [1.3.13] et puisque a est un atome, on a a < boua Ab = 0. Si a < b alors
a="boua=0 car b est un atome, ce qui est impossible. Donc a A b = 0.

Nous aimerions montrer un résultat trés important pour la suite qui affirme que n’im-
porte quel élément d’une algeébre de Boole finie s’écrit comme la sup des atomes plus petit.
Pour cela, nous définissons une algébre de Boole atomique et nous montrons que les algébres
de Boole finies sont atomiques.

Définition 1.3.16. Une algébre de Boole A est atomique si pour tout a € A\ {0}, il existe
un atome b de A tel que b < a.

Proposition 1.3.17. Toute algébre de Boole finie est atomique.

Démonstration. La méthode utilisée pour cette démonstration est du méme type que la
méthode de descente infinie de Fermatf] Soient A une algébre de Boole finie et ag € A\ {0}.
Si ap est un atome, il n’y a rien a faire car ag < ag. Sinon, il existe a; € A\ {0} tel que
a; < ag et ay # ag; si a; est un atome, le résultat est démontré. Sinon, il existe a; € A\ {0}
tel que as < ay et as # aq ; si ag est un atome, le résultat est démontré. En étirant le procédé
et puisque l'algébre est finie, il existe a, € A\ {0} un atome tel que a, < a,—1 < a et
ay # an_1, ce qui permet de conclure. O

Nous pouvons a présent montrer le théoréme souhaité.

9. Celle-ci utilise le fait que toute suite décroissante d’un ensemble ordonné possédant un plus petit
élément, est forcément finie.
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Théoréme 1.3.18. Soit A une algebre de Boole finie. Pour toutb € A, on a

b= \/ a.
a<b
a atome

Démonstration. Soit b € A. Posons

C = \/ a,
a<b
a atome

il est clair que ¢ < b carm

c/\b:( \/ a)/\b: \ (anb)= "\ a=c
a<b a<b a<b
a atome a atome a atome
Il reste & montrer que b < ¢; c’est-a-dire b A ¢ = b ou encore b A ¢ = 0, vu la remarque
1.3.14] et puisque (¢*)* = ¢. Procédons par 'absurde et supposons que b A ¢* # 0. Par la
proposition [[.3.17] et puisque A est fini, A est atomique et il existe alors ag un atome tel
que ag < b A c*. Or,
(bAC)ANb=bAC"
donc b A ¢* < b et par suite, ag < b. De plus, ag < ¢ car ag A < V a) = V (agANa)et

a<b a<b
a atome a atome

on a
{ag/\a:ao sia = ag

agNa =0 sia # ag remarque |1.3.15]

ag <bAC", ay<b et ay<c

Pour résumer, on a

et on obtient ainsi[]
ag=ag AN (bAC)ANbANc)=ag ANDAC Ne=0,

ce qui est absurde puisque aq est un atome. O

1.4 Théoréme d’extension de mesure

Désormais, nous avons a notre disposition tous les outils pour pouvoir construire une
extension de la mesure de Lebesgue définie sur R?. Plus précisément, nous démontrons le
théoréme qui étend sur une algébre de Boole une mesure définie sur un de ses sous-anneaux.

10. Puisque ’algébre est finie, il y a un nombre fini d’atomes a tel que a < b; ainsi, on montre facilement

que
( \/ a)/\bz \/ (a AD).
a<b a<b
a atome a atome
11. Tl est évident que si a < a; pour tout ¢ € {1,...,n} alors a < a3 A--- A ay.
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1.4. Théoréme d’extension de mesure

1.4.1 Théoréme d’extension

Commencons par une série de définition.

Définition 1.4.1. Un automorphisme g : A — A d’une algebre de Boole A est une
bijection qui préserve les opérations A, V,*.

Définition 1.4.2. Une mesure p définie sur une algébre de Boole A est une application
p: A —[0; 00]
finiment additive (i.e. u(aVb) = pu(a)+p(db) Va,b € A tels que aAb = 0) telle que p(0) = 0.

Définition 1.4.3. Une mesure ezhaustive et finiment additive sur Uensemble[?] X est une
mesure 4 : P(X) — [0; 00] définie sur I'algébre de Boole P(X).

Définition 1.4.4. Soit G un groupe d’automorphismes d’une algébre de Boole A. Une
mesure p définie sur A est G-invariante si u(g(a)) = u(a) pour tout a € A et pour tout
g€,

Définition 1.4.5. Un sous-anneau Ag d’une algébre de Boole A est un sous-ensemble non
vide de A tel que
a,be Ay = aVb aNb € A,.

Remarques 1.4.6.

1. L’intersection de sous-anneaux est un sous-anneau.

2. Une sous-algebre de Boole est toujours un sous-anneau. En particulier, I'intersection
d’une sous-algebre de Boole avec un sous-anneau est un sous-anneau.

3. Un sous-anneau contient toujours 0.
Pour plus d’informations sur l’exemple suivant, le lecteur peut consulter [16].

Exemple 1.4.7. La collection des ensembles Lebesgue-mesurables dans R™ est un sous-
anneau de l'algébre de Boole de P(R") car ’ensemble des ensembles Lebesgue-mesurables
est, en particulier, stable par passage au complémentaire, union finie et intersection finie.

Définition 1.4.8. Soit G un groupe d’automorphismes d’une algébre de Boole A. Le
sous-anneau Ay de A est G-invariant si pour tout g € G on a g(Ag) C Ap.

Remarque 1.4.9. On peut définir une mesure p sur le sous-anneau 4y de la méme fagon
que sur 'algeébre de Boole A, c¢’est-a-dire une application p : Ay — [0; oo] finiment additive
et telle que p(0) = 0.

Exemple 1.4.10. La mesure de Lebesgue est définie sur le sous-anneau des ensembles
Lebesgue-mesurables. De plus, elle est G(n)-invariante.

12. Pour plus d’informations sur les mesures définies sur un ensemble, nous conseillons [16] au lecteur.
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1.4. Théoréme d’extension de mesure

La proposition suivante est un premier grand pas vers notre objectif, & savoir étendre
la mesure de Lebesgue a tout R? en une mesure G/(2)-invariante et finiment additive.

Proposition 1.4.11 (AC). Soit Ay un sous-anneau d’une algébre de Boole A. Si u est
une mesure sur Ay alors il existe une mesure i qui étend p sur A.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que A est fini et procédons par récur-
rence sur le nombre d’atomes de A.

Cas de base : A ={0,1}
Soit Ag = {0} et on pose fi = 0 sur A, soit Ay = {0,1} et il n’y a rien a faire.
Induction :

Si Ay = {0} alors 1 = 0 sur A convient. Si Ay # {0} soit b € Ay \ {0} minimal dans
Ag, ie. (a€ Ay, a<b)= (a=boua=0). Ona

Ay ={acAla<b}CA

et il est clair que Ay N Ay est un sous-anneau de 'algébre de Boole Ap-. Une simple
vérification nous apprend que les atomes de Ay sont des atomes de A et nous allons
montrer qu’il existe un atome de A qui n’est pas un atome de Ay-. Dans ce cas, on pourra

appliquer I'hypothése de récurrence & la mesure fi,4,.4,, définie sur le sous-anneau AgNAp-
de 'algebre de Boole Ayp-.

Par la proposition [1.3.17| et puisque A est fini, il existe ag € A\ {0} un atome de A tel

que ag < b. De plus, cet atome n’appartient pas a A,«, car sinon ag < b*, d’ou
ag AN b* = ag = (ag ANb) Nb* = qy car ap Ab = ag
= ag A\ 0 = ay,
ce qui est absurde. Par hypothése de récurrence, il existe une mesure v : A, — [0; 00] qui
étend fi4na,,- Sia € A\ {0} est un atome alors, vu la proposition [1.3.13| et la remarque
1.3.14, a < b* ou a < b; on pose
i(a) = v(a) sia<b*

fa) = pb)  sia=ag
f(a) = 0 sia < beta#ap.

De cette fagon 1 est bien déﬁni@ sur tous les atomes de A. Si ¢ € A on pose,

file) = > Fla)

a<lc
a atome

13. Précédemment, on a déja remarqué que si a est un atome tel que a < b alors a £ b*.
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1.4. Théoréme d’extension de mesure

et 'application i : A — [0; 00] est celle recherchée car, comme nous allons le montrer,
elle est finiment additive et on a 7, = p sur Ag. Montrons d’abord qu’elle est finiment
additive. Soient u,v € A tels que u Av =0, on a

{a € A | aatome, a <uVv}={a€Alaatome, a <u}U{a € A|aatome, a <v}

de fagon disjointe. En effet, si a € A\ {0} est un atome tel que @ < u et a < v alors
a=aNuNv=0,cequin’est pas possible. Pour montrer 1’égalité, procédons par double
inclusion. Soit a un atome de A tel que a < uVv et a £ u (en particulier, par la proposition

1.3.13, a Au=0). On a
a=aN(uVov)=(aAu)V(aAv)=aAw,

ce qui montre que a < v. Soit a un atome tel que a < u (le cas on a < v est similaire). On
sait que a ﬁ v et par conséquent, a A v = 0 (proposition [1.3.13)) et par suite,

aN(uVo)=(aAu)V(aAv)=a,

ce qui montre que a < u V v. Finalement,

auvoe)= % ma)= Y @ma)+ Y #la)=7naw)+a)

a<uVv a<u a<v
a atome a atome a atome

et 1z est finiment additive. Pour montrer que z , = p sur Ay, commengons par remarquer
que 7I,,, = v, car si ¢ € Ay (i.e. c<b*),ona

fi(e) = ; fi(a)

= > va) a<c<b*=a<b
a<c
a atome

= V( \V a) v est finiment additive et remarque [1.3.15
<
az?t?)fne

= v(c) A est fini et théoréme [1.3.18,

Montrons maintenant que fi(d) = u(d) si d € Ap. Soit d € Ap; on sait que bAd < b et par
minimalité de b, on obtient b < d ou d A b = 0. Dans le premier cas, on a bV d = d. Par
conséquent, d = (bV d) A (bV b*) =bV (d Ab*) et il s’ensuit que

i(d) = b v (dAb)) = n(b) +a(d A7)

car bA (dAb*) = 0. Or dAD* € AgNAp+, donc Ti(d Ab*) = v(dAb*) = pu(d Ab*). On a aussi
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1.4. Théoréme d’extension de mesure

et donc (b)) = fi(ag) = p(b). Finalement,
A(d) = a) + a(d A b") = p(d) + p(d Ab*) = p(b v (dADY)) = u(d).
Dans le deuxiéme cas, d A b* = (d Ab*) V (d Ab) = d donc d € Ay N Ap-. Il s’ensuit que
7i(d) = v(d) = p(d). Ainsi, dans tous les cas, fi(d) = p(d) si d € Ay, d’out la conclusion.
Supposons & présent que A n’est pas fini. Soit C une sous-algébre finie de A. On pose

M(C) = {v € [0; 0] | vic mesure qui étend fycna, }

et vu le cas précédent, M(C) est non vide; de plus il est fermé. Soient n e NO et Ci,...,C,
des sous-algebres finies de A. Dans ce cas, par la proposition 9, (CtU---UC,) est une
sous-algébre finie de A et on a

0+M(<CU---UC,>)CMQC)N---NM(Cp).

Par conséquent, étant donné que [0; 0o]* est un compact (théoréme de Tychonoff [14]) et
que
M ={M(C) | C sous-algebre finie de A}

est une famille de fermés dont toutes les sous-familles finies sont d’intersection non vide,

alors
N M(C)#0.

M(C)eM

Un élément de cette intersection satisfait 1’énoncé. En effet, si

ve () M(C)
M(C)eM

alors v : A — [0;00] et v(0) = 0. De plus, v(u Vv) = v(u )—i—u(v) siuAv =0 car
M ((u,v)) € M. Pour finir, si u € Ay alors v(u) = pu(u) car M ((u)) € M O

Pour la suite, donnons deux définitions et rappelons un théoréme.

Définition 1.4.12. Soit X un ensemble. L’application p est une moyenne sur X si c’est
une mesure exhaustive sur X, finiment additive telle que p(X) = 1.

Définition 1.4.13. Le groupe G est moyennable s’il existe une moyenne G-invariante sur
G (G agissant sur lui-méme par I'action de translation & gauche).

Théoréme 1.4.14. Soient X un ensemble et G un groupe qui agit sur X. St p est une
mesure exhaustive G-invariante sur X et f une application définie sur X et a valeur dans
[0; o], alors

[ 1) du(@) = [ f(h-2) dp(z)

pour tout h € G.
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1.4. Théoréme d’extension de mesure

Démonstration. Notons ST ’ensemble des fonctions simples définies sur X a valeurs posi-
tives. Et rappelons que dans les conditions de 1’énoncé, on a

[ 7@ aue) = sup{ [ g@) dpx) | g € §* et g < f}.

Soit g une fonction simple sur X & valeurs positives telle que g < f. Il existe alors
n €Ny, ar,...,a, >0et Ay,..., A, C X des ensembles deux & deux disjoints tels que

g(x) = aixa,(@).
i=1
Soit h € G,ona goh < foh et

olh-2) = axa(h-2) < f(h-2)

i=1

pour tout x € X. Ainsi,
[ o) dutw) = Y ap(h™" - 4)
i=1
= aiu(A;) car pest G-invariant
=1

= [ g(@) du(e).

On en déduit que [ f(z)du(z) < [ f(h-z)du(z) pour tout h € G. De plus,

[reayan@) < [ - (0 2) an) = [ 1) du(a)

pour tout h € GG, ce qui permet de conclure. O
Nous pouvons a présent démontrer le théoréme qui nous intéresse.

Théoréme 1.4.15 (Théoréme d’extension de mesure (AC)). Soit G un groupe d’automor-
phismes d’une algébre de Boole A. Soient Ay un sous-anneau G-invariant de A et p une
mesure G-invariante sur Ag. Si G est moyennable alors p peut étre étendu en une mesure
7 sur A qui est G-invariante.

Démonstration. Vu la proposition [1.4.11]il existe une mesure v : A — [0; 00| qui étend p.
Soit 0 : P(G) — [0; 1] une moyenne G-invariante sur G. Pour b € A on pose

fo: G = [0;00] g w(g (b))
et on définit @ de la fagon suivante

) = [f,dd  sif,est borné
) = o si f, n’est pas borné
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1.4. Théoréme d’extension de mesure

pour tout b € A. Dans ce cas i : A — [0; 00| est une mesure G-invariante qui étend p. En
effet, remarquons que si b € Ay, on a

v(g~ (b)) = (g~ (b)) = p(b)

car Ag et p sont G-invariants et par conséquent, f,(g) = p(b) pour tout g € G. De plus, si
f» n’est pas borné, alors pour tout r» > 0 il existe g € G tel que

fb(g) > T,

c’est-a-dire p(b) > r pour tout r > 0 et donc fi,(g) = u(b) = co. Ainsi, si b € A on a

(b) = [ u(b) a6 = (o)

si fp est borné. Sinon 7i(b) = oo et u(b) = 0o, ce qui montre que 7z = p sur Ay. De plus, 11
est finiment additive. En effet, soient a,b € A tels que a Ab = 0. Il suffit alors de remarquer
que fa\/b = fa + fb-

Il reste & montrer que fi(k(b)) = m(b) pour tout k € G et pour tout b € A. Soient k € G
et b€ A.Si f, n’est pas borné alors fj,;) non plus. En effet, pour tout r > 0, il existe g € G
tel que fy(g) > r et par conséquent, fyp) (ko g) > r. Dans ce cas fi(k(b)) = fi(b) = oo.
Sinon, f, est borné et on a

a(k(b) = J fre(g)do(g)
= [ Sk 0g)db(g)
= [ fi(g)dd(g) théoréme |1.4.14
= 7(b),

ce qui permet de conclure. O

1.4.2 Moyennabilité du groupe G(2)

Nous savons que (P(RQ), N, U, C) est une algébre de Boole et que les ensembles Lebesgue-
mesurables forment un sous-anneau de cette algébre. De plus, G(2) est un groupe d’au-
tomorphismes pour lequel la mesure de Lebesgue est invariante. De cette fagon, si G(2)
est moyennable et grace au théoreme , il existe une mesure exhaustive sur R*, G(2)-
invariante, finiment additive qui étend la mesure de Lebesgue.

Montrons ainsi, que le groupe G(2) est moyennable. Pour ce faire, nous prouvons, d’une
part, que tout groupe commutatif est moyennable et, d’autre part, que si N est un sous-
groupe normal d’un groupe G tel que N et G/jy sont moyennables, alors G est moyennable.

Commencons par une proposition et un lemme.
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1.4. Théoréme d’extension de mesure

Proposition 1.4.16 (AC). Soient I un ensemble d’indices et G; (i € 1) des groupes

tels que pour tous i,j € I, il existe k € I tel que G; et G; sont des sous-groupes de

Gy. Supposons que G; est moyennable pour tout i € I. Alors G = | G; est un groupe
i€l

moyennable.

Démonstration. Vu les hypothéses, il est clair que G est un groupe. Pour tout ¢ € I, notons

1; une moyenne G;-invariante sur G; et posons

M; = {p € 0; 1]P(G) | 1 moyenne G;-invariante}.

L’ensemble M; est non vide et fermé pour tout ¢« € I, car on vérifie facilement que ’appli-
cation

est un élément de M;. Soient ¢, 5 € I, il existe k € I tel que G;,G; C Gy, et par conséquent,

0+ My, C M; N M.

On en tire que 'ensemble {M; | i € I} est une famille de fermés dont toutes les sous-familles
finies sont d’intersection non vide. Par compacité,

MM # 0

icl
et si pu est un élément de cette intersection alors, p est une moyenne G-invariante sur G et
par suite, le groupe G est moyennable. O]

Remarque 1.4.17. Soient GG un groupe et C la collection de tous les sous-groupes finiment
engendrés de G. On a
G=H
HeC
et si Hy, Hy € C alors il existe H3 € C tel que Hy C Hs et Hy, C Hs. Ainsi, pour mon-
trer qu’'un groupe est moyennable, il suffit de montrer que tous ses sous-groupes finiment
engendrés le sont.

Lemme 1.4.18. Soit G = (g1, ...,gn) un groupe commutatif. Pour tout € > 0, il existe
e : P(G) — [0; 1] une application telle que
(1) pe(G) =1;

(ii) pe(AU B) = pu.(A) + pe(B) pour tous A, B C G tels que ANB=10;
(111) |pe(A) — pe(gi - A)| < e pour tout A C G et tout i € {1,...,n}.

2
Démonstration. Soient € > 0 et N € Ny tel que N <e.On pose

N (A) = #{(k1,... k) | 1<ky,...;kn < Netgho-..ogh e A}

14. Ou #X représente le cardinal de I'’ensemble X.
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pour tout A C G. On sait que
#{(k1,. .. ky) | 1<ky,....kph < Netgi'o---ogfr € A} < N™;

en particulier, le point (i) est vérifié et, de plus, le point (ii) est évident. Sii € {1,...,n}
alors, vu la commutativité, on a

k k; kn
gllo...ogi ogn EA

& giogito---ogit-ogkheg- A
& gilo-ogitogineg - A
et on en tire que
2Nn"1 2
pe(A) = pelgi- A £ —7— = 7 <«
pour tout i € {1,...,n}; d’ou la conclusion. ]

Proposition 1.4.19 (AC). Tout groupe commutatif est moyennable.

Démonstration. Vu la remarque [1.4.17} il suffit de montrer que si H = (¢g1,...,9,) C G
alors il est moyennable. Soit € > 0, posons

M, = {p € [0; 117U | 1 vérifie (i), (i4) et (i44) du lemme [LZIS}

et par le lemme [1.4.18], M, # 0. De plus, pour tout € > 0, M, est fermé. Soient p € Ny et
€1,...,6p >0, 0n a
0#M» CM,N---NM,

inf 1or
=1

et par compacité de [0,1]7*) on a N M. # 0. Soit

e>0

pe (M.,

e>0

on a trivialement pu(H) = 1 et u(AU B) = pu(A) + u(B) pour tous A, B C H tels que
ANB=0.Deplus,siie{l,....,n}, ona

[1(A) — p(gi- A)| < e

pour tout € > 0 et tout A C H. Finalement, u(A) = p(g; - A) pour tout i € {1,...,n} et
tout A C H ; par conséquent, pour tout g € H, on a u(A) = p(g-A), d’ot la conclusion. [

La proposition suivante nous permettra d’affirmer que n’importe quel groupe résoluble
est moyennable. Avant de I’énoncer et de la démontrer, rappelons la définition d’un sous-
groupe normal et fixons les notations.
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Définition 1.4.20. Soit H un sous-groupe d’un groupe G. On dit que H est un sous-groupe
normal de G si
roH=Hox

pour tout x € G. Dans ce cas, on notera H < G.

Proposition 1.4.21. Soit N un sous-groupe normal d’un groupe G. St N et G/j sont des
groupes moyennables alors G est moyennable.

Démonstration. Soit py (resp. p12) une moyenne N-invariante (resp. G/j-invariante) sur
N (resp. sur G/p). Pour tout A C G, on pose

fa : G/N — [0;00] goN = i (NngtoA).
Cette définition est bien indépendante du représentant choisi. En effet, si
groN =gsoN
dans G /)y alors il existe h € N tel que
gi=goh & glogi=h & g'=hog
ainsi pour tout A C G, on obtient

fa(gaoN) = m(Nngy'oA)
(NN (hogt)oA)
pr(ho(NNgitoA)) carhoN =N
(NNgitoA) car j; est N-invariant
(

=

= fa gloN)'

Posons
p: G — [0;00] Ar—>/ fadpus,
G/N
cette application est une moyenne G-invariante sur G. En effet, fo(go N) = (V) =1

pour tout g € G et donc, u(G) = 1 puisque po est une moyenne sur G /. De plus, p est
clairement finiment additive et si g € Get A C G, on a

froalho N) = (N O A~ 0 go A) = jy (N 11 (g7 0 h) ™ 0 A) = falg™ o ho )
et par le théoréeme [1.4.14] on a

,u(gOA) :/G/NngAdMQZ/G/NfAdMQ :M(A)a

ce qui prouve que u est G-invariante. (]
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Comme annoncé, nous déduisons directement de ces deux propositions que tout groupe
résoluble[r_g] est moyennable. En effet, rappelons que si G est un groupe résoluble alors il
existe

{e}:GO7 Gla"'a Gn—la Gn:G

une suite de sous-groupes de G tels que G; <G et le groupe G;yq /Gi est commutatif pour
tout i € {0,...,n— 1}. Dans ce cas, Gy et G /Go sont des groupes moyennables, puisqu’ils
sont commutatifs. Par la proposition [I.4.2T] on en déduit que G est moyennable. De la,
G5 est moyennable puisque Gy et Go /(3 ) le sont. En itérant, on prouve la moyennabilité du
groupe résoluble G.

A présent, nous montrons que G(2) est un groupe résoluble. Pour ce faire, rappelons
quelques notions élémentaires. Si g € G(2) alors il existe[f] p € SO(2) et 7 € T(2) tels que
g=Topoug=rTopououu est laréflexion, i.e. u: (z,y) — (x,—y).

Proposition 1.4.22. Le groupe G(2) est résoluble.

Démonstration. 1l suffit de considérer la suite
{e} « T(2) < (T(2), SO(2)) <« G(2).

En effet, par définition d'un sous-groupe normal, on a T'(2) < (T(2), SO(2)) et par le
premier théoréme d’isomorphieE] appliqué a 'application déterminant noté det, on a

(T(2), SO(2)) 2G(2)
car ker(det) = <T(2), SO(Q)>. De plus,

(T(2), SO(2))/r(2)=50(2) et G@/(1(2), SO2)) = {u.e}
Or, SO(2) et {u, e} sont des groupes commutatifs. D’ou la conclusion. O
On en tire un corollaire immeédiat.
Corollaire 1.4.23 (AC). Le groupe G(2) est moyennable.

Nous sommes & présent capables de montrer que les ensembles paradoxaux de R* (pour
le groupe des isométries) sont d’intérieur vide. Pour ce faire, notons £ la mesure de Lebesgue
et £ la mesure finiment additive obtenue en appliquant le théoréme a la mesure de
Lebesgue définie sur le sous-anneau des ensembles Lebesgue-mesurables de P(R?).

15. Pour un complément d’informations, le lecteur peut consulter [6].

16. Ou un élément de SO(2) est vu comme une application linéaire dont la matrice qui la représente
dans la base canonique est de déterminant 1.

17. Qui stipule que si f : G — H est un homomorphisme de groupes alors, f(G) est un sous-groupe
de H, ker(f) est un sous-groupe normal de G et G /ker( f) est isomorphe a f (@). Pour plus de détails, le

lecteur est invité & consulter [5].
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Théoréme 1.4.24. Si X C R? est un ensemble paradozal pour le groupe G(2) alors il est
dintérieur vide.

Démonstration. Par hypothése, il existe Xi, Xy C X tels que X1 N Xy, =0, X; ~ X et
Xy ~ X. On peut supposer que X; U Xy = X (remarque _ Dans ce cas, il existe des
partitions (X ;)" et (X2,)7, de X; et X, respectivement, ainsi que des éléments de G(2)
fiso oy fuy Gy - -5 gm tels que (fl(Xg,l))z:1 et (g;(X2,))™, soient tous les deux des partitions
de X

ty € X tels que

Procédons par I'absurde et supposons que X # (). Tl existe 0e
L(B(y,r)) = 0.

r >
B(y,r) C X. Pour obtenir une absurdité, montrons que £(B(y,r)) =

Posons

s= max {|ly — 7' (W), ly — .gj_l(y)|}'

1<i<n
1<j<m

De cette facon, si € B(y,r) et puisque f; ' est une isométrie, on a
ly = f @ <y = [T W)+ 17 () = f7 (@)
<ly—f7' Wl + 1y — |
<s+r,

cest-a-dire f;*(B(y,r)) € B(y,r +s) € X. De méme, g; *(B(y,7)) € B(y,r +s) C X. 1l
est clair que

s

O fl Xlz ﬂB(Z/? ))Z

=1

(9:(X2.4) N B(y,7)).

1

.
Il

On en tire que

DE(Bly.r)) = S L(A(X0,) 1 By 1) + iz(gz(Xm)ﬂB(ya ")

@
I
—
.
H

NE

L(f7 (fi(X1) NV B(y, 1)) + 3 L(g; (9:(X2a) N By, 7))

I
M:

1

N
Il
..
Il
—

L((X1,)NB(y,r+s))+> L((X5:) N B(y,r +3))

IA
[M:
NE

Il
—

7

IA
o

B(y,r + s)).
Par récurrence, on obtient 'inégalité

2"L(B(y,r)) < L(B(y,r + ks))
pour tout k£ € N. En passant a la limite, il vient

— m(r+ks)>
0 <Z(Bly7) < Jim == =0,

ce qui suffit. O
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Chapitre 2

Le paradoxe de Von Neumann ]

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que les ensembles paradoxaux du plan pour
le groupe des isométries, sont d’intérieur vide. Il est donc nécessaire de modifier ce groupe
si nous voulons espérer obtenir des ensembles paradoxaux dans le plan d’intérieur non vide.
Ceci fait 'objet de ce chapitre. En effet, nous présentons le paradoze de Von Neumann qui
stipule que sous ’action d’un certain groupe G, le carré unité est paradoxal. Il s’agit d'un
groupe de transformations afﬁnesﬂ préservant les aires, ainsi une notion paradoxale est
conservée. Notons que pour ce paradoxe, comme pour celui de Banach-Tarski, I'axiome du
choix est indispensable.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous faisons quelques rappels sur les applications
affines et nous mettons en place les outils nécessaires a la démonstration du paradoxe de
Von Neumann. Ensuite, nous donnons des conditions suffisantes pour qu’un ensemble soit
paradoxal. Enfin, nous terminons par la démonstration du paradoxe de Von Neumann.

2.1 Préambule

Le paradoxe de Von Neumann fait appel a des applications affines; c¢’est pourquoi
dans cette section, nous en rappelons la définition et nous donnons quelques-unes de leurs
propriétés. De plus, nous introduisons le groupe d’applications affines SA(2,7Z) et nous
définissons une relation d’équivalence sur R? qui sera un outil extrémement important
pour la démonstration de ce paradoxe.

Définition 2.1.1. Une application f : R" — R" est affine si pour tout m € Ny, on a
f(Oéll'l +---+ Oémmm> = alf(x1> + -+ O‘mf(xm)

pour tous xi,...,%, € R" et tous ay,...,a, € R tels que >, o; = 1. On vérifie facile-
ment que I’ensemble des applications affines bijectives muni de la composition de fonctions
forme un groupe que 'on note A(n).

1. John Von Neumann (1903-1957) est un mathématicien et physicien américano-hongrois.
2. Le terme « transformation affine » est utilisé pour désigner une application affine bijective.
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2.1. Préambule

Remarque 2.1.2. Une application linéaire [ : R™ — R" est en particulier affine.

Les deux prochains résultats, font le lien entre les applications affines et les applications
linéaires. On montre en fait qu’une application affine n’est rien d’autre qu’une application
linéaire composée avec une translation.

Lemme 2.1.3. Une application affine f:R"™ — R" telle que f(0) = 0 est linéaire.
Démonstration. Soit o € R on a
flox) = flaz + (1 = a)0) = af(z) + (1 — a)f(0) = af(z)

pour tout z € R". On a aussi

1 1 1 1 1 1 1 1 1
5f(x+y) = §f(0)+§f(l’+y) —f(§0+§($+y)) —f(§x+§y) = if(f’?)JFif(y)
pour tous z,y € R". D’ou la conclusion. ]

Proposition 2.1.4. 5i f : R" — R" est affine alors il existe une unique application linéaire
[:R" — R" telle que
f(x) = U(x) + f(0)

pour tout v € R"™.

Une application affine est donc la composée d’une application linéaire par une transla-
tion.

Démonstration. Si une telle application linéaire [ existe, on a forcément (z) = f(z) — f(0)
pour tout z € R". Si l(x) = f(x) — f(0), on vérifie facilement que [ est une application
affine puisque pour tous zy,...,z,, € R" et tous ay,...,a, € R tels que 3", a; =1, on a

l(z Oéixz‘) = Z Oéif(xz‘) - Z Oéz'f(o) = Z ai(f(xi) - f(O)) = Z Oéz‘l(l‘i)-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
De plus, [(0) = 0 et on conclut par le lemme [2.1.3] O

Avant de poursuivre, faisons quelques rappels sur les représentations matricielles des
applications linéaires. Pour plus de détails, nous conseillons [18]. Soient E et F' deux
espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K. On note Z(F, F') 1’ensemble des
applications linéaires de F dans F'. Soient | € Z(E, F), U = (uy,...,u,) une base de E et
V = (vq,...,v,) une base de F. La j*™¢ colonne de la matrice représentant [ dans les bases
U et V est formée des composantes de {(u;) dans la base V. On note cette matrice My (1)
ou M(l) ou encore simplement M s’il n’y a aucune confusion possible. L’application

g(E,F) —>sz ZHMUJ/(Z)
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2.1. Préambule

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. De plus, 'application

g(E, E) — Kz [ — MU,U(Z)

est un isomorphisme d’anneaux. Si U’ = (u}, ..., u,) est une autre base de E alors il existe

S € K], inversible tel que
MU’U(Z) = SilMUQU/(l)S.

En particulier, det(My (1)) = det(My: (1)) et on peut noter ce déterminant det(l) puis-
qu’il est indépendant de la base choisie.

Remarque 2.1.5. Soient f une application affine et U une base de R". On a

f(z) = l(x) + £(0) = Myy(D)z" + f(0)
pour tout x € R"™ ou [ est 'application linéaire de la proposition [2.1.4, On note cette
matrice My (f) (ou M(f) ou simplement M) et on pose det(f) = det(l).

Sauf mention explicite du contraire, dans la suite de ce travail on considérera toujours
comme base U = (e, ..., e,) la base canonique de R". On confondra également I’ensemble
des applications linéaires représentées (dans la base canonique) par une matrice d’un groupe
G et le groupe G. Par exemple, on confondra 1’ensemble des applications o telles que
My (o) € SL(2) et le groupe SL(2).

Définition 2.1.6. On pose
SA(n,Z) ={o € A(n) | Myy(o) € SL(n,Z)}

ot SL(n, Z) est le groupe des matrices entiéres de dimension n et dont le déterminant vaut
1. Il est clair que SL(n,Z) est un sous-groupe de SA(n,Z) qui est lui-méme un sous-groupe
de A(n) et que par conséquent, leurs éléments sont des bijections. De plus, T'(n) est un
sous-groupe de SA(n,Z).

Nous verrons plus tard que le groupe utilisé pour le paradoxe de Von Neumann est
un sous-groupe de SA(2,7Z). A présent, nous allons montrer que les éléments de SA(n,Z)
préservent les aires en utilisant un résultat plus général et bien connu.

Rappel. Soient A C R" un ensemble Lebesgue-mesurable et f € A(n). On a
L(A) = [det(f)] L(f(A))-
En effet, par définition on a
L(A) = / dz
A

et si on effectue le changement de variable d’ordre infini t = f(x) entre R" et lui-méme,
alors la matrice Jacobienne est donnée par M = My y(f). On obtient ainsi

L(A) = /

f(A
ce qui implique L(A) = | det(f)| L(f(A)).

) | det(M)]dt = | det(M)[| L(f(A)),
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2.1. Préambule

Corollaire 2.1.7. Les éléments de SA(n,Z) préservent les aires.
Démonstration. C’est un corollaire immédiat du rappel sachant que
det(o) =1

pour tout o € SA(n,Z). O
Notation. On note J = [0, 1[x[0, 1] le carré unité dans R*.
Définition 2.1.8. On définit la relation ~g> sur R? de la facon suivante :

gy & 3 (myn) €Z 0 y=x+ (m,n).
On vérifie facilement que ~g2 est une relation d’équivalence sur R,

Montrons une premiére propriété de cette relation.

Proposition 2.1.9. Soit x = (1, 15) € R%. Il existe un unique y € J tel que x ~g2 y. On
note ce point .

Démonstration. Montrons d’abord I'existence. Si on pose
o’ = (21— |21], 22 — [22]),

il est clair que 2’ € J et que o’ ~p2 x. Passons a présent a l'unicité. Si y = (y1,y2) et
z = (21, 29) sont dans J et tels que

Yyr~p2 & et 2z opex
alors par transitivité, on a y ~p2 z. Par conséquent, il existe (m,n) € Z? tel que

y—z=(m,n)
& (h — 21, Yo — 22) = (M, n);

ory; —z € —1,1] et yo — 29 €] — 1,1] et par suite, y; — 23 = 0 et yo — 29 = 0, ce qui
prouve que y = z. O]

Le lemme suivant est extrémement important pour la suite et sera, par conséquent,
utilisé abondamment.

Lemme 2.1.10. Soient x,y € R? tels que x ~g2 3. Si o € SA(2,7Z) alors o(x) ~g2 o(y).
Démonstration. Par hypothése, il existe (m,n) € Z* tel que y = = + (m, n); c’est-a-dire
y—ax+ (—m,—n) =0. (2.1)
Soit o € SA(2,Z). En appliquant o dans les deux membres de (2.1]), on obtient
a(y) —o(x) + o((=m, —n)) = a(0).
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2.1. Préambule

On sait qu’il existe M € SL(2,7Z) tel que o(z) = Ma" + ¢(0) pour tout z € R*; ainsi,
o(y) = o(z) = (0) = o((=m, —n))
")+ o(0)

On en tire que o(y) = o(x) + (m’,n’) et donc o(x) ~p2 o(y). O
Définition 2.1.11. Soit 0 € SA(2,Z), on note ¢ : J — J I'application telle que

—

x— d(x) =o(x).
La proposition suivante, donne quelques caractéristiques de cette application.

Proposition 2.1.12. Soit 0 € SA(2,7Z). L’application 6 : J — J est une bijection. De
plus, il existe (B;)?_, une partition finie de J et (1;)7_, des éléments de T'(2) tels que

0O=T,00
sur B; pour tout i € {1,...,n}.

Démonstration. Montrons d’abord que & est une bijection.

Injectivité : Soient z,y € J tels que 7(z) = &(y). On a

a(y) ~ge2 (y) = 7(x) ~g2 0(2),

ce qui montre que o(y) ~pz o(z). Puisque SA(2,7Z) est un groupe et en appliquant le

lemme 2.1.10 on a
o (o(y)) ~ge o (o(x)),

c’est-a-dire x ~p2 y. Ainsi, x =y car x,y € J.

Surjectivité : Soit x € J. On a 0~!(z) ~g2 o '(x) et en appliquant le lemme [2.1.10, on

obtient

o(o=1(z)) ~g2 o(o (z)) = 7.

On en tire que (0~ (x)) = x, ce qui montre la surjectivité car o= (z) € J.

Montrons & présent la deuxiéme partie de la proposition. Soit I : R? — R? I’application

linéaire telle que
o(x) =1(x)+ o(0)

pour tout € R®. On a J = {ae; + Bes | a, 8 € [0, 1]}, ainsi on obtient
o(J) = {al(er) + pl(ez) | a, 6 € [0,1[} + 0(0)
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2.1. Préambule

et donc o(J) est borné. Il existe donc (p, q) € N? tel que

P q

O'(J) g U U Ai,j

i=—pj=—q

ot A;; =J+(¢,7). On pose

Bi,j = 0'71<Ai,j) NnJ
pour tout (i,5) € {—p,...,p} x{—q,...,q} = A; quitte a restreindre I’ensemble d’indice,
on peut supposer avoir B; ; # () pour tout (i,j) € A. Puisque o est une bijection et que les
A; ; sont deux a deux disjoints,

(Bij)(i.g)ea
est une partition finie de J. Dans ce cas, pour tout x € J, il existe un unique (i, jo) € A
tel que x € B;, j,- De plus, pour tout (i, j) € A et pour tout = € B; j, on a o(x) € A; ;. Par
conséquent, on obtient
o(x) = (i,]),
ce qui permet de conclure. O

Q)
—
=

I
X
&

I

Notation. Soit X un ensemble. Notons B(X) le groupe des bijections de X dans lui-méme.
Proposition 2.1.13. L’application
T SA(2,Z) - B(J) o—a

est un homomorphisme de groupe pour la composition de fonctions. De plus, elle est injec-
tive sur SL(2,7Z). En particulier, c¢’est un isomorphisme de SL(2,7Z) dans son image.

Démonstration. Soit o1, 09 € SA(2,7Z), montrons que

aO@:(UloUz)

sur J. Soit x € J. On a o9(x) ~p2 02(x) et en appliquant le lemme [2.1.10, on obtient

01(05(x)) ~pe 01(02(x));

et par suite,

On en tire que

o1(o2(x))

= (01 0 09)(7)

— (010 02)(a).

3. En fait, o(J) est un parallélogramme dont les sommets sont ¢(0), {(e1) + o(0), l(e2) + o(0) et
1(61) + 1(62) + O’(O)
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2.1. Préambule

Par conséquent I’application o — ¢ est un homomorphisme.

Soit o € SL(2,7Z) tel que & = id|;. Montrons que o = id sur R? (i.e. 'application
o +— & est injective). Par hypothése, on sait que

g(x)==x
pour tout x € J. Il existe donc (m,n) € Z? tel que
x = o(x)+ (m,n),

ce qui montre que x — o(z) € Z* pour tout = € J. De 1a, on doit avoir o; = id|;. Sinon,
solent xg € J tel que xg — o(xg) # 0 et n > 2 un entier tel que
xo — o(xg) 9
———— ¢ 7
¢
(par exemple n = pged((zo — 0(20))1, (2o — 0(20))2) + 1 convient). Ainsi, par linéarité on
a
D () )y g
n n n
ce qui est impossible puisque
r—o(z) € Z?

x
pour tout x € J et que 20 e J. Ceci implique que ¢ = id sur R% En effet, si (a,b) € R?
n

alors ] ]
(Cl, b) =2a (77 O) +2b (07 7)
2 2
d’ou
1 1 1 1
O'(CL, b) =2a 0-(57 0) + 20 U(Ov 5) = 2a (57 0) +2b (07 5) = (CL, b))

car o,y = id|;. D’ou la conclusion.

Notation. Si F' est un sous-groupe de SA(2,7Z), on pose

F={f|feF}

Dans ce cas, F' est un sous-groupe de B(J) (car c’est l'image d’un groupe par un homo-
morphisme) qui agit sur J par l'action
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2.2. Action libre d’un groupe sur un ensemble

2.2 Action libre d’un groupe sur un ensemble

La notion d’équidécomposabilité et par conséquent celle d’ensemble paradoxal dépend
fortement des propriétés du groupe agissant sur ’ensemble. Comme nous le montrons dans
cette section, si un groupe G agit librement sur un ensemble X alors, si G est paradoxal,
I’ensemble X I'est aussi. De plus, nous donnons des conditions suffisantes pour qu’un groupe
soit paradoxal.

Commencons par donner la définition d’une action libre d’'un groupe sur un ensemble.

Définition 2.2.1. Soit G un groupe qui agit sur un ensemble X. Si pour tout g € G\ {e}
et tout © € X, gz # x alors on dit que G agit librement sur X.

Théoréme 2.2.2 (AC). Soit G un groupe qui agit librement sur X. Si G est un groupe
paradoxal alors X est paradozal pour G.

Démonstration. Puisque les orbites de X sont disjoints et grace a I’axiome du choix, il existe
un ensemble intersectant chaque orbite de X en un seul point. Notons M cet ensemble.

Pour tout A C G, posons

A=A-M=|J A zCX,

xeM

ou
A M={g-x|geA xeM} et A-x={g-z|ge A}l

Il est clair que A -z C orb(z). Notons que
G=X

car G C X etsiy € X, il existe z € M tel que y € orb(z) (vu la définition de M et
puisque les orbites partitionnent X); ainsi, il existe g € G tel quey=g-x € G-x C G et
finalement, y € G. Remarquons de plus que

(ALBC G, ANB=0) = AnB=10.
En effet, si z € AN B, alors il existe z,y € M tels que
z€A-x Corb(z) et z€ B-x Corb(y).

Donc z € orb(z) Norb(y) ce qui implique que orb(z) = orb(y) (puisque les orbites parti-
tionnent X). Ainsi, = y vu la définition de M. On a donc z € A- 2N B - x et il existe
a€ Aetbe Btelsque z=a-x =10-x; cest-a-dire (b"' o a) -z = x. Puisque G agit
librement sur X, ceci implique a = b, ce qui est une contradiction.

Montrons que si A, B C G sont équidécomposables pour I'action de translation a gauche

(lorsque G agit sur lui-méme) alors A et B sont équidécomposables pour Iaction de G sur
X.
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2.2. Action libre d’un groupe sur un ensemble

Soient (A;)"_, une partition de A, (B;)"_; une partition de B et g1,. .., g, des éléments
de G tels que
9i-Ai={gioa|a€e A} =B,

pour tout ¢ € {1,...,n}. Dans ces conditions, (A4;)! ; est une partition de A. En effet, vu
ce qui précede, ce sont des ensembles deux a deux disjoints. De plus,

A=A

-

=1

puisque si y € A, il existe x € M et 1 € {1,...,n} tels que
yeA -z CAC Ué
i=1

Siye U, A ilexistei € {1,...,n} et z € M tels que y =¢g-x pour un g € A; C A.
Ceci implique que y € A. Un raisonnement analogue montre que (B;)?_; est une partition
de B. De plus, on a

gi-Ai=9i-Ai-M=1(9;-A;))-M =DB;- M = By,

ce qui prouve que A ~ B pour I'action de G sur X.

Par hypothése, il existe A, B C G disjoints tels que A ~ G et B ~ G pour 'action de
translation & gauche. Ainsi, vu ce qui précéde,

ANB=0, A~X e B~X

pour l'action de G sur X, puisque G = X.
]

Les trois prochains résultats donnent des conditions suffisantes pour qu'un groupe soit
paradoxal.

Proposition 2.2.3. Tout groupe libre de rang 2 est paradozal.
Démonstration. Soit X = {a,b} (a # b) une famille génératrice libre de G. On pose
M(a) = {aoz(o---oxi" |n € Nyu; € X, e, = £1,a5ox; ' #eVie {1,...,n—1},a0z]" # e}

(i.e. M(a) est 'ensemble des éléments de G écrits sous formes réduites et commengant par
a). On définit de la méme fagon M(a™'), M(b) et M(b~'). Vu la définition d'un groupe
libre,

{{e}, M(a), M(a™), M(b), M(b~")}

est une partition de G. Montrons que
M(a)UM(a™ ") ~G
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2.2. Action libre d’un groupe sur un ensemble

pour Paction de translation a gauche (de la méme fagon M (b) U M (b~') ~ G pour laction
de translation a gauche). Ceci prouvera que G est un groupe paradoxal. On a

G=MaY)U(G\ Ma™)

de fagon disjointe. Il est clair que M(a™') ~ M(a™'). Pour conclure par la proposition
il faut montrer que

M(a) ~ G\ M(a™").

On a en fait,
al M(a) =G\ M(a™).

En effet, siz € a='-M(a) alors z = a 'oaoz('o---0xc". Sin =0alorsz =e € G\M(a™1).
Sinon, z = (' o- - -0z avec en particulier z{' # o™ !, donc x ¢ M(a™'). Siz € G\ M(a™?)
alors x = a~! o a o z ol on peut supposer que x est différent de e (si x = e, le résultat est
évident puisque x = e =a"'oa € a™' - M(a)) et est écrit sous forme réduite. De plus, par
hypothése,  ne commence pas par a~'. Ainsi, aox € M(a) et x € a™* - M(a). ]

Remarque 2.2.4. Dans la démonstration précédente, on se sert uniquement du fait que
la famille génératrice libre de G contient (au moins) deux éléments distincts. Ainsi, la
proposition précédente reste valable si le groupe libre est de rang n ot n > 2.

Proposition 2.2.5 (AC). Un groupe qui contient un sous-groupe paradoxal est paradozal.

Démonstration. Soit H un sous-groupe paradoxal d'un groupe G. Pour utiliser le théo-
réme [2.2.2] il suffit de remarquer que H agit librement sur G grace a 'action

HxG—G (h,g)— hog.

En effet, sinon il existe h € H\ {e} et g € G tels que hog = g. Ainsi, hogog™ = gog™' et
par suite h = e, ce qui n’est pas possible. On en conclut que G est paradoxal pour I’action
de translation a gauche lorsque H agit sur G. Par conséquent, G est paradoxal (quand G
agit sur lui-méme par I'action de translation a gauche). ]

Corollaire 2.2.6 (AC). Un groupe qui contient un ensemble fini indépendant de cardinal
supérieur a 2 est paradoxal.

Démonstration. Soit S un sous-ensemble fini d’éléments indépendants d’un groupe G dont
le cardinal est supérieur & 2. Par définition, (S) est un sous-groupe libre de G de rang
supérieur & 2. On conclut pas la proposition [2.2.3] et la proposition [2.2.5 O
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2.3 Le paradoxe de Von Neumann

L’objectif principal de cette section est de démontrer le paradoze de Von Neumann.
Afin d’y parvenir, nous démontrons quelques résultats intermédiaires. Nous commencons
par montrer qu’il existe deux éléments indépendants o, et oy dans SL(2,Z). Ensuite,
nous montrons que J est équidécomposable a J \ D sous l'action du groupe 7'(2) pour
n’importe quel de ses sous-ensembles dénombrables D. Nous finissons par la démons-
tration du paradozxe de Von Neumann qui stipule que J est paradoxal pour le groupe

G = (01, 02, T(2)) CSA(2,Z).

Proposition 2.3.1. Les deux matrices

1 2 10
A‘(o 1> el B_(2 1)

de SL(2,7) sont indépendantes (i.e. elles forment un ensemble d’éléments indépendants au

sens de la définition .

Démonstration. Nous allons procéder par ’absurde, mais avant cela, remarquons que pour
tout kK € N, on a
(AMT = B,

Vu la proposition [1.1.19 supposons qu’il existe n € Ny et C1,...,C, € {A, B} tels
que
w=Cl.. Ol = ]
ou k; € Zy pour tout i € {1,...,n} et C; # Ciy1 pour tout i € {1,...,n — 1}. On peut
supposer que w commence et se termine par une puissance de A. Sinon,
1. soit w = BM A2 ... BF» = [ et il suffit de considérer w' = Akn ... B2 Akv — T+

2. soit w = AMBF ... B —= | et dans ce cas, on considére A"wA” = [ o r €
Z \{07 kl} )

3. soit w = BFMAF ... A*» = | et dans ce dernier cas, on considére ATwA™" = I ou
r e Z\{0,k,}.

De plus, il est clair que A* # I et B¥ # I pour tout k € Zy et que AM1B* £ [ et
B*t ARz =4 [ pour tous ki, ks € Zy. On peut donc également supposer que n > 3. Dés lors,
on a

w=A"BF .. Ak =]
ou k; € Zgy pour tout i € {1,...,n} et n > 3.

X, = {(Z”) eR? | |z| > \yy} et X, = {(";’) eR? | |z] < |y|}.

4. Ceci est bien une écriture sous forme réduite de 'identité. On a simplifié ’écriture en « calculant »
les produits de méme matrice. Par exemple AABA' A1 A1 peut s’écrire A2BA™3.

Posons
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2.3. Le paradoxe de Von Neumann

T
)

()60 ()

[2ky + x| > [|2ky| — [x]]

On a A*X, C X, pour tout k € Zy. En effet, si ( ) € X,on a

et

> 2[k|ly| — ||
> 2[y| — ||
> 2[y[ — [yl

> yl.

De méme, B*X; C X, pour tout k € Zj. De cette facon, on a

Xo = wXy, = AMB"™ ... Bfn1 AFn X,
C Akl Bk2 . Akn72 Bkanl
C Ahphe.. A2 X

N 1N 1N
S
5

ce qui est absurde. O

Remarque 2.3.2. Vu la démonstration de la proposition les matrices

o 1) @ ()

sont également indépendantes pour tout m > 2. De plus, le lecteur pourra consulter I'an-
nexe [A] de ce travail pour obtenir un résultat plus général et par conséquent, acquérir un
plus grand nombre de matrices de SL(2,Z) indépendantes.

De la proposition [2.3.1] se dégage un résultat plus général permettant de prouver 1'exis-
tence d’éléments indépendants dans un groupe. On appelle ce résultat le lemme du ping-
pong ou encore, le critére de Klein puisqu’il est dit au mathématicien allemand Félix Klein
(1849-1925). 11 s’énonce de la fagon suivante.

Lemme 2.3.3 (Lemme du ping-pong). Soient G un groupe agissant sur un ensemble X
et a,b € G. Supposons que X, et X, sont des sous-ensembles disjoints de X tels que

(Zn'ngXa et b"~Xa§Xb

pour tout n € Zgy. Alors le sous-groupe de G engendré par a et b, est libre.
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2.3. Le paradoxe de Von Neumann

Sa démonstration se traite exactement de la méme fagon que celle de la proposition
2.3.1] Cependant, considérer la transposée de w dans le cas ou

w=">b"ak. ..t =

n’aurait aucun sens; mais il suffit de remarquer que

X, =wX, =t b X, C ... C X,
ce qui n’est pas possible.
Lemme 2.3.4. Pour tout sous-ensemble dénombrable D de J, on a

J~J\D
pour le groupe T'(2).
Démonstration. Notons D = {z; | i € N} et posons
Mij ={z — 2+ (m,n) | (m,n) € Z*}

pour tous 7, j € N. Il est clair que M; ; est dénombrable ainsi que

M: U Mi,j

i,jeN
car il s’agit d’une union dénombrable d’ensembles dénombrables. Pour tout k € Ny, posons

Ny ={(z,y) ER® | k(z,y) € M} et N = |J Ny;

keNg

ces ensembles sont également dénombrables. Etant donné que R? est non-dénombrable, il
existe (x9,10) € R*\N et notons 7 la translation de (zg,o). Soit k¥ € Ny; on a

DN7*D) =0 (2.2)

car sinon il existe 7, j € N tels que z; = 7%(z;) et par suite, z; ~gz 7%(2;) = 2; + k(z0, Y0)
Il existe donc (mg, ng) € Z* tel que

zj + k(xo, yo) + (Mo, ng) = 2.

Autrement dit, k(xo, yo) = 2 — 2; — (mo,ng) € M, ; C M ainsi, (zo,y0) € Ny C N, ce qui
est absurde. De plus, pour tous k,[ € Ny tels que k # [ on a

(D) N7(D) = 0.

En effet, sans perte de généralité, on peut supposer avoir k > [; de plus, supposons qu’il

existe 4,7 € N tels que 7(2;) = 7(2;) ; on peut alors écrire 7*7!(z;) = z;, ce qui n’est pas

possible vu ([2.2). Ainsi, les ensembles
D, 7(D), 72(D), (D), ... (2.3)
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2.3. Le paradoxe de Von Neumann

sont deux a deux disjoints. Posons

onaD= | 7*D)uD={J7(D)uD =7(D)UD. De plus,

keNg leEN
7(D)ND =1
car 7(D) = U 75(D) et vu 1; Des lors,
0

J=(J\D)UT(D)UD
ol les unions sont disjointes. On a donc
J\D=(J\D)UFD) ~ (J\D)UD=J

pour le groupe T(Q) Or, vu la proposition [2.1.12] il existe (B;)?_; une partition finie de J
et (1;)7_, des translations telles que

T = T;
sur B; pour tout i € {1,...,p}. Dés lors, quitte & restreindre les ensembles intervenant
dans la décomposition de J \ D et de J, on voit que J \ D ~ J pour T'(2). O

Remarque 2.3.5. Précédemment, on a rencontré un résultat analogue en dimension 3
stipulant que pour tout sous-ensemble dénombrable D de S?, on a S? ~ S%\ D pour le
groupe des rotations SO(3).

Théoréme 2.3.6 (Paradoxe de Von Neumann (AC)). Soient 01,09 € SL(2,7Z) deuz élé-
ments indépendants. Notons G le sous-groupe de SA(2,7) engendré par o1,09 et T(2).
Dans ce cas, J est paradozal pour G.

Démonstration. On note
F = (01,09) C SL(2,Z);

par construction, F' est un sous-groupe libre de G' de rang 2. On a
F={f|feF} et T(2)={7|7eT2)}

On sait que F et f(Q) sont des groupes qui agissent sur J. De plus, F est un groupe libre
de rang 2 puisque 'application f +— f est un isomorphisme de SI(2,7Z) dans son image

(proposition [2.1.13)). Posons
C={zeJ|3feF\{id} tel que f(z) = z},

on remarque que F agit librement sur J \ C' par I'action

~
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2.3. Le paradoxe de Von Neumann

car si z € J\ C alors f(z) € J\ C. En effet, si f =id (i.e. f = id) on conclut aussitot.
Sinon, supposons que

~

flz) € C,
il existe alors g € F'\ {id} tel que

~

(f(x)) = f(=)
& [logof(z)==
& (flogof)(z) =2
Or, flogof e Fetx ¢ Cdonc flogo f =id; ceci est absurde puisque F' est un groupe

libre (g # id et f # id) et par conséquent, I’élément neutre ne peut pas s’écrire sous forme
réduite. Ainsi, F' agit sur J \ C et, de plus, 'action est clairement libre comme annoncé.

Etant donné que F est un groupe libre de rang 2, il est paradoxal (proposition .
On en déduit, par le théoréeme , que J \ C' est paradoxal pour F. Par la proposition

2.1.12} pour tout f € F, il existe (B;)?_; une partition finie de J et (77)7_; des translations
telles que

f=tlof
sur B;, pour tout 7 € {1,...,p}. De plus, 7/ o f € G pour tout i € {1,...,p}; ainsi, quitte
a restreindre les ensembles de la décomposition paradoxale, J \ C' est paradoxal pour G.

Pour terminer la démonstration, montrons que J ~ J \ C pour T(2) (dans ce cas,
J ~ J\ C pour G et par le théoréme et vu ce qui précéde, J sera paradoxal
pour (). Pour ce faire, il suffit de trouver un ensemble dénombrable D C J, tel que
J\ D ~ J\ C pour T(2) et ensuite d’utiliser le lemme ainsi que la transitivité de la
relation d’équidécomposabilité.

Soit o € SL(2,7Z) \ {id}. Il existe (£;)i_, une partition finie de .J et (7;)7_, des trans-
lations telles que
0=Tj00
sur E; pour tout j € {1,...,q}. Fixons j € {1,...,q} et montrons que l’ensemble des
éléments de E; qui sont fixés par ¢ est inclus dans une droite. Si E; ne contient pas au
moins trois points non-alignés alors c’est évidentﬂ Sinon,

1. soit ¢ ne fixe qu'un seul point dans F; et c’est trivial;

2. soit o fixe deux points dans F; et dans ce cas, 0 fixe le segment de droite inclus dans
E; passant par ces deux points (puisque sur E;, I'application & est affine) ;

3. soit ¢ fixe au moins trois points non-alignés dans £; et dans ce cas,
Olp; =Tj00|p = id|g,

et puisque 7; o 0 est une application affine définie sur R?, Tj00 =id sur R?. Ainsi,
o= T;l sur R? et donc o = id (car ¢ est linéaire), ce qui contredit ’hypothése.

5. Puisque, dans ce cas, I; est lui-méme inclus dans une droite.
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2.3. Le paradoxe de Von Neumann

Ceci montre que sur F;, ¢ fixe soit un unique point, soit un segment de droite. De plus, les
¢éléments de J fixés par ¢ sont inclus dans un nombre fini de droites si, par exemple, lorsque
o fixe un point unique dans £, on considere la droite passant par ce point et l'origine (on
a en effet, un nombre fini d’ensemble E;). Or, FF C SL(2,Z) C SA(2,Z) est un sous-groupe
finiment engendré et est donc dénombrable ; ainsi, par définition de C' on a

C={S|ieN}

ou 5; est un sous-ensemble de J inclus dans une droite pour tout ¢ € N. Soient i € N et
d; une droite contenant S; (si S; posséde plus d’un point, il n’y a qu’une droite possible;
si S; ne contient qu'un seul point, on peut par exemple considérer la droite passant par
ce point et l'origine). Nous allons construire une translation 7 de sorte que C' N 7(C) soit
dénombrable pour tout ¢ € Zg. Si on note

pour tout ¢ € N, il suffit de montrer que D; N 7%(D;) est dénombrable pour tout ¢ € Zg et
tous 7,7 € N car

1,J€EN 1,JEN

Soient t € Zg et i,j € N. Si D; et D; ne sont pas paralléles alors pour tout 7 € 7T'(2),
D; N 7Y(D;) est ﬁniﬂ et donc dénombrable. Si D; et D; sont paralleles alors on note T}
I’ensemble des translations 7 telles que

D; C 7'(d;),

i.e. il existe (m,n) € Z* tel que D; + (m,n) C 7'(d;). Dans ces conditions, T, est dénom-
brable et donc
t
U 7;
tEZg
i,jEN

est dénombrable. Or, T'(2) est non-dénombrable et donc il existe

nel(2)\ | Tfj
tEZo
i,jEN
Par construction, D; N 7'(D;) = 0 et finalement, C' N 7'(C) est dénombrable pour tout
t € Zg car, vu ce qui précede, il est inclus dans une union dénombrable d’ensembles finis.

On pose
D={Cn7(C)|teZy}CC

6. Car une application affine conserve le parallélisme et 7/(D;) intersecte un nombre fini d’ensemble du
type Am.n = J + (m,n).
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c’est I’ensemble dénombrable recherché. En effet, si on pose

Ao = U R (C\ D),

teN

ona DN A= car sinon soit y € DNAg;onay e D C Cetye Ay Ainsi, il existe
t > 0 tel que y € 7'(C'\ D). Dong, il existe z € C'\ D tel que y = 7' () et par suite,
70 "(y) = x. Par conséquent, on obtient # € D, ce qui n’est pas possible. On a

To Ao UAtHC\D (U TAok(C\D))\(C\D),

finalement, on a 7(A4g) = Ao \ (C \ D). On conclut en utilisant le lemme [1.2.5]
J\D = ((J\D)\ A) UAg~ ((J\ D)\ Ay) U (A \ (C\ D)) =J\C
pour T(2) et donc pour T'(2). O

Nous aimerions obtenir un résultat similaire au paradoxe de Banach-Tarski, c¢’est-a-dire
montrer que tout borné d’intérieur non vide de R? est paradoxal sous I’action du groupe
G du théoréme 2.3.6] Pour ce faire, nous avons besoin de deux résultats préliminaires.

Proposition 2.3.7 (AC). Soient v € R* et r > 0. Si on pose
Ch(x,r) = {(21, 22) € R* | 21,29 € [z, 7[}
alors, pour tous x,x’ € R? et tous r,7’ > 0, on a
Co(x,1) ~ Oy, ")

sous laction de G. En particulier, pour tout x € R? et tout r > 0, on a Ch(x,r) ~ J sous
Paction de GG.

Démonstration. Nous savons, par le paradoxe de Von Neumann, que J est paradoxal sous
I’action de G. De plus, pour tout z € R? et tout r > 0, 'ensemble CY(x,r) est un translaté
d’un dilaté de J. Par conséquent, en utilisant les propositions [I.2.11] et [1.2.12] on constate
que C)(z,r) est paradoxal pour tout z € R? et tout > 0. I suffit alors de conclure par le
théoreme [1.2.15] Le cas particulier est trivial puisque J = C%(0, 1). O

Proposition 2.3.8 (AC). Soient v € R* et r > 0. Si on pose

r
Co(z,r) ={(z1, 22) € R? | |1 — 2] < =,

,
— <7
L e —al < 2}

alors, pour tous z,x’ € R? et tous r,7’ > 0, on a
Cox,1) ~ Co(a',1")

sous 'action de G. En particulier, Cy(x,r) est paradozal.
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Démonstration. 11 existe yi,ys € R? et s1, 89 > 0 tels que
Co(y1,51) € Colw, 1) C C(ys, 82).
Dans ce cas, par la proposition [2.3.7, on a
Colz,1) € C3(y2, 52) ~ J

et
J ~ Cy(y1, 1) C Co(z,7);

ainsi, pour tout z € R® et r > 0 et par le théoréme , Cy(z,r) ~ J. Finalement, pour
tous z, 2’ € R? et tous r,7’ > 0, on a

Cy(z,1) ~ J ~ Cy(a’,r")

sous l'action de G. De plus, puisque Cy(x,r) ~ J et que J est paradoxal, Co(z, ) est
paradoxal. ]

On en déduit un premier corollaire.

Corollaire 2.3.9 (AC). Deux ensembles bornés et d’intérieur non vide de R* sont équi-
décomposables sous l'action du groupe G.

Démonstration. Puisque les ensembles Cy(z,7) (r > 0 et x € R?) forment une base de la
topologie de R? et par la proposition [1.2.17] deux ensembles bornés et d’intérieur non vide
quelconques de R? sont équidécomposables sous I’action de G. O]

On en tire le résultat attendu.

Corollaire 2.3.10 (AC). Tout ensemble borné et d’intérieur non vide de R* est paradozal
sous l’action du groupe G.

Démonstration. C’est évident puisque si A C R? est borné et d’intérieur non vide alors,
par le corollaire précédent, on a
A~ J

pour GG. On conclut par le théoréme [1.2.10] ]

Nous voyons une fois de plus que le caractére paradoxal d’un ensemble ne dépend pas de
sa nature mais bien du groupe agissant sur lui. En effet, un tel résultat était impossible en
travaillant avec le groupe des isométries, puisque dans ce cas, tous les ensembles paradoxaux
du plan sont d’intérieur vide.

7. Il est clair que si AC B~ C alors A~ Cy C C.
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2.4 Généralisation aux autres dimensions

Nous pouvons a présent nous demander si le paradoxe de Von Neumann posséde une
généralisation aux autres dimensions. Nous savons que la paradoxe de Banach-Tarski peut
s’obtenir dans R" si n > 3, cependant, il est impossible en dimension 1 et 2. De plus, on
sait qu’il n’y a aucun ensemble paradoxal dans R pour le groupe des isométries. Nous allons
montrer, ici, & peu prés les mémes résultats, c’est-a-dire que le paradoxe de Von Neumann
se généralise trés bien dans R" avec n > 2 mais il est impossible dans R. On montre méme
qu’il n’y a aucun ensemble paradoxal dans R.

Pour cette généralisation, nous travaillons avec le groupe SA(n,Z).

2.4.1 Cas de la dimension 1

Commencons par la dimension 1. Nous montrons que le paradoxe de Von Neumann ne
peut pas se généraliser a la droite réelle. En effet, nous démontrons que, comme pour le
groupe des isométries, il n’existe aucun ensemble paradoxal sous 'action de SA(1,Z) dans

R.
Au préalable, nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 2.4.1. Soit S un sous-ensemble non vide et fini d'un groupe G. Notons S<,
I’ensemble des éléments de G qui peuvent s’écrire comme produit d’au plus n éléments de
S ou de leurs inverses. Le groupe G est dit & croissance sous-exponentielle si

lim {/ys(n) =1

n—-+oo
ot ys(n) = #S<n.

Dans la suite, nous montrons que si un groupe a croissance sous-exponentielle agit sur
un ensemble alors, tout sous-ensemble non vide de cet ensemble n’est pas paradoxal. Pour
le cas qui nous intéresse, il sera clair que SA(1,Z) = T(1) est un groupe a croissance
sous-exponentielle une fois qu’on aura prouvé que tout groupe commutatif est & croissance
sous-exponentielle.

Théoréme 2.4.2. Soit G un groupe a croissance sous-exponentielle agissant sur un en-
semble X. Si A est une partie non vide de X alors A n’est pas paradoxal sous l’action du
groupe G.

Démonstration. Procédons par ’absurde et supposons qu’il existe A une partie non vide
de X qui est paradoxal. Il existe donc (B;)Y_; et (C;){_, deux partitions de A, ainsi que
fi,- s fpy 01, -, gq des éléments de G tels que f1 - By,..., f, - Bp,g1-Ch,..., g4 Cy sont

deux a deux disjoints. De plus, si on pose
p

q
Ufi'Bi:Al et Ugi'ci:AQa

i=1 i=1
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on a A; N Ay = (). Définissons f(x) = f; - x si x € B;; la fonction f : A — A; est bien
définie et est bijective. De la méme facon, on définit la bijection g : A — As. Posons

S:{fl,...,fp,gl,---agq}

et montrons que {/vg(n) > 2, ce qui est absurde puisque {/vgs(n) — 1 sin — +oo car G
est un groupe a croissance sous-exponentielle.

Soit n € Ny et posons
W={z10-om, |z €{f g}}.
Soient hi,hy € W. On a
hiy=x10---0x, et hy=aj0---ox

avec z;, 2, € {f, g} S'ilexiste i € {1,...,n} tel que x; # 2} alors, on a hy(A)Nhy(A) = 0 et
par suite, hy # hs. En effet, sinon soit y € A tel que hi(y) = ho(y) et notons ip € {1,...,n}
le premier indice tel que x, # ;. Aprés simplification, on obtient

xioo...oxn(y):x;oo...ox;(y)’

ce qui n’est pas possible car les deux membres appartiennent & des ensembles disjoints. On
en tire que #W = 2". Soit zy € A, on pose

D:{hz(xo)HE{l,,2”}ech€W}

et vu ce qui précéde, on a #D = 2". Or, il est clair que pour tout i € {1,...,2"}, il existe
s; € S<n tel que h;(xg) = s;(zo). De plus, si i # j alors s; # s;. On en tire que yg(n) > 2"
et par suite, on a

Vs(n) = 2;

d’ou la conclusion. O
Proposition 2.4.3. Tout groupe commutatif est a croissance sous-exponentielle.

Démonstration. Soient G un groupe commutatif et S = {sy,...,s,} un sous-ensemble non
vide de G. Si g € S, alors g = s{" o --- 057 avec a; € Z pour tout i € {1,...,p} car G
est commutatif. De plus, puisque g € S<,, on a

p

> ag <.

i=1

Par conséquent, pour tout ¢ € {1,...,p}, on a oy € {—n,...,0,...,n} et par suite, S<,
contient au plus (2n + 1)? éléments. D’on,

p

VWS(H) < C/(Zn + 1)y = en m(2n+1)
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et on a, en outre, s} € S<, ainsi, 1 < {/ys(n). Finalement, on a
1< 3§ P)/S(n) < e%ln(?n-i—l) —51
si n — 400 et par suite,
im0 = 1
On obtient ainsi le résultat principal de cette section.

Corollaire 2.4.4. Toute partie non vide de R n’est pas paradoxale sous l’action du groupe
SA(1,7Z).

Démonstration. 1l suffit de remarquer que SA(1,7Z) = T'(1) est un groupe commutatif. On
conclut par le le théoréme [2.4.2] et la proposition [2.4.3] O

Remarque 2.4.5. On peut montrer de la méme fagcon que R ne contient aucun ensemble
paradoxal pour le groupe des isométries, puisque G(1) est un groupe & croissance sous-
exponentielleﬂ

2.4.2 Cas des dimensions supérieures a 2

Dans cette section, nous montrons le résultat suivant :

Proposition 2.4.6 (AC). Tout ensemble borné et d’intérieur non vide de R"™ (n > 3) est
paradozal sous l'action du groupe SA(n,Z).

Pour ce faire, on utilise exactement la méme technique que celle utilisée pour généraliser
le paradoxe de Banach-Tarski mais cette fois-ci, nous effectuons toute la démonstration en
détail. Autrement dit, on montre que

Ho(0,7) = {(21,...,20) €ER" | |z < g Vie{l,...,n}} (r>0)

est paradoxal sous l'action de SA(n,Z). On en tire que H,(z,r) l'est également, pour tout
x € R" et tout r > 0 (propositions [1.2.11| et [1.2.12)). Par le théoréme [1.2.15] on a

H,(x,r) ~ H,(z',7")

sous l'action de SA(n,Z). Vu la proposition , on sait alors que si A et B sont des
bornés d’intérieur non vide alors A ~ B en particulier, A ~ H,(0,r) et par le théoréme
, on en conclut que A est paradoxal pour SA(n, Z). Tout revient donc & montrer que
H,(0,7) est paradoxal sous 'action de SA(n,Z).

8. Une démonstration peut étre trouvée dans [10].
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On considére la bijection p définie comme suit
WP@%%WW)AHAXK%“¢W\WK3WEBWWM}
et on montre que si A est paradoxal, p(A) lest également, ce qui suffit puisque
p(C2(0,7)) = Hy(0,7)

et par la proposition [2.3.8, C5(0,7) est paradoxal sous SA(2,Z). Par hypothése, il existe
A; et Ay deux sous-ensembles disjoints de A tels que A; ~ A et Ay ~ A. Il est clair que
p(A1) Np(Az) = 0 et de plus, p(A;) C p(A) et p(Az) C p(A). Nous allons montrer que

p(Ar) ~ p(A)

et de fagon analogue, p(A4z) ~ p(A), ce qui prouve que p(A) est paradoxal. Soient (B;)i,
une partition de A; et gq,...,g, des éléments de SA(2,Z) tels que (g; - B;){—; est une
partition de A. Pour tout i € {1,..., ¢} on considére I'application affine g, : R" — R" telle

que y
M(gn:( ff” M)

et gi(0) = (¢:(0),0,...,0); dans ce caslj, gi € SA(n,Z) et on a

n—2

gi(p(By) =g (Bi x {(x3,...,x0) | lma] <L Vi€ {3,...,n}})
=(gi- Bi) x {(xs,...,2) | 25| < § Vi€ {3,...,n}}
:p(gi'Bi)-

Ainsi, p(B;) est congruent a p(g; - B;); de plus, (p(B;))i_, est une partition de p(A;) et
(p(g; - B;))i_, une partition de p(A), d’ou la conclusion.

9. Le déterminant d’une matrice diagonale par bloc est égal au produit des déterminants des matrices
composant la diagonale.
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Chapitre 3

Les mesures exhaustives et les
ensembles paradoxaux

La premiére partie de ce chapitre établit la démonstration du théoréme de Tarski qui lie
la notion d’ensemble paradoxal & celle de mesure exhaustive. Dans la deuxiéme partie, en
utilisant ce théoréme, nous démontrons que le carré unité n’est pas paradoxal sous ’action
du groupe SL(2,7Z) et plus généralement, que le cube unité de R" n’est pas paradoxal sous
l'action du groupe SL(n,Z). 1l est donc clair que nous ne pouvons donc pas nous passer
des translations pour démontrer le paradoxe de Von Neumann. Enfin, dans la derniére
section nous introduisons le concept d’action localement commutative et nous terminons
par montrer que R? \{0} est paradoxal sous l'action du groupe spécial linéaire.

3.1 Le théoréme de Tarski

Dans cette section, nous allons présenter et démontrer le théoréme de Tarski énoncé
ci-dessous.

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Un sous-ensemble A de X n’est pas
paradozxal pour G si et seulement s’il existe p une mesure exhaustive et finiment additive
sur X qui est G-invariante et telle que p(A) = 1.

Ce théoréme est fondamental dans I’étude des décompositions paradoxales d’ensemble.
Il permet de passer d'une définition exclusivement algébrique d’un ensemble paradoxal a
une définition faisant intervenir des mesures exhaustives. En pratique, ce théoréme est
trés utilisé puisque pour certains ensembles, il est beaucoup plus simple de montrer leur
caractére paradoxal soit algébriquement soit en trouvant une mesure exhaustive comme
stipulée dans I’énoncé. Le théoréme de Tarski permet donc de simplifier certains problémes.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser a la condition nécessaire de ce
théoréme.
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Proposition 3.1.1. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Soit . une mesure
exhaustive sur X, finiment additive et G-invariante. Si deuz sous-ensembles A et B de X
sont tels que A ~ B alors u(A) = u(B).

Démonstration. Soient (A;)!, et (B;)I, des partitions respectives de A et B et soient

Ji, - - -, gn des éléments de G tels que

9i-Ai =B,
pour tout i € {1,...,n}. On a alors
w(B) = pu(lJ Bi) = > w(Bi) =Y plgi - Ai) =Y u(As) = u(lJ Ai) = u(A),
=1 =1 =1 =1 =1
d’ou la conclusion. O

Corollaire 3.1.2. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Soit p une mesure
exhaustive sur X, finiment additive et G-invariante. Si un sous-ensemble A de X est
paradozal alors pu(A) =0 ou pu(A) = oc.

Démonstration. Soient A, et A, des sous-ensembles disjoints de A tels que A; ~ A et
Ay ~ A. Par la proposition [3.1.1]

p(A) = p(Ar) = p(Az)
et par suite, 2u(A) = u(Ay) + p(A2) = p(A; U Ag) < u(A), ce qui permet de conclure. [

A ce stade, la condition nécessaire du théoréme de Tarski est déja prouvée. En effet,
s’il existe 1 une mesure exhaustive et finiment additive sur X qui est G-invariante et telle
que i(A) = 1 alors par le corollaire [3.1.2) A ne peut pas étre paradoxal.

Avant de poursuivre, rappelons briévement la notion de monoide. Si F' est un ensemble
non vide muni d’une opération binaire interne + qui est associative et pour laquelle il existe
un élément neutre noté 0, alors le triplet (F,+,0) est un monoide. Si de plus les éléments
de F' commutent, on dit tout simplement que (F,+,0) est un monoide commutatif.

Pour tout monoide commutatif (F,+,0), on définit une relation < sur F' comme suit
r<y & Jzel :z4+z=y

et on vérifie facilement qu’il s’agit d’un pré—ordre[] sur ’ensemble F'. Pour tout x € F, on
pose
ner==o+---+2
—_———
n fois

pour tout n € Ny et nx = 0 si n = 0. On en tire facilement que

1. Un pré-ordre est une relation réflexive et transitive.
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n(mzx) = (nm)x;
(n+m)x = nx + mx;
n(r +y) =nx + ny;

n<<m = nr<mz;

AR IR .

r<y = nrny;
6. <y = z+2<y+ 2z,

pour tous m,n € N et tous x,y,z € F.
Exemple 3.1.3. Evidemment, le triplet (N, +,0) est un monoide commutatif.

Définition 3.1.4. Soient (F,+,0) un monoide commutatif et xy € F. On dit que ’élément
x € F est borné par rapport a zq s’il existe n € N tel que x < nxy.

Remarques 3.1.5.

1. Si z,y € F sont bornés par rapport a xo € F' alors z + y est également borné par
rapport a xg. Cela découle de la définition de la relation < et des propriétés des
monoides commutatifs.

2. Si x € F n’est pas borné par rapport a xg € F' alors pour tout y € F', x 4+ y n’est pas
borné par rapport a xg. Sinon, il existe n € N et z € F tels que (z + y) + z = nxy,
c’est-a-dire x + (y + 2z) = nxp, ce qui est absurde.

Définition 3.1.6. Soit (F,+,0) un monoide commutatif. L’application
p: F— [0; 00]
est une mesurel] sur le monoide (F,+,0) si p(z +y) = p(z) + u(y) pour tous z,y € F.

Le théoréme qui suit est la clef de la démonstration du théoréme de Tarski. Cependant,
avant de I’énoncer et de le démontrer, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.1.7. Soient (F,+,0) un monoide commutatif et xo € F' tel que pour tout k € N,
on a

Supposons que tous les éléments de F' sont bornés par rapport a xqo. Alors, dans ce cas, si
Fy est un sous-ensemble fini de F' tel que x¢ € Fy, il existe une application p : Fy — [0; 00
telle que

(i) nlwo) = 1;

(ii) st T1,. .., Tm, Y1, .-, Yn € Fy sont tels que ﬁ x; < i y; alors i p(x;) < i 1(y;)-
=1 7=1 =1 7=1

2. Puisque ([0; 0], +, 0) est un monoide, 'application p définit en fait un homomorphisme de monoide.
Remarquons cependant que cette application conserve 'ordre (i.e. x <y = p(z) < p(y)), ce qui fait penser
4 la monotonie d’une mesure définie sur ’ensemble des parties d’un ensemble.
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Démonstration. Procédons par récurrence sur le cardinal de Fj.
Cas de base : #Fy =1 (i.e. Fo = {xo})

Il suffit de poser p(zg) = 1 et le point (7) est satisfait. Montrons & présent que cette
application satisfait également le point (7). Soient m,n € Ny tels que mzy < nxy et
montrons que

ilu@o) < imm,

c’est-a-dire m < n. Procédons par ’absurde et supposons que n + 1 < m; dans ce cas, en
utilisant les propriétés des monoides commutatifs, on a (n+ 1)xy < mzxg et par transitivité
du pré-ordre <, on obtient (n + 1)xy < nxo, ce qui contredit nos hypothéses.

Induction : #Fy > 1

Soit yg € Fy \ {zo}. Par hypothése de récurrence, il existe une application
v:Fo\{yo} — [0; 0]
telle que v(xg) =1 et sl @y, ..., Tm, Y1,---,Yn € Fo \ {¥0} tels que
R R N )

alors f; v(z;) < i v(y;). On pose pu(x) = v(z) pour tout x € Fy \ {yo} et
=1 7=1

_ . Y= v(vy) = Yy v(wi)
o=, r |

ui,v; €F0\{yo}
u1+tugtryoSvi 4 Fup

L’application u est évidemment bien définie sur Fp \ {yo}. De plus, I'expression

i=1

iy(vj) — Zy(ul) (3.1)

a du sens car les deux sommes sont finies. En effet, tous les éléments de F' sont bornés par
rapport a xy et donc en particulier ceux de Fy \ {yo} aussi. Ainsi, pour tout z € Fy \ {yo}
il existe [ € N tel que z < [z et par conséquent,

v(z) <> v(m) =1,

i=1

ce qui prouve que 'expression (3.1]) a bien du sens. De plus, par définition, xy < z¢+ yo et
si I'application p vérifie le point (iz) alors

1(zo) < pu(xo) + 11(Yo);
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c’est-a~dire 0 < u(yp). Finalement, si I'application
W Fo — [0;00]

respecte le point (i), elle est bien définie et elle satisfait I’énoncé. Il reste donc a prouver
que p vérifie bien le point (i7). Pour cela, il suffit de montrer que pour tous

Tl sy Tmy Y-+ 5Yn € FO\{yO}
telsque x1 + -+ + Syo < y1 + - -+ + yn + tyg avec s,t € Non a
Yo wlai) + sp(yo) < Y v(y;) + tu(yo). (3.2)
=1 7j=1
Par souci de commodité, nous allons traiter trois cas différents.

Le cas s =t = 0 est trivial.

Le cas s = 0 et t # 0 permet de réécrire 'expression (3.2)) sous la forme

i=1 =1
myv(wg) — 0 v(ys)
< - ; =20 < (o)

de ce fait et par définition de I'infimum, il suffit alors de montrer que pour tous r,p, ¢ € Ny
et tous u;,v; € Fo \ {yo} tels que uy +---+u; +71yo < v+ -+ vy, on a

oy v(r) — > =1 v(y;) < Z?:l v(v;) — S V(uz)

t - T

Par hypotheése et en utilisant les propriétés des monoides commutatifs, on a

Ty4 -+ Ty Sy Y+ o

TxL+ o+ TT S TYL -+ TYR + Yo

rey o+ ey, Htug + - Ftug <yt ry, +rtye +tug + -0 -+ tuyg
TTy 4 Ty tug e tug <ryr Ty (Yo Hur -+ uy)
TTy 4 A Ty Uy A tug < Ty A ATy (- vy)

i

et par conséquent, vu le point (ii) appliqué & v, on obtient

Py vty < v v+ 3 i)
p

= rgjly(xi) - réjly(yj) < oty v(vy) - tgq:lu(ui),

J=1

ce qui permet de conclure.
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Dans le dernier cas, c’est-a-dire le cas s # 0 et t € N, et par définition de 'infimum,
il suffit de montrer que pour tous r,p,q € Ny et tous u;,v; € Fy \ {yo} tels que

Uy + -+ ug+ 1Yo S U1+ F Uy,

i V(wz) + s,u(yo) < Zn: V(yj) 4+t Zj:1 V<Uj) ; 23:1 V(uz)

i—1 j=1

Par hypothese, on a

Ti+ -+ T+ SsYo <Y1+ +yn+tyo

rTy 4+ Ty TSy < TYL A+ 1y, + 1ty

eyt F Ty, Frsyo +tug + -+ tug <yt 1y, + rtyo +tug + -+ Ly
rxy 4 A Ty F TSy +tug - Ftuy < Ty ATy, F Yo +un - 4 uy)
rxy A A Ty F TSy +Htug - Ftuy < Ty ATy, o+ ).

R R

Ainsi, par définition et en appliquant le point (i7) & v, on a

(r i v(yy) + 355 v(vy)) — (r 2 v(ws) + 5 v(w)

p(yo) < -
o uy) < r(X5oy v(yy) — SR v(s)) N H0 v(v) — T v(uy))
rs rs
& spu(y) < é:l v(y;) — 21 V() + 1 S v(v;) ; Yz l/(ui)’
d’ou la conclusion. -

Passons a présent au théoréme annoncé.

Théoréme 3.1.8 (AC). Soient (F,+,0) un monoide commutatif et xy € F. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tout n € N, on a (n+ 1)z¢ £ nao.
(i1) Il existe une mesure p : F' — [0;00] telle que u(xy) = 1.

Démonstration. Commencgons par montrer que la deuxiéme assertion implique la premiére.
Soit p : F' — [0; 0o] une mesure telle que p(xg) = 1. Procédons par 1'absurde et supposons
qu’il existe n € N tel que (n + 1)zy < nxy. Dans ce cas, vu les propriétés qui découlent
directement de la définition d’une mesure sur un monoide, on a p((n + 1)xy) < pu(nzg) et
par suite, (n + 1)u(zo) < nu(zg) c’est-a-dire n + 1 < n, ce qui est absurde.

Montrons & présent que la premiére assertion implique la deuxiéme. Pour ce faire, on
peut supposer que tous les éléments de F' sont bornés par rapport a zy. En effet, si on
montre l'existence d'une mesure p uniquement définie sur les éléments bornésff| de I et
satisfaisant (i7), il suffit de poser p(x) = oo pour tout & € F non bornés pour conclure.

3. L’ensemble des éléments bornés de F' munit de 'opération + est aussi un monoide commutatif étant
donné que la somme de deux éléments bornés est bornée.
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Ainsi, supposons que (i) est vérifiée et que les éléments de F' sont bornés pour montrer
le point (i7). On pose

.7::{F0|F0ﬁni, FogFetxOEFo}

et on va utiliser la méme idée de démonstration que celle utilisée lors de la deuxiéme partie
de la démonstration de la proposition [1.4.11} Pour tout Fy € F, on pose

M(Fy) ={v € [0;00)" | v(zo) =1 et v(z+vy) =v(z) +v(y) Vo,y,z +y € [}

L’ensemble M (Fp) est non vide pour tout Fy € F. En effet, le lemme nous donne
une application vy définie sur Fj telle que vy(xg) = 1. De plus, si x,y € Foet z =x +y
appartient a Iy alors z + y < z et par le deuxiéme point du lemme [3.1.7, on obtient

vo(x) + vo(y) < vo(z) = vo(z +y).

De méme, vy(z +y) < vo(x) + vo(y) et par suite, on a vy(x) + vo(y) = vo(z + y). 11 suffit
alors de poser

v(iz) = wy(x) siz € Fy

viz) = 0 siz € F'\ Fy

et dans ce cas, v € M(Fyp). 1l est clair que M (Fp) est fermé pour tout Fy € F. Sin € Ny
et Fi,...,F, € Falors FiU---UF, € F et il est évident que

04 MF,U---UF,) CM(F,)N---NM(F,).

Par conséquent et par compacité de [0; ool

{M(Fo) | Fo € 7}

est une famille de fermés dont toutes les sous-familles finies sont d’intersection non vide,
alors
N M(Fy) #0.
FyeF
Un élément de cette intersection satisfait ’énoncé car si y est un tel élément alors u € [0; ool
et u(xg) = 1 puisque p € M(Fy) pour tout Fy € F. De plus, pour tous z,y € F, on a

p(x +y) = p(x) + ply)

étant donné que p € M({xo,z,y,z +y}). ]

Notre prochain objectif est de construire un monoide commutatif dont certains éléments
satisfont & la condition (i) du théoréme [3.1.8 Si X est un ensemble sur lequel le groupe
G agit alors on va montrer qu’on peut associer a chaque sous-ensemble de X un élément
de ce monoide ; nous montrerons que si cet élément respecte la condition () alors le sous-
ensemble de départ n’est pas paradoxal pour G. On commence a voir apparaitre le théoréme
de Tarski...
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Définitions 3.1.9. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Rappelons que B(N)
représente le groupe des bijections de N dans lui-méme et posons

X*=XxN et G*={(g9,m) | ge Get me B(N)}.

Si on munit ’ensemble G* de la composition composante & composante, on vérifie facilement
que G* est un groupe. De plus, il agit sur I’ensemble X* par I'action

(g9, 7). (@,n)) = (g,7) - (w,1) = (g~ x,7(n)).

Soit A* C X*. On dit que n € N est un niveau de A* sl existe x € X tel que (x,n) € A*.
Autrement dit, si la projection de A* sur N contient n. Si A* posséde un nombre fini de
niveau alors A* est dit borné (i.e. la projection de A* sur N est bornée). On pose

Fex = {[A"] | A" borné}

ou [A*] = {B* C X* | A* ~ B* pour G*}; c’est-a-dire la classe d’équivalence de A* pour
la relation d’équidécomposabilité caractérisée par I'action de G* sur X*. On munit F x
d’une opération + définie comme suit

(A" + [B"] = [A"U BY]
ou BY = {(z,n+k) | (xr,n) € B*} avec k € N choisi tel que A* et B¥ n’aient aucun niveau

en commun ; en particulier, A* N B* = (). On note 0 = [{)].

Remarque 3.1.10. Soient A* et B* des sous-ensembles bornés de X*. Si on pose
By ={(z,n+ k1) | (x,n) € B} et Bj;={(z,n+ke) | (x,n) € B*}

ou ki, ko € N sont choisis de sorte que A* N Bf = A* N By = () alors (e, ) - B} = By avec
m(n) = n — ki + ko pour tout n € N. En particulier, Bf ~ B} pour G* et par le lemme

[A* U B!] = [A* U B].

Remarque 3.1.11. Le remarque |3.1.10] montre que l'opération + est indépendante du
naturel k£ que l'on choisi pour définir B*. De plus, cette opération est indépendante du
choix des représentants. En effet, si C* C X* et D* C X* sont tels que

[AT=1C"1 et [BT]=[D]

alors, on a A* ~ C* et B* ~ D* pour GG*. De plus, il est clair que B* ~ B* pour G* et de la
méme facon que D* ~ D* pourF_f] G* (remarque |3.1.10)). Ainsi, par transitivité, B* ~ D*
pour G*. Finalement, par le lemme [1.2.5] on a

A*UBY ~C*U D"

4. Ou D* = {(z,n+ k) | (z,n) € D*} avec k € N choisi de sorte que D* et C* n’aient aucun niveau
en commun.
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pour G* car A* N B¥ = C* N D" = (), ceci montre que
[A7]+ [B"] = [A"U BY] = [C* U D"] = [C*] + [D"].
De plus, il est clair que si A* et B* sont des sous-ensembles bornés de X* alors A*U B*

est un sous-ensemble borné de X*, ceci montre que 'opération + est interne.

Pour l'instant, nous avons montré que 'opération + est bien définie et interne. Pour
montrer que (Fg x,+,0) est un monoide commutatif, il reste & prouver que l'opération +
est associative et commutative. De plus, il faut montrer que 0 est le neutre pour +. Ceci
fait ’objet de la prochaine proposition.

Proposition 3.1.12. Le triplet (Fg x, +, 0) est un monoide commutatif.

Démonstration. Montrons d’abord 'associativité. Soient A*, B* et C* des sous-ensembles
bornés de X*. On a

[A*] + ([B*] + [C*]) = [A*] + [B*UC] = [A* U (B*UCY)']

(B*UC”) ={(z,n+ k) | (z,n) € BYU{(z,n+ k1) | (z,n) € C*'}

=Y =Z

avec k; € N choisi de sorte que les niveaux de (B* U C*)" soient différents de ceux de
A*. En particulier, les niveaux de Y sont différents de ceux de A* et on peut donc poser
Y =B".0Ona

Z={(x,n+ks) | (z,n) € C*}

avec ko € N bien choisi. Quitte & augmenter (ou diminuer) ks, on peut supposer que les
niveaux de Z et A* U B* sont distincts car ce sont des bornés de X* (ils ont donc un
nombre fini de niveaux). En particulier, on peut poser Z = C* et on a

(A + ([B] +[C*]) = [(A*uB")uCY] = [A*U BY] + [C*] = ([A*] + [B*]) + [C"].

La commutativité découle directement du lemme car BY ~ B* et A* ~ A pour
G* et BYNA* = B*N A = (). Ainsi, A* U B ~ B*U A* pour G* et par suite,

[A*] + [B*] = [A"U BY] = [B* U A"] = [B"] + [A"].
De plus, il est clair que 0 est le neutre pour + car (' = (), la conclusion découle. O

Nous avons vu que si (F,+,0) est un monoide commutatif, on peut munir /' d’un
pré-ordre <. La proposition suivante caractérise ce pré-ordre dans le cas particulier ou le
monoide commutatif est (Fg x,+,0).

Proposition 3.1.13. Soient A* et B* des sous-ensembles bornés de X*. On a
[A*] < [B*] & 3Bj C B* : A* ~ B} pour G*.

En particulier, si A* C B* alors [A*] < [B*].
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Démonstration. Si [A*] < [B*| alors par définition, il existe C* C X* tel que
AT+ [C7] = [B7].

On a [A*]+[C*] = [A*UCY] ainsi, A*UC* ~ B* pour G*. Puisque A* et C*' sont disjoints,
on vérifie facilement qu’il existe B C B* tel que A* ~ B} et C* ~ B*\ B} pour G*, ce
qui permet de conclure.
Si A* ~ Bj pour G* avec By C B* alors [A*] 4 [B*\ B] = [B*] car, par le lemme [1.2.5]
on a
AU (B*\ Bj)' ~ Bj U (B*\ Bj)
pour G*, ce qui prouve que [A*] < [B*]. ]

Remarque 3.1.14. En utilisant le théoréme [1.2.6], on voit facilement que < est antisymé-
trique et par conséquent, < définit un ordre sur Fg x.

Comme le montre le proposition suivante, ce monoide particulier nous fournit une
nouvelle formulation du caractére paradoxal d’'un ensemble.

Proposition 3.1.15. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Le sous-ensemble A
de X est paradozal pour G si et seulement si A x {0} ~ A x {0} U A x {1} pour G*.

Démonstration. Soit A un sous-ensemble de X paradoxal pour G. Par définition, il existe
(Ay, Ay) une partition de A telle que A; ~ A et Ay ~ A pour G. Il existe donc (A ;) et
(A;)?_, des partitions de A; et A respectivement et ¢i,...,9, € G tels que g; - Ay; = A}
pour tout ¢ € {1,...,n}. De méme, il existe (Ag;)", et (A7), des partitions de As et
A respectivement et hy, ..., h, € G tels que h; - Ay; = Al pour tout i € {1,...,m}.
Dans ce cas, ((A1,);, (A2:),) est une partition de A et pour tout ¢ € {1,...,n} et tout

je{l,...,m},ona
(9i,1d) - (A1 x {0}) = A5 x {0} et (hy,m) - (A x {0}) = A} x {1}

oum(0) =1, 7(1) =0 et m(n) = n pour tout n € N\{0,1}. D’ou la conclusion.

Supposons a présent que A X {0} ~ A x {0} U A x {1} pour G*. Dans ce cas, il existe
(Ao, -y Aons Aras s Arm)y (A1 et (A7), des partitions de A telles que Ag; est
congruent & Aj pour tout i € {1,...,n} et A;; est congruent & A7 pour tout j € {1,...,m}.
Ainsi, les ensembles

n m
AO = U AO,i et Al = U Al,i
i=1 i=1
sont disjoints et tels que Ag ~ A et A; ~ A pour G, ce qui nous permet de conclure. [

Remarque 3.1.16. Dans la proposition [3.1.15 on peut remplacer 0 et 1 par n’importe
quels naturels r et s tels que r # s.
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Corollaire 3.1.17. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X . Le sous-ensemble A de
X est paradozal pour G si et seulement si

[A < {0}] = 2[A x {0}].
En particulier, si A est paradozal pour G alors [A x {0}] = n[A x {0}] pour tout n € Ny.
Démonstration. 11 suffit d’utiliser la proposition [3.1.15] et de remarquer qu’on a
[AXx {0} =[Ax {0} UAx{1}] =][Ax {0} +[Ax {0}] =2[A x {0}].
Le cas particulier est une simple itération puisque

n[Ax {0} =[Ax {0} +[A x {0} +[A x {0} + -+ [A x {0}] = (n — 1) [A x {0}]
~[Ax{0}]

et ainsi de suite. O

Remarque 3.1.18. On peut faire la méme remarque que pour la proposition [3.1.15] c¢’est-
a-dire qu’on peut remplacer le 0 du corollaire |3.1.17| par n’importe quel naturel.

Le théoréme suivant, appelé la loi d’annulation, est nécessaire pour obtenir le théoréme
de Tarski. Sa démonstration requiert quelques notions de théorie des graphesf] ainsi que
le théoreme de Konig ; c’est pour cela que nous rappelons au lecteur qu'un graphe se note
[' = (V,E) ou V est 'ensemble des sommets et E est 'ensemble des arétes, c’est-a-dire
un ensemble de paires de sommets (on se place dans le cas non orienté). Si une paire de
sommets est répétée dans E alors, on parlera de multi-graphe.

On dit qu'un graphe est k-régulier (k € N) si chaque sommet est adjacent a exactement,
k arétes, autrement dit, si le degré de chaque sommet est exactement k. Un graphe est
biparti si ’ensemble de ses sommets peut étre partitionné en deux sous-ensembles, de sorte
qu’aucune aréte ne soit incidente a deux sommets du méme sous-ensemble.

Pour finir, rappelons qu’un couplage M est un ensemble d’arétes n’ayant aucun sommet
en commun ; on dit que M est un couplage parfait si chaque sommet du graphe est incident

N

a une (et donc a une seule) aréte de M.

Maintenant, nous allons énoncer le théoréme de Konig. Pour une démonstration, le
lecteur pourra consulter [23].

Théoréme 3.1.19 (Théoréme de Koénig (AC)). Un multi-graphe biparti et k-régulier
contient un couplage parfait (k € Ny).

Passons a présent au théoréme souhaité.

5. Les notations sont celles utilisée dans [19].
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Théoréme 3.1.20 (Loi d’annulation (AC)). Soient G un groupe agissant sur un ensemble
X et [A*],[B*] € Fgx. Sil existe n € Ny tel que n[A*| = n[B*] alors [A*] = [B*].

Démonstration. On a

n[A*] = [A" ]+ -+ [A*] et [A]+ [AY] =[A"U A4]]

ou
AT =A{(z,n + k1) | (z,n) € A"}

avec k1 € Ny bien choisi; en particulier, on a A} N A* = ) et [A}] = [4*]. De plus, on a
[A* U A7] + [A*] = [A* U AT U Aj]

avec

A ={(x,n+ ko) | (z,n) € A"}

ou ko € Ny bien choisi de sorte que, en particulier, A* N A5 = () et AN A3 = (). En itérant,
il existe A3,..., A% _, tels que

Ar ={(z,n+k) | (z,n) € A7}, AINA* et AINAS

pour tous 4,5 € {1,...,n — 1} tels que i # j et pour lesquels on obtient

n[A | =[A"]+ - -+ [A]=[A"UATU---UA_]. (3.3)
De la méme fagon, il existe B},..., B} ; deux a deux disjoints et tels que Bf N B* = ()
pour tout i € {1,...,n — 1} et pour lesquels on a

n[B*] =[B*UBfU---UB:_].
De plus, quitte a augmenter ou diminuer les différents k;, on peut supposer que
AiNB; =0, A"NBf =0 et B*NA =0
pour tous i,j € {1,...,n — 1}. Par hypothése, n[A*] = n[B*], c’est-a-dire
[A*UATU---UAX ||=[B*UBjU---UB)_|]

ce qui implique D = AAUAJU---UA: | ~B*UBfU---UB:_, = D' pour G*. Par le
lemme [1.2.4] pour tout ¢ € {1,...,n — 1}, il existe des bijections

X:D—=D' ¢:A"— A et ;: B"— B!

telles que pour tout C7 C D, tout C3 C A* et tout C3 C B* on a Cf ~ x(CT), C3 ~ ¢;(C3)
et C% ~ ¢;(C%) pour G*. On note A* = Af et B* = B} ; de plus, pour tout a € A* et tout
b € B*, on pose

a={po(a),pr(a),. . pnala)} et b={o(b), 1 (D), ., ¢Yna(b)}

62



3.1. Le théoréme de Tarski

avec g = 1)y = id. On pose aussi A ={a |a € A*} et B={b| b e B*}.

A présent, notre objectif est de construire un graphe I' = (V, E') auquel on appliquera
le théoréme de Konig. On pose V = AU B et il est clair que AN B = (). On définit E de
sorte que pour tout a € A, tout b € B et tout i € {0,...,n — 1}, on a

{a,b} € £ & x(pi(a)) €b

et par conséquent, I' est n-régulier. En effet, si a € A alors pour tout i € {0,...,n — 1},
on a

X(pi(a)) € D'
et ainsi, il existe j € {0,...,n—1} tel que x(wi(a)) € B} et par surjectivité de 1, il existe
b € B* tel que
x(wi(a)) = ¥;(b) € b;

ceci montre que pour tout i € {0,...,n—1} il existe b; € B tel que {a,b;} € E. On montre
de la méme fagon que si b € B alors b est de degré n. Ainsi, par le théoréme de Konig, il
existe M un couplage parfait et par conséquent, si a € A*, il existe un unique b € B* tel
que {a,b} € M. On pose

Aij={ae A" [ {a,b} € M et x(pi(a)) = ¢;(b)}

et
Bi;={be B | {a,b} € M et x(pi(a)) = ¥;(b)}

pour tous 7,5 € {0,...,n—1}. Il est clair que (A; ;)i jeqo,...n—1} €t (Bij)ijefo,...n—1} sont des
partitions respectives de A* et B*. De plus, pour tous ,7 € {0,...,n—1},ona A;; ~ B, ;
pour G*. En effet, par construction des bijections ¢;, x et ©;, on a

Aig ~i(Aig) ~ x(pi(Aig)) = 1;(Bij) ~ By
pour G*. Finalement, A* ~ B* pour G*, d’ou la conclusion. ]
Corollaire 3.1.21. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Si A C X n’est pas

paradozal pour G alors pour tout n € N, on a (n+ 1)[A x {0}] £ n[A x {0}].

Démonstration. Posons x = [A x {0}] € F x et procédons par I’absurde. Supposons qu’il
existe n € N tel que
nr>n+1)r=nr+zx

or par hypothése et en utilisant les propriétés des monoides commutatifs,
ne+x>n+r+z=(n+2)z.
Finalement par transitivité, on a

nr > (n+ 1z > (n+2)x
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et en itérant, on obtient nx > 2nz. De plus, puisque n < 2n, on a nx < 2nz et par
antisymétrie de <, on a nx = 2nx = n(2x). Par la loi d’annulation, on a z = 2z, c’est-a-
dire

[A x {0}] = 2[4 x {0}]
et par le corollaire on en tire que A est paradoxal pour GG, ce qui est absurde. [

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme de Tarski.

Théoréme 3.1.22 (Théoréme de Tarski (AC)). Soit G un groupe agissant sur un ensemble
X. Le sous-ensemble A de X n’est pas paradozal pour G si et seulement s’il existe p une
mesure exhaustive et finiment additive sur X qui est G-invariante et telle que u(A) = 1.

Démonstration. La condition nécessaire a déja été traitée. Montrons la condition suffisante.
Soit A un sous-ensemble de X qui n’est pas paradoxal pour G. Par le corollaire[3.1.21], pour
tout n € N, on a (n + 1)[4 x {0}] £ n[A x {0}] et en utilisant le théoréme m, il existe
une mesure

v: Fgx — [0;00]

telle que v([A x {0}]) = 1 et v(z +y) = v(z) + v(y) pour tous z,y € Fg x. Posons
p:P(X) = [0;00] B v([Bx{0}])

et montrons que p est la mesure recherchée. Tout d’abord, remarquons que p est bien
définie pour tout B € P(X) et que u(A) = 1. De plus, une simple vérification montre que
1 est finiment additive si on remarque que pour tous sous-ensembles disjoints B et C' de
X, ona

(B x {0} UC x {0}] =[B x {0}] + [C x {0}].

Ceci découle directement de la remarque [3.1.10| car on en déduit que
[Bx {0}UC x {0} =[B x {0} U(C x{0})].
Pour finir, montrons que p est G-invariante. Soient g € G et B C X, on a
ulg-B) =v([(9-B) x (0)]) = v([(.1) - (B x {0})] )
or il est évident que (g,id) - (B x {0}) ~ B x {0} pour G*, c’est-a-dire

[(g.1d) - (B x {0})] = [B x {0}].

Finalement,
p(g - B) = v([B x {0}]) = u(B),

ce qui conclut la démonstration. O
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Remarque 3.1.23 (AC). Le théoréme de Tarski nous apprend par exemple, qu’un groupe
G est moyennable (définition si et seulement s’il n’est pas paradoxal. On en tire,
par le corollaire [2.2.6], que si un groupe posséde deux éléments indépendants alors il n’est
pas moyennable. On a longtemps cru en la véracité de la réciproque (i.e. les groupes non
moyennables contiennent deux éléments indépendants) appelée conjecture de Von Neu-
mann ; ¢’est seulement un demi siécle aprés avoir été énoncé quelle fut mise en défaut par
Alexander Olshanskii qui exhibat dans [I7] un groupe non moyennable ne contenant pas
de sous-groupe libre.

Exemples 3.1.24. Il existe deux éléments indépendants dans SL(2,Z) C SL(2); par
conséquent, ces groupes ne sont pas moyennables. On peut également montrerﬁ] que le
groupe SO(3) contient deux éléments indépendants et par suite, G(3) aussi; de méme, on
en tire qu’ils ne sont donc pas moyennables.

Nous savons déja que le caractére paradoxal d’un ensemble est intimement lié aux
caractéristiques du groupe agissant sur lui et non, aux caractéristiques de 1’ensemble lui-
méme. La proposition suivante montre que si le groupe est moyennable, ’ensemble sur
lequel il agit ne peut étre paradoxal.

Proposition 3.1.25 (AC). Le groupe G est moyennable si et seulement si, pour tout
ensemble X sur lequel G agit, X n’est pas paradozal.

Démonstration. La condition suffisante est évidente. En effet, le groupe G agit sur lui-
méme par 'action de translation a gauche et ainsi, par hypothése, G n’est pas paradoxal
et par la remarque [3.1.23], G est moyennable.

Soit X un ensemble sur lequel G agit. Pour montrer la condition nécessaire, nous allons
exhiber une mesure exhaustive et finiment additive p sur X qui est G-invariante et telle
que u(X) = 1. Il suffira alors, de conclure par le théoréme de Tarski. Pour ce faire, soit
ro € X et pour tout Y C X, posons

v(Y)=1 sizggeY
v =0 sinon.

(Y)

On vérifie facilement que cette application définit une mesure exhaustive finiment additive.
Etant donné que G est moyennable, il existe p une moyenne G-invariante sur G' et on pose

p(Y) = /G v(g-Y)dp(g)
pour tout Y C X. De cette fagon, il est clair que l'application p : P(X) — [0;00] est

exhaustive, finiment additive et telle que u(X) = 1. De plus, en utilisant le théoréme
1.4.14] on voit quelle est G-invariante. D’otu la conclusion. O]

6. Une démonstration peut étre trouvée dans [23].
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3.2 Filtres et application du théoréme de Tarski

Dans cette section, comme son nom l’indique, nous allons appliquer le théoréme de
Tarski et exhiber, pour tout n > 1, une mesure exhaustive que R" finiment additive,
SL(n, Z)-invariante et qui normalise le carré unité. Ainsi, on montre que si on enléve les
translations du groupe SA(2,7Z), la carré unité n’est plus paradoxal.

Pour parvenir a nos fins, il nous faut rappeler la définition d’un filtre et celle d'un ultra-
filtre sur un ensemble et quelques unes de leurs propriétés. De plus, il nous faudra définir
une convergence de suites d'un espace métrique quelconque a 'aide de ces ultrafiltres. Tous
ces outils, nous permettrons de construire la mesure recherchée.

Commencons par la définition d’un filtre.

Définition 3.2.1. Soit X un ensemble. Un filtre sur X est un ensemble non vide % de
P(X) tel que
(i) I'ensemble vide n’appartient pas a .7 ;
(ii) si Fy, Fy € F alors F1 N Fy € .7 ;
(iii) si Fy O Fy et Fy € .7 alors Fy € F.

Remarque 3.2.2. Soit .# un filtre sur un ensemble X. Si F' € .% alors[| F¢ ¢ .#. Sinon,
par le point (i7) de la définition d’un filtre, ) = F N F° € %, ce qui n’est pas possible. De
plus, on a X € % puisque .Z est non vide et vu le point (iii) de la définition.

L’exemple suivant nous sera utile par la suite.

Exemple 3.2.3. Si 'ensemble X n’est pas fini alors {F' C X | F° est fini} est un filtre.
On appelle ce filtre le filtre de Fréchet sur X.

Notre prochain objectif est de démontrer que tout filtre est inclus dans un filtre maxi-
mal qu’on appellera ultrafiltre. Pour ce faire, rappelons le lemme de Zorn duquel découle
directement le théoréeme d’existence des ultrafiltres.

Rappel (Lemme de Zorn). Soit E un ensemble préordonné non vide. Supposons que toute
partie totalement ordonnée de E posséde un majorant dans E. Alors E& posséde un élément
mazximal.

Théoréme 3.2.4 (Existence des ultrafiltres (AC)). Tout filtre sur X est inclus dans un
filtre mazimal.

Démonstration. C’est une simple application du lemme de Zorn a ’ensemble des filtres
sur X ordonné par inclusion. Montrons que si C est une partie totalement ordonnée de
I’ensemble des filtres sur X alors, elle est majorée. Posons

M=) F={FCX|3F eCtelqueF € .F}

FeC

7. On parle ici du complémentaire de F' dans X évidemment.
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et montrons que .# est un filtre qui majore C. Par définition, il est clair que .# majore C.
De plus, .# ne contient pas I’ensemble vide.

Si Fi, Fy € A alors il existe #1, %5 € C tels que I} € % et Fy € F,. Puisque C est
totalement ordonné, soit %y C %, soit .%; C .%,. Dans tous les cas, F1 NIy € A .

Si Fy € A et si Fy D Fy alors il existe .# € C tel que F; € % et par définition d’un
filtre, Fy € % C A . O]

Définition 3.2.5. Un filtre maximal sur ’ensemble des filtres ordonnés par inclusion est
appelé ultrafiltre.

La proposition suivante caractérise les ultrafiltres.

Proposition 3.2.6 (AC). Un filtre % sur un ensemble X est un ultrafiltre si et seulement
si pour toutY C X onaY € F ouY® e Z.

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est suffisante. Soit ¢ un filtre tel que
F C 4. Procédons par I'absurde et supposons que & # .%. Soit G € ¢ tel que G ¢ Z.
Dans ce cas, par hypothése G¢ € .# C ¥ et G° € ¢, ce qui n’est pas possible a cause de la

remarque [3.2.2]

A présent, montrons que la condition est nécessaire. Soit Y C X et supposons que

Y¢ ¢ 7. Posons

G ={G|3IF e F telque FNY C G}
et montrons que ¢ est un filtre sur X contenant .%, ce qui suffit. En effet, comme .Z est
maximal, on a4 = .7 ;or X NY CY et par définition de ¥, Y € 4 = .%, ce qui permet
de conclure.

Montrons que ¢ est un filtre. En effet, ) ¢ ¢, car pour tout F' € %, ona FNY # () car
sinon, F' C Y¢ et par définition d’un filtre, Y¢ € .%#, ce qui n’est pas possible par hypothése.
Les conditions (i7) et (i7i) de la définition d’un filtre sont de simples vérifications. De plus,
il est clair que % C ¥ car FNY C F pour tout F' € .%. O

Définition 3.2.7. Un ultrafiltre .# sur un ensemble X pour lequel il existe x € X tel que
F={FCX|z€eF}
est dit principal. Un ultrafiltre non principal est qualifié de lzbre.

Proposition 3.2.8 (AC). Soit X un ensemble. Si X n'est pas fini alors il existe un
ultrafiltre libre sur X.

Démonstration. Puisque X n’est pas fini, on peut définir le filtre de Fréchet sur X. Par le
théoréme d’existence des ultrafiltres, il existe .%# un ultrafiltre contenant le filtre de Fréchet.
Cet ultrafiltre est libre. En effet, sinon il existe z € X tel que

F={FCX|zeF}

en particulier, {z} € .Z. Or, {z}¢ appartient au filtre de Fréchet et par conséquent, on a
{z}¢ € .Z; ce qui est absurde vu la remarque [3.2.2] O
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Définissons une convergence a l'aide des ultrafiltres libres sur N et montrons qu’elle
hérite de propriétés classiques d'une convergence, i.e. I'unicité de la limite et la limite
d’une somme est égale a la somme des limites.

Définition 3.2.9. Soit .# un ultrafiltre libre sur N. Soit (x;);en une suite d'un espace
métrique (X, d) quelconque. On dit que (x;)jeny est .F-convergente si et seulement s’il
existe © € X tel que pour tout € > 0, on a

{jeN |d(z;,x) <e} € Z.
Dans ce cas, on écrit x; ? T ou li];[n T = .

Remarquons dans un premier temps que si une suite converge au sens classique, elle
converge au sens de la définition [3.2.9]

Proposition 3.2.10. Soient .F un ultrafiltre libre sur N et (x;)en une suite d’un espace
métrique (X, d). Si la suite (x;);jen converge au sens classique, i.e. s’il existe x € X tel
que pour tout € > 0 il existe J € N tel que pour tout j > J, on a d(z;,x) < e, alors on a
Z; 7 x.

a

Démonstration. Soit € > 0. Il faut montrer que {j € N | d(z;,z) < ¢} € #. Or, par
hypothése on sait qu’il existe J € N tel que

A={jeN|j=J}C{jeN |d(z;,z) <e}

il suffit alors de montrer que A € F et d’utiliser le point (iii) de la définition d’un
filtre. Procédons pas l'absurde et supposons A € .%. Vu que % est un ultrafiltre, on a
A ={0,...,J—1} € F. Pour tout k € A, soit {k} € .F soit N\{k}NA® = A°\{k} € 7,
puisque # est un ultrafiltre. Or, si pour tout k € A on a A°\ {k} € F alors,

0= A\ {k} e 7,

keAc

car A€ est fini, ce qui n’est pas possible. Par conséquent, il existe kg € A tel que {ko} € Z.
Puisque le filtre est libre, on a {FF C N | kg € F'} C .7 ; en particulier, il existe F' C N tel
que ko ¢ F et tel que F' € .Z. Si on pose

B=FnNA“#0

alors B € .% et on a
A= ({k}UA)N(BUA) € Z,

car {ko} C {ko} UA et BC BUA, ce qui est absurde. O

A présent, montrons que cette convergence hérite bien de propriétés classiques.
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Proposition 3.2.11 (AC). Soient F un ultrafiltre libre sur N et (z;)jen une suite d’un es-
pace métrique (X, d) F -convergente. Dans ce cas, la limite existe toujours et est unique. De
plus, si (y;)jen est une suite de (X, d) F -convergente alors (z;+y;);en est .F -convergente
et on a

lig/r?n(xj +y;) = ligrzn T; + lgn Y-

Démonstration. Montrons d’abord 'unicité de la limite. Supposons avoir
x; ? r et wj —/@> Y
et fixons € > 0. On a
Fi={jeN \d(xj,x)<g}ey et Fy={jeN |d(mj,y)<g}ey
et par définition d’un filtre, on en tire que () # Fy N Fy € .Z. Soit jo € Fy N Fy, on a
d(z,y) < d(z, zj,) + d(zjp,y) <e

pour n’importe quel € > 0, ce qui montre que x = y. Passons a la deuxiéme partie de la
démonstration. Supposons que

T, — x et — .
Tz Yi Y

T

Soit € > 0, on a
F={eN |de.a)<j}es e F={jeN|dyy)<}cs
et dans ce cas, F] N Fj € #. De plus,
FNFC{jeN [d(x;+y,z—y) <ec}

et par définition d’'un filtre, {j € N | d(z; + y;,z —y) < ¢} € Z, ce qui montre que
(z; +y)) —* @+ y. D'ott la conclusion. O

La proposition suivante montre que sur tout compact d’'un espace métrique, une suite
est toujours .#-convergente.

Proposition 3.2.12 (AC). Soient .F un ultrafiltre libre sur N et K un compact d’un
espace métrique (X, d). Si (z;)jen est une suite de K alors elle est F -convergente.

Démonstration. Procédons par ’absurde et supposons que pour tout A € K, il existe ), > 0

tel queff
{jeN |z; € B\ e\)} ¢ Z.

8. Ou on note B(y,r) ={z € X | d(z,y) <r}.
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Il est clair que
K - U B(/\, 6)\)

AEK
et par compacité, il existe A\,...,\, € K tels que

p
U (Ni, &)

avec
F:{jEN |.Tj€B( ) 80}% O\
pour tout ¢ € {1,...,p}. En particulier, vu la proposition 3.2.6] Ff € .# et par conséquent,

Ffn---NFeZ

il s’ensuit que
(Frn--NE)=RU---UF, ¢

Or F1U---UF, =N, ce qui n’est pas possible. ]

Voici le théoréme principal de cette section. Cette démonstration est tirée de I'article
[15].

Théoréme 3.2.13 (AC). [l existe 1 une mesure ezhaustive sur R" (n > 1), finiment
additive, SL(n,Z)-invariante et telle que u([0;1[") = 1.

Démonstration. Soit % un ultrafiltre libre sur N. Soit X C R" un borné. Pour tout j € N,

on pose
1

!n

#(X 022",

J!
La suite (z;);en ainsi définie est une suite du compact [0; co]. Par la proposition [3.2.12
elle est .#-convergente et on note liﬁm zj; = Ax. On pose alors pour tout X C R"

Jlj:

uw(X) = Ax si X est borné
u(X) = oo sinon.

L’application u : R" — [0; 00] est la mesure recherchée. En effet, () = 0 car dans ce cas
le suite est la suite nulle et par conséquent, A\g = 0. On a également u([0; 1[*) = 1 puisque

1. 1 1
#([0;1[”mﬁz ) = #][([0; 1[m Z " = H #([0;1] m Z)

et queﬂ # () 1[ﬂ Z) = j!; par conséquent, A= = 1. Pour montrer la SL(n,Z)-
invariance, il Sufﬁt de remarquer que

7" = 7"

% J!

9. On a exactement [0; 1[0 7 = {O,j”...,j!ﬁl}.
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pour tout o € SL(2,Z) et utiliser le fait que les éléments de SL(2,Z) sont des bijections.
Pour finir, montrons que pu est finiment additif. Soient X, Y C R"™ des ensembles bornés
tels que XNY =0. On a

1 1 1 1 1 1

Jin ((Xuy)mﬁz >:W (XﬂﬁZ )+ﬁ #(Yﬂﬁz )
par conséquent,
Axuy = Ax + Ay
et donc p est finiment additive, ce qui conclut la démonstration. [

On en tire un corollaire plutot immeédiat.

Corollaire 3.2.14 (AC). Le carré unité de R™ n’est pas paradozal sous 'action du groupe
SL(n,Z).

Démonstration. 11 suffit de combiner le théoréme de Tarski avec le théoréme O

3.3 Action localement commutative d’un groupe sur un
ensemble

Dans cette section, nous commengons par donner la définition d'une action de groupe
localement commutative puis nous démontrons une de ses propriétés essentielle. L’objectif
étant de cloturer la section en montrant que le plan privé de 'origine est paradoxal sous
I’action du groupe spécial linéaire. Remarquons que ce résultat est contre-intuitif puisque,
par définition, les éléments de SL(2) ont un déterminant égal & 1 et préservent donc la
mesure de Lebesgue.

Définition 3.3.1. Soit G un groupe qui agit sur un ensemble X. L’action de G sur X est
dite localement commutative si stab(x) est commutatif pour tout z € X. Autrement dit,
I’action de G sur X est localement commutative si deux éléments de G qui ont un point
fixe commun commutent.

Remarque 3.3.2. Si I'action du groupe G sur ’ensemble X est localement commutative
alors I'action sur X de tout sous-groupe H de G est également localement commutative.
Cela est évident car

{he H| h- -z =z} Cstab(x)

pour tout x € X.

Exemple 3.3.3. Si l'action d’'un groupe G sur un ensemble X est libre alors elle est
localement commutative. En effet, dans ce cas on a

stab(z) = {e}

pour tout x € X, on conclut aussitot.
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Par cet exemple, nous constatons que la notion d’action localement commutative d’un
groupe est « plus faible » que celle d’action libre. Précédemment, nous avons montré que
si un groupe libre de rang 2 agit librement sur un ensemble X alors X est paradoxal pour
ce groupe (théoréme et proposition . Naturellement, on peut se demander si ce
résultat se généralise aux groupes libres de rang 2 ayant une action localement commutative
sur un ensemble. Nous allons voir, dans la suite, qu’effectivement nous pouvons étendre ce
résultat.

Commencons par une definition qui généralise celle d’action libre d’un groupe.

Définition 3.3.4. Soient GGy, ..., G, des groupes agissant sur un ensemble X. On dit que
leur action est conjointement libre si pour tout z € X, il existe i € {1,...,n} tel que
g-x # x pour tout g € G; \ {e}.

Dans les deux prochains résultats, nous nous servons des notations utilisées lors de
I'introduction du monoide F x de la section précédente.

Lemme 3.3.5. Soient A* et B* deux sous-ensembles bornés de X*. On a

[A* U BY] < [A*] + [BY].

En particulier, si A%, ..., Ax C X* sont bornés alors { ’ A;‘} < i [Af].
=1 i=1

()

Démonstration. Rappelons qu'on a [A*] + [B*] = [A* U B*] avec A* N B* = (. Par la
proposition [3.1.13] il suffit de montrer qu’il existe Bf C A* U B* tel que

A*UB* ~ B}
pour G*. On a B* = (B*\ A*) U (B* N A*) et par conséquent,

B ={(z,n+k) | (z,n) € B\ Ay U{(z,n+ k) | (z,n) € B*N A*}
=C*

avec k € N bien choisi (en particulier, C* N A* = (). Il est clair que B*\ A* ~ C* pour G*
et par le lemme [I.2.5] on a

A*UB* = A*U(B*\ A*) ~ A*UC* C A*U B

pour G*, ce qui suffit.

Le cas particulier est une simple itération. Notons tout de méme qu’il a bien du sens
car 'union finie de bornés est bornée. ]
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Proposition 3.3.6 (AC). Soient G un groupe agissant sur un ensemble X et Hy,..., H,
(n > 1) des sous-groupes libres de G de rang 2. Si laction de ces sous-groupes est conjoin-
tement libre alors X est paradozal pour G.

Démonstration. Soit i € {1,...,n}. On pose
Di;={xe X |3he H\{e}telque h-z =2z}

et 9; = [(X \ D;) x {0}]. Le groupe H; agit librement sur X \ D; car si € X \ D, alors
h-xz € X\ D; pour tout h € H;. En effet, si h = e, c’est évident ; sinon supposons que
h-x € Dy, il existe alors g € H; \ {e} tel que

g-(h-z)y=h-x

& (hlogoh) z=u.

Oraz ¢ Diet h'togoh € H; donc h™*ogoh = e, ce qui est absurde car H; est un
groupe libre et h=' o go h est une forme réduite. Par conséquent, on a z € X \ D;. De plus,
I'action est clairement libre. On en tire que X \ D; est paradoxal pour H; puisqu’il s’agit
d’un groupe libre de rang 2 agissant librement sur cet ensemble@. En particulier, X \ D;
est paradoxal pour GG et par le corollaire [3.1.17], on obtient §; = 26;. Ainsi, en utilisant la

remarque [3.1.10} on a
(X x {0}] = [(X \ D;) x {0} UD; x {0}] =6, + [D; x {0}]
pour tout i € {1,...,n} car (X \ D;) N D; = (. On obtient["]
[X x {0}] =20; + [D; x {0}] = (6 + [D; x {0}]) + 6; = [X x {0}] + 6
et par suite,
(X x {0} = [X x {0} + 6 = [X x {0} + 2+ == [X x {0} + 8+ +61. (3.4)

De plus, on a
n

X = U(X\Dz>

i=1
car U (X \ D;) C X et si z € X alors il existe iy € {1,...,n} tel que h-x # x pour tout
h € H;, \ {e} puisque l'action des H; (1 < i < n) est conjointement libre, ce qui montre
que x € X \ D;,. Par le lemme on obtient

n

X x {0} = |UJ(X\ Do) x {0} si[(xww{oﬂ:ip (35)

i=1

10. On a déja fait un raisonnement similaire dans la démonstration du théoréme [2.3.6
11. Rappelons que le monoide F x est commutatif.
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Finalement, en combinant (3.4]) avec (3.5)) et par les propriétés des monoides commutatifs,
on a

(X x {0} =[X x {0} +8,+ -+ > [X x {0} +[X x {0}] =2[X x {0}]

et par antisymétrie, [X x {0}] = 2[X x {0}] ce qui prouve que X est paradoxal pour G

(corollaire [3.1.17]). O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat annoncé.

Corollaire 3.3.7 (AC). Soit G un groupe libre de rang 2 agissant sur un ensemble X . Si
laction de G est localement commutative alors X est paradozal pour G.

Démonstration. Soient o et 7 des éléments indépendants de G tels que G = (o, T) et posons

pi=0'oTtog "

pour tout i € {0,1,2,3}. On voit facilement que ce sont des éléments indépendants de G.
Si on note

Hi={po,p1) et  Hy=(pa,p3)

alors H; et H, sont deux sous-groupes libres de G de rang 2. De plus, leur action est
conjointement libre car sinon, il existe z € X, hy € H; \ {e} et hy € Hy \ {e} tels que

hi-x=hy-z=2x

et puisque 'action de G sur X est localement commutative, h; et hy commutent. On obtient
ainsi,
hl 9 hg = hg e} hl
& hiohyohitohy! =e,
ce qui est absurde puisque e ne peut pas s’écrire sous forme réduite. On conclut par la
proposition [3.3.6] ]

Remarque 3.3.8 (AC). Dans les conditions du corollaire [3.3.7, on peut montrer ([23])
que l'ensemble X est (2,2)-paradoxal. Autrement dit, on peut montrer qu'’il existe une
partition (Aj, A, A3, Ag) de X en 4 sous-ensembles et 0,7 € G tels que

O"AQIAQUA3UA4 et T'A4:A1UA2UA4.

Dans ce cas, A U (0 Ay) = X et A3U (7 Ay) = X, ceci montre que A; U Ay ~? X et
A3 U Ay ~? X pour le groupe G. De plus, on a (A; U Ay) N (A3 U Ay) = 0.

Dans ce qui suit, nous appliquons les résultats précédents au groupe SL(2) et a l'en-
semble R?\{0}. Ainsi, nous montrons que cet ensemble est paradoxal pour ce groupe.
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Proposition 3.3.9. Le groupe SL(2) a une action localement commutative sur R*\{0}.
Démonstration. 1l est clair que le groupe SL(2) agit sur R*\{0} par I'action
(o,2) = o -z =o0(x)

car les éléments de SL(2) sont des applications linéaires bijectives, ce qui implique ker(o) = {0}
pour tout ¢ € SL(2); par conséquent, si x € R*\{0} alors o(z) € R*\{0}. Soient
01,09 € SL(2) et 79 € R*\{0} tels que

01(960) = 02(%) = Xy,

il faut montrer que o, et oy commutent. Puisque zq # (0, 0), il existe yo € R*\{0} tel que
(20, yo) forment une base de R?. Dans cette base, pour tout x € R? on a

1 1
o1(x) = <O Zi) et et oo(z) = (0 Zz) o

oil ay, ag, by, by € R% De plus, on a by = by = 1 car det(o;) = det(oy) = 1. Finalement,

1 ax+a 1 a1+a
0'10(72<.’L'>:<0 21 l)xT:<O 11 2)$T:(7200'1(1L')

pour tout = € R O
Corollaire 3.3.10 (AC). L’ensemble R*\{0} est paradozal sous I’action du groupe SL(2).

Démonstration. Par la proposition [2.3.1] il existe deux éléments indépendants oy, 0, de
SL(2,Z) C SL(2). Ainsi, le groupe F' = (01, 09) est un sous-groupe libre de SL(2) de rang

2. Par la proposition et la remarque action de I sur R*\{0} est localement

commutative. En utilisant le corollaire [3.3.7, on en tire que R*\{0} est paradoxal pour F
et par suite, pour le groupe SL(2). ]
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Chapitre 4

Ensembles paradoxaux du plan sous
I’action du groupe spécial linéaire

Nous avons vu, grace au paradoxe de Von Neumann, que le carré unité dans R? est
paradoxal sous I'action du groupe SA(2,7Z). Cependant, nous avons constaté que si nous
retirons les translations de ce groupe, ce n’est plus le cas. Nous pourrions essayer de savoir
si en « élargissant » un peu SL(2,Z) on ne peut pas obtenir une décomposition paradoxal
de J ou de J. Dans ce chapitre, nous allons plutot nous intéresser a J. Cette question est la
question 7.4 de [23] & laquelle nous allons répondre positivement. En effet, nous montrons
que l'intérieur carré unité est paradoxal sous ’action du groupe spécial linéaire.

Dans la premiéere partie, nous établissons un résultat permettant d’obtenir des en-
sembles équidécomposables sous 'action d’un groupe libre finiment engendré dont ’action
est localement commutative. Dans la deuxiéme partie, nous donnons un premier critére
pour qu'un ensemble du plan soit paradoxal sur I'action du groupe spécial linéaire. L’in-
térieur du carré unité ne respecte pas ce premier critére; néanmoins, celui-ci permettra
d’obtenir, dans la troisiéme et derniére partie de ce chapitre, un deuxiéme critére qui nous
permettra de répondre a la question de départ.

Initialement, c’est Jan Mycielski en 1998 qui répondit a cette question dans [I5]. Pour
ce faire, il utilisa la conjecture suivante :

Il existe G un groupe libre agissant librement sur B(0,1)\ {0} C R? de sorte que pour
tout g € G, il existe (A;)I, une partition de B(0,1) \ {0} et o1,...,0, des éléments de
SL(2) tels que g4, = 0i|a, pour tout i € {1,...,n}.

Dans ce chapitre, nous allons plutét suivre la démarche adoptée par Miklos Laczkovich
en 1999 dans son article [I3]. En effet, celui-ci se passe complétement de cette conjecture
pour répondre a la question, ce qui renforce I'idée quelle est vraie.
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4.1 Préambule

Dans cette section, nous rappelons au lecteur la notion d’homographie et nous intro-
duisons celle de nombres algébriqguement indépendants. L’objectif est double : d’une part,
cela permettra de trouver une condition suffisante pour obtenir un ensemble d’éléments
indépendants dans SL(2) et, d’autre part, nous acquerrons un résultat permettant d’avoir
des ensembles équidécomposable sous ’action d’un groupe libre finiment engendré et dont
I’action est localement commutative.

Définition 4.1.1. Une transformation homographique (ou simplement une homographie)
est une application

ar +b
b,:C—C
4 ~ x}_)cx—l—d
avecA:(CCL Z) € C3 tel que det(A) = ad — bc # 0. On note

LFT = {4 | A € GL(2,C)}

I’ensemble des transformations homographiques; il est aisé de vérifier que LFT est un
groupe pour la composition de fonctions. De plus,

Qyp=Ps0dp
pour tous A, B € GL(2,C) et on en conclut que "application
GL(2,C) - LFT A~ 4y
est un homomorphisme de groupe dont le noyau est {AI | A € Cy}.

Définition 4.1.2. Les nombres réels a4, ..., a, sont dits algébriquement indépendants sur
un corps K si pour tout polynéme non nul P € K[xy,...,z,]| on a

P(ay,...,a,) #0.

Il est clair que cette définition généralise celle des nombres transcendants. En effet, il
suffit de prendre n = 1 dans la définition précédente et nous obtenons la définition d’un
nombre transcendant sur le corps K.

La remarque suivante nous montre qu’il existe au moins n nombres réels algébrique-
ment indépendants sur Q pour tout n € Ny. Il s’agit d’'une généralisation de la preuve de
I’existence de nombres réels transcendants sur Q.

Remarque 4.1.3. Soient n € Ny et I C R un ensemble indénombrable. On voit facilement
que l'ensemble Q[z] des polynomes & coefficients rationnels est dénombrable. De plus,
si P € Q[z] alors P posséde un nombre fini de racines. Ainsi, 'ensemble des nombres

1. En anglais, une homographie est appelée « Linear Fractional Transformation ».
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algébriquesﬂ sur Q est dénombrable. Il existe donc A; € I un nombre transcendant sur Q
car I n’est pas dénombrable. De la méme fagon, ’ensemble des racines des éléments de

{P(A1,-) | P € Qlay, 22}
est dénombrable. Ainsi, il existe Ay € I tel que
P(A1,X2) #0
pour tout P € Q[x1, z5]. En itérant, il existe Ay,..., A, € I tels que
PA\,..., ) #0

pour tout P € Q[zy,...,z,]. Finalement, pour tout n € Ny et tout ensembles indénom-
brable I C R, il existe Aq,..., A\, € I des nombres algébriquement indépendants sur Q.

Le théoréme suivant nous donne un ensemble d’homographies indépendantes au sens

de la définition [LT.18

Théoréme 4.1.4. Soient n € Ny et Ay, ..., A, des éléments de R3 de la forme

a; b
Ai = <C¢ di)
ot lensemble {a;,b;,c;,d; | i € {1,...,n}} est un ensemble de nombres algébriquement

indépendants sur Q. Dans ce cas, les homographies {®a, | i € {1,...,n}} forment un
ensemble d’éléments indépendants.

Démonstration. Dans un premier temps, remarquons que pour tout i € {1,...,n},

En effet, sinon on obtient I’égalité a;d; — ¢;b; = 0 et les nombres a;, b;, ¢;, d; annulent donc
un polynome a coefficients rationnels, ce qui est impossible. On peut ainsi définir ® 4, pour
tout i € {1,...,n}.

Nous allons procéder par absurde en utilisant la proposition [I.I.19} Supposons qu'il

existe ® un élément de (P4, | i € {1,... ,n}> écrit sous forme réduite et égal a I'identité.
Autrement dit, supposons qu’il existe r € Ny et my, ..., m, € Zg tels que
<I>:<I>ZL;1 o--~o<I>Z‘;T =id (4.1)

avec k; € {1,...,n} pour tout i € {1,...,r}, @Zg:(mi) o (bff:(ji“) #id et Dy, # Pay,,
pour tout i € {1,...,7 —1}. On a

2. C’est-a-dire des nombres qui ne sont pas transcendants.
3. Ou la fonction sgn associe & un nombre réel son signe.
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et il existe P, Py, Py et P, des polynomes a coefficients entiers tels que

(4.3)

P (X Py (X
AZ?AZ?_( 1( 0) 2( 0))

Pg(X()) P4(X0)

ol Xo = (akl, bkl, Cky s dkl, vy Ay bkr, Ck,.s dkr) et Pl(XU)P4(X0) — P2(X0)P3(X0) 75 0 et par
conséquent,

Pl(Xo).Z' + PQ(X())

O(z) = Ps(Xo)z + Py(Xo)

pour tout x € C. Remarquons d’ores et déja que si on modifie uniquement les matrices du
membre de gauche de (4.3), on obtient exactement les mémes polyndémes mais évalués en

un autre point Xy dépendant des éléments des nouvelles matrices. Vu les égalités en (4.1])
et en (4.2), on a A" --- A" = A (X € Cp) et de ce fait, on obtient les égalités

PQ(X()) = Pg(Xo) =0 et Pl(Xo) = P4<X0) =A
et par indépendance algébrique, on sait finalement que P, = P; = 0 et P, = P,. Posons

01 1 2
A_<1 0) et B_(o 1)’

1

dans ce cas, P4(z) = — et Pg(x) = z + 2 pour tout = € C. De plus, posons
T
¢i = @lB O@A O(I)lB = (I)BiABi
pour tout i € {1,...,s} ou s est le nombre d’indices distincts dans {kq,...,k.}. On a alors
¢; € LFT pour tout i € {1,...,s}. Si on compose les ¢; de la méme fagon que les (I)Akj dans

le membre de gauche de 'égalité en (4.1)) alors dans ce cas, en regroupant les différents
termes et vu ce qui précéde, on obtient

p=PY oPyodPodyo---0Py0dY =id

avec ny,...,n, € Zy. Par conséquent, pour tout x € C on a
1
o(z) = + 214
1
+ 2ny
1
+ 2713

! +2

_ Ny

T+ 2n, -l
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et ainsi, ¢(z) tend vers une limite finie lorsque = tend vers 'infini, ce qui est absurde car
¢ = id, d’out la conclusion.
[

Le corollaire suivant permet d’obtenir un ensemble d’éléments indépendants pour le
groupe SL(2), comme annoncé.

Corollaire 4.1.5. Soient n € Ny et {a;,b;,c;,d; | i € {1,...,n}} un ensemble de réels
algébriquement indépendants sur Q. Posons D; = a;d; — b;c; et supposons que D; > 0 pour
touti € {1,...,n} ainsi que

a; b;

Ai:

3
o

VD, VD

pour tout i € {1,...,n}. Dans ce cas, {A; | i € {1,...,n}} C SL(2) est un ensemble
d’éléments indépendants (au sens de la définition .

Démonstration. 1l est clair que A; € SL(2) et que ® 5.4, = ®4, pour tout i € {1,...,n}.
Ainsi, par le théoréme [4.1.4] 'ensemble

(D pa |i€{l,... n}}={04 |ic{l,. .. ,n}}

est un ensemble d’éléments indépendants. Or, I’application A — ® 4 est un homomorphisme
de groupe et par conséquent,

est un ensemble d’éléments indépendants. ]

Pour la suite, rappelons qu'un graphe I' = (V| E) est dit localement fini si chaque
sommet a un degré fini, et qu'un chemin est une suite ordonnée (xi,...,xz,) d’arétes
adjacentes (i.e. x; = {z;1,2;2} € E tel que x;2 = x;411 pour tout i € {1,...,n — 1}).
On dit qu’un chemin est simple si tous ses sommets sont distincts (et par conséquent, ses
arétes sont distinctes également), et qu'un chemin (z1,...,z,) est un cycle si r,» = x1 .
Finalement, on dit qu’un graphe est conneze si, pour toute paire de sommets, il existe un
chemin les joignant.

A présent, nous pouvons énoncer le lemme suivant. La démonstration est admise mais
le lecteur intéressé pourra consulter [12] pour en obtenir une.

Lemme 4.1.6. Soit I' un multi-graphe biparti, connexe et localement fini. Si le degré de
chaque sommet vaut au moins deux et si I contient au plus un cycle simple alors I' contient
un couplage parfait.

C’est le théoréme suivant qui permet d’obtenir des ensembles équidécomposables sous
I’action d’un groupe libre, finiment engendré dont 'action est localement commutative.
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Théoréme 4.1.7. Soit G = (f1,..., fn) un groupe libre agissant sur un ensemble X.
Supposons que l’action de G est localement commutative. St A et B sont des sous-ensembles
de X tels que

(1) pour tout x € A, il existe i,j € {1,...,n} (i # j) tels que fi -z, f;-x € B;
(11) pour tout y € B, il existe i,5 € {1,...,n} (i # j) et il existe z;,x; € A tels que
firzi=fi-xj=y;
alors A ~ B pour G.

Démonstration. Nous allons construire un graphe I' = (V, E') auquel nous appliquerons le
lemme [1.1.6] Posons V= AU B et on définit F' de sorte que pour tout x € A et y € B,

{r,y} e E & Jie{l,....n} : fi-xz=uy.

Tout d’abord, remarquons que chaque z € V est connecté a au plus n sommets (par
exemple, si z € A alors il est connecté au plus & f1-z,..., f, - 2). Autrement dit, le degré de
chaque sommet vaut au plus n et par conséquent, I' est localement fini. De plus, le degré
de chaque z € V vaut au moins deux. En effet, si z € A alors par la condition (7), il existe
i,j€{l,....,n} (i #j) tels queﬂ {2, fi-2} € Eet{z, f; -2} € E. En revanche, si z € B
c’est la condition (77) qui permet de conclure.

Comme dit précédemment, nous voulons appliquer le lemme a I'. Autrement dit,
nous allons montrer que I" contient un couplage parfait M C E, ce qui suffit. En effet, dans
ce cas, pour tout x € A il existe un et un seul y € B tel que {z,y} € M et par conséquent,
il existe i € {1,...,n} tel que f; -z = y. Il existe donc une fonction[]

A—=A{l,...,n} z—i,
telle que f;, -x =y € B avec {x,y} € M. Si nous posons

alors on a A = [LJ A;jet A;NA; =0sii#j. De plus,
i=1

car si y € B alors il existe un unique = € A tel que {z,y} € M et on a f;, -z = y; ainsi,
y € B;,. On a aussi B;N B; = 0 sii # j. En effet, si z € B;N B; alors il existe x;, € A;, et
yi, € A;, (avec i, = i et iy, = j) tels que f;, -z, = fi, - i, = 2, C'est-a-dire {z;,,2} € M
et {y;,, 2} € M, ce qui n’est pas possible car M est un couplage. Finalement, si I' contient
un couplage parfait alors A ~ B pour G.

4. Si f; -z = fj - z alors il s’agit d’un multi-graphe.
5. Sl existe ¢,5 € {1,...,n} telsque i # jet fi-x = f; - v =y avec {x,y} € M alors, on choisi (par
exemple) le plus petit indice.
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Pour montrer que I' contient un couplage parfait, on va montrer que chacune de ses
composantes connexes en contient un. Il est alors évident que l'union de ces couplages
parfaits sera un couplage parfait pour I'.

Soit I'; une composante connexe de I'. Il est clair que I'; est biparti, connexe, localement
fini et que le degré de chacun de ses sommets vaut au moins deux. Pour lui appliquer le
lemme il faut encore montrer que I'; contient au plus un cycle simple. Pour ce faire,
pour tout x € A et y € B tels que {z,y} € E, on sélectionneﬂ itz € {1,...,n} tel que
fitey - @ =y et on pose

QD(ZE, y) = fi{zyy} et 90<y7 $) = i;j,y}'
De cette fagon, pour tous z,y € V tel que {z,y} € F, on a p(z,y) € G et p(x,y) -z =y.
Soit W = (x1,...,2;) un chemin simple. On pose

ay = 90(%5,17 $t,2) o 90(11%71,17 $t71,2) ©---0 90(1’2,1, 1'2,2) o <P(l’1,1, $1,2) (4~4)

et on a ay - 11 = 21 2. De plus, oy est un élément de G écrit sous forme réduite. En effet,
on a

90(95i+1,1, 57Ci+1,2) o 90(1‘1',17 xm) 7& €

car sinon, en particulier ¢ (411, Zit12) © O(Xi1,Ti2) - Tig = 41, OF

90(93i+1,1, 33i+1,2) o 80(%',1, Ii,2) “Ti1 = Ti4+1,2 7& Li1-

Si, maintenant, on suppose que W est un cycle simple alors a{,v est un élément de G écrit
sous forme réduite pour tout j € Ny, car ¢(x11,212) 0 p(ze1, Tr2 ) # e.

Soient Cy = (x1,...,2;) et Cy = (y1,...,yx) des cycles simples de I'; et montrons que
01 - 02.

Supposons d’abord que C; et Cy passent par un méme sommet. Quitte a faire une
permutation circulaire des sommets, on peut supposer que x11 =y;; = u. On a

Aoy, U =00y, " U=1U
et par suite,
Oéc1 O a02 = OJC2 (¢] Oéc1
= Ozall o oz(_j; o Qg °ac, = €,

puisque G a une action localement commutative sur X. Ceci est uniquement possible s’il
existe r, s € Zg et a € G tels que

ag, = a’ et ac, = a’.

6. Encore une fois, sl existe plusieurs indices ayant cette propriété, on sélectionne (par exemple) le
plus petit.
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S - T Al A . 921 A S 2
Dans ce cas, o, = ag, et ces éléments sont du type (4.4) ; 'élément o, est associé au
cycle parcourant |s| fois Cy. De la méme fagon, ag,, est associé au cycle parcourant |r| fois
Csy. Puisque ag, = ag, et que C; et Cy sont des cycles simples, ceci prouve que C1 = Cy.

Supposons a présent que C et Cs sont disjoints. Soient x5 un sommet de C; et gy un
sommet de Cs. Etant donné que I'; est connexe, il existe un chemin simple

C= (Uo = {«To,uoz},uh sy Up—1, Up = {up,byO})

ot u; = {u;1,u;2} € E pour tout ¢ € {0,...,p} et tels que ug2, U1 1,Ur 2y .-\ Up—11, Up—12
ne sont ni des sommets de C ni des sommets de Cy. On a

-1
ac, - To = (g 0 ae, °ag) - Ty = Xy
et en utilisant un raisonnement similaire au cas précédent, il existe s, € Zg tels que
s -1 r -1 T
ag, = (ag cag, 0ac)” = ag oag, oac.

Or, I’élément a(}loa"@ogc est associé au cycle commengant par parcourir C' puis parcourant
|r| fois Cy et terminant par parcourir C' en sens inverse, ce qui est impossible car ag, est
associé a un cycle parcourant |s| fois C et le seul sommet commun entre ces deux cycles
est xg. O

4.2 Premier critére

Dans cette section, nous allons exhiber un sous-ensemble des parties du plan dont les
éléments sont paradoxaux sous l'action du groupe SL(2). Nous devons, avant tout, donner
la définition d’une action transitive, ainsi que rappeler le concept de normes matricielles
et établir quelques-unes de leurs propriétés.

Définition 4.2.1. L’action d’un groupe G sur un ensemble X est dite transitive si pour
tout © € X, orb(x) = X. Autrement dit, si 'action ne posséde qu'une seule orbite.

Lemme 4.2.2. Le groupe SL(2) a une action transitive sur R*\{0}.

Démonstration. Soit x € R*\{0}. Nous savons que orb(z) € R*\{0} et nous devons
montrer que R*\{0} C orb(z). Soit y € R*\{0}. Il existe 6;, 0, € [0, 27[ tels que

x = |z| (cos(#y), sin(6y)) et y = |y| (cos(f), sin(6y)).

Dans ce cas,

Y]
cos(fy) —sin(6s) 0 cos(fy)  sin(6,)
|$| ng = yT
sin(fy)  cos(6s) 0 ||"E|| —sin(6y) cos(6)
)
et le produit des trois matrices ci-dessus appartient a SL(2). Ceci montre que y € orb(z).

]

7. 1l est possible que C' = (ug = {xo, yo})-
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Passons maintenant aux rappels sur les normes matricielles. Pour plus d’informations,
nous conseillons [21] au lecteur.

Définition 4.2.3. Si z = (z1,...,z,) € C", on pose

n
=) |z
j=1

et on vérifie facilement que 'application
C" = [0;00] =+ x|y

est une normeﬂ sur C". De plus, en manipulant les définitions, on peut montrer sans peine
qu’il existe des constantes c;, co > 0 indépendantes de x telles que

|z]a < ¢ |x)y et lz]1 < o |22

ou | - |2 représente la norme euclidienne classique (que 1’on note simplement | - | §’il n’y a
aucune ambiguité possible). On dit que les normes | - |2 et |- |; sont équivalentes.

Définition 4.2.4. Si A € C], et p € {1,2}, on pose

1Al = sup |Az"],

lzlp<1
et on vérifie facilement que ’application
Co = [0500[ A Al

est une norme sur C), si p € {1,2}. On dit que c’est la norme matricielle subordonnée a la
norme vectorielle | - |,.

Proposition 4.2.5. Si A € C et x € C" alors

|Ax—r|p < ||AHp |$|p

sipe{1,2}.
Démonstration. Si x = 0 alors I'inégalité est trivialement vérifiée.
Si x € C"\{0} alors 2| =1letona
|$|P p
1 T ! T
R Az |, = AW <Al = sup [Ay |,
b Plp lylp<1

et par suite, |[Az "], < [|[All, |z],- O

8. C’est-a-dire une application telle que |az|; = |a| |z|1, | +y|1 < |z|1 +|y|1 et |z|1 =0 < 2 =0 pour
tout a € C et tous z,y € C".
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Remarque 4.2.6. Si [ : R" — R" est une application linéaire et B C R" un borné alors
[(B) est un borné. En effet, vu la proposition précédente, il existe une constante ¢ > 0 telle
que

l(@)] < c |z]

pour tout x € B. Par conséquent,

sup |y| = sup |I(z)| < csup|z]
y€el(B) x€B x€EB

or, B est borné ce qui implique sup |z| < oo, d’ot la conclusion.
zeB

Proposition 4.2.7. Si A = (a;i)jkeq1,..ny € C, alors

14]l; = stip (Z \%k\) :
k=1 j=1

Démonstration. Soit x € C" tel que |z|; < 1. Par définition, on a

ATl =3 |(AaT),]

J=1

IA
N
NE
S
=
£

=1 k=1
n n
<> (Z !%’kl) |7
k=1 \J=1
n n
< sup (Z \%‘k\) pRENA
k=1 \ j=1 k=1
n
< ?ﬁlf <Z \%k\)

Finalement, on obtient

De plus, pour tout k£ € {1,...,n}, on a

n
> lag| = A exlr < [ Allx lexlr = [| Al
j=1
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et par suite,

n
sUp (Z \%k\) < [l Al
k=1 j=1

d’ou la conclusion. O

Le théoréme suivant donne une famille de sous-ensembles de R? qui sont équidécom-
posables sous I'action de SL(2). Nous en tirerons un corollaire qui est le résultat principal

de cette section, c’est-a-dire la donnée d’une famille de sous-ensembles de R? paradoxaux
pour SL(2).

Théoréme 4.2.8. 5i X, Y C R? sont deuz sous-ensembles bornés, d’intérieur non vide et
dont la distance a l'origine est strictement positive alors X ~'Y sous ['action du groupe

SL(2).
Démonstration. Au préalable, observons que 0 ¢ X si et seulement si d(X,0) > 0; par
conséquent, 0 ¢ X UY.

Soit x5 € R*\{0}; par le lemme |4.2.2, on a
R?\{0} = orb(z¢) = {Mxz, | M € SL(2)}
et par conséquent, il existe

Agy =

o o
Ay G2
0

20 zo) € SL(2)

(o1 a2

tel que Ay .zl € Y C R2\{0}. Fixons £ > 0 tel que
B(Ayx, &) CY CY.

Puisque 'application z — A, x' est une application linéaire entre espaces vectoriels de
dimension finie, elle est continue ; par suite, il existe 74, > 0 de sorte que pour tout z € R?
tel que |z — xo| < na, ,on a

zg?
£
|A:COZT — Axol'(;rl < 5

En particulier, si z € B(xo,14,,) alors Ay 2" € B(Azzg, €) C Y.

Soient n > 0 et 0 € Ry. Posons b;; = a;} +¢& pour tous 4,j € {1,2} et d = b11by — bi2bar.
Dans ce cas, on a
4= 1+ 5(af3 + a3y — a3 — az})

et si || est suffisamment petit, alors d > 0 et on peut poser

€ SL(2).

Sy
I
GS‘@
—
g‘)—‘
S
NI

=

21 22

S
S
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Quitte & diminuer |0, on peut en outre supposer que
1B = Agoll1 < m;
ainsi, pour tout z € B(zo,74,,), on obtient

|Bz" — Aoz | < |BzT — Ay 2|+ |Apgz | — Apyg |

<c |BzT — Az + %
€
<er 1B = Al lels+

<c ||B— Ayl sup |z]1 +
ZEB(xOWAxO)

<pd4s=c+-=¢
NeTy Ty =%

€
2

€
si on prend n = 5 Finalement, il existe d4, > 0 tel que si
c
|bij — ai}| < 0a,,

alors pour tout z € B(zo,74,,), on a Bz" € B(Ayzq, €) C Y avec

bu b
s [ va Vi
bo1 b

Vd Vd
ol d = by1bgs — b1oby; > 0. De la méme facon, il existe
Y s
e = () este
Co1

tel que Cpyz] € X C R?\{0}. De plus, il existe No,, > 0 tel que si z € B(xo,nc,,) alors
Cayz' € X et il existe d¢, > 0 tel que si

|dij — ¢} | < dc,,
alors, pour tout z € B(x,7c,,), on a Dz' € X avec

dll d12

N
N

d21 d22

N
3
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ot d' = dy1doy — diady; > 0. Pour résumer, si 7o € R*\{0} il existe A,,, Cy, € SL(2) tels
que A,,ry €Y et CmOxOT € X. De plus, il existe na, ,nc,, > 0 et da, ,0c, > 0 tels que
pour tout z € B(x,7a,,), on a

by b
\/E Vd 2Tey
bai  bao

Vd Vd

avec |by; — a;f| < 0a,, et d = bi1bay — biaba; > 0; et pour tout z € B(x, 77010), on a

din  dip
vd v 2l eX
do1  dao

Vd
avec |d1] — ijpl < 5(;1,0 et d = d11d22 — dlgdgl > 0.

On sait évidemment que[]
X< U B(wo,na,,)

$0€X
et par compacité de X, il existe z1,...,2x € X tels que
K
g U xk’v 77A
de la méme facon, il existe y1,...,yr € Y tels que

L
YCY C U (Y1, mey, )-

Pour tout k € {1,..., K}, tout [ € {1,..., L} et tous 7,j € {1,2}, soient
aij(wr), bij(zr), cij(y), dij(n)
des nombres algébriquement indépendants sur Q tels quem
|aij(zr) — aif| < 0a,, et |by(wg) —aif| <6

|cij(y) — cij| <., et |dij(y) — cij] < dc,,-

9. Vu la remarque effectuée pour commencer la démonstration, si 2o € X alors xo € R*\{0}.
10. On peut procéder exactement comme pour la remarque pour trouver ces nombres.
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Si pour tout k € {1,... K}, on pose

a11(£Bk) alQ(Ik)
g | VE VaE
G21(i€k) azz(xk)

Vak - yag

ol a = ay1(xg)aga(xr) — ar2(x)ag (k) > 0 et si on définit de la méme fagon By, C; et D,
pour tout k € {1,..., K} et tout [ € {1,..., L} alors, par le corollaire 4.1.5]

G:<Ak, By, O, Dllke{l,...,K}, lG{l,...,L}>

est un sous-groupe libre de SL(2). De plus, vu la proposition et remarque [3.3.2 son
action sur R? \ {0} est localement commutative. Pour terminer, montrons que les hypothéses
du théoréme sont vérifiées. Pour tout

K
zeX C U B(:Ek?nAzk)?
k=1

il existe k € {1,..., K} tel que z € B(xy, nAxk) et vu ce qui précéde, on en tire que
Azl ey et Byz' €Y.

L
De méme, pour tout z € Y C U B(ui,1c,,), il existe [ € {1,..., L} tel que
k=1

Cizl =z €X et Diz' =z € X
et par suite, C; 'z] = D'z = 2T € Y. Ainsi, par le théoréme |4.1.7, on obtient
X~Y
pour G et par conséquent, sous I'action du groupe SL(2). D’ou la conclusion. O
Nous pouvons ainsi établir le corollaire suivant.

Corollaire 4.2.9. Si X C R? est un sous-ensemble borné, dintérieur non vide et dont la
distance a l'origine est strictement positive alors X est paradoxal sous [’action du groupe

SL(2).

Démonstration. Soient x,y € X tels queac +£ 1. Puisque R? est un espace séparé, il existe
€1,e9 > 0 tels que
B(z,e1) N B(y,e2) = 0

et quitte a restreindre €1 et €9, on peut supposer que B(z,e1) C X et B(y,e2) C X. Or,
par le théoréme [4.2.8]

B(z,e1) ~ X et B(y,e9) ~ X

sous l'action de SL(2), ce qui prouve que X est paradoxal pour ce groupe. O

11. Ceci est possible car X # {x}, puisque sinon, il existe € > 0 tel que B(z,&) C X = {z}, ce qui est
absurde.
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4.3 Deuxiéme critére

C’est dans cette section que nous montrons que l'intérieur du carré unité du plan est
paradoxal sous 'action du groupe spécial linéaire. Pour obtenir ce résultat, il nous faudra
démontrer un théoréme beaucoup plus général.

Commencons par quelques notations.
Définition 4.3.1. Soient a,b > 0 tels que a < b. On pose
D,(a,b) ={z € R" | a < |z| < b}

ou simplement D(a,b) si le contexte est clair. Remarquons que cet ensemble est borné et
d’intérieur non vide. De plus, si a > 0 alors la distance a l'origine est strictement positive.
En particulier, si @ > 0, 'ensemble Ds(a,b) est paradoxal sous 'action du groupe SL(2)
(corollaire [£.2.9). Soulignons également que

D,(0,r) = B(0,r)\ {0} CR"
sir > 0.
Remarque 4.3.2. Nous savons que si X C R", on a
0¢ X & d(X,0) >0,

or 0 ¢ X §'il existe € > 0 tel que B(0,2¢) N X = (, en particulier B(0,e) N X = (). On
en conclut que si X est un ensemble borné, dont la distance a l'origine est strictement
positive, alors il existe a,b > 0 tels que 0 < a < b de sorte que

X C D(a,b),

puisque D(a,b) = B(0,b) \ B(0,a).
Démontrons le lemme suivant avant de passer au théoréme principal de cette section.

Lemme 4.3.3. Soit u : P(R") — [0;00] une mesure exhaustive et finiment additive.
Supposons que u(X) =0 pour tout ensemble borné X C R" dont la distance a l’origine est
strictement positive. Alors pour tout Y C R"™ borné et tout r > 0, on a

p(Y) = p(Y 00 D(0, 7).
Démonstration. Soient Y C R™ un ensemble borné et » > 0. On a
Y= nNnD(O,r)U(Y\ D(,r))
de fagon disjointe. Par conséquent,
p(Y) = p(Y n.D(0, 7)) + p(Y'\ D(0,7))

or, ’ensemble Y\ D(0,r) est un borné dont la distance a 'origine est strictement positive ;
ainsi, par hypothese, on a (Y \ D(0,7)) = 0. Finalement, on obtient

p(Y) = u(y 0 D(0, 7)),

d’ou la conclusion. O]
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Nous pouvons a présent énoncer et démontrer le théoréme.

Théoréme 4.3.4 (AC). Soit X C R*\{0} un ensemble borné. Supposons qu’il existe
O1,...,0, € SL(2) tels que l’ensemble

(szl o X) U {0}

est un voisinage de lorigine. Alors X est paradozal sous 'action du groupe SL(2).

Démonstration. Procédons par 'absurde et supposons que X n’est pas un ensemble pa-
radoxal. Dans ce cas, par le théoreme de Tarski, il existe p une mesure exhaustive sur
R?\{0}, finiment additive et SL(2)-invariante telle que x(X) = 1. Par hypothése, il existe
01,...,0, € SL(2) et 7 > 0 tels que

D(0,7) = B(0,r) {0}C<UJZ )

De plus, par les caractéres monotone, finiment additif et SL(2)-invariant de p, on obtientH
p(D(0,7)) < p (U o; 'X> <Y o X) = u(X)=n < oo
i=1

i=1 i=1

et posons u (D(0,7)) =m € [0;00[. Il est clair que pour tout @’ > 0 et tout &’ > 0 tels que
0<d <b <r,ona
D(d', V") € D(0,7)

et par conséquent, u(D(a’,t')) < p(D(0,r)) = m. De plus, par le théoréme [4.2.8, pour
tous a,b > 0 tels que 0 < a < b, on a

D(a,b) ~ D(d', V")
sous l'action du groupe SL(2) et par suite, on obtient par la proposition
1(D(a,b)) = p(D(a’, b)) <m < oo.

Sachant que D(a,b) est paradoxal sous l'action de SL(2) pour tous a,b > 0 tels que
0<a<b,ona

1(D(a, b)) =0
12. Si Aq,..., A, \{O} alors on pose By = Ay et B; = A4;\ (A1 U---UA;_ 1) pour i € {2,...,n}.
Dans ce cas, B; N Bj =0 si i # j, Ji—y Bi = Ji— Ai et B; C A; pour tout i € {1,...,n}. On a alors
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vu le corollaire et ce qui précéde. On en tire que si Z C R*\{0} est un borné dont la
distance a l'origine est strictement positive alors pu(Z) = 0 (voir remarque [4.3.2]).

Montrons que m # 0 et par conséquent, m €]0;0o[. Pour ce faire, prouvons dans un
premier temps que pour tout ¢ > 0, on a

p(D(0,1)) = p(D(0,7)) = m.
Si ¢t > r alors, en utilisant le lemme [£.3.3] on obtient
p(D(0,1)) = p(D(0,t) N D(0,7)) = p(D(0,7)) = m;
si t < r alors on utilise le lemme pour obtenir
m = u(D(0, 1) = u(D(0,r) N D(0.4)) = u(D(0, 1))

dans tous les cas, ;(D(0,t)) = u(D(0,7)) = m, comme annoncé. Puisque X C R*\{0} est
borné, il existe t > 0 tel que X C D(0,t) et par conséquent,

1= p(X) < w(D(0,t)) =m
finalement, m est bien différent de 0.

A présent, nous allons construire v une mesure exhaustive sur R* \ {0}, finiment additive
et SL(2)-invariante, telle que v(R*\{0}) = m. Ceci conduira a une absurdité, puisque
R?\{0} est paradoxal sous I'action du groupe SL(2) (corollaire ainsi, on doit avoir
v(R*\{0}) = 0 ou #(R*\{0}) = co. Pour tout Z C R*\{0}, on pose

v(Z) = u(ZnND(0,r)).

Dans ce cas, v : P(R*\{0}) — [0; 0] définit une mesure exhaustive et finiment additive,
car pu l'est. De plus,

v(R*\{0}) = u(D(0,r)) = m,
il reste donc a montrer que v est SL(2)-invariante. Soient Z C R*\{0} et o € SL(2).
L’application o : R* — R? est continue, bijective et telle que o/(0) = 0; il existe donc ¢ > 0
tel que

B<Oat) - 0_1 ’ B(0>T)7

ainsi, on obtient

D(0,t) Cot-D(0,7).

De plus, on a
vio-Z)=plo-ZND0,r)) = ,u(a- (ZNnot- D(O,r))) =u(Zneot-D(0,r)),

par définition de v et puisque p est SL(2)-invariante. En outre, 'ensemble o' - D(0,7)
est un borné, car o~ ! est une application linéaire et D(0,r) est un bornéﬁ. Par suite,
I’ensemble

ZNnot-D(0,r)

13. Remarque m
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est également borné. Vu le lemme [£.3.3] on a
W(Z 001 D(0,7) = p(Z Ao - D(0,r) (1 D(O0,1)) = u(Z 1 D(0, 1))

de plus, en utilisant deux fois le lemme et puisque Z N D(0,t) et Z N D(0,r) sont

bornés, on a
1(Z N D(0,t) = u(Z N D(0,t) N D(0,7)) = w(Z N D0,r)) =v(Z).

En conclusion, pour tout Z C R*\{0} et tout ¢ € SL(2), on a v(c - Z) = v(Z), ce qui
prouve la SL(2)-invariance de v et termine la démonstration. O

Corollaire 4.3.5 (AC). Si X C R*\{0} est un borné d’intérieur non vide contenant
un triangle ouvert dont un des sommets est (0,0) alors, X est paradoxal sous l’action du
groupe SL(2).

Démonstration. Si 6 est 'angle orienté formé par les deux cotés du triangle adjacents au
sommet (0,0) alors, notons

cos(i?) —sin(il
pi = ( (j) (92)) € SL(2)

sin(iz) cos(ig)
la rotation d’angle i¢ pour tout i € {0,..., 7] + 1}. Dans ce cas, I'ensemble
L[4 )+1
U (- X)u{o}
=0

est un voisinage de l'origine, puisqu’il contient un ensemble du type D(0,r) U {0}. Il suffit
de conclure par le théoréme [4.3.4] O

Corollaire 4.3.6 (AC). Pour tout r > 0, les ensembles

B(0,7)\{0} et B(0,r)\ {0}
ainsi que Uintérieur du carré unité J sont paradozauz sous l'action du groupe SL(2).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire 4.3.5] O

Nous montrons a présent une condition pour que deux ensembles du plan soient équidé-
composables sous 'action du groupe spécial linéaire. Pour ce faire, montrons que les boules
privées de l'origine sont équidécomposables entre elles sous ’action de ce groupe.

Dans la suite, on utilisera les notations se rapportant au monoide Fg, o)« g2\ {0}-
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Proposition 4.3.7 (AC). Pour tousr,s >0, on a

[D(0,7) x {0}] = [D(0,s) x {0}]

et en particulier, D(0,1) est équidécomposable a D(0, s) sous l'action du groupe SL(2) pour
tous r,s > 0.

Démonstration. Soient r,s > 0 et supposons avoir r < s. Il existe a,b > 0 de sorte que
a<b<retD(a,b) C D(0,r) et par le théoréme 4.2.8 on a

D(r,s) ~ D(a,b)
sous l'action du groupe SL(2); en particulier, il est clair que
D(r,s) x {0} ~ D(a,b) x {0}

sous I'action[] de SL(2)*. En utilisant la proposition [3.1.13] on obtient

[D(r, ) x {0}] < [D(0, 7) x {0}]
et par suite, on a

[D(r,5) x {0}] + [D(0,7) x {0}] < 2[D(0,r) x {0}]
= [(D(r,s) x {0}) U(D(0,r) x {1})] < 2[D(0,r) x {0}].

En utilisant la méme idée que la remarque puisque D(r, s)ND(0,7) =, on voit que

[(D(r,s) x {0}) U(D(0,r) x {1})] = [(D(r,s) x {0}) U (D(0,7) x {0})]
= [(D(T, s)UD(0,7)) x {0}]

= [D(0,s) x {0}]
et on en tire que
[D(0,s) x {0}] <2[D(0,7) x {0}]. (4.5)
De plus, puisque D(0,7) € D(0,s), on a
D(O.1) % {0}] < [D(O.5) x {0} (46)

ainsi, en combinant (4.5)) et (4.6)), on obtient
[D(0,7) x {0}] <[D(0,5) x {0}] < 2[D(0,r) x {0}].
Vu le corollaire [4.3.6, ’ensemble D(0,r) est paradoxal pour SL(2) ; par le corollaire 3.1.17

on en tire que

[D(0,7) x {0}] = 2[D(0,7) x {0}]

14. Une partition de 'ensemble D(r,s) x {0} est du type (A; x {0})"_; ou (A4;)’ est une partition de
D(r, s).
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4.3. Deuxiéme critére

et par conséquent, on a

[D(0,7) x {0}] < [D(0,5) x {0}] < [D(0,7) x {0}],

ce qui montre que [D(0,7) x {0}] = [D(0,s) x {0}] pour tous r, s > 0, puisque < est un
ordre. Le cas particulier est une conséquence immédiate de ce qui précede. O

Proposition 4.3.8 (AC). Soient X,Y C R*\{0} deux ensembles bornés. Supposons qu’il
existe o1, ..., 0n, P1,- -+, pm € SL(2) tels que les ensembles

(z‘qgi.X>U{0} ct (iqpi-Y>u{0}

sont des voisinages de 'origine. Alors X ~'Y sous l'action du groupe SL(2).

Démonstration. Par hypothése, il existe r > 0 tel que

D(O,T)QUUZX
1

<.
Il

et par conséquent, [D(0,7r) x {0}] < {6 (07 - X % {O})} Vu le lemme [3.3.5, on a
=1

[O(ai.X X {0})] Siaz X x {0}] :zn:[(f“ id) - (X x {0})] =n[X x {0}];

i=1 =1

finalement, on obtient [D(0,r) x {0}] < n[X x {0}]. De plus, il existe s > 0 tel que
X C D(0,s) et par suite, on a

[X x {0}] < [D(0,s) x {0}].

Par la proposition on sait que

[D(0,s) x {0}] = [D(0,r) x {0}]

et par conséquent, puisque D(0,r) est paradoxal pour SL(2), il suffit d’utiliser le corollaire
3.1.17] pour obtenir
n[D(0,r) x {0}]

[D(0,7) x {0}]
n [X > {0}]
n[D(0,s) x {0}].

On en tire que n[D(0,s) x {0}] = n[X x {0}] et par la loi d’annulation, on obtient

[D(0,5) x {0}] = [X x {0}],

n[D(0,s) x {0}]

VAN VAR
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4.3. Deuxiéme critére

ce qui montre que D(0, s) ~ X pour SL(2). De plus, pour tout ¢t > 0, on a D(0,t) ~ D(0, s)
et par transitivité,

D(0,t) ~ X

pour SL(2) et pour tout ¢ > 0. De méme, D(0,t) ~ Y sous laction de SL(2) pour tout
t > 0. Finalement, si ty > 0, on a

X ~ D(O,to) ~ Y
et X ~ Y pour le groupe SL(2). ]

Corollaire 4.3.9 (AC). Si X, Y C R*\{0} sont des bornés d’intérieur non vide contenant
un triangle ouvert dont un des sommets est (0,0) alors,

X~Y
sous l'action du groupe SL(2).

Démonstration. Vu la démonstration du corollaire m, il existe p1,..., pn, PLs- .-, P, des
rotations telles que les ensembles

(L:Jl pi - X) U{0} et <Q oL y) U {0}

sont des voisinages de 'origine. On conclut par la proposition [4.3.8] ]
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Annexe A

Complément sur les groupes libres de
SL(2,7)

Dans cette annexe, nous généralisons la proposition afin d’obtenir beaucoup plus
de paires de matrices indépendantes dans SL(2, Z). Cette annexe est basée sur 'article [9].

Dans la suite, sauf mention explicite du contraire, les éléments d’une matrice A € C;,
(resp. B € C}) seront notés a;; (resp. b;;) pour tous ¢,5 € {1,...,n}. De plus, pour
(m) (

tout m € Zo, les éléments de A™ (resp. B™) seront notés a;;  (resp. 55;"’) pour tous
i,7€{l,...,n}.

Commencons par une définition.

Définition A.0.10. Soit A € C}. L’élément a;; de A (i,j € {1,...,n}) est dit dominant
s

|aij| > |awl
pour tous k,l € {1,...,n} tels que (k,1) # (i,7).

L’objectif est de montrer que si A et B sont deux éléments de SL(2,Z) tels que ajy et
byy sont dominants et tels que A* # I et B¥ # I pour tout k& € Ny alors, A et B sont
indépendants. Il est clair que les matrices de la proposition [2.3.1] ainsi que celles de la
remarque qui suit, vérifient bien ces hypothéses. De plus, il en existe d’autres satisfaisant
a ces conditions; c¢’est par exemple le cas des matrices

29 ot 3 2\

15 7 5)7
par conséquent, elles sont également indépendantes. On a ainsi une famille beaucoup plus
grande de paires de matrices indépendantes pour le groupe SL(2,7Z).

Avant toute chose, nous avons besoin d'un lemme un peu fastidieux mais néanmoins
nécessaire, car il sera régulierement utilisé dans la suite.
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Lemme A.0.11. Soit A € Z3 tel que |det(A)| = 1 et pour lequel I’élément ayo est domi-
nant. On a alors

(i) laiz| = 2;

(i1) ayra92 #0;
(%) |an| > lag1| et |ag| > |ax|;
(1) |a12 — ai1| > |age — a|.

Démonstration.

(i) Sinon, on a |aj2| = 0 ou |aj2| = 1. Le premier cas ne peut pas se produire. En
effet, I'élément a15 est dominant et par conséquent, les naturels |aj1], |as1| et |ags| doivent
étre négatifs, ce qui n’est évidemment pas possible. Dans le deuxiéme cas, puisque a1, est
dominant, on obtient

a11| = [aa1| = [az| =0,

ce qui conduit & det(A) = 0 et ceci est impossible.

(12) Supposons que aj;; = 0 ou que agy = 0. Dans ce cas, det(A) = —ajza9; et par
conséquent,
’a12‘ |CL21| =1,

ce qui montre que |ag;| = |aia| = 1. Ceci contredit le point (7).

(77i) Nous allons uniquement montrer que |aj;| > |ag1|, car Pautre cas se traite de la
méme facon. On a

1= |det(A)| = |a12a21 - 011022| > ]a12| !CL21| - |a11| |a22|.
Ainsi, puisque |aja| > |age|, on obtient
1> |axs| |as| = |an| |aws| = |arz| (Jaz| — |ai])
et par suite, 0 > |aia| (Jagi| — |a11]). Finalement, on a |ag; | — |a11| < 0, d’ou la conclusion.

(1v) La démonstration de ce point-ci, est un petit peu plus longue. En effet, nous savons
que |aj1| > 1 vu le point (iz) et nous allons décomposer en deux cas.

Cas |a;1| > 1:0na
1= |det(A)| = |CL11CL22 — Q11021 t+ Q11021 — a21G12| = |a11(a22 - azl) - a21(a12 - Gn)|

et par conséquent, en utilisant I’hypothése et le point (iii), on obtient

1> |an] |aga — ag1] — |ag1| |a12 — aq1| (A.1)
> a1 |ase — ag1| — |an] |ai2 — an|
> |a11| (Jage — a21] — a1z — anl).
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Finalement, on a

1
> |age — ag1| — |are — an|
a1
1 ) . )
avec 1 > ﬁ > 0, ce qui entraine |asy — ag1| — a1z — ag1| < 1, d’on la conclusion.
a1
Cas |a11| = 1 : Par le point (7ii), on sait que |ag;| = 0 ou |ag;| = 1. Dans le premier

cas, vu l'inégalité (|A.1)), on en tire que |ag| < 1 et il vient ,

laze — 0| < 1 <aga| — |an| < |az — anl,

ce qu’on voulait. Dans le deuxiéme cas, il va falloir discuter en fonction de la valeur exacte
de ay; et asp, ainsi qu’en fonction du signe des deux autres élémentsﬂ Nous allons juste
détailler le cas ol a1; = ao; = 1, puisque ce sont de simples vérifications.

Supposons donc avoir a;; = ag; = 1.

— Si agy > 0 et a;p > 0 alors en particulier, ass > 1 et a;p > 2 (vu le point (7)).
Par conséquent, on a |ags — 1| = age — 1 et |a12 — 1| = a1z — 1 et il est clair que
agg—lgalg—l.

— Si age < 0 et a;a > 0 alors en particulier, asy < —1 et a;o > 2. Par conséquent,
| det(A)| = |aze — 12| = a1z — agze = 1 et par suite, on a 3 < ajp — agp = 1, ce qui
n’est pas possible et ce cas ne se produit jamais.

— Si ag > 0 et a;p < 0 alors en particulier, ass > 1 et a5 < —2. Par conséquent,
| det(A)| = |aga—a12| = ase—aj2 = 1 et par suite, on a2 < |aj| = —a12 = 1—ag <0,
ce qui n’est pas possible et ce cas ne se produit jamais.

— Si ass < 0 et ajpy < 0 alors en particulier, |CL22 — 1| =1— a9 et |CL12 — 1| =1—aj et
il est clair que —ass < —ajs vu le caractére dominant de a5 et vu ’hypothése. Par
conséquent, on a 1 — ag < 1 — aqs.

D’ou la conclusion. O

Remarque A.0.12. Pour la suite, il est important de remarquer que si B € Z3 est tel
que | det(B)| = 1 et tel que I'élément by; est dominant alors, on peut appliquer le lemme
A.0.11]a BT. Par conséquent, on obtient les inégalités suivantes :

(i) |bar] = 2;

(i) bi1bae # 0;
(iil) |bi1] > |bia] et |baa| > |b1a|;
(iv) [ba1 — 11| > |ba2 — brol.

1. L’élément a2 étant dominant, on a |aia| > |a11| et par suite, |a12| > |a11| + 1.
2. Remarquons d’ores et déja que a2 et ags ne peuvent pas étre nuls.
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Proposition A.0.13. Soient A, B € 72 tels que | det(A)| = |det(B)| = 1. Si a\% et b3
sont dominants pour tout n € Zg, alors A et B sont indépendants.

Démonstration. Dans un premier temps, remarquons que A", B" € 73 et que nous avons
| det(A™)| = | det(B™)| = 1 pour tout n € Zg; par conséquent, on pourra appliquer respec-
tivement les inégalités du lemme et de la remarque a ces matrices.

Dans un deuxiéme temps, fixons n € Zy et montrons que si (x,,y,) € R? est tel que
|zn] > |yn| et tel que x,, # 0, et si on pose

(T, Yn) A" = (7, Y (A.2)

alors, |y.,| > |z,| et |y,| > |2!,|. Par construction et puisque |z,| > |y,|, on a

|y’:z| = |a§3)xn+a52)yn|
> |0y |a] = |as)] [yn]
> |afy)| [z, — |a%y)| |z

> (]a12)| - |a22 DREE

De plus, |a12 | — |a22 | > 1 car a{? est dominant, ce qui conduit bien & lyl| > |z, Quitte
a multiplier la relation (A.2) par sgn(xn) et par la matrice[]

diag(sgn(al})), sgn(aly)),

(n)

() ot aj, sont positifs. Dés lors, on obtient

on peut supposer que T, a;;

1: - agl)xn + agib)yn Z O

car vu le lemme [A.0.11} on a a&?) > |agf)| et par hypothése, on a x,, > |y,|. Ceci entraine

que Wz, > [a$Vy,|. De méme, on a

car a\? > |al¥| et par hypothése. On en tire que

[yl = lznl =,
( g - an ) Ty + (ag;) - ag})) UYn
(ay) —aﬁ’{)) 2 — |a$y) — a$}| [yl
(a12

v

- @11 ’%2 - a21 D Yl

3. On vérifie facilement que la matrice ainsi obtenue satisfait toujours nos hypothéses.
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et par le dernier point du lemme [A.0.11] on obtient |y),| > |z} |. De la méme fagon, si
|yn| =[x alors, on a 23] = |ya| et || > [y;] avec

(@, yn) B" = (23, Yi)

pour tout n € Zjg.

Enfin, montrons que A et B sont indépendantes en procédant par I'absurde. Vu la
proposition [1.1.19, supposons qu’il existe r € N et Cy,...,C, € {A, B} tels que

w=Cy---Clm =1

ou n; € Zy pour tout i € {0,...,r} et tels que C;Ciy1 # I et C; # Ciyq pour tout
i €{0,...,7—1}. On peut supposer que w commence et se termine par une puissance de A.
En effet, il suffit d’utiliser les mémes arguments que ceux utilisés pour la démonstration de
la proposition hormis le fait que si w commence par une puissance de B et se termine
par une puissance de B alors, on ne considére pas w' mais on considére w multiplié &
gauche A?® et & droite par A™° pour un certain s € Zy. Dés lors, on a

w=A"B"... A" =]
ou n; € Zo pour tout i € {1,...,r}. Considérons (1,0)w et posons (1,0)A™ = (xg, o) et
{ (Tiy yoi) B™ 1 = (Taiy1, Y2ir1) ViEN
(T2i—1, Y2i—1)A™ = (22, Ya) VieNg.

Au vu de ce qui précede, si |zo_1| > |y2i_1], on a |yoi| > |zoi_1] et |yoi| > |z2i]; et par
conséquent, on obtient |zg;11| > |yo;| et |x2i11] > |y2i11| pour tout i € Ny. De plus, puisque
1 >0, 0n a |y| > |zo| et par suite, |z1]| > |yo| et |z1| > |y1], ce qui entraine |ya| > |xy].
Finalement par induction, on obtient

ol < x| < yo| < as] < -0 < Hopa| < ypoa| < ]

Or, vu le premier point du lemme |[A.0.11] on a 2 < |a{5”)| = |yo| ce qui montre que |z,| > 2
et donc (z,, y,) # (1,0), ce qui est absurde puisque (1,0)w = (1,0) = (z,, y,). O

Remarque A.0.14. Si on observe bien la preuve précédente, on retrouve un peu l'idée de
la démonstration de la proposition [2.3.1] En effet, si on note

Xi={(z,y) eR* |zl = [yl} et Xy={(z,y) €R* | |y| > |z[}

alors multiplier un élément de X par une puissance de A donne un élément de X/} et mul-
tiplier un élément de X par une puissance de B donne un élément de X7 et ainsi de suite.
Cependant, on ne conclut pas de la méme fagon car dans le cas qui nous intéresse ici, X7 et
X/ ne sont pas disjoints et c’est pour cela qu’on a besoin d’un argument supplémentaire.
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La derniére étape de cette section, consiste & montrer que si ajo (resp. by;) est dominant

pour une matrice A € Z3 (resp. B € Z3) ayant certaines propriétés alors, aly) (resp. bgf)) est

dominant pour la matrice A" (resp. B") pour tout n € Zg. Il ne restera plus qu’a combiner
ce résultat avec la proposition pour obtenir notre objectif. Pour y parvenir, nous
avons besoin d’'un lemme dont la démonstration nécessite quelques rappels. Pour plus
d’informations, nous conseillons vivement au lecteur de consulter [18].

Rappel. Nous savons que le polynéme caractéristique d’une matrice A de dimension 2
prend la forme particuliére suivante

2% — Tr(A)z + det(A).

De plus, le théoreme de Cayley-Hamilton nous apprend que toute matrice annule son poly-
nome caractéristique et par conséquent, on obtient

A? — Tr(A)A + det(A)I = 0. (A.3)
Nous pouvons a présent passer au lemme.

Lemme A.0.15. Soit A € SL(2,Z). Si A* # I pour tout k € Ny alors | Tr(A)| > 2.

Démonstration. Procédons par I'absurde et supposons que | Tr(A)| < 2. Nous allons donc
traiter deux cas.

Cas Tr(A) = 0 : Notons \; et Ay les valeurs propres de A. Nous savons que
0= TI'(A) = )\1 + /\2 et 1= det(A) = )\1)\2.

On tire de la premiére égalité que \; = —\, et par suite, grace a la deuxiéme égalité, on a
—\2 =1, ce qui n’est pas possible.

Cas | Tr(A)| = 1 : Au vu de la relation (A.3), on a
A? =Tr(A)A - 1.
Par récurrence, on montre facilement que
AR =t A — b 1T (A.4)
avec to = 0, t; = 1 et tpy1 = Tr(A)ty — tx—1 pour tout & € Ny. Si Tr(A) = 1 alors en

utilisant (A.4), on obtient A® = I, ce qui contredit I’hypothése. De la méme facon, si
Tr(A) = —1 alors A% = I, ce qui est également absurde. D’ot la conclusion. ]
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Proposition A.0.16. Soit A € SL(2,7) et supposons que A¥ # I pour tout k € Ny. Dans
ce cas, st ayp est dominant alors a§3> est dominant pour tout n € Zy.

Démonstration. Supposons avoir Tr(A) > 0 et a;o > 0. Soit u € Z tel que || = 1. Posons

0o = —p et

5, =a\? —ua\? ez

pour tout n € Ny. Dés lors, on peut montrer queﬁ
Opi1 = Tr(A)d, — 61
pour tout n € Ng. On a §; = a1 — paqq ; ainsi, on obtient
01 > aig — |pan| = aig — |ann| >0
et par suite, ; > 1. De plus, puisque Tr(A) > 2 vu le lemme on a

52:TI'(A)51—502251+M:51+(61+M)2(51Z].>O
~——

>0

Par conséquent, on a

(53:T1"<A)52—(5122(52—51:52+(62—(51)25221>O
>0

et en itérant, on trouve que 9, > 0 pour tout n € Ny, c’est-a-dire agg) > ,uagyf). Or p==+1

et est arbitraire, on en tire que

o) (n)

(n) (TL) et > — a1 1

19" > A4y

et par conséquent, on obtient ag) > \agq)\ pour tout n € Nj.

(n) (n)
2

() — uayy et on fait exactement le

Pour montrer que ajy’ > |ag§)|, on pose 9, = a

méme raisonnement. De plus, grace au lemme |A.0.11} on a 052 > |aSP|. On en tire que

al? > |a§q)\, ce qui montre que a\? est dominant pour tout n € Nj.

Si Tr(A) < 0 et a;2 < 0 alors il suffit d’appliquer le méme raisonnement a —A. Si
Tr(A) > 0 et a12 < 0 alors on considére la matrice

A — ( a1 —a12>
—Q21 Q22
Si Tr(A) < 0 et a;2 > 0 alors, dans ce dernier cas, on considére —A’. Dans tous les cas,

(n) (=n)
2

on a montré que ajy est dominant pour tout n € Ny. Il faut encore montrer que aj, "~ est

4. C’est une simple vérification mais elle est un peu longue pour étre détaillée ici.
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dominant pour tout n € Ny. Pour ce faire, il suffit simplement de remarquer que pour tout

n € Ny, on a
[ d —aly
AT = () (n)
—Gg ary

= \ag)| est strictement plus grand que le module des autres

éléments de A™", ce qui montre que agn) est dominant pour tout n € Nj. O

et on a montré que |al3"]

Remarque A.0.17. Soit B € SL(2,7Z) et supposons que B* # I pour tout k € Ny. Si
bo1 est dominant alors bg}) est dominant pour tout n € Zg. En effet, il suffit d’appliquer la

proposition [A.0.16| & la matrice BT.

On peut enfin énoncer et démontrer le théoréme principal de cette section.

Théoréme A.0.18. Soit A, B € SL(2,7) tels que A* # I et B* # I pour tout k € Nj.
Supposons que ais et by sont dominants. Alors A et B sont indépendants.

Démonstration. Par la proposition|A.0.16|et la remarque|A.0.17, on sait que ag) et bgf) sont
dominants pour tout n € Zy. Ainsi, vu la proposition [A.0.13] A et B sont indépendants.

D’ou la conclusion. W
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