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Introduction

En 1886, H.Poincaré a stimulé l’intérêt mathématique pour les séries de puissances

formelles (généralement divergentes), en introduisant la notion développement asymptotique

qui est une sorte développement de Taylor qui fournit des approximations successives : une

fonction complexe f, holomorphe sur un secteur S “ tz P C : 0 ă |z| ă r, a ă argpzq ă

bu,admet la série de puissances formelle complexe
pf “

ř

pě0 apz
p

comme son développement

asymptotique (uniforme) à l’origine si pour tout p P N et pour tout sous secteur propre borné

T de S, il existe une constante positive Cp,T telle que pour tout z P T on a

|fpzq ´
p´1
ÿ

ně0

anz
n
| ď Cp,T |z|

p,

et nous écrivons f P
„

ApSq. Dans ce contexte, si ce développement est unique, il est naturel de

considérer l’application asymptotique de Borel
rB : rA Ñ Crrzss envoyant une fonction f dans

son développement asymptotique
pf .

En 1895, Émile Borel a prouvé qu’étant donné une suite panqn de nombres complexes, il existe

une fonction in�niment continûment dérivable f telle que pDnfqp0q “ an, pour tout n P

N. En 1916, J.F. Ritt a montré que l’application de Borel est surjective pour n’importe quel

secteur du plan complexe. Plusieurs chercheurs ont essayé d’étendre ce théorème à d’autres

classes de fonctions. En particulier, la question a été traitée dans le contexte des classes de

fonctions ultraholomorphes, qui sont des sous-classes des fonctions holomorphes dé�nies via

des conditions de croissance sur leurs dérivées en utilisant des suites de poids. Nous montrons

dans ce mémoire que l’application de Borel dans les classes de fonctions ultraholomorphes n’est

jamais bijective.

Dans le premier chapitre, nous nous intéresserons aux suites log-convexes et aux di�érentes

propriétés des dites suites. Par la suite nous présenterons également la fonction de poids asso-

ciée à une suite log-convexe et leurs indices de croissance γpMq et ωpMq qui interviendrons

dans l’étude de l’injectivité et la surjectivité de l’application asymptotique de Borel.

Dans le chapitre 2, nous introduirons les classes de fonctions holomorphes dans des secteurs

non bornés de la surface de Riemann du logarithme à partir des suites de nombres réels positifs

considérées dans le chapitre précédent. Par la suite, nous dé�nirons l’application asymptotique

de Borel qui à une fonction f associe son développement asymptotique. De plus, nous exa-

minerons l’injectivité de l’application de Borel dans trois cas : dans les classes des fonctions

ultraholomorphes de Roumieu-Carleman et dans les classes de fonctions admettant une déve-

loppement asymptotique uniforme ou non à l’origine. En outre, on montrera que la solution

dépend de l’ouverture du secteur et que l’injectivité est possible si le secteur est assez large.

En�n nous montrerons que l’application de Borel n’est jamais bijective.

iv
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Dans chapitre 3, nous rappellerons la surjectivité de l’application de Borel pour les fonctions

de classe C8pRq. Par la suite, nous traiterons la surjectivité de l’application de Borel d’une part

pour les suites de poids et les suites de poids satisfaisant (dc) et d’autre part pour les suites

fortement régulières et les suites admettant un ordre proche non nul.

Dans le dernier chapitre, Nous rappellerons les propriétés sur les suites nécessaires pour prou-

ver l’existence d’un opérateur d’extension global. Ensuite, nous montrerons l’existence d’opé-

rateurs pour les suites de poids satisfaisant certaines conditions. En�n, Nous allons construire

un opérateur qui fait le lien entre la classe des fonctions ultradi�érentiables DM et la classe des

fonctions ultraholomorphes A
t pMupSrq.

v



Chapitre 1

Suite log-convexe

Les classes de fonctions et les séries de puissance formelles que nous dé�nirons dans le chapitre

2 de notre travail sont dé�nies par des restrictions de croissance de leurs dérivées ou de leurs

coe�cients, respectivement. Ces restrictions seront exprimées sous la forme d’une suite de

nombres réels positifs qui satisferont certaines conditions appropriées en fonction du problème.

Dans ce premier chapitre, nous présenterons ces conditions et les propriétés immédiates qui en

découlent. Nous nous sommes principalement référencés de [15], [13], [11] et [16].

1.1 Dé�nitions et propriétés

Dans la suite, M “ pMpqpPN représente toujours une suite de nombres réels positifs, et nous

imposons toujours que M0 “ 1.

Dé�nitions 1.1.1. (i) M est log-convexe (abrégé (lc)) si

M2
p ďMp´1Mp`1, @p P N0.

(ii) M est stable par opérateurs di�érentiels ou sable par dérivation (abrégé (dc)) s’il existe

D ą 0 tel que

Mp`1 ď Dp`1Mp, @p P N.

(iii) M est à croissance modérée (abrégé (cm)) s’il existe A ą 0 tel que

Mp`q ď Ap`qMpMq, @p, q P N.

(iv) M est non-quasianalytique (abrégé (nq) si

8
ÿ

k“0

Mk

pk ` 1qMk`1

ă 8.

1



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

(v) M est fortement non-quasianalytique (abrégé (fnq)) s’il existe B ą 0 tel que

8
ÿ

q“p

Mq

pq ` 1qMq`1

ď B
Mp

Mp`1

, @p P N.

Dé�nition 1.1.2. On dit que M est fortement régulier si M est (lc), (cm) et satisfait (fnq)

Remarque 1.1.3. (i) Si M est (cm) alors M satisfait (dc). (il su�t de prendre q “ 1 dans la

dé�nition de (cm)).

(ii) Si M satisfait (fnq) alors M satisfait (nq).

En e�et, supposons qu’il existe B ą 0 tel que

8
ÿ

q“p

Mq

pq ` 1qMq`1

ď B
Mp

Mp`1

, @p P N.

On a

8
ÿ

q“0

Mq

pq ` 1qMq`1

“

p´1
ÿ

q“0

Mq

pq ` 1qMq`1

`

8
ÿ

q“p

Mq

pq ` 1qMq`1

ď

p´1
ÿ

q“0

Mq

pq ` 1qMq`1

`B
Mp

Mp`1

ă 8.

Proposition 1.1.4. Si nous posons, pM :“ pp!MpqpPN, alors les propriétés piq, piiiq, pivq et pvq sont
préservées lors du passage deM à pM.

Démonstration. (i) Supposons que M satisfait (lc), on a

yM2
p “ p!2M2

p

ď p!2Mp´1Mp`1 car M est (lc)

ď
p

p` 1
xMp´1

xMp`1.

D’où la conclusion car
p
p`1

ď 1.

(ii) Supposons que M satisfait (cm), alors il existe A ą 0 tel que

Mp`q ď Ap`qMpMq.

Ainsi

xMp`q “ pp` qq!Mp`q

ď pp` qq!Ap`qMpMq car M satisfait (cm)

ď Ap`q
pp` qq!

p!q!
xMp

xMq

ď p2Aqp`qxMp
xMq car Cp`q

q ď 2p`q.

D’où la conclusion.

2



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

(iii) Supposons M satisfait (nq),

8
ÿ

qěp

xMq

pq ` 1qxMq`1

“

8
ÿ

q“p

q!Mq

pq ` 1qpq ` 1q!Mq`1

ď

8
ÿ

q“p

Mq

pq ` 1qMq`1

ă 8 car

1

q ` 1
ď 1

(iv) Supposons M satisfait (fnq), alors il existe B ą 0 tel que

8
ÿ

q“p

Mq

pq ` 1qMq`1

ď B
Mp

Mp`1

, @p P N.

On a

8
ÿ

qěp

xMq

pq ` 1qxMq`1

“

8
ÿ

q“p

q!Mq

pq ` 1qpq ` 1q!Mq`1

ď B
Mp

pp` 1qMp`1

car

1

q ` 1
ď

1

p` 1

ď B
xMp

xMp`1

.

Ce qui su�t pour conclure.

Exemples 1.1.5. 1. La suite M dé�nit par Mp “ pp!q
α

avec α ą 0 est une suite fortement

régulière appelé suite de Gevrey d’ordre α. En e�et

(i) M est (lc) car

pp!q2α ď ppp´ 1q!qα.ppp` 1q!qα ô pα ď pp` 1qα,

qui est toujours vrai pour tout α ą 0.

(ii) M est (cm) car, puisque
pp`qq!
p!q!

“ Cp`q
q ď 2p`q, on a

Mp`q “ pp` qq!
α
ď 2αpp`qqp!αq!α “ 2αpp`qqMpMq.

(iii) M est (fnq) car

8
ÿ

q“p

Mq

pq ` 1qMq`1

“

8
ÿ

q“p

1

pq ` 1qα`1
ď

ż 8

p

x´α´1dx “
1

α
pp` 1qα “

1

α

Mp

Mp`1

,

@p P N, d’où la conclusion.

3



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

2. La suite M dé�nie par Mp “ pqq
p2

avec q ą 1 est (lc) et (fnq) mais ne satisfait pas (cm).

En e�et

(i) M est (lc) car

pqq2p
2

ď pqqpp´1q2 .pqqpp`1q2
ô 1 ď q2,

qui est toujours vrai pour tout q ą 1.

(ii) M est (fnq) car

8
ÿ

k“p

Mk

pk ` 1qMk`1

“

8
ÿ

k“p

1

pk ` 1qq2k`1
ď

1

q

8
ÿ

k“p

1

q2k
“

q2

q2 ´ 1

1

q2p`1
“

q2

q2 ´ 1

Mp

Mp`1

,

@p P N, d’où la conclusion.

(ii) M n’est pas à (cm) car

Ma`b “ qpa`bq
2

“ qa
2

qb
2

q2ab
“ q2abMaMa.

Mais il n’existe pas A ą 0 tel que q2ab ď Aa`b pour tous a, b ą 1.

Dé�nition 1.1.6. Pour une suite M on dé�nit la suite des quotientsm “ pmpqpPN par

mp :“
Mp`1

Mp

p P N.

Remarque 1.1.7. On peut observer que pour chaque p P N on a

Mp “
Mp

Mp´1

Mp´1

Mp´2

¨ ¨ ¨
M2

M1

M1

M0

“ mp´1mp´2 ¨ ¨ ¨m1m0.

Ainsi, on peut retrouver la suite M (avecM0 “ 1) une fois que m est connu, et donc la connais-

sance de l’une des suites équivaut à la connaissance de l’autre.

Dans la suite, les suites quotients des suites M, L, . . . seront désignées par les lettres minuscules

m,l, ¨ ¨ ¨ .

Proposition 1.1.8. Soit M une suite. Alors, nous avons :
(i) M est (lc) si, et seulement si, m est croissant.
(ii) Supposons queM soit (lc). Alors,

(ii.a) M1{p
p ď mp´1 pour tout p P N0.

(ii.b) SiM satisfait (fnq) alorsm tend vers l’in�ni.
(ii.c) La suite pM1{p

p qpPN0 est croissante.
(ii.d) limpÑ8mp “ 8 si, et seulement si, limpÑ8M

1{p
p “ 8.

4



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

Démonstration. (i) On a

M est (lc) ôM2
p ďMp´1Mp`1 @p P N0

ô
Mp

Mp´1

ď
Mp`1

Mp

@p P N0

ô mp´1 ď mp @p P N0

ôm est croissant.

(ii.a) Puisque M est log-convexe, m est croissant (par (i)). Ainsi d’après la remarque

(1.1.7), on a

Mp “ mp´1mp´2 ¨ ¨ ¨m1m0 ď mp
p´1 car m est croissant.

D’où la conclusion.

(ii.b) Supposons que m est borné, c’est-à-dire qu’il existe C ą 0 tel que mp ď C pour

chaque p P N. On en tire donc que

8
ÿ

l“0

Ml

pl ` 1qMl`1

“

8
ÿ

l“0

1

pl ` 1qml

ě

8
ÿ

l“0

1

pl ` 1qC
“ 8.

Ceci est impossible si M est (nq)(car M est (fnq) , donc m est non borné croissant. On

obtient la conclusion.

(ii.c) D’après (ii.a), on a @p P N

M
1
p`1

p`1 ď mp “
Mp`1

Mp

.

Ainsi

1

p` 1
logpMp`1q ď logpMp`1q ´ logpMpq.

On en tire que

1

p` 1
logpMp`1q ě

1

p
logpMpq

M
1
p`1

p`1 ěM
1
p
p .

D’où la conclusion.

(ii.d) Supposons que limpÑ8M
1{p
p “ 8. Puisque m est croissant et d’après (ii.a), on a

M
1
p
p ď mp´1 ď mp.

On en tire que limpÑ8mp “ 8.

Réciproquement, supposons que limpÑ8mp “ 8. On a

lim
pÑ8

logpMp`1q ´ logpMpq

p` 1´ p
“ lim

pÑ8
logp

Mp`1

Mp

q “ lim
pÑ8

mp “ 8.

5



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

On conclut par le théorème B.0.2 que

lim
pÑ8

1

p
logpMpq “ lim

pÑ8
M1{p

p “ 8.

Proposition 1.1.9. SoitM une suite. Alors, nous avons :
(i) Si limpÑ8mp “ 8, alors il existe p0 P N tel queMp ďMp`1 pour chaque p ě p0.
(ii) SiM est (lc) alorsMpMl ďMp`l pour tous p, l P N.

Démonstration. (i) Puisque limpÑ8mp “ 8, alors il existe p0 P N tel que mp “
Mp`1

Mp
ą 1

pour chaque p ě p0. D’où la conclusion.

(ii) Fixons p P N et procédons par récurrence sur l.
Pour l “ 0, on a, MpM0 “Mp ďMp`0 pour tout p P N.

Supposons que l’inégalité de la relation est véri�é vraie au rang l, et montrons qu’elle

est vraie au rang l ` 1. En utilisant la dé�nition, la croissance de m et l’hypothèse d’in-

duction, on a

MpMl`1 “MpMl
Ml`1

Ml

ďMp`lml ďMp`lmp`l “Mp`l`1.

D’où la conclusion.

Dé�nition 1.1.10. Une suite M est une une suite de poids si elle est (lc) et lim
pÑ8

mp “ 8.

Remarque 1.1.11. Par proposition 1.1.8, il est clair que si M est (lc) et (fnq) alors M est une

suite de poids. De manière équivalente si m est croissant et lim
pÑ8

pMpq
1{p
“ 8, alors M est une

suite de poids.

Proposition 1.1.12. Soit M une suite (lc). Alors les a�rmations suivantes sont équivalentes :
(i) M est à (cm),
(ii) sup

pPN0

pmp{M
1{p
p q ă 8,

(iii) sup
pPN0

pm2p{mpq ă 8,

(iv) sup
pPN0

pM2p{M
2
p q

1{p
ă 8,

6



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

Démonstration. piq ñ piiq
Puisque M est log-convexe, en utilisant la croissance de m et la remarque 1.1.7, pour tout p P N,

on a

pmpq
p
ď mpmp`1 ¨ ¨ ¨m2p´1

“
m0m1 ¨ ¨ ¨mp´1

m0m1 ¨ ¨ ¨mp´1

mpmp`1 ¨ ¨ ¨m2p´1

“
M2p

Mp

.

De plus, puisque M satisfait la condition (cm), il existe A ą 1 tel que M2p ď A2pM2
p pour tout

p P N0 (en prenant p “ q). Il résulte donc que,

pmpq
p
ďM2p{Mp ď A2pMp@p P N0. (1.1.1)

D’où la conclusion.

piiq ñ piiiq
D’après l’hypothèse, il existe C ą 0 tel que

m2p ď CM
1{2p
2p

d’où

m2p
2p ď C2pM2p

“ C2pm0m1 ¨ ¨ ¨mp´1mp ¨ ¨ ¨m2p´1

ď C2p
pmpq

p
pm2pq

p, @p P N0.

D’où la conclusion.

piiiq ñ pivq
Montrons d’abord que,

sup
pPN0

pm2p{mp´1q ă 8. (1.1.2)

En utilisant piiiq, il existe A ą 1 tel que

m2p

mp´1

“
m2p

mp

mp

mp´1

ď A
mp

mp´1

, p P N.

De plus, pour p ě 2, on a 2p´2 ě p. En utilisant la croissance de m et en appliquant à nouveau

piiiq, on en tire que

m2p

mp´1

ď A
mp

mp´1

ď A
m2p´2

mp´1

ď A2, p ě 2.

7



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

En�n, en prenant C :“ maxpA2,m2{m0q , on conclut que sup
pPN
pm2p{mp´1q ď C . De même, en

utilisant la croissance de m, on a que

M2p “ m0pm1m2q ¨ ¨ ¨ pm2p´3m2p´2qm2p´1

ď m0m
2
2m

2
4 ¨ ¨ ¨m

2
2pp´1qm2p

ď m2
2m

2
4 ¨ ¨ ¨m

2
2pp´1qm

2
2p

m0

m2p

ď C2pm2
0m

2
1m

2
2 ¨ ¨ ¨m

2
p´2m

2
p´1

m0

m2p

car on utilise (1.1.2)

ď C2pM2
p , p P N0 car on utilise et la croissance de m.

D’où la conclusion.

pivq ñ piq
Nous �xons p, q P N. Tout d’abord, si l’un ou les deux indices sont égaux à 0, alors la condition

(cm) est satisfaite pour A “ 1 puisque M0 “ 1, et Mp`0 “ Mp “ MpM0. Par la suite, si p ` q
est pair i.e p` q “ 2k avec k P N0, par pivq, on en déduit qu’il existe H ą 1 tel que

Mp`q “M2k ď HkM2
k “ p

?
Hq2kMpMq

Mk

Mp

Mk

Mq

.

Supposons que p ď k ď q (la preuve est la même si q ă k ă p). Alors, puisque m est croissant,

on a que

Mk

Mp

Mk

Mq

“
m0m1 ¨ ¨ ¨mp´1mp ¨ ¨ ¨mk´1m0m1 ¨ ¨ ¨mk´1

m0m1 ¨ ¨ ¨mp´1m0m1 ¨ ¨ ¨mk´1mk ¨ ¨ ¨mq´1

“ mpmp`1 ¨ ¨ ¨mk´1
1

mkmk`1 ¨ ¨ ¨mq´1

ď
mk´p
k

mq´k
k

“ m0
k “ 1.

D’où Mp`q ď p
?
Hqp`qMpMq.

En�n, si p`q est impair i.e p`q “ 2k´1 avec k ě 2, alors une des valeurs q ou p est impaire et

l’autre est paire. Sans perte de généralité, supposons que q est impair et donc p ě 2. En utilisant

la proposition 1.1.9.piq et le fait que p` q`1 et q`1 sont pairs, on se ramène au cas précédent.

On en tire qu’il existe A ą 1 tel que

M2k´1 ď
M2k

M1

ď
A2kMpMq`1

M1

,

et Mq`1 ď A``1MqM1. On a donc

Mp`q “M2k´1 ď Aq`p`1MpA
q`1Mq ď pA

2
q
q`pMpMq

car p ě 2 donc p` 2 ď 2p. D’où la conclusion.
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CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

Corollaire 1.1.13. Soit M “ pMpqpPN une suite (lc) satisfaisant la condition (cm) pour une
constante A ą 0 apparaissant dans la dé�nition 1.1.1.piiq. Alors ,

mp ď A2M1{p
p ď A2mp, @p P N0.

Démonstration. En utilisant (1.1.1) dans la proposition 1.1.12, la proposition 1.1.8.pii.aq et la

croissance de m, on a

mp ď A2M1{p
p ď A2mp´1 ď A2mp, @p P N0.

1.2 Équivalence et comparaison des suites

Introduisons à présent les notions de suites équivalentes et comparables qui interviendront dans

la comparaison des classe des fonctions dé�nies en termes de suites.

Dé�nition 1.2.1. Soit M et L deux suites. On dit que M est plus petit que L s’il existe C ą 0
tel que

Mp ď CpLp, @p P N,

ou, de manière équivalente, si

sup
pPN
p
Mp

Lp
q
1{p
ă 8.

Nous écrivons M À L.

Nous disons que M et L sont comparables si M À L ou L ÀM est véri�é. Si les deux conditions

sont réunies, on dit que M est équivalent à L, ie il existe des constantes strictement positives

A,B telles que

ApMp ď Lp ď BpMp, @p P N,

et on écrit M ≈ L.

Remarques 1.2.2. (i) Nous remarquons que siM est une suite (lc), satisfaisant la condition

(cm), alors d’après le corolaire 1.1.13, M et pmp
pqpPN sont équivalents.

(ii) La relation ≈ est une relation d’équivalence. En e�et,

- Il est clair que la relation ≈ est ré�exive.

- la relation ≈ est symétrique car M ≈ LôM À L et L ÀM
- la relation ≈ est transitive car si M ≈ L et L ≈ K alors il existe des constantes

strictement positives A,B,C et D telles que

ApMp ď Lp ď BpMp et CpLp ď Kp ď DpLp @p P N.

On en tire que

pCAqpMp ď Kp ď pDBq
pMp, @p P N.

9



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

(iii) Soient deux suites comparables mais non équivalentes ie M À L et M ­≈ L, alors on

observe que

inf
pPN0

ˆ

Mp

Lp

˙1{p

“ 0 et sup
pPN0

ˆ

Mp

Lp

˙1{p

ă `8,

ou, de manière équivalente,

lim inf
pÑ8

ˆ

Mp

Lp

˙1{p

“ 0 et lim sup
pÑ8

ˆ

Mp

Lp

˙1{p

ă 8.

De même, M et L sont non-comparables si

inf
pPN0

ˆ

Mp

Lp

˙1{p

“ 0 et sup
pPN0

ˆ

Mp

Lp

˙1{p

“ 8,

ou, de manière équivalente, si

lim inf
pÑ8

ˆ

Mp

Lp

˙1{p

“ 0 et lim sup
pÑ8

ˆ

Mp

Lp

˙1{p

“ 8.

Dé�nition 1.2.3. Soit M et L des suites de nombres réelspositifs, on dit que m est majoré par

l s’il existe c ą 0 tel que

mp ď clp, @p P N,

ou, de manière équivalente, si

sup
pPN

mp

lp
ă 8,

et nous écrivons m ĺ l. La suite m est dite semblable à l si m ĺ l et l ĺ m ie si il existe des

constantes strictement positives a, b telles que

amp ď lp ď bmp, @p P N,

et on écrit m » l.

Remarque 1.2.4. De même, la relation » est une relation d’équivalence.

Exemple 1.2.5. On dé�nit L :“ pΓp1` 3pqqpPN “ pp3pq!qpPN, où Γ désigne la fonction Gamma

eulérienne. On a

l “
p3p` 3q!

p3pq!
“ p3p` 3qp3p` 2qp3p` 1q,

de plus, lim
pÑ8

p3p` 3qp3p` 2qp3p` 1q

pp` 1q3
“ 27.

On conclut que l » ppp` 1q3qpPN et donc que L ≈ M, où M est la suite de Gevrey d’ordre 3.

Proposition 1.2.6. Soient M et L des suites, m et l les suites de quotients associées à M et L,
respectivement.

10



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

(i) Sim ĺ l, alors M À L.
(ii) Sim » l alorsM ≈ L.

Démonstration. (i) Par hypothèse, il existe c ą 0 tel que mp ď clp pour tout p P N. En

utilisant la remarque 1.1.7, on a queMp “ m0m1 ¨ ¨ ¨mp´1 et Lp “ l0l1 ¨ ¨ ¨ lp´1, on en tire

donc que

Mp “ m0m1 ¨ ¨ ¨mp´2mp´1 ď cl0cl1 ¨ ¨ ¨ clp´2clp´1 “ cpLp @p P N.

D’où la conclusion.

(ii) La conclusion découle directement du point (i).

La dernière proposition montre que la notion de comparabilité pour les suites de quotients est

plus forte que la première. Sous des hypothèses appropriées, l’implication inverse peut être

obtenue.

Proposition 1.2.7. Soient M et L des suites (lc), m et l les suites de quotients correspondantes.
Nous supposons que M a une croissance modérée. Si M À L, alorsm ĺ l.

Démonstration. Si on a M À L, alors il existe C ą 0 tel que Mp ď CpLp pour tout p P N.

De plus, par la proposition 1.1.8pii.aq, on a pLpq
1{p ď lp et par le corollaire 1.1.13, on a mp ď

A2pMpq
1{p

pour un certain A ą 0 et pour tout p P N0. Il résulte donc que

mp ď A2
pMpq

1{p
ď A2CpLpq

1{p
ď A2Clp, @p P N0.

D’où la conclusion.

Maintenant, étudions la stabilité par rapport aux relations d’équivalences » et ≈ de (cm) et

(fnq).

Proposition 1.2.8. Soient M et L deux suites. Si M ≈ L et M a une croissance modérée, alors L
a aussi une croissance modérée.

Démonstration. Par hypothèse, il existe C ą 1 tel que C´pLp ď Mp ď CpLp pour chaque

p P N. En utilisant la croissance modérée de M, on en tire que

Lp`q ď Cq`pMq`p car L ÀM
ď pACqq`pMpMq car M a (cm)

ď pACqq`pCpCqLqLp car M À L
“ pAC2

q
p`qLqLp, pour chaque p, q P N.

D’où la conclusion.

Proposition 1.2.9. SoientM et L deux suites. Sim » l etM est (fnq), alors L est aussi (fnq).
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CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

Démonstration. Par hypothèse, il existe c ą 1 tel que c´1lp ď mp ď clp pour chaque p P N. En

utilisant la non-quasianalyticité forte de M, on en tire que

8
ÿ

k“p

Lk
pk ` 1qLk`1

“

8
ÿ

k“p

1

pk ` 1qlk
par de�nition de l

ď c
8
ÿ

k“p

1

pk ` 1qmk

car m ĺ l

ď c
8
ÿ

k“p

Mk

pk ` 1qMk`1

par de�nition de m

ď cB
Mp

Mp`1

car M a (fnq)

ď cB
1

mp

par de�nition de m

ď c2B
1

lp
car l ĺ m

ď c2B
Lp
Lp`1

, pour chaque p P N.

D’où la conclusion.

Corollaire 1.2.10. Soient M et L des suites, m et l les suites de quotients associés à M et L,
respectivement. Nous supposons que M et L sont (lc) et que l’un d’eux est à (cm). Si M ≈ L, alors
m » l. En particulier, si M est fortement régulier et si L est (lc), alors m ĺ l si et seulement si
M À L, et m » l si et seulement si M ≈ L. Par conséquent, si M ≈ L, alors L est également
fortement régulier.

Démonstration. La démonstration découle immédiatement des propositions 1.2.7, 1.2.8 et 1.2.9.

Remarque 1.2.11. La log-convexité n’est ni stable par ≈, ni stable par ».

1.3 Fonctions associées

Dé�nition 1.3.1. Une fonction ω : r0,8rÑ r0,8r est appelée une fonction de poids si elle est

continue, croissante, ωp0q “ 0, et limtÑ8 ωptq “ 8. Si en plus ωptq “ 0 pour tout t P r0, 1s on

dit que ω est une fonction de poids normalisée. De plus, elle véri�e les conditions suivantes :

pω1q ωp2tq “ Opωptqq si t Ñ 8, ie lim suptÑ8
ωp2tq
ωptq

ă `8, ou encore il existe des

constantes C,N ą 0 telles que ωp2tq ď Cωptq pour tout t ě N .

pω2q ωptq “ Optq si t Ñ 8, ie lim suptÑ8
ωptq
t
ă `8, ou encore il existe des constantes

C,N ą 0 telles que ωptq ď Ct pour tout t ě N .

12



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

pω3q logptq “ opωptqq si t Ñ 8, ie limtÑ8
logptq
ωptq

“ 0, ou encore pour tout ε ą 0, il existe

une constante N ą 0 telle que logptq ď εωptq pour tout t ě N
pω4q ϕω : t ÞÑ ωpetq est une fonction convexe sur R.

Exemples 1.3.2. (i) Soit la fonction ω dé�nit sur r0,8r par

ωptq “ maxt0, logptqsu, où s ą 1.

On a que la fonction ω est une fonction de poids normalisé qui véri�e les propriétés ci-

dessus.

En e�et, il est clair que la fonctionω est continue, croissante,ωptq “ 0 pour tout t P r0, 1s,
et limtÑ8 ωptq “ 8. De plus, elle véri�e les propriétés suivantes :

pω1q On a

lim
tÑ8

ωp2tq

ωptq
“ lim

tÑ8

logp2tqs

logptqs

“ lim
tÑ8

ˆ

logp2q ` logptq

logptq

˙s

“ lim
tÑ8

ˆ

1`
logp2q

logptq

˙s

“ 1 @s ą 1.

D’où ωp2tq “ Opωptqq.
pω2q On a

lim
tÑ8

t

ωptq
“ lim

tÑ8

logptqs

t

“ s lim
tÑ8

logptqs´1

t
par le théorème de l’Hospital

“ sps´ 1q lim
tÑ8

logptqs´2

t
par le théorème de l’Hospital

“ 0 si s´ 2 ă 0.

De plus si s ´ 2 ą 0 en itérant la procédure, il existe ns P N0 tel que s ´ ns ă 0. On

en tire donc que,

lim
tÑ8

logptqs

t
“ sps´ 1q ¨ ¨ ¨ ps´ ns ` 1q lim

tÑ8

logptqs´ns

t
“ 0

D’où ωp2tq “ Optq.
pω3q On a

lim
tÑ8

logptq

ωptq
“ lim

tÑ8
logptq1´s “ 0 @s ą 1.

D’où logptq “ opωptqq.
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CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

pω4q Il est assez facile de voir que ϕω : t ÞÑ ωpetq “ ts pour tout s ą 1 et t ą 1 est une

fonction convexe.

(ii) Par un raisonnement analogue on montre aisément que la fonction ω dé�nie sur r0,8r

par ωptq “ t
1
s pour s ą 0 est une fonction de poids.

Nous allons à présent montrer que à toute suite M, on peut associer une fonction de poids. Pour

toute suite M, considérons l’application ωM : r0,8rÑ R est dé�nie par

ωMptq :“ sup
pPN

log
` tp

Mp

˘

, t ą 0; ωMp0q “ 0.

Proposition 1.3.3. Si M est une suite poids, alors ωM est une fonction continue, croissante dans
r0,8r et limtÑ8 ωMptq “ 8.

Démonstration. En e�et, en utilisant le théorème B.0.1, pour bp “ p, x “ logptq, ap “ logpMpq´

logpMp´1q et

Np “
řp
i“1pbi ´ bi´1qai “ logpMpq ´ logpM0q “ logpMpq car M0 “ 1, on a

ωMptq :“ sup
pPN

log
` tp

Mp

˘

“ sup
pPN
pp logptq ´ logpMpqq “ p logptq ´ logpMpq;

si logptq P rlogpmp´1q, logpmpqs, p ě 1. De plus, si t ď m0, on a ωMptq “ 0. Il en résulte donc

que

ωMptq “

$

’

&

’

%

p log t´ logpMpq si t P rmp´1,mpr, p “ 1, 2, . . . ,

0 si t P r0,m0r.

D’où la conclusion.

Remarque 1.3.4. Puisque l’application t Ñ pt ´ logpMpq est convexe sur R, on a tire que la

fonction tÑ ωMpexpptqq est convexe sur R. De plus, on a

ωMpmpq “ logp
mp
p

Mp
q @p P N.
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Alternativement,on considère la fonction hM : r0,8rÑ R dé�nit par

hMptq : “ inf
pPN

Mpt
p

“ inf
pPN

expplogpMpt
p
qq

“ exp

ˆ

inf
pPN

logpMpt
p
q

˙

“ exp

ˆ

´ sup
pPN
p´ logpMpt

p
qq

˙

“ exp

ˆ

´ sup
pPN

logp
1

Mptp
q

˙

“ exp
`

´ ωMp1{tq
˘

, t ą 0; hMp0q “ 0.

On en tire que cette fonction est continue croissante de r0,8r à valeur dans r0, 1s car

lim
tÑ8

hMptq “ lim
tÑ8

exp
`

´ ωMp1{tq
˘

“ 1

De plus, on a

hMptq “ exp
`

´ ωMp1{tq
˘

“

#

tpMp si
1
t
P rmp´1,mpr, p “ 1, 2, . . . ,

1 si
1
t
P r0,m0r.

“

#

tpMp si t P
“

1
mp
, 1
mp´1

“

, p “ 1, 2, . . . ,

1 si t ě 1{m0.

Proposition 1.3.5. Soient deux suitesM et L. SiM « L, alors il existe A,B ą 0 telles que

ωMpAtq ď ωLptq ď ωMpBtq, @t ě 0.

ou, de manière équivalente, H,L ą 0 tels que

hMpLtq ď hLptq ď hMpHtq, @t ě 0.

Démonstration. Puisque M « L, il existe des constantes positives A,B telles que

A´pMp ď Lp ď B´pMp, ie
Bp

Mp

ď
1

Lp
ď
Ap

Mp

@p P N.

Ainsi, en multipliant l’inégalité précédente par tp et en utilisant la dé�nition de la fonction ωM
on en tire que

ωMpBtq ď ωLptq ď ωMpAtq, @t ě 0.
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Exemple 1.3.6. Soit M la suite dé�nie par Mp “ pp!q
α
. On a

ωMptq “

$

’

&

’

%

p log t´ logpMpq si t P rpα, pp` 1qαr, p “ 1, 2, . . . ,

0 si t P r0, 1r.

De plus, puisque limtÑ`8
ωMptq

t
1
α
“ 0, il existe des constantes positives A,B telles que

At
1
α ď ωMptq ď Bt

1
α ,

lorsque tÑ `8.

Les suites positives ne sont pas toujours log-convexes, mais il est possible de les régulariser au

moyen du minorant log-convexe développé dans [15].

Dé�nition 1.3.7. Soit M une suite positive. Mlc
est le minorant log-convexe de M si

(i) Mlc
est une suite log-convexe ;

(ii) M lc
p ďMp pour tout p P N ;

(iii) Si L est une suite log-convexe et Lp ď Mp pour tout p P N, alors Lp ď M lc
p pour tout

p P N.

La fonction associée à une suite positive est liée à son minorant log-convexe par la proposition

suivante.

Proposition 1.3.8 ([15]). SoitM une suite avec lim inf M1{p
p ą 0. Alors, nous avons queM plcq

p “

sup
tą0

tp{eωMptq pour tout p P N. Par conséquent,M est (lc) si et seulement si

Mp “ sup
tą0

tp

eωMptq
“ sup

tą0
tphMp1{tq , @p P N.

Le lemme suivant nous donne une caractérisation de la croissance modérée(cm) en terme de la

fonction associé à la suite.

Lemme 1.3.9. SoitM “ pMpqpPN une suite de poids. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) M a une croissance modérée,
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(ii) Pour tout nombre réel s ě 1, il existe ρpsq ě 1 (ne dépendant que de s et deM) tel que

hMptq ď phMpρpsqtqq
s

@t ě 0,

ou, de manière équivalente, que

sωMptq ď ωMpρpsqtq @t ě 0.

(iii) Il existe H ě 1 et t0 ą 0 (ne dépendant que deM) tels que

hMptq ď phMpHtqq
2

@t ď 1{t0,.

ou, de manière équivalente, que

2ωMptq ď ωMpHtq @t ě t0.

Démonstration. piq ñ piiq Soit s ě 1, prenons k P N tel que k ą s. Par la condition (cm),

il existe A ą 0 (dépendant de k et de M), tel que Mkp ď AkpMk
p pour tout p P N (par

récurrence sur k). On en déduit que

hMptq “ inf
pPN

tpMp ď inf
pPN0

tkpMkp ď inf
pPN
ptAqkpMk

p “ phMpAtqq
k,

pour chaque t ě 0. De plus, Puisque hMptq P r0, 1s, on a

phMpAtqq
k
ď phMpAtqq

s
@t ě 0.

D’où la conclusion pour A “ ρpsq.
piiq ñ piiiq Pour s “ 2 et ρpsq “ H ě 1 dans (ii), et par dé�nition, il existe t0 ą 0 tels que

hMptq ď phMpHtqq
2

pour t ď 1{t0,.

piiiq ñ piq Puisque M est (lc), en appliquant la proposition 1.3.8, on a que

Mp “ sup
tą0
ptphMp1{tqq pour tout p P N0. Par (iii), on obtient que

M2p “ sup
tą0

t2phMp1{tq

“ maxp sup
0ătăt0

pt2phMp1{tqq, sup
tět0

pt2phMp1{tqqq

ď maxpt2p0 , sup
tět0

pt2phMpH{tq
2
qq

ď maxpt2p0 , H
2pM2

p q

pour tout p P N. Puisque Mp ě mp
0. On en tire que M2p ď H2pM2

p pour tout p P N. D’où

la conclusion par proposition 1.1.12.
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1.4 Indices de croissances ωpMq et γpMq

Dé�nissons à présent les indices de croissances ωpMq et γpMq qui interviendrons dans l’étude

des classes de fonctions ultraholomorphes d’une part, et dans l’étude de l’injectivité et la sur-

jectivité de l’application asymptotique de Borel d’autre part.

Dé�nition 1.4.1. Soit M une suite et γ P R. On dit que M satisfait la propriété pPγq s’il existe

une suite de nombres réels l “ plpqpPN et a ě 1 tels que :

(i) a´1mp ď lp ď amp, i.em » l @p P N,

(ii) ppp` 1q´γlpqpPN est croissante.

Remarque 1.4.2. Si pPγq est satisfait, alors pPγ1q est satisfait pour γ1 ď γ. En e�et,

pp` 1q´γ
1

lp “ pp` 1qγ´γ
1

pp` 1q´γlp ď pp` 2qγ´γ
1

pp` 2q´γlp`1 “ pp` 2q´γ
1

lp`1

Ainsi,il est naturel de considérer son indice de croissance γpMq dé�ni comme suit

γpMq :“ suptγ P R : pPγq est satisfaitu 1.

Remarque 1.4.3. On a que si M est (lc) alors γpMq P r0,`8s.
En e�et, puisque M est (lc), on a que m est croissante, d’où pP0q est satisfait.

Cet indice de croissance peut être exprimé de manière équivalente par di�érentes conditions.

Dé�nition 1.4.4. Une suite plpqpPN est presque croissante s’il existe a ą 0 tel que pour chaque

p P N0 on a que lp ď alq pour chaque q ě p.

Remarque 1.4.5. Pour tout γ ą 0, on observe que la suite ppp` 1q´γmpqpPN0
est presque

croissante si, et seulement si, pp´γmpqpPN0
est presque croissante. En e�et, puisque

pγ ď pp ` 1qγ ď 2γpγ pour tout p P N0, si la suite ppp` 1q´γmpqpPN0
est presque croissante

alors il existe a ą 0 tel que on a

p´γmp ď 2γpp` 1q´γmp ď a2γpq ` 1q´γmq ď a2γq´γmq @q ě p.

De même, si pp´γmpqpPN0
est presque croissante alors il existe a ą 0 tel que on a

pp` 1q´γmp ď p´γmp ď aq´γmq ď a2γpq ` 1q´γmq @q ě p.

1. Par convention supt∅u “ ´8 et par dé�nition suptRu “ `8.
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Proposition 1.4.6. SoitM une suite telle que la suite pM “ pp!MpqpPN est (lc). Alors, les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) M satisfait (fnq) i.e il existe B ą 0 tel que

8
ÿ

q“p

1

pq ` 1qmq

ď
B

mp

, @p P N,

(ii) il existe une suite H (lc) telle que h »m et inf
pě1

h2p

hp
ą 1,

(iii) lim
kÑ8

lim inf
pÑ8

mkp

mp

“ 8,

(iv) il existe ε ą 0 tel que la suite ppp` 1q´εmpqpPN est presque croissante.

Démonstration. piq ñ piiq Supposons que m est (fnq), Pour chaque p P N, on considère la suite

tp :“
1

mp

`

8
ÿ

l“p

1

pl ` 1qml

.

Puisque
pM est (lc), on a que xm “ ppmpqpPN “ ppp` 1qmpqpPN est croissante. D’où on en tire que

la suite ptpqpPN est décroissante car

tp “
1

mp

`
1

pp` 1qmp

`

8
ÿ

l“p`1

1

pl ` 1qml

“
p` 2

pmp

`

8
ÿ

l“p`1

1

pl ` 1qml

ě
p` 2

pmp`1

`

8
ÿ

l“p`1

1

pl ` 1qml

“ tp`1

Ainsi, en utilisant le fait que M est (fnq), on tire que pour tout p P N,

1 ď mptp “ 1`mp

8
ÿ

l“p

1

pp` 1qml

ď 1`B,

pour une constante B ą 0.

On a doncC :“ 1`B ą 1 est tel queC´1mp ď ptpq
´1 ď mp pour chaque p P N. En dé�nissant,

bp :“ 1{tp pour chaque p P N, il résulte donc que b » m. Par la proposition 1.2.9, on a que B
satisfait (fnq) et puisque la suite pbpqpPN est croissante, on a que B est (lc). Pour chaque p P N,

on considère

sp :“
1

bp
`

8
ÿ

l“p

1

pl ` 1qbl
.
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Par un raisonnement analogue, on montre que pspqpPN est décroissante. La suite H “ hp :“ 1{sp
pour chaque p P N est (lc) et on a h » b. Et donc par transitivité de la relation », on conclut

que h »m. De plus, puisque β est croissant, on a que

h2p

hp
“

1{s2p

1{sp
“
p1{bpq `

ř

lěpp1{pl ` 1qblq

p1{b2pq `
ř

lě2pp1{pl ` 1qblq

“
p1{bpq `

ř

lě2pp1{pl ` 1qblq `
ř2p´1
l“p p1{pl ` 1qblq

p1{b2pq `
ř

lě2pp1{pl ` 1qblq

ě 1`

ř2p´1
l“p p1{pl ` 1qblq

p1{b2pq `
ř

lě2pp1{pl ` 1qblq
car 1{b2p ď 1{bp

ě 1`
p{p2pb2pq

s2p

“ 1`
1

2b2ps2p

car 1{pl ` 1qbl ě 1{2pb2p´1 ě 1{2pb2p pour l P rp; 2p´ 1s,

pour tout p P N. Puisque B satisfait (fnq), comme nous l’avons fait précédemment, il existe

D ą 0 tel que pour chaque p P N nous avons bpsp ď D et on en tire donc que

h2p

hp
ě 1`

1

2D
.

D’où la conclusion.

piiq ñ piiiqMontrons d’abord que

lim
kÑ8

lim inf
pÑ8

hkp
hp

“ 8.

Par (ii), il existe γ ą 1 tel que h2p{hp ą γ pour tout p P N0. De plus h4p ą γh2p ą γ2hp et nous

déduisons ainsi que h2np{hp ą γn pour tout p, n P N0. Par conséquent, pour chaque n P N0

nous avons que

lim inf
pÑ8

h2np

hp
ě γn.

Étant donné M ą 0, il existe n0 P N0 tel que γn0 ą M . En utilisant le fait que H est (lc)(et

donc h est croissante), pour chaque k ě 2n0
on a que hkp ě h2n0p pour chaque p P N0 et nous

déduisons que

lim inf
pÑ8

hkp
hp

ě lim inf
pÑ8

h2n0p

hp
ě γn0 ąM.

D’où lim
kÑ8

lim inf
pÑ8

hkp
hp

“ 8.

Par la suite, puisque h » m, il existe c ą 1 tel que c´1hp ď mp ď chp pour chaque p P N.

Alors, pour chaque k, p P N0 on a que

hkp
c2hp

ď
mkp

mp

.
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D’où en tire donc que

lim
kÑ8

lim inf
pÑ8

mkp

mp

“ 8.

piiiq ñ pviq Par (iii), pour tout N ą 0, on a lim infpÑ8
mkp
mp

ą N pour k su�samment grand.

On �xe un tel k. Alors il existe ε ą 0 tel que kε ă N . On en tire que

lim inf
pÑ8

mkp{mp ą N ą kε.

Alors, il existe p0 P N0 tel que mkp{k
ε ą mp pour chaque p ě p0. Pour chaque q, l P N0 avec

q ě l ě p0 il existe un plus grand n P N tel que knl ď q ă kn`1l, on a donc que

mp

lε
“
kεmp

kεlε
ď

mkl

pklqε
ď

mk2l

pk2lqε
ď ¨ ¨ ¨ ď

mknl

knl
.

Puisque xm est croissant, pour q ě l ě p0 avec knl ď q ă kn`1l on en déduit que

ml

lε
ď

mknl

pknlqε
“
pknl ` 1qmknl

pknl ` 1qpknlqε

ď
pq ` 1qmq

pknl ` 1qpknlqε
car xm est croissant

“
mq

qε
pq ` 1qqε

pknl ` 1qpknlqε

ď
mq

qε
kεk car knl ď q ă kn`1l.

Posons

A :“ max
1ďlďqďp0

ml

mq

qε

lε
ą 1, C :“ Akεk.

Si q ě l ě p0, on a
ml
mq

qε

lε
ď kε`1

, d’où
ml
lε
ď Cmq

qε
.

Si l ď q ď p0, on a
ml
mq

qε

lε
ď A d’où

ml
lε
ď Cmq

qε
.

Si l ď p0 ď q, alors on a que

ml

lε
ď A

mp0

pε0
ď C

mq

qε
.

Dans tous les cas on conclut que pmp{p
εqpPN est presque croissant.

pivq ñ piq Par (vi), il existe A ą 0 tel que

pp` 1q´εmp ď Apq ` 1q´εmq, @q ě p.

On en tire donc que

1

mq

ď
App` 1qεpq ` 1q´ε

mp

, @q ě p.
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Ainsi,

8
ÿ

q“p

1

pq ` 1qmq

ď
App` 1qε

mp

8
ÿ

q“p

pq ` 1q´ε´1

ď
App` 1qε

mp

ż 8

p`1

x´ε´1dx

“
App` 1qε

mp

1

ε
pp` 1q´ε

“
A1

mp

, @p P N

avec A1 “ A
ε

, d’où la conclusion.

Proposition 1.4.7. Soit M une suite de poids et γ ą 0. Alors, M satisfait la propriété pPγq si, et
seulement si, la suite ppp` 1q´γmpqpPN est presque croissante.

Démonstration. Si M satisfait à pPγq avec l “ plpqpPN et une constante a ě 1, et si l’on prend

q, p P N avec q ě p, on a

pp` 1q´γmp ď app` 1q´γlp puisque m » l

ď apq ` 1q´γlq puisque

`

pp` 1q´γlp
˘

pPN est croissante

ď a2
pq ` 1q´γmq puisque m » l,

donc ppp` 1q´γmpqpPN est presque croissant.

Réciproquement, si ppp` 1q´γmpqpPN est presque croissant, il existe a ě 1 tel que

pp` 1q´γmp ď apq ` 1q´γmq, @q ě p.

Nous dé�nissons lp :“ pp` 1qγ infqěppq ` 1q´γmq.

(i) Pour chaque p P N, en utilisant l’inégalité précédente, on a

a´1mp ď pp` 1qγ inf
qěp
pq ` 1q´γmq “ lp ď pp` 1qγpp` 1q´γmp ď amp.

(ii) Pour chaque q, p P N avec q ě p,

pp` 1q´γlp “ inf
lěp
pl ` 1q´γml ď pq ` 1q´γpq ` 1qγ inf

lěq
pl ` 1q´γml “ pq ` 1q´γlq.

Par conséquent, M satisfait à pPγq.
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Remarque 1.4.8. Le résultat ci-dessus montre que l’indice de croissance peut également être

dé�ni comme suit

γpMq “ suptγ ą 0 : pmp{pp` 1qγqpPN est presque croissanteu.

Dé�nition 1.4.9. Pour tout β ą 0 on dit que m satisfait pγβq s’il existe A ą 0 tel que

pγβq
8
ÿ

q“p

1

pmqq
1{β
ď
App` 1q

pmpq
1{β

, p P N.

Dé�nition 1.4.10. Soit M une suite de nombres réels positif. On dé�nit son indice ωpMq par

ωpMq :“ lim inf
pÑ8

logmp

log p
.

Remarques 1.4.11. (i) Si M est (lc) alors ωpMq ě 0.

En e�et puisque M est (lc) alors on a que m est croissant. ainsi

logmp

log p
ě

logm1

log p
p P N.

D’où ωpMq ě 0.

(ii) Par dé�nition, γpMq et ωpMq sont stables pour la relation ».

En e�et, si m » l, alors il existe a ą 0 tel que a´1mp ď lp ď amp. Ainsi,

logmp

log p
ď

log a

log p
`

log `p
log p

D’où par passage à la limite, on tire que ωpMq ď ωpLq.
Par un raisonnement analogue, on a ωpLq ď ωpMq.
De plus, si ppp` 1q´γmpqpPN est presque croissant, alors

pp` 1q´γlp ď app` 1q´γmp puisque m » l

ď abpq ` 1q´γmq pour un b ą 0 et @q ě p

ď ba2
pq ` 1q´γml pour un b ą 0 et @q ě p,

donc ppp` 1q´γlpqpPN est presque croissant.

Par un raisonnement analogue on a également la réciproque. D’où γpMq “ γpLq.
(iii) Par le corolaire 1.2.10, pour les suites de poids satisfaisant (cm), en particulier pour les

suites fortement régulières, ces valeurs sont également stables pour ≈.
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Proposition 1.4.12. Pour toute suite M, on a γpMq ď ωpMq.

Démonstration. Si γ ă γpMq , alors M satisfait pPγq. Par dé�nition de pPγq, pour chaque p P N,

on a que

m0 ď a`0 ď a
`p

pp` 1qγ
ď a2 mp

pp` 1qγ
.

Par conséquent, a´2m0pp` 1qγ ď mp pour chaque p P N et nous déduisons que

ωpMq “ lim inf
pÑ8

logmp

log p
ě lim inf

pÑ8

logpa´2m0pp` 1qγq

log p

ě lim inf
pÑ8

γ logpp` 1q

log p
` lim inf

pÑ8

m0a
´2

log p
“ γ.

D’où ωpMq est un majorant de tγ P R : pPγq est satisfaitu, ainsi la conclusion suit facilement.

Exemples 1.4.13. (i) Considérons la suite de Gevrey dé�nit par Mp “ pp!q
α

avec α ą 0.

On a

ωpMq “ lim inf
pÑ8

logmp

log p
“ lim inf

pÑ8

α logpp` 1q

log p
“ α.

De plus, puisque mp “ pp ` 1qα, on a que M satisfait (Pα). D’où γpMq “ α par la

proposition 1.4.12.

(ii) Considérons M dé�nie par Mp “ pqq
p2

avec q ą 1. On a

ωpMq “ lim inf
pÑ8

logmp

log p
“ lim

pÑ
inf
8

p2p` 1q log q

log p
“ `8.

De plus, la suite M est (lc). On en tire que γpMq P r0,`8s. De plus,

lim
kÑ`8

lim inf
pÑ8

mkp{mp “ lim
kÑ`8

lim inf
pÑ8

q2ppk´1q
“ `8,

par la par la proposition 1.4.6, il existe γ ą 0 tel que la suite pq2p`1pp ` 1q´γqnPN est

presque croissante. Or pour γ ą 0 la a suite pq2p`1pp ` 1q´γqnPN est croissante pour p
su�samment grand. D’où γpMq “ `8

Proposition 1.4.14. SoitM “ pMpqpPN une suite de nombres réels positif et s ą 0. On a
(i)

γpp!sMq “ γpMq ` s, γpMs
q “ sγpMq,

(ii)
ωpp!sMq “ ωpMq ` s, ωpMs

q “ sωpMq,

où p!sM “ pp!sMpqpPN etMs “ pM s
p qpPN.

24



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

Démonstration. (i) Par dé�nition, on a que

γpMq “ suptγ ą 0 : pmp{pp` 1qγqpPN est presque croissante, u

γpMs
q “ suptγ1 ą 0 : pms

p{pp` 1qγ
1

qpPN est presque croissanteu

et

γpp!sMq “ suptγ2 ą 0 : ppp` 1qsmp{pp` 1qγ
2

qpPN est presque croissanteu.

De plus pour tout s ą 0, il est aisé de voir que la suite pmp{pp`1qγqpPN est presque croissante

si, et seulement si, la suite pms
p{pp ` 1qsγqpPN est presque croissante. D’où on tire que

γpMsq “ sγpMq.
De même, pour tout s ą 0, il est aisé de voir que la suite pmp{pp`1qγqpPN est presque croissante

si, et seulement si, la suite ppp ` 1qsmp{pp ` 1qγ`sqpPN est presque croissante. Donc on

conclut que γpp!sMq “ γpMq ` s
(ii) En utilisant la dé�nition de l’indice ω, on a

ωpp!sMq :“ lim
pÑ

inf
8

logpp` 1qsmp

log p
“ lim

pÑ
inf
8

s logpp` 1q ` logmp

log p
“ ωpMq ` s.

De même,

ωpMs
q :“ lim

pÑ
inf
8

logms
p

log p
“ lim

pÑ
inf
8

s logmp

log p
“ sωpMq.

Corollaire 1.4.15. SoitM une suite telle que la suite pM “ pp!MpqpPN est (lc) et β ą 0, nous avons
que

(i) γpMq ą 0 si et seulement siM est (fnq)

(ii) γp pMq ą 1 si et seulement si xm satisfait pγ1q.

(iii) γp pMq ą β si et seulement si xm satisfait pγβq.

Démonstration. (i) On a γpMq ą 0 si et seulement si il existe ε ą 0 tel que la suite ppp` 1q´εmpqpPN
est presque croissante (d’après la proposition 1.4.6), ou de manière équivalente M est (fnq).

(ii) γp pMq ą 1 si et seulement si γpMq` 1 ą 1 (d’après la proposition 1.4.14)si et seulement si

M est (fnq)(d’après (i))si et seulement si xm satisfait pγ1q(par dé�nition de (fnq) et de xm).

(iii) γp pMq ą β si et seulement si γp pMq1{β ą 1(d’après la proposition 1.4.14)si et seulement si

xm1{β
satisfait pγ1q(par (ii)) si et seulement si xm satisfait pγβq.
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Chapitre 2

Injectivité de l’application asymptotique
de Borel

Dans ce chapitre, nous allons dé�nir des classes de fonctions holomorphes dans des secteurs

non bornés de la surface de Riemann du logarithme à partir des suites de nombres réels posi-

tifs considérées dans le chapitre précédent. Par la suite, nous dé�nirons l’application asymp-

totique de Borel qui à une fonction f associe son Développement asymptotique. En�n, nous

examinerons l’injectivité de l’application de Borel dans trois cas : dans les classes des fonctions

ultraholomorphes de Roumieu-Carleman et dans les classes de fonctions admettant une Dé-

veloppement asymptotique uniforme ou non à l’origine. De plus, on montrera que la solution

dépend de l’ouverture du secteur et que l’injectivité est possible si le secteur est assez large. En-

�n nous montrerons que l’application de Borel n’est jamais bijective. Nous avons utilisé comme

référence principale pour ce chapitre [13], [10] et [1].

2.1 Développement asymptotique et classes des fonctions
ultra-holomorphes

Dans cette section, nous introduisons trois classes di�érentes de fonctions ultraholomorphes.

Nous étudierons leurs relations et leurs propriétés élémentaires. Ensuite, nous dé�nirons l’ap-

plication asymptotique de Borel de ces classes dans la classe des séries de puissance formelles.

2.1.1 Dé�nitions et propriétés

Notons R la surface de Riemann du logarithme, et Crrzss l’espace des séries de puissances

formelles en z à coe�cients complexes.

Pour γ ą 0, on considère des secteurs non bornés de direction bissectrice 0,

Sγ :“ tz P R : |argpzq| ă
γ π

2
u
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ou, en général, des secteurs bornés ou non bornés

Spd, α, rq :“ tz P R : |argpzq´d| ă
απ

2
, |z| ă ru, Spd, αq :“ tz P R : |argpzq´d| ă

απ

2
u

avec une direction bissectrice d P R, une ouverture απ et (dans le premier cas) un rayon

r Ps0,8r.

Dé�nition 2.1.1. Une région sectorielle Gpd, αq avec une direction bissectrice d P R et une

ouvertureαπ est un ensemble ouvert connexe dansR tel queGpd, αq Ă Spd, αq, et pour chaque

β P p0, αq il existe ρ “ ρpβq ą 0 avec Spd, β, ρq Ă Gpd, αq.

Nous écrivons simplement Gα pour toute région sectorielle de direction bissectrice d “ 0 et

d’ouverture απ. En particulier, les secteurs sont des régions sectorielles.

Dé�nition 2.1.2. On dit qu’un secteur borné (respectivement non borné) T est un sous-secteur
propre d’une région sectorielle G (resp. d’un secteur non borné S) , et on écrit T ! G (resp.

T ăă S), si T Ă Gprep.T Ă Sq (où l’adhérence de T est prise dans R, et donc le sommet du

secteur n’est pas considéré).

Dé�nition 2.1.3. Nous disons qu’une fonction holomorphe f : G Ñ C admet la série de

puissance formelle
pf “

ř8

p“0 apz
p P Crrzss comme son M´Développement asymptotique dans

G à l’origine si pour chaque T sous secteur propre borné deG il existe CT , AT ą 0 tel que pour

chaque p P N, on a

ˇ

ˇ

ˇ
fpzq ´

p´1
ÿ

n“0

anz
n
ˇ

ˇ

ˇ
ď CTA

p
TMp|z|

p, z P T.

Nous écrirons f „M pf dansG. On note
rAMpGq l’espace des fonctions admettant unM´Développement

asymptotique dans G.

Dé�nition 2.1.4. Soit G une région sectorielle. Nous disons qu’une fonction holomorphe f :

G Ñ C admet
pf comme son M´Développement asymptotique uniforme dans G (de type 1{A

pour quelque A ą 0) s’il existe C ą 0 tel que pour chaque p P N, on a

ˇ

ˇ

ˇ
fpzq ´

p´1
ÿ

n“0

anz
n
ˇ

ˇ

ˇ
ď CApMp|z|

p, z P G. (2.1.1)

Dans ce cas, on écrit f „uM
pf dans G, et

rAu
MpGq désigne l’espace des fonctions admettant une

M´Développement asymptotique uniforme dansG. Notons que, en prenant p “ 0 dans (2.1.1),

on déduit que toute fonction dans
rAu
MpGq est une fonction bornée.

Dé�nition 2.1.5. Nous dé�nissons pour chaque A ą 0 la classe AM,ApGq constituée des fonc-

tions holomorphes dans G telles que

}f}M,A :“ sup
zPG,nPN

|f pnqpzq|

Ann!Mn

ă 8.

Alors, AMpGq :“ YAą0AM,ApGq est appelé une classe ultraholomorphe de Carleman de type
Roumieu dans la region sectorielle G.
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Proposition 2.1.6. Soit G une région sectorielle.
(i) On a que (AM,ApGq, } }M,A) est un espace de Banach.
(ii) SiM est (lc) alors AMpGq est une algèbre en ce qui concerne la multiplication ponctuelle.
(iii) SiM « L, alors AMpGq “ ALpGq

Démonstration. (i) Soit A ą 0. Par linéarité de la dérivé, on a que la classe AM,ApGq est un

espace vectoriel complexe. De plus, ||.||M,A dé�nie une norme sur cet espace. En e�et, soit

f, g P AM,ApGq, en utilisant la dé�nition ||.||M,A, la linéarité de la dérivée et l’inégalité de

Minkowski, on a

}f ` g}M,A “ sup
zPG,nPN

|pf ` gqpnqpzq|

Ann!Mn

ď sup
zPG,nPN

ˆ

|f pnqpzq|

Ann!Mn

`
|gpnqpzq|

Ann!Mn

˙

ď sup
zPG,nPN

|f pnqpzq|

Ann!Mn

` sup
zPG,nPN

|gpnqpzq|

Ann!Mn

“ }f}M,A ` }g}M,A .

Soient λ P C et f P AM,ApGq,en utilisant la dé�nition ||.||M,A, la linéarité de la dérivée, on

a

}λf}M,A “ sup
zPG,nPN

|pλfqpnqpzq|

Ann!Mn

“ |λ| sup
zPG,nPN

|f pnqpzq|

Ann!Mn

“ |λ }f}M,A

Soit f P AM,ApGq tel que }f}M,A “ 0. Alors on a que supzPG,nPN
|f pnqpzq|
Ann!Mn

“ 0. D’où

fnpzq “ 0 pour tout n P N et pour tout z P G. Ainsi, par le principe d’unicité du prolon-

gement, on a que f est identiquement nul dans G.

Montrons que AM,ApGq est un espace complet.

Soit pfnqnPN une suite de Cauchy de AM,ApGq. Ainsi, pour tout ε ą 0 et pour A ą 0 �xé,

il existe N P N tel que pour tous p, q ě N , }fp ´ fq}M,A ă ε. Par linéarité de la dérivée,

on a

sup
zPG,nPN

|f
pnq
p pzq ´ f

pnq
q pzq|

Ann!Mn

ď ε @p, q ě N. (2.1.2)

D’où

sup
zPG

|fppzq ´ fqpzq| ď ε @p, q ě N.

On en tire que la suite pfnqnPN est uniformément de Cauchy sur G, donc elle converge.

Notons cette limite f . Pour n P N �xé, on obtient que la suite pf
pnq
p qpPN est uniformément

de Cauchy puisque
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|f pnqp pzq ´ f pnqq pzq| ď εMnn!An

pour tout p, q ě N et pour tout z P G, qui peut être rendu arbitrairement petit en prenant

ε arbitrairement petit. Donc en tire que la suite pf
pnq
p qpPN converge vers f pnq.

Montrons que la suite pf
pnq
p qpPN converge dans AM,ApGq.

En utilisant( 2.1.2) et en faisant tendre q vers l’in�ni, on a

sup
zPG,nPN

|f
pnq
p pzq ´ f pnqpzq|

Ann!Mn

ď ε @p ě N,

ce qui nous donne bien la convergence dans AM,ApGq. D’où (AM,ApGq, } }M,A) est un es-

pace de Banach.

(ii) Supposons que M est (lc) et Soient deux fonctions f et g dans AMpGq, ie il existeAf , Bg ą

0 tels que f P AM,Af pGq et g P AM,BgpGq. De plus, Par le théorème de Leibniz, on a

pfgqn “
n
ÿ

i“0

Ci
nf
piqgpn´iq.

Ainsi, puisque f P AM,ApGq et g P AM,ApGq, il existe af , bg ą 0 tel que

|pfgqnpzq| ď afbg

n
ÿ

i“0

Ci
ni!pn´ iq!A

i
fB

n´i
f MiMn´i @z P G.

Dès lors, par la proposition 1.1.9(ii) et par la formule du binôme de Newton, on en tire que

|pfgqnpzq| ď afbgn!pAf `Bgq
nMn,

d’où }fg}M,A ă 8. Par conséquent fg P AMpGq.

(iii) Puisque M est équivalent à L, il existe des constantes strictement positives I, J telles que

IpMp ď Lp ď JpMp, @p P N.

Soit f P AMpGq, alors il existe A ą 0 tel que

}f}L,A “ sup
zPG,nPN

|f pnqpzq|

Ann!Ln
ď sup

zPG,nPN

|f pnqpzq|

Ann!IMn

ă 8.

On en tire que AMpGq Ă ALpGq.
De manière analogue, on montre que ALpGq Ă AMpGq. D’où le résultat.
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Remarque 2.1.7.

Pour un secteur S, par Taylor, on a que les dérivées de f P AM,ApSq sont lipschitziennes. Soit

une suite pznqn P S telle que zn converge vers 0. Puisque f ppq est lipschitzienne pour tout p P N,

on a que la suite pf ppqpznqqn converge car pour tout m,n P N, il existe C ą 0 tel que

|f ppqpznq ´ f
ppq
pzmq| ď C|zn ´ zm| @zn, zm P S

D’où, on en tire que la suite pf ppqpznqqn converge. Ainsi pour chaque p P N0 on peut dé�nir

f ppqp0q :“ lim
zPS,zÑ0

f ppqpzq P C. (2.1.3)

De plus, la relation ( 2.1.3 ) est indépendante du choix de la suite pznqn. En e�et, soit une suite

pz1nqn P S telle que pz1nqn converge vers 0. On a que la suite pz2nqn “ pz1, z
1
1, z2, z

1
2, ¨ ¨ ¨ q converge

vers 0. Donc la suite pf ppqpz2nqqn converge. Or les suites pf ppqpznqqn et pf ppqpz1nqqn sont deux

sous-suites de pf ppqpz2nqqn et donc elles convergent vers la même limite.

Proposition 2.1.8. SoitM une suite, S un secteur et G une région sectorielle. Alors ,

(i) Si f P AM,ApSq alors f admet pf :“
ř

pPN
1
p!
f ppqp0qzp comme sonM´développement asymp-

totique uniforme dans S de type 1{A, où pf ppqp0qqpPN est donné par ( 2.1.3). Par conséquent,
nous avons que

AMpSq Ď rAu
MpSq Ď

rAMpSq.

(ii) f P rAMpGq si et seulement si pour chaque T ! G il existe AT ą 0 tel que f |T P AM,AT pT q.
Si f P rAMpGq et que f „M

ř8

p“0 apz
p, alors pour chaque T ! G et chaque p P N on a

ap “ lim
zÑ0
zPT

f ppqpzq

p!
, (2.1.4)

et on peut �xer f ppqp0q :“ p!ap.

(iii) Si S est non borné et T ăă S, alors il existe une constante c “ cpT, Sq ą 0 telle que
la restriction à T , f |T , des fonctions f dé�nies sur S et admettant un M´développement
asymptotique uniforme dans S de type 1{A ą 0, appartient à AM,cApT q.

(iv) Si f P rAMpGq, son M´développement asymptotique pf est unique.

Démonstration. (i) Soit f P AM,ApSq, alors par Taylor pour z, z0 P S, on a

fpzq ´
p´1
ÿ

n“0

f ppqpz0

p!
pz ´ z0q

n
“

1

pp´ 1q!

ż z

z0

pz ´ wqp´1f ppqpwqdw.
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Or, puisque f P AM,ApSq, il existe C ą 0 tel que

}

ż z

z0

pz ´ wqp´1f ppqdw} ď

ż z

z0

pz ´ wqp´1
|f ppq|dw

ď CApp!Mp

ż z

z0

pz ´ wqp´1dw

“ CApp!Mp
pz ´ z0q

p

p
.

Ainsi, par passage à la limite lorsque z0 Ñ 0, on en tire que

ˇ

ˇ

ˇ
fpzq ´

p´1
ÿ

n“0

anz
n
ˇ

ˇ

ˇ
ď CApMp|z|

p, z P S.

D’où la conclusion. Par conséquent, nous avons que

AMpSq Ď rAu
MpSq Ď

rAMpSq.

(ii) Soit f P rAMpGq Considérons T ! G borné et p P N. Soit T1 ! G borné tel que T ! T1.

Alors il existe un r ą 0 tel que le disque fermé Dpz, r|z|q est inclu dans T1. Soit w P

BDpz, |z|rq, alors |w|p ď p1 ` rq|z|p et |w ´ z|p`1 “ rp`1|z|p`1
. Puisque f P rAMpGq, il

existe CT , AT ą 0 tel que pour chaque p P N, on a

ˇ

ˇ

ˇ
fpzq ´

p´1
ÿ

n“0

anz
n
ˇ

ˇ

ˇ
ď CTA

p
TMp|z|

p, z P T1.

Posons rf pz, p ´ 1q “ fpzq ´
řp´1
n“0 anz

n
. Puisque r

ppq
f pz, p ´ 1q “ f ppq, par la formule

intégrale de Cauchy on a que, pour tout z P T ,

f ppqpzq “
ˇ

ˇ

ˇ

p!

2πi

ż

BDpz,rq

rf pw, p´ 1q

pw ´ zqp`1
dw

ˇ

ˇ

ˇ

ď
p!

2π
CTA

p
TMp|w|

p 2πr|z|

rp`1|z|p`1

ď CT p
1` r

r
q
pApTp!Mp,

d’où f |T P AM,AT pT q.
Réciproquement, soit T ! G il existe AT ą 0 tel que f |T P AM,AT pT q. Alors par piq, on

conclut que f P rAMpGq. De plus, par piq on en tire que, si f „M
ř8

p“0 apz
p
, alors pour

chaque T ! G et chaque p P N on a

ap “ lim
zÑ0
zPT

f ppqpzq

p!
,

et par la relation ( 2.1.3), on peut dé�nir f ppqp0q :“ p!ap.
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(iii) Il découle directement de piq et piiq.

(iv) Soit f P rAMpGq. Supposons que f „M pf1 “
ř8

p“0 apz
p

et f „M pf2 “
ř8

p“0 a
1
pz
p

tel que

pf2 ‰
pf1. D’après piiq, pour chaque T ! G et chaque p P N on a

ap “ lim
zÑ0
zPT

f ppqpzq

p!
“ a1p,

D’où la contradiction.

2.1.2 L’application asymptotique de Borel

On peut donc dé�nir des classes de séries de puissance formelles

CrrzssM,A “
!

pf “
8
ÿ

n“0

anz
n
P Crrzss : |a |M,A :“ sup

pPN0

|ap|

ApMp

ă 8

)

.

L’espace pCrrzssM,A, ||M,Aq est un espace de Banach par un raisonnement analogue à celui de la

proposition= 2.1.6(i). On pose CrrzssM :“ YAą0CrrzssM,A.

Étant donné f P rAMpGq avec f „M pf , et compte tenu de (2.1.4), il est évident que
pf P CrrzssM,

il est donc naturel de considérer l’application suivante.

Dé�nition 2.1.9. Étant donné une région sectorielle G, nous dé�nissons l’application asymp-
totique de Borel

rB : rAMpGq ÝÑ CrrzssM

qui envoie une fonction f P rAMpGq dans son M´ Développement asymptotique
pf .

Remarque 2.1.10. On a que
rB est linéaire et si G est un secteur S, par la Proposition 2.1.8.(i)

nous voyons que l’application asymptotique de Borel est également bien dé�nie sur AMpSq et

rAu
MpSq.

Si M « L, alors CrrzssM “ CrrzssLpar un raisonnement analogue à celui de la proposi-

tion 2.1.6(iii).

Introduirons à présent la notion de fonction plate qui jouera un rôle important dans l’injectivité

de l’application asymptotique de Borel.

Dé�nition 2.1.11. Une fonction f dans l’une des classes précédentes est dite plate si
rBpfq est

la série puissance nulle, en d’autres termes, f „M p0.

On peut exprimer la platitude en
rAMpGq au moyen des fonctions associées dé�nies dans la

sous-section 1.3.
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Proposition 2.1.12. Étant donné une suiteM, une région sectorielleG et une fonction holomorphe
f dans G, les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f P rAMpGq et f est plat,
(ii) Pour tout sous-secteur propre borné T de G, il existe c1, c2 ą 0 tel que

|fpzq| ď c1e
´ωMp1{pc2|z|qq “ c1hMpc2|z|q, z P T.

Démonstration. Supposons que f P rAMpGq et f est plat, alors pour chaque sous secteur propre

borné T de G il existe CT , AT ą 0 tel que pour chaque p P N, on a

ˇ

ˇ

ˇ
fpzq

ˇ

ˇ

ˇ
ď CTA

p
TMp|z|

p, z P T.

En prenant la borne inférieur par rapport à p et par dé�nition de hM , on obtient alors

ˇ

ˇ

ˇ
fpzq

ˇ

ˇ

ˇ
ď CThMpAT |z|q, z P T.

D’où la conclusion, avec c1 “ CT et c2 “ AT .

Réciproquement, supposons que Pour tout sous-secteur propre borné T deG, il existe c1, c2 ą 0
tels que

|fpzq| ď c1e
´ωMp1{pc2|z|qq “ c1hMpc2|z|q, z P T.

Puisque la dé�nition de hM implique évidemment hMpc2|z|q ď pc2|z|q
pMp pour tout p P N, on

obtient
ˇ

ˇ

ˇ
fpzq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c1c

p
2Mp|z|

p, z P T.

On en déduit que f „M p0. D’où la conclusion.

Exemple 2.1.13. Dans le cas de Gevrey d’ordre α, en utilisant l’exemple 1.3.6, on a que si

f P rAMpGq et f est plat, alors il existe c1, c2, A ą 0 tel que

|fpzq| ď c1e
´ωMp1{pc2|z|qq ď c1 expp´Ac

1
α
2 |z|

1
α q

2.2 Intervalles d’injectivité et de surjectivité pour l’appli-
cation asymptotique de Borel

En utilisant une simple rotation, nous voyons que l’injectivité et la surjectivité de l’application

de Borel dans l’une des classes précédemment considérées ne dépendent pas de la direction

bissectrice d de la région sectorielle G, nous nous limitons donc au cas d “ 0. De plus, dans ce

mémoire, nous restreindrons notre étude aux secteurs non bornés Sγ . On pose

IM :“tγ ą 0; rB : AMpSγq ÝÑ CrrzssM est injectifu,

rIuM :“tγ ą 0; rB : rAu
MpSγq ÝÑ CrrzssM est injectifu,

rIM :“tγ ą 0; rB : rAMpSγq ÝÑ CrrzssM est injectifu.
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Chaque fois qu’un de ces ensembles est non-vide, on dit que la classe correspondante est quasia-
nalytique. Ainsi, la non-quasi-analyticité revient à l’existence de fonctions plates non triviales

dans la classe.

Nous observons facilement que, par restriction et par principe d’unicité du prolongement, si

γ ą 0 est dans l’un de ces ensembles alors chaque γ1 ą γ l’est aussi. En e�et, si γ1 ą γ alors

rAMpS
1
γq Ă

rAMpSγq. Soit f P rAMpS
1
γq tel que

rBf “ 0. Par injectivité, on a que f “ 0 dans Sγ et

par Principe d’unicité du prolongement, on a que f “ 0 dans S 1γ .

Par conséquent, IM,
rIuM et

rIM sont soit des intervalles vides, soit des intervalles non bornés

contenus dans s0,8r, que nous appelons intervalles de quasi-analyticité ou d’injectivité.

De même, nous dé�nissons

SM :“tγ ą 0; rB : AMpSγq ÝÑ CrrzssM est surjectifu,

rSuM :“tγ ą 0; rB : rAu
MpSγq ÝÑ CrrzssM est surjectifu,

rSM :“tγ ą 0; rB : rAMpSγq ÝÑ CrrzssM est surjectifu.

Il est également facile de véri�er que si γ ą 0 est dans l’un de ces ensembles, alors chaque 0 ă

γ1 ă γ l’est également, donc SM,
rSuM et

rSM sont soit vides, soit des intervalles ouverts à gauche

ayant 0 comme extrémité, appelés intervalles de surjectivité. En utilisant la Proposition 2.1.8.(i)

nous voyons facilement que

IM Ě rIuM Ě
rIM, (2.2.1)

SM Ď rSuM Ď
rSM. (2.2.2)

Remarque 2.2.1. Dans les résultats à venir, nous travaillons avec des suites de poids M. L’exi-

gence de la condition (lc) est motivée dans la proposition 2.1.6 et la remarque 2.1.10. A�n de jus-

ti�er la condition de limite pour m, on observe que pour une suite M est (lc), si limpÑ8mp ­“ 8

alors limpÑ8mp ă 8 et donc aussi limpÑ8pMpq
1{p ă 8 par la proposition 1.1.8. Alors il existe

A ą 0 tel que hMptq “ 0 pour tout t P r0, As par ( 1.3 ). Par conséquent, par la Proposition 2.1.12,

siG est une région sectorielle quelconque et f P rAMpGq est plat, nous avons que fptq “ 0 pour

tout t Ps0, As ce qui, par le principe d’unicité du prolongement, on tire que f est identiquement

nul dans G. Par conséquent, l’application de Borel est toujours injective.

Par contre, dans la même situation, l’application de Borel n’est jamais surjective. En e�et, soit

R ą 0 tel que R ă |z| pour un certain z P G. On peut considérer une fonction holomorphe à

l’origine Lpzq dont le développement de Taylor à l’origine est donné par une série lacunaire
1

convergente
pL P CrrzssM, dont le domaine de convergence est le disque de rayonR. Nous avons

que L „M pL sur une région G1 Ď G, donc par l’injectivité de l’application de Borel, il ne peut

exister une autre fonction E P rAMpGq Ď rAMpG
1q telle que E „M pL. Puisque L ne peut pas

être prolongé analytiquement sur G, on conclut que l’application asymptotique de Borel n’est

pas surjective.

1. une série lacunaire (aussi connue sous le nom de fonction lacunaire) est une série entière (ou la fonction

somme de cette série entière) présentant des lacunes, c’est-à-dire dont un grand nombre de coe�cients sont nuls.

Ces fonctions holomorphes n’ont pas de prolongement analytique en dehors de leur disque de convergence.
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2.2.1 Résultats d’injectivités classiques

Dans cette sous section, nous présenterons les di�érents résultats d’injectivités des di�érentes

classes de fonctions et nous les reformulerons en termes d’indice de croissance ωpMq grâce à

sa relation avec l’exposant de convergence de la suite m.

Théorème 2.2.2 ([10], Section 2.4.III). SoitM une suite de poids, γ ą 0, b ě 0 et

Hb “ tz P C : <pzq ą bu.

Les a�rmations suivantes sont équivalentes :

(i)
8
ÿ

p“0

ˆ

1

mp

˙1{γ

diverge,

(ii) Si f est holomorphe dans Hb et qu’il existe A,C ą 0 tels que

|fpzq| ď
CApMp

|z|γp
, z P Hb, p P N, (2.2.3)

alors f est identiquement nul.

Proposition 2.2.3. Soit une fonction f holomorphe dans H0. On a que f véri�e ( 2.2.3 ) si et
seulement si la fonction g donnée par gpzq :“ fp1{z1{γq appartient à rAu

MpSγq et g est plat.

Démonstration. Soit holomorphe dans H0. Supposons que f véri�e ( 2.2.3 ). Considérons la

transformation z : Sγ Ñ H0 dé�nie par zpwq “ w´
1
γ et la fonction holomorphe g : Sγ Ñ C

dé�nie par gpwq :“ fpzpwqq. Par hypothèse, il existe A,C ą 0 tel que

|gpwq| “ |fpzpwqq| ď CApMp|w|
p w P Sγ, p P N.

D’où g appartient à
rAu
MpSγq et g est plat.

Réciproquement supposons que gpzq :“ fp1{z1{γq appartient à
rAu
MpSγq et g est plat. Soit T un

sous secteur propre borné de Sγ . Par hypothèse, il existe A,C ą 0 tel que

gpzq ď CApMp|z|
p z P Sγ, p P N.

Considérons la transformation z : H0 Ñ Sγ dé�nie par zpwq “ w´γ et la fonction holomorphe

f : H0 Ñ C dé�nie par fpwq :“ gpzpwqq. Ainsi, on en tire que

|fpwq| “ |gpzpwqq| ď
CApMp

|w|γp
w P H0, p P N.

D’où la conclusion
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Nous allons à présent introduire l’exposant de convergence de la suite m, qui permet de régir

l’étude de la divergence de la série

ř8

p“0

´

1
mp

¯1{γ

.

Dé�nition 2.2.4. Soit pcpqpPN une suite non décroissante de nombres réels positif tendant vers

l’in�ni. Le exposant de convergence de pcpqp est dé�ni comme suit

λpcpq :“ inftµ ą 0 :
8
ÿ

p“0

1

cµp
convergeu :“ lim sup

pÑ8

logppq

logpcpq
.

(si l’ensemble précédent est vide, on pose λpcpq “ 8).

Proposition 2.2.5. On a

ωpMq “
1

λpmpq
“

1

λppp`1qmpq

´ 1,

ou, en d’autres termes,

ωpMq “ suptµ ą 0 :
8
ÿ

p“0

1

pmpq
1{µ
ă 8u

“ suptµ ą 0 :
8
ÿ

p“0

1

ppp` 1qmpq
1{pµ`1q

ă 8u.

Démonstration. On a

ωpMq :“ lim inf
pÑ8

logpmpq

logppq
“

1

lim suppÑ8
logppq

logpmpq

“
1

λpmpq
.

De plus,

logpmpq

logppq
“

logpmppp` 1qq

logppq
`

logpp` 1q

logppq
.

Par passage à la limite, on a

1

λpmpq
“

1

λppp`1qmpq

´ 1.

La conclusion s’ensuit.

Théorème 2.2.6. SoitM une suite de poids et γ ą 0. Les a�rmations suivantes sont équivalentes :
(i) rB : rAu

MpSγq ÝÑ CrrzssM est injectif.
(ii)

ř8

p“0pmpq
´1{γ “ 8.

(iii) Soit γ ą ωpMq, soit γ “ ωpMq et
ř8

p“0pmpq
´1{ωpMq “ 8.
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Démonstration. piq ñ piiq Supposons que
rB : rAu

MpSγq ÝÑ CrrzssM est injectif. Soit une

fonction f holomorphe dans H0 et qui véri�e ( 2.2.3 ). Par la proposition 2.2.3, on a que

la fonction gpzq :“ fp1{z1{γq appartient à
rAu
MpSγq et g est plat. D’où par injectivité de

l’application
rB, on a que g ” 0 et donc par le Principe d’unicité du prolongement, on a

que f ” 0. D’où la conclusion par le théorème 2.2.2.

piiq ñ piq Soit g P rAu
MpSγ tel que g soit plat. Par la proposition 2.2.3, on a que la fonction

fpzq :“ gpz´γq est holomorphe dans H0 et véri�e ( 2.2.3 ). Par conséquent, par le théo-

rème 2.2.2, on a que f ” 0 et donc par le Principe d’unicité du prolongement, on a que

g ” 0. D’où l’application
rB est injective.

piiq ô piiiq Ceci découle directement de la proposition 2.2.5.

Théorème 2.2.7 ([22], Thm2). SoitM une suite de poids et γ ą 0. Les a�rmations suivantes sont
équivalentes :

(i) rB : AMpSγq ÝÑ CrrzssM est injectif.
(ii)

ř8

p“0ppp` 1qmpq
´1{pγ`1q “ 8.

(iii) Soit γ ą ωpMq, soit γ “ ωpMq et
ř8

p“0ppp` 1qmpq
´1{pωpMq`1q “ 8.

Démonstration. Le raisonnement est analogue à celui du théorème 2.2.6.

piq ñ piiq Supposons que
rB : AMpSγq ÝÑ CrrzssM est injectif. Soit une fonction f holomorphe

dans H0 et qui véri�e ( 2.2.3 ). Par la proposition 2.2.3, on a que la fonction gpzq :“ fp1{z1{γq

appartient à
rAu
MpSγq et g est plat. Soit T ! Sγ , par la proposition 2.1.8, il existe AT ą 0 tel que

g|T P AM,AT pT q. D’où la conclusion par par injectivité de l’application
rB.

piiq ñ piq Découle du fait que AMpSγq Ă rAu
MpSγq.

piiq ô piiiq Ceci découle directement de la proposition 2.2.5.

Du théorème 2.2.6, on peut déduire la généralisation partielle suivante du lemme de Watson.

Théorème 2.2.8. Soit M une suite de poids, γ ą 0 et Gγ une région sectorielle quelconque d’ou-
verture πγ. On a :

(i) Si γ ą ωpMq, alors rB : rAMpGγq ÝÑ CrrzssM est injectif.
(ii) Si γ ă ωpMq, alors rB : rAMpGγq ÝÑ CrrzssM n’est pas injectif.
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Démonstration. (i) Supposons que γ ą ωpMq. Soit f P rAu
M tel que f soit plat. Soit T un

sous secteur propre borné tel que T “ Sp0, β, rq avec γ ą β ą ωpMq. Par hypothèse, il

existe A,C ą 0 tel que

fpzq ď CApMp|z|
p w P T, p P N.

Considérons la transformation z : H0 Ñ T dé�nie par zpwq “ 1{pw ` p1{rq1{βqβ , et la

fonction holomorphe g : H0 Ñ C dé�nie par gpwq :“ fpzpwqq.
puisque pour chaque w P H0 on a |w ` p1{rq1{γ| ą |w|, on en déduit que

|gpwq| “ |fpzpwqq| ď
CApMp

|pw ` p1{rq1{βqβ|p
ď
CApMp

|w|βp
, w P H0, p P N.

Ainsi, g véri�e ( 2.2.3 ). De plus, puisque β ą ωpMq, par la proposition 2.2.5, on a que

8
ÿ

p“0

pmpq
´1{β

“ 8.

Par conséquent, par le théorème 2.2.2, on a que g ” 0 et donc par le Principe d’unicité

du prolongement, on a que f ” 0. D’où
rB : rAMpGγq ÝÑ CrrzssM est injectif.

(ii) Supposons que γ ă ωpMq. Par la proposition 2.2.5, on a que

8
ÿ

p“0

pmpq
´1{γ

ă 8.

Ainsi, par le théorème 2.2.2, il existe une fonction f holomorphe sur H0, non identique-

ment nulle et les constantes A,C ą 0 tel que f véri�e ( 2.2.3 ). Considérons la fonction

z : Sγ Ñ H0 dé�nie par zpwq “ w´1{γ
et la fonction g holomorphe sur Sγ et dé�nie par

gpwq “ fpzpwqq. Puisque f véri�e ( 2.2.3 ) On a

|gpwq| “ |fpzpwqq| ď CApMp|w|
p, w P Sγ, p P N.

Par conséquent, g ‰ 0 et g est plat dans Sγ . De plus, la restriction de g à Gγ Ă Sγ est

une fonction plate non triviale. D’où la conclusion.

Remarque 2.2.9. Pour toute suite de poidsM, les informations des résultats précédents peuvent

être résumées comme suit :

(i) Si ωpMq “ 8, par le théorème 2.2.7, on voit que IM “ ∅ et (2.2.1) implique IM “ rIuM “
rIM “ ∅.

(ii) Si ωpMq “ 0, par le Théorème 2.2.8 on remarque que
rIM “s0,8r et, par (2.2.1), nous avons

que IM “ rIuM “
rIM “s0,8r.
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ř8

p“0 σp “ 8
ř8

p“0 σp “ 8
ř8

p“0 σp ă 8

ř8

p“0 µp “ 8
ř8

p“0 µp ă 8
ř8

p“0 µp ă 8

IM rωpMq,8r rωpMq,8r sωpMq,8r
rIuM rωpMq,8r sωpMq,8r sωpMq,8r
rIM sωpMq,8r ou rωpMq,8r? sωpMq,8r sωpMq,8r

Table 2.1 – Intervalles d’injectivité pour une suite de poids avec ωpMq Ps0,8r.

(iii) Si ωpMq Ps0,8r, nous avons la situation décrite dans le Tableau 2.1, où

ř8

p“0 σp désigne

la série

ř8

p“0 ppp` 1qmpq
´1{pωpMq`1q

and

ř8

p“0 pmpq
´1{ωpMq

est abrégé en

ř8

p“0 µp (notez

que

ř8

p“0 σp ă 8 implique

ř8

p“0 µp ă 8 en appliquant les théorèmes 2.2.6 et 2.2.7 et en

utilisant que AMpSγq Ď rAu
MpSγq ).

En conclusion, nous voyons que le seul intervalle d’injectivité non déterminé par les résul-

tats précédents est
rIM, et seulement lorsque ωpMq Ps0,8r et

ř8

p“0 pmpq
´1{ωpMq

“ 8. En

e�et, il nous reste plus qu’à décider si ωpMq P rIM ou non. Nous montrerons l’existence de

fonctions plates non triviales dans la classe
rAMpSωpMqq, et donc on a toujours ωpMq R rIM et

rIM “sωpMq,8r.

Exemple 2.2.10. Si l’on considère la suite Mα “
`

p!α
˘

pPN, on a que ωpMαq “ α. Par consé-

quent, le tableau 2.2 contient toutes les informations sur les intervalles d’injectivité déduites

des résultats classiques pour les suites Mα.

Toutes les informations sont connues (voir exemple 2.1.13) car la fonction fpzq :“ expp´1{z1{αq „Mα

p0 et f P rAMαpSαq, donc
rIMα “sα,8r. Comme mentionné précédemment, nous trouverons de

telles fonctions pour toute suite M en utilisant les ordres proches (voir annexe A).

0 ă α

IMα rα,8r

rIuMα
rα,8r

rIMα sα,8r ou rα,8r?

Table 2.2 – Intervalles d’injectivité pour la suite Mα avec α ą 0.

2.2.2 Solution complète et impossibilité de la bijectivité

Maintenant, notre objectsi sera de construire des fonctions plates non triviales dans
rAMpSωpMqq,

ce qui, selon la Proposition 2.1.12, revient à obtenir des fonctions holomorphes dans SωpMq dont
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la croissance est convenablement contrôlée par ωMptq. La notion d’ordre proche (voir annexe A)

jouera un rôle prépondérant à cet égard. Par conséquent, nous obtiendrons le premier résultat

de surjectivité a�rmant que l’application de Borel n’est jamais bijective.

Théorème 2.2.11. Supposons que M soit une suite de poids avec ωpMq P p0,8q. Alors, ωpMq
n’appartient pas à rIM.

Démonstration. Par souci de concision, posons ω :“ ωpMq. Par le théorème A.1.8, pour la fonc-

tion associée ωM on a ρrωMs “ 1{ω P p0,8q, et il existe un ordre proche non nul ρptq, avec

limtÑ8 ρptq “ 1{ω, et des constantes A1 ą 0 et t1 ą 0 telles que

ωMptq ď A1t
ρptq, t ě t1. (2.2.4)

Prenons maintenant une fonction V P Bp2ω, ρptqq. La preuve sera complète si on montre que

Gpzq :“ expp´V p1{zqq, qui est bien dé�nie et holomorphe dans le secteur Sω, appartient à

rAMpSωq et qu’elle est plate, pour cela on utilisera la Proposition 2.1.12. Soit le sous-secteur

Sp0, β, r0q ! Sω, où 0 ă β ă ω et r0 ą 0. Si z P Sp0, β, r0q, on a 1{z P Sβ car | arg z´1| “

| ´ arg z| ă βπ
2

. D’une part, selon pviq dans le théorème A.1.6, combiné avec (2.2.4), il existe

A2 ą 0 et t2 ą 0 tels que

ωMptqA1t
ρptq
ď A2V ptq, t ě t2. (2.2.5)

D’autre part, la Proposition A.1.7 nous fournit des constantes b ą 0 et R0 ą 0 telles que

<pV pζqq ě bV p|ζ|q, ζ P Sβ, N ´ |ζ| ě R0. (2.2.6)

Choisissons c ą 0 telle que c ą pA2{bq
ω

. Par la propriété piq du théorème A.1.6 on a

lim
tÑ8

V pt{cq

V ptq
“

ˆ

1

c

˙1{ω

ă
b

A2

,

donc il existe R1 ą 0 tel que

bV ptq ą A2V pt{cq, t ě R1. (2.2.7)

Soit R2 :“ maxpR0, R1, ct2q et r :“ R´1
2 . Alors, en utilisant (2.2.6), (2.2.7) et (2.2.5), pour

z P Sp0, β, rq nous avons

´<pV p1{zqq ď ´bV p1{|z|q ă ´A2V p1{pc|z|qq ď ´ωMp1{pc|z|qq,

et donc

|Gpzq| “ e´<pV p1{zqq ď e´ωMp1{pc|z|qq.

@r ě r0. Si r ă r0, par compacité, il existe K ą 0 tel que l’inégalité

|Gpzq| ď Ke´ωMp1{pc|z|qq

pour tout z P Sp0, β, r0q.

On a donc construit une fonction plate non triviale. D’où la conclusion.
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Ainsi, le point d’interrogation dans le tableau 2.1 peut être supprimé et la réponse pour cette

cellule est sωpMq,8r, ce qui complète l’étude de l’injectivité pour les secteurs non bornés.

Puisque les fonctions plates dans Sγ fournissent (par restriction) des fonctions plates dans toute

région sectorielleGγ d’ouverture πγ, les théorèmes 2.2.8 et 2.2.11 impliquent le résultat suivant.

Corollaire 2.2.12 (Lemme de Watson généralisé pour les régions sectorielles). SoitM une suite
de poids, γ ą 0 et Gγ une région sectorielle. Les a�rmations suivantes sont équivalentes :

(i) L’application de Borel rB : rAMpGγq ÝÑ CrrzssM est injectif.
(ii) γ ą ωpMq.

Démonstration. piq ñ piiq Par l’absurde. Supposons que ωpMq ě γ ą 0. Par hypothèse, on

a que ωpMq P rIM. D’après le théorème 2.2.11, on a que ωpMq R rIM. D’où la contradiction.

piiq ñ piq Découle directement du théorème 2.2.8

Théorème 2.2.13. SoitM une suite de poids. Alors,

SM X IM “ rSuM X
rIuM “

rSM X rIM “ ∅.

En d’autres termes, l’application de Borel n’est jamais bijective.

Démonstration. Dans les trois cas, nous allons montrer que la surjectivité pour tout γ ą 0
implique la non-injectivité.

(i) Montrons que
rSM X rIM “ ∅. Supposons que

rB : rAMpSγq ÝÑ CrrzssM soit surjectif. Puis-

qu’il est clair que la série

ř8

n“0 z
n

appartient à CrrzssM, alors il existe f P rAMpSγq telle que

fpzq „M
ř8

n“0 z
n
. Pour |z| ă 1, la fonction gpzq :“ fpzq ´

ř8

n“0 z
n “ fpzq ´ 1{p1 ´ zq est

holomorphe dans Sγzt1u et, par le principe d’unicité du prolongement, g n’est pas identique-

ment nul. De plus, g P rAMpSp0, γ, 1{2qq et gpzq „M p0, et donc l’application de Borel n’est pas

injective dans
rAMpSp0, γ, 1{2qq(sinon g serait identiquement nul sur

rAMpSp0, γ, 1{2qq). Donc

par le Corollaire 2.2.12 nous voyons que γ ď ωpMq. De nouveau par le Corollaire 2.2.12 nous

concluons que
rB : rAMpSγq ÝÑ CrrzssM n’est pas injectif.

(ii) Montrons que
rSuMX

rIuM “ ∅. Supposons que
rB : rAu

MpSγq ÝÑ CrrzssM soit surjectif. Puisque

z P CrrzssM, il existe f P rAu
MpSγq tel que fpzq „uM z dans Sγ . La fonction gpzq :“ fpzq ´ z est

holomorphe dans Sγ et, puisque f est bornée dans Sγ , on a que g n’est pas identiquement nul.

De plus, gpzq „uM p0 dans Sp0, γ, 1q, donc il existe C,A ą 0 tels que pour chaque z P Sp0, γ, 1q
on a

|gpzq| ď CApMp|z|
p, p P N.

Par conséquent, la fonction holomorphe ψ : tz P C : <pzq ą 0u Ñ C, dé�nie par ψpuq “
gp1{uγq, n’est pas identiquement nulle. De plus, si <puq ą 1 alors |1{uγ| ă 1. Ainsi on en tire

que

|Ψpuq| ď
CApMp

|u|γp
, p P N,<puq ą 1.
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Par le théorème 2.2.2 dans H1 et nous déduisons que

ř8

n“0m
´1{γ
p ă 8. Par le théorème 2.2.6

nous concluons que
rB : rAu

MpSγq ÝÑ CrrzssM n’est pas injectif.

(iii) En�n, montrons que SM X IM “ ∅. Si
rB : AMpSγq ÝÑ CrrzssM est surjectif, il existe

f P AMpSγq tel que f ppqp0q “ δ1,p pour chaque p P N, où δ1,p est le symbole de Kronecker. Par

dé�nition de la classe, il existe C,A ą 0 (sans perte de généralité, on peut supposer que C ě 1
et CAM1 ě 1) tels que

|f ppqpzq| ď CApp!Mp, z P Sγ, p P N. (2.2.8)

Considérons la transformée de Laplace
2

de la fonction fpzq ´ z,

gpzq :“

ż 8pϕq

0

e´ztpfptq ´ tq dt, z P Sγ`1, (2.2.9)

où l’intégration se fait sur la demi droite paramétrée par r P p0,8q ÞÑ reiϕ, dont l’argument

est un nombre réel

ϕ P
ı

´
πγ

2
,
πγ

2

”

tel que argpzq ` ϕ P
”

´
π

2
,
π

2

”

. (2.2.10)

Cette dernière condition garantit la décroissance exponentielle à l’in�ni du facteur e´zt qui,

avec la croissance linéaire de fptq ´ t, assure que la fonction g est bien dé�nie et holomorphe

dans Sγ`1. Ainsi, nous avons que

|gpzq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8pϕq

0

e´ztfptq dt´

ż 8pϕq

0

te´zt dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

0

e´re
iϕzfpreiϕqeiϕ dr ´

ż 8

0

e´re
iϕzreiϕeiϕ dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 8

0

e´r<pe
iϕzq
|fpreiϕq| dr `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

0

e´re
iϕzr dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

De plus, en utilisant (2.2.8) pour p “ 0, on a

ż 8

0

e´r<pe
iϕzq
|fpreiϕq| dr “

„

´C

<peiϕzq
e´r<pe

iϕzq

8

0

“
C

<peiϕzq
.

De plus, par intégration par partie, on a

ż 8

0

e´re
iϕzr dr “

„

´1

eiϕz
e´re

iϕz

8

0

`

ż 8

0

e´r<pe
iϕzq dr “

ż 8

0

e´r<pe
iϕzq dr

2. la transformée de Laplace d’une fonction f d’une variable réelle t, à support positif, est la fonction F de la

variable complexe z, dé�nie par :

Fpzq “ Ltfuppq “
ż `8

0

e´ptfptqdt.
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Ainsi, on en tire que

|gpzq| ď
C

<peiϕzq
`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

eiϕz

ż 8

0

e´re
iϕz dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
C

<peiϕzq
`

1

|z|<peiϕzq
, (2.2.11)

pour chaque z P Sγ`1. Par la suite, en utilisant une par intégration par parties dans (2.2.9), en

tenant compte du fait que fp0q “ 0, on a

gpzq “

„

´1

z
e´ztpfptq ´ tq



`
1

z

ż 8pϕq

0

e´ztpf 1ptq´1q dt “
1

z

ż 8pϕq

0

e´ztpf 1ptq´1q dt, z P Sγ`1.

(2.2.12)

Ainsi, en paramétrant et en divisant l’intégrale comme précédemment, et en utilisant (2.2.8)

pour p “ 1 on a

|gpzq| ď
CAM1

|z|<peiϕzq
`

1

|z|<peiϕzq
ď

2CAM1

|z|<peiϕzq
. (2.2.13)

Donc, en itérant l’intégration par parties dans (2.2.12) et en utilisant que f ppqp0q “ δ1,p, pour

chaque p ě 2 on déduit que,

gpzq “
1

zp

ż 8pϕq

0

e´ztf ppqptq dt, z P Sγ`1.

De même, en paramétrant et en divisant l’intégrale comme précédemment, et en utilisant (2.2.8)

pour p “ 1 nous déduisons que

|gpzq| ď
CApp!Mp

|z|p<peiϕzq
. (2.2.14)

Notre objectif est d’appliquer le théorème 2.2.2 à la fonction h donnée par hpwq “ gpwγ`1q,

w P S1, lorsqu’elle est restreinte au demi-plan tw : <pwq ą 1u. Ainsi de (2.2.11) on en tire que

pour <pwq ą 1 (et donc |w| ą 1) on a

|hpwq| ď
C

<peiϕwγ`1q
`

1

|wγ`1|<peiϕwγ`1q
ď

2C

<peiϕwγ`1q
.

De même, de (2.2.13) et (2.2.14), il résulte que

|hpwq| ď
CApp!Mp

|w|ppγ`1q<peiϕwγ`1q
ď

2CApp!Mp

|w|ppγ`1q<peiϕwγ`1q
, <pwq ą 1, p P N.

Nous choisissons maintenant ϕ a�n de minimiser la valeur <peiϕwγ`1q. Nous étudions deux

cas :

(i) Si | argpwq| ă γπ{p2pγ`1qq, alors | argpwγ`1q| “ pγ`1q| argpwq| ă γπ{2 et, d’apré (2.2.10),

on peut choisirϕ “ ´ argpwγ`1q, et on en déduit que<peiϕwγ`1q “ <pe´i argpwγ`1
|w|γ`1ei argpwγ`1

q “

|w|γ`1 ą 1. Donc, pour un tel w on a

|hpwq| ď
2CApp!Mp

|w|ppγ`1q
, p P N. (2.2.15)
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(ii) Si | argpwq| ă rγπ{p2pγ ` 1q, π{2r, le choix précédent n’est pas possible, et on choisit

ϕε “

$

&

%

´
γπ
2
` ε si argpwq P

´

´π
2
,´ πγ

2pγ`1q

ı

,

γπ
2
´ ε si argpwq P

”

πγ
2pγ`1q

, π
2

¯

,

pour tout ε P p0, γπ{2q. Donc, <peiϕεwγ`1q “ |w|γ`1 cosppγ ` 1q| argpwq| ´ γπ{2 ` εq,
et en faisant tendre ε vers 0 on obtient que

|hpwq| ď
2CApp!Mp

|w|ppγ`1q|w|γ`1 cosppγ ` 1q| argpwq| ´ γπ{2q
, p P N. (2.2.16)

De plus

0 ă
π

2
´ | argpwq| ď pγ ` 1qp

π

2
´ | argpwq|q ď pγ ` 1qp

π

2
´

πγ

2pγ ` 1q
|q “

π

2
,

et donc puisque cospxq “ sinpπ
2
´ xq et que la fonction x Ñ sinpxq est croissante sur

s0, π
2
s, on a

|w| cos
´

pγ ` 1q| argpwq| ´
γπ

2

¯

“ |w| sin
´π

2
´ pγ ` 1q

´π

2
´ | argpwq|

¯¯

“ |w| sin
´

pγ ` 1q
´π

2
´ | argpwq|

¯¯

ě |w| sin
´π

2
´ | argpwq|

¯

“ |w| cospargpwqq “ <pwq ą 1.

Puisque nous avons également |w|γ ą 1, de (2.2.16) nous obtenons la même majora-

tion (2.2.15) données dans le premier cas.

Puisque h n’est pas identiquement 0, par le théorème 2.2.2 on déduit que la série

ř8

p“0ppp `

1qmpq
´1{pγ`1q ă 8, et le Théorème 2.2.7 implique que

rB : AMpSγq ÝÑ CrrzssM n’est pas

injectif.

Corollaire 2.2.14. Si ωpMq ă 8, alors

SM Ď rSuM Ď
rSM Ďs0, ωpMqs.

Démonstration. soit α P rSM. Supposons que α ą ωpMq, alors par le corolaire 2.2.12, on a que

α P rIM, ce qui est absurde par le théorème 2.2.13.
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Chapitre 3

Surjectivité de l’application
asymptotique de Borel

Dans ce chapitre nous commencerons par rappeler la surjectivité de l’application de Borel sur

la classe des fonctions C8 sur R. Par la suite, nous regarderons la surjectivité de l’application

de Borel d’une part pour les suites de poids et les suites de poids satisfaisant (dc) et d’autre par

pour les suites fortement régulières et les suites admettant un ordre proche non nul. Nous nous

sommes principalement référencés de [13], [21] et [9].

L’application de Borel tire son origine de sa thèse en 1985. Il montre que qu’il est possible de

trouver pour toute suite pλjqjPN0 une fonction de classeC8 dont les dérivées à l’origine coïncide

avec cette suite. Ainsi nous avons le théorème de Borel suivant :

Théorème 3.0.1. (1985, Borel) Pour toute suite de nombre réels panqnPN, il existe une fonction
f P C8pRq telle que Dnfp0q “ an @n P N.

Autrement dit
rB : C8pRq ÝÑ Crrzss

est surjectif.

Démonstration. Nous allons considérer une fonction plateau
1 ϕ, et notons fn “ anϕ

´

x
λn

¯

xn

n!
.

Ainsi nous allons montrer que pour λn ą 0 convenablement choisit, la série

ř

n fn converge

uniformément sur R et ainsi que chaque série dérivée.

Soit ϕ P D8pRq tel que

1. Soit U un ouvert de R, et K un compact contenu dans U . On appelle fonction plateau toute fonction indé-

�niment dérivable, dé�nie sur R, à support dans U , comprise entre 0 et 1, et valant 1 sur K .
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ϕpxq :“

"

1 si |x| ď 1
2
,

0 si |x| ą 1.

Cette fonction existe par le théorème de régularisation d’un ensemble. Pour tout n P N, prenons

λn P
‰

0, 1
2

“

tel que

1

λn
ě

#

supβďn supxPR |D
βϕpxq| si |an| ď 1,

|an| supβďn supxPR |D
βϕpxq| si |an| ą 1.

Remarquons que supxPR |D
βϕpxq| existe puisque ϕ P D8pRq.

Nous allons démontrer que la fonction

f : RÑ C : x ÞÑ
8
ÿ

n“0

anϕ

ˆ

x

λn

˙

xn

n!

convient par application du théorème de la convergence uniforme. De plus, par dé�nition de ϕ,

on a que fn “ anϕ

ˆ

x

λn

˙

xn

n!
“ 0 si

∣∣∣∣ xλn
∣∣∣∣ ą 1. Par conséquent, cette fonction et ses dérivées

sont nulles sur Rzr´λn, λns.
(i) On a que fn P C

8pRq pour tout n P N, comme produit et composé de fonctions de classe

C8pRq .

(ii) Pour tout β P N, montrons que la série des dérivées

8
ÿ

n“0

Dβ
panϕp

x

λn
q
xn

n!
q

converge uniformément sur R. En e�et, pour tout x P R tel que |x| ď λn et pour tout

n P N tel que n ě β, on a∣∣∣∣Dβ

ˆ

anϕ

ˆ

x

λn

˙

xn

n!

˙
∣∣∣∣ ď β

ÿ

γ“0

Cγ
β

∣∣∣∣anDγ

ˆ

xn

n!

˙

Dβ´γ

ˆ

ϕ

ˆ

x

λn

˙˙
∣∣∣∣

ď
ÿ

γďβ,γďn

Cγ
β

λn´γn

pn´ γq!

1

λβ´γn

an

∣∣∣∣`Dβ´γϕ
˘

ˆ

x

λn

˙
∣∣∣∣ .

Si |an| ď 1, on a sup
βďn

sup
xPR

|Dβϕpxq| ď λ´1
n . On en déduit que

ÿ

γďβ,γďn

Cγ
β

λn´γn

pn´ γq!
.

1

λβ´γn

an

∣∣∣∣`Dβ´γϕ
˘

ˆ

x

λn

˙∣∣∣∣ ď ÿ

γďβ,γďn

Cγ
βλ

n´β
n

∣∣∣∣`Dβ´γϕ
˘

ˆ

x

λn

˙∣∣∣∣
ď

ÿ

γďβ,γďn

Cγ
βλ

n´β´1
n
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Si |an| ą 1, on sait que |an| sup
βďn

sup
xPR

|Dβϕpxq| ď λ´1
n Par le même raisonnement que

ci-dessus, on a

ÿ

γďβ,γďn

Cγ
β

λn´γn

pn´ γq!

1

λβ´γn

an

∣∣∣∣`Dβ´γϕ
˘

ˆ

x

λn

˙∣∣∣∣ ď ÿ

γďβ,γďn

Cγ
βλ

n´β´1
n .

au �nal, puisque γ ď β et

řβ
γ“0C

γ
β “ 2β , on a∣∣∣∣Dβ

ˆ

anϕ

ˆ

x

λn

˙

xn

n!

˙∣∣∣∣ ď ÿ

γďβ,γďn

Cγ
βλ

n´β´1
n ď 22β´n`1. (3.0.1)

De plus, si |x| ą λn, alors la relation ( 3.0.1) est trivialement véri�ée. En utilisant la limite

d’une série géométrique, on en tire que

8
ÿ

n“β

sup
xPR

∣∣∣∣Dβ

ˆ

anϕ

ˆ

x

λn

˙

xn

n!

˙
∣∣∣∣ ď 8

ÿ

n“β

22β´n`1
ď 2β`2,

d’où la série des dérivées converge uniformément.

(iii) Pour tout β P N, on a

8
ÿ

n“0

„

Dβ

ˆ

anϕ

ˆ

x

λn

˙

xn

n!

˙

0

“

«

β
ÿ

n“0

Cn
βD

n

ˆ

xn

n!

˙

anD
β´n

ˆ

ϕ

ˆ

x

λn

˙˙

ff

0

“ aβ.

3.1 Suites de poids

Notre premier résultat est basé sur un théorème de H.-J. Petzsche dans le cadre des fonctions

ultradi�érentiables, mais nous ne démontrons pas ce théorème dans ce mémoire. Le lecteur

désireux pourra consulter [6] ou [15]. Considérerons l’espace suivant :

Dé�nition 3.1.1. On dit que f P EMpr´1, 1sq si f P C8pr´1, 1sq et qu’il existe une constante

A ą 0 pour laquelle

sup
pPN, xPr´1,1s

|f ppqpxq|

App!Mp

ă 8.

De manière correspondante, nous considérons l’application de Borel B : EMpr´1, 1sq ÝÑ
CrrzssM qui a f P EMpr´1, 1sq associe sa série de puissance formelle

ř8

p“0pf
ppqp0q{p!qzp.

Théorème 3.1.2 ([6], Thm. 3.5). Soit M une suite telle que pM est une suite de poids. Alors, l’ap-
plication de Borel B : EMpr´1, 1sq ÝÑ CrrzssM est surjective si et seulement si xm satisfait (γ1).
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Nous pouvons donner un premier lien entre l’indice de croissance γpMq et les intervalles de

surjectivités pour des suites de poids arbitraires.

Lemme 3.1.3. SoitM une suite de poids. Si rSM ‰ ∅, alorsM possède fnq ou, de manière équiva-
lente, γpMq ą 0.

Démonstration. Soit
pf “

ř8

p“0 apz
p P CrrzssM. Puisqu’il existe γ ą 0 tel que

rB : rApSγq ÝÑ CrrzssM est surjectif, il existe une fonction f1 P rAMpSγq telle que
rBpf1q “

pf .

Une rotation appropriée montre également que l’application
rB : rAMpSpπ, γqq ÝÑ CrrzssM est

surjective et donc il existe une fonction f2 P rAMpSpπ, γqq telle que
rBpf2q “

pf . Considérons la

fonction h dé�nie par

hpxq “ f1pxq, x Ps0, 1s; hpxq “ f2pxq, x P r´1, 0r; hp0q “ a0,

appartient à C8pr´1, 1sq et hppqp0q “ p!ap pour chaque p P N (voir Proposition 2.1.8). De plus,

en considérant des sous-secteurs appropriés de Sγ (respectivement, Spπ, γq) contenant s0, 1s
(resp., r´1, 0r), et encore par une double application de la Proposition 2.1.8.(ii), on obtient une

constante A ą 0 telle que

sup
pPN0, xPr´1,1s

|hppqpxq|

App!Mp

ă 8.

Par conséquent, nous déduisons que l’application de Borel B : EMpr´1, 1sq ÝÑ CrrzssM est

également surjective. PuisqueM est une suite de poids,
pM l’est aussi, donc par le Théorème 3.1.2

cette surjectivité revient à dire que la suite des quotients de
pM “ pp!MpqpPN0 , à savoir xm,

satisfait la condition pγ1q, qui est précisément la condition fnq pour M.

Pour les résultats à venir, nous aurons besoin d’introduire des classes ultradi�érentiables sui-

vants :

Pour un entier naturel r P N et une suite M, on considère l’espace Nr,Mpr0,8rq (resp.Dr,MpRq)
des fonctions f P C8pr0,8rq (resp.f P C8pRq à support dans r´1, 1s) telles que

(a) f ppr`jqp0q “ 0 pour tout p P N0 et j P t1, . . . , r´1u (cette condition est vide lorsque r “ 1),

(b) il existe une constante A ą 0 pour laquelle

||f || “ sup
pPN, xPr0,8r

|f pprqpxq|

App!Mp

ă 8.

resp.

||f || “ sup
pPN, xPR

|f pprqpxq|

App!Mp

ă 8.

Le sous-espace de Nr,Mpr0,8rq constitué des fonctions dont le support est contenu dans r0, 1s
sera désigné par Lr,Mpr0,8rq.
De même, nous introduisons l’espace Er,Mpr0, 1sq des fonctions f P C8pr0, 1sq telles que
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(a) f ppr`jqp0q “ 0 pour tout p P N et j P t1, . . . , r´ 1u (cette condition est vide lorsque r “ 1),

(b) il existe une constante A ą 0 pour laquelle

||f || “ sup
pPN, xPr0,1s

|f pprqpxq|

App!Mp

ă 8.

Notons que ces espaces coïncident avec les espaces classiques pour r “ 1. Dans ce contexte, il

est naturel de considérer la suite auxiliaire suivante.

Dé�nition 3.1.4. Étant donné une suite M et r P N, sa suite r´interpolée Pr,M “ P “ pPnqnPN
est dé�nie par

Pkr`j “
`

M r´j
k M j

k`1

˘1{r
, k P N, j P t0, . . . , ru.

Notons qu’avec j “ r pour k et j “ 0 pour k` 1 on obtient la même valeur. De plus, un simple

calcul nous permet d’avoir

(i) P1,M “M,

(ii) Pkr “Mk pour chaque k P N,

(iii) pkr`j “ pmkq
1{r

pour tout k P N et j P t0, . . . , r ´ 1u,

(iv) Si M est une suite de poids, alors P l’est aussi.

Nous déduisons également la relation suivante pour leurs indices d’injectivité.

Lemme 3.1.5. Soit M une suite et r P N. Alors

ωpMq “ rωpPq.

Démonstration. En �xant j P t0, . . . , r ´ 1u, le lemme se déduit du calcul suivant

ωpMq “ lim inf
kÑ8

logmk

log k
“ r lim inf

kÑ8

logpmkq
1{r

log k
“ r lim inf

kÑ8

log pkr`j
logpkr ` jq

logpkr ` jq

logpkq

“ r lim inf
kÑ8

log pkr`j
logpkr ` jq

“ rωpPq.

À présent, nous allons introduire la formule de Hankel, qui sera utile pour la démonstration de

certains théorèmes.

Nous utiliserons la représentation intégrale de la fonction Gamma réciproque, généralement

appelée appelée formule de Hankel (voir [3, p. 228]) :

1

Γpzq
“

1

2πi

ż

γφ

w´zewdw
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pour tout z P C où γφ est un chemin constitué d’une demi-droite dans la direction´φπ{2 (pour

tout φ Ps1, 2r) dont le point d’arrivée est w0 sur la droite argpwq “ ´φπ{2 puis l’arc de cercle

|w| “ |w0| de w0 au point w1 sur la droite argpwq “ φπ{2 (parcouru dans le sens inverse des

aiguilles d’une montre), et en�n la demi-droite partant dew1 dans la directionφπ{2. Maintenant,

pour tout β Ps1, 3{2r et tout t P Spβ´1q{2, on dé�nit

φβ,t :“ β ` 2 argptq{π Pspβ ` 1q{2, p3β ´ 1q{2rĎs1, 7{4r.

Par conséquent, le changement de variables u “ t{w transforme γφβ,t en δβ qui est un chemin

constitué d’un segment allant de l’origine à un point u0 avec argpu0q “ βπ{2, puis de l’arc de

cercle |u| “ |u0| de u0 à le point u1 sur la droite argpuq “ ´βπ{2 (parcouru dans le sens des

aiguilles d’une montre), et en�n le segment allant de u1 à l’origine. Par conséquent, pour tout

z P C et tout t P Spβ´1q{2 on a que

tz´1

Γpzq
“
´1

2πi

ż

δβ

uz´1et{u
du

u
. (3.1.1)

Proposition 3.1.6. Soit M une suite telle que pM est une suite de poids et r P N. Si la restriction
de l’application

Br : Lr,Mpr0,8rq ÝÑ CrrzssM
qui à f associe la série formelle de puissance

ř8

p“0pf
pprqp0q{p!qzp est surjective, alors xm satisfait

(γr).

Démonstration. Par le théorème B.0.7,

DA P N0 : CrrzssM,1 Ă BrLr,M,Apr0,8rq

. i.e il existe des fonctions telles que :

DA P N0, C ą 0@a “ papqp P CrrzssM,1Dg P Lr,Mpr0,8rq :

papqp P BrLr,M,Apr0,8rq,Brg “ a et ||g|| ď C.|a|1 “ C. sup
pPN

ˆ

|ap|

p!Mp

˙

.

Cela signi�e que Br : Lr,Mpr0,8rq ÝÑ CrrzssM,1 est surjectif. En particulier, pour p P N, soient

les vecteurs unitaires ep :“ p¨ ¨ ¨ , 0, 1, 0, ¨ ¨ ¨ q P CrrzssM,1. Alors, il existe des fonctions réelles

ϕp P Lr,Mpr0,8rq telles que :

ϕpjrqp p0q “ pepqp “

$

’

&

’

%

1, j “ p,

0 j P N0, j ‰ p,

||ϕp|| ď
C

p!MP
“ C

yMP

Comme supppϕpq Ă r0, 1s, on a que ϕ
pprq
p p1q “ 0 et
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αp “ inftx P r0, 1s|ϕpprqp pxq ă 1{2u

satisfait 0 ă αp ă 1. En particulier, ϕ
p2prq
2p pxq ě 1{2 pour x P r0, α2ps. Ainsi, en intégrant pr

fois cette dernière inégalité, on en tire que

ϕ
pprq
2p pxq ě

xpr

2pprq!
@x P r0, α2ps

D’où pour x “ α2p, en utilisant la dé�nition de la norme, le fait que
pM est une suite de poids,

on a

αpr2p ď 2pprq!ϕ
pprq
2p pα2pq

ď 2pprq!||ϕ
pprq
2p ||A

p
xMp

ď 2pprqprCAp
xMp

xM2p

ď 2CpprqprAp
1

pmp
p
,

il résulte donc que

α2p ď r
pr
?

2C
r
?
A

p
r
a

pmp

Maintenant montrons que si

Dp0 P N et h ą 0 : α2p ě

8
ÿ

k“4p

h
r
?
pmk

, @p ě p0 (3.1.2)

Alors la condition pγrq est véri�ée, car

8
ÿ

k“p

h
r
?
pmk

“

4p´1
ÿ

k“p

h
r
?
pmk

`

8
ÿ

k“4p

h
r
?
pmk

ď
3p
r
?
pmk

`
α2p

h

ď

´

3`
r

h
pr
?

2C
r
?
A
¯ p

r
a

pmp

Pour démontrer 3.1.2 pour h Ps0, 1
4
A´3{rr, on dé�nie l’ensemble

P :“ tp P N|α2p ă

8
ÿ

k“4p

h
r
?
pmk

u.
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Montrons que P est �ni.

Soient p P P et %ppxq :“

#

0, x ă 0,

ϕ
pprq
2p pxq ´ 1, x ě 0

et soit la suite décroissante

1

qk
:“

$

&

%

h
r
?

pm4p
, pour k P N tel que k ď pr,

h
r
?

pm4p`l`1
, pour k P N,l P N tel que pp` lqr ď k ď pp` l ` 1qr.

Ainsi, on que α2p ă
ř8

k“1
1
qk

. D’où par le lemme B.0.5, pour T “ α2p, pajqj “ p
1
qj
qj etm “ `8,

on a

1

2
“ |%pα2pq| ď

8
ÿ

k“1

4k sup
xăα2p

1

q1

¨ ¨ ¨
1

qk
|%pkqp pxq|

ď

8
ÿ

k“0

4pp`kqr sup
xăα2p

p
1

qp
q
pr
p

1

qpp`1qr

q
r
¨ ¨ ¨ p

1

qpp`kqr
q
r
|ϕ
pp3p`kqrq
2p pxq|

ď

8
ÿ

k“0

4pp`kqrhpp`kqr

pmp
4p pm4p`1 ¨ ¨ ¨ pm4p`k

sup
xě0

|ϕ
pp3p`kqrq
2p pxq| par de�nition de la suite p

1

qj
qj.

ď

8
ÿ

k“0

4pp`kqrhpp`kqr

pmp
4p pm4p`1 ¨ ¨ ¨ pm4p`k

||ϕ2p||A
3p`k

xM3p`k

ď

8
ÿ

k“0

p4hqpp`kqr

pmp
4p pm4p`1 ¨ ¨ ¨ pm4p`k

.
C

xM2p

A3p`k
xM3p`k

ď

8
ÿ

k“0

p4hqpp`kqrCA3p`k
car la suite xm est croissante

“ Cp4hqprA3p
8
ÿ

k“0

pp4hqrAqk “
C

1´ p4hqrA
pp4hqrA3

q
p.

En�n, nous concluons queP ne peut être constitué que d’un nombre �ni d’indices car pp4hqrA3qp Ñ

0 lorsque pÑ `8

Théorème 3.1.7. SoitM une suite de poids.
(i) Soit α ą 0, α R N, tel que rB : rAMpSαq Ñ CrrzssM est surjectif. Alors, γpMq ą tαu.
(ii) Si on a que rSM “s0,8r, alors γpMq “ 8.

Démonstration. (i) Considérons d’abord le casα Ps0, 1r. Il su�t alors d’appliquer le Lemma 3.1.3

pour obtenir que M possède (fnq), ou de manière équivalente γpMq ą 0 “ tαu, comme

souhaité. Supposons maintenant que α ą 1 et posons r “ tαu, un entier naturel positif.

Tout d’abord, pour
qM “ pMp{p!qpPN nous allons prouver que la restriction de l’application

Br : Er, qMpr0, 1sq ÝÑ Crrzss
qM est surjective. Puisque r R N, on peut choisir deux nombres β1, β2

avec

1 ă β1 ă β2 ă mint
α

r
,
3

2
u.
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Étant donné pg “
ř8

p“0 apz
p P Crrzss

qM, on écrit bp :“ app! pour tout p P N, et il existe C0, A0 ą

0 tels que

|bp| ď C0A
p
0p!|Mp “ C0A

p
0Mp, p P N.

Par conséquent, la transformée de Laplace formelle de pg, dé�nie par
pf :“ pLpg “

ř8

p“0 bpz
p

appartient à CrrzssM. Par hypothèse, il existe ψ P rAMpSαq tel que
rBpψq “ pf . Par conséquent,

étant donné β2 et R ą 1, il existe C,A ą 0 tels que pour chaque p P N on a

ˇ

ˇ

ˇ
ψpzq ´

p´1
ÿ

k“0

bkz
k
ˇ

ˇ

ˇ
ď CApMp|z|

p, z P Sp0, rβ2, R
r
q. (3.1.3)

La fonction ϕ : Sα{r Ñ C donnée par ϕpuq “ ψpurq, est bien dé�nie et holomorphe dans Sα{r,
qui contient Sβ2 comme sous-secteur propre non borné. De plus, selon (3.1.3) pour p “ 0, pour

chaque w P Sp0, β2, Rq on a

|ϕpuq| “ |ψpurq| ď CM0. (3.1.4)

Nous considérons maintenant un chemin δβ1 dans Sp0, β2, Rq constitué d’un segment δ1 de

l’origine à un point u0 avec |u0| “ R0 ă R et argpu0q “ πβ1{2, puis l’arc de cercle δ2, parcouru

dans le sens horaire sur la circonférence |u| “ R0 et allant de u0 au point u1 de la demie droite

argpu1q “ ´πβ1{2, et en�n le segment δ3 allant de u1 à l’origine.

Considérons la fonction f : Spβ1´1q{2 Ñ C donnée par

fptq “
´1

2πi

ż

δβ1

et{uϕpuq
du

u
.

Observez queϕpuq est holomorphe et borné à 0 dans Sp0, β2, Rq, et pour chaque t P Spβ1´1q{2 on

peut facilement véri�er que t{u passe par une demi-droite dans le demi-plan gauche ouvert et

tend vers l’in�ni comme u passe par l’un des segments δ1 ou δ3 et tend vers 0. Par conséquent, f
est holomorphe dans le secteur Spβ1´1q{2. Notons qu’en vertu du théorème de Cauchy, la valeur

attribuée à R0 dans la dé�nition de δβ1 est sans importance pour la valeur de f .

Fixons dans les estimations suivantes un certain t P Sp0, pβ1 ´ 1q{2, Rq et un certain nombre

naturel p P N. La formule de Hankel (3.1.1) pour z “ kr ` 1 nous permet d’écrire

fptq ´
p´1
ÿ

k“0

bk
tkr

pkrq!
“ ´

1

2πi

ż

δβ1

et{u

˜

ϕpuq ´
p´1
ÿ

k“0

bku
kr

¸

du

u

“ ´
1

2πi

3
ÿ

j“1

ż

δj

et{u

˜

ϕpuq ´
p´1
ÿ

k“0

bku
kr

¸

du

u
. (3.1.5)

En prenant en compte (3.1.3), pour tout u P Sp0, β2, Rq on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕpuq ´
p´1
ÿ

k“0

bku
kr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ψpurq ´
p´1
ÿ

k“0

bkpu
r
q
k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď CApMp|u|
pr. (3.1.6)
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Donc, si nous choisissons R0 “ |t|{p ă R, nous pouvons appliquer (3.1.6) et voir que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

δ2

et{u

˜

ϕpuq ´
p´1
ÿ

k“0

bku
kr

¸

du

u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď πβ1e
pCApMp

ˆ

|t|

p

˙pr

. (3.1.7)

D’autre part, par les mêmes estimations (3.1.6) et par le choix fait pour R0, pour j “ 1, 3 on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

δj

et{u

˜

ϕpuq ´
p´1
ÿ

k“0

bku
kr

¸

du

u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď CApMp

ż |t|{p

0

spr|et{pse
˘iπβ1{2q

|
ds

s

ď CC1A
pMp

ˆ

|t|

p

˙pr

, (3.1.8)

où C1 est une constante, indépendante de t et de p, donnée par

C1 “ sup
tPSp0,pβ1´1q{2,Rq, pPN

ż |t|{p

0

|et{pse
˘iπβ1{2q

|
ds

s

“ sup
tPSp0,pβ1´1q{2,Rq, pPN

ż |t|{p

0

e|t| cospargptq¯πβ1{2q{s
ds

s

ď sup
|t|ăR, pPN

ż |t|{p

0

e´|t| cospπpβ1´1q{4q{s ds

s
“ sup

pPN

ż 1{p

0

e´ cospπpβ1´1q{4q{u du

u

ď

ż 1

0

e´ cospπpβ1´1q{4q{u du

u
ă 8.

D’après (3.1.5), (3.1.7) et (3.1.8), et en utilisant la formule de Stirling, on trouve qu’il existe des

constantes C2, A2 ą 0 telles que pour chaque p P N et t P Sp0, pβ1 ´ 1q{2, Rq on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fptq ´
p´1
ÿ

k“0

bk
tkr

pkrq!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C2A
p
2

Mp

pprq!
|t|pr. (3.1.9)

Cette dernière estimation est également valable pour p “ 0, de manière similaire, en prenant

R0 “ |t| et en utilisant la dé�nition de f et (3.1.4). On peut donc montrer que f admet la série
ř8

p“0 bpt
pr{pprq! comme son développement asymptotique lorsque t tend vers 0 dans le secteur

(si r ě 2 on observe que pour pp´ 1qr ` 1 ď n ă pr on a |t|pr ď |t|n pour |t| ď 1). Alors pour

tout m P N et chaque sous-secteur propre T de Sp0, pβ1 ´ 1q{2, Rq on a

lim
tÑ0, tPT

f pmqptq “

#

bp si m “ pr pour un certain nombre naturel p P N,

0 sinon.
(3.1.10)

En�n, nous dé�nissons la fonction F : r0, 1s Ñ C donnée par F ptq “ fptq pour t P p0, 1s,
F p0q “ b0. Puisque f est holomorphe dans Sp0, pβ1´ 1q{2, Rq et que nous avons (3.1.10), nous

déduisons immédiatement que F appartient à C8pr0, 1sq et que

F pmqp0q “

#

bp si m “ pr pour un certain p P N,

0 sinon.
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De plus, nous pouvons prendre ε ą 0 de telle sorte que pour chaque t Ps0, 1s le disque Dpt, εtq
est contenu dans Sp0, pβ1 ´ 1q{2, Rq. Alors, la formule intégrale de Cauchy ainsi que (3.1.9)

nous permettent de déduire que pour tout p P N,

|F pprqptq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

fptq ´
p´1
ÿ

k“1

bk
tkr

pkrq!

¸pprq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď pprq!

ˆ

1` ε

ε

˙pr
C2A

p
2Mp

pprq!
“ C3A

p
3Mp.

En conclusion, F P Er, qMpr0, 1sq et BrpF q “ pg. Donc, S est surjectif.

Deuxièmement, d’après le Théorème 2.2.13 l’application
rB : rAMpSαq Ñ CrrzssM n’est pas

injective, ce quisigni�e par le Théorème 2.2.12 que α ď ωpMq, alors r “ tαu ă ωpMq car

α R N. Par le Lemma 3.1.5 et par la proposition 1.4.14, si P “ Pr,M nous avons que

ωpqPq “ ωpPr,Mq ´ 1 “ ωpMq{r ´ 1 ą 0.

Par conséquent, puisque P est (lc), on peut prendre en compte (??) et déduire que
qP a (nq), donc

par le théorème de Denjoy-Carleman (voir [8, Ch. 1]) il existe une C8 fonction C8 positive ϕ
dans R à support dans r´1, 1s et qui prend la valeur 1 dans un voisinage de 0, telle qu’il existe

A ą 0 avec

sup
tPR, nPN

|ϕpnqptq|

AnPn
ă 8.

Par le lemme B.0.4, pour tout h P E∇, qMpr0, 1sq on peut véri�er que le produit ϕh appartient à

Lr, qMpr0,8qq et, de plus, pϕhqppqp0q “ hppqp0q pour tout p P N.

Puisque Br : Er, qMpr0, 1sq ÝÑ Crrzss
qM est surjectif, nous déduisons que Br : Lr, qMpr0,8qq ÝÑ

Crrzss
qM l’est aussi. Par la Proposition 3.1.6, on conclut que m satisfait pγrq, ce qui revient à

γpMq ą r “ tαu.

(ii) C’est une conséquence immédiate de (i).

Corollaire 3.1.8. LorsqueM est une suite de poids, si γpMq ă 8 on a toujours

rSM Ď p0, tγpMqu` 1s.

Dans le cas où γpMq P N, alors rSM Ďs0, γpMq ` 1r.

Démonstration. Le cas
rSM “ ∅ est trivial. Nous traitons donc le cas dans lequel l’intervalle de

surjectivité n’est pas vide, ce qui selon le Lemma 3.1.3 implique γpMq ą 0.

Soit α P rSM. D’une part, si α R N, par le théorème 3.1.7 on a tαu ă γpMq, et donc α´1 ă tαu ď

tγpMqu, d’où α ă tγpMqu ` 1. Par contre, si α P N alors on peut appliquer le théorème 3.1.7

pour tout β Psα ´ 1, αr (puisque β P rSM aussi) et déduire que α ´ 1 “ tβu ă γpMq, donc

α ă γpMq ` 1. Nous déduisons que α ď tγpMq ` 1u “ tγpMqu` 1, sauf dans le cas γpMq P N,

où de plus α ne peut pas coïncider avec γpMq ` 1. La conclusion s’ensuit facilement.
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Remarque 3.1.9. En résumé, pour une suite de poids M et en prenant en compte (2.2.2) et le

théorème 2.2.13 nous voyons que :

(i) si γpMq “ 0 (de manière équivalente, si M n’a pas fnq) alors SM “ rSuM “
rSM “ ∅.

(ii) si γpMq Ps0,8r and

(a) γpMq R N, alors SM Ď rSuM Ď
rSM Ďs0, tγpMqu` 1s X p0, ωpMqs,

(b) γpMq P N, alors SM Ď rSuM Ď
rSM Ďs0, γpMq ` 1rXs0, ωpMqs.

Si ωpMq “ 8, le deuxième intervalle dans ces intersections est remplacé par s0,8r.

3.2 Suites de poids satisfaisant (dc)

Comme il a été souligné dans la Remarque 3.1.9, le Corollaire 3.1.8 fournit également des infor-

mations sur
rSuM. A�n de l’améliorer légèrement, il nous faut imposer la condition (dc).

Proposition 3.2.1. Soit r P N et M une suite telle que pM “ pp!MpqpPN est une suite de poids.
Si l’application Br : Nr,Mpr0,8qq ÝÑ CrrzssM qui à f associe la série formelle de puissance
ř8

p“0pf
pprqp0q{p!qzp est surjective, alors la suitexm “ ppp` 1qmpqpPN0 satisfait la condition pγrq.

Démonstration. Soit P la r´interpolation de de M.

‚ Montrons que pour tout g P Nr,Mpr0,8qq, la restriction g|r0,1s P EPpr0, 1sq. Soit g une telle

fonction, alors il existe A ą 0 tel que

|gpprqpxq| ď ||g||ApxMp, @p P N0, @x P r0,`8.

Posons h :“ gpprq
`

.`1
2

˘

P C8 pr´1, 1sq. Pour t P r´1, 1s, on a

|hptq| “
ˇ

ˇgpprq
ˆ

t` 1

2

˙

ˇ

ˇ ď ||g||AprxMp :“ Q0

|hprqptq| “ 2´r
ˇ

ˇgppp`1qrq

ˆ

t` 1

2

˙

ˇ

ˇ ď 2´r||g||App`1qr
xMp`1 :“ Qr.
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Par le lemme B.0.4, on obtient donc pour q P t1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1u :

|hpqqptq| “ 2´q
ˇ

ˇgppr`qq
ˆ

t` 1

2

˙

ˇ

ˇ

ď

ˆ

8er

q

˙q

max

ˆ

´

|g||AprxMp

¯1´q{r ´

2´r||g||App`1qr
xMp`1

¯q{r

,
´r

2

¯q

||g||AprxMp

˙

“

ˆ

4er

q

˙q

||g||max
´

Apr`qxM1´q{r
p

xM
q{r
p`1, r

qAprxMp

¯

“

ˆ

4er

q

˙q

||g||Apr max
´

Ap pPpr`q, r
q
pPpr

¯

ď

ˆ

4er

q

˙q

||g||Apr pmaxpA, rqqq pPpr`q

ď C||g||Apr pPpr`q

avec C :“ maxqPt1,¨¨¨ ,r´1u

´´

4er
q

¯q

pmaxpA, rqqq
¯

.

En�n, pour x P r0, 1s, on a

ˇ

ˇgppr`qq
ˆ

t` 1

2

˙

ˇ

ˇ “
ˇ

ˇ2qhpqqp2x´ 1q
ˇ

ˇ ď 2qC||g||Apr pPpr`q

“ 2qC||g||A´qApr`q pPpr`q

ď C 1Apr`q pPpr`q,

avec C 1 :“ 2r maxp1, A´rqC||g||. D’où la conclusion.

‚Montrons qu’il existe une fonction ϕ P DPpr´1, 1sq tel que ϕ “ 1 au voisinage de 0.

La suite pepqp dé�nie par e1 “ 1 et ep “ 0 sinon appartient à CrrzssM. Ainsi par Surjectivité,

il existe ϕ P Nr,Mpr0,8rq tel que ϕprqp0q “ 1 et ϕppqp0q “ 0 pour tout p P N0 et distinct de r.
Comme ϕ est borné sur r0,`8r, la fonction ψ dé�nie sur r0,`8r par ψpxq :“ ϕpxq ´ xr{r!
n’est pas identiquement nulle mais Brψ “ 0 i.e ψppqp0q “ 0 @p P N0. Deux cas sont possibles :

1) Si ψ|r0,1s ı 0, alors posons f :“ ψ|r0, 1s.
2) Si ψ|r0,1s ” 0. Soit x0 :“ suptx ě 0|ψptq “ 0@t P r0, xsu, posons f :“ ψp.` x0q|r0, 1s.

Ainsi, par le point précédent, f P EPpr0, 1sq et par construction f ı 0 avec Brf “ 0. Donc

par le théorème de Denjoy-Carleman (voir [8, Ch. 1]), on a que

ř8

n“1
Pn´1

Pn
ă 8 et il existe

ϕ P DPpr´1, 1sq tel que ϕ “ 1 au voisinage de 0.

‚ En�n, soit a “ papqp P CrrzssM. Alors par hypothèse il existe une fonction g P Nr,Mpr0,8qq
tel que Brg “ a pi.egpprq “ apq. De plus, la fonction h dé�nie sur r0,8r par

hpxq “

#

ϕpxqgpxq, x P r0, 1s

0, sinon
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appartient à C8pr0,8rq et véri�e hpprq “ ap.
Montrons que h P Lr,Mpr0,8rq.
Soient p P N et x P r0, 1s. Puisque g|r0,1s P EPpr0, 1sq et ϕ P DPpr´1, 1sq, il existe A ą 0 tel que

ˇ

ˇhpprqpxq
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇ

pr
ÿ

j“0

Cpr
j ϕ

ppr´jq
pxqgpjqpxq

ˇ

ˇ

ď

pr
ÿ

j“0

Cpr
j ||ϕ||A

pr´j
pNpr´j||g||A

j
pNj

ď ||ϕ||||g||Apr pNpr

pr
ÿ

j“0

Cpr
j

“ ||ϕ||||g||pp2AqrqpxMp,

D’où h P Lr,Mpr0,8rq. Par conséquent l’application

Br : Lr,Mpr0,8rq ÝÑ CrrzssM
est surjective. D’où la conclusion par la proposition 3.1.6.

Théorème 3.2.2. SoitM une suite de poids satisfaisant (dc).
(i) Soit α ą 0 tel que rB : rAu

MpSαq Ñ CrrzssM est surjectif. Alors, γpMq ą tαu.
(ii) Si on a que rSuM “ p0,8q, alors SM “ rSuM “

rSM “ p0,8q et γpMq “ 8.

Démonstration. (i) Considérons d’abord le cas α Ps0, 1r, puis α P rSuM Ď
rSM et α R N, alors par

le théorème 3.1.7 on conclut que γpMq ą 0. Notons que dans ce cas, on n’a pas utilisé (dc).

Supposons maintenant que α ě 1 et mettons r “ tαu, un entier naturel positif (notons que,

par le théorème 3.1.7, nous n’aurions besoin de considérer que le cas α “ r P N mais la preuve

fonctionne quand même). Notre objectif est de montrer que Br : Nr, qMpr0,8qq ÝÑ Crrzss
qM est

surjectif.

Étant donné pg “
ř8

p“0 apz
p P Crrzss

qM,posons bp :“ app! pour tout p P N. Alors il existe

C0, A0 ą 0 tels que

|bp| ď C0A
p
0p!|Mp “ C0A

p
0Mp, p P N. (3.2.1)

Considérons la série de puissance formelle
pf “

ř8

p“0p´1qprbpz
p P CrrzssM. Par hypothèse, il

existe ψ P rAu
MpSαq tel que

rBpψq “ pf , et donc il existe C,A ą 0 tel que pour chaque p P N on a

ˇ

ˇ

ˇ
ψpzq ´

p´1
ÿ

k“0

p´1qkrbkz
k
ˇ

ˇ

ˇ
ď CApMp|z|

p, z P Sα. (3.2.2)

La fonction ϕ : Sα{r Ñ C donnée par ϕpwq “ ψpw´rq´b0, est bien dé�nie et holomorphe dans

Sα{r Ě S1. De plus, selon (3.2.2) pour p “ 1, pour tout w P S1 on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕpwq

w

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

|w|
|ψpw´rq ´ b0| ď

CAM1

|w|r`1
. (3.2.3)
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Ainsi, la fonction f : RÑ C donnée par

fptq “
1

2πi

ż 1`8 i

1´8 i

etu
ϕpuq

u
du

est bien dé�nie et continue sur R. Par la formule classique de Hankel (3.1.1) pour la fonction

Gamma réciproque, pour tout nombre naturel p ě 2 et tout t P R nous pouvons écrire

fptq ´
p´1
ÿ

k“1

p´1qkrbk
tkr

pkrq!
“

1

2πi

ż 1`8 i

1´8 i

etu

˜

ϕpuq

u
´

p´1
ÿ

k“1

p´1qkrbk
ukr`1

¸

du. (3.2.4)

Puisque, encore une fois par (3.2.2), nous avons

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕpuq

u
´

p´1
ÿ

k“1

p´1qkrbk
1

ukr`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

|u|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ψpu´rq ´
p´1
ÿ

k“0

p´1qkrbkpu
´r
q
k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
CApMp

|u|pr`1
(3.2.5)

pour chaque u P S1, nous pouvons appliquer le théorème de Leibniz pour les intégrales para-

métriques et déduire que la fonction

fptq ´
p´1
ÿ

k“1

p´1qkrbk
tkr

pkrq!

appartient à Cpr´1pRq. De plus, toutes ses dérivées d’ordre m ď pr ´ 1 à t “ 0 sont nulles. En

e�et ceci peut être véri�é en dérivant le côté droit de (3.2.4) m fois sous le signe de l’intégrale,

en l’évaluant à t “ 0, puis en calculant l’intégrale au moyen du théorème de Cauchy. Pour

cela, on considère les chemins Γs, s ą 0, constitués de l’arc de cercle centré sur 1, joignant

1 ` si et 1 ´ si et passant par 1 ` s, et du segment r1 ´ si, 1 ` sis. Il est facile de véri�er que
ş

Γs
um´1pϕpuq´

řp´1
k“1p´1qkrbku

´krqdu “ 0, et l’application (3.2.5) lorsque sÑ 8 conduit à la

conclusion.

Comme p est arbitraire, on a que f P C8pRq et, de plus,

f pmqp0q “

#

p´1qprbp si m “ pr pour un certain p ě 1,

0 sinon.

En�n, nous dé�nissons la fonction

F ptq “ b0 ` fp´tq, t ě 0.

Évidemment, F P C8pr0,8qq et F pprqp0q “ bp, p P N ; F pmqp0q “ 0 sinon. Pour conclure,

nous estimons les dérivées de F d’ordre pr pour un p P N. Pour p “ 0 et t ě 0, on prend en

compte (3.2.1) et (3.2.3) a�n d’obtenir que

|F p0qptq| ď |b0| `
1

2π

ż 8

´8

e´t
CAM1

|1` yi|r`1
dy ď C0 `

CAM1

2π

ż 8

´8

1

p1` y2qpr`1q{2
dy, (3.2.6)
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et donc F est borné. Pour p ě 1, nous pouvons écrire la formule (3.2.4) évaluée à ´t comme

suit

fp´tq ´
p
ÿ

k“1

bk
tkr

pkrq!
“

1

2πi

ż 1`8 i

1´8 i

e´tz

˜

ϕpzq

z
´

p
ÿ

k“1

p´1qkrbk
zkr`1

¸

dz.

Ensuite,

F pprqptq “ bp `

˜

fp´tq ´
p
ÿ

k“1

bk
tkr

pkrq!

¸pprq

ptq

“ bp `
1

2πi

ż 1`8 i

1´8 i

e´tzp´zqpr

˜

ϕpzq

z
´

p
ÿ

k“1

p´1qkrbk
zkr`1

¸

dz,

et nous pouvons appliquer (3.2.1), et (3.2.5) a�n d’obtenir

|F pprqptq| ď C0A
p
0Mp `

CAp`1Mp`1

2π

ż 8

´8

1

p1` y2qpr`1q{2
dy. (3.2.7)

De (3.2.6) et (3.2.7), et puisque M satisfait (dc), on déduit qu’il existe C1, A1 ą 0 tels que pour

chaque p P N on a

|F pprqptq| ď C1A
p
1Mp “ C1A

p
1p!|Mp, t ě 0,

et donc F P Nr, qMpr0,8qq et BrpF q “ pg. En conclusion, Br est surjectif comme souhaité, et par

la Proposition 3.2.1 on déduit que m satisfait pγrq, ce qui revient à γpMq ą r “ tαu.

(ii) Le fait que tous les intervalles de surjectivité sont r0,8r est une conséquence facile de (2.2.2)

et de la Proposition 2.1.8.(iii), tandis que γpMq “ 8 découle de (i).

Corollaire 3.2.3. Chaque fois que M est une suite de poids satisfaisant (dc), on a

SM Ď rSuM Ď p0, tγpMqu` 1q.

Si en outre γpMq P N, alors SM Ď rSuM Ď p0, γpMqq.

Démonstration. Les arguments sont similaires à ceux de la preuve du Corollaire 3.1.8. Le cas

rSuM “ ∅ est trivial. Sinon,
rSM ‰ ∅ et, par le Lemma 3.1.3, γpMq ą 0.

Soit α P rSuM. Par le théorème 3.2.2 nous avons tαu ă γpMq, et donc α ă tαu` 1 ď tγpMqu` 1,

ce qui est la première a�rmation. Dans le cas où γpMqN, la condition tγpMqu ă γpMq ne tient

pas, et donc γpMq R rSuM et l’intervalle
rSuM doit être contenu dans p0, γpMqq.

Rappelons que si M n’est pas fnq le problème est résolu (voir la remarque 3.1.9). Supposons que

M soit (lc), fnq et (dc) (les deux premières conditions impliquent que M est une suite de poids).

Alors γpMq P p0,8s, et nous avons la situation décrite dans le Tableau 3.1.
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γpMq P N γpMq P RzN

SM Ďs0, γpMqr SM Ďs0, tγpMqu` 1rXs0, ωpMqs
rSuM Ďs0, γpMqr rSuM Ďs0, tγpMqu` 1rXs0, ωpMqs

rSM Ďs0, γpMq ` 1rXs0, ωpMqs rSM Ďs0, tγpMqu` 1s X p0, ωpMqs

Table 3.1 – Intervalles de surjectivité lorsque M est (lc), fnq et (dc).

3.3 Suites fortement régulières

Nous devons imposer d’autres conditions à la suite M a�n d’obtenir des informations supplé-

mentaires sur la surjectivité. Nous rappelons que l’on dit que M est fortement régulière si elle

est (lc), fnq et (cm). Comme commenté précédemment, les deux premières conditions sont natu-

relles dans ce contexte, et la croissance modérée, qui est plus forte que (dc), est notre hypothèse

supplémentaire.

Le principal résultat connu concernant la surjectivité des suites fortement régulières a été fourni

par V. Thilliez

Théorème 3.3.1 ([9], Theorem 3.2.1). Soit M une suite fortement régulière et 0 ă γ ă γpMq.
Alors il existe d ě 1 tel que pour tout A ą 0 il existe un opérateur linéaire continu

TM,A,γ : CrrzssM,A Ñ AM,dApSγq

tel que rB˝TM,A,γ “ IdCrrzssM,A , l’application identité dansCrrzssM,A. Par conséquent, rB : AMpSγq ÝÑ
CrrzssM est surjectif.

Théorème 3.3.2. SoitM une suite fortement régulière, et soit donnée r P Q, r ą 0. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) r ă γpMq,
(ii) il existe d ě 1 tel que pour tout A ą 0 il existe un opérateur linéaire continu

TM,A,r : CrrzssM,A Ñ AM,dApSrq

tel que rB ˝ TM,A,γ “ IdCrrzssM,A l’application identité dans CrrzssM,A,
(iii) l’application de Borel rB : AMpSrq CrrzssM est surjective,
(iv) l’application de Borel rB : rAu

MpSrq Ñ CrrzssM est surjective.

Démonstration. (i) ùñ (ii) ùñ (iii) C’est le Théorème 3.3.1

(iii) ùñ (iv) Trivial.

(iv) ùñ (i) Dans le cas où r P N0, on utilise le Théorème 3.2.2.(i) et on conclut.

Sinon, on écrit r “ p{q avec p, q P N0 premiers entre eux, q ě 2. Considérons la suite Mq “

pM q
nqnPN, qui s’avère également être fortement régulière (voir [9, Lemma 1.3.4]). Nous allons
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prouver que
rB : rAu

MpSrq Ñ CrrzssM est surjectif, donc, encore une fois par le théorème 3.2.2.(i),

nous obtiendrons que p ă γpMqq. Par conséquent, cela implique que r “ p{q ă γpMq, comme

souhaité.

Prouvons la surjectivité mentionnée ci-dessus. Étant donné
pf “

ř8

j“0 ajz
j P CrrzssMq , il existe

C,A ą 0 tel que |aj| ď CAjM q
j pour chaque j P N. Dé�nissons une nouvelle série puissance

formelle pg “
ř8

j“0 bjz
j

avec des coe�cients

bqj “ aj, j P N; bm “ 0 sinon.

La log-convexité de M implique que M q
j ďMqj pour tout j, on a donc que

|bqj| ď CAjM q
j ď CpA1{q

q
qjMqj,

et par conséquent, pg P CrrzssM. Par hypothèse, il existe une fonction g P rAu
MpSrq telle que

rBpgq “ pg, et donc il existe C1, A1 ą 0 telle que pour chaque z P Sr et n P N on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gpzq ´
n´1
ÿ

j“0

bjz
j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C1A
n
1Mn|z|

n. (3.3.1)

Par conséquent, la fonction f : Sp Ñ C donnée par fpwq “ gpw1{qq est bien dé�nie et holo-

morphe dans Sp. De plus, pour tout w P Sp et n P N on déduit de (3.3.1) que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpwq ´
n´1
ÿ

j“0

ajw
j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gpw1{q
q ´

n´1
ÿ

j“0

bqjpw
1{q
q
qj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gpw1{q
q ´

qn´1
ÿ

k“0

bkpw
1{q
q
k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C1A
qn
1 Mqn|w

1{q
|
qn. (3.3.2)

Nous appliquons maintenant la propriété (cm) de M : il est facile de prouver qu’il existeA0 ą 0
tel que pour tout n P N nous avons Mqn ď An0M

q
n. Nous pouvons utiliser ce fait dans (3.3.2) et

obtenir que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpwq ´
n´1
ÿ

j“0

ajw
j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C1pA0A
q
1q
nM q

n|w|
n.

Donc, f P rAu
MqpSpq et

rBpfq “ pf , ce qui montre la surjectivité comme prévu.

Ce résultat a plusieurs conséquences importantes.

Corollaire 3.3.3. Soit M une suite fortement régulière avec γpMq P Q. Alors, SM “ rSuM “

s0, γpMqr.

Démonstration. Par le théorème 3.3.2 et (2.2.2), on a s0, γpMqqrĎ SM Ď rSuM, alors que (iii) ùñ (i)

dans le théorème 3.3.2 garantit que, γpMq étant rationnel, alors γpMq P rSuM, et ainsi
rSuM Ď

s0, γpMqr.
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Dans ce qui suit, I représente l’ensemble des nombres irrationnels.

Corollaire 3.3.4. Soit M une suite fortement régulière, et soit t P R, t ą 0. Chaque assertion
implique la suivante :

(i) t ă γpMq,
(ii) l’application de Borel rB : AMpStq Ñ CrrzssM est surjective,
(iii) l’application de Borel rB : rAu

MpStq Ñ CrrzssM est surjective,
(iv) l’application de Borel rB : rAMpStqCrrzssM est surjective,
(v) pour chaque ξ P I avec ξ ă t, l’application de Borel rB : rAMpSξq Ñ CrrzssM est surjective,
(vi) t ď γpMq.

Donc, p0, γpMqq Ď SM Ď rSuM Ď
rSM Ď p0, γpMqs.

Démonstration. Seul le point (v) ùñ (vi) nécessite une courte preuve. Pour chaque q P N on

a que ζ “ ξq R N, on va montrer que
rB : rAq

MpSζq Ñ CrrzssMq est surjectif donc, par le

théorème 3.1.7.(i), nous voyons que tζu ă γpMqq. Alors γpMq ą tξqu{q ą ξ ´ 1{q. Puisque q
est arbitraire, en faisant tendre q vers 8 on déduit que ξ ď γpMq pour tout irrationnel ξ ă t,
donc t ď γpMq.
La preuve de la surjectivité suit le même argument de rami�cation utilisé dans (iv) ùñ (i) du

théorème 3.3.2, où les relations asymptotiques obtenues pour les sous-secteurs bornés de Sξ
sont transformées en celles analogues pour les sous-secteurs bornés correspondants de Sζ .

γpMq P Q γpMq P I

SM s0, γpMqr s0, γpMqr ou s0, γpMqs
rSuM s0, γpMqr s0, γpMqr ou s0, γpMqs
rSM s0, γpMqr ou s0, γpMqs

Table 3.2 – Intervalles de surjectivité pour les suites fortement régulières

3.4 Suites admettant un ordre proche non nul

Dans cette dernière sous-section, en tenant compte du fait que l’application de Borel n’est jamais

bijective, pr le théorème 2.2.13, nous déduirons plus d’informations concernant les intervalles

de surjectivité. A�n de pouvoir déduire de ce résultat si oui ou non γpMq appartient à SM et

rSuM, la régularité forte n’est pas su�sante et nous devons supposer que γpMq “ ωpMq (en e�et,

si M admet un ordre proche non nul alors il est fortement régulier et γpMq “ ωpMq(voir [11,

Remark 4.15])) . Alors,

(i) Si

ř8

p“0 pmpq
´1{ωpMq

“ 8, on sait que
rIuM “ IM “ rωpMq,8r“ rγpMq,8r, et alors

SM “ rSuM “s0, γpMqr, s0, γpMqrĎ rSM Ďs0, γpMqr.
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(ii) Si

ř8

p“0 pmpq
´1{ωpMq

ă 8 et

ř8

p“0 ppp` 1qmpq
´1{pωpMq`1q

“ 8, nous savons que IM “

rγpMq,8r et
rIuM “sγpMq,8r, et donc

SM “s0, γpMqr, p0, γpMqq Ď rSuM Ď
rSM Ďs0, γpMqr.

Ainsi, les informations dont nous disposons pour les suites fortement régulières avec γpMq “
ωpMq sont résumées dans les deux premières lignes du Tableau 3.3.

Théorème 3.4.1 (Théorème généralisé de Borel–Ritt–Gevrey). Soit M une suite de poids ad-
mettant un ordre proche non nul et γ ą 0 donné. Les a�rmations suivantes sont équivalentes :

(i) γ ď ωpMq “ γpMq,
(ii) Pour chaque pf “

ř

pPN apz
p P CrrzssM, il existe une fonction f P rAMpSγq telle que

f „M pf,

c’est-à-dire que rBpfq “ pf . En d’autres termes, l’application de Borel rB : rAMpSγq ÝÑ
CrrzssM est surjective.

Donc, rSM “s0, γpMqs “s0, ωpMqs.

Démonstration. La preuve découle du corollaire 3.3.4.

γpMq P I

γpMq P Q
8
ÿ

p“0

ˆ

1

mp

˙
1

ωpMq

“ 8

8
ÿ

p“0

ˆ

1

pp` 1qmp

˙
1

ωpMq`1

“ 8

8
ÿ

p“0

ˆ

1

pp` 1qmp

˙
1

ωpMq`1

ă 8

SM s0, γpMqr
rSuM s0, γpMqr ou s0, γpMqs
rSM s0, γpMqs

Table 3.3 – Intervalles de surjectivité pour les suites de poids admettant un ordre proche non

nul.
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0 ă α

SMα s0, αr

rSuMα
s0, αr

rSMα s0, αs

Table 3.4 – Intervalles de surjectivité pour les suites Mα, α ą 0
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Chapitre 4

Opérateur d’extension global

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux opérateurs d’extensions et aux inverses à droite

de l’application de Borel. Nous rappellerons d’abord les propriétés qui nous serons utile pour

la suite. Ensuite, nous donnerons des conditions sur les suites sous lesquelles il existe des opé-

rateurs d’extension de l’application de Borel. Nous nous sommes principalement référencés de

[14], [21] et [9].

4.1 Propriétés sur les suites

Dé�nition 4.1.1. On dit que la suite M satisfait la condition pβ2q si

@ε ą 0, Dk P N, k ą 1 : lim sup
pÑ8

ˆ

Mkp

Mp

˙
1

pk´1qp 1

mkp

ď ε, (β2)

Le lemme suivant donne des conditions équivalentes pour pβ2q :

Lemme 4.1.2. Soitm une suite croissante, alors :

(a) Pour 0 ď j ă p, on a que la fonction ϕ : NˆN ÝÑ R, pp, jq ÞÑ
´

Mp

Mj

¯
1

pp´jq
est croissante

pour les deux variables.
(b) De plus, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la suiteM satisfait la condition pβ2q,

(ii) Dl : @ε ą 0, Dβ Ps0, 1r, Dp0 : @p ě p0, Dj : βp ďă p :
´

Mp

Mj

¯
1

pp´jq
ď ε.mlp,

(iii) @ε ą 0, Dβ Ps0, 1r, Dp0 : @p ě p0 : maxjďβp
Mp

Mj

1

mp´jp
ď εp.
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Démonstration. (a) Puisque m est croissante, on a que M est (lc). Pour j �xé posons Nk :“
Mk`j

j
“ mj ¨ ¨ ¨mj`k´1 et N0 “ 1. Il résulte donc que la suite pNkqk est également (lc) et

par la proposition 1.1.8(ii.c), on a que N
1{k
k “

´

Mp

Mj

¯
1

pp´jq
est croissante où p :“ k ` j.

(b) piq ùñ piiq par hypothèse, on a

@ε ą 0, Dk P N, k ą 1 : lim sup
jÑ8

ˆ

Mkj

Mj

˙
1

pk´1qj 1

mkj´1

ď ε.

Posons β :“ 1
k
, avec k “ kpε{2q. En utilisant le point (a) et la croissance de m, on a pour

p su�samment grand, tel que p ď kj ´ 1 ă 2p :

ˆ

Mp

Mj

˙
1

pp´jq 1

m2p

ď

ˆ

Mkj

Mj

˙
1

pk´1qj

ď ε.

piiq ùñ piiiq Nous appliquons piiq pour ε3l ă 1 et nous supposons que j ď βp et

β ă 1
2l

. Posons q :“ rp{ls et pour p assez grand, on a

ˆ

Mp

Mj

˙
1

pk´1qj 1

mp

“

ˆ

Mp

Mj

1

mp´j
p

˙
1
p˚j

ď

˜

Mq

Mj

1

mq´j
l q

¸
1
p´j

ď ε3l q´j
p´j ď ε

p
p´j .

La première inégalité résulte du fait que Mpm
q´j
lq ď Mqm

p´j
p et la dernière résulte du

fait que

3lpq ´ jq “ 3lq ´ 3lj ą 3lq ´ 3lp{p2lq “ 3lq ´ 3p{2 ą 3pp´ lq ´ 3p{2 ď p,

ce qui est vrai pour p su�samment grand et un l �xé.

piiq ùñ piiiq choisissons k tel que
1
k
“ β et ε ď 1. Ainsi pour p “ kj et j ď βp

su�samment grand, on a

ˆ

Mkp

Mp

˙
1

pk´1qp 1

mkp

ď ε
kj

jpk´1q “ ε
k
k´1 ď ε.

Lemme 4.1.3. Une suite positiveM satisfait à pγrq si et seulement si sa r-interpolation P satisfait
à pγ1q.
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Démonstration. La condition est nécessaire car

sup
pPN

pp
p

ÿ

qěp

1

pq
“ h sup

kPN0
jPt1,¨¨¨ ,ru

pkr`j
kr ` j

ÿ

qěkr`j

1

pq

ď sup
kPN0

r
?
mk

kr ` j

ÿ

qďk

8
ÿ

j“1

1

pqr`j

ď r sup
kPN0

r
?
mk

kr ` j

ÿ

qďk

1
r
?
mq

ď r sup
kPN

r
?
mk

k

ÿ

qďk

1
r
?
mq

ă 8.

La condition est su�sante car

sup
pPN

r
?
mp

p

ÿ

qďp

1
r
?
mq

ď r sup
pPN

ppr
pr

ÿ

qěp

1

pqr

r sup
pPN

ppr
pr

ÿ

qěpr

1

pq ă 8
.

Le lemme suivant donne la condition pour que une suite satisfaisant pβ2q satisfasse pγrq@r P N0.

Lemme 4.1.4. Pour tout r P N0, si la suite M satisfait la condition pβ2q et la suite pmp{p
rqp P N

est presque croissante, alorsm satisfait la condition pγrq.

Démonstration. Soit la suite pQpqp, dé�nie par Qp “
r
a

Mp. Il est clair que Q0 “ 1 et que la

suite pQpqp est (lc). Puis que M satisfait la condition pβ2q, @ε ą 0, Dk P N, k ą 1 :

lim sup
pÑ8

ˆ

Qkp

Qp

˙
1

pk´1qp 1

qkp
“ lim sup

pÑ8

˜

ˆ

Mkp

Mp

˙
1

pk´1qp 1

mkp

¸1{r

ď ε.

De plus,

lim sup
pÑ8

˜

qQkp

qQp

¸
1

pk´1qp
1

qqkp
“ lim sup

pÑ8

ˆ

p!Qkp

pkpq!Qp

˙
1

pk´1qp kp

qkp

“ lim sup
pÑ8

ˆ

Qkp

Qp

˙
1

pk´1qp 1

qkp
kp

ˆ

p!

pkpq!

˙
1

pk´1qp

“ lim sup
pÑ8

ˆ

Qkp

Qp

˙
1

pk´1qp 1

qkp
kp

ˆ

eppk´1q

?
kkkppppk´1q

˙

1
pk´1qp

ď εek
´1
k´1 ď eε.
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La dernière égalité résulte de la formule de Stirling : n! «
?

2πnnne´n, @n P N. D’où en tire

que la suite p qQpqp satisfait pβ2q. Soit p0 tel que la suite pmp{p
rqp “ p0 est presque croissante.

Alors Il existe donc k P N, k ě 2, de sorte que pour p ě p0 :

qqp
qqkp

ď

˜

qQkp

qQp

¸
1

pk´1qp
1

qqkp
ď

1

2

Ainsi,

ÿ

jďp

1

qj
“

`8
ÿ

l“0

kl`1p´1
ÿ

j“klp

1

qj
ď

`8
ÿ

l“0

klppk ´ 1q
1

qklp
“ pk ´ 1q

`8
ÿ

l“0

1

qqklp

ď
k ´ 1

qqp

`8
ÿ

l“0

ˆ

1

2

˙l

“
2pk ´ 1q

qqp
.

D’où on conclure que la suite pqpqp satisfait pγ1q et par conséquent la conclusion suit.

4.2 Existence d’opérateur d’extension global

Dé�nition 4.2.1. Pour tout r P N,un opérateur d’extension globalT deCrrzsstMu dans EM,rpr´1, 1sq
(resp.LMpr0,`8rq ; NM,rpr0,`8rq est une application tel que pTaqpnrqp0q “ an pour tout

a P CrrzsstMu et n P N0.

Maintenant nous pouvons montrer le lien entre l’existence d’un opérateur d’extension global

et la condition pβ2q

Proposition 4.2.2. Soit M une suite telle que pM est une suite de poids et r P N. Si il existe un
opérateur d’extension global T : CrrzsstMu ÝÑ NM,rpr0,`8rq, alors la suite pM satisfait pβ2q.

Démonstration. Par le théorème B.0.7, il existeA ą 0 tel queT : CrrzsstM,1u ÝÑ NM,r,Apr0,`8rq
est aussi un opérateur d’extension global. Donc il existe C ą 0 tel que

||Ta|| ď C.|a|1 “ C. sup
pPN

ˆ

|ap|

p!Mp

˙

.

Alors, il existe des fonctions réelles ϕp P Nr,Mpr0,8rq telles que :

ϕpjrqp p0q “ pepqp “

$

’

’

&

’

’

%

1, j “ p,

0 j P N0, j ‰ p,

||ϕp|| ď
C

p!MP
“ C

xMp
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Par la formule de Taylor, pour tout y ą 0, il existe un θ Ps0, 1r tel que

|ϕpprqp pyq ´ 1| ď
ypr

pprq!
|ϕp2prqp pθyq| ď

ypr

pprq!
||ϕp||A

2p
xM2p

ď C
ypr

pprq!
A2p

xM2p

xMp

ď C
ypr

pprq!
A2p

pmp`1 ¨ ¨ ¨ pm2p

ď C
ypr

pprq!
A2p

pmp
2p.

Soit h Ps0, A´2{rr. Alors pour tout y P I :“ r0, h pr
a

pprq!{ r
?
pm2ps, on a |ϕ

pprq
p pyq ´ 1| ď

C phrA2q
p
, ainsi ϕ

pprq
p pyq ě 1{2 pour p su�samment grand. Ainsi pour p ě p0 et j P t0, ¨ ¨ ¨ , pu,

en intégrant pp´ jqr fois cette dernière inégalité, on a

|ϕpjrqp pyq| ě
1

2

ypp´jqr

ppp´ jqrq!
, @y P I,

de plus, en insérant le dernier point de I , on a

1

2

hpp´jqr

ppp´ jqrq!

ppprq!qpp´jq{p

ppm2pq
p´j

ď sup
xPr0,`8r

|ϕpjrqp pxq|.

Par la suite, puisque ppprq!qpp´jqr ě pppp´ jqrq!qpr, on en tire que

1

2

˜

h
r
a

pm2p

¸pp´jqr

ď sup
xPr0,`8r

|ϕpjrqp pxq|, @p ě p0, @j P t0, ¨ ¨ ¨ , pu. (4.2.1)

Soit ε ą 0, �xons 8s´1 ă εhr. En e�ectuant le même raisonnement que au début de la preuve,

on a que il existe q ą 0 et B ą 1 tel que T : CrrzsstM,su Ă NM,r,qpr0,`8rq et en particulier

||ϕp||q ď
B

spxMp
pour tout p P N. D’autre part, comme

sup
xPr0,`8r

|ϕpjrqp pxq| ď ||ϕp||qq
j
xMj ď Bqj

xMj

spxMp

,

en utilisant ( 4.2.1), on en tire que

1

2

˜

h
r
a

pm2p

¸pp´jqr

ď Bqj
xMj

spxMp

et donc
˜

xMp

xMj

¸1{pp´jq
1

pm2p

ď p2Bq1{pp´jqh´rqj{pp´jqs´p{pp´jq (4.2.2)
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pour tout p ě p0 et j P t0, ¨ ¨ ¨ , pu.
Maintenant �xons βs0, 1{2r tel que q4β ă 2 et s´1{p1´βq ă 2s´1

, ainsi qu’un entier p1 ą

supt4, p0u tel que p2Bq4{p1 ă 2 et q4β`4{p1 ă 2. Pour tour p ě p1, posons jβ :“ rβps 1 ` 1.
Ainsi, on a que βp ă jβ ă 1 ` p{2 ă p. D’une part de jβ ą βp, on a p ´ jβ ă pp1 ´ βq, ainsi

p{pp´ jβq ą 1{p1´ βq ; d’autre part de jβ ď βp ` 1, on a p´ jβ ě pp1´ βq ´ 1 ě p{4, ainsi

jβ{pp´ jβq ă 4jβ{p ď 4` 4{p. Donc en utilisant l’inégalité ( 4.2.2), on en tire que

˜

xMp

xMj

¸1{pp´jq
1

pm2p

ď p2Bq4{ph´rq4β`4{ps´1{p1´βq
ď

8

hrs
ă ε,

d’où la conclusion par le lemme 4.1.2

Théorème 4.2.3. Soit M une suite telle que pM est une suite de poids et r P N. les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) la suite xm satisfait les conditions pγrq et pβ2q,
(2) il existe un opérateur d’extension global T1 : CrrzsstMu ÝÑ DM,rpr´1, 1sq,
(3) il existe un opérateur d’extension global T1 : CrrzsstMu ÝÑ LM,rpr0,`8rq
(4) il existe un opérateur d’extension global T3 : CrrzsstMu ÝÑ NM,rpr0,`8rq.

Démonstration. p2q ùñ p3q ùñ p4q : trivial puisque

DM,rpr´1, 1sq|r0,1s Ă LM,rpr0,`8rq|r0,1s Ă NM,rpr0,`8rq|r0,1s.

p4q ùñ p1q est une conséquence immédiate de la proposition 3.2.1 et 4.2.2.

p1q ùñ p2q. Soit P la suite r-interpolée de M. Puisque la suite xm satisfait les conditions pγrq,
par lemme 4.1.3, la suite ppppqp satisfait pγ1q. Ainsi par le théorème 3.1.2, il existe une extension

S : CrrzsstPu ÝÑ EPpr´1, 1sq. choisissons ϕ P EPpr´1, 1sq tel que ϕ ” 1 au voisinage de 0 et

ϕppqp´1q “ ϕppqp1q “ 0 pour tout p P N0. Et donc

U : CrrzsstPu ÝÑ DPpr´1, 1sq, papqp ÞÑ

#

ϕpxqSapxq, x P r´1, 1s

0, sinon

est un opérateur extension, car pour tout p P N, x P r´1, 1s et A ą 0, on a

pϕSaqppqp0q “
p
ÿ

j“0

Cp
jϕ

pp´jq
p0qpSaqpjqp0q “ pSaqppqp0q “ ap

1. rβps désigne le plus grand entier ď βp
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et

ˇ

ˇpϕSaqppqpxq
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇ

p
ÿ

j“0

Cp
jϕ

pp´jq
pxqpSaqpjqpxq

ˇ

ˇ

ď

p
ÿ

j“0

Cp
j ||ϕ||A

p´j
pPp´j||pSaq||Aj pPj

ď ||ϕ||||pSaq||Ap pNp

p
ÿ

j“0

Cp
j

“ ||ϕ||||pSaq||p2Aqp pNp

De plus, l’opérateur

V : CrrzsstMu ÝÑ U : CrrzsstPu, papqp ÞÑ pbpqp

avec bpr`q :“

#

ap, q “ 0

0, q P t1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1u
pour tout p P N0 est un un opérateur linéaire et

continu. Ceci est bien dé�nit car Mpr “ Pp pour tout p P N0.

SoitE le sous-espace vectoriel topologique de DPpr´1, 1sq dont les éléments sont des fonctions

f satisfaisant f ppr`qq “ 0 pour tout p P N0 et q P t1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1u. Alors l’image UV Ă E.

De plus, par un raisonnement analogue que dans la preuve de la proposition 3.2.1, on a que

DM,rpr´1, 1sq Ă DPpr´1, 1sq, ainsi l’opérateur

W : DM,rpr´1, 1sq ÝÑ E, f ÞÑ f

est bien dé�nit,bijectif, linéaire et continu. Par conséquent, l’opérateur

W´1UV : CrrzsstMu ÝÑ DM,rpr´1, 1sq

est linéaire et continu par le théorème du graphe fermé. De plus, il s’agit d’un opérateur d’ex-

tension global, car pour papqp P CrrzsstMu et pour p P N0, on a

`

W´1UV a
˘pr
p0q “ pUV aqpr p0q “ pV aqpr “ ap.

Nous allons à présent construire un opérateur qui fait le lien entre la classe des fonctions ultra-

di�érentiables DM et la classe des fonctions ultraholomorphes A
t pMupSrq.

Proposition 4.2.4. Soient M une suite de poids, r P N, A ą 0 et γ ą 0 tel que γ ă r. Alors il
existe une constante c ą 0 et un opérateur linéaire et continu

W : Dr,|M,Apr´1, 1sq Ñ A
pM,cApSγq

, de sorte que
pWfqpnqp0q “ n!f pnrqp0q@n P N@f P Dr,|M,Apr´1, 1sq
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Démonstration. Soit f P Dr,|M,Apr´1, 1sq, dé�nissons ϕ sur H0 “ tz P C : <pzq ą 0u par

ϕpzq :“
1

z
¨

ż 1

0

fptq expp´
t

z
qdt

et la fonction g dé�nie sur le secteur Sr par gpzq :“ ϕp r
?
zq. On a que g est holomorphe.

De plus, pur z P S1 et n P N, il en résulte par intégration par partie répétée que

ϕpzq “
1

z
pr´z ¨ expp´

t

z
qfptqs10 ` z ¨

ż 1

0

expp´
t

z
qf 1ptqdtq

“ 0` z0
¨ expp0qfp0q ` z0

¨

ż 1

0

expp´
t

z
qf p1qptqdt

“

n´1
ÿ

j“0

f pjqp0qzj ` zn´1
¨

ż 1

0

expp´
t

z
qf pnqptqdt,

d’où

ϕpzq ´
n´1
ÿ

j“0

f pjqp0qzj “ zn´1
¨

ż 1

0

expp´
t

z
qf pnqptqdt. (4.2.3)

Ainsi, en faisant une intégration par partie, on en tire que

|
ϕpzq ´

řn´1
j“0 f

pjqp0qzj

zn
´ f pnqp0q| “ |

ż 1

0

expp´
t

z
qf pn`1q

ptqdt|.

De plus, on a que

sup
tPr0,1s

| expp´
t

z
q||f pn`1q

ptq| ď c ¨ sup
tPr0,1s

| expp´
t

z
q| ď c,

et lim
zÑ0,zPS1

expp´
t

z
qf pn`1q

ptq “ 0, par le théorème de la convergence dominée, on en tire que

lim
zÑ0

ϕpzq ´
řn´1
j“0 f

pjqp0qzj

zn
“ f pnqp0q@n P N. (4.2.4)

Par la suite choisissons β ą 0 tel que γ ă β ă r et s P N tel que le disque le disqueD centré en

z et de rayon |z|{s soit contenu dans Sβ pour tout z P Sγ . Ainsi, on a <pzq “ |z| cosparg zq ě

|z| cospπβ
2r
q. D’où |z| ď B ¨ <pzq pour z P Sβ{r avec B “

`

cos
`

πβ
2r

˘‰´1
. En utilisant ( 4.2.3), on

en tire que
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sup
zPSβ{r

|
ϕpzq ´

řnr´1
j“0 f pjqp0qzj

znr
| “ sup

zPSβ{r

|
1

z
¨

ż 1

0

expp´
t

z
qf pnrqptqdt|

ď sup
tPr0,1s

|f pnrqptq| sup
zPSβ{r

1

|z|

ż 1

0

expp´t<p1
z
qqdt

ď }f}Anp!|Mn ¨ sup
zPSβ{r

1

|z|

ż 1

0

expp´t<p1
z
qqdt

ď }f}AnMn ¨ sup
zPSβ{r

1´ expp´<p1
z
qq

|z| ¨ <p1
z
q

Appliquons maintenant à g la formule intégrale de Cauchy pour z P Sγ et n P N :

gpnqpzq “ pgpzq ´
n´1
ÿ

j“0

f prjqp0qzjqpnq

“ pϕp r
?
uq ´

nr´1
ÿ

j“0

f pjqp0qp r
?
uqjqpnq

“
n!

2πi

ż

BD

ϕp r
?
uq ´

řnr´1
j“0 f pjqp0qp r

?
uqj

pu´ zqn`1
du.

Ainsi, pour tout n P N0, on a

gpnqpzq “
n!

2πi

ż

BD

p
ϕp r
?
uq ´

řnr´1
j“0 f pjqp0qp r

?
uqj

p r
?
uqnr

´ f pnrqp0qq
un

pu´ zqn`1
du

`
n!

2πi

ż

BD

f pnrqp0q
un

pu´ zqn`1
du,

et en utilisant ( 4.2.4), on en tire que

lim
zÑ0

gpnqpzq “
n!

2πi

ż

BD

f pnrqp0q
1

u
du “ n!f pnrqp0q

En outre, il résulte de ( 4.2.4), :

|gpnqpzq| ď
n!

2π
¨ 2π

|z|

s
sup
uPBD

|
ϕp r
?
uq ´

řnr´1
j“0 f pjqp0qp r

?
uqj

p|z|{sqn`1
|

“
n!sn

|z|n
sup
uPBD

|
ϕp r
?
uq ´

řnr´1
j“0 f pjqp0qp r

?
uqj

p r
?
uqnr

||u|n

ďď
n!sn

|z|n
¨B ¨ }f}An|Mn ¨ sup

uPBD
|u|n

“ B ¨ }f} ¨ pAps p1` 1{sqqn .xMn,
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d’où ||g|| ď B|||f |.
Donc si on �xe gpnqp0q :“ n!f pnrqp0q pour tout n P N0, alors

W : Dr,|M,Apr´1, 1sq Ñ A
pM,cApSγq, f ÞÑ g|Sγ

est bien dé�nie, linéaire et continu.

Théorème 4.2.5. Soit M une suite de poids et r P N. Si il existe un opérateur d’extension global
T1 : CrrzsstMu ÝÑ DM,r`1pr´1, 1sq, alors pour tout γ Ps0, rr, il existe un opérateur d’extension
global T : CrrzsstMu Ñ A

t pMupSγq.

Démonstration. Puisque M est une suite de poids, alors il est clair que
qM est une suite de

poids et par le théorème 4.2.3, on a que la suite xm satisfait les conditions pγr`1q et pβ2q. D’où

lemme B.0.6 et lemme 4.1.4 on a que |m satisfait satisfait les conditions pγrq et pβ2q. Donc par

le théorème 4.2.3, il existe un opérateur d’extension global

U : Crrzss
t qMu ÝÑ D

qM,rpr´1, 1sq.

De plus,

V : CrrzsstMu Ñ Crrzss
t qMu, papqp ÞÑ pap{p!qp

est un isomorphisme et

W : Dr,|Mpr´1, 1sq Ñ A
pMpSγq,

l’opérateur donné par la proposition 4.2.4 car γ ă r. D’où

WUV : CrrzsstMu Ñ A
t pMupSγq

est l’opérateur d’extension global recherché, car

pWUV aqppq “ pp!UV aqppq “ p!pV aqp “ ap,

pour tout a “ papqp P CrrzsstMu et p P N0.

Déterminons à présent la condition sur les suites de poids pour laquelle il existe des opérateurs

d’extension pour les secteurs d’ouverture arbitraire.

Théorème 4.2.6. SoitM une suite de poids telle que

pour tout r P N0, pmn´1{n
r
qnPN0 est presque croissant. (4.2.5)

Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Pour tout r P N0, il existe un opérateur d’extension global UM,r : CrrzsstMu Ñ A

t pMupSrq.
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(ii) Pour un certain r P N0, il existe un opérateur d’extension global UM,r : CrrzsstMu Ñ
A
t pMupSrq.

(iii) M satisfait la condition pβ2q.

Démonstration. piq ùñ piiq trivial.

piiq ùñ piiiq. Pour r P N0, Puisque UM,r : CrrzsstMu Ñ A
t pMupSrq est un opérateur d’ex-

tension global, il en est de même de UM,r|r0,8r: CrrzsstMu Ñ NtM,1upr0,8rq. Donc par la

proposition 4.2.2, on a que M satisfait la condition pβ2q.

piiiq ùñ piq. Soit r P N0 tel que r Psα,8r. Par hypothèse, M satisfait la condition pβ2q et la

suite pmn{n
r`1qnPN est -croissante, ainsi par le lemme 4.1.4, on en tire que m satisfait la condi-

tion pγr`1. D’où par le théorème 4.2.3, il existe un opérateur d’extension global T : CrrzsstMu Ñ
DtM,r`1upr´1, 1sq. Dons nous pouvons conclure par le théorème 4.2.5.

Théorème 4.2.7. SoitM une suite de poids. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) γpMq “ 8.
(ii) Pour tout r ą 0, il existe global UM,r : CrrzsstMu Ñ AtthMupSrq.
(iii) Pour tout r ą 0, il existe un opérateur d’extension global VM,r : CrrzsstMu Ñ rAu

tMupSrq.
(iv) Tous les intervalles de surjectivité sont s0,8r.

Démonstration. piq ùñ piiq Étant donné r ą 0, considérons r0 :“ tru ` 1 ą r. D’après

la proposition 1.4.14 il est clair que γp pMq “ 8, et par la Proposition B.0.3 nous avons que
pM

satisfait pβ2q. De plus, par le corollaire 1.4.15, on a que xm satisfait pγr0`1q. On peut appliquer le

théorème 4.2.3 pour la suite
pM et l’entier positif r0`1, puis le théorème 4.2.5 pour la valeur α “

r, a�n d’obtenir un opérateur d’extension global global global global global UM,r : CrrzsstMu Ñ
A
t pMupSrq.

piiq ùñ piiiq Il est clair par la Proposition 2.1.8.(i).

piiiq ùñ pivq Par la dé�nition d’un opérateur d’extension global comme inverse à droite pour

l’application de Borel, nous avons évidemment
rSuMu “s0,8r. Alors, (2.2.2) conduit au résultat.

pivq ùñ piq Il su�t d’appliquer le théorème 3.1.7.
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Annexe A

Ordre proche

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la notion d’ordre proche qui jouera un rôle essentiel

dans l’étude de la quasi-analyticité des classes de fonctions ultraholomorphes.

A.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nitionA.1.1. Nous disons qu’une fonction réelle ρ, dé�nie sur sc,8r pour un certain c ě 0,

est un ordre proche si les conditions suivantes sont réunies :

(i) ρ est continu et continuellement di�érentiable par morceaux dans sc,8r,

(ii) ρptq ě 0 pour chaque t ą c,

(iii) limtÑ8 ρptq “ ρ ă 8,

(iv) limtÑ8 tρ
1ptq logptq “ 0.

Dans le cas où la limite ρ ą 0, on dit que ρptq est un ordre proche non nul.

Remarque A.1.2. Par dé�nition de la limite, si ρptq est un ordre proche avec une limite ρ à

l’in�ni, pour tout ε ą 0 il existe tε ą 1 tel que

tρ´ε ă tρptq ă tρ`ε, t ą tε.

Exemple A.1.3. La fonction ρptq “ ρ`
1

tγ
est un ordre proche. En e�et

(i) ρptq est de classe C8ps0,8rq,

(ii) ρptq ě 0 pour chaque t ą 0,

(iii) limtÑ8 ρptq “ ρ ă 8,

(iv) On a ρ1ptq “ ´γ
tγ`1 . Ainsi

lim
tÑ8

tρ1ptq logptq “ lim
tÑ8

γ logptq

tγ
“ 0

.
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Dé�nition A.1.4. Deux ordres proches ρ1 et ρ2 sont dits équivalents si

lim
rÑ8

`

ρ1prq ´ ρ2prq
˘

logprq “ 0.

Proposition A.1.5. Si ρ1 et ρ2 sont équivalents et si limrÑ8 ρ1prq “ ρ,
alors limrÑ8 ρ2prq “ ρ et limrÑ8 r

ρ1prq{rρ2prq “ 1.

Démonstration. Puisque ρ1 et ρ2 sont équivalents, on a

lim
rÑ8

ρ1prq logprq “ lim
rÑ8

ρ2prq logprq.

D’où on en déduit que

lim
rÑ8

ρ1prq “ lim
rÑ8

ρ2prq “ ρ et lim
rÑ8

rρ1prq{rρ2prq “ 1

D’après les travaux de L. S. Maergoiz, nous avons les résultats suivants.

Théorème A.1.6 ([5], Thm. 2.4). Soit ρ un ordre proche avec ρprq Ñ ρ ą 0 lorsque r Ñ 8. Pour
chaque γ ą 0 il existe une fonction analytique V dans Sγ telle que :
(i) Pour tout z P Sγ ,

lim
rÑ8

V pzrq

V prq
“ zρ,

uniformément dans les ensembles compacts de Sγ .

(ii) V pzq “ V pzq pour tout z P Sγ (où, pour z “ p|z|, argpzqq, on pose z “ p|z|,´ argpzqq).
(iii) V est positif dans s0,8r, monotone croissant et limrÑ0 V prq “ 0.
(iv) La fonction t P RÑ V petq est strictement convexe (c’est-à-dire que V est strictement convexe

par rapport à logptq).
(v) La fonction logpV ptqq est strictement concave sur s0,8r.
(vi) La fonction ρV ptq :“ logpV ptqq{ logptq, r ą 0, est un ordre proche équivalent à ρ.

Nous désignons par Bpγ, ρq la classe de telles fonctions V .

Proposition A.1.7 ([5], Propriété 2.9). Soit ρ ą 0, ρ un ordre proche avec ρprq Ñ ρ, γ ě 2{ρ et
V P Bpγ, ρq. Alors, pour chaque α P p0, 1{ρq, il existe des constantes b ą 0 et R0 ą 0 telles que

<pV pzqq ě bV p|z|q, z P Sα, |z| ě R0,

où < représente la partie réelle.

Théorème A.1.8 ([12], Ch. 2, Thm. 2.1). Soit ω :sa,8rÑs0,8r une fonction continue non néga-
tive et non décroissante avec ρrωs :“ lim suptÑ8 logpωptqq{ logptq ă 8. Alors, il existe un ordre
proche ρptq avec limtÑ8 ρptq “ ρrωs tel que

lim sup
tÑ8

ωptq

tρptq
P p0,8q.

De plus, ρrωMs “
1
ω
.
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Théorèmes et propositions utiles

PropositionB.0.1 ([10], Prop. 1.8.III., p. 18-19). ] Soient panqnPN et pbnqnPN deux suites croissantes
de nombres réels positifs. Posons

b0 :“ 0, N0 :“ 0 et Nn :“
n
ÿ

i“1

pbi ´ bi´1qai

Alors on a
sup
kě1
pbkx´Nkq “ sup

kě0
pbkx´Nkq “ bmx´Nm,

pour
am ď x ď am`1,m ě 1.

Démonstration. Puisque b0 :“ 0 remarquons d’abord que,

Nn :“
n
ÿ

i“1

pbi ´ bi´1qai “
n
ÿ

i“1

biai ´
n
ÿ

i“1

bi´1ai “
n´1
ÿ

i“1

pai ´ ai`1qbi ` anbn.

De plus, bkx ´ Nk ě bkak ´ Nk “
řk´1
i“1 bipai`1 ´ aiq ě 0 pour tout k ě 1 et b0x ´ N0 “ 0,

d’où

sup
kě1
pbkx´Nkq “ sup

kě0
pbkx´Nkq.

Soit x P ram, am`1s pour 0 ă p ă m ă q on a

bpx´Np “

p´1
ÿ

k“1

pbkpak`1 ´ akqq ` bppx´ apq

“

p´1
ÿ

k“1

pbkpak`1 ´ akqq ` bp

m´1
ÿ

k“p

pak`1 ´ akq ` bppx´ amq car

rn´1
ÿ

k“p

pak`1 ´ akq “ am ´ ap

ď

m´1
ÿ

k“1

pbkpak`1 ´ akqq ` bmpx´ amq car bp ď bk pour p ď k ď m

“ bmx´Nm.
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D’autre part

bmx´Nm ě bmx´Nm ´

q
ÿ

k“m`1

ppbk ´ bk´1qakq ` pbq ´ bmqx car x ď ak pour m` 1 ď k ď q

“ bqx´Nq.

On voit donc que pour 0 ă p ă m ă q on a bqx´Nq ď bmx´Nm et bpx´Np ď bmx´Nm.

D’où la conclusion.

ThéorèmeB.0.2 ([19],Stolz-Cesaro Thm. 1.22). Soit panqnPN une suite de nombres réels et pbnqnPN
une suite strictement monotone et divergente. Alors

lim
nÑ8

an`1 ´ an
bn`1 ´ bn

“ l pP r´8, `8sq

implique
lim
nÑ8

an
bn
“ l.

Démonstration. Supposons que l soit �ni et que pbnq soit strictement croissant. Choisissons un

ε positif. Par hypothèse, il existe nε ą 0 tel que pour tout n ě nε on a bn ą 0 et∣∣∣∣an`1 ´ an
bn`1 ´ bn

´ l

∣∣∣∣ ă ε

3
.

Ainsi

pbn`1 ´ bnqpl ´ ε{3q ă an`1 ´ an ă pbn`1 ´ bnqpl ` ε{3q. (B.0.1)

En prenant dans( B.0.1), successivement n “ nε, n “ nε ` 1, ¨ ¨ ¨ , n “ nε ` p ´ 1, et en

additionnant toutes ces inégalités, on obtient successivement

pbnε`p ´ bnεqpl ´ ε{3q ă anε`p ´ anε ă pbnε`p ´ bnεqpl ` ε{3q ,

l ´
ε

3
´ pl ´

ε

3
q
bnε
bnε`p

`
aε
bnε`p

ă
anε`p
bnε`p

ă l `
ε

3
´ pl `

ε

3
q
bnε
bnε`p

`
anε
bnε`p

.

De plus puisque bn diverge, on a que les suites pbn5{bnP`pqp et panP{bnε`pqp tendent vers 0. Alors

il existe pε ą 0 tel que pour chaque p ě pε on a∣∣∣∣ bn
bnε`p

pl ˘
ε

3
q

∣∣∣∣ ă ε

3
et

∣∣∣∣ bn
bnε`p

∣∣∣∣ ă ε

3
.

Donc, pour chaque n ą nε ` pε, on a �nalement∣∣∣∣l ´ an
bn

∣∣∣∣ ă ε.
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Donc an{bn Ñ l.

Supposons que l “ `8. Nous pouvons supposer que tous les bn sont strictement positifs. Soit

M ą 0. Il existe nM tel que pour tout n ě nM on a

an`1 ´ an
bn`1 ´ bn

ą ε

ei

an`1 ´ an ąMpbn`1 ´ bnq .

En additionnant ces inégalités de n à n` p´ 1, on a

an`p ´ an ąMpbn`p ´ bnq

an`p{bn`p ąM ` pan ´Mbnq{bn`p.

Puisque, ppan ´Mbnq{bn`pqp tend vers 0. Alors il existe un pM tel que pour tout p ą pM on a

|pan ´Mbnq{bn`p| ăM{2.

Donc, pour chaque n ą nM ` pM , on a �nalement

an{bn ą ε{2.

Donc, an{bn Ñ 8. Le cas l “ ´8 se traite de manière similaire.

La proposition suivante donne lien entre l’indice de croissance γpMq et la condition pβ2q.

Proposition B.0.3 ([14], Proposition 4.4. ). Soit M une suite de poids. Si γpMq “ 8, alors M
satisfait la condition pβ2q.

Le lemme suivant ne sera pas démontré. Le lecteur pourra consulter la preuve ici [10, Sect.

6.4.IV].

Lemme B.0.4. Si f P Crpr´1, 1sq pour un certain r P N et que

Q0 :“ sup
xinr´1,1s

|fpxq|, et Qr :“ sup
xPr´1,1s

|f prqpxq|,

alors
sup

xPr´1,1s

|f pjqpxq| ď p8er{jqj maxpQ
1´j{r
0 , Qj{r

r , pr{2qjQ0q.

pour chaque j P t1, . . . , r ´ 1u.

Lemme B.0.5 ( [4],Lemma 1.3.6 ). Soient T ą 0 et u P Cmps´8, T sq qui s’annule sur s´8, 0s.
Soit pajqj une suite décroissante positive tel que T ď a1 ` ¨ ¨ ¨ am, alors pour x ď T :

|upxq| ď
ÿ

jPJ

4j sup
yăx

a1 ¨ ¨ ¨ aj|u
pjqpyq

|

Où J “ tj|1 ď j ď m et aj ` 1 ă aj ou j “ mu
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LemmeB.0.6 ( [21],Lemma 2.1 ). SoitM est une suite (lc). Pour tout r P N, les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) la suitem satisfait la condition γr`1,
(ii) la suite |m satisfait la condition γr.

Théorème B.0.7 (Théorème de factorisation de Grothendieck, [20] p.290). . Soit E un espace
localement convexe, F et Fn des espaces de Fréchet et u P LpF,Eq, un P LpFn, Eq, n P N. Si
upF q Ă YnPNunpFnq, il existe unm P N tel que

upF q Ă umpFmq

. Si um est injective, alors v P LpF, Fmq existe avec u “ um ˝ v.
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Annexe C

Surface de Riemann associée à fonction
logarithme

Dans cette section nous dé�nirons la notion de surface de Riemann et nous allons voir la surface

de Riemann du logarithme comme le graphe d’une fonction de C2
. Nous nous somme principa-

lement référencé de [17], mais pour une étude plus générale des Surfaces de Riemann associées

à une fonction analytique voir [18].

Dé�nition C.0.1. Une variété complexe de dimension n est un espace topologique séparé X
recouvert par un nombre dénombrable de cartes. Une carte est la donnée d’un ouvert Uα de X ,

d’un ouvert Vα de Cn
et d’un homéomorphisme φα : Uα Ñ Vα tels que si deux cartes Uα et Uβ

se rencontrent, l’application de changement de cartes φβ ˝ φ
´1
α : φαpUα X Uβq Ñ φβpUα X Uβq

soit un biholomorphisme
1
.On dit que pUα, φαqα est un atlas holomorphe.

Dé�nition C.0.2. Une surface de Riemann est une variété complexe de dimension 1.

Considérons

R “ tpz, wq : z “ exppwqu Ă C2.

Montrons queR est une surface de Riemann. Puisque C2
est un espace métrique, on a queR est

un espace topologique séparé. De plus, soit pz, wq “ pexppwq, wq P R, la projection φ : RÑ C
dé�nie par φpz, wq “ z et soit Dw un disque centré en z1 “ exppwq et ne contenant pas zéro.

Alors,

hwpzq “ w `

ż

C

dη

η
,

où C est n’importe quel chemin joignant z1 à z2 dans Dw. Montrons que hw holomorphe dans

1. Holomorphe,bijective et d’inverse holomorphe
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ANNEXE C. SURFACE DE RIEMANN ASSOCIÉE À FONCTION LOGARITHME

Dw et prend la valeur w en z1. En e�et, on a que hwpzq, est holomorphe avec h1wpzq “
1
z

car

hwpz ` τq ´ hwpzq

τ
“

1

τ

ż z`τ

z1

dη

η
´

1

τ

ż z

z1

dη

η

“
1

τ

ż z`τ

z

dη

η

“

ż 1

0

dt

z ` tτ

“
logp1` τq ´ logp1q

τ
Ñ

1

z
quand tÑ 0.

De plus, posons gpzq “ expphwpzqq
z

sur Dw. Ainsi, on a

g1pzq “
expphwpzqq ´ expphwpzqq

z2
“ 0.

Donc par le théorème de l’ouvert connexe, on a que g est constant sur Dw. Or gpz1q “ ´1 car

z1 “ exppwq, ainsi
expphwpzqq

z
“ 1 et on en tire que pz, hwpzqq P R.

Posons

Uw “ tpz, hwpzqq : z P Dwu Ă R.

Soit φw la restriction de φ à Uw, on a que φw : Uw Ñ Dw est un homéomorphisme (car un

inverse continue est donné par z Ñ pz, hwpzqq). De plus Uw est un ouvert de R (car image d’un

ouvert par un homéomorphisme). Si deux de ces disquesDw etD1w s’intersectent, la fonction de

transition qui z Ñ z dé�nit sur l’intersection est bianalytique. On conclut donc que les cartes

pφw, Uwq réalisent R comme une surface de Riemann et sur R, le logarithme est représenté par

l’application

ϕ : pz, wq Ñ w.

On a que ϕ est un homéomorphisme de RÑ C dont l’inverse est donné par w Ñ pexppwq, wq.
On appelle R la Surface de Riemann du logarithme. Généralisons ce résultat en montrant que

l’ensemble des zéros d’une fonction de deux variables complexe est une surface de Riemann.

pour le faire, admettons le théorème suivant :

Théorème C.0.3. (Théorème des fonctions implicites) Soit F : C2 Ñ C continue et pz0, w0q P C2

est tel que F pz0, w0q “ 0

i. Si la fonction F est analytique en z pour chaque w �xé et
BF

Bz
pz0, w0q ‰ 0, alors il existe

δ ą 0 tel pour tour w P Dpw0, δq, on a une fonction z “ gpwq satisfaisant F pz, wq “
F pgpwq, wq “ 0

ii. Si la fonction F est analytique en w pour chaque z �xé, alors gpwq est analytique et on a

g1wq “
BF
Bw
BF
Bz

pgpwq, wq

.
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ANNEXE C. SURFACE DE RIEMANN ASSOCIÉE À FONCTION LOGARITHME

Figure C.1 – Surface de Riemann R de log z

Théorème C.0.4. Soit F : C2 Ñ C continue tel que F est analytique en z pour chaque w �xé et
F est analytique en w pour chaque z �xé. Si au moins une des dérivées partielles est non nul, alors

R “ tpz, wq P C2 : F pz, wq “ 0u Ă C

est une surface de Riemann.

Démonstration. Puisque C2
est un espace métrique et que l’ensemble des zéros d’une fonction

à deux variable complexe est de dimension complexe un, on a que R est un espace topologique

séparé de dimension complexe 1. De plus,

i. Si pz0, w0q P R et

BF

Bz
pz0, w0q ‰ 0, alors par le Théorème des fonctions implicites (C.0.3),

il existe δ ą 0 tel pour tour w P Dpw0, δq, on a une fonction z “ gpwq satisfaisant

F pz, wq “ F pgpwq, wq “ 0. Ainsi posons Dw “ Dpw0, δq et Uw “ tpgpwq, wq : w P

Dwu Ă R car F pgpwq, wq “ 0.
Soit φ : pz, wq Ñ w et φw la restriction de φ à Uw, on a que φw : Uw Ñ Dw est un

homéomorphisme(car un inverse continue est donné par w Ñ pgpwq, wq. De plus Uw est

un ouvert deR(car image d’un ouvert par un homéomorphisme). Donc la paire pUw, φwq
est une carte complexe de R en pz0, w0q.
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ii. De même si pz1, w1q P R et

BF

Bw
pz1, w1q ‰ 0, alors par le Théorème des fonctions im-

plicites (C.0.3), il existe δ ą 0 tel pour tour z P Dpz1, δq, on a une fonction w “ hpzq
satisfaisant F pz, wq “ F pz, hpzqq “ 0.
Ainsi posons Dz “ Dpz1, δq et Uz “ tpz, hpzqq : z P Dzu Ă R car F pz, hpzqq “ 0.
Soit φ : pz, wq Ñ z et φz la restriction de φ à Uz , on a que φz : Uz Ñ Dz est un ho-

méomorphisme(car un inverse continue est donné par z Ñ pz, hpzqq. De plus Uz est un

ouvert de R(car image d’un ouvert par un homéomorphisme). Donc la paire pUz, φzq est

une carte complexe de R en pz1, w1q.

iii. Véri�ons la compatibilité des cartes. Si nous avons deux cartes pUw, φwq et pUw1 , φw1q,
alors la fonction de transition est la fonction identité dé�ni sur Dw X Dw1 ‰ φ qui est

biholomorphe. De même pour deux cartes pUz, φzq et pUz1 , φz1q. En �n si nous avons deux

cartes pUw, φwq et pUz, φzq tel que Uw X Uz ‰ φ , alors les fonctions de transitions

φw ˝ φ
´1
z : z Ñ hpzq

et

φz ˝ φ
´1
w : w Ñ gpwq

sont holomorphes . D’où R est une surface de Riemann.

Ainsi nous pouvons voir la surface de Riemann d’une fonction analytique comme le graphe

d’une fonction à deux variable complexe.
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