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Introduction

En 1886, H.Poincaré a stimulé I'intérét mathématique pour les séries de puissances

formelles (généralement divergentes), en introduisant la notion développement asymptotique
qui est une sorte développement de Taylor qui fournit des approximations successives : une
fonction complexe f, holomorphe sur un secteur S = {z € C : 0 < |z| < r;a < arg(z) <
b},admet la série de puissances formelle complexe fA = szo a,z? comme son développement
asymptotique (uniforme) a origine si pour tout p € N et pour tout sous secteur propre borné
T de S, il existe une constante positive C), 1 telle que pour tout z € 7 on a

p—1

1£(2) = D an2"] < Cprl2l?,

n=0

et nous écrivons f € A(S). Dans ce contexte, si ce développement est unique, il est naturel de
considérer I'application asymptotique de Borel B : A — C[[z]] envoyant une fonction f dans
son développement asymptotique f

En 1895, Emile Borel a prouvé qu’étant donné une suite (a,,),, de nombres complexes, il existe
une fonction infiniment contintiment dérivable f telle que (D™ f)(0) = a,, pour tout n €
N. En 1916, J.F. Ritt a montré que I'application de Borel est surjective pour n’importe quel
secteur du plan complexe. Plusieurs chercheurs ont essayé d’étendre ce théoréme a d’autres
classes de fonctions. En particulier, la question a été traitée dans le contexte des classes de
fonctions ultraholomorphes, qui sont des sous-classes des fonctions holomorphes définies via
des conditions de croissance sur leurs dérivées en utilisant des suites de poids. Nous montrons
dans ce mémoire que 'application de Borel dans les classes de fonctions ultraholomorphes n’est
jamais bijective.

Dans le premier chapitre, nous nous intéresserons aux suites log-convexes et aux différentes
propriétés des dites suites. Par la suite nous présenterons également la fonction de poids asso-
ciée a une suite log-convexe et leurs indices de croissance (M) et w(M) qui interviendrons
dans I’étude de I'injectivité et la surjectivité de I'application asymptotique de Borel.

Dans le chapitre 2, nous introduirons les classes de fonctions holomorphes dans des secteurs
non bornés de la surface de Riemann du logarithme a partir des suites de nombres réels positifs
considérées dans le chapitre précédent. Par la suite, nous définirons ’application asymptotique
de Borel qui a une fonction f associe son développement asymptotique. De plus, nous exa-
minerons I'injectivité de I'application de Borel dans trois cas : dans les classes des fonctions
ultraholomorphes de Roumieu-Carleman et dans les classes de fonctions admettant une déve-
loppement asymptotique uniforme ou non a l'origine. En outre, on montrera que la solution
dépend de 'ouverture du secteur et que 'injectivité est possible si le secteur est assez large.
Enfin nous montrerons que I’application de Borel n’est jamais bijective.

iv
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Dans chapitre 3, nous rappellerons la surjectivité de 'application de Borel pour les fonctions
de classe C*(IR). Par la suite, nous traiterons la surjectivité de 'application de Borel d’une part
pour les suites de poids et les suites de poids satisfaisant (dc) et d’autre part pour les suites
fortement régulieres et les suites admettant un ordre proche non nul.

Dans le dernier chapitre, Nous rappellerons les propriétés sur les suites nécessaires pour prou-
ver l'existence d'un opérateur d’extension global. Ensuite, nous montrerons I'existence d’opé-
rateurs pour les suites de poids satisfaisant certaines conditions. Enfin, Nous allons construire
un opérateur qui fait le lien entre la classe des fonctions ultradifférentiables Dy et la classe des
fonctions ultraholomorphes Ay, (S;).



Chapitre 1

Suite log-convexe

Les classes de fonctions et les séries de puissance formelles que nous définirons dans le chapitre
2 de notre travail sont définies par des restrictions de croissance de leurs dérivées ou de leurs
coefficients, respectivement. Ces restrictions seront exprimées sous la forme d’une suite de
nombres réels positifs qui satisferont certaines conditions appropriées en fonction du probléme.
Dans ce premier chapitre, nous présenterons ces conditions et les propriétés immédiates qui en
découlent. Nous nous sommes principalement référencés de [15]], [13]], [11] et [16]].

1.1 Définitions et propriétés
Dans la suite, Ml = (M),),en représente toujours une suite de nombres réels positifs, et nous
imposons toujours que M, = 1.

Définitions 1.1.1. (i) M est log-convexe (abrégé (Ic)) si
M2 < My My, Vp € No.

(ii) M est stable par opérateurs différentiels ou sable par dérivation (abrégé (dc)) s’il existe
D > 0 tel que

My, < DP*'M,  VpeN.

(iii) M est a croissance modérée (abrégé (cm)) s’il existe A > 0 tel que
My < APTINM,M,, Vp,q e N.

(iv) M est non-quasianalytique (abrégé (nq) si

a0
Z < .
= ( Mk+l
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(v) M est fortement non-quasianalytique (abrégé (fnq)) s’il existe B > 0 tel que

= M M,
> a <B-—%, WpeN.
(¢ +1)Myq My, 1

a=p
Définition 1.1.2. On dit que M est fortement régulier si M est (Ic), (cm) et satisfait (fnq)

Remarque 1.1.3. (i) Si M est (cm) alors M satisfait (dc). (il suffit de prendre ¢ = 1 dans la
définition de (cm)).
(if) Si M satisfait (fnq) alors M satisfait (nq).
En effet, supposons qu’il existe B > 0 tel que

o
2 Mq <B Mp :
(q + 1>Mq+1 Mp+1

q=p

Vp e N.
Ona
M K My M,
q:[) (q "'I_ 1)Mq+1 (q + 1)Mq+1 q=p (q + 1)Mq+1

< M, + B My < .
=0 (¢ + )My Myiq

Proposition 1.1.4. Si nous posons, Ml := (p'M,) pen, alors les propriétés (i), (iii), (iv) et (v) sont
préservées lors du passage de M a M.

Démonstration. (i) Supposons que M satisfait (Ic), on a
70 922
Mz = pl"M,
< p*M, 1M,,; car Mest (Ic)
p —~ —~
< —M, {M,.;.
p+1 p—14{p+1

D’ou la conclusion car -+ < 1.
(ii) Supposons que M satisfait (cm), alors il existe A > 0 tel que

My, < Ap+quMq.
Ainsi

Myrq = (p+ @) Mpyy
< (p + q)!APYIM,M,  car M satisfait (cm)

' A~

< arr PO
plq!

< (2A)HIM,M,  car CPFT < 20H,

D’ou la conclusion.
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(iii) Supposons M satisfait (nq),

/\

e

0
Z q+1 q+1)Mq+1

g+l q=p
% 1
2 < o0 car <1
= (g + 1) Mg q+1
(iv) Supposons M satisfait (fnq), alors il existe B > 0 tel que
a0
M,
Z <B-—%, VpeN.
q=p q+1 A4b+1
Ona
o0 r o0
q; (¢ + 1)Mq+1 - qZ:; (¢+1)(qg+ 1)'Mq+1
B o< L
(p+1)Mpiq g+1 p+1
< B=~"
A4b+1
Ce qui suffit pour conclure.
]
Exemples 1.1.5. 1. La suite M définit par M,, = (p!)* avec o > 0 est une suite fortement

réguliere appelé suite de Gevrey d’ordre a. En effet
(i) M est (Ic) car

P> < ((p— N ((p+)* = p* < (p+1)7,

qui est toujours vrai pour tout o > 0.
(il) M est (cm) car, puisque (’; Tq‘{ = CPt < 2%, ona

My, = (p+ q)!1* < 200t plagle — o0w+a) pp Af

(iii) M est (fnq) car

= & 1 Jw 1 1 M
— < | ¥ YMr=—-(p+1)*= ——L
Z_: (g+1 Z;) (g + 1)+t (p )" a Myiq

q+1 P

Vp € N, d’ou la conclusion.
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2. La suite M définie par M, = (q)p2 avec ¢ > 1 est (Ic) et (fnq) mais ne satisfait pas (cm).
En effet
(i) M est (Ic) car
(0 < (@" V(9" s 1<
qui est toujours vrai pour tout g > 1.

(if) M est (fnq) car

1 <1i 1 q 1 ¢ M,
(k+ D1 = g

RgE

k

k=p (k + 1)Mk+1

P

Vp e N, d’ou la conclusion.
(i) M n’est pas a (cm) car

a 2 a2 2 a a
My = ¢ = ¢"¢" ¢** = ¢*** M, M,.

Mais il n’existe pas A > 0 tel que ¢*>*® < A%*® pour tous a, b > 1.

Définition 1.1.6. Pour une suite M on définit la suite des quotients m = (m,) ey par

M,
mp:zj\/[LH peN.

P

Remarque 1.1.7. On peut observer que pour chaque p € N on a

v Mo My My My
P My M,y M, M,

Ainsi, on peut retrouver la suite M (avec M = 1) une fois que m est connu, et donc la connais-
sance de I'une des suites équivaut a la connaissance de l'autre.

Dans la suite, les suites quotients des suites M, L, . . . seront désignées par les lettres minuscules
mil, ---.

Proposition 1.1.8. Soit M une suite. Alors, nous avons :
(i) M est (Ic) si, et seulement si, T est croissant.
(ii) Supposons que M soit (Ic). Alors,
(ii.a) M;/p < my_1 pour tout p € Ny.
(ii.b) Si M satisfait (fnq) alors m tend vers Uinfini.
(ii.c) La suite (M,}/p)peNO est croissante.
(ii.d) lim,_,,, m, = o0 si, et seulement si, lim,_,, M;/p = 0.
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Démonstration. (i) On a

M est (Ic) < Mg <M, 1My VpeN
< Mp < Mp+1

M, = M,

< m,_1 <m, VpeN

VPENO

< m est croissant.

(ii.a) Puisque M est log-convexe, m est croissant (par (i)). Ainsi d’apres la remarque

(1.1.7), on a
M, = mp_1mp_o---mimy < mf;_l car m est croissant.

D’ou la conclusion.
(ii.b) Supposons que m est borné, c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 tel que m, < C pour
chaque p € N. On en tire donc que

e} e} e}

Ceci est impossible si M est (nq)(car M est (fnq) , donc m est non borné croissant. On
obtient la conclusion.
(ii.c) D’apres (ii.a), ona Vp e N

L M
Wi < _ p+1
p+1 P Mp
Ainsi ]
p+1 log(Mp—H) < 1Og(jwp+1) - 10g(Mp)'

On en tire que

1 1
ml og(Mpy1) = ]—910g(Mp)
1
MPT > M.

D’ou la conclusion.
(ii.d) Supposons que lim,_,, Mz}/ P = 0. Puisque m est croissant et d’aprés (ii.a), on a

P
My < my_q1 < my,.

On en tire que lim,_,,, m, = 0.
Réciproquement, supposons que lim,_,,, m, = . On a

log(M, — log (M, M,
lim 08(My+1) = log(My) — lim log(=22) = lim m, = .

p—0 p+1—p p—0 » p—0
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On conclut par le théoréme que

1
lim —log(M,) = lim M;/p = .

p—0 P p—00

O
Proposition 1.1.9. Soit M une suite. Alors, nous avons :
(i) Silim,_,o, m, = o0, alors il existe py € N tel que M, < M, pour chaque p = py.
(ii) SiM est (Ic) alors M,M; < M., pour tousp,l € N.
Démonstration. (i) Puisque lim,,_,,, m, = o0, alors il existe py, € N tel que m,, = Mﬁzl > 1

pour chaque p > py. D’oui la conclusion.

(ii) Fixons p € N et procédons par récurrence sur /.
Pour [ = 0, on a, M, My = M, < M, o pour tout p € N.
Supposons que I'inégalité de la relation est vérifié vraie au rang [, et montrons qu’elle
est vraie au rang [ + 1. En utilisant la définition, la croissance de m et ’hypothese d’in-
duction, on a

My
M,

M,My.1 = M,M, < My my < Mypmpi = My i1,

D’ou la conclusion.

Définition 1.1.10. Une suite M est une une suite de poids si elle est (Ic) et lim m,, = cc.
p—0

Remarque 1.1.11. Par proposition [1.1.8] il est clair que si M est (Ic) et (fnq) alors M est une

suite de poids. De maniere équivalente si 1 est croissant et lim (Mp)l/ P = oo, alors M est une
p—0

suite de poids.

Proposition 1.1.12. Soit M une suite (Ic). Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) M est a (cm),
(ii) sup(mp/M;/p) < o,
peNo
(iii) sup(map,/m,) < o0,
peNp
(iv) sup(Mgp/M}f)l/p < o,

peNg
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Démonstration. (i) = (i1)

Puisque M est log-convexe, en utilisant la croissance de m et la remarque|1.1.7, pour tout p € N,

on a

P .
(mp)? < myMmypyr -+ Mgy
B Moy -+ - mp—l
= MpMp1 - Map—1
mMoMmy - - - mp—l
_ My

M,

p

De plus, puisque M satisfait la condition (cm), il existe A > 1 tel que My, < AZ”.M]D2 pour tout

p € Ny (en prenant p = ¢). Il résulte donc que,
(myp)? < Mo,/ M, < A* M,Vp € Ny.

D’ou la conclusion.
D’apres ’hypothese, il existe C' > 0 tel que
d’ou

2p 2p

= CmeOml ... mp—]_mp o e m2p—1
< C?(my,)P (may,)?, Vp € No.

D’ou la conclusion.
(1ii) = (iv)
Montrons d’abord que,

sup (map/my—1) < 0.
peNp

En utilisant (#ii), il existe A > 1 tel que

Map Mgy My

, peN.
mp—1 my Mp_1 mp—1

(1.1.1)

(1.1.2)

De plus, pour p > 2, 0ona 2p—2 > p. En utilisant la croissance de m et en appliquant a nouveau

(1ii), on en tire que
Moy
SA—Z2 <A p=2,
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Enfin, en prenant C' := max(A? msy/mg) , on conclut que sup(msy,/m, 1) < C. De méme, en
peN
utilisant la croissance de m, on a que
My, = mo(mimy) - - - (Map_3may—2)Map 1

2, 2 2

m
2,2 2 2 0
Smomy - - m2(p71)m2pm

P
< CPmimim3 - m_ym’_ tilise (1.1.2)
< MMM = - - My, oM, car on utilise (1.1.

< 02”]\/[5, p € Ny car on utilise et la croissance de m.

D’ou la conclusion.
(iv) = (i)
Nous fixons p, ¢ € N. Tout d’abord, si 'un ou les deux indices sont égaux a 0, alors la condition
(cm) est satisfaite pour A = 1 puisque My = 1, et M,y = M, = M, M. Par la suite, si p + ¢
est pair i.e p + ¢ = 2k avec k € Ny, par (iv), on en déduit qu’il existe H > 1 tel que
My, M,
My = My, < H*M? = (VH)?*M,M,~—F "
M, M,
Supposons que p < k < ¢ (la preuve est la méme si ¢ < k < p). Alors, puisque m est croissant,
on a que

M, M, MMy MMy My 1M -+~ Mg

M, My,  momy - Mp_1Momy -« My 1My~ - - Mg—1
1

MMyl - Mg—1

= mpmp+1 oo mk*l

k—p
m
ko =m=1.

mi "
Dot M,,, < (vVH)P*IM,M,.
Enfin, si p+ ¢ estimpairi.e p+q = 2k —1 avec k > 2, alors une des valeurs g ou p est impaire et
’autre est paire. Sans perte de généralité, supposons que ¢ est impair et donc p > 2. En utilisant
la proposition[1.1.9) (i) et le fait que p+ ¢ + 1 et ¢ + 1 sont pairs, on se raméne au cas précédent.
On en tire qu’il existe A > 1 tel que

Moye  A?PM,Myiq
M _ < < D q
2k—1 ]\4—1 Ml )
et M, < A*'M,M;. On a donc
My = My < ATPFUNL AT < (A2)THP MM,

car p > 2 donc p + 2 < 2p. D’ou la conclusion. O]
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Corollaire 1.1.13. Soit M = (M,),en une suite (Ic) satisfaisant la condition (cm) pour une
constante A > 0 apparaissant dans la définition (i7). Alors ,

m, < AM)/P < A’m,,,  VpeN,.

Démonstration. En utilisant (1.1.1) dans la proposition [1.1.12] la proposition [1.1.8}(ii.a) et la

croissance de m, on a

m, < AM)P < A’my,_y < A’m,, VpeN,.

1.2 Equivalence et comparaison des suites

Introduisons a présent les notions de suites équivalentes et comparables qui interviendront dans
la comparaison des classe des fonctions définies en termes de suites.

Définition 1.2.1. Soit M et L deux suites. On dit que M est plus petit que L s’il existe C' > 0

tel que
M, < CPL,,VpeN,
ou, de maniere équivalente, si
sup(%)l/p < .
peEN P

Nous écrivons M < L.

Nous disons que M et I sont comparables si M < L oull. < M est vérifié. Siles deux conditions
sont réunies, on dit que M est équivalent a L, ie il existe des constantes strictement positives
A, B telles que

APM, < L, < B?M,, VpeN,

et on écrit M =~ L.

Remarques 1.2.2. (i) Nousremarquons que si M est une suite (lc), satisfaisant la condition
(cm), alors d’apres le corolaire [1.1.13) M et (mb),en sont équivalents.
(ii) La relation = est une relation d’équivalence. En effet,
- Il est clair que la relation = est réflexive.
- larelation = est symétrique car M~ L & M <LetL <M
- la relation = est transitive car si M = L et . = K alors il existe des constantes
strictement positives A, B, C et D telles que

APM, < L, < B’M, et C’L,<K,<D'L, VpeN.

On en tire que

(CAYM, < K, < (DB)"M,,  VYpeN.
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(iii) Soient deux suites comparables mais non équivalentes i¢ Ml < IL et Ml & L, alors on
observe que

ou, de maniere équivalente,

M 1/p M. 1/p
lim inf (L_p> =0 et limsup <L—p) < 0.

p—0 D

De méme, M et L sont non-comparables si

M\ P M\ P
inf (—p> =0 et sup (_;;) = o0,
peo \ Ly peNo \ Lp

ou, de maniere équivalente, si

M 1/p M 1/p
liminf | —2 =0 et limsup (-2
p—® L, p—0 L,

Définition 1.2.3. Soit M et L. des suites de nombres réelspositifs, on dit que m est majoré par
l s’il existe ¢ > 0 tel que

||
8

my, < clp, Vp e N,

ou, de maniere équivalente, si

mp
sup — < 0,
peN lp

et nous écrivons m < [. La suite m est dite semblable al sim < l etl < m ie siil existe des
constantes strictement positives a, b telles que

am, < l, < bmy, Vp e N,
et on écrit m ~ [.
Remarque 1.2.4. De méme, la relation ~ est une relation d’équivalence.

Exemple 1.2.5. On définit L := (I'(1 + 3p))en = ((3p)!)pen, ot I' désigne la fonction Gamma
eulérienne. On a

(3p + 3)!
L= = B 3G 2B+ ),
. (Bp+3)Bp+2)3p+1)
de plus, ph—>Holo b+ 1)° = 27.

On conclut que I ~ ((p + 1)*),en et donc que L = M, ot M est la suite de Gevrey d’ordre 3.

Proposition 1.2.6. Soient M et Il des suites, m et l les suites de quotients associées a M et L,
respectivement.

10



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

(i) Sim <1, alorsM < L.
(ii) Sim ~ 1 alors M = L.

Démonstration. (i) Par hypothese, il existe ¢ > 0 tel que m, < cl, pour tout p € N. En
utilisant la remarque|(1.1.7, on a que M, = momy - - - my,_1 et L, = loly - - - [,,_1, on en tire
donc que

M, = momy - - -mp_omy,_1 < clocly - - - clp,—ocl,_y = "L, VpeN.

D’ou la conclusion.
(ii) La conclusion découle directement du point (i).

]

La derniére proposition montre que la notion de comparabilité pour les suites de quotients est
plus forte que la premiére. Sous des hypothéses appropriées, I'implication inverse peut étre
obtenue.

Proposition 1.2.7. Soient M et IL des suites (Ic), m et l les suites de quotients correspondantes.
Nous supposons que M a une croissance modérée. SiM < L, alorsm < [.

Démonstration. Si on a M < L, alors il existe C' > 0 tel que M, < C?L, pour tout p € N.
De plus, par la proposition M(ii.a), ona (L,)"/? < I, et par le corollaire [1.1.13 on a m,, <
A2(M,,)"? pour un certain A > 0 et pour tout p € Ny. Il résulte donc que

m, < A2(M,)V? < A’C(L,)"? < A%Cl,, Vpe Ny.
D’ou la conclusion. ]

Maintenant, étudions la stabilité par rapport aux relations d’équivalences ~ et ~ de (cm) et
(fnq).

Proposition 1.2.8. Soient M et I deux suites. Si M ~ IL et M a une croissance modérée, alors IL.
a aussi une croissance modérée.

Démonstration. Par hypothese, il existe C' > 1 tel que C7?L, < M, < C?L, pour chaque
p € N. En utilisant la croissance modérée de M on en tire que

< CI*PM,,, carL <M

< (AC)TPM,M, car M a (cm)

< (AC)T*PCPCL,L, carM <L

= (AC*P*4L,L,, pour chaque p,q e N.

Lp+q

D’ou la conclusion. ]

Proposition 1.2.9. Soient M et L deux suites. Sim ~ 1 et M est (fnq), alors L est aussi (fng).

11



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

Démonstration. Par hypothése, il existe ¢ > 1 tel que ¢~'l, < m, < cl, pour chaque p € N. En
utilisant la non-quasianalyticité forte de M, on en tire que

0 0
Z par definition de {
0
<c 2 carm <1
k=p
o0
Z Fr1) Mk+1 par definition de m
<cB car M a (fnq)
p+1
1
< ¢cB— par definition de m
myp
51
c“B— carl<m
Ly
2 Ly
<c'B , pour chaque p e N.
Lp-i—l
D’ou la conclusion. O

Corollaire 1.2.10. Soient M et L des suites, m et l les suites de quotients associés a M et L,
respectivement. Nous supposons que M et IL sont (Ic) et que I'un d’eux est a (cm). Si M =~ L, alors
m ~ l. En particulier, si Ml est fortement régulier et si L est (Ic), alors m <l si et seulement si
M < L, et m ~ [ si et seulement si Ml = L. Par conséquent, si Ml =~ L, alors L est également
fortement régulier.

Démonstration. La démonstration découle immédiatement des propositions|1.2.7}|1.2.8|et [1.2.9]

O

Remarque 1.2.11. La log-convexité n’est ni stable par ~, ni stable par ~.

1.3 Fonctions associées

Définition 1.3.1. Une fonction w : [0, 0[— [0, o[ est appelée une fonction de poids si elle est
continue, croissante, w(0) = 0, et lim;_,,, w(t) = 0. Si en plus w(t) = 0 pour tout ¢ € [0, 1] on
dit que w est une fonction de poids normalisée. De plus, elle vérifie les conditions suivantes :

(w1) w(2t) = O(w(t)) sit — oo, ie limsup,_, ., M((Qtt)) < 40, ou encore il existe des
constantes C', N > 0 telles que w(2t) < Cw(t) pour toutt > N.
(wa) w(t) = O(t) sit — oo, ie limsup,_,, # < +00, ou encore il existe des constantes

C, N > 0 telles que w(t) < Ct pour toutt > N.

12



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

(ws) log(t) = o(w(t)) sit — o0, ie limy_, 250

une constante N > 0 telle que log(t) < ew(t) pour tout t > N
(w1) @ : t— w(e') est une fonction convexe sur R.

= 0, ou encore pour tout £ > 0, il existe

Exemples 1.3.2. (i) Soit la fonction w définit sur [0, o[ par
w(t) = max{0,log(¢)’}, ous > 1.

On a que la fonction w est une fonction de poids normalisé qui vérifie les propriétés ci-
dessus.
En effet, il est clair que la fonction w est continue, croissante, w(t) = 0 pour toutt € [0, 1],
et lim;_,,, w(t) = 0. De plus, elle vérifie les propriétés suivantes :
(w1) Ona

w(2t) ’ log(2t)®

1 —

S w(t) o log(t)e

~ lim log(2) + log(t)
t—0 log(t)
i (14 98Ny oy,
t—m log(t)
D’ot w(2t) = O(w(t)).
(wy) On a
lim LA im log(#)
t—0o0 (.x.)(t) t—o0 t
1 t s—1
=3 tlim & par le théoréme de ’'Hospital
—00
log(t)*
=s(s—1) tlim log(t)” par le théoréme de I'Hospital
—00
=0 sis—2<0.

De plus si s — 2 > 0 en itérant la procédure, il existe n, € Ny tel que s — n; < 0. On
en tire donc que,

gty _ log(t)
tlLHdl:T _3(3—1)...(s—n5+1)t1£gf =0
D’ou w(2t) = O(t).
(w3) On a
lim log(t) = lim log(t)'* =0 Vs> 1.

t—o w(t) t—00
D’ou log(t) = o(w(t)).

13



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

(w4) 1 est assez facile de voir que @, : t — w(e') = ¢° pour tout s > 1 et ¢ > 1 est une
fonction convexe.
(ii) Par un raisonnement analogue on montre aisément que la fonction w définie sur [0, oo
par w(t) = t= pour s > 0 est une fonction de poids.

Nous allons a présent montrer que a toute suite M, on peut associer une fonction de poids. Pour
toute suite M, considérons I’application wyy : [0, 0[— R est définie par

P
ww(t) := suplog ( t > 0; wy(0) = 0.

peN ﬁp)’

Proposition 1.3.3. Si M est une suite poids, alors wyy est une fonction continue, croissante dans
[0, 00 et limy o wi(t) = o0.

Démonstration. En effet, en utilisant le théorémeB.0.1} pour b, = p, x = log(t), a,, = log(M,,) —
log(M,—1) et
N, =30 (b; — bi—1)a; = log(M,) — log(My) = log(M,) car My = 1,on a

tP

wy(t) = suplog (ﬁ) = sup(plog(t) —log(M,)) = plog(t) — log(M,);
peN D peN

si log(t) € [log(my_1),log(m,)],p = 1. De plus, si t < mp, on a wy(t) = 0. Il en résulte donc
que
plogt — log(M,) site[my_1,my[, p=1,2,...,
wi(t) =
0 sit e [0,mpl.

D’ou la conclusion.
O

Remarque 1.3.4. Puisque I'application t — pt — log(M,,) est convexe sur R, on a tire que la
fonction ¢ — wyy(exp(t)) est convexe sur R. De plus, on a

p

m
wy(m,) = log(=—=) VpeN.

M

14
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Alternativement,on considére la fonction Ay : [0, c0[— R définit par
hai(t) © = inf M,t?
peN
= inf exp(log(M,t"))
peN

= exp (inf log(Mptp))
peN

— exp (— sup (— 10g(Mptp>))

peN

e ( sup log( ! ))

=exp | —su

P pelg © Mytp

=exp (—wm(1/t)), t>0; hy(0) = 0.

On en tire que cette fonction est continue croissante de [0, oo[ a valeur dans [0, 1] car

lim Ay (t) = tlirg exp (—wm(1/t)) =1

t—00

De plus, on a

"M si le Mp—1, My, :172,--.7
hua(t) = exp ( — wu(1/t)) = . P ol [mp—1, My, p
51 ;G[()’mo[,
P i 11 —
_ )M, s te[mp,mp_l[,p 1,2,...,
1 Si t}l/mo

Proposition 1.3.5. Soient deux suites Ml et L. Si M ~ L, alors il existe A, B > 0 telles que
(JJM(At) < wL(t) < wM(Bt), Vit = 0.
ou, de maniére équivalente, H, L > 0 tels que

hy(Lt) < hy(t) < hy(Ht), vt > 0.

Démonstration. Puisque M ~ L, il existe des constantes positives A, B telles que

B 1 Ar
2 < <Z yen
M, pe

APM, < L
: L, M,

, < BPM,, e

Ainsi, en multipliant I'inégalité précédente par ¢? et en utilisant la définition de la fonction wy
on en tire que
WM(Bt) < OJ]L(t) < WM(At), Vit = 0.
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CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

Exemple 1.3.6. Soit M la suite définie par M, = (p!)*. On a

plogt —log(M,) site[p®,(p+ 1), p=12,...,
wi(t) =
0 site0,1].

wm(t)

1
to

De plus, puisque lim;_, ; », = 0, il existe des constantes positives A, B telles que

At < wy(t) < Bta,

lorsque t — +o0.

Les suites positives ne sont pas toujours log-convexes, mais il est possible de les régulariser au
moyen du minorant log-convexe développé dans [15]].

Définition 1.3.7. Soit M une suite positive. M'“ est le minorant log-convexe de M si
(i) M est une suite log-convexe;
(ii) Méc < M, pour tout p € N;
(iii) SiL est une suite log-convexe et L, < M), pour tout p € N, alors L,, < Méc pour tout
peN.

La fonction associée a une suite positive est liée a son minorant log-convexe par la proposition
suivante.

Proposition 1.3.8 ([15]). Soit M une suite avec lim inf M;/p > 0. Alors, nous avons que M,(,lc) =

sup tp/ewM(t) pour tout p € N. Par conséquent, M est (Ic) si et seulement si
t>0

tp
M, = sup ——5 = sup tPhy(1/t) ,¥p e N.

t>0 e¥M t>0

Le lemme suivant nous donne une caractérisation de la croissance modérée(cm) en terme de la
fonction associé a la suite.

Lemme 1.3.9. Soit M = (M,),en une suite de poids. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) M a une croissance modérée,

16



CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

(ii) Pour tout nombre réel s > 1, il existe p(s) = 1 (ne dépendant que de s et de M) tel que

hualt) < (ha(p(s))* vt = 0,
ou, de maniére équivalente, que
swp(t) <wm(p(s)t) Vit =0.
(iii) Il existe H > 1 et ty > 0 (ne dépendant que de M) tels que
hae(t) < (hag(Ht))? YVt < 1/t,.

ou, de maniére équivalente, que
ZwM(t) < wM(Ht) Vit = to.

Démonstration. (1) = (ii) Soit s = 1, prenons k € N tel que k > s. Par la condition (cm),
il existe A > 0 (dépendant de k et de M), tel que M}, < AkpM['f pour tout p € N (par
récurrence sur k). On en déduit que

hu(t) = inf "M, < inf t** My, < inf(tA)* M) = (hy(AL))",

peN peNo peN
pour chaque ¢ > 0. De plus, Puisque hy(t) € [0,1], on a
(haa(AD)* < (hyp(At))* vt = 0.
(

D’ou la conclusion pour A = p(s).
(17) = (ii7) Pour s = 2 et p(s) = H > 1 dans (ii), et par définition, il existe ¢, > 0 tels que

hae(t) < (hag(Ht))?  pour t < 1/tg,.

(¢4i) = (i) Puisque M est (Ic), en appliquant la proposition[1.3.8] on a que
M,, = sup(t’hm(1/t)) pour tout p € Ny. Par (iii), on obtient que
t>0

My, = sup t*hy(1/t)

t>0

= max( sup (*hu(1/t)),sup(t®hu(1/t)))

O<t<to t=to
< max (2, sup(tPhy(H/t)?))
t=to
< max(t, H?M?)

pour tout p € N. Puisque M,, > m{. On en tire que M, < HQng pour tout p € N. D’ou

la conclusion par proposition [1.1.12
O
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1.4 Indices de croissances w(M) et v(M)

Définissons a présent les indices de croissances w(M) et v(M) qui interviendrons dans I’étude
des classes de fonctions ultraholomorphes d’une part, et dans I’étude de l'injectivité et la sur-
jectivité de I'application asymptotique de Borel d’autre part.

Définition 1.4.1. Soit M une suite et v € R. On dit que M satisfait la propriété (P,) s’il existe
une suite de nombres réels I = (I,,),en et a > 1 tels que :

(i) atm, <1, <amy iem ~1VpeN,

(ii) ((p+1)771,), ey est croissante.

Remarque 1.4.2. Si (P,) est satisfait, alors (P,/) est satisfait pour 7' < ~. En effet,
P+ D) =0+ + D)L < @20+ 2) = (0 +2) 7
Ainsi,il est naturel de considérer son indice de croissance (M) défini comme suit

v(M) := sup{y € R : (P,) est satisfait}[]

Remarque 1.4.3. On a que si M est (Ic) alors v(M) € [0, +o0].
En effet, puisque M est (Ic), on a que m est croissante, d’ou (F) est satisfait.

Cet indice de croissance peut étre exprimé de maniere équivalente par différentes conditions.

Définition 1.4.4. Une suite (/,),cn est presque croissante s’il existe a > 0 tel que pour chaque
p € Ny on a que [, < al, pour chaque ¢ > p.

Remarque 1.4.5. Pour tout 7 > 0, on observe que la suite ((p + 1)_7mp)p€N0 est presque
croissante si, et seulement si, (p_Wnp)peNO est presque croissante. En effet, puisque

p” < (p+1)7 < 27p7 pour tout p € Ny, si la suite ((p + 1)77m,) o, est presque croissante
alors il existe a > 0 tel que on a

p m, <27(p+1)""m, <a2(¢+1)""m, <a2’q "'my; Yq=p.
De méme, si (p’”mp)peNO est presque croissante alors il existe a > 0 tel que on a

(p+1)7"my <p'my <ag 'mg < a2'(qg+1)7"mg Vg =p.

1. Par convention sup{@} = —o0 et par définition sup{R} = +o0.
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Proposition 1.4.6. Soit M une suite telle que la suite Ml = (p!M,,)en est (Ic). Alors, les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) M satisfait (fnq) i.e il existe B > O tel que

a0
Z 1 < E’ VpeN,
i—p (¢ +1L)mg — my

h
(ii) il existe une suite H (Ic) telle que h ~ m et 1r>1§ RIS 1,
b= )

(iii) lim liminf —2 = oo
k—o0 p—0 mp

>

(iv) il existe £ > 0 tel que la suite ((p + 1)_5mp)pEN est presque croissante.

Démonstration. (i) = (it) Supposons que m est (fnq), Pour chaque p € N, on considére la suite

0

1 1
= — + Y
PTom, ;) I+ 1)my

Puisque M est (Ic), on a que M = (My)peny = ((p+ 1)m,)pen est croissante. D’oli on en tire que
la suite (,)yen est décroissante car

1 1 o 1
tp=—+ ——— + —
Pom,  (p+ Dmy, 1;1 I+ 1)my

p+2 > 1
=Tt X (+)m
p l=p+1 !
p+2 > 1
> = -
Mps1 o) I+ 1)my
= tpt1

Ainsi, en utilisant le fait que M est (fnq), on tire que pour tout p € N,

ee}
1 <myt, = 1+mpz
l=p

1

— < 1+B,
(p+1)my

pour une constante B > 0.
OnadoncC := 1+ B > lesttelque C~'m, < (t,)~! < m, pour chaque p € N. En définissant,
b, := 1/t, pour chaque p € N, il résulte donc que b ~ m. Par la proposition onaquelB

satisfait (fnq) et puisque la suite (b,),en est croissante, on a que B est (Ic). Pour chaque p € N,

on considére
o0

1 1
Sp = E—’_Z—(l—i—l)bl

l=p
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Par un raisonnement analogue, on montre que (s, ),y est décroissante. La suite H = h, := 1/s,
pour chaque p € N est (Ic) et on a h ~ b. Et donc par transitivité de la relation ~, on conclut
que h ~ m. De plus, puisque [ est croissant, on a que

@ _ 1/32p (1/bp) + lep(l/(l + 1)bl)

hy N 1/sp (1/b2p) + Zzzzp(l/a +1)b)
(/) + D, (/U + D)by) + 571 (1/ (L + Dby)
(1/b2p) + Zl>2p(1/(l + 1)bl)
S /(1 + D)
(1/bap) + 20, (1/(L+ 1)b1)

2pb 1
+ p/(2pbay) =1+ —— carl/(l+ 1)b, = 1/2pby,_1 = 1/2pby, pour [ € [p;2p — 1],
Sop 2b2p82p

>1+ car 1/by, < 1/b,

> 1

pour tout p € N. Puisque B satisfait (fnq), comme nous 'avons fait précédemment, il existe
D > 0 tel que pour chaque p € N nous avons b,s, < D et on en tire donc que
% > 1 L
hy 2D
D’ou la conclusion.
(14) = (i17) Montrons d’abord que

o hy
lim liminf —2 = o0
k—o0 p—0 P

Par (ii), il existe 7 > 1 tel que ho,/h, > 7 pour tout p € Ny. De plus hy,, > vha, > 7*h,, et nous
déduisons ainsi que hgn,/h, > " pour tout p,n € Ny. Par conséquent, pour chaque n € N

nous avons que

. o hon
liminf —2 > ~".
p—®

P

Etant donné M > 0, il existe ng € Ny tel que 4" > M. En utilisant le fait que H est (Ic)(et
donc h est croissante), pour chaque k£ > 2"° on a que hy, = hano, pour chaque p € Ny et nous
déduisons que

hgnop

lim inf % > lim inf

> A" > M.
p—o hy, p—o  h =7

P
h
Dot lim liminf —2 = o0
k—o0 p—0 P
Par la suite, puisque h ~ m, il existe ¢ > 1 tel que ¢ 'h, < m, < ch, pour chaque p € N.
Alors, pour chaque k, p € Ny on a que

hkp Mgy
2 S
cth, — m,
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D’ou en tire donc que

lim liminf —2 = oo
k—o0 p—00 mp

(i43) = (vi) Par (iii), pour tout N > 0, on a liminf, ., mm—’j > N pour k suffisamment grand.

On fixe un tel k. Alors il existe ¢ > 0 tel que k* < IN. On en tire que

lim inf my,/m, > N > k°.
p—0

Alors, il existe py € Ny tel que my,/k® > m, pour chaque p > p,. Pour chaque ¢,! € Nj avec
q = | = py il existe un plus grand n € N tel que k"l < ¢ < k" "1, on a donc que

m kfm m M2 Myn
D p< kl< k21 knl

kel (kD (R T kM

Puisque 7 est croissant, pour ¢ > | > pg avec k"l < g < k"] on en déduit que

m_ mynl (K" + 1)mynl
=" (knl)e (knl+ 1)(knl)e
(¢ + 1)m,

car m est croissant

<

(knl + 1) (k)
o mg  (g+ D¢
o (k4 1)(kn)e

< Dk k car k" < g < KU

q
Posons R
my
A= max 2L o1 0= Ak
1<I<q<po My 1°
Sig=1>ppona Ll <k dou T < C’%.
q
. € b \
Sil <g<ppona™tL <Adou <C%.
q
Sil < pg < ¢, alors on a que
MM A

Dans tous les cas on conclut que (1m,/p°),en est presque croissant.
(iv) = (i) Par (vi), il existe A > 0 tel que

(p+1)""m, < A(g + 1) "my, Vg = p.

On en tire donc que
I Alp+1)P°(g+1)7°

— < , Vg = p.
mq mp
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Ainsi,
o0 0
1 Alp+ 1)
. < (p ) Z(q + 1)—5—1
T (¢ + 1)mq (L0 —
I3 o0
< A(p+1) J el
mp p+1
Ap+1)°1
— (p ) _( + 1)—6
m, €
A/
= — Vpe N
mp
avec A’ = é, d’otu1 la conclusion. O

Proposition 1.4.7. Soit M une suite de poids et v > 0. Alors, M satisfait la propriété (P,) si, et
seulement si, la suite ((p + 1)_7mp)pEN est presque croissante.

Démonstration. Si M satisfait a (P,) avec I = (,)pen et une constante a > 1, et si 'on prend
q,pe Navecq > p,ona

(p+1)""m, <a(lp+1)7"l, puisquem ~1
<a(¢+1)7"l, puisque ((p + 1)_"Ylp)peN est croissante
<a*(g+1)""m, puisque m =~ 1,

donc ((p + 1)7"my), .y est presque croissant.
Réciproquement, si ((p + 1)77m,) . est presque croissant, il existe a > 1 tel que
(p+1)7"m, <alg+1)"my, Vg = p.

Nous définissons [, := (p + 1)7inf>,(q¢ + 1) "m,.
(i) Pour chaque p € N, en utilisant I'inégalité précédente, on a

a'm, < (p+1) (i]I>1£(q +1)7"my =1, <(p+1)(p+1)""m, < am,.

(ii) Pour chaque q,p € N avec g > p,

(p+ 1), =inf(Il+1)""m < (¢+ 1) (g + 1)7%nf(l +1)7"my = (g + 1)1,
=q

I=p

Par conséquent, M satisfait a (). O
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Remarque 1.4.8. Le résultat ci-dessus montre que I'indice de croissance peut également étre

défini comme suit

v(M) = sup{y > 0: (m,/(p + 1)7),en est presque croissante}.

Définition 1.4.9. Pour tout 5 > 0 on dit que m satisfait (7;) s’il existe A > 0 tel que

| Alp+1)
) X Gy < G

q=p

pe N.

Définition 1.4.10. Soit M une suite de nombres réels positif. On définit son indice w(M) par

log my,

w(M) := ll;l’_l)lol(;lf ogp |

Remarques 1.4.11. (i) Si M est (Ic) alors w(M) = 0.
En effet puisque M est (Ic) alors on a que m est croissant. ainsi

logm,, - log m;

= pe N.
log p log p

D’ou w(M) = 0.
(i) Par définition, 7(M) et w(M) sont stables pour la relation ~.
En effet, si m ~ [, alors il existe a > 0 tel que a_lmp < I, < amy,. Ainsi,

log m,, - loga logt,
logp  logp logp

D’ou par passage a la limite, on tire que w(M) < w(L).
Par un raisonnement analogue, on a w(IL) < w(M).
De plus, si ((p + 1)77my), . est presque croissant, alors

(p+1)77l,<a(p+1)""m, puisquem ~1
<ab(g+1)""m, pourunb>0et¥q=p
<ba*(qg+1)""m; pourunb > 0etVqg = p,

donc ((p + 1)77p), . est presque croissant.
Par un raisonnement analogue on a également la réciproque. D’ot y(M) = ~(L).

(iii) Par le corolaire(1.2.10} pour les suites de poids satisfaisant (cm), en particulier pour les
suites fortement régulieres, ces valeurs sont également stables pour ~.
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CHAPITRE 1. SUITE LOG-CONVEXE

Proposition 1.4.12. Pour toute suite M, on a v(M) < w(M).

Démonstration. Si~y < (M), alors M satisfait (P, ). Par définition de (P, ), pour chaque p € N,

on a que
Cp 2 My

<a .
(p+1) (p+1)

Par conséquent, a~*mq(p + 1)? < m,, pour chaque p € N et nous déduisons que

mo < alp < a

logm,,

log(a™ 1)”
w(M) = liminf > lim inf og(a”mo(p + 1)7)
p—e  logp P logp
mopa

1 1
> liminf % + lim inf =7y
p—o® log p p—o  logp

-2

D’ott w(M) est un majorant de {y € R : (P,) est satisfait}, ainsi la conclusion suit facilement.
L

Exemples 1.4.13. (i) Considérons la suite de Gevrey définit par M, = (p!)* avec o > 0.

Ona | | .
_|_
(M) = liminf 287 _ Jiinr 21082 _
p—o  logp p—0 log p
De plus, puisque m, = (p + 1)%, on a que M satisfait (F,). D’'ou v(M) = « par la

proposition
(i) Considérons M définie par M, = (q)102 avecq > 1.0na

1 o2p+1)1
p—o 108D p— © log p

De plus, la suite M est (Ic). On en tire que v(M) € [0, +o0]. De plus,

lim liminfmy,/m, = lim liminf ¢ = 40
4 P ’
k—+0w p—o0 k—+00 p—o0

par la par la proposition [1.4.6} il existe 7 > 0 tel que la suite (¢**™(p + 1)77),en est
presque croissante. Or pour v > 0 la a suite (¢??"!(p + 1)77),en est croissante pour p
suffisamment grand. D’ot y(M) = +o0

Proposition 1.4.14. Soit Ml = (M,,),en une suite de nombres réels positif et s > 0. On a
(i)
YPPM) = y(M) +5, (M) = sy(M),

(i)
w(p!"M) = w(M) + s, w(M?®) = sw(M),

ot pl*M = (p!*M,,) ey et M* = (M) en.
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Démonstration. (i) Par définition, on a que
v(M) = sup{y > 0: (m,/(p + 1)7),en est presque croissante, }

Y(M?®) = sup{y’ > 0: (m,/(p + 1)) en est presque croissante}

et
Y(pI*M) = sup{y” > 0: ((p + 1)*m,/(p + 1)7" ) e est presque croissante}.

De plus pour tout s > 0, il est aisé de voir que la suite (m,,/(p+1)7),en est presque croissante
si, et seulement si, la suite (m,/(p + 1)*7),en est presque croissante. D’ott on tire que
(M) = 59(M).
De méme, pour tout s > 0, il est aisé de voir que la suite (m,/(p+1)7),en est presque croissante
si, et seulement si, la suite ((p + 1)*m,,/(p + 1)7*°),en est presque croissante. Donc on
conclut que v(p!*M) = ~(M) + s

(ii) En utilisant la définition de I'indice w, on a

1 1)® 1 1) +1
w(p!®M) := lim inf log(p + 1)'m, — liminf > og(p+ 1) + logm, = w(M) + s.
p— @ logp p— © logp

De méme,

log m?
w(M?) := lim inf ™ _ liminf
p— » logp pr— © logp

slogm,,

= sw(M).

Corollaire 1.4.15. Soit M une suite telle que la suite Ml = (p'M,) pen est (Ic) et B > 0, nous avons
que
(i) v(M) > 0 si et seulement si M est (fng)

(ii) ’y(M) > 1 si et seulement si m satisfait (7).

A~

(iii) (M) > B si et seulement si m satisfait (3).

Démonstration. (i) Ona~y(M) > 0sietseulementsiil existe ¢ > 0 tel quelasuite ((p + 1)~m,)
est presque croissante (d’aprés la proposition|1.4.6), ou de maniere équivalente M est (fnq).

(i) W(M) > 1 si et seulement si y(M) + 1 > 1 (d’aprés la proposition si et seulement si
M est (fnq)(d’apreés (i))si et seulement si m satisfait (v, )(par définition de (fnq) et de ).

(iii) V(M) > [3 si et seulement si ’y(M)l/ # > 1(d’aprés la proposition [1.4.14)si et seulement si
/\1//8 Satisfait ( .o . .o T~ . .
m 71 )(par (ii)) si et seulement si m satisfait (g).

peN

]
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Chapitre 2

Injectivité de application asymptotique
de Borel

Dans ce chapitre, nous allons définir des classes de fonctions holomorphes dans des secteurs
non bornés de la surface de Riemann du logarithme a partir des suites de nombres réels posi-
tifs considérées dans le chapitre précédent. Par la suite, nous définirons ’application asymp-
totique de Borel qui a une fonction f associe son Développement asymptotique. Enfin, nous
examinerons I'injectivité de I’application de Borel dans trois cas : dans les classes des fonctions
ultraholomorphes de Roumieu-Carleman et dans les classes de fonctions admettant une Dé-
veloppement asymptotique uniforme ou non a l'origine. De plus, on montrera que la solution
dépend de I'ouverture du secteur et que I'injectivité est possible si le secteur est assez large. En-
fin nous montrerons que I'application de Borel n’est jamais bijective. Nous avons utilisé comme
référence principale pour ce chapitre [13], [10] et [1I].

2.1 Développement asymptotique et classes des fonctions
ultra-holomorphes

Dans cette section, nous introduisons trois classes différentes de fonctions ultraholomorphes.
Nous étudierons leurs relations et leurs propriétés élémentaires. Ensuite, nous définirons I’ap-
plication asymptotique de Borel de ces classes dans la classe des séries de puissance formelles.

2.1.1 Définitions et propriétés

Notons R la surface de Riemann du logarithme, et C[[z]] 'espace des séries de puissances
formelles en z a coefficients complexes.
Pour v > 0, on considere des secteurs non bornés de direction bissectrice 0,

oks

Sy :={zeR:|arg(z)| < oY
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ou, en général, des secteurs bornés ou non bornés
S(d,a,r) :={zeR: |arg(z) —d| < %, |z| <r}, S(d,a):={zeR:|arg(z)—d| < %}

avec une direction bissectrice d € R, une ouverture a7 et (dans le premier cas) un rayon
r €]0, ool

Définition 2.1.1. Une région sectorielle G(d, o) avec une direction bissectrice d € R et une
ouverture « 7 est un ensemble ouvert connexe dans R tel que G(d, o) = S(d, ), et pour chaque
B e (0,a) il existe p = p(B) > 0 avec S(d, B, p) = G(d, av).

Nous écrivons simplement (G, pour toute région sectorielle de direction bissectrice d = 0 et
d’ouverture o 7. En particulier, les secteurs sont des régions sectorielles.

Définition 2.1.2. On dit qu’un secteur borné (respectivement non borné) 7" est un sous-secteur
propre d’une région sectorielle G (resp. d’'un secteur non borné ) , et on écrit " « G (resp.
T << 9),siT < G(rep.T = S) (ot 'adhérence de T est prise dans R, et donc le sommet du
secteur n’est pas considéré).

Définition 2.1.3. Nous disons qu'une fonction holomorphe f : G — C admet la série de
puissance formelle f = Yo @2 € C[[2]] comme son M—Développement asymptotique dans
G alorigine si pour chaque 7" sous secteur propre borné de G il existe Cp, Ap > 0 tel que pour
chaquepe N,on a

p—1
]f(z) -y anz”‘ < CpALM|2P,  zeT.
n=0

Nous écrirons f ~ fdans G.Onnote .ZM(G ) espace des fonctions admettant un M —Développement
asymptotique dans G.

Définition 2.1.4. Soit G une région sectorielle. Nous disons qu’une fonction holomorphe f :
G — C admet f comme son M—Développement asymptotique uniforme dans G (de type 1/A
pour quelque A > 0) s’il existe C' > 0 tel que pour chaque p € N, on a

p—1
lf(z) = Y a2 | SCAPM, 2P, zeG. (2.1.1)
n=0
Dans ce cas, on écrit f ~f; f dans G, et ﬂﬁﬂ(G) désigne I'espace des fonctions admettant une
M—Développement asymptotique uniforme dans GG. Notons que, en prenant p = 0 dans (2.1.1),
on déduit que toute fonction dans Aj};(G) est une fonction bornée.

Définition 2.1.5. Nous définissons pour chaque A > 0 la classe Ay 4(G) constituée des fonc-
tions holomorphes dans G telles que

/()]
= — < O0.
Fhaai= sup ST

Alors, Ay(G) = Ua=oAm a(G) est appelé une classe ultraholomorphe de Carleman de type
Roumieu dans la region sectorielle G.
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Proposition 2.1.6. Soit G une région sectorielle.
(i) On a que (Aw,A(G), || [y 4) est un espace de Banach.
(ii) SiM est (Ic) alors Ay (G) est une algébre en ce qui concerne la multiplication ponctuelle.

(iii) SiM ~ L, alors Ay (G) = AL(G)

Démonstration. (i) Soit A > 0. Par linéarité de la dérivé, on a que la classe Ay 4(G) est un
espace vectoriel complexe. De plus, ||.||n, 4 définie une norme sur cet espace. En effet, soit
f,9 € Au.a(G), en utilisant la définition ||.||yy 4, la linéarité de la dérivée et I'inégalité de
Minkowski, on a

_ (f + 9)™(2)|
Hf + gHM,A - zeSGL}}:sN A"TL'Mn
f () N 9™ (2)]
ArnIM,  A™n!M,
(n) (n)
O, 1)

< sup ————— +
zeG,neN Ann'Mn zeG,neN Ann|Mn

< sup
2€G,neN

= Hf”M,A + gl M,A *
Soient A € C et f € Ay 4(G),en utilisant la définition ||.||nr, 4, la linéarité de la dérivée, on
a
(ST (2)] f™ ()]
A = —— = |\ = |\

Soit f € Aw.a(G) tel que |flly, = 0. Alors on a que SUp,cq ey K,i?,g\?i = 0. D’ou
f™(z) = 0 pour tout n € N et pour tout z € G. Ainsi, par le principe d’unicité du prolon-

gement, on a que f est identiquement nul dans G.

Montrons que Ay 4(G) est un espace complet.
Soit (f,,)nen une suite de Cauchy de Ay 4(G). Ainsi, pour tout € > 0 et pour A > 0 fixé,

il existe NV € N tel que pour tous p,q = N, | f, — folyp 4 < € Par linéarité de la dérivée,
ona
17 (2) — £ (=)
su <e Vp,qg=N. 2.1.2
zeG,rIL)GN Ann|Mn P ( )
D’ou

Sug|fp(z) — fq(2)| <e Vp,g=N.
zE

On en tire que la suite (f,,)nen est uniformément de Cauchy sur G, donc elle converge.
Notons cette limite f. Pour n € N fixé, on obtient que la suite ( fé"))peN est uniformément
de Cauchy puisque
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(ii)

(iii)

£ (2) = £ (2)] < eMnlA®

pour tout p, ¢ = N et pour tout z € G, qui peut étre rendu arbitrairement petit en prenant
¢ arbitrairement petit. Donc en tire que la suite ( f,§"))p€N converge vers f").

Montrons que la suite ( fé"))peN converge dans Ay 4(G).
En utilisant([2.1.2) et en faisant tendre ¢ vers I'infini, on a

1157 (2) = f™(2)]
< Vp>= N,
ZESC}?‘TIL)EN Ann'Mn © b

ce qui nous donne bien la convergence dans Ay 4(G). D’ott (A a(G), || [y 4) est un es-
pace de Banach.

Supposons que M est (Ic) et Soient deux fonctions f et g dans Ay (G), ie il existe Ay, B, >
0 tels que f € Aw4,(G) et g € Ay, (G). De plus, Par le théoréme de Leibniz, on a

9)" =2, Cuf V9"
i=0
Ainsi, puisque f € Ay a(G) et g € Ay a(G), il existe af, b, > 0 tel que

[(fg)" < ayb, ZC il(n 'A’B" ‘M;M,_; Vzed.

Dés lors, par la proposition[1.1.9(ii) et par la formule du binéme de Newton, on en tire que
(f9)" (2)| < agbgn!(Ay + By)" M,

d’ot | fgly 4 < 0. Par conséquent fg € Aw(G).

Puisque M est équivalent a L, il existe des constantes strictement positives I, .J telles que
"M, < L, < JPM,, VpeN.
Soit f € Ay (G), alors il existe A > 0 tel que

[ )] f ()
< —— < 0.

On en tire que Ay (G) < AL(G).
De maniére analogue, on montre que Ap(G) < Ay (G). D’ou le résultat.
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Remarque 2.1.7.

Pour un secteur S, par Taylor, on a que les dérivées de f € Ay 4(S) sont lipschitziennes. Soit
une suite (2,),, € S telle que z, converge vers 0. Puisque ) est lipschitzienne pour tout p € N,
on a que la suite (f)(z,)), converge car pour tout m,n € N, il existe C' > 0 tel que

|f(7’)(zn) — f(p)(zm)| <Clzn—2m| Yzn,2m €S

D’ot, on en tire que la suite (f(”)(z,)),, converge. Ainsi pour chaque p € Ny on peut définir

f®0):= lim fP(z)eC. (2.1.3)

2€85,2—0

De plus, la relation () est indépendante du choix de la suite (z,),. En effet, soit une suite
(2 )n € S telle que (2],),, converge vers 0. On a que la suite (2/),, = (21, 21, 22, 25, - - - ) converge
vers 0. Donc la suite (f®)(z)), converge. Or les suites (f)(z,)), et (f)(z.)), sont deux

sous-suites de (f®(2")),, et donc elles convergent vers la méme limite.

Proposition 2.1.8. Soit Ml une suite, S un secteur et G une région sectorielle. Alors ,
(i) Sif e Awm,a(S) alors f admet | := 2peN ]%!f(p)(O)zp comme son M—développement asymp-
totique uniforme dans S de type 1/A, ot (f)(0)),en est donné par (. Par conséquent,

nous avons que

Au(S) € A%(S) < Aw(S).

(i) f e Awu(G) si et seulement si pour chaque T < G il existe Ap > 0 tel que f|y € A ap (T).
Sif e Ay(QG) et que [ ~y Z;O:O a,z?, alors pour chaque T' « G et chaquep € N on a

; (2.1.4)

et on peut fixer fP)(0) := pla,.

(iii) Si S est non borné et T << S, alors il existe une constante ¢ = ¢(T,S) > 0 telle que
la restriction a T', f|r, des fonctions f définies sur S et admettant un M—développement
asymptotique uniforme dans S de type 1/A > 0, appartient a Ay .a(T).

(iv) Si f e .ZM(G), son M —développement asymptotique fest unique.

Démonstration. (i) Soit f € Aw; 4(5), alors par Taylor pour 2,29 € S, on a

Pl £(p) 20 z .
)= B e = gy [t
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Or, puisque f € A 4(.5), il existe C' > 0 tel que

J~ 2 — WP fOdu| < j‘< W O du
< CApp!MpJ (z —w)P tdw
Zo)p

(= —
= CApIM,— =5

Ainsi, par passage a la limite lorsque 2y — 0, on en tire que

p—1
‘ f(z) — Z 2"
n=0
D’ou la conclusion. Par conséquent, nous avons que

Aw(S) < A%(S) < Aw(S).

< CAPM,| 2P, zeS.

Soit f € .ZM(G) Considérons T « G borné et p € N. Soit T} « G borné tel que T' « T1.
Alors il existe un 7 > 0 tel que le disque fermé D(z,r|z|) est inclu dans 7. Soit w €
0D(z, |2|r), alors [w[P < (1 + 7)|z[P et |w — z[P*! = rP*L|z|P*L Puisque f € Ay (@), il
existe Cr, A > 0 tel que pour chaque p € N, on a

.
‘f(z) — Z anz”‘ < Cr AL M| 2P, zeTy.

(») (

Posons r(z,p — 1) = f(2) — YP_{ a,z". Puisque ry (zp—1) = f®), par la formule

intégrale de Cauchy on a que, pour tout z € T,

f(p)(z) — p_'f de
o

a 2mi D(z,r) (U) - Z)p+1
27r| 2|

|
< = Cr Ay Myful?

1+7r
< Cp(

)P ALpI M,

d’ou f|r € Ay a, (T).

Réciproquement, soit 7" « G il existe A > 0 tel que f|r € Ap a, (7). Alors par (i), on
conclut que f € Ay (G). De plus, par (i) on en tire que, si f ~ Z o Gp2P, alors pour
chaque 7" « GG et chaque pe Non a

(p)
a, = lim / '(Z),
r P
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(iii) Il découle directement de (i) et (7).

(iv) Soit f € .,ZM(G). Supposons que [~y fi = Z;O:o apzP et f ~y fo = Z;OIO a, 2P tel que
fo # f1. D’apreés (ii), pour chaque 7' « GG et chaque p € Non a

(p)
a, = lim 17(z) = a;,
P

D’ou la contradiction.

2.1.2 L’application asymptotique de Borel

On peut donc définir des classes de séries de puissance formelles

C[[2]]un = {f: M anz" € Cll=]] < |alyq = sup ﬁ < oo}.
n=0 ENo p

L’espace (C[[z]]m, 4, |[14_4) est un espace de Banach par un raisonnement analogue a celui de la
proposition= [2.1.6{i). On pose C[[z]]u := U0C[[2]]n, 4.
Etant donné f € Ay (G) avec f ~y f, et compte tenu de (2.1.4), il est évident que Fec[[2]]u,

il est donc naturel de considérer I’application suivante.

Définition 2.1.9. Etant donné une région sectorielle G, nous définissons Uapplication asymp-
totique de Borel

B : Au(G) — C[[]lu
qui envoie une fonction f € .»ZM(G) dans son M— Développement asymptotique f

Remarque 2.1.10. On a que B est linéaire et si G est un secteur S, par la Proposition (1)
nous voyons que 'application asymptotique de Borel est également bien définie sur Ay (S) et

A (5).
Si M ~ L, alors C[[z]];m = C[[z]]Lpar un raisonnement analogue a celui de la proposi-

tion iii).

Introduirons a présent la notion de fonction plate qui jouera un rdle important dans 'injectivité
de l'application asymptotique de Borel.

Définition 2.1.11. Une fonction f dans I'une des classes précédentes est dite plate si g( f) est
la série puissance nulle, en d’autres termes, f ~y; 0.

On peut exprimer la platitude en JZ(M(G) au moyen des fonctions associées définies dans la
sous-section
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Proposition 2.1.12. Etant donné une suite M, une région sectorielle G et une fonction holomorphe
f dans G, les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f e Au(G) et f est plat,

(ii) Pour tout sous-secteur propre borné I’ de G, il existe c1,co > 0 tel que
f(2)] < crem W2l = ¢ by (oo 2)), zeT.

Démonstration. Supposons que f € .ZlM(G) et f est plat, alors pour chaque sous secteur propre
borné T de G il existe Cr, A7 > 0 tel que pour chaque p € N, on a

)| < Crap e, zeT
En prenant la borne inférieur par rapport a p et par définition de Ay , on obtient alors
‘f(z)‘ < Crhw(Arlz)), zeT.

D’ou la conclusion, avec ¢; = Cp et ¢y = Ar.

Réciproquement, supposons que Pour tout sous-secteur propre borné 7" de G, il existe ¢y, co > 0

tels que
’f(Z)‘ < cle_“M(l/(Q'Z')) = Cth(CQ‘ZD, zeT.

Puisque la définition de Ay implique évidemment Ay (c2|2]) < (co|z|)P M, pour tout p € N, on
obtient

‘f(z)‘ <adMzP,  zeT.
On en déduit que [ ~y 0. D’ou la conclusion. [
Exemple 2.1.13. Dans le cas de Gevrey d’ordre «, en utilisant 'exemple on a que si
f € Au(G) et f est plat, alors il existe ¢, c2, A > 0 tel que

1
1f(2)] < cre—wm/(el2l) < o exp(—Acs \z|§)

2.2 Intervalles d’injectivité et de surjectivité pour I'appli-
cation asymptotique de Borel

En utilisant une simple rotation, nous voyons que I'injectivité et la surjectivité de ’application
de Borel dans I'une des classes précédemment considérées ne dépendent pas de la direction
bissectrice d de la région sectorielle (G, nous nous limitons donc au cas d = 0. De plus, dans ce
mémoire, nous restreindrons notre étude aux secteurs non bornés S,. On pose

Ly :={y>0; B:Au(S,) — C[[z]]u est injectif},
It ={y>0;, B: ,Z(M(SV) —> C[[z]]m est injectif},
Ly :={y>0; B:Ay(S,) — C[[2]]u est injectif}.
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Chaque fois qu’un de ces ensembles est non-vide, on dit que la classe correspondante est quasia-
nalytique. Ainsi, la non-quasi-analyticité revient a I’existence de fonctions plates non triviales
dans la classe.

Nous observons facilement que, par restriction et par principe d’unicité du prolongement, si
~v > 0 est dans I'un de ces ensembles alors chaque 7' > ~ l'est aussi. En effet, si v > ~ alors
.»ZM(S;) c .ZM(SV). Soit f € ZlM(S%) tel que Bf = 0. Par injectivité, on a que f = 0 dans S, et
par Principe d’unicité du prolongement, on a que f = 0 dans 5.

Par conséquent, Iy, INf\jI et TM sont soit des intervalles vides, soit des intervalles non bornés
contenus dans |0, o[, que nous appelons intervalles de quasi-analyticité ou d’injectivité.

De méme, nous définissons

Sy :={y>0;, B: Am(Sy) — C[[2]]m est surjectif},
Sy i={y>0; B:A%(S,) — C[[z]]u est surjectif},
Sui={y>0; B:Au(S,) — C[[2]]u est surjectif}.

Il est également facile de vérifier que siy > 0 est dans I'un de ces ensembles, alors chaque 0 <
7" < 7y lest également, donc Sy, S et Sy sont soit vides, soit des intervalles ouverts & gauche
ayant 0 comme extrémité, appelés intervalles de surjectivité. En utilisant la Proposition [2.1.8](i)
nous voyons facilement que

Iy 2 I 2 Iy, (2.2.1)
Sy € S < Sy (2.2.2)

Remarque 2.2.1. Dans les résultats a venir, nous travaillons avec des suites de poids M. L’exi-
gence de la condition (Ic) est motivée dans la proposition[2.1.6|et la remarque[2.1.10] Afin de jus-
tifier la condition de limite pour m, on observe que pour une suite M est (Ic), si lim,, ,, m,, F o
alors lim,, ., m,, < oo et donc aussi lim,, .. (M,,)"? < o par la proposition Alors il existe
A > 0Otel que Ay (t) = 0 pour toutt € [0, A] par (). Par conséquent, par la Proposition[2.1.12]
si G est une région sectorielle quelconque et f € Ay (G) est plat, nous avons que f(¢) = 0 pour
tout ¢ €]0, A] ce qui, par le principe d’unicité du prolongement, on tire que f est identiquement
nul dans G. Par conséquent, ’application de Borel est toujours injective.

Par contre, dans la méme situation, 'application de Borel n’est jamais surjective. En effet, soit
R > 0 tel que R < |z| pour un certain z € G. On peut considérer une fonction holomorphe a
lorigine L(z) dont le développement de Taylor & l'origine est donné par une série lacunaire
convergente L € C[[2]]u, dont le domaine de convergence est le disque de rayon R. Nous avons
que L ~p L sur une région G’ < @G, donc par l'injectivité de I'application de Borel, il ne peut
exister une autre fonction E € Ay (G) < Au(G') telle que E ~y L. Puisque L ne peut pas
étre prolongé analytiquement sur G, on conclut que I’application asymptotique de Borel n’est
pas surjective.

1. une série lacunaire (aussi connue sous le nom de fonction lacunaire) est une série entiére (ou la fonction
somme de cette série entiére) présentant des lacunes, c’est-a-dire dont un grand nombre de coeflicients sont nuls.
Ces fonctions holomorphes n’ont pas de prolongement analytique en dehors de leur disque de convergence.
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2.2.1 Résultats d’injectivités classiques

Dans cette sous section, nous présenterons les différents résultats d’injectivités des différentes
classes de fonctions et nous les reformulerons en termes d’indice de croissance w(M) grace a
sa relation avec 'exposant de convergence de la suite m.

Théoreme 2.2.2 ([[10], Section 2.4.1IT). Soit M une suite de poids, v > 0,b = 0 et
H,={zeC:R(z) > b}.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :
0 1 1/~
(i) Z <—> diverge,
m
p=0 p

(ii) Si f est holomorphe dans Hy, et qu’il existe A, C' > 0 tels que

_ carM,

‘f(Z)’ = |Z‘7p ) Z € Hb7 pE N7 (223)

alors f est identiquement nul.

Proposition 2.2.3. Soit une fonction f holomorphe dans Hy. On a que f vérifie ([2.2.3 ) si et
seulement si la fonction g donnée par g(z) := f(1/2Y/7) appartient a A%(S.) et g est plat.

Démonstration. Soit holomorphe dans Hy. Supposons que f vérifie ([2.2.3]). Considérons la

transformation z : S, — Hj définie par z(w) = w7 et la fonction holomorphe g : S, — C
définie par g(w) := f(z(w)). Par hypothese, il existe A, C' > 0 tel que

g(w)| = [f(2(w))| < CA"Mplwl’ we S, peN.

D’ol g appartient a A% (S,) et g est plat.
Réciproquement supposons que g(z) := f(1/2'/7) appartient a AY(S,) et g est plat. Soit 7 un
sous secteur propre borné de S, . Par hypothese, il existe A, C' > 0 tel que

g9(z) < CAPM, |z z€eS,, pelN

Considérons la transformation z : Hy — S, définie par z(w) = w™" et la fonction holomorphe
f: Hy — C définie par f(w) := g(z(w)). Ainsi, on en tire que

)] = lo(etw)] < Tt

we Hy, peN.

D’ou la conclusion ]
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Nous allons a présent introduire I'exposant de convergence de la suite m, qui permet de régir

1y
Iétude de la divergence de la série 3" (%p) .

Définition 2.2.4. Soit (¢, )pen une suite non décroissante de nombres réels positif tendant vers
'infini. Le exposant de convergence de (c,), est défini comme suit

S log(p)
:=1inf{u > 0: » —; converge} := limsup :
) 1;) ch oo log(cy)

A(

Cp

(si 'ensemble précédent est vide, on pose A(.,) = ).

Proposition 2.2.5. On a
1 1
w(M) = = -1,
Aimg) A+ 1)my)

ou, en d’autres termes,

w(M)=sup{u>0:Z;<oo}

(mp)l/“

0
1
= sup{p > 0: < oo}
2 G+ im0

Démonstration. On a

1 1 !
w(M) := lim inf (l)g(mp) = og®) A,y
p=o log(p)  limsup,_,,, Tog(my) (ms)

De plus,

log(my) _ log(my(p+1)) | log(p+1)
log(p) log(p) log(p)

Par passage a la limite, on a

La conclusion s’ensuit. ]

Théoreme 2.2.6. Soit M une suite de poids ety > 0. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) B : Ay (S,) — C[[z]]m est injectif.
(i) Yoo o(my) ™7 = c0.
(iii) Soity > w(M), soit v = w(M) et Zfzo(mp)*l/w(M) = 0.
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Démonstration. (i) = (ii) Supposons que B : JZR‘M(S,Y) — C|[[2]]m est injectif. Soit une
fonction f holomorphe dans Hj et qui vérifie ([2.2.3]). Par la proposition[2.2.3] on a que
la fonction g(z) := f(1/2'/7) appartient & XK/H(SV) et g est plat. D’ou par injectivité de
I'application B,ona que g = 0 et donc par le Principe d’unicité du prolongement, on a
que f = 0. D’ou la conclusion par le théoréme 2.2.2]

(17) = (i) Soitg € -"TKMSV tel que ¢ soit plat. Par la proposition on a que la fonction
f(z) := g(277) est holomorphe dans H et vérifie ([2.2.3]). Par conséquent, par le théo-
reme on a que f = 0 et donc par le Principe d’unicité du prolongement, on a que
g = 0. D’ou l'application B est injective.

(i¢) < (iii) Ceci découle directement de la proposition [2.2.5]

Théoreme 2.2.7 ([22]], Thm2). Soit M une suite de poids et v > 0. Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

(i) B: Au(Sy) — C[[2]]m est injectif.
(i) 2 ((p + 1ymy) 10D = o,
(iii) Soity > w(M), soit v = w(M) et Z;O:o((p + 1)m,) Y@@+ — o

Démonstration. Le raisonnement est analogue a celui du théoreme [2.2.6]

(i) = (ii) Supposons que B : A (Sy) — C[[2]]m est injectif. Soit une fonction f holomorphe
dans Hj et qui vérifie ( ). Par la proposition on a que la fonction g(z) := f(1/2'/)
appartient a .,Z?M(SV) et g est plat. Soit " « S, par la proposition il existe Ay > 0 tel que
gl € Am,a,(T'). D’olr la conclusion par par injectivité de I’application B.

(it) = (i) Découle du fait que Ay (S,) .Zﬁﬂ(sv).

(i4) < (iii) Ceci découle directement de la proposition [2.2.5] O

Du théoréme [2.2.6, on peut déduire la généralisation partielle suivante du lemme de Watson.

Théoréme 2.2.8. Soit Ml une suite de poids, -y > 0 et G, une région sectorielle quelconque d’ou-
verture my. On a :

(i) Siv > w(M), alors B : .%TM(GV) —> C[[z]]m est injectif.
(ii) Siy < w(M), alors B : Ay(G.,) — C|[[z]]m n’est pas injectif.
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Démonstration. (i) Supposons que v > w(M). Soit f € .ZQ{M tel que f soit plat. Soit 7" un
sous secteur propre borné tel que 7' = S(0, 5, r) avec v > 3 > w(M). Par hypothése, il
existe A,C' > 0 tel que

f(z) SCAPMy|zP weT, peN.

Considérons la transformation z : Hy — T définie par z(w) = 1/(w + (1/r)/%)?, et la
fonction holomorphe g : Hy — C définie par g(w) := f(z(w)).
puisque pour chaque w € Hy on a |w + (1/7)Y7| > |w/|, on en déduit que

__ car, CAYM,
S (w + (1/r) )R Jw| e

Ainsi, g vérifie (|2.2.3]). De plus, puisque 3 > w(M), par la proposition [2.2.5 on a que

oe]

Z (mp>_1/’8 = 0.

p=0

, w € Hy, peN.

Par conséquent, par le théoréme [2.2.2] on a que g = 0 et donc par le Principe d’unicité
du prolongement, on a que f = 0. D’ou B : Ay(G,) — C[[2]]m est injectif.
(i) Supposons que v < w(M). Par la proposition on a que

0
Dimy) ™ < 0.
p=0

Ainsi, par le théoréme [2.2.2] il existe une fonction f holomorphe sur Hy, non identique-
ment nulle et les constantes A, C' > 0 tel que f vérifie ( ). Considérons la fonction
z: S, — H, définie par z(w) = w7 et la fonction g holomorphe sur S., et définie par

g(w) = f(z(w)). Puisque f vérifie (2.2.3]) On a
lg(w)| = |f(z(w))] < CA"M,|wl’, weS,, peN.

Par conséquent, g # 0 et g est plat dans .S,,. De plus, la restriction de g a G-, < S, est
une fonction plate non triviale. D’ou la conclusion.

[]

Remarque 2.2.9. Pour toute suite de poids M| les informations des résultats précédents peuvent
étre résumées comme suit :

(i) Siw(M) = oo, par le théoréme on voit que Iy = & et implique Iy = [ =
Iy = 2.

(i) Siw(M) = 0, parle Théorémeon remarque que Iy =]0, o[ et, par (2.2.1), nous avons
que ]M = ﬁﬂ = IM Z]O, OO[
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D0 Tp = © Dm0 Tp = | 2L 0p < 0

Doty = © Doty < 0O | X0ty < 00
Ly | [w(M), oof [wM), 00 | Jw(M), ]
Iy | [w(M), oo JoM), 0] | Jw(M), o]
Ty | Jw(M), o[ ou [w(M),00[? | Jw(M),o0[ | Jw(M), o[

TABLE 2.1 — Intervalles d’injectivité pour une suite de poids avec w(M) €]0, oo|.

(iii) Si w(M) €]0, co[, nous avons la situation décrite dans le Tableau 2.1, ot 3 o, désigne
la série >} ((p + 1)m,,) "/ “®0+D ang Yo (m,) <™ est abrégé en Yo Hp (notez
que Z;OZO op < o0 implique Z;ozo , < o0 en appliquant les théoremes et et en
utilisant que A (S,) < A%(S,) ).

En conclusion, nous voyons que le seul intervalle d’injectivité non déterminé par les résul-

tats précédents est Iy, et seulement lorsque w(M) €]0,c0f et 3} (mp)_l/w(M) = 0. En

effet, il nous reste plus qu’'a décider si w(M) € Iy ou non. Nous montrerons l’existence de

fonctions plates non triviales dans la classe .ZM(SW(M)), et donc on a toujours w(M) ¢ Ty et

Iy =]w(M), ool

Exemple 2.2.10. Si 'on considére la suite M, = (p!a)peN, on a que w(M,) = «. Par consé-
quent, le tableau [2.2| contient toutes les informations sur les intervalles d’injectivité déduites
des résultats classiques pour les suites M.

Toutes les informations sont connues (voir exemple[2.1.13) car la fonction f(2) := exp(—1/2Y%) ~y,

Oet f e «Z(Ma (Sa), donc INM& =]a, oo[. Comme mentionné précédemment, nous trouverons de
telles fonctions pour toute suite M en utilisant les ordres proches (voir annexe [A).

0<

]M [CM,OO[

o3

I}fﬂa [, 0]

I, | Jov, o[ ou [ov, o0[ ?

TaBLE 2.2 - Intervalles d’injectivité pour la suite M, avec o > 0.

2.2.2 Solution complete et impossibilité de la bijectivité

Maintenant, notre objectsi sera de construire des fonctions plates non triviales dans JZ(M(SM(M) ),
ce qui, selon la Proposition [2.1.12} revient a obtenir des fonctions holomorphes dans S, dont
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la croissance est convenablement contrdlée par wy(t). La notion d’ordre proche (voir annexe[A)
jouera un role prépondérant a cet égard. Par conséquent, nous obtiendrons le premier résultat
de surjectivité affirmant que I’application de Borel n’est jamais bijective.

Théoréeme 2.2.11. Supposons que M soit une suite de poids avec w(M) € (0, 0). Alors, w(M)
n’appartient pas a Iy.

Démonstration. Par souci de concision, posons w := w(M). Par le théoréme[A.1.8] pour la fonc-
tion associée wy on a plwy| = 1/w € (0,0), et il existe un ordre proche non nul p(t), avec
limy_,o, p(t) = 1/w, et des constantes A; > 0 et t; > 0 telles que

w(t) < AtP® )t >ty (2.2.4)

Prenons maintenant une fonction V' € 8(2w, p(t)). La preuve sera compléte si on montre que
G(z) := exp(—V(1/z)), qui est bien définie et holomorphe dans le secteur S,,, appartient a
./ZM(SM) et qu'elle est plate, pour cela on utilisera la Proposition Soit le sous-secteur
S(0,8,7m9) « S,,0u0 < <wetrg>0.Size S(0,8,r),onal/z e Sscar |argz"t| =
| — argz| < 2. D’une part, selon (vi) dans le théoréme , combiné avec (2.2.4), il existe

2
Ay > Oetty > 0 tels que

w(H) At < AV (1), t >t (2.2.5)
D’autre part, la Proposition [A.1.7/nous fournit des constantes b > 0 et Ry > 0 telles que
RV(Q) =0V (cl),  ¢eS85 N —[¢| = Ro. (2.2.6)

Choisissons ¢ > 0 telle que ¢ > (A/b)*. Par la propriété (i) du théoréme ona

- (1)<

C

donc il existe 71 > 0 tel que

bV (t) > AV (t/c), t= Ry. (2.2.7)

Soit Ry := max(Ry, Ry, cty) et r := R,'. Alors, en utilisant (2.2.6), (2.2.7) et (2.2.5), pour
z € S(0, 3, r) nous avons

—R(V(1/2)) < =bV(1/]z]) < =AV(1/(cl2])) < —wm(1/(clz])),

et donc
G(2)| = e RVW2)  gmwm(t/(elzD),

Vr = ro. Sir < rg, par compacité, il existe ' > 0 tel que 'inégalité
1G(2)] < K e—wem(1/(el2))

pour tout z € S(0, 3,7).
On a donc construit une fonction plate non triviale. D’ou la conclusion. [
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Ainsi, le point d’interrogation dans le tableau [2.1] peut étre supprimé et la réponse pour cette
cellule est |w(M), o[, ce qui compléte I’étude de I'injectivité pour les secteurs non bornés.

Puisque les fonctions plates dans S, fournissent (par restriction) des fonctions plates dans toute
région sectorielle G, d’ouverture 7, les théorémes et[2.2.11/impliquent le résultat suivant.

Corollaire 2.2.12 (Lemme de Watson généralisé pour les régions sectorielles). Soit Ml une suite
de poids, v > 0 et G, une région sectorielle. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) L’application de Borel I3 : /TM(GA,) — C[[#]]m est injectif.

(ii) v > w(M).

Démonstration. (1) = (ii) Parl’absurde. Supposons que w(M) = 7 > 0. Par hypothése, on

a que w(M) € Iy D’aprés le théoréme|2.2.11} on a que w(M) ¢ Iy. D’ot la contradiction.
(i7) = (i) Découle directement du théoréme [2.2.8

[]

Théoréme 2.2.13. Soit M une suite de poids. Alors,
SMﬂjMzggﬂﬂf&lzgmﬂszg
En d’autres termes, I’application de Borel n’est jamais bijective.

Démonstration. Dans les trois cas, nous allons montrer que la surjectivité pour tout v > 0
implique la non-injectivité.

(i) Montrons que Sy N Iy = @. Supposons que 5 : flM(SV) — C[|z]]m soit surjectif. Puis-
qu’il est clair que la série >, 2" appartient a C[[z]]u, alors il existe f € .ZM(SV) telle que
f(2) ~m X, 2" Pour |z] < 1, la fonction g(z) := f(z) — D ;2" = f(2) — 1/(1 — z) est
holomorphe dans S, \{1} et, par le principe d’unicité du prolongement, g n’est pas identique-
ment nul. De plus, g € Ay (S(0,7,1/2)) et g(z) ~u 0, et donc 'application de Borel n’est pas
injective dans A (5(0, v, 1/2))(sinon g serait identiquement nul sur Ay (S(0, 7, 1/2))). Donc
par le CorollaireN nous voyons que ¥ < w(M). De nouveau par le Corollaire nous
concluons que B : Ay (S,) — C|[[2]]m n’est pas injectif.

(ii) Montrons que 5% N 14 = . Supposons que B : .ZIL{,H(S«Y) — C[[#]]m soit surjectif. Puisque
z € Cl[|z]]m, il existe f € ﬂﬁﬂ(&,) tel que f(z) ~}; z dans S,. La fonction g(2) := f(z) — z est
holomorphe dans S, et, puisque f est bornée dans .S, on a que g n’est pas identiquement nul.
De plus, g(z) ~% 0 dans S(0,~,1), donc il existe C; A > 0 tels que pour chaque z € S(0,,1)
ona

9(2)| < CAPMy |27, peN.

Par conséquent, la fonction holomorphe ¢ : {z € C : R(z) > 0} — C, définie par Y(u) =
g(1/u”), n’est pas identiquement nulle. De plus, si ®(u) > 1 alors |1/u”| < 1. Ainsi on en tire
que

CAPM,

|u|'yp

V()] <

, pe N, R(u) > 1.
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Par le théoréme [2.2.2| dans H; et nous déduisons que Y, m, Y7 < o0, Par le théoréme M
nous concluons que B : A} (S,) — C[[z]]m n’est pas injectif.

(iii) Enfin, montrons que Sy N fyy = @. Si B : A (Sy) — CJ[[2]]m est surjectif, il existe
f € Au(S,) tel que £ (0) = &, , pour chaque p € N, ou1 ; ,, est le symbole de Kronecker. Par
définition de la classe, il existe C', A > 0 (sans perte de généralité, on peut supposer que C' > 1
et CAM; > 1) tels que

V()] < CAM,,  ze S, peN. (223

Considérons la transformée de Laplace[f] de la fonction f(z) — z,

0()
g(z) := L i e P f(t) —t)dt, z€S,41, (2.2.9)

ol I'intégration se fait sur la demi droite paramétrée par r € (0, 0) — re’#, dont I'argument
est un nombre réel
Ty Ty [ T
€ |——,—| telque arg(z) + p € [—— —[. 2.2.10
i ] 53 que arg(2) + 9 € | —7, 3 (2.2.10)
Cette derniére condition garantit la décroissance exponentielle a I'infini du facteur e~** qui,
avec la croissance linéaire de f(t) — ¢, assure que la fonction g est bien définie et holomorphe

dans S, 1. Ainsi, nous avons que

0 () 0 ()
f e—ztf(t)dt—f te™* dt

0 0

l9(2)| =

oe] o0
_prele ; ; rplip . .
< J e " TEf(re')e’” dr—f e "¢ Fre¥e¥ dr

0 0

Qo0
J e dr
0
De plus, en utilisant (2.2.8) pour p = 0, on a

= . . —C v ]~ C
—rR(ei¥2) O\ dy = —rR(e*¥z2) _
L € |f(7’€ )’ r [%(ewz)e L §R(ewz)'

0 ) )
< f e TR 2) |f(re'?)| dr +
0

De plus, par intégration par partie, on a

* i —1 i * “ i x i
J e e S927,, dr = l e e ¢z] + f e—r?R(e Pz) dr = J e—r%(e ¥z) dr

0 e’z 0 0 0

2. la transformée de Laplace d’une fonction f d’une variable réelle ¢, a support positif, est la fonction F' de la
variable complexe z, définie par :

+00

F(z) = £{f}(p) = f &P f(t)dt.

0
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Ainsi, on en tire que

C + 1 Jw —ret®z d
R(etez) ez )y ‘ "
C 1
< ———+ e
R(eirz)  |z|R(e¥z)

l9(2)] <

(2.2.11)

pour chaque 2z € S, ;. Par la suite, en utilisant une par intégration par parties dans (2.2.9), en
tenant compte du fait que f(0) = 0,on a

-1

1 () 1 [
o) = | T -l [T ero-na -1 [T et ro-na ce s
z z Jo z Jo
(2.2.12)
Ainsi, en paramétrant et en divisant 'intégrale comme précédemment, et en utilisant (2.2.8)

pourp =1lona

CAM,; 1 2C AM;
l9(2)] < ot — < —
2| R(evz)  [2R(e?z) — |z|R(ez)
Dongc, en itérant I'intégration par parties dans et en utilisant que £ (0) = 4, ,, pour
chaque p > 2 on déduit que,

(2.2.13)

1 ()
s =5 e e

zP Jo

De méme, en paramétrant et en divisant 'intégrale comme précédemment, et en utilisant (2.2.8)
pour p = 1 nous déduisons que

CAPplM,
9 < o
|2[PR(e2)
Notre objectif est d’appliquer le théoréme a la fonction h donnée par h(w) = g(w*!),
w € 51, lorsqu’elle est restreinte au demi-plan {w : R(w) > 1}. Ainsi de on en tire que
pour R(w) > 1 (et donc |[w| > 1) ona
C 1 2C
[h(w)] <

~ . . < . .
%(eupwv-i-l) + |w7+1|§R(eupw'y+1) %(eupwv+1)
De méme, de (2.2.13) et (2.2.14), il résulte que
CAPplM, 2C APp! M,
[hw)| < (e < o

= [w[PO+DR(eivrwr+1) = |w[PO+DR(etewr+1)’

(2.2.14)

R(w) > 1, peN.

Nous choisissons maintenant  afin de minimiser la valeur (e*?w?"!). Nous étudions deux
cas:

() i ara(w)] < 7m/(2(7+1)), alors | arg(u”!)| = (1+1)|arg(w)] < 7r/2 et, dapré @Z10),
on peut choisir ¢ = — arg(w?*1), et on en déduit que R(e™Pw 1) = R(e T gy H1giarw? ) —
lw|**! > 1. Donc, pour un tel w on a

2CAPp!M,,
|h(w)| < W, pe N. (2.2.15)
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(i) Si|arg(w)| < [ym/(2(y + 1), 7/2], le choix précédent n’est pas possible, et on choisit

_% +¢ si arg(w) € (—%, ——2(;711)] ,
Pe = s . Ty T
T —c si arg(w) € [2(%1)’ 2)

pour tout € € (0,y7/2). Donc, R(e=w?™!) = Jw[" cos((vy + 1)|arg(w)| — y7/2 + €),
et en faisant tendre ¢ vers 0 on obtient que

20 APp! M
hw)| < p , N. 2.2.16
|h(w)] lw[PO+D w1+ cos((y + 1) arg(w)| — y7/2) be ( )
De plus
T m T ™ il
A < (= — < DG 50—/ =5
0< 5 |arg(w)| < (v + )(2 larg(w)]) < (v + )(2 20y + 1) ) 9

et donc puisque cos(z) = sin(5 — z) et que la fonction 2 — sin(z) est croissante sur

10,5],ona
+1) (5~ larg(w)]))

+1) (——\arg( 1))
— |arg(w )

= |w|cos(arg(w)) = R(w) > 1.

|w| cos ((”y + 1)] arg(w)| — —) |w| sin (
= |w| Sm(
(

> |w| sin

wl=1 > wl=\

Puisque nous avons également |w|” > 1, de (2.2.16) nous obtenons la méme majora-
tion (2.2.15) données dans le premier cas.
Puisque h n’est pas identiquement 0, par le théoréeme on déduit que la série Zfzo((p +

1)m,,) "0+ < o0, et le Théoréme implique que B : Ay(S,) — C[[2]]m n’est pas
injectif. [

Corollaire 2.2.14. Siw(M) < oo, alors

Sm S Sy € Su <10, w(M)].

Démonstration. soit o € Sy. Supposons que o > w(M), alors par le corolaire [2.2.12] on a que
a € Iy, ce qui est absurde par le théoréme [2.2.13 []
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Chapitre 3

Surjectivité de ’application
asymptotique de Borel

Dans ce chapitre nous commencerons par rappeler la surjectivité de 'application de Borel sur
la classe des fonctions C'° sur R. Par la suite, nous regarderons la surjectivité de I’application
de Borel d’une part pour les suites de poids et les suites de poids satisfaisant (dc) et d’autre par
pour les suites fortement réguliéres et les suites admettant un ordre proche non nul. Nous nous
sommes principalement référencés de [13]], [21] et [9].

L’application de Borel tire son origine de sa these en 1985. Il montre que qu’il est possible de
trouver pour toute suite (\;) jen, une fonction de classe C* dont les dérivées a I'origine coincide
avec cette suite. Ainsi nous avons le théoréme de Borel suivant :

Théoréme 3.0.1. (1985, Borel) Pour toute suite de nombre réels (a,)nen, il existe une fonction
f e C*(R) telle que D" f(0) = a,, Vn € N.

Autrement dit

B: C*(R) — C[=]]

est surjectif.

e . . ’ . n

Démonstration. Nous allons considérer une fonction plateau ©, et notons f,, = a,p (/\i) .
n .

Ainsi nous allons montrer que pour A, > 0 convenablement choisit, la série ) f, converge

uniformément sur R et ainsi que chaque série dérivée.

Soit ¢ € D®(R) tel que

1. Soit U un ouvert de R, et K un compact contenu dans U. On appelle fonction plateau toute fonction indé-
finiment dérivable, définie sur R, & support dans U, comprise entre 0 et 1, et valant 1 sur K.
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CHAPITRE 3. SURJECTIVITE DE L’APPLICATION ASYMPTOTIQUE DE BOREL

_ 1 sikl<s,
plw) = { 0 silz| > 1.

Cette fonction existe par le théoréme de régularisation d’'un ensemble. Pour tout n € N, prenons

An € ]0, %[ tel que

1 5 ) SUPp<n SUPser |DPp(x)] sifan| <1
Mo~ | lan] supse, sup,eg [DPo(@)| i lan| > 1.
Remarquons que sup,g | D?p(7)| existe puisque p € D*(R).

Nous allons démontrer que la fonction

n

- T\
fTR>C:z— ango(—>—
nz_;) A, ) n!

convient par application du théoréme de la convergence uniforme. De plus, par définition de ¢,
B xr\a" 0si|Z
on aque f, = a,y )\—n i si )\—n
sont nulles sur R\[—\,,, A,].
(i) Onaque f,, € C*(R) pour tout n € N, comme produit et composé de fonctions de classe
C*(R) .

(ii) Pour tout 8 € N, montrons que la série des dérivées

> 1. Par conséquent, cette fonction et ses dérivées

0 1’"

n

converge uniformément sur R. En effet, pour tout = € R tel que |z| < A, et pour tout

neNtelquen > ,ona
8 R Y T\ ps- =
o (o () )| = 5o () 2 (= (5)
A1
N
Z Cﬁ )\g ’Yan

7<5W<”

Si |a,| < 1, onasupsup |D?p(z)| < A.'. On en déduit que

pB<n xzeR
AT 1 x T
Z ) _Ln ' ay, (DB—WSO) <_) < Z O AP (Dﬂ_'ygo) <_)‘
ﬁ _ — 5 n
Y<B<n (n =7t xa™ An Y<BY<N An
X o
Y<B,y<n
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CHAPITRE 3. SURJECTIVITE DE L’APPLICATION ASYMPTOTIQUE DE BOREL

Si |a,| > 1, on sait que |a,|supsup |D?p(z)| < A,' Par le méme raisonnement que
B<n zeR
ci-dessus, on a

(DP) <%>’< Moo

Y<By<n

A1
Y n
2 O

y<BsN
au final, puisque v < [ et Z»ﬁy:o Cs = 2%, ona

‘Dﬁ (ango (%) %)’ < D) Ot <2 (3.0.1)

Y<BY<n

De plus, si |z| > \,, alors la relation ([3.0.1) est trivialement vérifiée. En utilisant la limite
d’une série géométrique, on en tire que

x \ x"
D (o (52) 31)

d’ou la série des dérivées converge uniformément.

(iii) Pour tout # € N, on a
B n
npn [ L B—n z _
TLZ;)C/;D (m) an, D (gp ()\—n))] = ag.

3o (e (5)50)], -

0
< Z 928-n+1 < 25+27
n=4

3.1 Suites de poids

Notre premier résultat est basé sur un théoréme de H.-J. Petzsche dans le cadre des fonctions
ultradifférentiables, mais nous ne démontrons pas ce théoréme dans ce mémoire. Le lecteur
désireux pourra consulter [6] ou [15]. Considérerons I’'espace suivant :

Définition 3.1.1. On dit que f € Ey([—1,1]) si f € C*([—1,1]) et qu’il existe une constante
A > 0 pour laquelle

|f P ()|

sup @ < 0.
peN, ze[—1,1] App!Mp

De maniére correspondante, nous considérons 'application de Borel B : &Ey([—1,1]) —
Cl[[z]]m quia f € Em([—1, 1]) associe sa série de puissance formelle Z;O:O(f(p)(())/p!)zp.

Théoreme 3.1.2 ([6l], Thm. 3.5). Soit M une suite telle que M est une suite de poids. Alors, 'ap-
plication de Borel B : Ey([—1,1]) — C|[[z]]m est surjective si et seulement si m satisfait (1).
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Nous pouvons donner un premier lien entre I'indice de croissance (M) et les intervalles de
surjectivités pour des suites de poids arbitraires.

Lemme 3.1.3. Soit M une suite de poids. Si Sut # @, alors M posséde fnq ou, de manieére équiva-
lente, v(M) > 0.

Démonstration. Soit f = Yo apz” € C[[2]]u. Puisqu’il existe v > 0 tel que

B : .Z(Sv) — C[[z]]m est surjectif, il existe une fonction f; € .ZM(SV) telle que B(f;) = 7.
Une rotation appropriée montre également que application B : Ay (S(, 7)) — C[[z]]u est
surjective et donc il existe une fonction fo € Ay (S(, 7)) telle que B(f>) = f. Considérons la
fonction h définie par

h(l’) = fl(x)> z E]O’ 1]; h(.%') = f2(-77)7 x e [_170[; h(O) = Qo,

appartient 2 C*([—1,1]) et h»(0) = pla, pour chaque p € N (voir Proposition . De plus,
en considérant des sous-secteurs appropriés de S, (respectivement, S(7,)) contenant |0, 1]
(resp., [—1, 0[), et encore par une double application de la Proposition [2.1.8](ii), on obtient une

constante A > 0 telle que
@)
sup  ——— :
peNo, ze[~1,1] APPIM,,
Par conséquent, nous déduisons que I'application de Borel B : Ey([—1,1]) — C[[z]]m est
également surjective. Puisque M est une suite de poids, M I’est aussi, donc par le Théoréme
cette surjectivité revient a dire que la suite des quotients de Ml = (p!M,,),en,, & savoir m,
satisfait la condition (1), qui est précisément la condition fnq pour M. [

Pour les résultats a venir, nous aurons besoin d’introduire des classes ultradifférentiables sui-
vants :

Pour un entier naturel 7 € N et une suite M, on considére I'espace NV, ([0, o[) (resp. D, m(R))
des fonctions f € C*([0, o[) (resp.f € C*(R) a support dans [—1, 1]) telles que

(a) fP*+)(0) = Opourtoutpe Nyetje {1,...,7—1} (cette condition est vide lorsque r = 1),

(b) il existe une constante A > 0 pour laquelle

|[f# ()]
fll= sup —F—+ <.
H H peN, ze[0,00[ App!Mp
resp.
(pr)
= sp o

peN, zeR App'Mp

Le sous-espace de N, ([0, o0[) constitué des fonctions dont le support est contenu dans [0, 1]
sera désigné par L, ([0, oo]).

De méme, nous introduisons 'espace &, ([0, 1]) des fonctions f € C*([0, 1]) telles que
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CHAPITRE 3. SURJECTIVITE DE L’APPLICATION ASYMPTOTIQUE DE BOREL

(@) fP*9(0) = O pour tout p e Netj e {1,...,r — 1} (cette condition est vide lorsque r = 1),

(b) il existe une constante A > 0 pour laquelle

S P ()]

fll= sup ——F— <o0.
1] peN, zefo,1] APPIM,,

Notons que ces espaces coincident avec les espaces classiques pour » = 1. Dans ce contexte, il
est naturel de considérer la suite auxiliaire suivante.

Définition 3.1.4. Etant donné une suite M et r € N, sa suite r—interpolée Py =P = (Po)nen
est définie par
i i 1/r .
Peyj= (MM )", keN,je{o,...,r}.

+1

Notons qu’avec j = r pour k et j = O pour k£ + 1 on obtient la méme valeur. De plus, un simple
calcul nous permet d’avoir

(i) Pim = M,

(ii) Py, = M} pour chaque k € N,
1/r

(iii) prr+; = (mg)"" pour tout ke Netje {0,...,r — 1},

)
(iv) Si M est une suite de poids, alors P I’est aussi.
Nous déduisons également la relation suivante pour leurs indices d’injectivité.

Lemme 3.1.5. Soit M une suite et r € N. Alors

wM) = rw(P).
Démonstration. En fixant j € {0,...,r — 1}, le lemme se déduit du calcul suivant
1 1 r 1 1 '
w(M) = liminf 98Tk _ ) Yim inf log(m) " — rliminf —2lkr+s og(h + )
k—o  log k-  logk k- log(kr +7) log(k)

e logpee
= rh]?/—l)logf m = TCL)(]P))

]

A présent, nous allons introduire la formule de Hankel, qui sera utile pour la démonstration de
certains théorémes.

Nous utiliserons la représentation intégrale de la fonction Gamma réciproque, généralement
appelée appelée formule de Hankel (voir [3} p. 228]) :

_— = — w e dw

1 1
I(z)  2mi ),

49



CHAPITRE 3. SURJECTIVITE DE L’APPLICATION ASYMPTOTIQUE DE BOREL

pour tout z € C ol 7,4 est un chemin constitué d’une demi-droite dans la direction —¢/2 (pour
tout ¢ €]1, 2[) dont le point d’arrivée est wy sur la droite arg(w) = —¢m/2 puis I'arc de cercle
|w| = |wo| de wy au point wy sur la droite arg(w) = ¢ /2 (parcouru dans le sens inverse des
aiguilles d’une montre), et enfin la demi-droite partant de w, dans la direction ¢ /2. Maintenant,
pour tout 3 €]1,3/2[ et tout ¢t € S(z_1/2, on définit

G = B+ 2arg(t)/m €](B+1)/2, (38 — 1)/2[<]1, 7/4].

Par conséquent, le changement de variables u = t/w transforme 7y, , en s qui est un chemin
constitué d’un segment allant de 'origine a un point ug avec arg(ug) = /2, puis de l'arc de
cercle |u| = |ug| de ug & le point u; sur la droite arg(u) = —f7/2 (parcouru dans le sens des
aiguilles d’'une montre), et enfin le segment allant de u; a I'origine. Par conséquent, pour tout
z€ Cettoutt e Spg_1) onaque

! __1 zflet/ud_u.

0 i), - (3.1.1)

Proposition 3.1.6. Soit M une suite telle que M est une suite de poids et v € N. Si la restriction
de l'application
B, : L ([0, %0]) — Cl[z]]m

qui d f associe la série formelle de puissance Y " ( f (1) (0) /p!) 2P est surjective, alors T satisfait

).

Démonstration. Par le théoréeme [B.0.7]
JA e NQ . C[[Z]]M,l c BT,CT’MA([O, OOD
.i.e il existe des fonctions telles que :

JA e Ny, C > 0Va = (a,), € C[[#]]m,139 € L. m([0, 0[) :

a
(ap)p € BoLosea([0,0), Big = a et |lgl] < C.Jaly = C.sup (#) |
peN p~Mp
Cela signifie que B, : £, ([0, 0[) — C[[2]]a1 est surjectif. En particulier, pour p € N, soient
les vecteurs unitaires e, := (---,0,1,0,---) € C[[2]]m,1. Alors, il existe des fonctions réelles
p € Lrm([0, 00]) telles que :

17 ]:p7

SpéjT)(()) = (ep)p =40 J € No,j # p,
ool < 55 = <

Comme supp(yp,) < [0, 1], on a que goj(gpr)(l) =0et
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oy, = inf{z € [0,1]|0f"(z) < 1/2}
satisfait 0 < oy, < 1. En particulier, SO%DT)
fois cette derniere inégalité, on en tire que

pr

®r) () =
902p (33) = 2(]77“)'

Vo e [0, agy|

(z) = 1/2 pour z € [0, agp|. Ainsi, en intégrant pr

D’ou pour & = gy, en utilisant la définition de la norme, le fait que M est une suite de poids,

on a

()l ()

(pr)!| ||| AP M,,

ah, < 2
<2
M
< 2(pr)PrC AP =L
2p
1
< 2C(pr)Pr AP —;

mp

il résulte donc que

gy < 17 R2C/ A D

=
mp

Maintenant montrons que si

a0
h
IoeN et h>0:as> ), . Vp =

k=4p k
Alors la condition (v, ) est vérifiée, car
00 4p—1 o0
h h h 3 a

Z 7/ 2 = 7/ 2 + Z 7/ 2 < s f + ﬁ
k—p my p— my k—dp my, mg h

/’n U T

< (3+—pv20 A) L
h /My,

Pour démontrer pour 1 €]0, 2 A73/"[, on définie I'ensemble
o h
P :={peN|ay, < —1.
P k;p r/mk
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Montrons que P est fini.

Soient p € P et p,(z) := {07@7") <0, et soit la suite décroissante
2p ({13) - 17 =0
1 . :%4?, pour k € N tel que k < pr,
a C pour ke Nle Ntelque (p+ )r <k < (p+1+1)r.

gk FY -
A/ Mapyit1 ’
. . o0 1 LN _ _ 1 —
Ainsi, on que ap, < >};~; - D’olt par le lemme B.0.5 pour T' = sy, (a;); = (q—j)j etm = +oo,
ona

o0
r 1 - 1 r 1 r 3p+k)r
< DT 4EHIT gup (e ) ( )" |pSEPHE ()]

=0 z<azp qp d(p+1)r q(p+k)r 2
0
Ap+kR)r p (p+k)r . 1
< Z 5 ~ sup ]gpés’p%) )(z)| par definition de la suite (—);-
k0 Mgy Mapt1 - Mptk 220 d;

A+F)r p (p+k)r —~
3p+k
= || ap [ A" Migp 4
ap+1 " Map+k

m
© k)r
(4h) P+ C —~
§ 3p+k
§ ~p ~ =~ R~ A P M3p+k
k=0 m4pm4p+1 s Maptk Mgp

e¢]
< 2 (4h)P+HRIrC A3P+E  car la suite T est croissante

- CUR™ A S () 4)* = T

4h)T AP

Enfin, nous concluons que P ne peut étre constitué que d’un nombre fini d’indices car ((4h)" A3)? —
0 lorsque p — +00 [

Théoréme 3.1.7. Soit M une suite de poids.
(i) Soitaw > 0, v ¢ N, tel que B : Ayi(S) — C[[z]]m est surjectif. Alors, (M) > |a].
(ii) Sion a que Sy =]0, oo, alors y(M) = co.

Démonstration. (i) Considérons d’abord le cas «v €]0, 1[. Il suffit alors d’appliquer le Lemma[3.1.3|
pour obtenir que M posseéde (fnq), ou de maniére équivalente (M) > 0 = |a], comme
souhaité. Supposons maintenant que & > 1 et posons 7 = |a/, un entier naturel positif.
Tout d’abord, pour M = (M,/p!)pen nous allons prouver que la restriction de I'application
B, : €. 7([0,1]) — C[[z]]y; est surjective. Puisque r ¢ N, on peut choisir deux nombres 31, 5,
avec

. a3
1< 61 < 52 < mln{?,ﬁ}.
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Etant donné g = Z o ap2? € Cl[[2]], on écrit b, := a,p! pour tout p € N, et il existe Cp, Ay >
0 tels que

|b,| < CoAPPIM, = CoALM,, peN.

Par conséquent, la transformée de Laplace formelle de g, définie par fi=1g = Z;O:O by 2P

appartient & C[[z]]us. Par hypothese, il existe 1) € Ay (S,) tel que B(1)) = f. Par conséquent,
étant donné 35 et R > 1, il existe C, A > 0 tels que pour chaque p e Non a

p—1
)w(z) -y bkzk‘ < CAPM|2P,  2e S(0,18s, R). (3.1.3)
k=0

La fonction ¢ : S,/ — C donnée par ¢(u) = 1(u"), est bien définie et holomorphe dans S, /,,
qui contient Sz, comme sous-secteur propre non borné. De plus, selon pour p = 0, pour
chaque w € S(0, 52, R) ona

o(u)| = | (u")] < CMy. (3.1.4)

Nous considérons maintenant un chemin ds, dans S(0, 82, R) constitué d’un segment ¢; de
Porigine a un point ug avec |ug| = Ry < R etarg(ug) = m01/2, puis I'arc de cercle d,, parcouru
dans le sens horaire sur la circonférence |u| = Ry et allant de u( au point u; de la demie droite
arg(uy) = —mf1/2, et enfin le segment §3 allant de u; a l'origine.

Considérons la fonction f : S(g,_1)/2 — C donnée par

f6) = L[ o™

21t Js 5 U

Observez que (u) est holomorphe et borné a 0 dans S(0, 32, R), et pour chaque ¢ € Sz, _1)/2 on
peut facilement vérifier que t/u passe par une demi-droite dans le demi-plan gauche ouvert et
tend vers I'infini comme u passe par I'un des segments d; ou d3 et tend vers 0. Par conséquent, f
est holomorphe dans le secteur S, _1)/2. Notons qu’en vertu du théoréme de Cauchy, la valeur
attribuée a R dans la définition de d, est sans importance pour la valeur de f.

Fixons dans les estimations suivantes un certain ¢ € S(0, (51 — 1)/2, R) et un certain nombre
naturel p € N. La formule de Hankel (3.1.1) pour z = kr + 1 nous permet d’écrire

- ZJ (gp z_]bku ) Uu (3.1.5)

En prenant en compte (3.1.3), pour tout u € S(0, 55, R) on a

p—1 p—1
— Z bru®"| = ‘w(ur) — Z b (u
k=0 k=0
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Dong, si nous choisissons Ry = |t|/p < R, nous pouvons appliquer (3.1.6) et voir que

LZ ( Zbku)

D’autre part, par les mémes estimations et par le choix fait pour Ry, pour j = 1,3 0na

L ( Zbku)

pr
< TBPCAM, (’”) | (517)
p

t/ A
< CAPM, f ps”’" t/“ei’”‘w)lﬁ
S

"
< CCLAPM, <| |) , (3.1.8)
p
ou (] est une constante, indépendante de ¢ et de p, donnée par

It/p i d
) = sup J jet/loetm ) 22
0

teS(0,(81—1)/2,R), peN S
Itl/p
_ sup J e|t\ cos(arg(t)Fmp1/2)/s dS
t€5(0,(81—1)/2,R), peN Jo §

[tl/p 1/p
< sup f €—|t\cos(7r(ﬁ1—1)/4)/s @ _ Supf e cos(m(B1—1)/4)/u d_u
[t|<R, peN Jo S peN U

1
gj e—cos(w(ﬂl 1)/4)/u du < 0.
0 u

D’apres (3.1.5), (3.1.7) et (3.1.8), et en utilisant la formule de Stirling, on trouve qu’il existe des
constantes Cy, Ay > 0 telles que pour chaque pe Nett e S(0,(8; —1)/2, R) ona

otk M,

- PP |g|pr

kz_;)bk | < CyAb o) It (3.1.9)
Cette derniére estimation est également valable pour p = 0, de maniére similaire, en prenant
Ry = |t] et en utilisant la définition de f et (3.1.4). On peut donc montrer que f admet la série
Z;O 0 b,t?" /(pr)! comme son développement asymptotique lorsque ¢ tend vers 0 dans le secteur
(si” = 2 on observe que pour (p — 1)r +1 < n < prona |t|’" < |t|" pour |t| < 1). Alors pour
tout m € N et chaque sous-secteur propre 7" de S(0, (f1 —1)/2,R) ona

(3.1.10)

t—0, teT

b, sim = pr pour un certain nombre naturel p € N,
lim  fo@) = ST b
0  sinon.

Enfin, nous définissons la fonction F': [0,1] — C donnée par F(t) = f(t) pour t € (0,1],
F(0) = by. Puisque f est holomorphe dans S(0, (51 — 1)/2, R) et que nous avons (3.1.10), nous
déduisons immédiatement que F' appartient a C*([0, 1]) et que

m b, sim = pr pour un certainp € N,
K )(O) B {OP sinon
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De plus, nous pouvons prendre ¢ > 0 de telle sorte que pour chaque t €]0, 1] le disque D(t, t)
est contenu dans S(0, (81 — 1)/2, R). Alors, la formule intégrale de Cauchy ainsi que
nous permettent de déduire que pour tout p € N,

p—1 kr (pr) pr p
t 1+¢ CyASM,
F@er) ()] = t_Eb < ! 2P — C3ARM,,.
’ ( )| (f( ) Pt k(k’r)') (p/r) ( c ) (pr)' 03 3P

En conclusion, F' € £ ([0, 1]) et B,(F') = g. Donc, S est surjectif.

Deuxiémement, d’aprés le Théoréme [2.2.13 Papplication B : Ay (S,) — C[[z]]u n’est pas
injective, ce quisignifie par le Théoréme [2.2.12| que o < w(M), alors r = |a] < w(M) car
o ¢ N. Par le Lemma [3.1.5) et par la proposition[1.4.14} si P = P,.;; nous avons que

w(P) = w(Py) — 1 = w(M)/r — 1> 0.

Par conséquent, puisque PP est (Ic), on peut prendre en compte (??) et déduire que Pa (nq), donc
par le théoréme de Denjoy-Carleman (voir [8, Ch. 1]) il existe une C* fonction C'” positive ¢
dans R a support dans [—1, 1] et qui prend la valeur 1 dans un voisinage de 0, telle qu’il existe
A > 0avec -
vt
INERI0)

teR, neN AnPn

< Q0.

Par le lemme pour tout i € 5VM([O, 1]) on peut vérifier que le produit @h appartient a
L, ([0, 90)) et, de plus, (oh)®)(0) = hP)(0) pour tout p € N.

Puisque B, : & ([0, 1]) — C[[z]] est surjectif, nous déduisons que B, : £ ([0,0)) —
Cl[[#]];; Vest aussi. Par la Proposition on conclut que m satisfait (7, ), ce qui revient a
(M) > r = o],

(ii) C’est une conséquence immédiate de (i). ]

Corollaire 3.1.8. Lorsque M est une suite de poids, siy(M) < oo on a toujours

~

S < (0, [y(M)] + 1].
Dans le cas ot v(M) € N, alors Sy <]0,v(M) + 1[.

Démonstration. Le cas Sy = @ est trivial. Nous traitons donc le cas dans lequel I'intervalle de
surjectivité n’est pas vide, ce qui selon le Lemma implique (M) > 0.

Soit o € Sy D’une part, si @ ¢ N, par le théorémeon ala] <y(M),etdonca—1 < |a] <
|y(M)], dott o« < |y(M)] + 1. Par contre, si € N alors on peut appliquer le théoréme
pour tout 3 €]a — 1, (puisque 8 € Sy aussi) et déduire que & — 1 = |3] < (M), donc
a < 7(M) + 1. Nous déduisons que o < |y(M) + 1] = [y(M)| + 1, sauf dans le cas v(M) € N,
ou de plus « ne peut pas coincider avec (M) + 1. La conclusion s’ensuit facilement. O
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Remarque 3.1.9. En résumé, pour une suite de poids M et en prenant en compte et le
théoréme nous voyons que :
(i) siy(M) = 0 (de maniére équivalente, si M n’a pas fnq) alors Sy = gﬁ‘,ﬂ = Sy = 2.
siy(M) €]0, o[ and
(@) (M) ¢ N, alors Syr = S < Sy <10, [y (M)] + 1] A (0, w(M)],
(b) v(M) € N, alors Sy = St < Sy €]0,7(M) + 1[n]0, w(M)].

Si w(M) = o0, le deuxiéme intervalle dans ces intersections est remplacé par |0, o0|.

3.2 Suites de poids satisfaisant (dc)

Comme il a été souligné dans la Remarque|[3.1.9} le Corollaire fournit également des infor-
mations sur Sg;. Afin de ’améliorer légeérement, il nous faut imposer la condition (dc).

Proposition 3.2.1. Soit r € N et M une suite telle que M = (p!M,,)pen est une suite de poids.
Si Uapplication B, : N.m([0,0)) — C[[z]]m qui d [ associe la série formelle de puissance

Zzozo(f(m)(())/p!)zp est surjective, alors la suite = ((p + 1)m,,)pen, satisfait la condition (7,.).

Démonstration. Soit P la r—interpolation de de M.
 Montrons que pour tout g € N, m([0,0)), la restriction g|jo.1] € Ep([0, 1]). Soit g une telle
fonction, alors il existe A > 0 tel que

197" ()] < ||g||APM,, Vpe No,Va € [0, +oo.

Posons h := ¢ (£1) e C* ([-1,1]). Pour t € [-1,1], ona
L (t+1 )
o) = la (S5 ) | < ll4" T 2= Qo

T T T t + 1 -r 7‘/\
R (t)] = 277 |g{®+1n) (T) | < 277||g| AP M, = Q.
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Par le lemme [B.0.4] on obtient donc pour g € {1,--- ,r — 1} :

B . t+1
|h(Q)(t)’:2 11’9(104“1)( 5 )‘

8er\* AR )Y (1) "M
<(7) max((wm )" (2 gl A )" (5) gllae Mp)

der ! pr+q/\1—q/r/\fI/7“ q pr/\
= 7 ||g||maX<A M, V"MV, A Mp>

der\? . ~ ~
_ (7> g1 A7 max (A7 Byyg, 7By )

der\? A~
< (7) 19l A7 (mas(A4, 7)) Pors

< C||g||ApTPpr+q
avec C' := max der )" A.r))?
= geti -1y ( (757 ) (max(4,7))").

Enfin, pour x € [0,1], on a

t+1 D
g7+ (T> | = [22@ (22 — 1)] < 27C|lg|| A" By
= 21C||g|| A= A 9B,

/ 7+ D
< C'APHIP L

avec ¢ := 2" max(1, A7")C|g||. D’ou la conclusion.

e Montrons qu’il existe une fonction ¢ € Dp([—1, 1]) tel que ¢ = 1 au voisinage de 0.

La suite (e,), définie par e; = 1 et e, = 0 sinon appartient & C[[z]]y. Ainsi par Surjectivité,
il existe ¢ € N[0, 0[) tel que ¢ (0) = 1 et P (0) = 0 pour tout p € Ny et distinct de 7.
Comme ¢ est borné sur [0, +o0|, la fonction ¢ définie sur [0, +o0[ par ¥ (z) = ¢(x) — z"/r!
n’est pas identiquement nulle mais 3,40 = 04.e ¥ (0) = 0 ¥p € Ny. Deux cas sont possibles :

1) Sit|p1) # 0, alors posons f := 1|[0, 1].

2) Siv|p,11 = 0. Soit ¢ := sup{xz = 0|¢(t) = 0Vt € [0, z]}, posons f := 1)(. + x0)|[0, 1].
Ainsi, par le point précédent, f € Ep([0, 1]) et par construction f # 0 avec B, f = 0. Donc
par le théoréme de Denjoy-Carleman (voir [8, Ch. 1]), on a que >, % < oo et il existe
¢ € Dp([—1,1]) tel que ¢ = 1 au voisinage de 0. '

e Enfin, soit a = (a,), € C[[z]]u. Alors par hypothése il existe une fonction g € N, ([0, 20))
tel que B,g = a (i.eg"?") = a,). De plus, la fonction h définie sur [0, co[ par
0, sinon

M) = {so(a:)g(m, e [0.1]
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appartient a C* ([0, oo|) et vérifie h?") = a,,.
Montrons que h € L, ([0, o0]).
Soient p € N et x € [0, 1]. Puisque g|[o,1] € &Ep([0,1]) et ¢ € Dp([—1,1]), il existe A > 0 tel que

pr
\h(p”)(:r;)\ - }Z Cfrgp(prfj)(x)g(j)(x)‘
=0

pr
< X O llllA Ry gl AT

j=0
< |lellllgl| A7 N, Y ¥
j=0

= [lellllgl|((2A4)")" My,
D’ou h € L, ([0, 00[). Par conséquent I’application
B, : Lrm([0,0]) — C[[2]]m
est surjective. D’ot1 la conclusion par la proposition [3.1.6] O

Théoreme 3.2.2. Soit Ml une suite de poids satisfaisant (dc).
(i) Soit a > 0 tel que B : Ay (Ss) — C[[z]]|m est surjectif. Alors, v(M) > |«].
(ii) Sion a que Sy = (0, 0), alors Sy = S{j = Su = (0, 0) et v(M) = oo.

Démonstration. (i) Considérons d’abord le cas «v €]0, 1], puis « € gﬁﬂ c gM et o ¢ N, alors par
le théoreme on conclut que v(M) > 0. Notons que dans ce cas, on n’a pas utilisé (dc).

Supposons maintenant que o > 1 et mettons 7 = |/, un entier naturel positif (notons que,
par le théoréme nous n’aurions besoin de considérer que le cas & = r € N mais la preuve
fonctionne quand méme). Notre objectif est de montrer que B, : N ([0, 00)) — C[[2]] est
surjectif.
Etant donné § = >” a,2” € C[[z]]y.posons b, := ayp! pour tout p € N. Alors il existe
Co, Ay > 0 tels que

|bp| < CoAbp!M, = CoAEM,, peN. (3.2.1)
Considérons la série de puissance formelle f = > eo(=1)Pby2? € C[[2]]u. Par hypothese, il

existe ¢ € AY(S,) tel que B(v)) = £, et donc il existe C, A > 0 tel que pour chaque p € Non a
p—1

‘@D(z) - Z(—l)’"bkzk‘ < CAPM,|z[P,  z€ S, (3.2.2)
k=0

La fonction ¢ : S,/ — C donnée par p(w) = 1)(w™") — b, est bien définie et holomorphe dans

Sa/r 2 S1. De plus, selon (3.2.2) pour p = 1, pour tout w € S; ona

o(w) CAM,

1 —r
TI = WW(U’ ) —bo| < Tal 1 (3.2.3)
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Ainsi, la fonction f : R — C donnée par

f(t) L 1+004 etuw "

21 )1 U

est bien définie et continue sur R. Par la formule classique de Hankel (3.1.1) pour la fonction
Gamma réciproque, pour tout nombre naturel p > 2 et tout ¢t € R nous pouvons écrire

p—1 i thr 1 1+o0i - krbk
— ) " . 3.24
1;( )70 (kr) ! 270 )1 op s 2 okl du (3.24)

Puisque, encore une fois par (3.2.2), nous avons

CAPM,

|u|pr+1

(3.2.5)

2 krb k <

pour chaque u € Si, nous pouvons appliquer le théoréme de Leibniz pour les intégrales para-
meétriques et déduire que la fonction

kr

p—1

k=1
appartient a C”"~!(R). De plus, toutes ses dérivées d’ordre m < pr — 1 at = 0 sont nulles. En
effet ceci peut étre vérifié en dérivant le coté droit de (3.2.4) m fois sous le signe de I'intégrale,
en I'évaluant a ¢ = 0, puis en calculant I'intégrale au moyen du théoréme de Cauchy. Pour
cela, on considere les chemins I'y, s > 0, constitués de I'arc de cercle centré sur 1, joignant
1+ si et 1 — si et passant par 1 + s, et du segment [1 — s7, 1 + si]. Il est facile de vérifier que

§p, u™ Hp(u) — P (—1)*byu= ") du = 0, et lapplication lorsque s — o0 conduit a la
conclusion.

Comme p est arbitraire, on a que f € C*(R) et, de plus,

Fm(0) = (=1)P"b, sim = pr pour un certain p > 1,
0 sinon.

Enfin, nous définissons la fonction
F(t) =0y + f(—t), t=0.

Evidemment, F' € C*([0, %)) et F")(0) = b,, p € N; F™(0) = 0 sinon. Pour conclure,
nous estimons les dérivées de F' d’ordre pr pour un p € N. Pour p = O et ¢ > 0, on prend en

compte (3.2.1) et (3.2.3) afin d’obtenir que

1 (” CAM CAM, (* 1
(0) — —t 1 1
|F (1) < |bo| + o LD e Tt g dy < Cy + o LD (DG dy, (3.2.6)
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et donc F' est borné. Pour p > 1, nous pouvons écrire la formule (3.2.4) évaluée & —t comme

suit
_ibk tkr :LJIJFOOZ i krbk
(k)b 2w )y — gkl

Ensuite,

P shr (pr)
(pr) — _4) —
1 1+001% . p krbk
D= N ( Z perasal IE2

—4 k=1

et nous pouvons appliquer (3.2.1), et (3.2.5) afin d’obtenir

|F®) (1) < CoABM,, +

p+1 0
CAP" My f 1 dy. (3.2.7)

I FEEE
De et (3.2.7), et puisque M satisfait (dc), on déduit qu’il existe Cy, A; > 0 tels que pour

chaquepe Nona
|[FP) (1) < CLAEM, = CLAYpIM,,,  t =0,

etdonc F' € N ([0, 0)) et B,.(F) = g. En conclusion, B, est surjectif comme souhaité, et par
la Proposition on déduit que m satisfait (), ce qui revient a y(M) > r = |a].

(ii) Le fait que tous les intervalles de surjectivité sont [0, 00| est une conséquence facile de
et de la Proposition (iii), tandis que y(M) = oo découle de (i). ]

Corollaire 3.2.3. Chaque fois que M est une suite de poids satisfaisant (dc), on a
S < Sy < (0, [y(M)] + 1).
Si en outre (M) € N, alors Sy = S% < (0,~(M)).

Démonstration. Les arguments sont similaires a ceux de la preuve du Corollaire 3.1.8 Le cas
U — & est trivial. Sinon, Sy # @ et, par le Lemma L v (M) > 0.

Soit & € St Par le théorémenous avons |a] < y(M), etdonc o < | + 1 < |[y(M)| + 1,
ce qui est la premiére affirmation. Dans le cas ot v(M)N, la condition |y(M)| < (M) ne tient
pas, et donc v(M) ¢ Si; et I'intervalle S} doit étre contenu dans (0, y(M)). O

Rappelons que si M n’est pas fnq le probléme est résolu (voir la remarque(3.1.9). Supposons que

M soit (lc), fnq et (dc) (les deux premieres conditions impliquent que M est une suite de poids).
Alors v(M) € (0, 0], et nous avons la situation décrite dans le Tableau 3.1}
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y(M) e N (M) € R\N

S 10,7 (M) S 10, [7(M)] + 1[]0, w(MD)]

S <10,y (M) S <10, [Y(MD)| + 1[1]0, w(M)]

S 10, 7(M) + 1[]0,w(M)] | Su 10, [Y(MD)] + 1] A (0, w(M)]

TABLE 3.1 - Intervalles de surjectivité lorsque M est (Ic), fnq et (dc).

3.3 Suites fortement réguliéres

Nous devons imposer d’autres conditions a la suite M afin d’obtenir des informations supplé-
mentaires sur la surjectivité. Nous rappelons que 'on dit que M est fortement réguliere si elle
est (Ic), fnq et (cm). Comme commenté précédemment, les deux premieres conditions sont natu-
relles dans ce contexte, et la croissance modérée, qui est plus forte que (dc), est notre hypothese
supplémentaire.

Le principal résultat connu concernant la surjectivité des suites fortement réguliéres a été fourni
par V. Thilliez

Théoréme 3.3.1 ([9)], Theorem 3.2.1). Soit M une suite fortement réguliére et 0 < v < ~(M).
Alors il existe d > 1 tel que pour tout A > 0 il existe un opérateur linéaire continu

Tay : Cll2]lma — Awaa(S;)
tel que gOTMAW = Idc[[z)],..4- Lapplication identité dans C[[z]]u, 4. Par conséquent, B : Ay (S,) —
Cl[2]]m est surjectif.

Théoreme 3.3.2. Soit M une suite fortement réguliére, et soit donnéer € Q, r > 0. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) r < ~y(M),

(ii) il existe d = 1 tel que pour tout A > 0 il existe un opérateur linéaire continu
Tar - Cllz]lea = Amaa(Sr)

tel que B o T, A~ Id(c . Vapplication identité dans C[[z]]m 4,
(iii) Uapplication de Borel B : AM( ) Cl[=]]m est surjective,
(iv) Uapplication de Borel B : A% (S,) — C[[z]]u est surjective.

Démonstration. (i) = (ii) = (iii) C’est le Théoréme [3.3.1]
(iii) = (iv) Trivial.
(iv) = (i) Dans le cas ou r € Ny, on utilise le Théoréme (i) et on conclut.

Sinon, on écrit r = p/q avec p, q € Ny premiers entre eux, ¢ > 2. Considérons la suite M? =
(M7),en, qui s’avére également étre fortement réguliére (voir [9, Lemma 1.3.4]). Nous allons
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prouver que 55 : At (S, ) — C[[z]]u est surjectif, donc, encore une fois par le théoréme (i),
nous obtiendrons que p < (M?). Par conséquent, cela implique que r = p/q < v(M), comme
souhaité.

Prouvons la surjectivité mentionnée ci-dessus. Etant donné f = Z;O:o a; 7 € C[[z]]u, il existe
C,A > 0tel que |a;| < CA'M ;1 pour chaque j € N. Définissons une nouvelle série puissance
formelle g = Z;O:o b;z7 avec des coefficients

byj = aj, j€N; b, = 0sinon.
La log-convexité de M implique que M Jq < M,; pour tout j, on a donc que
|bqj| < CAjMJQ < C(Al/q)quqja

et par conséquent, § € C[[z]]u. Par hypothése, il existe une fonction g € A%(S,) telle que
B(g) = g, et donc il existe C, A; > 0 telle que pour chaque z € S, et n € Non a

n—1

_ o]
S
Jj=0

Par conséquent, la fonction f: S, — C donnée par f(w) = g(w'9) est bien définie et holo-
morphe dans S),. De plus, pour tout w € S, et n € N on déduit de (3.3.1) que
gn—1

n—1
‘f(w) _ 2 ajwj l/q 2 byi l/q qj l/q Z bk l/q
=0

< ClAgqunywl/q\q". (3.3.2)

< CLATM,|2|". (3.3.1)

Nous appliquons maintenant la propriété (cm) de M : il est facile de prouver qu’il existe AO >0
tel que pour tout n € N nous avons M,,, < AjMJ. Nous pouvons utiliser ce fait dans (3.3.2) et
obtenir que

‘ Z%w Cy (A A" M w|".
Donc, f € A, (S ) et B (f) = f, ce qui montre la surjectivité comme prévu. O
Ce résultat a plusieurs conséquences importantes.
Corollaire 3.3.3. Soit M une suite fortement réguliére avec v(M) € Q. Alors, Sy = §f§ﬂ =

10, v (M.

Démonstration. Par le théorémeet 22.2),ona]0,y(M))[< Sy = S, alors que (i) = (i)
dans le théoréme garantit que, y(M) étant rationnel, alors v(M) € S%, et ainsi S
10,y (M.

Dlﬂ
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Dans ce qui suit, [ représente I’ensemble des nombres irrationnels.

Corollaire 3.3.4. Soit M une suite fortement réguliére, et soitt € R, ¢ > 0. Chaque assertion
implique la suivante :
(i) t < y(M), N
(ii) Uapplication de Borel B : Am(S;) — Cl[z]]|m est surjective,
(iii) Uapplication de Borel B : A (S,) — C|[2]]u est surjective,
(iv) Uapplication de Borel B : Ay (S,)C[[2]]u est surjective,
(v) pour chaque & € 1 avec € < t, I'application de Borel BB : ./ZM(Sg) — C[[z]]m est surjective,
(vi) t < y(M).
Donc, (0,7(M)) € Syt < St < Sy < (0, v(M)].

Démonstration. Seul le point (v) = (vi) nécessite une courte preuve. Pour chaque ¢ € N on
aque( = & ¢ N, on va montrer que B : A%(S;) — C[[z]]me est surjectif donc, par le
théoréme [3.1.7)(i), nous voyons que |¢| < (M). Alors y(M) > [{q]/q > & — 1/q. Puisque ¢
est arbitraire, en faisant tendre ¢ vers o0 on déduit que £ < (M) pour tout irrationnel £ < ¢,
donc t < y(M).

La preuve de la surjectivité suit le méme argument de ramification utilisé dans (iv) = (i) du
théoréme [3.3.2) ou les relations asymptotiques obtenues pour les sous-secteurs bornés de S¢
sont transformées en celles analogues pour les sous-secteurs bornés correspondants de S¢. [

¥(M) € Q y(M) eI
S| 10,4(M)[ | 10,¥(M)[ ou J0, 7(M)]
Sty | 10,9(MD[ | J0,y(M)[ ou J0, 7(MD)]
Sut 10, 7(M)[ ou ]0, v(M)]

TaBLE 3.2 - Intervalles de surjectivité pour les suites fortement régulieres

3.4 Suites admettant un ordre proche non nul

Dans cette derniere sous-section, en tenant compte du fait que I’application de Borel n’est jamais
bijective, pr le théoréeme nous déduirons plus d’informations concernant les intervalles
de surjectivité. Afin de pouvoir déduire de ce résultat si oui ou non (M) appartient & Sy et
gﬁ‘,ﬂ, la régularité forte n’est pas suffisante et nous devons supposer que v(M) = w(M) (en effet,
si Ml admet un ordre proche non nul alors il est fortement régulier et y(M) = w(M)(voir [11}
Remark 4.15])) . Alors, N

(i) Si Z;OZO (mp)_l/w(M) = o0, on sait que [ = Iy = [w(M), oo[= [y(M), o], et alors

S = S =10,7 (M), 10,7(M)[< S <]0, v (M.
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(i) SiY, ", (myp) VM < o0 et oo (0 + 1)m,) @M — o nous savons que Iy =
[v(M), oo et Ity =]y(M), o], et donc

S =10,y (0,7(M)) = S = S <]0,v(M)[.

Ainsi, les informations dont nous disposons pour les suites fortement réguliéres avec v(M) =
w(M) sont résumées dans les deux premiéres lignes du Tableau

Théoréme 3.4.1 (Théoreme généralisé de Borel-Ritt-Gevrey). Soit M une suite de poids ad-
mettant un ordre proche non nul et v > 0 donné. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) v < w(M) = y(M), N
(i) Pour chaque [ = > . ap2? € Cl[z]]wm, il existe une fonction f € Aw(S.,) telle que

fNM]?v

c’est-d-dire que B(f) = . En d’autres termes, Iapplication de Borel B : JZlM(SV) —
C[[2]]m est surjective.
Donc, Sy =]0,v(M)] =10, w(M)].

Démonstration. La preuve découle du corollaire [3.3.4]

(M) el
V(M) € Q I;) (nllp) w (M) - o Z;] ((er11)mp> SODTT . pgo <(p +11)mp> SO F1 o
Sw 10, y(M)[
S 10, 7(M)[ ou 10, 5(M)]
S 0, (M)

TaBLE 3.3 - Intervalles de surjectivité pour les suites de poids admettant un ordre proche non
nul.
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Sm, | 10, af
g&la 10, o
10, o]

SM,,

TaBLE 3.4 - Intervalles de surjectivité pour les suites M,, o > 0
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Chapitre 4

Opérateur d’extension global

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux opérateurs d’extensions et aux inverses a droite
de I'application de Borel. Nous rappellerons d’abord les propriétés qui nous serons utile pour
la suite. Ensuite, nous donnerons des conditions sur les suites sous lesquelles il existe des opé-
rateurs d’extension de 'application de Borel. Nous nous sommes principalement référencés de
(14], [21] et [9].

4.1 Propriétés sur les suites

Définition 4.1.1. On dit que la suite M satisfait la condition (5;) si

1
M *&Dr 1]
Ve >0, JkeN, k>1:limsup | —2 — <e, (B2)
p—® M, Mkp

Le lemme suivant donne des conditions équivalentes pour (/33) :

Lemme 4.1.2. Soit m une suite croissante, alors : )
a) Pour(0 < j < p, on a que la fonctionp : N x N — R, (p,j) — % @7 est croissante
J q ¥ J M
J
pour les deux variables.
(b) De plus, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) la suite M satisfait la condition ([35),
L
(ii) 3 :¥e > 0,38 €]0,1[, 3po : Vp = po, 3j : Bp << p : (%) < emyy,

(iii) Ve > 0,30 €]0,1[, 3po : Vp = po : max,<sp X—;’?’%J < P

p
Mp
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Démonstration. (a) Puisque m est croissante, on a que M est (Ic). Pour j fixé posons N, :=

@ = my;---mjpp—1 et Ng = 1.1l résulte donc que la suite (V) est également (Ic) et

L
par la proposition [1.1.8(ii.c), on a que N,i/k = (%) "7 est croissante oup:=k+j.
J

(b) (i) = (i7) par hypothése, on a

M\ &=Di 1
Ve >0, dk e N, k>1zlimsup<ﬁl€]) <e.

j—00 Mij—1

Posons 3 := ;,avec k = k(¢/2). En utilisant le point (a) et la croissance de m, on a pour
p suffisamment grand, tel que p < kj — 1 < 2p:

_1 1
<%) () L - (ng> *—1); -
M; My M;

(ii) == (iii) Nous appliquons (ii) pour €3 < 1 et nous supposons que j < f3p et
B < &.Posons ¢ := [p/l] et pour p assez grand, on a

1 1 -
L7 L p—J i
(%)(k 1]L:<% 1 A)P*]g % 1 <€SZZ*;<€PEJ.

Mj my, Mj mg_] Mj m?_]q

La premiere inégalité résulte du fait que Mpqu_‘j < qugfj et la derniére résulte du
fait que

3l(q —j) = 3lqg—3lj > 3lg — 3lp/(2l) = 3lg — 3p/2 > 3(p — 1) — 3p/2 < p,

ce qui est vrai pour p suffisamment grand et un [ fixé.
(11) = (iii) choisissons k tel que + = (et e < 1. Ainsi pour p = kjetj < fp
suffisamment grand, on a

1
Mkp *=Dr 1 _kj k.
V — L gilk-l) = gk-1 L g,

p

Lemme 4.1.3. Une suite positive M satisfait a (v, si et seulement si sa r-interpolation P satisfait
a(m).
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Démonstration. La condition est nécessaire car

Dp 1 Phr+j 1
sup— » —=h sup ——= —
peN P gpq jel{clewor} kr + i /Z

0
/N, 1

<sup 2= ) ),
ICGNO k‘”r + j q<kj 1 pqr+j

< rsup
keNy kr + j 2

rsup . Z
keN q<k VALl

La condition est suffisante car

sup
peN P {/mq peN Pr

]

Le lemme suivant donne la condition pour que une suite satisfaisant ([, ) satisfasse (,.)Vr € No.

Lemme 4.1.4. Pour tout r € Ny, si la suite M satisfait la condition (33) et la suite (m,/p"), € N
est presque croissante, alors m satisfait la condition (7,.).

Démonstration. Soit la suite (Q),),, définie par ), = /M,,. Il est clair que Qo = 1 et que la
suite (Q),), est (Ic). Puis que M satisfait la condition (5), Ve > 0, 3k e N, k> 1:

1 1 1/r
x-Dp 1 M *k-1p ]
lim sup (%> — = limsup (ﬂ) — < e
p—00 @y Qkp p—00 M, Mikp

O\ T 17 1 oP(k=1) G
Chp —k:p A
» f]gkpppk 1)
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La derniére égalité résulte de la formule de Stirling : n! ~ +/2mnn"e™,Vn € N. D’ou en tire
que la suite ((),), satisfait (). Soit py tel que la suite (m,,/p"), = po est presque croissante.
Alors Il existe donc k € N, k > 2, de sorte que pour p > py :

Ainsi,
1 FeRtle-l g o +00
1 LN ) = ()Y o
il D j—zkzlp 4 zzz(:) Trtp ;) Qrtp
k—1*°°<1>l 2k — 1)
< < -] = = .
d&p o5 \2 dp
D’ou on conclure que la suite (g,), satisfait (1) et par conséquent la conclusion suit. O

4.2 Existence d’opérateur d’extension global

Définition 4.2.1. Pour toutr € N,un opérateur d’extension global 7" de C[|z] ]y dans &y ([—1, 1])
(resp.Lu ([0, +0[) ; N[0, +00[) est une application tel que (Ta)™)(0) = a, pour tout
a € C[[2]]quy et n € Ny.

Maintenant nous pouvons montrer le lien entre I'existence d’un opérateur d’extension global
et la condition ()

Proposition 4.2.2. Soit M une suite telle que M est une suite de poids et v € N. Si il existe un
opérateur d’extension global T : C[[z]]ary —> M, ([0, +0[), alors la suite M satisfait ().

Démonstration. Parle théoréme[B.0.7, il existe A > Otelque T" : C[[2]]na1y — Nu,a([0, +0[)
est aussi un opérateur d’extension global. Donc il existe C' > 0 tel que

|ap| )
Tal| < C.al; =C.sup | —— | .
|| Ta]| ETR Sup <p!Mp

Alors, il existe des fonctions réelles ¢, € N, ([0, o0) telles que :

1, J=0p,
07(0) = (e), = 4 0 j € Noj #p.
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Par la formule de Taylor, pour tout y > 0, il existe un 6 €]0, 1| tel que

pr pr o~
®r) () — 1| < Y @) Oy)| < Y AP
pr M pr
M VT s

Soit h €]0, A=%"[. Alors pour tout y € I := [0,h &/ (pr)!/V/fy,], on a o (y) — 1] <
C (k" A%)?, ainsi 0" (y) > 1/2 pour p suffisamment grand. Ainsi pourp = poetj € {0, - ,p},
en intégrant (p — j)r fois cette derniére inégalité, on a

X 1 y(p_j)r

(Jr)
® Yy == : ) Vy € [7
W= S =)

de plus, en insérant le dernier point de /, on a

[\

h(pfj)r pr ' (pf.j)/p -
(@) Gy el (@),

1
2((p—J)r)! (mgy)P=i ze[0,+ 0]

Par la suite, puisque ((pr))®=)" = (((p — j)r)!))", on en tire que

1 3 (p—3)r
S| == < sup @Y7 (x)|, Vp=po, Vjie{0,--,p} (4.2.1)
2 ( \ m?p) x€[0,+00[ b

Soit £ > 0, fixons 857! < e¢h”. En effectuant le méme raisonnement que au début de la preuve,
on a que il existe ¢ > O et B > 1 tel que 7" : C[[z]]m,s} © Murg([0, +0[) et en particulier
epllq < ﬁ pour tout p € N. D’autre part, comme

—~

sup |05 ()] < [ @pllg¢’ M < B —%,
2€[0,+00[ sPMp

en utilisant ([4.2.1), on en tire que

(p—d)r =

\ mZp SpMp
et donc
]/\Z 1/(p—J) 1
_P — < (23)1/(p—j)h—rqj/(p—j)s—p/(p—j) (4.2.2)
Mj m2p
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pour tout p = pg et j € {0, ,p}.

Maintenant fixons 3]0, 1/2[ tel que ¢** < 2 et s7/(1=%) < 257! ainsi qu'un entier p; >
sup{4, po} tel que (2B)*P1 < 2 et ¢***¥/P1 < 2. Pour tour p > p;, posons js := [Bp] I+ 1.
Ainsi, on a que p < jg < 1+ p/2 < p.D’une part de jz > fp,onap — jz < p(1 — f3), ainsi
p/(p—jg) > 1/(1 — ); d’autre part de jg < fp+ l,onap — jz = p(1 — ) — 1 = p/4, ainsi
Js/(p — js) < 4js/p < 4+ 4/p. Donc en utilisant I'inégalité ([4.2.2), on en tire que

1/(p—3) 1
(710) L < opyeprgerango-n < 8
i Mayp h"s

d’ou la conclusion par le lemme

Théoréme 4.2.3. Soit M une suite telle que M est une suite de poids et v € N. les assertions
suivantes sont équivalentes :
(1) la suite m satisfait les conditions () et (S32),
(2) il existe un opérateur d’extension global T} : C[[z]]qy — Dwm,([—1,1]),
(3) il existe un opérateur d’extension global Ty : C[[z]]qm, — L ([0, oo[)
(4) il existe un opérateur d’extension global T} : C[[z]] ey — N ([0, +0]).

Démonstration. (2) = (3) = (4) : trivial puisque

Dy, ([—1, 1])|[0,1] < Ly ([0, +OO[)|[0,1] < N ([0, +OOD|[0,1]-

(4) = (1) est une conséquence immédiate de la proposition [3.2.1] et

(1) = (2). Soit P la suite r-interpolée de M. Puisque la suite m satisfait les conditions (),
par lemme la suite (p,),, satisfait (7). Ainsi par le théoréme il existe une extension
S : Cl[[z]]gpy — Ep([—1,1]). choisissons ¢ € Ep([—1,1]) tel que ¢ = 1 au voisinage de 0 et
P (1) = (1) = 0 pour tout p € Ny. Et donc

e[-1,1]

sinon

p(z)Sa(z),
U Cllellie — De([-L1D, (@)~ {0
est un opérateur extension, car pour toutp e N, z € [—1, 1] et A>0,ona

(pSa)®)( ZCP =9 (0)(Sa)? (0 ):(Sa)(p)(()):ap

1. [Bp] désigne le plus grand entier < Sp
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et

|(p52) \Z}Z 7o (2)(Sa) P ()|

hS]

Z ?||o|| AP B, ||(Sa)|| AP,

p
<|l¢lll|(Sa)||APN, " C*

= |1¢lll|(Sa)||(24)"N,,

De plus, 'opérateur

Vo Cllpy — U:Cll2lley,  (ap)p = (by)p

ap,, q=20 , .
avec byt = pour tout p € Ny est un un opérateur linéaire et
0, qef{l,---,r—1}
continu. Ceci est bien définit car M, = P, pour tout p € Ny,

Soit E le sous-espace vectoriel topologique de Dp([—1, 1]) dont les éléments sont des fonctions
f satisfaisant f®"+9 = 0 pour tout p € Ny et ¢ € {1,--- ,r — 1}. Alors I'image UV < E.
De plus, par un raisonnement analogue que dans la preuve de la proposition on a que
Dum,([—1,1]) € Dp([—1, 1]), ainsi 'opérateur

W:DMjr([—l,l])—>E, f—rf
est bien définit,bijectif, linéaire et continu. Par conséquent, I'opérateur
WUV - C[[2]] ey — P ([~1,1])

est linéaire et continu par le théoréme du graphe fermé. De plus, il s’agit d'un opérateur d’ex-
tension global, car pour (a,), € C[[z]]q; et pour p € Ny, on a

(W='uva)” (0) = (UVa)” (0) = (Va),, = a,.
O

Nous allons a présent construire un opérateur qui fait le lien entre la classe des fonctions ultra-
différentiables D)y et la classe des fonctions ultraholomorphes A{M} (Sy).

Proposition 4.2.4. Soient M une suite de poids,r € N, A > 0 ety > 0 tel quey < r. Alors il
existe une constante c > 0 et un opérateur linéaire et continu

WD, 7 a([=11]) = Agg oa(S5)

, de sorte que
(W £)™(0) = nlf"(0)Yn e NVf € D, 57 ,([-1,1])
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Démonstration. Soit f € D ;7 ,([—1,1]), définissons ¢ sur Hy = {z € C : R(z) > 0} par

f f(t) exp(—-—

et la fonction ¢ définie sur le secteur S, par g(z2) := ¢(v/z ) On a que g est holomorphe.
De plus, pur z € S] et n € N, il en résulte par intégration par partie répétée que

d’ou
L . 1 ¢
= 2 1000 =2 [ (-0 e
j=0 0 -
Ainsi, en faisant une intégration par partie, on en tire que

2) — Sh G (0)27 1
A2 EOZ por) = [ esa-Lyg

zn

De plus, on a que

t n t
sup |exp(—)||f" (@) < - sup |exp(—-)| < ¢,
te[0,1] z te[0,1] z

n+1)( )dt‘.

(4.2.3)

t
et lim exp(—=)f™*V(t) = 0, par le théoréme de la convergence dominée, on en tire que
z

z—0,2651

_p(2) = 20 F9(0)
hr% J
z— zn

= f™(0)¥n e N.

(4.2.4)

Par la suite choisissons > 0 tel que v < 8 < r et s € N tel que le disque le disque D centré en
|z cos(arg z) =
|z| cos(5 ) D’ou |z| < B - R(z) pour z € Sy, avec B = (cos (”5)] . En utilisant (}4.2.3

z et de rayon |z|/s soit contenu dans Sg pour tout z € S,. Ainsi, on a %(z) =

en tire que
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. nr—L ¢(j) () 1
plz) — Z 07 | = sup |1J0 eXp(—E)f(nr)(t)dﬂ

sup |
ZGSQ/T. an ZES@/T

< sup [f"(t)] sup J exp( t?R )dt
te[0,1] zesg/r ‘

< HfHA”p']\\/fn sup B J exp( t%

ZESﬁ/T
. 1 — exp( %(%))
< [ f[A"M,, - sup
ey, 2] R(E)

Appliquons maintenant a g la formule intégrale de Cauchy pour z € S, etn e N:

9z = (9(z) ~ 3, S (0))

~ (e = X, FOO)(ay)®
n [P - N PO

27 Jap (u— z)n+t

Ainsi, pour tout n € Ny, on a
iy [ PR =S OO

n! u"
0 ") (0)———
* 2mi an ( )(u — z)ntl s

et en utilisant ([4.2.4), on en tire que
! 1
D) = g | FO00)du = nlf7(0)
u

I
2509 21 Jap
En outre, il résulte de (|4.2.4), :
ol ) = S PO 0) ()
9" (2)] < 5 - 2m— sup | o
2m S wedD (Iz1/s)
r—1
IR v IO
2| uedD (/u)mr
<< B |f|A"M, - sup |u]
|Z| uedD

= B f- (Als (1 + 1/))" .My,
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dou[lg]| < BI||f]-
Donc si on fixe g™ (0) := n! (") (0) pour tout n € Ny, alors

W DT,M,A([_L 1]) = Ay a(Sy), [ —gls,

est bien définie, linéaire et continu. ]

Théoreme 4.2.5. Soit M une suite de poids et r € N. Si il existe un opérateur d’extension global
Ty : Cll2]lgmy — Duyr11([—1,1]), alors pour tout v €]0, 7], il existe un opérateur d’extension
global T: C[[z]]py — Ay (S5)-

Démonstration. Puisque M est une suite de poids, alors il est clair que M est une suite de
poids et par le théoréme on a que la suite 7 satisfait les conditions (v, 1) et (32). D’ou
lemme et lemme on a que 7 satisfait satisfait les conditions (,) et (32). Donc par
le théoréme il existe un opérateur d’extension global

U Cll=]l gy — Dyg, ([-1,1]).

De plus,
Vo Cllzllon — Cll2llgny  (ap)p = (ap/ph)y

est un isomorphisme et

WD, 5([-1,1]) — Ag(S,),
I'opérateur donné par la proposition car vy < r.D’ou

WUVl — Agy(S,)
est 'opérateur d’extension global recherché, car
(WUVa)®) = (plUVa)?) = p!l(Va), = a,,
pour tout a = (ay,), € C[[z]]} et p € Ny. O

Déterminons a présent la condition sur les suites de poids pour laquelle il existe des opérateurs
d’extension pour les secteurs d’ouverture arbitraire.

Théoréme 4.2.6. Soit M une suite de poids telle que
pour tout r € Ny, (m,_1/n")nen, est presque croissant. (4.2.5)

Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Pour tout r € Ny, il existe un opérateur d’extension global Unr,, : C[[z]]ny — Az, (Sr)-
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(ii) Pour un certain v € Ny, il existe un opérateur d’extension global Uy, : C|[[2]]gyy —

(iii) M satisfait la condition (33).

Démonstration. (i) = (i) trivial.

(1) = (uii). Pour r € Ny, Puisque Un, : C[[2]]gmy — Ay (Sr) est un opérateur d’ex-
tension global, il en est de méme de Uy, |0, 0[: C[[2z]]gm — /\f{Ml}([O, o0[). Donc par la
proposition on a que M satisfait la condition (/33).

(13i) = (i). Soit r € Ny tel que r €]«, o[. Par hypothése, M satisfait la condition (/3;) et la
suite (m,,/n"),cy est -croissante, ainsi par le lemme on en tire que 1M satisfait la condi-
tion (7,4+1. D’ou par le théoréme il existe un opérateur d’extension global 7" : C[[z]] gy —
Dir+13([—1,1]). Dons nous pouvons conclure par le théoréme [4.2.5] O

Théoreme 4.2.7. Soit Ml une suite de poids. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Y(M) = 0.
(ii) Pour toutr > 0, il existe global Uy, : C[[2]] gy — Aggnary (Sr).
(iii) Pour toutr > 0, il existe un opérateur d’extension global Vi, : C[[2]]qm — .,Z?M}(ST).
(iv) Tous les intervalles de surjectivité sont |0, oo|.

Démonstration. (i) == (ii) Etant donné r > 0, considérons 7 := |r| + 1 > r. D’aprés
la proposition [1.4.14{il est clair que v(M) = oo, et par la la Proposition [B.0.3| nous avons que M

satisfait (6 . De plus, par le corollalre 1.4.15, on a que ™ satisfait (%OH On peut appliquer le
théoréme4.2.3|pour la suite M et I'entier positif ro + 1, puis le théoréme|4.2.5/pour la valeur a =

r,afin d’ obtenlr un opérateur d’extension global global global global global Um,r : C[[2]]py —
A o0 (Sp).
{MpAT

(i4) = (4i4) 1l est clair par la Proposition [2.1.8](i).

(1i1) == (iv) Par la définition d’un opérateur d’extension global comme inverse a droite pour
I'application de Borel, nous avons évidemment SM} =10, co[. Alors, (2.2.2) conduit au résultat.

(iv) = (i) Il suffit d’appliquer le théoréme O
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Annexe A

Ordre proche

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la notion d’ordre proche qui jouera un réle essentiel
dans I’étude de la quasi-analyticité des classes de fonctions ultraholomorphes.

A.1 Définitions et propriétés

Définition A.1.1. Nous disons qu’une fonction réelle p, définie sur |¢, oo pour un certain ¢ > 0,
est un ordre proche si les conditions suivantes sont réunies :

(i) p est continu et continuellement différentiable par morceaux dans |c, o[,
(i) p(t) = 0 pour chaque t > ¢,

(iii) limy_e p(t) = p < o0,

(iv) limy_ tp'(t)log(t) = 0.

Dans le cas ou la limite p > 0, on dit que p(t) est un ordre proche non nul.

Remarque A.1.2. Par définition de la limite, si p(¢) est un ordre proche avec une limite p a
'infini, pour tout ¢ > 0 il existe £, > 1 tel que

e < tPO) <t > g

1
Exemple A.1.3. La fonction p(t) = p + -~ est un ordre proche. En effet

(i) p(t) est de classe C*(]0, o0[),
(i) p(t) = 0 pour chaque t > 0,

(iii) limye p(t) = p < o0,
)

(iv) Ona p'(t) = 777 Ainsi

log(t
—00

t—o0 tY
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Définition A.1.4. Deux ordres proches p; et p, sont dits équivalents si
lim (p1(r) = pa(r)) log(r) = 0.
Proposition A.1.5. Sip; et ps sont équivalents et silim, ., p1(r) = p,

alors lim,_,, pa(r) = p et lim,_,, P (") rr2(r) = 1,

Démonstration. Puisque p; et po sont équivalents, on a
lim py(r)log(r) = lim pa(r)log(r).
7—00 7—00

D’ou on en déduit que

lim p1(r) = lim po(r) = p et lim TPI(T)/TPZ(T’) -1
7—00

r—00 r—00

D’apres les travaux de L. S. Maergoiz, nous avons les résultats suivants.

Théoréme A.1.6 ([5], Thm. 2.4). Soit p un ordre proche avec p(r) — p > 0 lorsque r — 0. Pour
chaque v > 0 il existe une fonction analytique V' dans S, telle que :
(i) Pour tout z € S,
v
lim (2r) = 2f

S Ve
uniformément dans les ensembles compacts de S.,.

(ii) V(z) = V(Z) pour tout z € S,, (ou, pour z = (|z|,arg(2)), on pose z = (|z|, — arg(z))).
(iii) V' est positif dans |0, oo, monotone croissant et lim,_,o V' (r) = 0.
(iv) La fonctiont € R — V(e') est strictement convexe (c’est-a-dire que V' est strictement convexe
par rapport alog(t)).
(v) La fonctionlog(V (t)) est strictement concave sur |0, co|.

(vi) La fonction py (t) := log(V (t))/log(t), r > 0, est un ordre proche équivalent a p.

Nous désignons par B(, p) la classe de telles fonctions V.

Proposition A.1.7 ([5], Propriété 2.9). Soit p > 0, p un ordre proche avec p(r) — p, vy = 2/p et
V e B(~, p). Alors, pour chaque o € (0, 1/p), il existe des constantes b > 0 et Ry > 0 telles que

R(V(2)) = bV([z]), 2 € Sa, |2 = R,
ou R représente la partie réelle.

Théoréme A.1.8 ([12], Ch. 2, Thm. 2.1). Soitw :]a, ®0[—]0, co[ une fonction continue non néga-
tive et non décroissante avec p|w] := limsup,_,, log(w(t))/log(t) < oo. Alors, il existe un ordre
proche p(t) aveclim;_,, p(t) = p|w] tel que

w(t)

lim sup o)

t—00

€ (0,00).

€=

De plus, plwwm] =
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Théoremes et propositions utiles

Proposition B.0.1 ([10], Prop. 1.8.1IL, p. 18-19). ] Soient (ay,)nen €t (bn )nen deux suites croissantes
de nombres réels positifs. Posons
bo = 0, NO =0 et Nn = Z(bl — bi_l)CLi
i=1
Alorson a

sup(bgz — Ni) = sup(bgz — Ni) = bz — Ny,
k=1 k=0

pour
Am < T < Am41, MM = 1.

Démonstration. Puisque by := 0 remarquons d’abord que,

n n—1

Nn Z(b - bz 1 Z b; iy — 2 bz 14; = Z - aiJrl)bi + anbn~

i=1 i=1
De plus, bz — Ni, = brap — Ny, = Zi:ll bi(a;11 — a;) = 0 pour tout k > 1 et bz — Ny = 0,
d’ou
sup(bgz — Ni) = sup(bgz — Ni).
k=1 k=0

Soit x € [ay, Gyt pour0 <p<m < qona

p—1

by — Ny = > (be(arr — ar)) + by(x — ay)
k=1
p—1 m— rn—1
= Z(bk(akﬂ —ag)) Z a1 — ai) + by(r — ay,) car Z (agt1 — ag) = am — a,
k= k=p k=p

m—1
Z (be(ak+1 — ax)) + by (z —ay,) carb, < by pourp <k <m
k=

zbmfrj—Nm.
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D’autre part

q
byt — Ny = byx — Ny, — Z ((bg — br—1)ax) + (by — bp)xr carx < appourm+ 1<k <gq
k=m+1

= byx — Ny.

On voit donc que pour 0 < p <m < gonabyx — Ny < b,z — Ny, et byx — N, < b, — Ny,
D’ou la conclusion. [l

Théoréme B.0.2 ([19],Stolz-Cesaro Thm. 1.22). Soit (a,,)nen une suite de nombres réels et (b, ) nen
une suite strictement monotone et divergente. Alors
Apy1 — @
lim " — ] (€ [~o0, +00])

implique

Démonstration. Supposons que [ soit fini et que (b,,) soit strictement croissant. Choisissons un
¢ positif. Par hypothese, il existe n. > 0 tel que pour toutn > n.onab, > Oet

Qpy1 — Gp €
Ing1 Zn ) £
anrl - bn 3
Ainsi
(bn+1 - bn)(l - 8/3) < lpy1 — Ap < (bn+1 - bn)(l + 8/3) (B-O-l)
En prenant dans([B.0.1), successivement n = n.,n = n.+1,--- ,n = n. +p— 1, eten

additionnant toutes ces inégalités, on obtient successivement

(bne+p —bpe)(l —¢/3) < Onetp — Ane < (bng+p — b )l +¢/3),

€ e. by, Qe [ € €
l—-—(l—2)——+ L <l+-—(I+=
TR U we e B Chal Y

b, ,

bne +p bne +p

De plus puisque b,, diverge, on a que les suites (b, /bn_+p)p €t (ane/bn.+p), tendent vers 0. Alors
il existe p. > 0 tel que pour chaque p > p. on a

br

bne +p

(1 +

)

<€ t
- e
3

Wl M

Donc, pour chaque n > n. + p., on a finalement

a
]
-3
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Donc a, /b, — 1.

Supposons que [ = +c0. Nous pouvons supposer que tous les b,, sont strictement positifs. Soit
M > 0.1l existe n,, tel que pour tout n > ny, on a

Apy1 — Ap > e

bn-‘rl - bn

el
Qpi1 — Qp > M(bn+1 — bn) .

En additionnant ces inégalitésdenan +p—1,ona
Onrp — an > M (bpsp — bn)
Unip/bnsp > M + (an, — Mby,) /byip.
Puisque, ((a,, — Mb,)/by+p), tend vers 0. Alors il existe un py, tel que pour tout p > pys on a
(@ — Mby) /by < M2
Donc, pour chaque n > njy; + pys, on a finalement
an /by, > €/2.

Donc, a,,/b, — 0. Le cas | = —0 se traite de maniére similaire. O

La proposition suivante donne lien entre I'indice de croissance (M) et la condition ([(s).

Proposition B.0.3 ([14], Proposition 4.4. ). Soit M une suite de poids. Si v(M) = oo, alors M
satisfait la condition (fs).

Le lemme suivant ne sera pas démontré. Le lecteur pourra consulter la preuve ici [10, Sect.
6.41V].

Lemme B.0.4. Si f € C"([—1, 1]) pour un certainr € N et que
Qo= sup [f(z)l, et Q= sup [f7(x)],

zin[—1,1] ze[—1,1]

alors '
sup | f9 ()] < (Ser/j) max(Qy ", QY. (r/2) Qo).

xze[—1,1]

pour chaque j € {1,...,r — 1}.

Lemme B.0.5 ( [4],Lemma 1.3.6 ). SoientT > 0 etu € C™ (] —o0,T]) qui s’annule sur | — oo, 0].
Soit (a;); une suite décroissante positive tel que T’ < aj + - - - ayy,, alors pourx < T :

u(z)] < D 47 supay - a;|u@)|

jed y<x

OuJ={jll<j<m e aj+1<a; ou j=m)
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Lemme B.0.6 ( [21],Lemma 2.1). Soit M est une suite (Ic). Pour toutr € N, les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) la suite m satisfait la condition v, .1,

(ii) la suite m satisfait la condition ,.

Théoréme B.0.7 (Théoréme de factorisation de Grothendieck, [20] p.290). . Soit E un espace
localement convexe, F' et F,, des espaces de Fréchet et u € L(F,FE), u, € L(F,,E),n € N. Si
u(F) € Upentin(Fy), il existe unm € N tel que

. Si u,, est injective, alorsv € L(F, F,,) existe avec u = u,, o v.
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Annexe C

Surface de Riemann associée a fonction
logarithme

Dans cette section nous définirons la notion de surface de Riemann et nous allons voir la surface
de Riemann du logarithme comme le graphe d une fonction de C?. Nous nous somme principa-
lement référencé de [[17]], mais pour une étude plus générale des Surfaces de Riemann associées
a une fonction analytique voir [18]].

Définition C.0.1. Une variété complexe de dimension n est un espace topologique séparé X
recouvert par un nombre dénombrable de cartes. Une carte est la donnée d’un ouvert U, de X,
d’un ouvert V,, de C" et d'un homéomorphisme ¢, : U, — V,, tels que si deux cartes U, et Ug
se rencontrent, I'application de changement de cartes ¢35 0 ¢ 1 : 9o (Uy N Us) — ¢5(U, N Up)
soit un biholomorphisme On dit que (Uy, o )o est un atlas holomorphe.

Définition C.0.2. Une surface de Riemann est une variété complexe de dimension 1.

Considérons

R={(z,w): 2z =exp(w)} = C*.

Montrons que R est une surface de Riemann. Puisque C? est un espace métrique, on a que R est
un espace topologique séparé. De plus, soit (z,w) = (exp(w), w) € R, la projection ¢ : R — C
définie par ¢(z,w) = z et soit D,, un disque centré en z; = exp(w) et ne contenant pas zéro.

Alors,
d
ho(z) =w+ | 2,
c

ou C est n’importe quel chemin joignant z; a z; dans D,,. Montrons que h,, holomorphe dans

1. Holomorphe,bijective et d’inverse holomorphe
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D,, et prend la valeur w en z;. En effet, on a que h,,(z), est holomorphe avec /! (z) = % car

ho(z +7) —hy(2) 1 fz” dnp 1 (*dn

T TJdzsn N TJz N

_1J~z+7’d77
1)

_Jl dt
B 0 2+ 1tT

_ log(1 + 7) —log(1)

1
— — dt— 0.
., quan

h .
e’ip(zw sur D,,. Ainsi, on a

exp(hu(2)) — exp(hu(2))

De plus, posons g(z) =

g'(z) = . — 0.
Donc par le théoréme de 'ouvert connexe, on a que g est constant sur D,,. Or g(z;) = —1 car
21 = exp(w), ainsi w = 1 et on en tire que (z, h,(2)) € R.

Posons

Up = {(2,hy(2)) : z€ Dy} < R.

Soit ¢,, la restriction de ¢ a Uy, on a que ¢,, : U, — D, est un homéomorphisme (car un
inverse continue est donné par z — (z, hy(2))). De plus U,, est un ouvert de R (car image d’'un
ouvert par un homéomorphisme). Si deux de ces disques D,, et D!, s’intersectent, la fonction de
transition qui 2z — z définit sur l'intersection est bianalytique. On conclut donc que les cartes
(¢w, Uy,) réalisent R comme une surface de Riemann et sur R, le logarithme est représenté par
I'application
¢ (z,w) > w.

On a que ¢ est un homéomorphisme de R — C dont 'inverse est donné par w — (exp(w), w).
On appelle R la Surface de Riemann du logarithme. Généralisons ce résultat en montrant que

I'ensemble des zéros d’une fonction de deux variables complexe est une surface de Riemann.
pour le faire, admettons le théoréme suivant :

Théoréme C.0.3. (Théoréme des fonctions implicites) Soit F : C*> — C continue et (2o, wy) € C?
est tel que F'(zg, wp) =0

i. Sila fonction F' est analytique en z pour chaque w fixé et — (zo, wo) # 0, alors il existe

d > 0 tel pour tour w € D(wy,?), on a une fonction z = g(w) satisfaisant F(z, w) =
F(g(w), w) =0
ii. Sila fonction F' est analytique en w pour chaque z fixé, alors g(w) est analytique et on a

gw) = 22 (g(w), w)
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F1GURE C.1 - Surface de Riemann R de log 2

Théoréme C.0.4. Soit F' : C> — C continue tel que F' est analytique en z pour chaque w fixé et
F est analytique en w pour chaque z fixé. Si au moins une des dérivées partielles est non nul, alors

R={(z,w)eC?: F(z,w) =0} c C
est une surface de Riemann.

Démonstration. Puisque C? est un espace métrique et que 'ensemble des zéros d’une fonction
a deux variable complexe est de dimension complexe un, on a que R est un espace topologique
séparé de dimension complexe 1. De plus,

oF |
i. Si(zp,wp) € Ret P (20, wp) # 0, alors par le Théoréme des fonctions implicites (C.0.3
z

il existe § > 0 tel pour tour w € D(wy,d), on a une fonction z = g(w) satisfaisant
F(z,w) = F(g(w),w) = 0. Ainsi posons D,, = D(wy,?) et U, = {(g(w),w) : w €
Dy} < Rcar F(g(w),w) = 0.

Soit ¢ : (z,w) — w et ¢, la restriction de ¢ a U,, on a que ¢, : U, — D,, est un
homéomorphisme(car un inverse continue est donné par w — (g(w), w). De plus U,, est
un ouvert de R(car image d’un ouvert par un homéomorphisme). Donc la paire (U, ¢.,)
est une carte complexe de R en (zo, wp).
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oF
ii. De méme si (z;,w;) € R et —(z1,w;) # 0, alors par le Théoréme des fonctions im-
w

plicites (C.0.3), il existe § > 0 tel pour tour z € D(z1,4), on a une fonction w = h(z)
satisfaisant F'(z,w) = F(z,h(z)) = 0.

Ainsi posons D, = D(z1,0) et U, = {(z,h(2)) : z€ D,} € Rcar F(z,h(z)) = 0.

Soit ¢ : (z,w) — z et ¢, la restriction de ¢ a U, on a que ¢, : U, — D, est un ho-
méomorphisme(car un inverse continue est donné par z — (z, h(z)). De plus U, est un
ouvert de R(car image d’un ouvert par un homéomorphisme). Donc la paire (U, ¢.) est
une carte complexe de R en (21, w;).

iii. Vérifions la compatibilité des cartes. Si nous avons deux cartes (U, ¢w) €t (U, Gur),
alors la fonction de transition est la fonction identité défini sur D, n D,y # ¢ qui est
biholomorphe. De méme pour deux cartes (U, ¢, ) et (U, ¢./). En fin si nous avons deux
cartes (Uy, ¢y,) et (U, ¢,) tel que U, n U, # ¢, alors les fonctions de transitions

Guw 0 G,z — h(2)
et
¢ 0 ¢yt s w — g(w)

sont holomorphes . D’ou 1% est une surface de Riemann.

]

Ainsi nous pouvons voir la surface de Riemann d’une fonction analytique comme le graphe
d’une fonction a deux variable complexe.
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