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Chapitre 1

Introduction et rappels

1.1 Introduction

Les fractales de Rauzy ont fait leur premiére apparition dans la littérature en 1982
dans un article du mathématicien francgais Gérard Rauzy . Dans son article, Rauzy fait
apparaitre un pavage de R? a I’aide de tuiles auto-similaires en lien avec la substitution de
Tribonacci 1 + 12,2 — 13,3 — 1. Plus tard, la construction de Rauzy sera généralisée a
des substituions "aux bonnes propriétés" et de nouvelles fractales de Rauzy vont ainsi voir
le jour.

1—12,2—13,3—1 1—12,2—31,3—1 1—12,2— 23,3 — 312

FIGURE 1.1: Fractales de Rauzy associées a différentes substitutions. Ces figures ont été
générées en utilisant le logiciel sagemath.

A Theure actuelle, il existe plusieurs fagons de construire les fractales de Rauzy. Ce
travail s’intéresse a la construction & l'aide d’une substitution de Pisot irréductible et uni-
modulaire.

Le mémoire s’organise de la fagon suivante. Le premier chapitre sert & introduire nos
notations et a rappeler les résultats de bases utiles pour la suite. Ensuite, le deuxiéme
chapitre s’intéresse a la construction de la fractale et a I’étude de certaines de ses propriétés
de base. Le chapitre 3 met alors en évidence que la tuile centrale constitue un multi-pavage



du plan. Cela nous meéne tout naturellement au chapitre 4 qui s’intéresse au cas ou le multi-
pavage est un pavage auquel cas nous disons que la "conditon de pavage" est satisfaite.
Différents résultats permettant de vérifier cette condition sont démontrés et des graphes
sont construits dans le but d’en donner une condition calculatoire équivalente. Enfin, un
dernier chapitre met en évidence le fait que nos constructions en dimension n — 1 possédent
un équivalent dual en dimension 1.

1.2 Rappels d’algébre

Théoréme 1.2.1 (Perron-Frobenius). Soit M une matrice irréductible ayant uniquement
des entrées positives (ou nulles). Alors, M admet une valeur propre positive « qui est plus
grande ou égale en module & toutes les autres valeurs propres A : a > |A|. Cette valeur
propre ov ainsi que ses conjugués algébriques sont des valeurs propres simples. De plus, il
existe un vecteur propre associé a « avec des composantes strictement positives dans la
base canonique.

De plus, si M est primitive, alors a domine strictement les autres valeurs propres en
module : o > |\|.

Définition 1.2.2. La valeur propre v du théoréme précédent est appelée valeur propre de
Perron-Frobenius, valeur propre dominante ou rayon spectral de M et est notée p(M).

Théoréme 1.2.3 (Gantmacher 1960). Soit M une matrice irréductible a entrées positives
(ou nulles) et soit « sa valeur propre de Perron-Frobenius. L’inégalité av < Mv (considérée
composante o composante) implique soit que v est un vecteur propre de valeur propre « de
M, soit que v = 0. Dans tous les cas, av = Mv.

Définition 1.2.4. Un nombre oo € R est dit algébrique si il est racine d'un polynéme a
coefficients entiers.

Le nombre « est dit entier algébrique s’il est racine d’un polynéme monique a coefficients
entiers.

Les conjugués algébriques d’un entier algébrique sont les racines de son polynéme minimum.

Théoréme 1.2.5. Soit M une matrice n x n réelle. Notons A1, ..., )\, les valeurs propres
réelles et A\ri1, \pa1 -+ oy Aris, Aras les valeurs propres complexes. Notons enfin
U, ..., Wpy ooy Wpg 1, Upp gy - oo Uppsy Upgps

les vecteurs propres associés. Supposons que pour chaque valeur propre (réelle ou compleze)
les multiplicité algébrique et géométriques coincident. Alors M = CBC~! ou B et C sont
comme suit :

A




_ Cx Cx
C=|u, ... u, Ru,q, Suy1, ... Ru.p, Su,.,

1.3 Rappels de combinatoire des mots

Cette section comporte des rappels nécessaires sur la théorie de la combinatoire des
mots. Seuls les définitions utiles pour la suite sont reprises ici. Pour plus de détails sur la
combinatoire des mots voir 13| et [14].

Une alphabet A est un ensemble fini d’éléments appelés lettres (ou symboles). Un mot
fini w sur A est une suite finie de lettres wy . ..w, de A. A la suite vide correspond un mot
spécial appelé mot vide et noté €. L’ensemble des mots finis sur A est noté A*. L’ensemble
des mots finis non vide est noté AT = A*\ e. Etant donné un mot fini w = w; ... w,, nous
notons sa longueur |w|. Si @ € A nous notons |w|, le nombre d’occurrences de a dans w.
L’ensemble des mots finis de longueurs n est noté A™. Nous pouvons associer au mot fini w
un vecteur n X 1 qui compte le nombre d’occurrences de chaque lettre dans w appelé vecteur
de Parikh. Nous notons P la relation qui associe un mot fini a son vecteur de Parikh. Cette
relation sera appelée fonction d’abélianisation dans la suite.

Une opération naturelle sur les mots est la concaténation qui consiste simplement a "coller"
deux mots codte a cdte pour en former un nouveau.

Un mot infini w sur A est une suite infinies de lettres wyws ... de A. On peut voir un mot
infini comme une fonction des naturels dans A qui associe a chaque n € N la lettre w,,. L’en-
semble des mots infinis sur A est noté AN. Un mot infini w est dit ultimement périodique si
il peut étre écrit sous la forme w = uv* = wvvvv ... pour u,v € A*, v # e. Si u = ¢, alors
w est dit périodique. Si un mot infini n’est pas ultimement périodique, alors il est dit apé-
riodique. Nous pouvons également considérer des mots biinfinis w = . .. w_sw_jwowiws . . ..
Ceux-ci peuvent étre vu comme des fonctions de Z dans A.

Nous considérerons la distance suivante sur les mots infini : d(z,y) = o~ inf{n [ znFyn} vy o) €
AN, Nous étendons alors cette distance aux mots finis en posant d(u,v) = d(u’,v") pour
tout u,v € A* et ol ¥ = u®® est un mot infini de préfixe u et se terminant par
une infinité de symboles n’appartenant pas a l’alphabet. Remarquons que cette distance
est ultramétrique, c’est-a-dire qu’elle satisfait l'inégalité triangulaire forte : d(x,y) <
max{d(x, z),d(z,y)} Vz,y,z € A"

Un mot u est un facteur d’'un mot fini ou infini w si ce dernier s’écrit w = pus pour p € A*
et s € A*UA“. Si p = ¢, u est dit préfize de w. Si s = ¢, u est appelé suffixe de w. Le
mot u # € est un préfixe (ou suffixe) propre de w si u est un préfixe (suffixe) de w tel que
u # w. L’ensemble des facteur d’'un mot w est noté F(w). L’ensemble F,,(w) est 'ensemble
des facteurs de w de longueur n. Etant donné un mot fini ou infini w = wywjws . . ., hous
notons wy; ;) le facteur w; ... w;. De méme, nous notons wy ;| le facteur w; ... w;_;. Un fac-
teur v d’un mot infini w est récurrent s’il apparait une infinité de fois dans w. Le facteur
u est uniformément récurrent si il apparait une infinité de fois dans w et a délais borné



(il existe K € N tel que u apparait au moins toutes les K lettres). Le mot infini w est dit
(uniformément) récurrent si ses facteurs le sont.

Soient A et B deux alphabets. Un morphisme est une application o : A* — B* telle que
o(uv) = o(u)o(v) pour tout u,v € A*. Vu cette derniére propriété, un morphisme est
totalement déterminé par son image en chaque lettre. Un morphisme o est dit effacant si
il existe a € A tel que o(a) = €. Le morphisme est dit non-effacant sinon. Un morphisme
o: A* — A* ayant méme ensemble de départ et d’arrivée est appelé un endomorphisme.
Une substitution est un endomorphisme non-effacant. Une substitution o est dite uniforme
si |o(a)| = |o(b)| Va,b € A.

Une substitution o : A* — A* est prolongeable sur a € A si 0(a) = aw pour w € A*. Un
point fixe d’une substitution ¢ est un mot infini u tel que o(u) = u. Pour une substitution
o prolongeable sur a, nous avons que 0" (a) est préfixe de 0™ (a) pour tout n > 0. Ainsi,
le mot infini 6*(a) = lim,,_, 0™ (a) est un point fixe de o.

A une substitution o, nous associons une matrice M,, appelée matrice d’incidence, telle
que M,y = |o(b)|,. Une substitution est dite primitive si il existe k& € N tel que pour
toute paire de lettres (a,b) € A% le mot 0*(a) contient au moins une occurrence de b. Ceci
implique que la matrice d’incidence d’une substitution primitive est primitive.

Nous avons le lien suivante entre la matrice d’incidence et le vecteur de Parikh d’une sub-
stitution : P (o(w)) = M, P(w) pour tout mot w € A*. De 1, nous pouvons déduire que
M, = MF pour tout k € N.



Chapitre 2

La tuile centrale

Avant de commencer ce chapitre établissons nos conventions d’écriture.

Notation. Dans un soucis de clarté, nous ne noterons en gras que les vecteurs de R" ou C"
et laisserons en écriture basique ceux des autres espaces que nous allons rencontrer. Nous
noterons également pi;, la mesure de Lebesgue de dimension & (;; mesure des distances, pio
des surfaces, u3 des volumes, etc.).

2.1 Substitutions Pisot irréductibles

Une condition importante pour construire la fractale de Rauzy a ’aide d’une substitu-
tion est d’imposer que la substitution soit Pisot irréductible. Le but de cette section est
donc d’introduire ces substitutions et d’en explorer quelques propriétés utiles pour la suite.

Un entier algébrique o > 1 est un nombre de Pisot si chacun de ses conjugués algé-
briques A est tel que |A\| < 1.
On dira d’une substitution primitive o qu’elle est :

— Pisot (ou de Pisot) si sa valeur propre dominante est un nombre de Pisot.

— arréductible si le degré algébrique de sa valeur propre dominante est égal a la taille de
I’alphabet. Ceci revient & demander que son polynéme caractéristique soit irréductible

sur Q.
— wunimodulaire si le déterminant de sa matrice d’incidence vaut +1.

Par la suite, nous nous autoriserons a parler simplement de substituons Pisot pour dire
primitive et de Pisot.

Remarque 2.1.1. Remarquons que demander qu’une substitution primitive et irréductible
o soit unimodulaire est équivalent & demander que le terme constant de son polynome
minimum vaille +1. En effet, comme o est irréductible, le terme indépendant du polynéme
caractéristique est donné par le produit des valeurs propres. Or, le produit des valeurs
propre est aussi égal au déterminant de M, vu le ThéoremdI.2.1]



Exemple 2.1.2. La substitution de Tribonacci ¢ : 1 — 12, 2 — 13, 3 — 1 est une
substitution Pisot irréductible et unimodulaire. En effet, nous avons

111 4 3 2
My,=110 0 , M= | 2 1 : det(M,) =1
010 1 1

=N

ce qui prouve que o est primitive et unimodulaire. De plus, son polyndéme caractéristique

est

Yo=2>—a?—x—1

qui est irréductible sur Q et les valeurs propres sont approximativement
A1 >~ 1.839286755214161

A2 =~ —0.4196433776070806 — 0.6062907292071993:
Az ~ —0.4196433776070806 + 0.6062907292071993¢

12

d’ou o est de Pisot irréductible.
Proposition 2.1.3. Soit o une substitution de Pisot wrréductible et P, le polyndme carac-
téristique de sa matrice d’incidence M,. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

1) La substitution o ne peut pas étre uniforme.

2) Les racines de x, sont toutes simples.

3) La matrice M, est diagonalisable.

Démonstration. 1) Rappelons que pour toute matrice A € R™*" a valeurs positives nous
avons

min A < p(A) < max A

. Z ij < p(A) < ¢ Z i,

ou p(A) est la valeur propre dominante. Supposons par I’absurde que o est l-uniforme.
Dans ce cas, nous avons
Z(Ma)i’j :l, VZ € {17,TL}
(]

Ainsi, p(M,) = [ vu le rappel. Nous obtenons alors que | € Z est une racine de P, et ce
dernier est donc réductible sur Z d’ott une contradiction.

2) Comme o est de Pisot, elle est (supposée) primitive. Ainsi, par le théoréme de
Perron-Frobenius (1.2.1)), les racines de x, sont toutes simples.

3) Une matrice dont toutes les valeurs propres sont simples est diagonalisable. O

2.2 Décomposition de R" et projections sur les sous-
espaces

Le but de cette section est de décomposer I’'espace R" en fonction des vecteurs propres de
la matrice M,. Nous commencerons d’abord par décomposer C" pour passer a R" dans un

8



second temps. Cette fagcon de procéder en deux parties est du au fait que les constructions
se passent raisonnablement facilement dans C" mais nécessitent un peu plus de travail pour
étre transposée a R" comme nous allons le voir par la suite.

Dans tout ce qui suit, nous allons restreindre notre étude au cas d’une substitution
Pisot irréductible et unimodulaire car la théorie est bien plus simple dans ce cas. Notons
cependant que certains résultats s’étendent au cas réductible dans la littérature (voir par
exemple [8] ou [5]).

2.2.1 Décomposition de C"

Considérons donc une substitution Pisot, irréductible et unimodulaire ¢ sur un alphabet
A de taille n et soit S la valeur propre de Perron-Frobenius de M,. Commencons par
remarquer que le degré algébrique de cette valeur propre est n. En effet, comme o est de
Pisot, le polynéme caractéristique x, est irréductible et est donc le polynéme minimum de
ses racines.

Appelons @, ..., ) les r — 1 conjugués réels de 5 := BV, Les sous-espaces propres
correspondant sont tous de dimensions 1 vu la Proposition 2.1.3] Notons maintenant
B ger+1) - Br+s) B3r+s) les 2s conjugués complexes de 3. Nous ordonnerons les va-
leurs propres de la fagon suivante

(5(1)7 o 7ﬂ(n)) — (5(1)7 o 75(7’)75(%1)7 o ’6(7“4‘5),5(7‘-&-1)’ o 75(7‘-5-8))'

Autrement dit, nous posons B+ = gr+s+i) pour tout i € {1,...,s}. Notons que nous
avons n = r + 2s par la Proposition [2.1.3]

Maintenant nos notations établies, nous commencons par étudier des vecteurs propres
gauche et droit associés a la valeur propre dominante. Avant cela, introduisons la définitions
suivante.

Définition 2.2.1. Nous appelons morphisme canonique de Galois oy 1'application :

or 1 Q(B) = Q(BY), ¢ qsiqgeQ
B s B9,

Proposition 2.2.2. Soit 0 une substitution Pisot, irréductible et unimodulaire.

1) 11 existe un vecteur propre a gauche v de M, associé & la valeur propre f et ayant ses
composantes dans la base canonique strictement positives dans Z(f3).

2) Il existe un unique vecteur propre o droite ug de M, associé & la valeur propre 3,
ayant ses composantes dans la base canonique strictement positives dans Q(B) et tel que
(vg,ug) = 1.

3) Les composantes dans la base canonique (ey,...,e,) du vecteur vg sont linéairement
indépendantes sur Q. De méme, les composantes dans la base canonique de ug sont linéai-
rement indépendantes sur Q.



Démonstration. 1) Un tel vecteur v existe bel et bien. En effet, le fait que les com-
posantes dans la base canonique soient strictement positives découlent du théoréme de
Perron-Frobenius [1.2.1] Ensuite, puisque M, est & entrées entiéres et que f € Q(f), il
est clair que vz € Q(8). De plus, en multipliant les composantes d'un tel vecteur propre
par le ppcm des dénominateurs de ses composantes, nous obtenons un vecteur dont les
composantes sont toutes dans Z(53).

2) Un vecteur ug comme définit ci-haut existe bel et bien. En effet, comme dans le point
précédant, il existe un vecteur propre a droite u/ﬂ associé a ( et dont les composantes dans

la base canonique sont toutes strictement positives dans Q(/3). Dés lors (u/ﬁ7 vg) > 0 et il

suffit de prendre ug = ulﬁ / (uIB,V5>. Vu ce qui précéde, ug a clairement des coordonnées
positives dans Q(f3).

3) Montrons que les composantes de vg sont linéairement indépendantes sur Q (le

raisonnement est le méme pour ug). Ecrivons v = (71, ..., ,) et supposons que Y 4T =
0, ot ¢g; € Q Vj. Dés lors, en notant vg) = (xgi), . ,957(12'))7 nous avons aussi Zj qjxji) =
0, Vi € {1,...,n} en appliquant les morphismes canoniques de Galois a ’égalité précédente
(voir Définition [2.2.1). Ainsi, ¢ = (qi,...,¢y) est orthogonal & n vecteurs linéairement
indépendants, d’ou ¢ = 0. [

Remarquons que le lemme précédent laisse une liberté sur le choix du vecteur vg.
Pour fixer les idées, nous choisissons pour la suite le vecteur dont les entrées sont les plus
petites. Nous verrons que ce choix n’impacte pas nos constructions si ce n’est par un facteur
multiplicatif.

Maintenant que nous avons vg et ug, nous obtenons les autres vecteurs propres a
gauches v et & droite uge (associés a 7)) en remplacant 8 (= 1) par 8% dans les
coordonnées des vecteurs v et ug respectivement. Puisque des vecteurs propres associés
a des valeurs propres différentes sont linéairement indépendants, le lemme suivant est
immeédiat.

Lemme 2.2.3. La famille {ugq), ..., ugm} est une base de C" (en tant que C-vectoriel)
constituce de vecteurs propres a droite de M, et la famille {vga),...,Vgm} est une base
de C" constitué de vecteurs propres a gauches de M,

MO—uB(k) = B(k)Uﬁ(k) et MZVB(L:) = /B(k)VB(k) avec u5(k),Vﬁ(k) € Q(ﬂ(k))

Nous démontrons maintenant les formules des produit scalaire entre les différents vec-
teurs propres.

Proposition 2.2.4. Les vecteurs propres a gauche et a droite définis plus haut satisfont

10



les relations suivantes

Sik — 1 . (ugm, vgm) =1,
T (Ugiy, Vo) = (a0, Vaw) =0, pour j # k

(W, vam) =1,
Sik =r+1, ..., r+s <uﬂ(k),Vﬂ(k)> =0,
(uge), vgm) = (W), vaw) = 0, pour j #k

Démonstration. Pour simplifier les notations, prenons deux valeurs propres A, u € {8 I ﬁ(”)}
tels que M,u = pu et MIv = Av. Nous effectuons la preuve en plusieurs partie en fonction
des cas.

Supposons d’abord A\ # 7i. Nous devons montrer que (u, v) = 0. Or, nous avons succes-
sivement

Ainsi,

de sorte que (u,v) = 0.

Supposons maintenant g = X et considérons le morphisme de Galois o : Q(3) — Q(x)
(en particulier, u = o(ug)). Nous devons montrer que (u,v) = 1. Notons alors ug =
(a1,...,a,) et vg = (by,...,b,) les composantes des vecteurs propres de Perron gauche et
droit dans la base canonique. Nous obtenons successivement

(u,v)=u'v

n

= Zﬂﬂ)i = Zma(bl)

=1

_ Z o(@)o(b) = Z o (@;b;)

:a’( ‘ a_lbz) :0’(<11/3,V/3>)

]

Le Lemme nous permet de décomposé C" de la fagon suivante. Nous notons K,
le sous-espace propre de C" engendrée par le vecteur ug et K. le sous-espace propre de C"
engendré par les vecteurs uge pour i = 2,...,n. Puisque les vecteurs (s )i<i<, forment
une base de C", nous pouvons écrire

C"=K.oK..

11



2.2.2 Projection sur les sous-espaces de C"

Nous avons vu dans la section précédente que C" = K, @ K. Dés lors, pour tout z € C",
il existe des constantes \; complexes tels que

r42s
zZ = Z >‘j uﬁm.
j=1
Or, en prenant le produit scalaire de z avec vg(;) pour j € {1,...,7+2s} et en utilisant la
Proposition [2.2.4] nous obtenons
r—+2s

(z,vam) = Z Aj (Ug6), V)
7j=1

)\k Sik’zl,...,T
=< Ays Sik=r+1,....,7r+s
Mees Sik=r—+s+1,...,74+2s

Ainsi, nous avons

N — (z,vgm) sik<r
Pl 2 Vam) sik>r

= (z,Vzm) Vk.
Dés lors, tout z € C" se décompose de la sorte :
r42s r42s
7 = Z<Z, Vﬂ(k)>u6(k) = <Z, v5>u5 + Z(Z, Vﬂ(k)>uﬂ(k) (2.1)
k=1 k=2

L’équation (2.1 implique que pour tout z € C", la projection 7’ (z) de z sur K, le long de
K. est donnée par :

. C" = K,z — (z,v)ug. (2.2)
De méme la projection 7, sur K, le long de K, est donnée par :

r+2s
T :C" =K.z~ Z<Z7Vﬁ(k)>uﬁ(k). (2.3)
k=2

2.2.3 Décomposition de R"

Nous disposons maintenant d’un décomposition de C" a l'aide des vecteurs propres de
la matrice d’incidence M, . En particulier, '’équation (2.1)) donne aussi une décomposition
des éléments de R". De plus, par le Lemme [A.0.3, nous avons pour tout z € R"

{ R((z, vp00)) = R((2,V509))

S((z, vgw)) = =Sz, Va0))-
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Dés lors, dans la décomposition

r+2s

X = <X, V/g)ll/j + Z(X, Vﬁ(k)>u6(}c) (2.4)
k=2

d’un réel x, les parties imaginaires s’annulent. Plus précisément, pour tout x € R", nous
avons successivement

r—42s
X = <X, V5>115 + Z<X,W>uﬁ(k)
k=2
r r4s
= <X, v5>u5 + Z<X, Vﬁ(k)>1]ﬂ(k) + Z <X, Vﬁ(k)>u6(k) + <X, Vﬁ(k)>uB(k)
k=2 k=r+1

Regardons de plus prés la derniére somme dans la décomposition ci-haut. Pour un £ €
{r+1,...,7r + s} fixé et en notant Uga) = a, + iby, nous avons la simplification suivante :

(X, Vg ) ugm) + (X, Vg ) g
= (ﬁ((x,mﬂ +i§(<x,m>) )(ak + ibg) + (%((x, vm)) +iS((x, vm))))(ak — iby,)
S‘E((x,vﬁ(k)>) —S((x,vﬁ(k)>)

= 2%(<X, Vﬁ))%uﬂ(k) —|—2%(<X, V5>)%llﬁ(k) .

Dés lors, tout x € R" se décompose comme suit :

r r+s
x = (x,vg)ug + Z(x, V(0 ) Uge) + Z 2R((x, va) ) Rug +23((x,va)) Sugm . (2.5)
k=2 k=r+1

Au vu de cette derniére égalité, nous concluons la chose suivante. Dans C" les éléments
se décomposent en fonction des vecteurs propres de la matrice d’incidence M,. Or, ces
vecteurs n’étant pas tous réels, ils ne forment plus une base de R". Cependant, remplacer
les vecteurs complexes non-réels par leurs parties réelles et imaginaires suffit a retrouver
une famille génératrice qui se trouve méme étre une base comme en témoigne la proposition
sulvante.

Proposition 2.2.5. La famille suivante est une base de R™ :
B = {Uﬁ(l), c. ,uﬁ(r), %uﬁ(rﬂ), %UB(T+1)7 c. ,%ug(r+s), %uﬁ(r+s)}

Démonstration. Considérons une combinaison linéaire nulle des vecteurs de 1’énoncé :

r r+s
Z arUg(k) + Z (bké}%uﬁ(k) + Ckgllﬁ(k)> = 0.
k=1 k=r+1
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Cette équation peut se réécrire dans C" de la sorte :

r+s

b —ic by + ic
Zakuﬁ(k) + Z -+ k Ugk + (%)uﬁw) = 0.

k=r+1

L’indépendance linéaire des vecteurs ugu) dans C" (Lemme [2.2.3)) implique a; = bkgzck =
bp—icy _

5 0 pour tout k, c’est-a-dire a = b, = ¢, = 0 pour tout k:. O

Nous pouvons maintenant décomposer R" en une somme directe comme nous avons
précédemment décomposé C".

Définition 2.2.6. La droite dilatante de la matrice M, est le sous-espace vectoriel réel H,
engendré par le vecteur ug.

Définition 2.2.7. L’espace contractant de la matrice M, est le sous-espace vectoriel réel
H. engendré par les vecteurs

B. = {uge, ..., ugm, Rugein, Sugein, ..., Rugeis, SUgers |
Nous obtenons donc la décomposition
R"=H.®H,. (2.6)
Remarque 2.2.8. Le vecteur propre a gauche vz est orthogonal a H..

Démonstration. En effet, par la Proposition nous avons (vg,Ugw) = 0 pour tout
k=2,...,n. Déslors, en fixant k£ € {2,...,n} et en notant ugw = a +ibg, nous obtenons
successivement

<uﬁ(k),V5> =0=0+0¢

—t
= UB(k) Vﬁ

= Z(ak — ibg);(vp);

= Z(ak)j(vﬁ)j —i > (b);(vs);

7j=1
= <V5, %ulg(k)> — i<V5, %ulg(k)%

de sorte que (vg, Rugmw) = (vg, Sugew) = 0. La conclusion suit. O
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2.2.4 Projection sur les sous-espaces de R"

Pour ce qui est de la projections que les sous-espaces, nous suivons la méme idée que
dans la section précédente : nous partons des projections 7, : C" — K, et 7, : C" — K.
que nous restreignons a R". Pour étre plus clair, nous introduisons les définitions suivantes

Définition 2.2.9. La projection 7, sur ’hyperplan contractant H,. le long de la droite
dilatante H, est donnée par la restriction de 7/ sur R", c’est-a-dire

r—+2s
. : R" = H,, x— Z(X, V5 ) Ug(e).
k=2

De méme la projection 7> de R" sur H, le long de I'hyperplan contractant H. est donnée
par la restriction de 7, a R", c’est-a-dire

7 R" = H,, x— (x,vg)uz.

Vu ce qui précede, ces projecteurs sont bien définis. Remarquons notre choix étrange
de notation pour la projection sur H,. Ceci est dii au fait que nous n’allons pas travailler
avec cette projection dans la suite mais plutdt avec une renormalisation de celle-ci. Nous

introduisons ainsi la définition suivante.
Définition 2.2.10. La hauteur d'un vecteur x € R" est m.(x) = (x, vg).

La fonction 7, est donc la projection de R™ sur H, le long de H, suivie d’une renormali-
sation qui transforme les valeurs d’arrivées en valeurs de R et non pas de H,. Remarquons
que 7.(H.) = 0. La fonction 7, mesure d’une certaines maniére la distance a I’hyperplan
H,. d’ou le terme "hauteur".

Dans la suite de ce mémoire, bon nombre de résultats ont lieu sur H.. Ainsi, il est
naturel de regarder la restriction de M, sur cette espace.

Définition 2.2.11. Nous noterons h, : H, — H.,x — M,x la restriction de M, a H..

Ce qui suit justifie 'appellation "contractant" de H,.. Rappelons d’abord qu’une ap-
plication f d’un espace métrique (E,d) dans lui-méme est une contraction uniforme si il
existe une constante k < 1 tel que Va,y € E, d(f(z), f(y)) < kd(z,y). Ainsi, le terme
"uniforme" fait référence au fait que la méme valeur k convient pour toutes les paires
d’éléments de F.

Nous notons ||.||. la norme maximale sur H,. par rapport aux vecteurs ugu pour i > 2,
c’est-a-dire,

Vv e He, [[v|l. = max{|(v,vs0)| : i =2,...,7r + s}

2.7
= max{[{v,vgm)| : 1 =2,...,7r + s} (2.7)

ol la deuxiéme égalité découle du Lemme Cette norme correspond donc a la valeur
absolue maximale d’un coefficient dans la décomposition (2.4) d’un élément de H,.
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En posant Buay = max{|s®¥| : i > 2}, nous avons successivement
lha(@)lle = IMorlle = max{[{Mov, vgu)[}
= mae{] (v, M vi00) [} = masef] (v, 50v0)1)
< Bumax|Vle,
ce qui nous donne une inégalité qui s’avere fort utile dans nos développements :
1he (V)||e < Bmax||V||c pour tout v € H, . (2.8)

Nous notons B.(v, R) la boule ouverte de centre v et de rayon R par rapport a cette norme.
Nous pouvons maintenant définir une distance appropriée sur H,. de la fagon suivante

de :H. xH, = R, (v,/) = |lv =11 (2.9)

Cette distance fait de h, une contraction uniforme, comme le montre la proposition sui-
vante.

Proposition 2.2.12. La fonction h, est une contraction uniforme (pour la distance d.)
de facteur Bax.

Démonstration. La preuve est directe. Soit v,/ € H.. Nous obtenons successivement :
de(ho(V), he(V)) = [|he(v — V)|,
< ﬁmax”y - V/”c - ﬁmaxdc(y7 V/)-
[

Proposition 2.2.13. L’application h, contracte la mesure de Lebesgue 1,1 par un facteur
1/5.

Démonstration. Par le Théoréme [1.2.5, la matrice H, représentant h, dans la base B, est
donnée par

5(2)

B/B(’I‘+S)
Nous en concluons que le déterminant de h, est donné par
det(hy) = @ ... p0|RTTD2 g2

de sorte que det(h,) < 1 vu ’hypothése Pisot. Rappelons alors que si pgy est la mesure
de Lebesgue sur R? et que A € R alors pour tout E € R? mesurable, nous avons
W(AE) = |det(A)| u(F). La conclusion suit. O
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Nous pouvons maintenant observer que la projection m. satisfait une relation de com-
mutation avec la fonction d’abélianisation. En effet, en rappelant la relation suivante :

P(o(w)) = M,P(w) Yw € A* (2.10)
ou P désigne la fonction d’abélianisation, nous déduisons ’égalité qui suit :
meoPoo(w) = h, om.oP(w) Vw e A*. (2.11)

Nous terminons cette section par une équivalence liant les projecteurs 7, et m. aux
points de Q".

Proposition 2.2.14. Pour tout x,y € Q", nous avons les équivalences suivantes :

Te(X) = T (y) © 7 (x) = 7m(y) & x =Y. (2.12)

Démonstration. 1l est évident que si les points sont les mémes, ils ont la méme image par
les projecteurs. Montrons donc I'autre sens de ces implications.
Soient x,y € Q" tels que 7 (x) = m.(y). Nous obtenons

me(x) = me(y) & (x,vg) = ¥, V)
& (x—y,vg) =0

N Z(ﬂf —4:)(vg)i =0

Vu le point 3) de la proposition [2.2.2] les composantes de vz sont linéairement indépen-
dantes sur Q de sorte que cette derniére égalité n’est possible que si x =y.
Supposons maintenant x,y € Q" tels que 7.(x) = 7.(y). Nous obtenons successivement

r+2s r+2s

7Tc(x) = Trc(Y) <~ Z<X7 Vﬁ(i)>uﬂ(i) = Z<Y7 Vﬁ(i))‘-lﬁ(i)
i=2 1=2
r+2s

<~ Z y,vﬁ(@) Ugi) = 0

@(x—y,vﬁ(iﬁ =0 Vie{2,...,r+2s}

&Y (x—y);(Vem); =0 Vie{2,... r+2s}

ou la somme sur ¢ disparait car les ug, sont linéairement indépendants. Nous concluons
alors comme dans le cas précédant en remarquant que les composantes des Vi) sont li-
néairement indépendantes sur Q. [
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2.3 La tuile centrale (ou fractale de Rauzy)

Ce chapitre défini la fractale de Rauzy associée a notre substitution o Pisot, irréduc-
tible et unimodulaire. Nous préférons ici le terme de tuile centrale pour désigner cette objet.

Commengons par rappeler qu’une substitution prolongeable admet un point fixe (Lemme
. A partir de maintenant nous rajoutons donc I’hypothése de prolongeabilité a notre
substitution o Pisot irréductible et unimodulaire. Ainsi, il existe u € A tel que o(u) = u.
De plus, u est uniformément récurrent vu la Proposition [A.0.2]

Définition 2.3.1. La ligne brisée associée au point fixe u de la substitution o Pisot irré-

ductible est définie comme étant la ligne brisée de R™ dont les sommets sont donnés par
{P(up...un_1) | N € N}. Elle est notée L,,.

Nous pouvons également définir la ligne brisée comme étant un "escalier" créé par une
union de segments.

Définition 2.3.2. Soit x € Z" et i € A. Nous appelons cordon géométrique de base le
segment [x,i], = {x+0e; | 6 € [0,1]}.

La ligne brisée associée au point fixe u est donc I'union des cordons géométriques de
base [P(ug...un_1),un], pour N € N c’est & dire :

Ly=JP(uo...un_1),unly (2.13)

Exemple 2.3.3. Considérons la substitution de Fibonacci o : a — ab, b+ a dont le point
fixe est donné par u := lim,,_,,, 0"(a) = abaababaaba . ... Les sommets de la ligne brisée
sont donc trouvés en regardant les vecteurs de Parikh des préfixes de v comme suit :

Préfixe | Point associé
a (1,0)
ab (1,1)
aba (2,1)
abaa (3,1)
abaab (3,2)

Une illustration de la ligne brisée associée a la substitution de Fibonacci est donnée ci-bas
Figure |2.1

Les points de la ligne brisée nous permettent de définir la tuile centrale.

Définition 2.3.4 (La tuile centrale). Soit ¢ une substitution Pisot irréductible et uni-
modulaire. La tuile centrale T, est définie comme ’adhérence de la projection par 7. des
sommets de la ligne brisée L, c’est a dire

To={mcoP(up...uny_1) | N € N}.
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FIGURE 2.1: Tllustration des cordons géométriques de base et de la ligne brisée associée a
la substitution o : a +— ab, b+ a.

Les sous-tuiles T, (i) de la tuile centrale T, sont définies en fonction de la lettre wuy
apparaissant aprés le mot ug ... uxy_1. En effet, on pose pour tout i € A

To(i) ={m.oP(ug...un—1) | N € N, uy = i}.

Des illustrations de la tuile centrale et des sous-tuiles associées & différentes substitu-
tions sont données Figure [I.1]
Par définition, il est clair que la tuile centrale est une union finie de ses sous-tuiles

To=J7T,0)

€A

Remarque 2.3.5. A ce stade, il pourrait sembler que la tuile centrale dépend du choix
du point fixe u mais nous verrons plus tard qu’elle ne dépend que de la substitution o. En
revanche, le choix de vz modifie les tuiles. En effet, le choix de vz modifie la fonction 7.
par un facteur multiplicatif.

Théoréme 2.3.6. Soit o une substitution Pisot irréductible et unimodulaire. La tuile cen-
trale T, et les sous-tuiles T ,(i) sont des ensembles compacts.

Démonstration. Notons d’abord que la compacité des sous-tuiles T, (i) est conséquence
directe de la compacité de la tuile centrale T, puisqu’elles en sont des sous-ensembles
fermés.

Pour prouver la compacité de T, il suffit de prouver que les points 7. o P(uq ... un_1)
pour N € N restent a distance uniformément bornée de l'origine dans H.,.
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Afin de prouver cette derniére assertion, nous allons décomposer le préfixe ug ... uy_1
en la concaténation de mots de la forme o%(p) pour un certains k naturel et un certains
mot p. Puisque o(u) = u, il existe L < N tel que o(uq...ur_1) est un préfixe propre de
Ug ... un_1 et ug... uy_1 est préfixe de o(ug ... ur). En d’autres termes, il existe un préfixe
p de o(ur) tel que

ug...uy_1=0(ug...ur_1)p, aveco(uy)=puys. (2.14)

Une illustration de la situation est donnée ici-bas.

«[Ta (725 )
o) (@] AT I N 7 K
5 5

De 14, nous pouvons opérer la méme décomposition sur le préfixe ug . .. uy_1 a 'intérieur
de o et ainsi de suite jusqu’a obtenir une décomposition de la forme souhaitée. Ainsi, en
répétant le processus nous obtenons pour tout N une expansion de la forme

(

Uy... UN_1 =0 pK)UK_l(PK—1) ..o (p1)po.

Vu la relation (2.11)), nous avons
meoPug...un_1) = hE om. o P(pg) 4 ...+ hgom 0 P(py) + m 0 P(po).
Rappelons que par la Proposition [2.2.12] nous avons
de(ho(2),0) < Bmax de(,0).

Comme les P(p;) prennent un nombre fini de valeurs, cela implique que les points 7, o
P(ug...un_1) restent a distance uniformément bornée de 'origine pour tout N € N. En
effet, pour N € N, nous avons successivement

dc<7rc(P(u0...uN,1)),O) - dc( h{;(m(P(pk)),o>



oll nous pouvons majorer par une constante C' car les P(p;) sont en nombre fini et ou la
derniere inégalité vient de la limite d’une série géométrique. ]

Remarque 2.3.7. Remarquons que 'inégalité de la preuve précédente :

C
de(me(Plug .. ux—1)),0) < 7———
1- 6max
indiquant que les points WC(P(UO, . ,uN_l)) reste & distance uniformément bornée de

l'origine dans (H,,d.) implique également que les points P(ug...uy_1) reste a distance
uniformément bornée de la demi-droite ug Ry dans (R",dg) ot dg est la distance eucli-
dienne. En effet, vu I'équivalence des normes de R"™! il existe une constante D tel que
||| < D||z||g pour tout 2 € R™ ', de sorte que l'inégalité précédente se réécrit

Cl

g (me(Pluo..ux1)).0) < T~

pour C' = CD. Or, dE<7rC(P(u0...uN_1)),O> = dE(P(uo...uN_l),u5R+), d’ou la

conclusion.

2.4 Equation d’ensemble et graphe préfixe-suffixe

Une des propriétés intéressante de la tuile centrale et de ses sous-tuiles est qu’elles
satisfont ce qu’on appelle une équation d’ensemble. Nous verrons que cette équation entre
les tuiles est liée a un graphe encodant la décomposition de l'image des lettre par la
substitution ¢ nommé graphe préfize-suffixe.

2.4.1 Equation d’ensemble et SFIG

Considérons une collection finie d’ensembles compacts {Kj, ..., K,}. Nous dirons que
cette collection satisfait une équation d’ensemble si chaque K; peut-étre décomposé en une
union de copies contractées de lui-méme et des autres ensembles K;.

Exemple 2.4.1. Considérons les ensembles compacts suivants :

K
K K3 Ky

et supposons, a titre d’exemple, qu’ils se décomposent de la maniére suivante :
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K,
K, K Ky

Nous pouvons alors noter les équations d’ensembles suivantes :

K = a1(Ky) U B (K1) Uy (Ky) U o (Ks)
Ky = as(K3) U Ba(K2) U7z (Ky)
K3 = a3(K1) U B3(K1) Uvs(K2) U ds(Ka) Uns(Ky)
Ky = ay(K3) U Bu(Ky)
ol les fonctions «y, ..., n; contractent et translatent les compacts.

A une telle équation d’ensemble, il existe un graphe naturel associé : ses sommets sont
donnés par {K; | 1 < i < ¢} et il y a une aréte e entre K; et K; (notée i — j) si K;
apparait dans la décomposition de K;.

Exemple 2.4.2. En considérant les compacts de 1’exemple juste au-dessus, nous
obtenons le graphe suivant.

A Tinverse, nous pouvons également partir d’un graphe et lui associer un ensemble fini
de compacts non-vides en introduisant la notion de systéme de fonctions itérées associé a
un graphe SFIG (appelé "graph-directed iterated function system" ou GIFS en anglais).
Considérons un graphe dirigé G avec comme ensemble de sommet {1,...,¢q} et comme
ensemble d’arétes F, tel que chaque sommet posséde au moins une aréte sortante. A chaque
aréte e du graphe, nous associons une contraction 7, : R" — R". Nous appelons systéme
de fonctions itérées associé a un graphe le couple (G, {Te}ecr).
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Il peut étre montré (voir [15]) qu’étant donné un SFIG (G,{7.}cer), il existe une unique
collection d’ensembles compacts non-vides {K1,..., K;} C R" tels que

Ki = U Te(Kj)
g

ou l'union porte sur tous les sommets de G qui sont atteins en un coup depuis le sommet
1. Les ensembles K; sont appelés les attracteurs du SFIG ou solutions du SFIG. Notons
que 'unicité n’est pas vraie en regle générale et ne tient que dans le cas ot les ensembles
sont compacts non-vides. Pour plus de détails sur les SFIG et leur lien avec les fractales
de Rauzy voir [18].

2.4.2 Le graphe préfixe-suffixe

Nous pouvons maintenant construire un graphe au départ de nos tuiles 7,(i) et ap-
pliquer ce qui a été dit a la section précédente a notre cas particulier. Le graphe dont il
est question ici est appelé le graphe préfize-suffize. Il décrit la maniére dont les images des
lettres par o peuvent étre décomposées comme dans la preuve du théoréme [2.3.6]

Définition 2.4.3 (Graphe préfixe-suffixe). Soit o une substitution sur I'alphabet A et soit
P, I’ensemble fini suivant :

P, ={(p,i,s) e A* x Ax A*|3j € A:0(j) = pis}.

L’ensemble des sommets du graphe préfive-suffize G, associé a o est 'alphabet A. Il y a
une aréte étiquetée par (p,i,s) € P, de i vers j si et seulement si o(j) = pis. Nous utilisons

alors la notation ¢ (ﬂ) J-

Exemple 2.4.4. Illustrons la définition précédente sur la substitution (1) = 112,0(2) =
113,0(3) = 1. La premiére étape pour construire le graphe préfixe-suffixe est de déterminer
I’ensemble P.. Nous avons

o(1)=21.12=1.12=112¢
0(2) =e1.13=1.13=113¢
o(3)=c¢ele

de sorte que P, = {(¢,1,12),(1,1,2),(11,2,¢),(¢,1,13),(1,1,3),(11,3,¢), (¢, 1,¢) }. Le graphe
est donc le suivant (Figure 2.2)).
En associant a l'aréte e = (p, 1, s) la fonction de contraction :

7. : H. — H,, v+ hy(v) + 7. 0 P(p),

nous obtenons alors un SFIG (G, {7c}eep, )-
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FIGURE 2.2: Graphe préfixe-suffixe de la substitution o(1) = 112, 0(2) = 113,0(3) = 1.

Nous sommes maintenant en mesure d’exprimer 1’équation d’ensembles satisfaite par
les sous-tuiles de la tuile centrale. Ceci fait 'objet du théoréme suivant.

Théoréme 2.4.5 (Sirvent et Wang [19]). Soit o une substitution Pisot irréductible et uni-
modulaire sur l'alphabet A. Les sous-tuiles T ,(i) sont les solutions du SFIG (Gy,{Te}ecp, ),
c’est a dire

Vie A, To(i) = |J hel(To()) + 7o P(p). (2.15)

]EAv
(p,3,8) .
r—>

De plus, l'union de ’équation précédente est disjointe en mesure.

Démonstration. La clé de cette démonstration résulte dans la décomposition ([2.14)) intro-
duite lors de la démonstration du théoréme Soit ¢ € A et supposons que uy = i.
Par définition, m. o P(ug,...,un_1) € T,(i). Vu I'équation (2.14)), il existe L € N et une
décomposition de u telle que :

1) o(up) = puys = pis

2) ug...uny_1=o0(ug...up_1)p

Dés lors, en passant a ’abélianisé et en projetant sur H., nous obtenons
meoPlug...uy_1) = hy om.0 P(ug,...,ur_1) + 7. o P(p).

Ceci implique que 7.0 P(ug ... un_1) € ho(Ts(ur)) + 7. 0o P(p). Comme cela est vrai pour
tout N tel que uy = 7, nous avons

{meoP(ug... un_1) |uy =i, N € N} = U ho{meoP(ug...up—1) | up = j, L € N} 4+ m. 0 P(p)

(p,3:5),
o(j)=pis

C T.(4)
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ot 'inclusion vient de ce que 7, (i) est 'adhérence du membre de gauche. Ainsi, en passant
a l'adhérence, nous obtenons

U he T5(j) + m. 0o P(p) C T,(7)

(p.3:9),

o(j)=pis
et comme les deux membres de cette égalité sont des fermés contenant {m.0P(ug ... uy_1)|uy =
i, N € N} et que 7,(i) est le plus petit fermé contenant cet ensemble, nous avons 1'égalité.

Montrons maintenant que 'union est disjointe en mesure. Rappelons d’abord que h,

contracte fi,,_1, la mesure de Lebesgue de dimension n — 1, par un facteur 1/ (Proposition
et que p,_1 est invariante par translation. Dés lors, vu notre égalité ([2.15)) nous
obtenons successivement

o1 (T2 (1) ( U holTo() + 7o P(p ))

(P:,8),
o(j)=pis
1( U m(n(j)))
(p,3,9),
o(j)=pis
< Z Hn—1 <h0(7:7(j)))
(P,,8),
o(j)=pis
= Z mg; tn—1 (ho(%(]))>
jEA
me 6 Hn— 1(7:7( >)
JjEA

ou les m;; sont les coefficients de la matrice d’incidence M,. Ces coefficients m;; appa-
raissent car il y a exactement m;; facons de faire apparaitre i dans la décomposition de
o(7) vu la définition de la matrice d’incidence M,. Afin de mieux voir ce qu'il se passe,
réécrivons l'inégalité précédente comme suit :

Biin—1( < mig paa (To(5)), Vi€ A
JeEA

Comme [ est la valeur propre de Perron de M., le théoréme [1.2.3| implique que I'inégalité
précédente est en faite une égalité. En reprenant les développements précédents et en
regardant ol apparait 1'inégalité, nous obtenons de ce qui précede

s (U (7)) = P> ot (e (72000 ).

(P,J:5), P.J:$),
a(j)=pis a(j)=pis

Ceci implique qu’il n’y a aucun superposition de mesure strictement positive dans I'union

(2.15)) ce qui conclut. ]
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Exemple 2.4.6. Reprenons la substitution o(1) = 112,0(2) = 113,0(3) = 1 de exemple
[2.4.4] Afin de décomposer T, (i) comme dans I'équation ([2.15)), il suffit de regarder les arétes
sortantes du sommet ¢ dans le graphe préfixe-suffixe (Figure . Nous obtenons alors les
décompositions suivantes.

T5(1) = he(To(1)) U (ho(To(1)) +7e(€1)) U ho(T5(2)) U (he(T5(2)) + mele1)) U ho(T5(3))
T5(2) = ho(T5(1)) + 27c(e1)
T5(3) = he(T5(2)) + 2mc(e1).

L’équation de SFIG ([2.15) permet de développer les points de la tuiles centrale en terme
de puissances de h, comme le montre le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.7 (Siegel et Thuswaldner [18]). Soit o une substitution Pisot irréductible
et unimodulaire. Si v € H,. appartient a la tuile T,(ig) (io € A), alors il existe un chemin
(PEs ik, Sk)k>0 démarrant de iy dans le graphe préfize-suffize tel que

v=> hi(r.oP(p)). (2.16)

k>0

Démonstration. Supposons que v € T,(ig). Alors, I'’équation de SFIG (2.15)) permet d’écrire
v comme v = h,(v1) + 7. 0 P(py) avec vy € T,(i1) et o(i1) = poigso. Par récurrence,
nous obtenons v = h¥(vy) + hE (7 0 P(py)) + -+ + 7 0 P(po) avec vy € To(ix) et
o(ix) = pr—_1ik_15k—1. Comme les vy et 1. o P(py) restent a distance uniformément bornée
de l'origine et que h, est une contraction uniforme, la série converge de sorte que v =

> iso hl (e o P(pr)). 0

Remarque 2.4.8. L’équation (2.15) admet la k-iéme itération suivante pour tout k € N
etie A

T.() = |J hi(T.(5) + 7o P(p). (2.17)
]6A7
o*(j)=pis

Démonstration. Montrons cette formule par récurrence sur k. Nous obtenons successive-
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ment

T.() = U ho(To(4)) + 7o Plp)
]EAv
a(j)=pis

= U m( U W(T0) +moP@) + 7o Pp)

JEA, leA,
o(j)=pis o*()=qjt

= U U (W (T0) +h(moPlg) + 7.0 P())

JEA, leA,
o(§)=pis o*(l)=qjt

- U U (h’““ (7 ))+wc(P(a(q)p))>

JEA, leA,
o(j)=pis ak(l):qjt
— U hﬁ“('ﬁ,([)) + 7. o P(r)
leA,

okt (D =riu
ol nous avons utilisé I'équation (2.15]), 'hypothése de récurrence, la linéarité de h,, 'équa-
tion (2.11)) et ou les deux unions se simplifient en une seule a la derniére étape car pour
tout [ € A,

{ri € A* | ri préfixe de " (1)} = {o(q)p | Ij € A : qj préfixe de o*(I) et pi préfixe de o(j)}.

]

Etant donné I'unicité de la solution d'un SFIG pour les ensembles compacts non-vides,
nous déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.9. Soit o une substitution Pisot irréductible et unimodulaire sur [’alphabet
A. La tuile centrale T, et les sous-tuiles T,(i) pour i € A ne dépendent pas du choix du
point fize u de o.

Nous savons maintenant que chaque sous-tuile 7, (i) se décompose de maniére unique
en copies contractées des autres tuiles et d’elle méme (les ensembles h, (T (7)) +m.oP(p)).
Cette décomposition des 7, (i) est disjointe en mesure. Cependant, rien ne nous assure
pour le moment que les 7, (i) eux-mémes sont disjoints en mesures dans la décomposition
de 7,. Pour prouver cela, nous introduisons la notion de "coincidence combinatoire" sur
les substitutions.

27



Définition 2.4.10. Une substitution o sur 'alphabet A satisfait la condition de coinci-
dence combinatoire forte si pour toute paire (j;, jo) € A% il existe k € N et i € A tels que
o*(j1) = prisi et 0*(j2) = paisy avec P(p1) = P(pa).

Réexprimons la définition précédente en d’autres termes. Une substitution o satisfait
la condition de coincidence combinatoire forte si pour tout j1, jo € A, il existe des naturels
n et k tels que o%(j1) et 0%(j2) ont la méme n-iéme lettre et que les préfixes de longueurs
n — 1 ont la méme image par ’application d’abélianisation.

La condition de coincidence combinatoire forte implique que les 7, (i) sont disjoints en
mesure, comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.11 (Arnoux et Ito [4]). Soit o une substitution Pisot irréductible et unimo-
dulaire. Si o satisfait la condition de coincidence combinatoire forte, alors les sous-tuiles
T,(1) de la tuile centrale T, sont disjointes en mesures.

Démonstration. La condition de coincidence combinatoire forte se traduit dans notre contexte
en disant que pour toute paire de lettres (ji, jo) € A?, il existe une lettre commune i € A,
un naturel k£ et un méme abélianisé P(p) = P(p;) = P(p2) tels que les deux sous-tuiles
hE(T5(51)) + 7. 0 P(p) et hE(T;(j2)) + 7. o P(p) apparaissent dans la décomposition
de 7,(i). Le Théoréme montre que ces tuiles sont disjointes en mesure, impliquant
alors que 7,(j1) et T,(j2) sont disjointes en mesure. Comme cela est vrai pour toute paire
(j1,72) € A%, le résultat est démontré. O
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Chapitre 3

Pavages et multi-pavages sur H, et H.

Ce chapitre s’intéresse a la construction de pavages et multi-pavages sur la ligne dila-
tante H, et 'hyperplan contractant H..

3.1 Définitions générales

Soient K;, i € A une collection finie d’ensembles compacts d’un sous ensemble H de R"
tel que chaque K; est I'adhérence de son intérieur et soit p un entier strictement positif.
Un multi-pavage de degré p de I'espace H par les compacts K; est une collection de copies
translatées des ensemble K; de la forme Z := {K; + v | (7,i) € T} ou I' C H xA et qui
satisfont les conditions suivantes.

(i) Tout l'espace H est recouvert par les éléments de Z, i.e.,

H = U K+~

(v,9)erl

(ii) Chaque sous ensemble compact de H intersecte un nombre fini d’éléments de 7.

(iii) Presque tout point de H (pour la mesure de Lesbesgue) est recouvert exactement p
fois.

L’ensemble I est appelé ensemble de translation. Sil'union des éléments de { K;+ | (v,14) €
'} ne satisfait que (i), on parle de recouvrement de H. Les ensembles K; + v sont appelés
tuiles. Ainsi, un multi-pavage de degré p est une union de tuiles U(%i) cr K+~ qui recouvre
tout ’espace H avec possiblement des chevauchements et de telle sorte que presque tout
point appartient a exactement p tuiles. Si p = 1 le multi-pavage est simplement appelé
pavage.

La condition (ii) signifie que la projection de I' sur H est un ensemble localement fini,
i.e., chaque point de H posséde un voisinage qui intersecte un nombre fini de projections
sur la premiére composante de points de I'. On dit aussi que I' est un ensemble localement
fini par abus de langage.
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Notons que des systémes dynamiques peuvent étre associés aux pavages de maniére
analogue aux systémes dynamiques associés aux substitutions. Pour plus de détails sur les
systémes dynamiques de pavages voir par exemple [20)].

Soit une collection d’ensembles compacts non vides {K; + v | (v,i) € T'} (qui n’est
pas nécessairement un multi-pavage). Nous disons que I'ensemble K; + § apparait dans
{K;+~| (v,i) € '} si (d,7) € I'. Un sous-ensemble fini de I" est appelé une parcelle. Cela
correspond & une union finie de tuiles de {K; + v | (v,7) € I'}. Le translaté d’'une parcelle
P={(m,4),.--,(Vn,in)} par vy € H est définit comme P + vy = {(v1 + 0, %1), .-, (Y +
Vo, 1n)}. Deux parcelles P = {(v1,i1), ..., (Vn,in)} et P = {(71,47), ..., (7,,i,)} sont dites
équivalentes si elle coincident & une translation pres, c¢’est-a-dire si il existe 1y € H tel que
P = {(m1 +v0,71)s -y (Y + v0,00)}

Supposons maintenant que {K;+~ | (7,4) € I'} soit un recouvrement de H. Nous disons
qu'une boule B(v, R) de H est contenue dans une parcelle P = {(y1,%1),..., (Yn,in)} si
B(v, R) est contenue dans ’enveloppe convexe des points 71, ..., 7,. Nous définissons de
méme que P est contenu dans une boule B(v, R) si cette derniére contient ’enveloppe
convexe des 7,...,7,. Nous disons de I' qu’il est répétitif si pour toute parcelle P, il
existe R > 0 tel que chaque boule de rayon R dans H contient une parcelle équivalente a
P. Cette notion est analogue a la notion de récurrence uniforme sur les mots.

Un sous-ensemble de R"™ est appelé ensemble Delone si il est & la fois uniformément
discret (il existe r > 0 tel que toute boule ouverte de rayon r contient au plus un point de
I'ensemble) et relativement dense (il existe R > 0 tel que toute boule fermée de rayon R
contient au moins un point de 'ensemble). Nous dirons par extension que I" est un ensemble
Delone si sa projection sur la premiére composante est un ensemble Delone.

3.2 Pavage sur la droite dilatante H,

Nous associons a o un pavage par des intervalles de la demi-droite R ug C H,. Pour
ce faire, nous projetons la ligne brisée L, a ’aide de la projection 7} sur la droite dilatante
H, le long de I’hyperplan contractant H..

En utilisant alors non pas 7¥ : R" — H, mais 7. : R™ — R, nous obtenons un pavage de
la demi droite réelle Ry (et non plus un pavage de R, ug). Les tuiles sur cette demi-droite
sont des translatés des intervalles I; = [0, (e;, vg)| pour i € A. Ceci vient du fait que la
ligne brisée L, est une union de cordons géométriques de base [x,i], = {x+6e; | § € [0, 1]}
et que 7.([0,1]) = [0, (e;, vg)].

Le pavage ainsi obtenu est donc un pavage de R par les intervalles 1., I, [, ... mis
cote a cote depuis l'origine. L’ensemble de translation de ce pavage (comme définit a la

Section est alors
Ie={(meoP(ug...un_1), uy) | N > 0}.

Remarquons que puisque 0 est un point extrémale de la premiére tuile I,, et que nous
avons pris les composantes de vz dans Z(f3), les points extrémaux de toutes les tuiles sont

dans Z(p).
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Nous appelons ce pavage de R, le pavage auto-similaire de la ligne dilatante et nous le
notons &,. Nous avons donc

Eu = {me([x,1ly) | (me(x),7) € Te}.

FIGURE 3.1: Projection de la ligne brisée L, de la substitution (1) = 112, 0(2) = 21. Le
pavage est ici représenté dans la direction de la ligne dilatante afin d’illustrer le lien entre
L, et &,. Cependant, &, est bien un pavage de Ry et non de ugRR,. Image tirée de [21]

Remarquons que comme u est uniformément récurrent (Proposition , chaque
lettre ¢ de u apparait infiniment souvent et donc chaque tuile 7.([x,1],) de &, aussi. La
terminologie "auto-similaire" vient du fait que les points extrémaux de &, sont stables par
la multiplication par § comme le montre le lemme suivant.

Lemme 3.2.1. Les points extrémauz de &, sont stables pour la multiplication par 3.

Démonstration. Un point extréme de &, s’écrit m.(P(w)) pour w un préfixe du point fixe
u de 0. Dés lors, en multipliant par 5, nous obtenons successivement

Bre(P(w)) = B{P(w), vg) = (P(w), Bvg)
= (P(w), M vg) = (M, P(w), V)
= 1.(M, P(w)) = 7. o P(o(w)).

Or, o(w) est un préfixe de u, de sorte que 7, o P(o(w)) soit encore un point extréme de
Eu. O
3.3 Approximation d’un hyperplan

Nous avons réussi assez aisément a construire un pavage de H, et nous souhaitons main-
tenant faire de méme pour H... Pour ce faire, nous avons besoin d’étre capable d’approximer
un hyperplan par une union de faces unités ce que nous détaillons dans cette section.

31



Définition 3.3.1 (Cordon de base et face unité). Soit x € Z" et soit ¢ € {1,...,n}. Nous
appelons cordon géométrique de base de type i (situé) en x le segment [x, 4|, définit par

x,i], = {x+ Xe; | A € [0,1]}.

Nous appelons face unité géométrique de type i (située) au point x I'ensemble [x, 4]} définit
parl]]

ol ={x+ > Ne; |\ €0,1]Vj}
Jli#i

Siy € Z", nous nous autorisons & écrire y + [x,4]; a la place de [y +x,1]}. Le type i de la
face [x, z]; correspond au vecteur e; auquel la face est orthogonale.

Dans les deux définitions précédentes, I'indice ¢g indique que nous faisons référence a
I'objet géométrique situé dans ’espace R". Lorsque nous omettons cet indice en écrivant par
exemple [x,i] ou [x,4]* nous considérons alors simplement une représentation symbolique
de ces objets et nous parlons de cordons formels et faces formelles. L’exposant * fait quant
a lui référence a la dualité entre les cordons de base de type i et les faces unités de type ¢
(plus de détails sur la dualité entre cordons et faces sont donnés Section [5.1]).

Définition 3.3.2 (cube unité). Nous appelons cube unité n’importe quel translaté du cube
unité fondamental, c’est-a-dire n’importe quel cube de la forme z + C ot z € Z" et ou C
est :

C= {ixiei |\ € [0, 1]}

Le point z est appelé le sommet distingué (ou point distingué) de z + C.

Nous pouvons maintenant introduire la notion d’hyperplan étagé. Notons que certains
auteurs utilise le terme hyperplan discret mais nous préférons ici le terme étagé car il ne
s’agit pas d’un ensemble discret de points.

Définition 3.3.3 (Hyperplan étagé). Soit v € R, un vecteur non nul. Notons S 'union
des cubes unité qui intersectent le demi-espace des points x € R" vérifiant (x,v) < 0.
L’ hyperplan étagé P, de vecteur normal v est définit comme étant la frontiére topologique
de S. Un point z € Z" de P, a coordonnées enticres est appelé un sommet de Py.

Un hyperplan étagé est donc naturellement recouvert par des faces de cubes unités
comme définies plus haut. Il peut étre vu comme une approximation de I’hyperplan d’équa-
tion (x,v) = 0.

L’appartenance d'un point de Z" a 'hyperplan étagé se traduit en une inégalité sur le
produit scalaire avec le vecteur normal comme le montre la proposition suivante.

1. Ce choix de faces unité n’est pas canonique, nous considérons les faces "inférieures" du cube unité,
mais certains auteurs considérent les faces "supérieures".
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FIGURE 3.2: L’hyperplan étagé dans un espace a dimension 3. Cette image a été générée
en utilisant la librairie sage.combinat.e _one star du logiciel sagemath.

Proposition 3.3.4 (Arnoux, Berthé, Siegel ) Soit v.€ RY.. Un point z € Z" est un
sommet de U’hyperplan étage Py st et seulement si 0 < (z,v) < Y " (e;,v) = |[v]1

Démonstration. La preuve s’effectue en plusieurs étapes.

(1)

Le cube unité z + C appartient a S si et seulement si (z, v) < 0. Nous allons montrer
séparément les deux implications de ’équivalence. D’abord, si (z,v) < 0, alors il est
clair que z+C est un cube de S par définition. Ensuite, si z+ C appartient & S, alors
il existe x € z + C tel que (x,v) < 0. Dés lors, il existe u € [0, 1] tel que x =z + u.
Nous obtenons alors I'inégalité souhaitée car

(z,v) = (x,v) — (u,v) < 0.
=

Un point z € Z" appartient & S si et seulement si (z,v) < ||v||;.

En effet, le point z appartient & S si et seulement si il est le sommet d’un cube z' +C
inclus dans S (notons que z pourrait n’étre le sommet "inférieur" d’aucun cube si,
par exemple, il se trouve sur la frontiére de S d’ou 'apparition du sommet z’ dans le
raisonnement). Comme z € z’ 4 C, nous avons z; — z, € {0,1}. Dés lors,

(z — 7, V>:Z <ZU1—||VH1
Zzlvl < ZUZ—I—ZUZZ = |lv|ly + (z,v)

Or, par le point (1) nous avons (z’,v) < 0 d’ou
(z,v) <|lvlh

En d’autre termes, un point de Z" appartient & S si et seulement si son translaté
par le vecteur (—1,...,—1) appartient au demi-espace des points x € R" vérifiant
(x,v) <0
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(3) Remarquons qu'un point z € Z" appartient a U'intérieur de S si et seulement si tous
les cubes unités dont il est un sommet appartiennent & S. Pour le voir, il est peut-étre
plus simple de se dire qu’un point de Z" se trouvant sur le bord de S est forcément
le sommet d’au moins un cube unité qui n’est pas dans S.

Dés lors, un point z € Z" appartient a P, si et seulement si il est sur la frontiére de S
c’est-a-dire si les conditions suivantes sont satisfaites :

e le point z € S, c’est-a-dire, (z,v) < ||v]|; vu le point (2).

e le point z n’appartient pas a U'intérieur de S, ¢’est-a-dire qu’il existe un cube z’ + C
qui contient z et qui n’est pas inclus dans S vu (3). Dés lors, il existe z' tel que
2z — 2z € {0,1} et (z',v) > 0. Ainsi, en rappelant que v € R’ nous obtenons
successivement

<Z_Z,7V> >0

& (z,v) —(z',v) >0
& (z,v) >0

ce qui conclut.

]

Le recouvrement par des faces permet également de donner une définition plus calcula-
toire des hyperplans étagé comme montré ci-dessous. Cela s’avérera trés pratique pour la
suite dans nos démonstrations.

Proposition 3.3.5. Soit v.€ R". Un point z € Z" est le sommet distingué d’une face de
type i incluse dans Py si et seulement si 0 < (z,v) < (e;, V).

Démonstration. Commengons par supposer que |z, z]; € P,. Alors, par la Propositionm
tous les sommets z' € Z" de la face [z, 1]} vérifient

n

0< (2, v) <> (ej,V).

Jj=1

] 1 " P n L.
En particulier, nous avons 0 < (z,v). De plus, le "sommet supériewr" z + >, e; vérifie
également ces inéquations, ce qui nous donne

n
0<(z+ Zej,v> < Z(ej,v>.
i i=1
En décomposant cette derniére inéquation, nous obtenons alors
(z,v) + Z(ej,v> < Z(ej,v> + (e;, v)
A i
& (z,v) < (e;, V),
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ce qui conclut ce cas.

Supposons maintenant avoir un sommet z € Z" de Py tel que 0 < (z,v) < (e;, V)
et montrons qu’il est le sommet distingué d’une face de type i incluse dans P,. Pour ce
faire, commengons par prouver que le fait que tous les sommets de [z, z]; appartiennent a
P, implique que la face elle-méme appartient a I’hyperplan étagé. Soient zq, ..., Zon—1 les
sommets de [z, z]; Puisque nous avons une face de type 7, la iéme coordonnées est la méme
pour tous les sommets. Les sommets sont donc de la forme

z1 = (T1,...,%y,)
zp = (11 + ng), Ty Ty 4+ 0W)) pour k> 2, avec 95“ € {0,1} Vj
J#

Or, comme z; € Py, nous avons (z1,v) > 0, ce qui implique que z; + C € S. De plus,
considérons le sommet z; + Zj £i€j € P, = z; pour un certains k > 2. Par la Proposition

[3.3.4] nous avons

(zk,v) < vl
= <Z1 + Zej,v> < Z(ej,v)
J#1 J

& (z) —e;,v) <0,
ce qui implique que (z; —e;) +C C S. Ainsi, la face [z,4]; est a l'intersection entre un
cube unité de § et un cube unité hors de S et donc appartient bien a la frontiére de S,
c’est-a-dire Py.

Vu ce qui précéde, il nous reste & montrer que tous les sommets de [z, z]; sont dans Py.

Or un sommet z' € Z" de [z, i]; est de la forme

Z/ =7+ Z erk
k#i

ou 0 € {0,1}. Dés lors, en utilisant I’hypothése nous obtenons successivement

0< <Z + Zékek,v>

ki
= (z,v)+ > Oile,v)
<(ej,v) ki
19 \ /
<D gzilen,v)



ce qui prouve que tous les sommets de [z,]} sont dans P, par la Proposition , d’ou
la conclusion.

Le corollaire suivant est alors immédiat.

Corollaire 3.3.6. Soit v € R}. L’hyperplan étagé Py est l'union des faces [z, 1]}, vérifiant
0 < (2,v) < {ei,v).

3.4 Pavage de ’hyperplan contractant H. par des faces
projetées

Dans cette section nous associons a H. un pavage dont les tuiles sont les projetés
des faces de 'hyperplan étagé Py, associé & H, (voir Définition [3.3.3). Notons que vu la
Remarque , v est un vecteur normal de H, d’ou le fait que nous utilisons Py, pour
I’approximer. Ce premier pavage de H, constitue la premiére étape vers la construction,
par la suite, d'un multi-pavage de '’hyperplan contractant dont les tuiles seront les 7, (7)
pour 7 € A.

Nous commencons donc par considérer [’hyperplan étagé Py, (voir Définition .
Remarquons que vu la Proposition [3.3.5] une face [x,|* fait partie de 'hyperplan étagé si
et seulement si

0 < (x,vg) < (e;,vg). (3.1)

Comme discuté dans la section [3.3] 'hyperplan étagé est une sorte d’approximation "pixe-
lisée" de ’hyperplan H,.. Nous considérerons également une approximation discréte de H..

Définition 3.4.1 (Hyperplan discret). L’hyperplan discret associé a H.. est 'ensemble des
points x € Z" vérifiant
0< (x,vg) <lvglh (3.2)

Remarquons que la Proposition indique que les points de I'’hyperplan discret cor-
respondent aux sommets de Py, .

Remarque 3.4.2. Certains auteurs appellent "hyperplan discret" ce que nous avons ici
définit comme étant 'hyperplan étagé. Nous préférerons cette derniére terminologie car
I’hyperplan étagé n’est pas un ensemble discret de points.

Pour ce qui est de ce que nous appelons "hyperplan discret", le terme hyperplan discret
arithmétique standard (standard arithmetic discrete hyperplane en anglais) peut étre trouvé
dans la littérature.

Notre premiére étape consiste a projeter les faces de I'hyperplan étagé par m. ce qui
nous donne un premier pavage de H,. comme le montre la proposition suivante.
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Proposition 3.4.3. La collection des projections des faces de I’hyperplan étagé Py, c’est-
a-dire,
{me([x,4]3) [ x € Z", i€ A, 0 < (x,vg) < (e, vp)}

est un pavage polyédrale de H. par n types de faces projetées.

Démonstration. 1l est clair que la projection des faces [x, z]; forment une couverture de H..
par n types de polyédres puisque les projections conservent le parallélisme et sont inva-
riantes par translation. Ainsi, chaque type de face projetée va donner un polyédre. De plus,
nous déduisons de la Proposition que les polyédres ainsi obtenus ne s’intersectent
que sur leurs bords, d’ou la conclusion.

]

Nous allons maintenant remplacer ce pavage de H. par un pavage dont les tuiles sont
les 7,(i). A chaque face [x,i]; de I'hyperplan étagé Py, nous associons une copie de la
tuile 7,(7) situé en 7.(x) dans ’hyperplan contractant H,.. L’ensemble de translation I'. de
ce pavage, nommé [’ensemble de translation auto-réplicatif, est alors définit comme suit :

Fo=A{(1i) €m(Z") x A|v=m(x), x € Z", 0 < (x,vg) < (€;,Vg)}. (3.3)

Un élément de la forme (v,7) € I', est appelé un tip et est noté [y, i]*. Cette notation
s’explique par le fait que nous considérons [, i|* comme une représentation de la projection
par 7. de la face de type i située en x, c’est-a-dire

[v,4]" = me([x,4];)  avec v = m(x).

Remarquons que pour chaque (v,i) € I, le point v € H, correspond a la projection

d’un sommet distingué de Py, vu la Proposition |3.3.9]

3.5 Transition vers le multi-pavage auto-réplicatif

Maintenant que nous disposons d’un premier pavage de H,. par des faces projetées, nous
voulons montrer que remplacer ces faces projetées par nos tuiles 7, (i) continue de former
un pavage. Nous commencerons par prouver que placer nos tuiles 7, (i) comme décrit par
I’ensemble de translation I'. ci-haut méne & une couverture de H,. Nous avons d’abord
besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 3.5.1 (Canterini et Siegel [7]). Les vecteurs (me(e;) — m(e1)), ., sont linéaire-
ment indépendants. En particulier, ils forment une base de H,. -

Démonstration. Considérons une combinaisons linéaire nulle des vecteurs de ’énoncé :

Z Ai (Wc(ei) - 7Tc(61)) = 0.
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Par linéarité de m., I’équation précédente se réécrit

7rc<i)\i(ei — e1)> = 0.

Or, puisque 7, est la projection le long de H,, son noyau est généré par ug. Il existe donc

r € R tel que

Z )\ie,- — Z )\iel = rug.

i=2 i=2
Dés lors, sir # 0, les coordonnées des ug dans la base (ey, ..., e,) sont linéairement dépen-
dantes sur QQ, ce qui est impossible vu la Proposition Ainsi, 7 = 0 et 'indépendance
linéaire des vecteurs e; implique que \; = 0 pour tout i € {2,...,n}. O]
Lemme 3.5.2 (Canterini et Siegel |7]). Soient (aw,. .., a,) les coordonnées de m.(e1) dans
la base {m.(e; —e1) | 2 <i < n}. Les nombres 1, s, ..., a, sont rationnellement indépen-
dants.

Démonstration. Vu I’énoncé nous pouvons écrire
n
7Tc(e1) = E Oéiﬂ'c(ei — el).
=2
En regroupant tout dans le membre de gauche et en utilisant la linéarité de ., nous

obtenons . .
7TC<<1 + Zai)el — Z aiei> = 0.
i=2 i=2

Puisque le noyau de 7, est généré par ug, il existe un nombre réel r tel que

(1 + iai)el - iaiei = rug.
=2 =2

De plus, le nombre 7 ne peut pas valoir 0, sinon nous aurions (1+ Y 1", a;)e; = >0, oye,
ce qui est impossible. Si maintenant les «; et 1 sont rationnellement dépendants, alors
nous déduisons de I’équation précédente que la premiére composante de ug dans la base

(e1,...,€,) est une combinaison rationnelle des autres coordonnées dans la méme base.
Or, la Proposition indique que cela est impossible. ]

Nous nous rapprochons maintenant de notre but de prouver que les tuiles 7, (i) re-
couvrent H.. Il ne nous reste plus qu’a montrer un résultat de densité. Ce résultat sera
conséquence du théoréme de Kronecker que nous rappelons ici sans preuve (pour une preuve
voir [9]).
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Théoréme 3.5.3 (Théoréme de Kronecker). Soit r > 1 et soient oy, ..., ., des nombres
réels tels que 1, aq, ..., a, sont rationnellement indépendants. Pour tout € > 0 et pour tout
(1,...,2,) € R", il existe un élément N € N et (p1,...,p,) € Z" tel que

Vie{l,...,r}, |Na; —p; —z;| < e.

Corollaire 3.5.4. Soit o une substitution Pisot irréductible et unimodulaire. L’ensemble
m.({z € Z" | (z,vg) > 0}) est dense dans H.,.

Démonstration. Nous commengons par prouver que 7.(Z") est dense dans H.. Soient ov =
(g, ..., ) le vecteur des composantes de m.(e;) dans la base {m.(e; —e;) | 2 < i < n},
c’est-a-dire

n
Wc(el) = Z omrc(ei — el).
=2

Ensuite, comme les nombres 1, s, . . ., o, sont rationnellemnt indépendants (Lemme|3.5.2)),
le Théoréme de Kronecker indique que pour tout € > 0 et tout z = (z9,...,2,) €
R™ ! il existe N € Net p = (pg,...,pn) € Z" ! tels que

Vied{2,...,n}, |z; — Nay; — pi| <e.

De 14, nous déduisons que Na 4+ Z" ' = R"*. Considérons maintenant I’isomorphisme
suivant

o : R — H,

n
T = (.%2, s 7xn) = in770<ei - 61).
=2

Comme ¢ est un isomorphisme, nous avons (N a + Z"~') = H,. Pour conclure que 7.(Z")
est dense dans H, il suffit alors de montrer que (N a4 Z" ") C 7.(Z"). Soit € p(Na +
Z" ). Tl existe N € Net p € Z" ! tels que x = o(Na + p). En décomposant dans la base
{m.(e; —e1) | 2 <i<n}deH, et en utilisant la linéarité de 7., nous obtenons

n

xTr = Z(]\f&Z +p¢)7rc(e,~ — el)

1=2

= Nzaﬂc(ei —e)+ Zpi m.(e; —ey)
=2 i=

= Nm.(e1) + %(Zpi m.(e; — el))

=2

= WC(Nel + Zn:pi(ei - e1)>,

=2
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ce qui prouve que x € m.(Z"). Ceci termine de prouver que 7.(Z") = H..

Montrons maintenant que 7.({z € Z" | (z,vs) > 0}) est dense dans H.. Soit v € H..
Par densité de 7m.(Z"), il existe x € Z" tel que |v — 7 .(x)| < §. De plus, h, étant une
contraction, il existe z € Z" et N € N tels que

|me(My'2)| = |hg o me(2)] < §
(x+ MYz, vs) > 0.

Posons y = x + MYz € Z". Dés lors, nous avons
V= me(y) = v = me(x + M'2)| < v — me(x)| + |7e(M'2)] < e
de sorte que m.({y € Z" | (y,vg) > 0}) est dense dans H.. O

Nous pouvons maintenant montré que nos tuiles 7, (i) recouvrent H,. comme annoncé
précédemment.

Proposition 3.5.5. Soit 0 une substitution Pisot irréductible et unimodulaire. Les asser-
tions suivantes sont vérifiées.

(i) Uensemble T'. est un ensemble de Delone.

(11) Lunion {T,(1) + | [y,9]* € [} est une couwverture de H..

Démonstration. (i) C’est une conséquence directe de la Proposition [3.4.3|impliquant que T,
est I’ensemble de translation d'un pavage de H. par un nombre fini de polyédres. En effet,
puisque les polyédres sont en nombre fini, nous pouvons prendre R la distance maximale
entre deux sommets d’un méme polyédre et nous obtenons alors que toute boule fermé de
rayon R contient au moins un sommet, de sorte que I'. est relativement dense. De méme,
nous pouvons choisir r la distance minimale entre 2 sommets d’un polyédre pour obtenir
que toute boule ouverte de rayon r/2 contient au plus un sommet, de sorte que I'. est
uniformément discret.

(ii) Pour prouver ce deuxiéme point, nous avons d’abord besoin d'une observation
intermédiaire. Soit z € Z" avec (z,vg) > 0. Il existe N € N tel que en posant x =
P(ug---un_1), alors

<X= V/3> < <Z7Vﬂ> < <X= V/3> + <euN7V5>'

En soustrayant (x,vg), nous obtenons alors
0< <Z - X, Vﬂ> < <ew\mvﬁ>
ce qui prouve que (z — X, e,, ) € I'.. De plus, comme z = x + (z — x), nous obtenons

Te(z2) = me(X) + 7e(z — %)
=m.oP(ug---un_1) + m(z — x)
€ T(un) + m.(z — x).
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Autrement dit, nous venons de prouver que pour tout z € Z" tel que (z,vg) > 0, nous
avons 7.(z) € T,(i) + v ou v = 7.(z — X), i = uy et [y,i]* € T..

Nous sommes maintenant en mesure de prouver (ii). Soit v € Hl. Par le Corollaire[3.5.4]
il existe une suite (7.(zx))ren 00 {2z, vg) > 0 pour tout k et qui converge vers v. De plus,
nous venons de dire que pour chaque k, il existe [y, ix]* € T tel que m.(zx) € To(ir) + V&-
Puisque les sous-tuiles 7, (i) pour i € A sont bornées et I'. est uniformément discret, il
existe une infinité de k pour lesquels (vx,ix) prend la méme valeur, disons (7,4). Nous
avons donc v € T, (i) + 7, ce qui prouve que nous avons une couverture de H.. O

Corollaire 3.5.6. Soit o une substitution Pisot irréductible et unimodulaire. Les sous-
tuiles T, (i), pour i € A, ont un intérieur non vide.

Démonstration. Par la proposition I'. est un ensemble dénombrable. Ensuite, par
le théoréme de Baire, toute union dénombrable de fermés d’intérieurs vides de Hl. est un
fermé d’intérieur vide. Ainsi, comme H, est clairement d’intérieur non-vide et est recouvert
par une union dénombrable des (7(j))jea (qui sont des fermés), nous déduisons qu'il
existe i € A tel que l'intérieur de 7, (i) est non vide. De plus, comme o est primitive par
définition, le graphe préfixe-suffixe G, est fortement connexe. Ainsi, vu ’équation ,
nous déduisons que chaque sous-tuile 7,(j) pour j # i contient une copie contractée de
7, (i) d’ott la conclusion. O

3.6 Substitutions de tips

Pour clore ce chapitre, il reste & montrer que la collection de tuiles Z, = {7,(i) +
v [v,4* € T'.} constitue un multi-pavage de H,.. Pour ce faire, nous avons d’abord besoin
de remarquer que T'. est stabilisé par une application dilatante agissant sur 7.(Z") x A.
Cette application est en fait une nouvelle substitution agissant non plus sur les lettres mais
sur les tips (ou de maniére équivalente, sur les faces unité) et qui est inspirée de I’équation
de SFIG satisfaite par les sous-tuiles. Ce genre de substitutions agissant sur des faces
de cubes unités ont été introduites par Arnoux et Ito dans [4] sous le nom de substitution
généralisée. Afin de clarifier les notations qui vont suivre et de donner une intuition sur
les substitutions généralisées, une introduction informelle est donnée en annexe Chapitre
B pour le lecteur intéressé.

Définition 3.6.1 (Substitution de SFIG). La substitution de SFIG sur les tips associée &
la substitution o, notée Ej (o), est définie sur les tips par

E0)(ni)= U {h'(+meP®).d] ) (3.4)

(p,j,s), o(j)=pis

Nous omettons la dépendance en o quand cela est clair et notons donc E; a la place de
E; (o). Nous étendons ensuite 'application aux parcelles en posant

E,;(X1) UE[(X,) = E}(X; U X,).
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Il est direct de constater que tous les éléments apparaissant dans I'union (3.4) sont
distincts.

Remarque 3.6.2. Nous définissons 'application E; sur les tips mais nous pourrions la
définir sur n’importe quel face formelle [w.(x),]*.

De plus, notre définition de E; sur des faces formelles nous place dans un cadre plus
général que si nous travaillions avec les faces géométriques. En effet, nous pouvons égale-
ment voir ET comme une application agissant sur les faces de cube unité et la formule

se traduit comme suit :
E)(xi)= U {M'x+Pw).J}
(p.3.8), o(j§)=pis
Cette traduction revient simplement a remplacer les tips [m.(x), i|* par les faces [x, 1]} dans

I’équation (13.4)).

Comme dans le cas de substitutions classiques oil 'image est entiérement déterminée
par l'image des lettres, une substitution de SFIG Ej(o) est entiérement déterminée par
I'image des tips de la forme [0, ¢]* et 'application h,,.

Lemme 3.6.3. L’image d’une substitution de SFIG E|(c) est entierement déterminée par
limage des tips de la forme [0,]* et Uapplication h,.

Démonstration. En effet, en prenant [7,:]* € I'. nous obtenons successivement

E0)(vi)=|J [W'(r+7oP®),i]

(p.J,8), o(j)=pis

= U w0tk moPm).a)

(p.s), o(3)=pis
= hg' () + U [h,! (WCOP(p))’j]*
(p.g.s), o(j)=pis

= h,'(7) + Eq(0)([0,]").

[lustrons la formule (3.4) sur un exemple.

Exemple 3.6.4. Considérons a nouveau la substitution (1) = 112, ¢(2) = 113, ¢(3) = 1.

Afin de calculer E{([0, 1]*) comme dans 1’équation (3.4), nous commencons par chercher
les occurrences de 1 dans o(1) , 0(2) et 0(3). Nous trouvons 5 apparitions de 1 dans les
images de o :

o(1) =112 =1.1.2
7(2) =e13=1.13
o(3)=ce.le
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ce qui donne l'image suivante :
E;([0,1]") =[0,1]* U [0,2]* U [0,3]* U [ ' o m. o P(1),1]* U [h ' o . 0 P(1), 2]".
Nous calculons de méme
E;([0,2]*) = [h! o 1 0 P(11),1]*
E;([0,3]*) = [h;' om0 P(11),2]".

Pour finir, nous utilisons la relation h ! o 7. = 7, o M ! pour simplifier les expressions
ci-haut et nous obtenons

E;([0,1]%) = [0,1]* U [0,2]* U [0,3]* U [rc(es), 1]* U [mc(es), 2"
Ei([07 2]*) = [2776(63)7 1]*
E([0,3]") = [2mc(es), 2]".

Graphiquement nous avons la substitution suivante :

JON PR S Wt

ol le point en gras sert a marquer l'origine et les fines lignes noires représentent les axes.

Il existe une profonde connexion entre la substitution de SFIG E] et 'équation de SFIG
(2.15)). Cette derniére peut en effet étre réécrite de la sorte

Vvt ele, T.0)+y = |J  he(To0)+n). (3.5)
CRRCHGE D

En effet, nous avons successivement

T@o+y = U h(T0) +n)
[n,3]*€E} ([v.4]*)
= U () + 15" (v + 70 P(0))
JEA,
(p,i,s

= U h(T0) +v+ 7o P(p)
jEAz
i<w>j
et nous retrouvons bien l'équation (2.15) (ou v a été ajouté dans les deux membres). De
plus, comme précédemment, nous pouvons itérer plusieurs fois ’équation ([3.5)) pour obtenir

Vivitele, T +y = |J  w(T.0)+n). (3.6)
.1 €87 ([7.))
Nous obtenons alors le penchant de I’équation (2.17) dans le contexte des substitutions de

SFIG. Les détails de cette itération N-iéme sont fort similaires a ceux de 'équation (2.17))
mais sont quand méme donnés dans la démonstration suivante par souci de complétude.
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Démonstration. En procédant par récurrence sur N nous obtenons successivement pour
tout [v,i]* € I,

T+ = |J (7o) +n)

(.51 €E ([v,i]*)

- U n( U wmo+s)

[.5]* €B ([7,i]*) .0+€E N ([n,4]%)

= U U W (70 +9)

.3]*€ET([7]*) (500 €B:™ ([n.4]%)

= U R (T, (1) + 6)

EURS SRR ETIR

]

Les substitutions de tips jouissent de plusieurs propriétés intéressantes que nous résu-
mons ci-dessous.

Théoréme 3.6.5. [Arnoux et Ito [4] + FEi, Ito et Rao [§]] Soit o une substitution Pisot
irréductible et unimodulaire et soit B sa substitution de SFIG associée.

(i) L’ensemble de translation T, est stable sous laction de E].
(ii) Les images par E| de deux tips différents de T'. ne partagent aucun tip.
(i4i) La substitution E] envoie I', sur I, c’est-a-dire E{(T,) = T .

Démonstration. (1) Soit [y,i]* € T'. avec v = m.(x) pour x € Z" tel que 0 < (x,vg) <
(ei, vg). Nous obtenons successivement

E o) (v = |J [h'(r+7oP®),i]

(p.4»s), o(j)=pis
- U [WC(M;1X-|-M0_—1P<p))’j}*

(p.j,s), o(j)=pis

- U (7 )l

(pvjvs)v U(j):pis

Il reste a vérifier que chaque élément de la derniére union est bien un tip de I'.. Remarquons
d’abord que vu I’hypothése d'unimodularité de o, la matrice M ! est a entrées enticres de
sorte que la premiére composante de chaque tuple de I'union est bien dans 7.(Z"). Ensuite,
pour tout j € A tel que o(j) = pis, nous devons vérifier les deux inégalités suivantes :

(M, (x+P(p),vs) >0 (1)
(M (x+P(p)) —e;,vs) <0 (2).
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Pour (1), nous avons clairement (P(p),vg) > 0 en plus de (x,vg) > 0 par hypothése.
Ainsi, (x + P(p),vg) > 0 et comme {y € R" |{y,vs) > 0} est stable sous I'action de M *
(Lemme [A.0.4)), la premiére inégalité est démontrée.

Pour (2), commengons par remarquer que M, ' P(c(j)) = e;. Dés lors, nous obtenons

Or, comme (x — €;,vg) < 0 et (—P(s),vg) < 0 nous avons (M '(x +P(p)) — e;,vg) =
(x —e; — P(s),vg) < 0. Dés lors, nous concluons de la méme facon que précédemment en
remarquant que {y € R"|(y, vg) < 0} est stable sous I'action de M ! (Lemme [A.0.4)).

(ii) Supposons par 'absurde qu'il existe un tip [n, j]* € I, tel que [n,j]* € E([7,]*)
et [n,7]* € E{([y/,4]*) avec [y,i]* # [y,i]*. Par définition de E], nous avons alors o(j) =
pis = p'i's’ et

n="h'(y+moP®) =h(v+moP®y)).
Ceci implique que
v+ oP(p) =+ +m o P(p) (3.7)
vu que h, est inversible. Nous avons alors deux cas : v =/ ou vy # «/'.

Siy =4/, alors P(p) = P(p’) vu (3.7)). De plus, comme o(j) = pis = p'i’s’, nous sommes

dans la situation suivante :

o) |
()|

|
|

Ainsi, clairement ¢ = i’ et les tips [, ]* et [y, #]* ne sont pas distincts, ce qui contredit
I’hypotheése.

Si maintenant v # 7/, alors vu (3.7) et la Proposition nous devons avoir P(p) #
P(p'). Ceci implique |p| # |p’| puisque p et p’ sont tous deux préfixes de o (7). Supposons
sans perte de généralité que |p| < [p'| et décomposons p’ = piu.

p |i] u

o(5) | | |
o) | 7] |

45



Ensuite, comme [v,]*, [y/,7]* € I'., nous pouvons écrire v = m.(x) et 7' = 7.(x") pour
x,x' € Z" tels que

0<(x,vg) < (e,vg et 0<(x,vg) < (er,vg).

Dés lors, en repartant de (3.7]), nous obtenons successivement

/Y+7TCOP(]9) :'7,+7TCOP(p/)
& mo(x) + 7. 0 P(p) = m.(X') + m. 0 P(p) + 7. 0 P(i) + 7. 0 P(u)
& To(x) = me(X') + 7e(€;) + 7 P(w))

& . (x) = m(x' + €; + P(u))
ex=x+e¢ +Pu)

ol la derniére équivalence vient de la Proposition|2.2.14] Or, en calculant le produit scalaire
de x avec vg, nous obtenons maintenant

<X’ Vﬁ) = <X,7Vﬁ> +<ei’ Vﬂ) + <P(u)’ Vﬁ)
HZB_/ X

> <ei7 Vﬁ>

ce qui est impossible car [y,i]* € I'. implique que (x,vg) < (e;, vg).

(iii) Nous savons déja que E;(I',) C I',, montrons l'autre inclusion. Soit [, j]* € I, tel
que n = 7.(y) avec 0 < (y, vs) < (e;,vg). Notons P= le demi-espace {x € R" | (x,vg) >
0} et P< le demi-espace {x € R" | (x,v3) < 0} . En prenant y’ = y — e;, nous avons
y' € P< de sorte que M,y € P< vu le Lemme Or, puisque P(o(j)) = M,e;, en
notant (p;)1<;<; la suite (finie) des préfixes propres de o(j), nous avons que

Moy - {P(p1>, B 7P(pl)7 MUej}

définit un chemin de cordons liant M,y a M,y’, c’est-a-dire un chemin de P= & P<. Dés
lors, ce chemin doit passer a travers P~ = {x € R" | (x,vs) = 0}. Supposons que le
chemin intersecte P~ a la k-ieme étape. Nous avons alors

0< <M0y - P(pk)v Vﬂ) < <ei= Vﬂ)

pour un ¢ € A vu la Proposition . Ainsi, en posant v = 7. (May — P(pk)), nous avons
[v,i] € T, tel que [n, 5] € E{([y,i]*) vu la définition de E;.
0

Le point (iii) de la proposition précédente implique que I'. est un point fixe de la
substitution généralisée E]. Ceci explique la terminologie auto-réplicatif de I’ensemble de
translation I'.. Remarquons que nous utilisons la terminologie "auto-réplicatif" et non
"auto-similaire" car ’application h, n’est pas forcément une similitude.

Pour clore cette section, nous démontrons le résultat fondamental suivant.
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Proposition 3.6.6. Soit o une substitution Pisot irréductible et unimodulaire et E] sa

substitution de SFIG associée. Si [, j1]*, 12, J2]* € ETN([’y, i]) pour un certains [y,i|* € I,
et un certains N, alors

pa-1((To (1) +m) N (T5(j2) +112)) = 0.
Démonstration. Reprenons I’équation de SFIG itérée (3.6

Vit ele, TG0 +y = |J  BNTG) +n).
.41 €E;™ ([,il*)

Vu le Théoréme 2.4.5] nous savons que l'intersection de chaque paire de tuiles dans I'union
du membre de droite est de mesure nulle. Dés lors, comme [n1, j1]*, [12, J2|* € ETN( [v,1]),
Vintersection A2 (T,(j1) +m) N RY(T5(j2) + 1n2) est de mesure nulle. Ceci implique que
intersection (7,(j1) + m) N (T5(j2) + 12) est également de mesure nulle. O

La propriété précédente nous dit que deux sous-tuiles translatées par des vecteurs issus
de tips appartenant a l'image ETN([’y,z']*) ne s’intersectent pas (sauf peut-étre sur un
ensemble de mesure nulle).

3.7 Multi-pavage auto-réplicatif

Nous construisons dans cette section un multi-pavage de H,. dont les tuiles sont les
{T5(@) +~ | (v,i) € T'.}. Pour cela, nous avons d’abord besoin du théoréme suivant.

Théoréme 3.7.1. Soit o une substitution Piost, irréductible et unimodulaire. La frontiére
de la tuile centrale T, ainsi que celle de chaque sous-tuile T, (i) est de mesure nulle. De
plus, T, et chaque T, (i) est 'adhérence de son intérieur.

Démonstration. D’abord, nous avons 7.(0X) = 9(7.(X)) pour tout e € P, et pour tout
sous-ensemble X de H,. car les applications 7, pour e € P, sont des homéomorphismes.
Ensuite, en utilisant les mémes notations et en faisant les mémes détails que dans la preuve

du Théoréme [2.4.5] nous déduisons de 1'équation (2.15)) que

Bin—1( ) < meﬂn 1(075(7)) (3.8)

jEA

En continuant de suivre la preuve du Théoréme [2.4.5] nous obtenons 1'égalité

Bin—1( meﬂn 10075(5))- (3.9)

jEA

Comme 'union dans I’équation (2.15]) est disjointe en mesure, il en est de méme pour les
ensembles 07, (i) avec i € A. Dés lors, 'égalité précédente implique que ces ensembles sont
tous de mesure strictement positive ou bien tous de mesure nulle. Supposons qu’ils soient
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tous de mesure strictement positive et montrons que ce cas méne a une contradiction. Par
le Corollaire [3.5.6] les sous-tuiles 7,(¢) ont un intérieur non-vide. Soit i € A et soit B
une boule ouverte inclue dans I'intérieur de 7, (7). Considérons ’équation appliquée
a T,(1) = T,(i) + 0, c’est-a-dire

.= |J  h(T0)+n). (3.10)
[n.41*€E; ™ ([0,i]*)

Choisissons N suffisamment grand pour que 7¥(7,(j)) € B, pour un certains j tel que

o (j) = pis. Remarquons qu’un tel entier N existe car les applications 7, sont des contrac-
tions. Ceci implique que (7Y (7T;(5)) N 0T,(i) = 0. Remarquons également que e =
(p,i,s) € P,~ est une aréte du graphe préfixe-suffixe associé a o et que ces arétes décrivent
'union dans la décomposition des tuiles. Dés lors, nous avons 7.(v) = hY (v) + 7. o P(p)
pour tout v € H, (en rappelant que h,v = hY). Nous supposons également choisir N
suffisamment grand pour avoir mg > ( pour tout 7,7 € A (en utilisant la primitivité de
M,). En utilisant 1’équation et en rappelant que d(AUB) C dAUJB nous déduisons

alors de ce qui précede :

0T,(i) C U ORY (T (k) +n). (3.11)
[ k]* €} ([0,4]%), [n,k]* A[reoP(p),j]*

Ceci implique I'inégalité suivante

pn1(DTo () < BTN " mi pin1 (0 T (K)),

keA

en faisant, & nouveau, le méme genre de détails que dans la preuve du Théoréme [2.4.5| et
en rappelant que les ensembles dans le membre de droite de I’équation (3.11]) sont disjoints
en mesure. Or, en répétant N fois 'équation (3.9)), nous obtenons

o1 (O To(0) = BN Y mi 1 (0 To(k)),

keA

une contradiction. Ceci fini donc de prouver que la frontiére de chaque sous-tuile est de
mesure nulle (il en va alors de méme pour 7, vu que (AU B) C 0AUIB).

Montrons maintenant que chaque sous-tuile est I’adhérence de son intérieur. Soit i € A
et soit v € T,(7). Soit B une boule ouverte de centre v. Nous utilisons comme précédemment
la formule pour la décomposition Niéme pour un N suffisamment grand et nous
obtenons v € 7V(7,(j)) C B, pour un certains j tel que o™¥(j) = pis avec e = (p,1i,s) €
P,~. Par le Corollaire [3.5.6] 7,(j) est d’intérieur non-vide d'ott 7V(7,(j)) est également
d’intérieur non-vide. Ainsi, B contient des points intérieurs de 7,(i). Nous venons donc
de prouver que n’importe quelle boule ouverte centrée en v contient des points intérieurs
de 7,(i). Comme v a été choisi arbitrairement dans 7, (i), nous concluons que 7, (i) est
I'adhérence de son intérieur. Dés lors, il en est de méme pour 7, vu l'égalité T, = U;eca To (7).

]
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Nous avons maintenant tout ce qu’il nous faut pour démontrer que les copies des sous-
tuiles translatées forment un multi-pavage de H..

Théoréme 3.7.2. Soit o une substitution Pisot, irréductible et unimodulaire. La collection
Ty =A{T5(0) + v | [v,i]* € T} est un multi-pavage de H.. De plus, T'. est répétitif.

Démonstration. Nous séparons la preuve de ce théoréme en plusieurs partie. Notons que
nous nous servirons des définitions introduites dans la Section 3.1l

L’ensemble de translation I'. est localement fini. Comme 7, (i) est compact pour
tout i € A et comme I'. est uniformément discret vu la Proposition [3.5.5] la collection Z,
est localement finie, c’est-a-dire qu’il existe un entier positif p tel que chaque point de H,
est couvert au plus p fois.

L’ensemble de translation I'. est répétitif. Nous devons montrer que pour chaque
parcelle P, il existe R > 0 tel que chaque boule de rayon R contient une copie translatée
de P. Fixons une parcelle P = {[m.(zg),ix]* | 1 < k <[} de T'.. Soit Rp tel que la boule
B(0, Rp) contient la parcelle P.

Nous introduisons la notion de coupe au-dessus de H.. Nous notons La,b] = {x €
Z" | a < (x,vg) < b} l'ensemble des points dont la hauteur est entre a et b. Rappelons
que I'. correspond & la projection des faces dont le sommet distingué est dans L[0, ||vg||o]
vu (3.3)).

Vu la définition de I, il existe g, > 0 tel que z; appartient a la coupe L0, (1 —
er){€;,, vg)] pour tout k € {1,...,1}. Posons ¢ := 1 min, e (e;,, vg) (notons que € > 0 car
P est fini).

Toujours par la définition ([3.3]), nous déduisons que pour tout x € Z", avoir x € L]0, ¢
implique que la parcelle 7.(x) + P appartient a I'.. En effet, un élément [y, i]* € 7.(x) + P
est tel que v = 7m.(x) + 7e(2) = 7m.(x + 2;) pour un k € {1,...,l} et i = 7. Or, en
combinant le fait que x € L[0,¢| et que z; € L[0, (e;,, V)], nous obtenons successivement

0 < (x+2z4,vp) = (X, vg) + (2k, V)
< S mineelen V) + {6, Vi) — exleie, va)
< mkin erle;,vg) + (e, vg) — mkin er{€ei,vg)
= (€, va),

c’est-a-dire [y, 1]* € ..

Il reste a prouver qu’il existe R > 0 tel que chaque boule de rayon R de H,. contient
un point 7.(x) avec x € L[0,¢]. Rappelons que les coordonnées de v sont rationnellement
indépendantes. Par le Théoréme de Kronecker [3.5.3] il existe x € Z" tel que x¢ € L[0,&/2].
Divisons la coupe L[0, ||vs]|s] en N = [||vg||ac2/e] coupes L[je/2,(j + 1) /2] de hauteur
/2. Puisque 0 < (x¢, V) < €/2, chaque coupe peut étre translatée jusqu’a L[0,¢] : pour
tout j < N, il existe m; tel que m;xo + L[je/2,(j + 1)e/2] C L[0,¢].
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Soit v € H.. Nous utilisons le fait que I', est un ensemble de Delone, en particulier qu’il
est relativement dense (Proposition . Soit R’ > 0 tel que chaque boule de rayon R’
contient le projeté par m. d’un point de '’hyperplan discret (Déﬁnition. Ainsi, la boule
B(v, R') contient un point m.(x) avec x € L[0, ||vg|/oo]. Il existe donc j tel que le point x
appartient a une coupe L[je/2, (j +1)e/2] et donc il existe m; tel que x+m; %o € L[0, €].
Vu ce qui précede, cela implique que la parcelle 7.(x + m; %) + P appartient a [',.

Finalement, nous déduisons que la boule de centre v et de rayon R = R'+maxy, ||miXo||c+
Rp contient une copie translatée de la parcelle de départ P. Comme v € H, a été choisi

.....

La collection Z, est un multi-pavage. Nous savons que Z, satisfait la condition (i)
par la Proposition m et nous venons de démontrer que la condition (ii) de la définition
d’un multi-pavage tient également (voir Section . Procédons par I'absurde et supposons
que Z, ne satisfait pas (iii).

Comme le frontiére de chaque sous-tuile est de mesure nulle par le Théoréme [3.7.1
I'union des frontiére de tous les éléments de Z,, est aussi de mesure nulle. Dés lors, supposons
par 'absurde que (iii) n’est pas vrai et supposons donc qu’il existe v;, v, € H,., deux entiers
positifs l; # Iy et € > 0 tels que B(v;, ¢) est couvert exactement [; fois par la collection Z,,,
pour j = 1,2. Plus précisément, il existe deux parcelles P, P, C I'. de cardinalité [; et lo
respectivement telles que B(v;,¢) C ﬂ['y,i]*EPj (’Tg(z) + 7) pour j = 1,2. De plus, B(v;,¢)
est d’intersection vide avec toutes les tuiles de Z, qui ne sont pas contenues dans P;. Nous
supposons sans perte de généralité que l; < ls.

Considérons maintenant la famille h;™Z, (rappelons que h, ' est une dilatation). Par ce
qui précéde, chaque point de h, ™ B(v, €) appartient a exactement [y tuiles de h;™Z,. Par le
Théoréme@ (iii), chaque tuile de h,;™Z, est de la forme h;™ (T, (i)+7) avec [v,4]* € L.
Vu l'équation (3.5 et la Proposition , une telle tuile peut étre décomposée en une
union finie de tuile de Z, disjointes en mesure. Ainsi, presque tout point de h, " B(vy,¢)
appartient a exactement [; tuile de Z,,.

Puisque ’ensemble de translation I'. est répétitif, nous pouvons choisir m suffisamment
grand pour que h;™B(vy,€) contienne une copie P, + v de la parcelle P. Cela signifie que
la boule B(vs,€) + v est incluse dans h, ™ B(vy, €) pour m suffisamment grand. Rappelons
que B(rs,€) est couverte exactement [y fois par Z,. Il n’y a & priori aucune raison de
penser que la boule translatée B(vs,€) + 7y est recouvert exactement Iy fois elle aussi. En
effet, d’autre tuiles pourraient "envahir" B(vs,e) + . Cependant, cette boule translatée
est couverte par chaque élément de la parcelle P, 4+ 7 ce qui implique qu’elle est au moins
recouverte [y fois par des éléments de Z,. Ceci implique une contradiction puisque presque
tout point de h, ™ B(vy, ) appartient a exactement /; tuiles de Z, et que Iy < [s. O

Nous pouvons maintenant donner un nom a ce multi-pavage.

Définition 3.7.3. Soit o une substitution Pisot, irréductible et unimodulaire. Nous appe-
lons multi-pavage auto-réplicatif le multi-pavage Z, du Théoréme [3.7.2]

Une illustration du multi-pavage auto-réplicatif est donnée Figure [3.7, Pour tous les

50



FIGURE 3.3: Multi-pavage auto-réplicatif pour la substitution o(1) = 112,0(2) =
113,0(3) = 1. Ce multi-pavage est en effet un (simple) pavage. Image issue de [21].

exemples de substitution Pisot irréductible et unimodulaire connus, le multi-pavage auto-
réplicatif est en fait un (simple) pavage. Nous introduisons donc la définition suivante.

Définition 3.7.4 (Condition de pavage). Une substitution Pisot, irréductible et unimo-
dulaire o satisfait la condition de pavage si le multi-pavage auto-réplicatif est un pavage.

Il existe en fait une conjecture connue sous le nom de conjecture Pisot affirmant que dés
qu’une substitution o est Pisot, irréductible et unimodulaire alors elle satisfait la propriété
de pavage. Notons que cette conjecture connait plusieurs reformulations équivalentes dans
la littérature. Une forme équivalente de la conjecture a déja été démontrée dans le cas d'un
alphabet a deux lettres [10].

Nous terminons cette section avec le théoréme suivant.

Théoréme 3.7.5. Soit o une substitution Pisot, irréductible et unimodulaire. Soitent k.l
deux entiers positifs. Alors, Tox = T,i. De plus, la substitution o® satisfait la condition de
pavage si et seulement si o' satisfait la condition de pavage.

Démonstration. Remarquons que h,x = h¥ pour tout k car nous savons déja que M x = MF¥
pour tout k (voir rappels de combinatoires Section [1.3]). Vu I’équation ([2.17)), les tuiles
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centrales T et 7, vérifient respectivement

Vie A, T(i) = |J WNTH() +7coP(p) et
j€A7
okl (5)=pis
vie A Ta() = | 0 (Tal) + 7o Pp),
JEA,
o (j)=pis
ol nous avons appliqué 'itération [-iéme & T et I'itération k-iéme & 7,:. Ainsi, pour tout
i € A, les sous-tuiles T« (i) et T, (i) satisfont la méme équation de SFIG et par unicité des
attracteurs d'un SFIG, ces tuiles coincident.
Pour ce qui est de I’équivalence, remarquons que I’ensemble de translation I'. ne dépend
que de v qui est un vecteur propre a gauche commun a o* et o!. Ceci implique que les multi-
pavages auto-réplicatifs associés & o et o' sont en fait identiques d’oit la conclusion. [
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Chapitre 4

Condition de pavage

Dans ce chapitre, nous nous intéressons principalement a la condition de pavage. Nous
présentons plusieurs résultats permettant de vérifier cette condition.

4.1 Propriétés de finitude

Notons que la substitution o satisfait la condition de pavage si et seulement si chaque
intersection de deux tuiles distinctes dans le multi-pavage auto-réplicatif est de mesure
nulle. Or, nous avons déja gagné de l'information sur l'intersection des sous-tuiles. En
effet, le Théoréme affirme que les copies contractées des sous-tuiles apparaissant dans
la décomposition de chaque 7, (i) sont disjointes en mesure. De plus, le Théoréme [2.4.11
indique que les sous-tuiles 7, (i) avec i € A sont disjointes si la substitution o satisfait la
condition de coincidence combinatoire forte.

Le but de cette section est de gagner de I'information sur 'intersection des tuiles dans
tout le multi-pavage auto-réplicatif. Plus précisément, nous donnons une condition suffi-
sante pour que les tuiles de notre multi-pavage soient disjointes en mesure. Autrement dit,
nous démontrons une condition suffisante pour que le mutli-pavage auto-réplicatif soient
en fait un (simple) pavage.

Soit U la parcelle
U:=1[0,1]"Ul0,2]*U...U[0,n]" (4.1)

Il est clair que U C I', vu . En continuant notre analogie entre les tips et leur
représentations géométriques (voir Section , nous appelons U le cube unité inférieur.

Une premiére observation directe est que U C Ej(U). En effet, pour tout j € A, [0, j]*
est inclus dans E]([0,4]*) ot i est la premiére lettre de o(j) vu . De plus, 'inclusion
est stricte car, vu la primitivité de o, il doit existe une lettre i dont I'image o(i) est un
mot de longueur au moins 2. Ainsi, vu il existe x € H, non nul et j € A tel que
[z,7]* € E{(U) (or clairement [z, j]* ¢ U car x # 0).

Nous déduisons du paragraphe précédent et du Théoréme|3.6.5|que la suite ( Efm(U ))

m>0
est une suite strictement croissante (pour l'inclusion) d’ensembles de I'.. Un cas particu-
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licrement intéressant est celui ot ;" (U) fini par recouvrir tout I’ensemble de translation
auto-réplicatif I'. lorsque m tend vers I'infini. Dans cette idée, nous introduisons la Défini-
tion A T.11

Une illustration de E}" (U) est donnée Figures et pour un m fixé et pour les
substitutions o (1) = 112,0(2) = 113,0(3) = 1 et 7(1) = 2,7(2) = 3,7(3) = 12. Ces figures
semblent indiquer que B} (U) finit par couvrir T, dans le cas de o mais pas dans le cas
de 7.

FIGURE 4.1: La parcelle EI5(U) pour la substitution o(1) = 112,0(2) = 113,0(3) = 1.
Image issue de [21].

Définition 4.1.1 (Condition de finitude géométrique). Soit o une substitution Pisot ir-
réductible et unimodulaire et soit E] sa substitution de SFIG associée. Nous dirons que o
satisfait la condition de finitude géométrique si

r.=JE" ). (4.2)
meN
Nous pouvons maintenant propager l'information que nous avons sur les intersections
nulles au sein des sous-tuiles 7, (7). En effet, la condition de finitude géométrique couplée &
la condition de coincidence combinatoire forte implique que I'intersection de toute paire de
tuiles distinctes dans le multi-pavage auto-réplicatif est de mesure nulle. Ceci fait I'objet
du théoréme suivant.
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FIGURE 4.2: La parcelle ET15(U) pour la substitution 7(1) = 2,7(2) = 3, 7(3) = 12. Image
issue de [21].

Théoréme 4.1.2. Soit 0 une substitution Pisot irréductible et unimodulaire. Si o satisfait a
la fois la condition de coincidence combinatoire forte et la condition de finitude géométrique,
alors le multi-pavage auto-réplicatif est un pavage.

Démonstration. Considérons deux tuiles 7;(i1) + 71 et T, (ia) + 72 du multi-pavage auto-
réplicatif. Par la propriété de finitude géométrique, il existe N € N tel que

1, i)* € B (U) = U ETN([OJ]*)-

jEA

Ainsi, il existe N € Net j; € A tel que [y1,i1]* € E;‘N([O,jl]*). Ceci implique que T, (i1)+m
apparait dans la décomposition N-iéme de 7,(71). De méme, il existe j, € A tel que
T, (i2) + 2 apparait dans la décomposition N-iéme de 7,(j2) pour le méme N (quitte a
prendre N assez grand). Si j; = jg, ¢’est terminé car nous sommes alors dans les hypothéses
de la Proposition [3.6.6] Si ji # ja, la condition de coincidence combinatoire forte permet
d’utiliser le Théoréme qui indique que les sous-tuiles 7, (j;) et T,(j2) sont disjointes
a un ensemble de mesure nulle prés, d’oui la conclusion.

]
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Une condition plus restrictive pour avoir la condition de pavage est la condition de
superfinitude géométrique qui suit.

Définition 4.1.3 (Condition de superfinitude géométrique). Soit o une substitution Pisot,
irréductible et unimodulaire et soit E] sa substitution de SFIG associ¢e. Nous dirons que
o satisfait la condition de superfinitude géométrique si il existe 1 € A tel que

r.= [ JE"((0,4). (4.3)

meN

Remarque 4.1.4. Dans le cas de la superfinitude géométrique, le Théoréme s’ap-
plique sans avoir besoin de I’hypothése de coincidence combinatoire forte. En effet, en
reprenant les mémes notations que dans la preuve du théoréme, la superfinitude géomé-
trique implique que nous sommes forcément dans le cas j; = j».

4.2 Le graphe des ancétres

Nous allons maintenant donner une maniére de calculer explicitement si la condition de
finitude géométrique est satisfaite. L’idée est de prouver que cette condition est satisfaite
si et seulement si une parcelle finie (dépendant de o) est ultimement recouverte par les
itération de E] sur le cube unité inférieur U.

Une conséquence du Théoréeme m (ii) est que chaque tip posséde une unique pré-
image sous l'action de E]. Nous appellerons cette pré-image un ancétre.

Définition 4.2.1 (Ancétre d’un tip). L’ancétre d'un tip [n, j]* € T, est I'unique tip [, i]* €
L. tel que [, j]* € Ey ([v,4]").

Nous posons M, = max{||m. o P(p)||. | (p,i,s) € P,}. Ceci nous permet de définir la
parcelle annoncée en début de section.

Définition 4.2.2 (Parcelle racine). La parcelle racine V, associée a une substitution o
Pisot irréductible et unimodulaire est définie par

M,
Vo { bl e Lol < 25— | (4.9

Remarque 4.2.3. Remarquons que M, /1— (yax est une borne supérieure sur le diamétres
des sous-tuiles 7, (7).

Démonstration. Soient v, € T,(i). En utilisant le Corollaire [2.4.7] nous avons successi-
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vement

ly =V lle =11 By(me o P(pr) = Y hip(me o P(p}))lle

k>0 k>0
= || Y hé (we(P(pr) — P(ph))) e
k>0
M,
< =97
Z 5max 7 1 - 6max
k>0

Nous déduisons alors de ce qui précéde que si 0 € T,(j) + 7, alors [y, j]* € V.

Théoréme 4.2.4. Soit o une substitution Pisot irréductible et unimodulaire. Nous avons

r.=J B (V.

meN

Démonstration. Rappelons que par la définition (3.4) de Ej, I'image d'un tip [7,4]* est
donnée par
Bl = U {0 +moPw).]}

(p.gss), o (j)=pis
Ainsi, si [y,1]* est Pancétre d'un tip [n, j|*, alors n est de la forme n = h* (fy + 7.0 P(p)),
ce qui se réécrit

Y= hcr(n) _ﬂ-cOP(p)7 (45)

ol p est un préfixe de o(j). Fixons un tip [n, j]* € T et considérons ([yx, ix]*), ., les ancétres
successifs de [n, j]*, c’est-a-dire [n,j]* € E| ([v1,41]*) et [ve,ix]* € E] ([Vet1,k41]") pour
k > 1. Par (4.5)), nous avons

Vi1 = ho () — 7 0 P(p)

ol p est un préfixe de o(iy). Dés lors, en prenant la norme ||.||. de part et d’autre de cette
égalité et en utilisant (2.8)) nous déduisons

HVk+1Hc S ﬁmax“ﬁ)/kHC + MO" (46)

Soit & € |Bmax, 1[- En utilisant 'inégalité précédente, nous avons

1Ykl = 6 = [lle < allwlle. (4.7)
Soit V(@) = {[7, il eTe|l|vlle < a/\g,iax}‘ Comme I'; est uniformément discret (Proposi-
tion [3.5.5)), les V(@ sont des parcelles finies. Notons également que
N V@ =V,
ﬁmax<a<1

Dés lors, il existe ag < 1 tel que V(@) =1V, = V(@) pour tout o € [ap, 1[. Nous avons alors
deux cas possibles :
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— Soit [|11]le < =M=— et donc 7y, € V(@)

Oé_ﬂmax
— Soit ||mlle > a_/\giax et par 1) nous avons |||l < al/y1]|.. Nous pouvons donc,

dans ce cas, répéter 'argument sur s.

Remarquons que dans le deuxiéme cas, ||72||c < |[71]|c vu le choix de « et nous retombons
donc dans le premier cas en un nombre fini d’étapes. Ainsi, il existe k € N tel que le k-iéme
ancétre [yg, ix]* de [n, 7]* appartient a V(@) Comme V(®) =V, nous venons de prouver
que I'e = U, en B (Vy). O

Remarque 4.2.5. La parcelle V, contient les ancétres de ses éléments. En effet, soit
[n, 71" € V, et soit [v,i]* son ancétre. En utilisant (4.6)) nous obtenons successivement

17l < Bmax 0lle + Mo

M,
]- - ﬁmax * MU

M,

B 1 _5max

< Bmax

ce qui implique [,i]* € V.

Corollaire 4.2.6. Si il existe m > 1 tel que B (U) contient V,, alors la condition de
finitude géométrique est satisfaite. Dans ce cas, nous pouvons calculer explicitement un tel
m.

Démonstration. Si il existe m tel que E}" (U) D V,, alors E;mﬂ

N . *
nuant & prendre les images par E; nous obtenons

UE"0) 2 |JE"(V,) =T,

meN meN

(U) 2 E{(V,). En conti-

ou l'égalité avec I', vient du Théoréme . Comme clairement |J,,.yEf (U) C I, la
condition de finitude géométrique est bien satisfaite.

Pour ce qui est du calcul de ce m (si il existe), V, et E] étant clairement tous les deux
calculables explicitement, nous pouvons trouver un tel m en prenant les images successives
de U par E] et en vérifiant & chaque étape si 'image contient V. O]

La preuve du Théoréme se base principalement sur la notion d’ancétre. Nous allons
maintenant combiner cette notion avec la parcelle racine pour obtenir un graphe qui nous
permettra de vérifier explicitement si la condition de finitude géométrique est satisfaite.

Définition 4.2.7 (Graphe des ancétres). Les graphe des ancétres est un graphe dirigé
dont les sommets sont les tips qui apparaissent dans la parcelle racine V,, (voir Définition
4.2.2). 11 y a une aréte de [n, j]* vers [y,i]* si [v,i]* est Pancétre de [n, j]*, c’est-a-dire
[’I’],j]* € El ([’%Z]*)
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Le calcul du graphe des ancétres est direct. D’abord, lister tous les tips qui appar-
tiennent a V,. Ensuite, pour chaque [y,i]* € V,, calculer les tips [, j]* € E] ([”y,z]*) et
ajouter une aréte de chaque [n, j|* vers [v,i]* si [n, j|* € V.

Remarque 4.2.8. Le choix que nous avons fait ici pour 'orientation du graphe des an-
cétres (suivre la relation "a comme ancétre") peut paraitre contre-intuitive ou arbitraire a
premiére vue mais cela n’est pas le cas. Ce choix d’orientation est motivé par notre volonté
de "zoomer en dehors" des sous-tuiles afin de retrouver le multi-pavage auto-réplicatif d’ot
le besoin de retracer les ancétres. Le choix contraire d’orientation a déja été utilisé par
exemple dans [1§] pour une construction de graphe similaire mais les auteurs cherchaient
ici & étudier le bord des sous-tuiles et donc voulaient étre capables de "zoomer & I'intérieur"
des ces sous-tuiles.

Comme chaque tip posséde un unique ancétre et que V, contient les ancétres de ses
¢éléments, chaque sommet dans le graphe des ancétres posséde exactement une aréte sor-
tante. Ceci implique que n’importe quel chemin suffisamment long fini par atteindre un
cycle puisque le nombre de sommets du graphe est fini. De plus, remarquons qu'un tip de
la forme [0, j]* admet comme unique aréte sortante un tip qui est également de la forme
[0,4]*. En effet, par le méme raisonnement qu’au début de la Section [4.1] 'ancétre (unique)
de [0, j]* est le tip [0, ¢]* ou ¢ est la premiére lettre de o(7). Dés lors, dés qu’un cycle contient
un tip de U, il ne contient que des éléments de U. Nous dirons que le cycle est contenu dans
U. Cette observation nous permet de donner une méthode simple pour vérifier la condition
de finitude géométrique.

Proposition 4.2.9. Soit 0 une substitution Pisot irréductible et unimodulaire. La condition
de finitude géométrique est satisfaite si et seulement si tous les cycles dans le graphe des
ancétres sont contenus dans U.

Démonstration. Sila propriété de finitude géométrique est satisfaite, n’importe quel chemin
suffisamment long dans le graphe des ancétres contient un tip de U et donc chaque cycle
du graphe contient un tip de U. Par la remarque précédant 1’énoncé, nous déduisons que
chaque cycle dans le graphe est contenu dans U.

Supposons maintenant que chaque cycle est contenu dans U. En utilisant a nouveau
les observations faites avant 1’énoncé, nous déduisons que chaque tip de V,, admet dans sa
suite d’ancétres successifs un élément qui appartient a un cycle, donc un élément de U, ce

qui conclut vu le Corollaire [4.2.6] O

Exemple 4.2.10. Deux exemples de graphes des ancétres sont illustrés Figures et
pour les substitutions introduites précédemment. Nous pouvons constater que le graphe
de la substitution o(1) = 112,0(2) = 113,0(3) = 1 satisfait la condition de la Proposition
alors que le graphe associé a 7(1) = 2,7(2) = 3, 7(3) = 12 ne la satisfait pas. En effet,
dans le second exemple, le graphe des ancétres, admet deux cycles dont seulement un des
deux est contenu dans U. Ceci confirme ce qu’il semblait se passer Figures [4.1] et [£.2]
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101,011 —»{10,0,),2) F————

022, 10,0221 -—»{10.0,0.3)
| 10,0.2,11 —10,0,0).2]
[(1,0,-2),2] (11,2, —10,1,-1),21 —

li0.1,-2).2)

[(1,0,-1),2]

[(1,0,-1),1]

p [(0,0,0,1]

-
-
_a|

[(1,0,-2),3]

"

[(1,0,-2),1]

.-2.2.3]

| [(0,0,1),1] }—

[(1,-1,1),2]

[(1,-1,0),3]

l(-1,1,0,11

li0,1,-1,11—

la-10.2

|[(-1.1.1}.3] ‘[(1,-1.0),1]

|[(-1.1,1).2] [(1,-1.1),1]}—

FIGURE 4.3: Le graphe des ancétres pour la substitution (1) = 112, 0(2) = 113,0(3) = 1.
Afin de ne pas alourdir le graphe, les projections 7. ont été omises volontairement sur les
sommets. Image issue de [21]. Ce graphe a été généré par yFiles.

4.3 Le graphe des ancétre a deux parties

Dans la section précédente, nous avons construit le graphe des ancétres permettant de
vérifier la condition de finitude géométrique. Or, cette condition n’est pas équivalente a la
condition de pavage. Ainsi, nous introduisons ici un nouveau graphe inspiré par le graphe
des ancétres mais permettant de vérifier une condition équivalente a la condition de pavage.

Nous commengons par ré-exprimer la condition de pavage grace au théoréme suivant.

Théoréme 4.3.1 (Ito et Rao [8]). Soit o une substitution Pisot irréductible et unimodulaire
et soit E| sa substitution de SFIG associée. Le multi-pavage auto-réplicatif est un pavage
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S}D-:H:H:Hjl =
s
Sttt I = -
-1,1,0),2

_SFegEser M
= [(1,1,-1),1] |
= Ty [(0,-1,1),3]
et Rt

S

[(0,0,0),1]

Ty (I o % < O O o S "
I:H:IFJEI*
T, [(0,0,0),3]
DJ [(0,0,0),2]
3

FIGURE 4.4: Le graphe des ancétres pour la substitution 7(1) = 2,7(2) = 3,7(3) = 12.
Afin de ne pas alourdir le graphe, les projections 7. ont été omises volontairement sur les
sommets. Remarquons que le graphe est constitué de deux composantes connexes. Image
issue de |21]. Ce graphe a été généré par yFiles.

si et seulement si pour tout i € A, le rayon de la plus grande boule contenue dans ['union

U [y, 4] (4.8)

[l €B " ([04]%)
tends vers linfini lorsque m — oo.

Démonstration. Notons d’abord que 1’énoncé ne dépend pas du choix de la norme vu
I’équivalence des normes de R".

Supposons que o satisfait la condition de pavage. Fixons i € A. Pour m € N, soit
B.(6m, Rin) la boule (pour la norme ||.]|c) de plus grand rayon contenue dans h;™ (7, (i)).
Comme 7,(i) est d’intérieur non vide (Corollaire et comme h! est une dilata-
tion, nous avons lim,, . . R,, = oo. L’équation de SFIG donne que h,™ 7T, (i)
est couverte par les tuiles 7,(j) + 7 avec [v,j]* € E;" ([0,i]*). La condition de pavage
implique alors que pour chaque tip [n,k]* ¢ B (10,d]*), la tuile T,(k) + n est dis-
jointe en mesure de B.(0n,, Ry). Soit C' Le diamétre de la tuile centrale 7,, c’est-a-dire
C = sup{||lv — V||, | v,v/ € T,}. Dés lors, chaque tip [y, j]* avec ||y — dnlle < R — C
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doit appartenir & B} ([0, z]*) Comme (R,;)nm — +00, ceci montre que le rayon de la plus
grande boule contenue dans 1'union tend vers 'infini avec m.

Inversement, supposons que le rayon de la plus grande boule contenue dans I'union
tend vers 'infini lorsque m — +o00. Soit P une parcelle de I'.. Vu la répétitivité de I'..
(Théoréeme , P est contenue, a translation prés, dans n’importe quelle boule de I'. de
rayon suffisamment grand. Ainsi, il existe v € H, et m > 0 tel que P C v+ E; " ([0, i]*) et
donc P C E™ ([h?(u), @]*) en faisant le méme genre de détails que dans le Lemme
La Proposition implique alors que les tuiles 7,(j)+~ avec [, j]* € P sont d’intérieurs
disjoints. Comme P a été choisi arbitrairement, ceci prouve que o satisfait la condition de
pavage. O]

Le corollaire suivant nous permet de ré-exprimer la condition de pavage en une condition
plus calculatoire.

Corollaire 4.3.2. Soit 0 une substitution Pisot irréductible et unimodulaire. Le multi-
pavage auto-réplicatif est un pavage si et seulement si pour chaque paire de tips ([n1, j1]*, 02, j2]*) €
['2 4l existe 6 € He, m > 0 et 1 € A tels que

6+ {[m. 1], [m2. 42"} S EF7 ([0, 4]"). (4.9)

Démonstration. Sila condition est satisfaite, la Propositionimplique que T, (j1)+
n1 et T,(j2) + m2 ne se chevauchent pas pour toute paire de tips ([m,jl]*, [T]g,jg]*). Ainsi,
la propriété de pavage est satisfaite.

Inversement, le Théoréme [4.3.1] indique que la condition de pavage est équivalente a ce
que E}" ([0, z]*) contienne des boules arbitrairement grandes lorsque m — oo. Ainsi, par la
répétitivité de T’ (Théoréme, un translaté de chaque parcelle {[nl, 7l e, jg]*} Cr.
apparait dans Eim ([0, z]*) pour un certains ¢ € A et un certains m € N. O

La reformulation de la condition de pavage donnée par le Corollaire signifie que
chaque paire de tips appartient a I'image d’un tip de U a un méme vecteur de translation
pres. Nous voulons maintenant étre capable de vérifier . Pour ce faire, nous construisons
un nouveau graphe similaire au graphe des ancétre mais nous devons cette fois savoir
retracer les ancétres des parcelles a vecteur de translation prés. Aussi, nous nous servons
de I'existence d’'un vecteur de translation § pour chaque paire de tip afin de ne travailler
qu’avec des paires pour lesquelles au moins un des éléments 7y, 1, vaut 0. Nous introduisons
donc la définition suivante ot nous appelons parcelle a deux parties une parcelle & deux
éléments.

Définition 4.3.3 (Ancétre & deux parties). Soit {[771,]'1]*, [ng,jg}*} une parcelle a deux
parties de I'.. Un ancétre a deux parties de {[771, 7l 02, jQ]*} est une parcelle a deux
parties de la forme {[0, i) [y, 22]*} C I'. pour laquelle il existe ¢ € H. tel que

()" oo} € 6+ B3 ({[0,0]", o]} ) (4.10)
avec {1, 1], [2, 5o)* } N (S+ET([0,1]%)) # 0 et {[n1, 1], [n2, G } 0 (6 + B ([7,82))) # 0.
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Remarquons qu’ici 'unicité d’un ancétre a deux parties n’est pas garantie. Une parcelle
peut en effet avoir plusieurs ancétres & deux parties a cause de la liberté dans le choix
du vecteur 0. Une derniére remarque intéressante est que les tips [n1, j1|* et [n9, j2|* de la
Définition ne doivent pas nécessairement étre différents et il en est de méme pour
[0,41]* et [, ia]*.

Comme précédemment, Nous voulons définir un nouveau graphe (le graphe des ancétres
a deux parties) dans I'idée d’étre capable de vérifier ol ne devons vérifier récursivement
les relations d’ancétres. Nous définissons dans cette optique une nouvelle parcelle racine.

Définition 4.3.4. La parcelle racine a deux parties W, associée a la substitution o est
définie comme oM

Wy = {[fy,i]* el | vle < —U} (4.11)

- Bmax

Remarque 4.3.5. Tout comme V, la parcelle racine a deux parties W, contient les an-
cétres de ses éléments. Le raisonnement est identique a celui de la Remarque [4.2.5) mais
est laissé ici a titre de complétude. Soit [n, j]* € W, et soit [7,i]* son ancétre. En utilisant
I'inégalité (4.6 nous obtenons successivement

17lle < Bmax [I7lle + My

2M, (T + Brax) M,
= ﬁmax ]- - ﬁmax T MU B 1 - 6max
_ 2M,
1— Bmax

ot nous avons utilisé le fait que |Buax| < 1. Ainsi, [y, i]* € W, par définition.

Remarque 4.3.6. Remarquons que 2M,, /1 — (.« est au moins deux fois plus grand que le
diameétre de chaque 7,(7) étant donné la Remarque m Dés lors, T,(1) N (T (j) +~) #0
implique que [y, j]* € W,.

Comme nous travaillons avec des paires de tips {[771, 7l e, jz]*} pour lesquels au
moins au des deux éléments 7, ou 7y vaut 0, nous pouvons condenser notre notation comme
suit.

Notation 4.3.7. Nous allons représenter la paire de tips {[0, k|*, [y, []*} par la notation
[k,7,1]*, avec la condition que k < [ si v = 0. Cette derniére condition sert a éviter la
redondance.

Définition 4.3.8 (Graphe des ancétres a deux parties). Le graphe des ancétres o deux
parties est un graphe dirigé tel que I’ensemble de sommets est

{(k, 70" [ (k,7,01) € Ax He XA, [y,1]" € Wy, k <1siy=0}.

Il y a une aréte de [j1, 7, jo]* Vvers [i1, 7, 12]* si la parcelle {[0,41]%, [y, 42]*} est un ancétre a
deux parties de la parcelle {[0, j1]*, [, j2]*}
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Remarque 4.3.9. Chaque sommet du graphe des ancétres a deux parties admet au moins
une aréte sortante. En effet, soit [j1,7, j2]* = {[0, 71]*, [1, j2J*} un sommet du graphe. Nous
savons que le tip [0,71]* admet un ancétre de la forme [0,4;]* (voir début de la Section
. Ensuite, comme W, contient les ancétres de ses éléments (Remarque , il existe
[y, i2]* € W, tel que [n, j1]* € E| ([7,42]*). Nous avons donc

{030 In.32)"} € B ({0,047, 1y, 2)°})

avec {[n1, j1]%, [m2, 2" } N (0-+EL([0,44]%)) # D et {[m1, j1]*, n2, j2]* } N (0+Eq([v,42]")) # 0,
ce qui prouve que [j1,7, jo]* admet une aréte sortante vers [iy, 7y, ia]*.

Comme précédemment, il est clair que la parcelle racine a deux parties W, peut étre
effectivement calculée. Ainsi, le graphe des ancétre a deux parties peut étre calculer comme
suit. D’abord lister tous sommets [k,,{]* en appariant tous les tips de W, deux a deux.
Ensuite, il suffit de remarquer que [n, j]* C 6 + E| ([7,4]") si et seulement si il existe p
préfixe de o(j) tel que o(j) = pis et § =n— h;'(y+ m. o P(p)) (voir preuve du Théoréme
. Cela permet alors de vérifier si la condition est satisfaite pour chaque paire
de sommets ([j1, 7, ja]*, [i1, 7, i2]").

Avant d’arriver au résultat majeur de cette section, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.3.10. Soit {[y1,41]", [V2,12)*} une parcelle de T'.. Alors, au moins un des en-
sembles {[0,41]%, [va — v, 02]*} et {[0,4a]*, [11 — 72, 91]*} est une parcelle de T...

Démonstration. Comme [v;,i1]* et [ye,2]* appartiennent & I'., nous avons

"= 7TC(X1), X1 € Zna 0 S <X17V,3> < <ei1avﬁ>7
Yo = Te(Xa), Xg € Z", 0 < (x2,Vg) < (€4,,Vg).

De plus, par la Proposition [2.2.14] x; et X5 sont uniques.

Supposons que (x1,Vg) < (X2,vg) (autre cas se traite de maniére similaire). Vu les
inégalités précédentes, il est claire que 0 = (0,vg) < (e;,, vg) et comme 7.(0) = 0, nous
obtenons [0,41]* € I'.. Ensuite, vu notre hypothése, nous avons (X2, vg) — (X1, vg) = (X2 —
x1,vg) > 0. De plus, comme (x3,vg) < (e;,,Vvg) , nous avons aussi (Xa,vg) — (X1,vVg) <
(ei,, V) ce qui finit de montrer que [y5 — 71, 42)* € .. O]

Nous pouvons maintenant donner le résultat principal de cette section.

Théoréme 4.3.11 (Condition de pavage sur le graphe des ancétre a deux parties). Soit o
une substitution Pisot irréductible et unimodulaire. La substitution o satisfait la condition
de pavage si et seulement si depuis chaque sommet dans le graphe des ancétres a deux
parties, il existe un chemin vers un sommet de la forme [i,0,i]* pour i € A.

Démonstration. La condition de pavage est équivalente a (4.9), qui peut se reformuler
comme suit : pour chaque paire de tips ([n1, 71]*, 12, j2]*) € T, il existe 6 € H,, m > 0 et
1 € A tels que

{Im, 1] [, dal*} € 6+ E;([0,4]).
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Or, il est assez facile de se convaincre que cette derniére condition est équivalente a la
condition suivante : pour toute parcelle a deux parties {[0, j1]*, [, 72]*}, il existe m € N,
i€ Aet§ € H,. tels que {[0, /1], [n,72]"} S+ E]" ([0,4]").

Par définition d’'un ancétre a deux parties, ceci est encore équivalent & ce que pour
chaque {[0, 71]*, [1, jo]*} il existe m € N et i € A tels que

{[0,4]*,[0,7]*} est un ancétre a deux parties m-iéme de {[0, 71]*, [, j2]"}. (4.12)

Ainsi, pour prouver le théoréme, il suffit de montrer que nous pouvons supposer sans perte

de généralité que la parcelle {[0, j1]*, [, j2|*} de I'équation est un sommet du graphe

des ancétres a deux parties. Il suffit pour cela de montrer que 'on peut supposer que

[0, jo]* € W, dans I'équation (4.12) (nous avons déja trivialement [0, j;]* € W,,).
Supposons, par I'absurde, que [, jo] ¢ W,. Alors,

2M,
I ﬁmax .
Par unicité des ancétres des tips, il existe une unique paire de tips {[y1,1]*, [772)*} C L.
telle que

Inlle > (4.13)

0, 1] € ET ([’Yl,il]*) et [n,j2]" € E; ([’72,i2]*)- (4.14)

Par le Lemme[4.3.10} au moins un des deux ensembles {0, i1]*, [y2—71, 12"} et {[0, i2]*, [71—
Y2,%1)*} est dans T'.. Supposons avoir le cas {[0,41]*, [y2 — 71,42)*} C I'. (lautre cas se
traite de maniere analogue). Alors, {[0,41]*, [y2 — 71, 42)*} est un ancétre a deux parties de

{[0, 51", [n, 4]"}. Par (4.5) et (4.6) nous avons
7lle < Mo et [[alle < Pmax [I9lle + Mo

En couplant ces relations a 1’équation(4.13)) nous obtenons successivement

172 = nlle < el + [l
< Bmax||nlle + 2M,,

< Bumax[nlle + 17lle(1 = Bmax) = lInllc-
Dés lors, en utilisant le méme argument que dans la preuve du Théoréme [£.2.4] nous
concluons qu’il existe un entier positif m’ tel que {[0, j1]*, [, jo]*} admet un ancétre & deux

parties m/-iéme {[0, k1]*, [V, ko]*} satisfaisant 4/ € W,. Ainsi, nous pouvons supposer que

[, ja]* € W, dans I’équation (4.12)), ce qui conclut. O
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Chapitre 5

Dualité

Dans ce dernier chapitre, nous montrons que le probléme de la condition de pavage sur
H. posséde un équivalent dual sur H,.

5.1 Cordons et dualité

Jusqu’a présent, nous avons travaillé avec I'. dont les éléments, que nous avons appelés
"tips", correspondent & des faces unités projetées par .. Cette notion de tip nous a permis
de définir la substitution de SFIG E] (Définition . Cette derniére étant inspirée par
I'équation de SFIG satisfaites par les tuiles 7, (i) pour i € A. Ce formalisme nous
a alors permis de ré-exprimer la condition de pavage (voir par exemple Théoréme et
Théoréme .

Nous souhaitons maintenant adopter le point de vue dual unidimensionnel. Plutét que
de travailler avec des faces d’hypercubes, nous travaillons ici avec des segments et nous
remplacons la projection 7. par la projection .. Nous appelons donc cordon formel de
base un élément de la forme (x,i) € Z" xA. Les cordons formels sont évidement une
représentation symbolique des cordons géométriques. Ainsi, nous utilisons la notation [x, 7]
a la place de (x, 1) pour désigner un cordon formel. Enfin, nous appelons simplement cordon
formel tout union de cordons formels de base. Nous définissons les cordons géométriques
de la méme fagon.

Les faces d’hypercubes et les segments peuvent étre considérés comme duaux du point
de vue du principe de dualité de 'algébre linéaire. Plus de détails sur cette dualité sont
donnés dans [4].

Nous verrons dans la suite que cette dualité entre les faces et les cordons va nous per-
mettre de traduire les propriétés de I'. en des propriétés de I', et ainsi de travailler avec le
pavage &, de la demi-droite réelle R, .

Considérons un mot w € A*. Nous pouvons construire de fagon naturelle un cordon

formel et un cordon géométrique joignant 0 au point P(w) € Z" simplement en lisant les
lettres de w. Nous pouvons dire que les cordons permettent de conserver de l'information
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perdue lors de I'abélianisation.
Nous étendons maintenant ¢ pour agir sur les unions de cordons formels de base [x, 1]
N . 3 . - * . .
dans la méme idée que lorsque nous avions étendu o en E; (o) pour agir sur les tips.

Définition 5.1.1. Soit ¢ une substitution Pisot irréductible et unitaire. La réalisation
formelle unidimensionnelle de o est définie sur ’ensemble des cordons formels par

E{ly.}= U {[My+PW).i}

(psiss), o (j)=pis

E; (Y1 UY;) = E (Y1) UE(Y2).
Nous utiliserons la notation E;[y,i| pour E{{[y,1]}.

Remarquons que nous définissons E; sur les cordons formel et non sur les cordons
géométriques car cela permet un cadre plus général. En effet, nous pourrions considérons
que le cordon formel [x,i] représente I’élément 7. ([x,]) € I'. et ainsi voir E; comme une
application agissant sur les éléments de I'. de la méme maniére que nous voyons ET comme
une application agissant sur les tips de I'. plutét que sur les faces unités.

Nous attirons également I'attention du lecteur sur le fait que 'union apparaissant dans
les formules de E] et E; sont fort similaires mais bel et bien différentes (ce qui peut ne pas
étre clair avec nos choix de notation des lettres). Pour mieux comprendre la différence qui
existe entre ces deux unions notons que la formule de E; se réécrit comme suit

Ei)= U {'G+moP®)i}
(pi,s), o(i)=pjs

Ainsi, dans E’lk [, 7] nous regardons les images dans lesquelles j apparait, alors que dans
E, |y, j] nous regardons l'image de j.

Remarque 5.1.2. En refaisant les mémes genre de détails que dans le Lemme [3.6.3] nous
déduisons que pour tout cordon formel [y, j], 'image E;[y, j| est entiérement caractérisée
par les images E4 [0, 7] pour i € A et la matrice M,. En effet, nous avons

Ei([y,j]) = Moy + Eq([0, j]).

Un premiére propriété intéressante de E; est sa stabilité sur les cordons de L,. Cette
propriété est en quelque sorte un paralléle avec la stabilité de EI sur I'..

Proposition 5.1.3. La ligne brisée L, est invariante sous [’action de E;.

Démonstration. Soit un cordon géométrique [P(ug...uy_1),un], apparaissant dans la
ligne brisée L, (voir (2.13])). Nous calculons

El[P(Uo...UN—l),UN] = U [MUP<UO“'UN_1>+P<p)’i]
o(un)=pis
= U [P (U(uo...uN71>) —|—P(p),i]
o(un)=pis
= U [P(ouo...un-1)p). -
o(un)=pis
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Regardons de plus prés un cordon géométrique [P (U(UQ . .uN_l)p),i]g apparaissant dans
la derniére union. Le mot o(uq ... un_1)pis = o(uq...uny_1uy) est un préfixe du point fixe
u de o. Ainsi, il existe M € N tel que [P (o(ug...un-1)p), iy = [P(uo...ur—1), unl, et
chacun des cordons apparaissant dans I’'union appartient donc a L,, d’ou la conclusion. [

Le lemme suivant montre le lien qui existe entre E; et E;.

Lemme 5.1.4 (Dualité). Soient x,y € Z". Nous avons l’équivalence suivante
[me(y), 3] € By ([me(x),1]") <= [-xi] € Ba (=, ).

Démonstration. Soient x,y € Z". Vu la définition (3.4) de E], nous avons [r.(y),j]* €
E; ([m.(x),i]*) si et seulement si il existe p tel que o(j) = pis et

7e(y) = bt (melx) + 7 (P(p)) ) = me(M; % + M, P(p))

ot nous utilisons la relation h;! o 7. = m. o M. Dés lors, en utilisant (2.12)[[] ceci est
équivalent & y = M, (x 4+ P(p)), cest-a-dire —x = M,(—y) + P(p) et donc [—x,i] €

Le lemme précédent nous permet alors de déduire les équivalences qui suivent. La preuve
est directe.

Lemme 5.1.5. Soit o une substitution Pisot irréductible et unitaire. Les assertions swi-
vantes sont vérifiées.

*

(i) Ancétre. Un tip [r.(x),i]* est un ancétre de [m.(y),j]* si et seulement si [—x,1] est

un segment du cordon Ei([—y,j]).

* *

(71) Ancétre commun. Deuz tips [m.(y1), j1]* et [me(¥2), jo]* ont un ancétre commun [r.(x), i
si et seulement si les cordons Eq([—y1, j1]) et Eqi([—ya2, j2]) contiennent tous les deux
le segment [—x, 1.

(iii) Equation d’un ancétre a deux partie. Il existe § tel que {[m.(y1), j1]*, [7e(y2), j2]*} C
§+E{[0,41])%, [mo(x), ia]*} si et seulement si il eviste z tel que z+ {[0,14,], [~X,is]} C
Ei{[-y1.51],[=¥2, j2l}-

(iv) Parcelle ancétre a deux partie. Il existe un élément § tel que
{[me(y1), 1), [7e(y2), jo]*} € 6+ E{([0,4]%) si et seulement si il existe z tel que [z,1] €
Ei([~y1,51]) NEi([—y2, j2])-

5.2 Condition de super coincidence

Les relations établies Section[5.1|ménent naturellement a la définition suivante qui étend
la notion de coincidence combinatoire forte introduite Définition [2.4.10l Nous pouvons
considérer ce qui suit comme une version duale de la propriété d’avoir un ancétre commun.

1. Rappelons que Mt € Z" car o est unimodulaire.
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Définition 5.2.1 (Coincidence géométrique forte). Nous disons que les cordons formels
de base [y1, j1] et [ya, j2| satisfont la condition de coincidence géométrique forte si il existe
un entier positif N tel que E1™ ([y1, j1]) et E1" ([y2, j2]) ont au moins un cordon formel de
base en commun.

Remarque 5.2.2. La condition de coincidence combinatoire forte (Définition est
équivalente au fait que [0, j;] et [0, jo] satisfont la condition de coincidence géométrique
forte pour toute paire (j,j2) € A. En effet, supposons que E;™([0,51]) et E1V ([0, j2])
possédent un cordon formel de base [x,7] en commun. Vu la définition de E;, ceci est
équivalent a : oV (j;) = prisy et oV (j2) = paise avec P(p)) = P(p2).

Nous allons maintenant voir un lien entre les tips de I'. et les cordons formels de T'..
Avant cela, rappelons que pour tout x € R", nous appelons 7.(x) sa hauteur (Définition
car cette quantité mesure d’une certaine maniére la distance a ’hyperplan contrac-
tant H,. Cela nous méne a la définition suivante

Définition 5.2.3. Nous disons que les cordons formels de base [x, 1] et [y, j] ont la méme
hauteur si

int(7e([x, ) Nint(me([y, ilg)) # 0

Lemme 5.2.4. Soient x,y € Z" tels que m.(x) < m.(y). Alors, pour tout i € A les
assertions sutvantes sont équivalentes.

e Pour tout j € A, les cordons formels de base [x,i| et [y, j] ont la méme hauteur.

o Le tip [m.(—x +y),i]* appartient a ..

Démonstration. Solent x,y € Z" tels que m.(x) < m(y) (c’est-a-dire (x,vg) < (y,vg)).
Fixons i € A et supposons que les deux cordons formels de base [x,i] et [y, j] ont méme
hauteur pour tout j € A, c’est-a-dire

int(m.([x, 1],)) Nint(7me([y,d],)) #0 Vj e A.
De la nous déduisons que
<X> Vﬁ> < <Y7 V5> < <X + €, Vﬁ>'

Ceci implique alors 0 < (—x 4y, vg) < (€;, vg), ce qui signifie que [r.(—x +y),i]* € I'..
La preuve de I'autre implication suit en "remontant" la preuve précédente. ]

Définition 5.2.5 (Condition de super coincidence). Une substitution Pisot irréductible et
unimodulaire o satisfait la condition de super coincidence si toute paire de cordons de base
de méme hauteur [x,1] et [y, j] satisfont la condition de coincidence géométrique forte.

Cette condition de coincidence géométrique permet de ré-exprimer la condition de pa-
vage comme nous allons le voir. Avant cela nous avons besoin du lemme suivant.
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Lemme 5.2.6. (i) Les cordons [y, j1], [y2, J2| satisfont la condition de coincidence géomé-
trique forte si et seulement si c’est aussi le cas des cordons [y, — y2, ji1], [0, ja].

(i) Les cordons [y1, ji1], [y2, j2] ont la méme hauteur si et seulement si les cordons [y, —
v2,j1], [0, jo] ont la méme hauteur.

Démonstration. (i) Les cordons [y1, j1], [y2, j2] satisfont la condition de coincidence géo-
métrique forte si et seulement si il existe N € N et un cordon [x, i| tels que

[XJ Z] € Eiv[ylajl] N Eiv[yg,jg]
Or, nous avons successivement
[XJ Z] € Eiv[ylajl] N Eiv[y%]Q]
& [x,1] € EY [y1, 1) N MY ys + EY[0, ja]
& [x,i) — MYy, € EN[y1,51] — MYy, N EY[0, js)
& [x,i] — MYy, € EY[y1 — yo, 1) NEY[0, fa),

ce qui prouve que [y; — y2,7j1] et [0, jo] satisfont la condition de coincidence géométrique
forte.

(ii) Les cordons [y1, j1], [y2, j2] ont la méme hauteur si et seulement si

int<7re[y17j1]g) N int(ﬂ-e[YQajZ]g) 7é @

Or, nous avons successivement

x € int(me[y1, j1]g) N int(me[yz, j2|4)
& x € int (r{y1 + biej, | 61 € [0,1]}) Nint (7.{y2 + b2e5, | 62 € [0,1]})
& x € {m(y1) + bime(e;,) | 61 €]0,1[} N {me(y2) + Oame(e;,) | 02 €]0, 1]}
& x —Te(y2) € {me(y1) — me(y2) + bhime(e),) | 01 €]0,1[} N {ba7e(e;,) | 02 €]0,1[}
S X — Te(y2) € int(me[y1 — y2,j1]g) N int(7.[0, jaly),

d’ou la conclusion. O

Théoréme 5.2.7. Une substitution Pisot irréductible et unimodulaire o satisfait la condi-
tion de super coincidence si et seulement si la condition de pavage est satisfaite.

Démonstration. Par le Corollaire [4.3.2] la condition de pavage est satisfaite si et seulement
si pour toute paire de tips [m.(y1), j1]*, [Te(y2),jo)* € T il existe e H. , i € Aet m € N
tels que

{[WC(Y1)>j1]*> [ﬂ—c(y2)aj2]*} Q 5 + E}‘m([O,z]*)

Le lemme m (iv) montre que cette derniére condition est équivalente au fait qu'il existe
z tel que [z,1] € Ey"([—y1,71]) NE1™([—y2, j2]). Ainsi, nous déduisons que la condition de
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pavage est satisfaite si et seulement si [y, ji1] et [y2, j2| satisfont la condition de coincidence
géométrique forte pour tout [m.(y1),71]*, [7e(y2), jo]* € I'e. Etant donné le Lemme
nous pouvons supposer sans perte de généralité que [m.(y1 — y2), 71]* € T'.. Dés lors, le
Lemme [5.2.6] (i) implique que la condition de pavage est équivalente a ce que [y1 —y2, j1] et
[0, j2] satisfont la condition de coincidence géométrique forte dés que [m.(y1 —y2), j1]* € T..
Par le Lemmel5.2.4] cela est équivalent au fait que [y1—y2, j1] et [0, jo] satisfont la condition
de coincidence géométrique forte dés que ces derniers ont la méme hauteur. Or, le Lemme
(ii) indique que [y1 —y2, j1] et [0, jo] ont la méme hauteur si et seulement si [y;, 71] et
[y2, jo] ont la méme hauteur. Ainsi, la condition de pavage est équivalente a ce que [y, ji]
et [y2, jo] satisfont la condition de coincidence géométrique forte dés que ces cordons ont
la méme hauteur. Autrement dit, la condition de pavage est équivalente & la condition de
super coincidence. O

Comme précédemment avec le graphe des ancétres a deux parties, nous aimerions main-
tenant construire un graphe permettant de vérifier cette nouvelle condition équivalente a
la condition de pavage. Nous constaterons en fait que le graphe que nous allons construire
est isomorphe au graphe des ancétres a deux parties.

Pareillement & la Section nous introduisons la notation [i1, X, i3] pour les triplets
(i1,X,12) € AXZ" x A avec [—7.(X),i2]* € W, ol nous supposons que i; < is si x = 0 afin
d’éviter la redondance. Le triplet [i1, X, i3] représente une paire de cordons [0,14] et [x, o]
ayant méme hauteur vu le Lemme [5.2.4]

Définition 5.2.8 (Graphe de configuration). Le graphe de configuration est un graphe
dirigé dont ’ensemble des sommets est

{lir, x,10] | (i1,%,42) € A X Z" XA, [—7o(x),1s]* € Wy, i1 < iy six =0}
Il y a une arréte de [j1,y, jo] vers [i1, X, i) si il existe z € Z" tel que
Z+ {[Oa il]a [Xa 22]} g El {[Oajl]v [Y7]2]}

avec z + [0,41] N Eq{[0, j1], [y, j2]} # 0 et z + [x,i2] NE{[0, 1], [y, jo] } # 0.

En utilisant le Lemme[5.1.4] nous obtenons que le graphe de configuration est isomorphe
au graphe des ancétres a deux parties.

Proposition 5.2.9. Le graphe de configuration et le graphe des ancétres a deux parties
sont isomorphes.

Démonstration. Par définition, [i1, X, is] est un sommet du graphe de configuration si et
seulement si [i1, —7.(X), i2]* est un sommet du graphe des ancétres a deux parties. Dés lors,
en utilisant , nous en déduisons une bijection entre les sommets des deux graphes. Pour
ce qui est des arétes, le Lemme (iii) affirme qu’il existe § € H, tel que

{10, 71)", [me(y), 2]} € 0+ Eg{[0, )", [me(x), i2]"}
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avec

{10, 2", [re(y), doI* N (0+E4 ([0, 1]%)) # 0 et {[0, 51]", [re(y), jol* N (0+E; ([me(x), 8] ) # 0

si et seulement si il existe z € Z" tel que

Z + {[O, il], [—X, 22]} C El{[07j1]7 [_Y7]2]}

avec

(z+10,41]) NVE{[0, 5], [=y, jal } # 0 et (2 + [=x,42]) N Ei{[0, 1], [=y, o]} # 0.

Ainsi, les arétes sont également en bijection, ce qui conclut. O

Le théoréme suivant découle alors directement de la Proposition et du Théoréme
4311

Théoréme 5.2.10. Une substitution Pisot irréductible et unimodulaire o satisfait la condi-

tion de pavage si et seulement si pour chaque sommet du graphe de configuration, il existe
un chemin vers un sommet de la forme [k, 0, k].
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Annexe A

Résultats intermédiaires

Ce chapitre est dédié¢ a la démonstration de quelques résultats intermédiaires utilisés
dans les développement de ce mémoire.

Lemme A.0.1. Une substitution o : A* — A* prolongeable sur a € A converge dans AN
vers 0¥ (a). De plus, 0¥ (a) est un point fize de o.

Démonstration. Comme AN est un espace métrique, il suffit de montrer que la suite (6™ (a)),,
est de Cauchy. Ensuite, en notant x,, := 0™(a) ® Vn, ceci est équivalent & montrer que
d(xy, Tpe1) — 0 lorsque n — co. Montrons donc cette derniére assertion.

D’une part, remarquons que o"(a) est un préfixe de 0""!(a). En effet, 0" (a) =
o"(o(a)) = o™(au) = 0" (a)o™(u) (en supposant que u est tel que o(a) = au).

D’autre part, en notant A(z, y) le plus long préfixe commun & et y pour tout z,y € AN,
alors d(x,y) — 0 est équivalent a |[A(z,y)| — oco.

Or, comme o™(a) est un préfixe de 0™ (a), nous avons |A(x,, Z,11)| > |0"(a)|. De plus,
o étant prolongeable sur a, nous avons |0"(a)| — 0o, ce qui conclut la premiére partie de
la preuve.

Montrons maintenant que 0“(a) est un point fixe. Notons z := 0¥ (a). D’une part, nous
avons (o(zpn))n — o(0*(a)). D’autre part, o"(a) est un préfixe de x pour tout n et
o (20 jon()) = 0" (a) = . Or, (0(2[0,on(a)[))n est une sous-suite de la suite (o(zjor())x-
Ainsi, (o(xp,on(a)))n — o(x) et o(x) = z par unicité de la limite. O

Proposition A.0.2. Soit 0 : A* — A" une substitution primitive et prolongeable sur
a € A. Le point fixre u = 0“(a) est uniformément récurrent.

Démonstration. Nous devons montrer que tout facteur v de u apparait une infinité de fois
et & délais borné. Soit v € F(u) un facteur de u. Comme u = o“(a) est un point fixe,
0" (a) est un préfixe de u pour tout n € N. De plus, |0"(a)| — oo lorsque n — oo car o est
prolongeable sur a. Dés lors, il existe N € N tel que v est un facteur de o (a).
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Or, comme o est primitif, il existe ¥ € N tel que o*(a) € A*bA* pour tout a,b € A,
c’est-a-dire que toutes les lettres apparaissent dans toutes les images de o*. On en déduit
que le nombre de a dans 0™(a) tend vers l'infini lorsque n tend vers l'infini ¢’est-a-dire que
a est récurrent dans u et donc v aussi par ce qui précéde. Or, a apparait a délais borné par
max,|—2 |0¥(w)| car chaque lettre apparait dans o*(w;) et o*(ws). Nous en déduisons que
u apparait a délais borné par maxj,|—2 |0¥(w)| maxyea [0"(b)|, ce qui conclut.

O

Lemme A.0.3. Soientz € R" et v € C". Nous avons

{ R((z,v)) = R((2,7))

S((z,v) = =3((z, V).

Démonstration. En notant v = a + b, nous obtenons successivement

n

<Z, V> = Zzl(al + Zbl)

=1

= Z ziay + ¢ Z z1b;
1=1 =1
= (z,R(v)) +i(z, (V)
En refaisant les mémes développements pour (z, V), nous obtenons
(z,V) = (2, R(v)) — i(z,3(v))
d’otu les égalités annoncées. [

Lemme A.0.4. Le demi-espace {y € R" | {y,vs) > 0} est stable sous l'action de M, et
sous 'action de M,. Il en va de méme pour le demi-espace {y € R" | (y,vg) < 0}.

Démonstration. Montrons la stabilité par M. Nous avons successivement

(M 'y, vg) = (y. (M; ") vg)
= (v, (M]) " vg)
=y, %Vza)

- %<Y7V5>'

Comme 8 > 0, la conclusion suit. La stabilité par M, se montre de maniére analogue. [
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Annexe B

Substitutions généralisées

Nous développons ici quelque peu l'intuition derriére le concept de substitutions géné-
ralisées comme l'a fait Jolivet dans [12].

La définition des substitutions généralisées peut sembler assez ésotérique au premiére
abord. Ainsi, commencons par donner une interprétation géométrique des ces substitutions
comme 'ont fait Arnoux et Ito dans [4]. Notons que les résultats qui suivent peuvent varier
légérement dans la littérature selon le choix des faces unités (faces "inférieures" ou "supé-
rieures"). Nous pouvons trouver des références utilisant M a la place de M,, P(s) plutot
que P(p), ... Cependant, rien de fondamental ne change.

L’application Ey(c) : Soit w = wy,...,w, € A* un mot fini. Nous pouvons lui
associer un chemin y(w) dans R" en concaténant des cordons géométriques de base (voir

Définition [3.3.1)) de la fagon suivante :

n
y(w) = J [Plwr, . we),w]

k=1
L’extrémité du chemin est alors donnée par P(w). Soit maintenant o : A* — A* une sub-
stitution. Nous notons Eq(c) : Z* — Z® I'unique application linéaire vérifiant Eo(P(w)) =
P(o(w)) pour tout mot w € A*. Cette application envoie 'extrémité du chemin +(w) sur
I'extrémité du chemin y(o(w)). En faite, cela correspond a la multiplication par M, des ex-
trémités. On a donc une interprétation "zéro-dimensionnelle" de o d’ou le "0" dans Eq(o).

L’application E;(c) : Nous voulons maintenant envoyer tout le chemin v(w) sur tout
le chemin y(o(w)) et non plus seulement agir sur les extrémités. Nous associons donc a o
I'unique application linéaire E;(c) vérifiant E;(o)(y(w)) = v(o(w)). 1l peut étre montré
que 'image d’un segment [x, i], est donné par

E)(xi)= | [Mx+P®).H,
k|o(i)=pks

et étant donné la linéarité de la multiplication par M, cela suffit pour caractériser F; (o).
Cette interprétation peut étre vue comme unidimensionnelle car elle agit sur des segments
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d’ot le "1" dans E; (o).

L’application Ej(c) : Nous passons de I'application E;(c) & E{(¢) par dualité en
agissant non plus sur des cordons géométriques de base [x, i], mais sur des face unités [x, ;.

Généralisation : Ce formalisme a été généralisé par Sano, Arnoux et Ito [17] ou
une définition de Eg(o) et E;(o) est donnée pour tout k& < n dans R". L’idée est que
I'application Eg(c) agit sur les faces unités de dimensions k et Ef (o) agit sur les faces
unités de dimension n — k.
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