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Chapitre 1

Introduction

Les mots sturmiens sont des objets mathématiques bien connus de la combinatoire des
mots. La première personne à s’être intéressée à eux est Jean Bernouilli III en 1771 [4].
Cependant, c’est seulement en 1940 que Gustav Arnold Hedlund et Marston Morse ont
réalisé la première étude approfondie de ces mots [18] et les ont nommés en l’honneur du
mathématicien Jacques Charles François Sturm. De nombreuses propriétés ont été abor-
dées par Ethan Coven et Gustav Arnold Hedlund [6] en 1973. En 2002, un groupe de
mathématiciens, nommé M.Lothaire [17], s’est intéressé aux propriétés sur ces mots, ainsi
qu’à l’équivalence entre différentes caractérisations.

Ici, nous définissons les mots sturmiens de la manière suivante : soient un irrationnel α
et un réel ρ. Le mot sturmien de pente α et d’intercept ρ est le mot cα,ρ = cα,ρ(1)cα,ρ(2) · · ·
défini sur l’alphabet {0, 1} tel que

cα,ρ(n) = b(n+ 1)α + ρc − bnα + ρc − bαc

pour tout n ∈ N. Quand ρ vaut zéro, on parle du mot caractéristique de pente α.

Nous notons Nα,ρ la structure (N, <,+, 0, 1, n 7→ cα,ρ(n)) qui est l’extension de l’arith-
métique de Presburger [11] par un mot sturmien interprété comme une fonction unaire. Le
but de ce mémoire, à l’instar de l’article [13] qui l’a fortement inspiré, est de démontrer que
la théorie du premier ordre de la collection de telles extensions est décidable. Autrement
dit, nous allons prouver que les théories du premier ordre de

Ksturm = {Nα,ρ : α ∈ Irr, ρ ∈ R} et Kcar = {Nα,0 : α ∈ Irr}.

sont décidables, où Irr est l’ensemble ]0, 1[ \Q.

Or, nous verrons que, pour tout α ∈ Irr, pour tout ρ ∈ R, la structure Nα,ρ est
définissable dans la structure

Rα = (R, <,+,Z, αZ).
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 4

En toute généralité, Rα est défini pour α ∈ R+
0 .

Certains résultats de décidabilité autour de la structure Rα sont déjà connus. Par
exemple, nous savons que la théorie du premier ordre FO(Rα) est décidable si α est ration-
nel [26] ou irrationnel quadratique [12]. Pour prouver ce deuxième résultat, il a en fait été
démontré que Rα est une structure ω-régulière lorsque α est irrationnel quadratique. Or,
lorsqu’une structure est ω-régulière, alors la théorie du premier ordre de cette structure est
décidable [5]. C’est dans cette même optique que nous allons établir, dans ce travail, un
lien entre ω-régularité et décidabilité.

Dans ce mémoire, nous allons prouver que la théorie du premier ordre de

K = {Rα : α ∈ Irr}

est décidable. Pour cela, nous allons démontrer qu’il existe une famille de structures ω-
régulières telle que Rα est isomorphe à une structure de la famille pour tout α ∈ Irr. Or,
nous verrons également que si (Uz)z∈Z est une famille uniforme de structures ω-régulières,
alors la théorie du premier ordre de {Uz : z ∈ Z} est décidable.

On dit que (Uz)z∈Z est une famille uniforme de structures ω-régulières est si
• l’ensemble {(z, y) : z ∈ Z, y ∈ Uz} est ω-régulier, et
• l’ensemble {(z, y1, . . . , yar(i)) : z ∈ Z, (y1, . . . , yar(i)) ∈ Ri,z} est ω-régulier pour tout
i ∈ {1, . . . ,m}.

où m est un naturel, Z est un ensemble, ar est une fonction qui à un élément de {1, . . . ,m}
associe un naturel et, pour tout z ∈ Z, Uz est la structure (Uz;R1,z, . . . , Rm,z) telle que
Ri,z ⊆ U

ar(i)
z .

On parle d’ω-régularité pour des mots infinis qui sont acceptés par des automates de
Büchi. Ceux-ci fonctionnent comme des automates classiques, à l’exception près qu’il faut
introduire un nouveau critère d’acceptation qui permet de travailler avec des mots infinis.
Il est possible de vérifier que le langage accepté par un automate de Büchi (construit sur
un alphabet Σ) est vide [2] ou contient l’ensemble de tous les mots infinis sur Σ [9]. Cela
permet de vérifier qu’il existe un mot qui vérifie une propriété donnée ou qu’une propriété
est vraie pour tous les mots infinis sur Σ.

Il y a un élément clef qui nous permettra d’utiliser cette notion d’ω-régularité à travers
nos résultats de décidabilité et cet élément est un automate [3] qui permet de réaliser des
additions de naturels dans les systèmes de numération d’Ostrowski. Le but, par après, sera
de passer d’une addition et d’un ordre sur les naturels (dans les systèmes de numérations
d’Ostrowski) à une addition et un ordre sur les réels (dans Rα).



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 5

C’est pourquoi, nous allons également nous intéresser aux représentations d’Ostrowski
[1], ainsi qu’aux fractions continues [24] qui permettent de définir les systèmes de numéra-
tion d’Ostrowski.

Cependant, un facteur qui pourrait s’avérer être problématique est le fait que les repré-
sentations d’Ostrowski sont définies sur un alphabet infini : les naturels. Si nous souhaitons
construire un automate qui permet de réaliser des additions dans les systèmes de numéra-
tion d’Ostrowski, alors cela nous amène à potentiellement travailler avec un nombre infini
d’arcs, ce qui, en pratique, nécessiterait des ressources infinies. Ainsi, pour éviter ce pro-
blème d’alphabet infini, nous allons introduire une manière de coder en binaire les fractions
continues et les représentations d’Ostrowski.

Finalement, nous allons nous intéresser au logiciel Pecan [20] : une implémentation de
l’algorithme qui décide Ksturm et Kcar. Pecan se base sur des automates de Büchi afin de
représenter des prédicats logiques. Nous nous en servirons pour vérifier automatiquement
certaines propriétés sur les mots sturmiens et caractéristiques.



Chapitre 2

Notions de base

Dans ce chapitre nous allons introduire les concepts de bases qui nous seront utiles
pour la compréhension de ce travail : l’ω-régularité, les représentations binaires et les
représentations d’Ostrowski.

2.1 ω-régularité
Nous savons qu’un mot fini peut être accepté par automate fini si, en le lisant, le dernier

état visité est final. Lorsque nous commençons à travailler avec des mots infinis, nous de-
vons utiliser un autre critère d’acceptation. C’est pourquoi nous introduisons les automates
de Büchi qui fonctionnent comme les automates classiques, mais où le critère d’acceptation
nécessite de passer infiniment souvent par des états finals. De plus, des automates de Büchi
découle la notion d’ω-régularité qui est un concept clef de ce travail.

Soit un ensemble non vide Σ appelé alphabet. On note Σω l’ensemble des mots infinis
sur Σ. Nous notons ε le mot vide.

Définition 2.1.1. Un automate de Büchi est un tuple A = (Q,Σ,∆, I, F ) où Q est un
ensemble d’états, Σ est un alphabet fini, ∆ ⊆ Q × Σ × Q est une relation de transition,
I ⊆ Q est l’ensemble d’états initiaux et F ⊆ Q est l’ensemble d’états finals.

Soit A = (Q,Σ,∆, I, F ) un automate de Büchi.
• Soient σ = σ0σ1σ2 · · · ∈ Σω et p ∈ Q. Un chemin de σ à partir de p est une suite
s = (si)i≥0 d’états de Q telle que s0 = p et (sn, σn, sn+1) ∈ ∆ pour tout n ∈ N.

• On dit que σ est accepté par A s’il existe s un chemin de σ à partir d’un état
initial tel que l’ensemble {n : sn ∈ F} est infini. Dans ce cas, s est appelé un chemin
acceptant.

• On note L(A) l’ensemble des mots acceptés par A.

6



CHAPITRE 2. NOTIONS DE BASE 7

Un sous-ensemble X de Σω est ω-régulier si X = L(A) où A est un automate de
Büchi. Dans ce cas, on dit que X est accepté par A.

Un automate de Büchi à n bandes est un automate de Büchi (Q,Σ,∆, I, F ) où la
relation de transition ∆ est incluse dans Q× Σn ×Q.

Dans ce cas, si σ = (σ1, . . . , σn) ∈ (Σω)n où σi = σi,0σi,1σi,2 · · · pour tout i ∈ {1, . . . , n},
et si p ∈ Q, alors un chemin de σ à partir de p est une suite s = (si)i≥0 d’états de Q telle
que s0 = p et (sk, (σ1,k, . . . , σn,k), sk+1) ∈ ∆ pour tout k ∈ N.

Un sous-ensemble X de (Σω)n est ω-régulier si X = L(A) où A est un automate de
Büchi à n bandes. Dans ce cas, on dit que X est accepté par A. .

Proposition 2.1.2. L’ω-régularité est stable par union, intersection, complémentaire et
projection.

Démonstration. Si A et B sont deux ensembles ω-réguliers, alors il existe deux automates
de Büchi A = (Q1,Σ,∆1, I1, F1) et B = (Q2,Σ,∆2, I2, F2) qui acceptent respectivement A
et B. Nous allons commencer par prouver la stabilité par union. Quitte à renommer les
états (pour obtenir deux ensembles d’états distincts), l’automate (Q1∪Q2,Σ,∆1∪∆2, I1∪
I2, F1 ∪ F2) accepte l’ensemble A ∪B. Ainsi A ∪B est ω-régulier.

Démontrons maintenant la stabilité par intersection. On considère l’automate P =
(Q1 ×Q2 × {1, 2},Σ,∆, I, F ) où

• ∆ = ∆′ ∪∆′′

où

∆′ =


((q1, q2, 1), a, (p1, p2, i)) |

(q1, a, p1) ∈ ∆1, (q2, a, p2) ∈ ∆2, i =

{
2 si q1 ∈ F1

1 sinon

,

∆′′ =


((q1, q2, 2), a, (p1, p2, i)) |

(q1, a, p1) ∈ ∆1, (q2, a, p2) ∈ ∆2, i =

{
1 si q2 ∈ F2

2 sinon

,

• I = I1 × I2 × {1},
• F = {(q1, q2, 2)|q2 ∈ F2}.
Ainsi, P accepte l’ensemble A ∩ B. En effet, on passe un nombre infini de fois par

des états de F si et seulement si des états de F2 et 2 apparaissent infiniment souvent en
deuxième et troisième composante respectivement. Or, en passant par un tel état, on tran-
site vers un état avec 1 sur sa troisième composante. De plus, comme 2 apparaît infiniment
souvent en troisième composante, on va forcément transiter vers un état ayant un 2 sur
sa troisième composante, et cela se produit si et seulement s’il y a un état de F1 sur la
première composante. Le même mécanisme se répète indéfiniment et c’est pourquoi des
états de F1 et des états de F2 apparaissent infiniment souvent en première et deuxième
composante respectivement. Donc A ∩B est ω-régulier.
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Pour la preuve de la stabilité par complémentaire, nous nous référons à ce qui a été
démontré dans le livre [22].

Finalement, nous prouvons la stabilité par projection. Si C un sous ensemble de (Σω)n

est ω-régulier, alors il existe C un automate de de Büchi à n bandes qui accepte C. Soit
k ∈ {1, . . . , n}. Considérons l’ensemble Ck qui est une projection de l’ensemble C. Alors, si
on prend l’automate C et qu’on retire la k-ème bande des transitions, cet automate accepte
l’ensemble Ck. Donc l’ω-régularité est stable par projection.

2.2 Représentations binaires
Nous définissons la représentation binaire des nombres naturels de manière à commencer

par le chiffre de poids faible.

Notation 2.2.1. Soit un mot w = w0 · · ·wn tel que wi ∈ {0, 1} pour tout i ≥ 0. On note
[w]2 la valeur

∑n
i=0wi2

i. De plus, [w]2 est unique pour un w donné.

Exemple 2.2.2. Considérons le mot binaire w = 1011. Alors, on a

[w]2 = 1.20 + 0.21 + 1.22 + 1.23 = 1 + 4 + 8 = 13.

Définition 2.2.3. Soit N un naturel. On dit que b = b0 · · · bn ∈ {0, 1}n est une représen-
tation binaire de N si N = [b]2. Une représentation binaire de N est unique à des zéros
de queue près.

Exemple 2.2.4. Considérons le naturel N = 13. Alors, une représentation binaire de N
est 1011 ou encore 101100.

2.3 Représentations d’Ostrowski
Dans cette section, nous allons introduire le système de numération d’Ostrowski. Il

repose sur le développement en fraction continue d’un irrationnel.

Définitions 2.3.1. Une fraction continue finie est une expression de la forme

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . . +
1

ak

où a0 ∈ Z et ai ∈ N0 pour tout i ∈ {1, . . . , k}. Elle est notée [a0; a1, · · · , ak].

Soit α un réel. On dit que [a0; a1, . . . , ak, · · · ] est le développement en fraction
continue (ou la fraction continue) de α si α = limk→+∞[a0; a1, . . . , ak] et si a0 ∈ Z et
ai ∈ N0 pour tout i > 0. On note α = [a0; a1, . . .]. Pour tout k, les éléments ak sont appelés
les coefficients de la fraction continue.
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Nous pourrions nous demander si la définition de fraction continue a du sens. En effet,
à priori, nous ne savons pas si la limite converge et si c’est le cas, à quelles conditions.
Cependant, nous pouvons assurer la convergence via la proposition [23, Théorème 3.1.1]
suivante :

Proposition 2.3.2. Toute fraction continue est convergente.

De plus, chaque nombre irrationnel possède un unique développement en fraction conti-
nue et réciproquement, chaque développement en fraction continue correspond à un unique
irrationnel [24, Ch. I-§2].

N’importe quel rationnel r peut être écrit sous forme de deux fractions continues finies
différentes. Une des deux représentations est plus grande que l’autre d’un terme et les deux
représentations diffèrent uniquement sur le dernier terme pour la plus petite et les deux
derniers pour la plus grande [24, Ch. I-§2]. En effet, on a

r = [a0; a1, . . . , ak−1, ak + 1] = [a0; a1, . . . , ak, 1].

Pour trouver les fractions continues finies d’un rationnel, il suffit de réaliser successive-
ment des divisions euclidiennes jusqu’à obtenir un reste égal à zéro.

Exemple 2.3.3. Développons le rationnel −1
3

en fraction continue finie. Nous avons

−1

3
= −1 +

2

3
= −1 +

1
3

2

= −1 +
1

1 +
1

2

= −1 +
1

1 +
1

1 +
1

1

.

Ainsi, on obtient que
−1

3
= [−1; 1, 2] = [−1; 1, 1, 1].

Considérons maintenant le nombre irrationnel
√

2. On a
√

2 = 1 +
√

2− 1 = 1 +
(
√

2− 1)(
√

2 + 1)√
2 + 1

= 1 +
1

1 +
√

2
.

Ainsi, nous pouvons substituer
√

2 par 1 +
1

1 +
√

2
.

√
2 = 1 +

1

1 +
√

2
= 1 +

1

1 + 1 +
1

1 +
√

2

= 1 +
1

2 +
1

1 +
√

2

.

En répétant plusieurs fois cette manipulation, on obtient :
√

2 = 1 +
1

2 +
1

2 +
1

. . . +
1

2 +
1

1 +
√

2
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Nous pouvons en déduire le développement en fraction continue de
√

2. En effet, on a
√

2 = [1; 2, 2, 2, . . .].

Définition 2.3.4. Soit un nombre irrationnel α = [a0; a1, . . .]. Le développement en frac-
tion continue de α est :

• ultimement périodique de période p s’il existe r ∈ N0 tel que, pour tout i ≥ r, on
a ai = ai+p. Dans ce cas, on note α = [a0; a1, . . . , ar−1, ar, . . . , ar+p−1] ;

• purement périodique de période p si, pour tout i ≥ 0, on a ai = ai+p. Dans ce cas,
on note α = [a0, . . . , ap−1].

Proposition 2.3.5 (Théorème de Lagrange). Si α ∈ R, alors α est un nombre quadra-
tique irrationnel si et seulement si le développement en fraction continue de a est ultime-
ment périodique.

La proposition ci-dessus a été démontrée dans [14, p. 603–622].

Proposition 2.3.6. Soient des irrationnels α et α′ tels que α = [a0; a1, . . .] et α′ =
[a′0; a

′
1, . . .]. Soit k le plus petit naturel tel que ak 6= a′k. On a α < α′ si et seulement

si
• k est pair et ak < a′k, ou
• k est impair et ak > a′k.

Démonstration. Procédons par récurrence sur k. Si k = 0, alors a0 6= a′0. De plus, puisque
[0; a1, a2, . . .], [0; a′1, a

′
2, . . .] < 1, alors nous avons

a0 < a′0 ⇔ [a0; 0, . . .] < [a′0; 0, . . .]

⇔ [a0; a1, . . .] < [a′0; a
′
1, . . .]

⇔ α < α′.

Supposons maintenant que k = 1. Ainsi, puisque a0 = a′0 par hypothèse, nous avons

α < α′ ⇔ [a0; a1, . . .] < [a′0; a
′
1, . . .]

⇔ [0; a1, . . .] < [0; a′1, . . .]

⇔ 1

[a1; a2, . . .]
<

1

[a′1; a
′
2, . . .]

.

De plus, comme a1, a′1 ∈ N0, alors [a1; a2, . . .], [a′1; a
′
2, . . .] > 1. Il en découle que

1

[a1; a2, . . .]
<

1

[a′1; a
′
2, . . .]

⇔ [a1; a2, . . .] > [a′1; a
′
2, . . .].

Or, nous savons par hypothèse que a1 6= a′1. Donc, par le cas précédent, nous pouvons en
déduire que

[a1; a2, . . .] > [a′1; a
′
2, . . .]⇔ a1 > a′1.
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Supposons maintenant que k > 1 et que la thèse est vérifiée pour tout indice strictement
inférieur à k. Par hypothèse, nous savons que a0 = a′0. Via le même raisonnement qu’au
cas précédent, nous pouvons en déduire que

α < α′ ⇔ [a1; a2, . . .] > [a′1; a
′
2, . . .].

Or, nous savons que aj = a′j pour tout j ∈ {1, . . . , k − 1} et que ak 6= a′k. En appliquant
l’hypothèse de récurrence, nous obtenons

[a1; a2, . . .] > [a′1; a
′
2, . . .]⇔

{
ak > a′k si k − 1 est pair,
ak < a′k si k − 1 est impair.

⇔
{
ak > a′k si k est impair,
ak < a′k si k est pair.

Définitions 2.3.7. Soit α = [a0; a1, . . .] un irrationnel. Pour tout k ≥ 0, le k-ème
convergent de α est donné par

[a0; a1, . . . , ak]

et peut être réécrit sous forme de fraction irréductible
pk
qk

telle que pk ∈ Z, qk ∈ N0. Pour

tout k ≥ 0, la k-ème différence βk de α est donnée par αqk − pk.

Posons p−1 = 1, p0 = a0, q−1 = 0 et q0 = 1.

Proposition 2.3.8. Pour tout n ≥ 1, on a{
pn = anpn−1 + pn−2
qn = anqn−1 + qn−2

La proposition ci-dessus est démontrée dans [24, Ch. I-§1].

Proposition 2.3.9. Pour tout n ∈ N, on a
1. βn > 0 si et seulement si n est pair.
2. β0 > −β1 > β2 > −β3 > · · ·
3. −βn = an+2βn+1 + an+4βn+3 + an+6βn+5 + · · ·

La proposition ci-dessus est démontrée dans [1, Théorème 2.4.5].

Exemple 2.3.10. Prenons l’irrationnel
√

2 = [1; 2] (voir l’exemple 2.3.3). Alors, nous
obtenons les valeurs suivantes :

p−1 = 1 q−1 = 0
p0 = a0 = 1 q0 = 1
p1 = 2.1 + 1 = 3 q1 = 2.1 + 0 = 2
p2 = 2.3 + 1 = 7 q2 = 2.2 + 1 = 5
p3 = 2.7 + 3 = 17 q3 = 2.5 + 2 = 12
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Ainsi, en développant la fraction
p3
q3
, nous obtenons bien le 3-ème convergent de

√
2.

En effet, nous avons

p3
q3

=
17

12
= 1 +

1
12

5

= 1 +
1

2 +
1
5

2

= 1 +
1

2 +
1

2 +
1

2

.

De plus, nous pouvons calculer les premières k-èmes différences.

β0 =
√

2− 1 ≈ 0,414 > 0,

β1 = 2
√

2− 3 ≈ −0,172 < 0,

β2 = 5
√

2− 7 ≈ 0,071 > 0,

β3 = 12
√

2− 17 ≈ −0,029 < 0.

Pour la suite de cette section, nous considérons un irrationnel α ∈]0, 1[ et nous no-
tons [0; a1, a2, . . .] son développement en fraction continue. Nous allons maintenant montrer
comment nous pouvons représenter un naturel dans le système de numération d’Ostrowski.
Notons que cette représentation commence par le chiffre de poids faible.

La proposition suivante est démontrée dans [1, Théorème 3.9.1].

Proposition 2.3.11. Soit X ∈ N. Alors, il existe un naturel N tel que X peut être écrit
sous la forme

X =
N∑
n=0

bn+1qn (2.1)

où
1. 0 ≤ b1 < a1,
2. 0 ≤ bn+1 ≤ an+1 pour tout n ≥ 1,
3. bn = 0 quand bn+1 = an+1 pour tout n ≥ 1.

La proposition qui précède est démontrée dans [1, Théorème 3.9.1].

Définition 2.3.12. Pour X entier vérifiant l’équation (2.1), on note

X = [b1b2 · · · bN+1]α

et X est appelé la α-valeur de b1b2 · · · bN+1. Si, en plus, X est naturel et vérifie les
contraintes qui sont associées à l’équation (2.1), alors le mot b1b2 · · · bN+1 est appelé une
α-représentation d’Ostrowski de X.

Cette représentation est unique à des zéros de queue près. Quand on prend la repré-
sentation sans zéro de queue, on parle de la α-représentation d’Ostrowski de X.
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La représentation sans zéro de queue peut être obtenue par un algorithme glouton en
maximisant les bi un par un (en parcourant les indices i dans l’ordre décroissant et en com-
mençant par un indice plus grand ou égal à k où k est l’indice maximal tel que qk−1 ≤ X)
de manière à respecter l’équation (2.1) et les contraintes qui lui sont associées.

Exemple 2.3.13. Prenons X = 30 et α = [0; 13, 12, 1] = 3429+
√
5

44878
. Calculons les premiers

termes de la suite (qi)i≥−1.

q−1 = 0,

q0 = 1,

q1 = 13.1 + 0 = 13,

q2 = 12.13 + 1 = 157,

q3 = 1.157 + 13 = 170.

Ainsi, on peut écrire X en respectant la décomposition donnée par l’équation (2.1) et ses
contraintes :

X = 30 = 1.b1 + 13.b2 + 157.b3 + 170.b4 + · · · ,
0 ≤ b1 < 13,

0 ≤ b2 ≤ 12,

0 ≤ b3 ≤ 1,

0 ≤ b4 ≤ 1, . . .

Puisque X < 157 et X < 170, alors b3 = 0 et b4 = 0. Ensuite, on choisit une valeur
maximale pour b2 telle que le terme 13.b2 soit plus petit ou égal à 30 et que 0 ≤ b2 ≤ 12,
c’est pourquoi on prend 2 comme valeur pour b2. Et finalement, pour que la décomposition
soit correcte, il faut que 1.b1 soit égal à 4, on choisit donc b1 = 4. Ainsi, on a que

30 = [4 2 0 0]α

et que 4 2 0 0 est une α-représentation d’Ostrowski de 30 et 4 2 est la α-représentation
d’Ostrowski de 30.

Définition 2.3.14. Soit � un ordre total sur un alphabet Σ.
• L’ordre lexicographique correspondant sur Σ∗ est notée �lex. Pour tout w, v ∈ Σ∗,

on a w ≺lex v s’il existe un naturel l tel que wl ≺ vl et que, pour tout i < l, on a
wi = vi.

• L’ordre co-lexicographique correspondant sur Σ∗ est notée �colex. Pour tout w,
v ∈ Σ∗, on a w ≺colex v s’il existe un naturel l maximal tel que wl 6= vl et wl ≺ vl.

Remarque 2.3.15. Soient X, Y ∈ N. Il existe N tel que

X = [b1b2 · · · bN+1]α,

Y = [c1c2 · · · cN+1]α.
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On a X < Y si et seulement si b1b2 · · · bN+1 <colex c1c2 · · · cN+1. Cela découle directement
de l’algorithme glouton qui permet de déterminer une α-représentation d’Ostrowski d’un
nombre naturel.

Nous allons maintenant montrer comment nous pouvons représenter un réel dans le
système de numération d’Ostrowski. Cette représentation est très similaire à celle des
naturels que nous avons décrite précédemment. Notons que cette représentation, à l’instar
de celle des naturels, commence par le chiffre de poids faible. Nous allons restreindre
l’ensemble des réels à un intervalle de taille 1 (que nous noterons Iα). Si nous voulions
considérer tous les réels, il suffirait d’ajouter un chiffre au début de la représentation et
cela nous permettrait de décaler l’intervalle considéré.

Notations 2.3.16. Soit un irrationnel α. Notons

Iα = [bαc − α, 1 + bαc − α[.

On remarque que tout réel x peut être associé à un unique élément j de Iα tel que la
différence x− j équivaut à un entier. On note

fα : R→ Iα

la fonction qui, à un réel x, associe x− u où u est l’unique entier tel que x− u ∈ Iα.

La proposition suivante est démontrée dans [24, Ch. II.§6 Théorème 1].

Proposition 2.3.17. Soit x ∈ Iα. Alors x peut être écrit de manière unique sous la forme

x =
+∞∑
n=0

bn+1βn (2.2)

où bn ∈ Z, 0 ≤ bn ≤ an et bn = 0 quand bn+1 = an+1 pour tout n ≥ 1, b1 6= a1 et bn 6= an
pour une infinité de n impairs.

Définition 2.3.18. Pour x ∈ Iα vérifiant l’équation (2.2), on note

x = [b1b2 · · · ]α

et x est appelé la α-valeur de b1b2 · · · . Si, en plus, x vérifie les contraintes qui sont associées
à l’équation (2.2), alors le mot b1b2 · · · est appelé la α-représentation d’Ostrowski de
x.

Cette représentation peut être obtenue par un algorithme glouton en optimisant les bi
un par un (en parcourant les indices i dans l’ordre croissant).

Exemple 2.3.19. Soit α =
√

2− 1 = [0; 2] (voir exemple 2.3.3). Alors, on a

Iα =
[
1−
√

2; 2−
√

2
[
.

Nous calculons les valeurs suivantes :
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k qk pk βk
-1 0 1
0 1 0

√
2− 1

1 2 1 2
√

2− 3

2 5 2 5
√

2− 7

3 12 5 12
√

2− 17

4 29 12 29
√

2− 41

5 70 29 70
√

2− 99

6 169 70 169
√

2− 239

Prenons x =
√

3 − 2 ≈ −0,267949 ∈ Iα. Ainsi, on peut écrire x en respectant la
décomposition donnée par l’équation (2.2) et ses contraintes :

x = (
√

2− 1).b1 + (2
√

2− 3).b2 + (5
√

2− 7).b3 + (12
√

2− 17).b4

+ (29
√

2− 41).b5 + (70
√

2− 99).b6 + (169
√

2− 239).b7 + · · ·

Au vu des contraintes, nous savons que pour tout k ∈ N0, nous avons bk ∈ {0, 1, 2}. Comme√
2 − 1 est positif et que x est négatif, nous prenons b1 égal à 0 pour minimiser l’erreur

entre x et (
√

2− 1).b1.
Ensuite, nous nous intéressons à b2. Nous testons les différentes valeurs possibles pour

b2 et choisissons celle qui minimise l’erreur.

b2 Valeur de |x− (
∑1

n=0 bn+1βn)|
(arrondie à 3 décimales)

0 0,268
1 0,096
2 0,075

Nous constatons que l’erreur est minimisée si nous prenons 2 comme valeur pour b2. Nous
testons maintenant les différentes valeurs pour b3.

b3 Valeur de |x− (
∑2

n=0 bn+1βn)|
(arrondie à 4 décimales)

0 0,0752
1 0,0041
2 0,0669

Nous constatons que l’erreur est minimisée si nous prenons 1 comme valeur pour b3. Nous
procédons de manière similaire pour chaque indice et nous pouvons obtenir que les valeurs
optimales pour b4, b5, b6 et b7 son respectivement 0, 0, 0 et 2. Avec ces valeurs, nous avons

6∑
n=0

bn+1βn ≈ −0, 26789.

Nous avons ainsi obtenu que 0 2 1 0 0 0 2 est le début de l’α-représentation d’Ostrowski
de
√

3− 2.
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La proposition suivante est prouvée dans [12, Lemma 3.4].

Proposition 2.3.20. SoitX ∈ N tel que b1b2 · · · bN+1 est une α-représentation d’Ostrowski
de X. Alors, on a

fα(αX) =
+∞∑
k=0

bk+1βk

et b1b2 · · · est la α-représentation d’Ostrowski de fα(αX) où bk = 0 pour tout k > N + 1.

La proposition suivante est prouvée dans [12, Fact 2.13].

Proposition 2.3.21. Soient deux réels distincts x, y ∈ Iα tels que

x = [b1b2 . . .]α et y = [c1c2 . . .]α.

Soit le plus petit naturel k tel que bk 6= ck. Alors x < y si et seulement si{
bk < ck si k est pair,
bk > ck si k est impair.



Chapitre 3

Codage binaire

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment nous pouvons coder en binaire un
développement en fraction continue et une représentation d’Ostrowski d’un naturel ou
d’un réel. Pour cela, nous allons d’abord introduire l’ensemble H∞ qui nous permettra de
séparer avec un # les différents coefficients dans notre codage.

3.1 Ordre et alignement sur H∞
Dans cette section, nous allons discuter de H∞ et des manières d’ordonner deux mots

de cet ensemble. Nous allons aussi nous assurer de préserver une notion d’ω-régularité dans
ces différents concepts.

Notons
• Σ# l’alphabet {0, 1,#} et H∞ l’ensemble des mots infinis sur Σ# qui commencent

par # et dans lesquels # apparaît une infinité de fois,
• N# l’alphabet N∪{#} et N∞ l’ensemble des mots infinis sur N# qui commencent par

# et dans lesquels # apparaît une infinité de fois.

Remarquons que H∞ est ω-régulier. En effet, l’automate représentée par la figure 3.1
accepte les mots de H∞. Notons qu’un état final est représenté par un double cercle.

#

0,1

#

0,1

#

Figure 3.1 – Automate de Büchi acceptant H∞

17
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Définition 3.1.1. Soit u ∈ H∞. Alors u est de la forme suivante :

#u1#u2#u3# · · ·

où ui ∈ {0, 1}∗ pour tout i > 0. Définissons la fonction

[·]2 : H∞ → N∞ : u = #u1#u2#u3# · · · 7→ #[u1]2#[u2]2#[u3]2# · · ·

Malgré des notations similaires, le contexte dans lequel on travaille nous permet de
distinguer aisément les fonctions [·]2 : {0, 1}∗ → N et [·]2 : H∞ → N∞. Le choix d’indicer à
partir de 1 les mots entre deux # permet de simplifier la manière de définir les concepts
d’ordre qui suivent.

Exemple 3.1.2. Considérons le mot w = #001#010(#101)ω. Alors, on a

[w]2 = #4#2(#5)ω.

Définition 3.1.3. Soit ≤ l’ordre sur N. Soient u, v ∈ H∞ tels que

u = #u1#u2# · · · et v = #v1#v2# · · ·

• L’ordre lexicographique binaire correspondant sur H∞ est noté ≤lex,2. On a
u <lex,2 v s’il existe un naturel l tel que [ul]2 < [vl]2 et que, pour tout i < l, on
a [ui]2 = [vi]2 ;

• L’ordre co-lexicographique binaire correspondant sur H∞ est noté ≤colex,2. On a
u <colex,2 v s’il existe un naturel l maximal tel que [ul]2 6= [vl]2 et [ul]2 < [vl]2 ;

• L’ordre lexicographique alterné binaire correspondant sur H∞ est noté ≤alex,2.
On a u <alex,2 v s’il existe un k minimal tel que [uk]2 6= [vk]2 et que [uk]2 < [vk]2 si k
est pair, ou [uk]2 > [vk]2 si k est impair.

Exemple 3.1.4. Soient les mots u = (#1110)ω, v = (#10110)ω et w = #10#101(#1110)ω.
Ainsi, on a

[u]2 = (#7)ω, [v]2 = (#13)ω et [w]2 = #1#5(#7)ω.

Et comme [u1]2 < [v1]2, alors u <lex,2 v. De plus, [w2]2 < [u2]2, donc w <colex,2 u. On peut
également observer que u <alex,2 w, car [u1]2 > [w1]2.

Définition 3.1.5. Soient u, v ∈ Σω
#. On dit que u et v sont alignés si pour tout i ≥ 1, la

i-ème lettre de u est # si et seulement si la i-ème lettre de v est #.
On dit que le tuple (w1, . . . , wn) ∈ (Σω

#)n est aligné si les wi sont deux à deux alignés.
Un ensemble X ∈ (Σω

#)n est dit aligné si tous les éléments de X sont alignés.

Définition 3.1.6. On définit la relation ∼# sur Σω
# telle que, pour tout u, v ∈ Σω

#,

u ∼# v si u et v sont alignés.
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(a, b)

(#,#)

(a, b)

(#,#)

(#,#)
∀a, b ∈ {0, 1}

Figure 3.2 – Automate de Büchi acceptant l’ensemble des couples de mots de H∞ alignés

Remarquons que ∼# est une relation d’équivalence. De plus, cette relation est ω-
régulière. En effet, l’automate représenté dans la figure 3.2 accepte les couples (u, v) ∈ H2

∞
si et seulement si u et v sont alignés.

Proposition 3.1.7. Les ensembles suivants sont ω-réguliers :
1. {(u, v) ∈ H2

∞ : u ∼# v, u <lex,2 v},
2. {(u, v) ∈ H2

∞ : u ∼# v, u <colex,2 v},
3. {(u, v) ∈ H2

∞ : u ∼# v, u <alex,2 v}.

Démonstration. Prouvons que le premier ensemble est ω-régulier. Il suffit de construire
un automate de Büchi qui accepte l’ensemble des couples de mots alignés (u, v) de H2

∞ si
u <lex,2 v. Or, l’automate représenté dans la figure 3.3 accepte exactement l’ensemble de
ces couples de mots.

(σ, σ)

(0, 1)

(1, 0)

(a, a), (0, 1)

(#,#)

(1, 0)

(#,#)

(a, b)

(0, 1)

(a, a), (1, 0)

(#,#)

(σ, µ)

(#,#)

(#,#)

(a, b)

∀a, b ∈ {0, 1}
∀σ, µ ∈ Σ#

Figure 3.3 – Automate de Büchi acceptant l’ensemble des couples de mots alignés (u, v)
de H∞ si u <lex,2 v

Prouvons que le deuxième ensemble est ω-régulier. L’automate représenté dans la figure
3.4 accepte l’ensemble des couples de mots alignés (u, v) de H2

∞ si u <colex,2 v.
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(σ, σ), (1, 0)

(0, 1)

(#,#), (1, 0)

(a, a), (0, 1)

(#,#)

(#,#)

(a, a)

(#,#)

(#,#)

(a, a)

∀a ∈ {0, 1}

Figure 3.4 – Automate de Büchi acceptant l’ensemble des couples de mots alignés (u, v)
de H∞ si u <colex,2 v

Finalement démontrons que le troisième ensemble est ω-régulier. L’automate représenté
dans la figure 3.5 accepte l’ensemble des couples de mots alignés (u, v) de H2

∞ si u <alex,2 v.

(#,#)

(a, a)

(#
,#

)

(0, 1
)

(1, 0)

(#
,#

)

(a, a)

(0, 1
)

(1, 0)

(0, 1), (a, a)

(1,0) (0
,1

)

(1, 0), (a, a) (#,#)

(0, 1), (a, a)

(1,0)

(#,
#)

(0
,1

)

(1, 0), (a, a)

(#,#)

(a, b)

(a, b)

(#,#)

∀a, b ∈ {0, 1}

Figure 3.5 – Automate de Büchi acceptant l’ensemble des couples de mots alignés (u, v)
de H∞ si u <alex,2 v
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3.2 Codage binaire des fractions continues
Dans cette section, nous allons montrer de quelle manière nous pouvons coder en binaire

des développements en fraction continue d’irrationnels. Afin de distinguer les codages de
chaque coefficient de la fraction continue, nous les séparons par le symbole #. Ainsi, nous
transformons nos fractions continues en mots de H∞.

Définition 3.2.1. Soit un nombre irrationnel α ∈]0, 1[ tel que son développement en
fraction continue est [0; a1, a2, · · · ]. On dit que

#u1#u2#u3# · · ·

est un #-codage binaire du développement en fraction continue de α si [ui]2 = a1
pour tout ≥ 1.

Puisque, pour tout i ≥ 1, les coefficients ai d’une fraction continue [0; a1, a2, . . .] sont
des naturels non nuls, alors les codages en binaire de ces coefficients doivent au moins
contenir chacun un 1. C’est pour cela que nous allons introduire l’ensemble R.

Notation 3.2.2. NotonsR l’ensemble des mots infinis sur Σ# de la forme (#(0|1)∗1(0|1)∗)ω.

Remarquons que l’ensemble R est ω-régulier. En effet, l’automate de Büchi représenté
dans la figure 3.6 accepte R.

#

0, 1

#

0

1

0, 1

#

Figure 3.6 – Automate de Büchi acceptant R

Nous allons démontrer que chaque mot de R est en fait le codage binaire d’un irrationnel
de ]0, 1[.

Lemme 3.2.3. Si w ∈ R, alors il existe un unique irrationnel α ∈]0, 1[ tel que w est un
#-codage binaire de la fraction continue de α.

Démonstration. Si w ∈ R, alors

w = #w1#w2# · · ·
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où wi ∈ {0, 1}∗ tel que wi contienne au moins un 1 pour tout i ≥ 1.
Posons ai = [wi]2 pour tout i ≥ 1. Comme les wi contiennent au moins un 1, alors les

ai diffèrent de zéro.

Ainsi, si on prend α = [0; a1, a2, · · · ], alors α existe par convergence des fractions conti-
nues (Proposition 2.3.2) et w est un #-codage binaire du développement en fraction conti-
nue de α.

De plus, l’unicité de α découle directement de l’unicité de la valeur d’une représentation
binaire et de l’unicité du développement en fraction continue d’un nombre irrationnel.

Définition 3.2.4. Pour w ∈ R, on définit α(w) l’unique irrationnel α ∈]0, 1[ tel que w est
un #-codage binaire de la fraction continue de α.

Si v = (v1, · · · , vn) ∈ Rn, alors on note α(v) pour désigner (α(v1), · · · , α(vn)).

Exemple 3.2.5. Si w = #1101#001010(#1)ω, alors α(w) = [0; 11, 20, 1].

Nous pouvons remarquer que, pour un irrationnel α donné, il existe plusieurs codages
binaires de α. En effet, chaque coefficient du développement en fraction continue de α peut
être codé en binaire de manière unique à des zéros de queue près. Donc, la représentation
binaire va dépendre du nombre de caractères qu’on veut allouer à chaque coefficient. Dans
certains cas, on veut pouvoir travailler avec l’ensemble des représentations d’un irrationnel
(qui ne diffèrent que par des zéros de queue pour chaque coefficient). C’est pourquoi nous
allons introduire le concept de zéro-fermeture.

Définition 3.2.6. Soit X ⊆ Rn. La zéro-fermeture de X est donnée par l’ensemble

{u ∈ Rn : ∃v ∈ X : α(u) = α(v)}.

Exemple 3.2.7. Considérons le singleton X = {#100(#101)ω}. Alors, la zéro fermeture
de X est l’ensemble des mots de la forme suivante :

#10∗(#1010∗)ω.

Lemme 3.2.8. Soit un ensembleX ⊆ Rn aligné. SiX est ω-régulier, alors la zéro-fermeture
de X est ω-régulière.

Démonstration. Comme X est ω-régulier, il existe un automate de Büchi A qui accepte
X. Notons Q les états de A et ∆ l’ensemble des transitions.

Modifions l’automate A pour construire un automate B qui accepte la zéro-fermeture
de X.

1. Pour toutes les transitions (p, (#, . . . ,#), q) ∈ ∆, on ajoute un nouvel état µ(p, q),
ainsi que les transitions

(p, (0, . . . , 0), µ(p, q)), (µ(p, q), (0, . . . , 0), µ(p, q)) et (µ(p, q), (#, . . . ,#), q).
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2. Si un état q est accessible à partir d’un état p en lisant (0, . . . , 0)m(#, . . . ,#) où
m > 0, alors on ajoute un état ν(p, q) ainsi que les transitions (p, (#, . . . ,#), ν(p, q)).
Pour tout mot t ∈ (Σ#)n et pour tout état r ∈ Q tels que (q, t, r) ∈ ∆, on ajoute la
transition (ν(p, q), t, r).
De plus, si le chemin emprunté pour aller de p à q contient un état final, alors, on
ajoute ν(p, q) aux états finals.

Notons B ce nouvel automate, Q′ ses états et ∆′ ses transitions.

Montrons que la zéro-fermeture de X est L(B). Procédons par double inclusion.

Soit v ∈ X, alors v est aligné et v est accepté par A. Soit w ∈ Rn tel que w est aligné
et α(v) = α(w). Ainsi w appartient à la zéro-fermeture de X.

On sait que v et w sont respectivement de la forme
#v1,1#v1,2# · · ·
#v2,1#v2,2# · · ·

...
#vn,1#vn,2# · · ·

 et


#w1,1#w1,2# · · ·
#w2,1#w2,2# · · ·

...
#wn,1#wn,2# · · ·

 .

où vi,j, wi,j ∈ {0, 1}∗ pour tout i ∈ {1, . . . , n} et pour tout j > 0.
Nous pouvons remarquer que, comme v est aligné, alors |v1,j| = |vi,j| pour tout i ∈

{1, . . . , n} et pour tout j > 0. De même manière, puisque w est aligné, alors |w1,j| = |wi,j|
pour tout i ∈ {1, . . . , n} et pour tout j > 0.

De plus, puisque α(v) = α(w), alors on a [vi,j]2 = [wi,j]2 pour tout i ∈ {1, . . . , n} et
pour tout j > 0. Ainsi, pour tout i ∈ {1, . . . , n} et pour tout j > 0, nous avons que vi,j et
wi,j diffèrent uniquement par des zéros de queue.

Comme v ∈ X, il existe s = s1s2 · · · ∈ Qω un chemin de v qui est un chemin acceptant
dans A. Construisons s′ = s′1s

′
2 · · · ∈ (Q′)ω un chemin de w qui est un chemin acceptant

dans B.
Pout tout i > 0, posons

y(i) = position du i-ème (#, . . . ,#) dans v,
z(i) = position du i-ème (#, . . . ,#) dans w.

Pour tout i > 0, on va définir la suite d’états s′z(i)+1 · · · s′z(i+1) de la manière suivante :

Si |w1,i| = |v1,i| : alors wj,i = vj,i pour tout j ∈ {1, . . . , n}. Posons

s′z(i)+1 · · · s′z(i+1) = sy(i)+1 · · · sy(i+1).

Si |w1,i| > |v1,i| : alors wj,i = vj,i0
|w1,i|−|v1,i| pour tout j ∈ {1, . . . , n}. Posons

s′z(i)+1 · · · s′z(i+1) = sy(i)+1 · · · sy(i+1)−1(µ(sy(i+1)−1, sy(i+1)))
|w1,i|−|v1,i|sy(i+1).
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Si |w1,i| < |v1,i| : alors vj,i = wj,i0
|v1,i|−|w1,i| pour tout j ∈ {1, . . . , n}. Posons

s′z(i)+1 · · · s′z(i+1) = sy(i)+1 · · · sy(i)+|w1,i|ν(sy(i)+|w1,i|, sy(i+1)).

Nous avons ainsi construit s′ un chemin de w qui est un chemin acceptant dans B. C’est
pourquoi w ∈ L(B) et la zéro-fermeture de X est incluse dans L(B).

Pour la deuxième inclusion, prenons w = w1w2 · · · ∈ L(B) et démontrons que w appar-
tient à la zéro-fermeture de X. Comme w ∈ L(B), il existe s′ = s′1s

′
2 · · · ∈ (Q′)ω un chemin

de w qui est un chemin acceptant dans l’automate B.
Construisons un mot v ∈ X tel que α(v) = α(w) et une suite d’états s = s1s2 · · · ∈ Qω

telle que s est un chemin de w qui est un chemin acceptant dans A.
Nous initialisons v = w1w2 · · · et s = s′1s

′
2 · · · et, pour tout i > 0, nous remplaçons wi

dans v et s′i dans s de la manière suivante :

Si s′i ∈ Q : on ne change ni s′i, ni wi.
Si s′i = µ(p, q) : pour un certain p et un certain q dans Q, alors on supprime wi dans
v et s′i dans s.
Si s′i = ν(p, q) : pour un certain p et un certain q dans Q, alors on remplace s′i par un
chemin t1 · · · tm+1 ∈ Qm+1 allant de p à q quand on lit le mot (0, . . . , 0)m(#, . . . ,#),
et on remplace wi par (0, . . . , 0)m(#, . . . ,#).
De plus, si ν(p, q) est un état final, on fait en sorte de choisir le chemin t1 · · · tm+1

pour qu’il passe par un état final.

Ainsi, on a construit un chemin s ∈ Qω de v qui est un chemin acceptant dans A, ce qui
implique que v ∈ X. De plus, par construction, on a α(v) = α(w). De là, en découle que w
appartient à la zéro-fermeture de X, et donc, que L(B) est inclus dans la zéro-fermeture
de X.

Lemme 3.2.9. L’ensemble

{(w1, w2) ∈ R2 : w1 ∼# w2, α(w1) < α(w2)}

est ω-régulier.

Démonstration. Notons E l’ensemble considéré dans l’énoncé.

Soient w1, w2 ∈ R deux mots alignés. Donc w1 est de la forme #w1,1#w1,2# · · · et w2

est de la forme #w2,1#w2,2# · · · . Donc on a

α(w1) = [0; [w1,1]2, [w1,2]2, · · · ] et α(w2) = [0; [w2,1]2, [w2,2]2, · · · ].

Par la proposition 2.3.6, on a que α(w1) < α(w2) si et seulement s’il existe k minimal
tel que [w1,k]2 6= [w2,k]2 et que [w1,k]2 < [w2,k]2 si k est pair, ou [w1,k]2 > [w2,k]2 si k est
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impair.

Or, par définition de l’ordre lexicographique alterné binaire, cela est équivalent à

w1 <alex,2 w2.

De plus, puisque R ⊆ H∞, alors w1, w2 ∈ H∞. On peut donc réécrire E comme étant
une intersection d’ensembles ω-réguliers. En effet, on a

E = {(u, v) ∈ H2
∞ : u ∼# v, u <alex,2 v} ∩R2

Or, le premier ensemble est ω-régulier via la proposition 3.1.7 et R est également ω-régulier
(cf. Figure 3.6). Ainsi, on peut conclure par stabilité de l’ω-régularité par intersection (cf.
Proposition 2.1.2).

Lemme 3.2.10. Soit un nombre quadratique irrationnel a ∈]0, 1[. L’ensemble

{w ∈ R : α(w) = a}

est ω-régulier.

Démonstration. Par la proposition 2.3.5, on sait que a est un nombre quadratique irration-
nel si et seulement si le développement en fraction continue de a est ultimement périodique.
On peut donc noter

a = [a0; a1, · · · , ar−1, ar, · · · , ar+p].

De plus, il existe un mot u = #u1#u2# · · · ∈ R tel que [ui]2 = ai pour tout i > 0.
Ainsi, on a que u est un #-codage binaire de la fraction continue de a. D’où α(u) = a.

Et comme a est ultimement périodique, alors nous pouvons choisir u de telle manière
à ce qu’il le soit aussi. Il est facile de construire un automate de Büchi acceptant un mot
ultimement périodique, ce pourquoi le singleton

{u} ⊂ R

est ω-régulier.

Ainsi par le lemme 3.2.8, la zéro-fermeture de {u} est ω-régulière. Cette zéro-fermeture
correspond exactement à l’ensemble {w ∈ R : α(w) = a}.

Lemme 3.2.11. L’ensemble
{w ∈ R : α(w) < 1

2
}

est ω-régulier.
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Démonstration. Notons E l’ensemble considéré dans l’énoncé. Soit un mot w ∈ E. On a
α(w) = [0; a1, a2, · · · ] où ai ∈ N0 pour tout i > 0.

Remarquons que α(w) <
1

2
si et seulement si a1 > 1. Ainsi nous pouvons réécrire

l’ensemble
E = {w ∈ R : α(w) = [0; a1, a2, · · · ], a1 6= 1}.

Posons Y = #10∗(#(0|1)∗)ω. Nous remarquons que E = R \ Y = R ∩ Y c. L’automate
de Büchi représenté à la figure 3.7 accepte Y , ainsi Y est ω-régulier. Ainsi, comme Y et R
sont ω-réguliers, on peut conclure que E l’est aussi via la proposition 2.1.2.

# 1

0

#

#

0, 1

#

0, 1

Figure 3.7 – Automate de Büchi acceptant Y

3.3 Codage binaire des représentations d’Ostrowski
Dans cette section, nous allons montrer une manière de coder en binaire les représenta-

tions d’Ostrowski de naturels et de réels. Puisque les représentations binaires des naturels
peuvent varier de taille en fonction du nombre de zéros de queue, nous allons fixer les tailles
des représentations en alignant le codage sur un mot v de R. Ensuite, nous définirons des
ensembles Afin et A qui contiennent l’entièreté de ces codages et établirons une notion
d’ordre sur ces ensembles, tout en conservant l’ω-régularité à travers nos concepts.

Définition 3.3.1. Soit v ∈ R. Soient

x = x1x2 · · · ∈ Nω et w = #w1#w2# · · · ∈ H∞

tels que [wi]2 = xi pour tout i > 0.
• Soit N ∈ N. On dit que w est la #-v-représentation d’Ostrowski de N si v et w

sont alignés et si x est la concaténation de la α(v)-représentation d’Ostrowski de N
et de 0ω.

• Soit c ∈ Iα(v). On dit que w est la #-v-représentation d’Ostrowski de c si v et w
sont alignés et si x est la α(v)-représentation d’Ostrowski de c.
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Ces représentations sont uniques pour un v ∈ R donné. Cela découle du fait de devoir
être aligné avec v ainsi que de l’unicité des α-représentations d’Ostrowski. Nous verrons
dans la preuve du lemme 3.3.10 qu’il est toujours possible de coder une représentation
d’Ostrowski en respectant l’alignement.

Exemple 3.3.2. Prenons N = 30 et v = #1011#0011(#1)ω. Alors

α(v) = [0; [1011]2, [0011]2, [1]2 ]

= [0; 13, 12, 1].

Au vu de ce qui a été développé dans l’exemple 2.3.13, on a

30 = [4 2 0 0]α(v)

et donc, si on pose x = (4)(2)(0)ω, alors x est la concaténation d’une α(v)-représentation
d’Ostrowski de 30 et de 0ω.

Choisissons w = #w1#w2# · · · ∈ H∞ de telle manière à avoir [wi]2 = xi pour tout
i > 0 et tel que w soit aligné avec v. Prenons

w = #0010#0100(#0)ω.

Ainsi, le mot w est la #-v-représentation d’Ostrowski de 30.

Exemple 3.3.3. Prenons x =
√

3− 2 et v = (#01)ω. Alors

α(v) = [0; 2].

Au vu de ce qui a été développé dans l’exemple 2.3.19, on sait que 0 2 1 0 0 0 2 est
le début de l’α(v)-représentation d’Ostrowski de

√
3 − 2. Pour obtenir le début de w la

#-v-représentation d’Ostrowski de
√

3 − 2, il suffit de coder en binaire 0 2 1 0 0 0 2 et
d’aligner le résultat sur v. Ainsi,

w = #00#01#10#00#00#00#01# · · ·

Notation 3.3.4. Soit v ∈ R. Notons
• Afin

v l’ensemble des mots w ∈ H∞ tels que w est la #-v-représentation d’Ostrowski
d’un nombre naturel,

• Av l’ensemble des mots w ∈ H∞ tels que w est la #-v-représentation d’Ostrowski
d’un réel c ∈ Iα(v).

Notation 3.3.5. Notons les ensembles

Afin = {(v, w) : v ∈ R,w ∈ Afin
v } et A = {(v, w) : v ∈ R,w ∈ Av}.

De manière générale, dans ce travail, la notation suivante sera régulièrement employée
pour parler d’un ensemble qu’on souhaiterait considérer sans une de ses composantes.
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Notation 3.3.6. Soient X, Y deux ensembles. Soit Z ⊆ X × Y . Pour tout x ∈ X, nous
notons Zx l’ensemble {y ∈ Y : (x, y) ∈ Z}.

Lemme 3.3.7. Les ensembles Afin et A sont ω-réguliers. De plus, Afin ⊆ A.

Démonstration. Démontrons que Afin ⊆ A. Soit (v, w) ∈ Afin. Alors v ∈ R et w ∈ Afin
v .

Ainsi, w = #w1#w2# · · · ∈ H∞ est la #-v-représentation d’Ostrowski d’un certain N
naturel. Autrement dit, w et v sont alignés ; et il existe x = x1x2 · · · ∈ Nω tel que [wi]2 = xi
pour tout i > 0 et tel que x est la concaténation d’une α(v)-représentation d’Ostrowski de
N et de 0ω.

Par la proposition 2.3.20, on a que x est la α(v)-représentation d’Ostrowski de

fα(v)(α(v)N).

Or fα(v)(α(v)N) ∈ Iα(v).
Donc, w est la #-v-représentation d’Ostrowski d’un certain réel appartenant à Iα(v), ce

qui est équivalent à dire que w ∈ Av. Donc (v, w) ∈ A.

Démontrons maintenant que Afin et A sont ω-réguliers. Posons

B = {(v, w) : v ∈ R, v ∼# w}.

On a Afin ⊆ B. Comme R est ω-régulier et que ∼# est une relation ω-régulière, alors B
est également ω-régulier.

Soit (v, w) ∈ B. Les mots v et w peuvent être écrits de la manière suivante :

v = #v1#v2# · · · et w = #w1#w2# · · ·

où vi, wi ∈ {0, 1}∗ pour tout i > 0. Ainsi, on a α(v) = [0; [v1]2, [v2]2, · · · ]. De plus, comme
v et w sont alignés, on a |vi| = |wi| pour tout i > 0.

Démontrons que Afin est ω-régulier. Le couple (v, w) ∈ Afin si et seulement si le mot w
est la #-v-représentation d’Ostrowski d’un certain nombre naturel N . Cela est vrai si et
seulement s’il existe un naturelM tel que [w1]2[w2]2 · · · [wM+1]2 est une α(v)-représentation
d’Ostrowski de N . Par la proposition 2.3.11, cette dernière affirmation est équivalente à
ces conditions :

1. [w1]2 < [v1]2

2. [wi]2 ≤ [vi]2 pour tout i > 1.
3. Si [wi]2 = [vi]2, alors [wi−1]2 = 0, pour tout i > 1.
4. w a un nombre fini de 1.
Par définition de l’ordre co-lexicographique, les conditions (1) et (2) peuvent respecti-

vement se réécrire w1 <colex v1 et wi ≤colex vi pour tout i > 1.
Comme |wi| = |vi| pour tout i > 0, alors la condition (3) peut se réécrire : si wi = vi,

alors wi−1 = 0|vi−1|, pour tout i > 1.
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On peut facilement construire un automate de Büchi acceptant l’ensemble des couples
de mots respectant chacune de ces conditions, celles-ci sont donc ω-régulières. D’où l’ω-
régularité de Afin.

Démontrons que A est ω-régulier.

(v, w) ∈ A⇔ w est la #-v-représentation d’Ostrowski d’un certain réel c ∈ Iα(v).
⇔ [w1]2[w2]2 · · · est la α(v)-représentation d’Ostrowski de c.

Par la proposition 2.3.17, cette dernière affirmation est équivalente à ces conditions :
1. [w1]2 < [v1]2

2. [wi]2 ≤ [vi]2 pour tout i > 1.
3. Si [wi]2 = [vi]2, alors [wi−1]2 = 0, pour tout i > 1.
4. [wi]2 6= [vi]2 pour une infinité de i impairs.
Par définition de l’ordre co-lexicographique, les conditions (1) et (2) peuvent respecti-

vement se réécrire w1 <colex v1 et wi ≤colex vi pour tout i > 1.
Comme |wi| = |vi| pour tout i > 0, alors les conditions (3) et (4) peuvent se réécrire :

si wi = vi, alors wi−1 = 0|vi−1|, pour tout i > 1 ; et wi 6= vi pour une infinité de i impairs.
On peut facilement construire un automate de Büchi acceptant l’ensemble des couples

de mots respectant chacune de ces conditions, celles-ci sont donc ω-régulières. D’où l’ω-
régularité de A.

Nous allons maintenant établir, pour un v ∈ R donné, une bijection entre les codages
binaires des représentations d’Ostrowski des naturels (resp. des réels de Iα(v)) et l’ensemble
des naturels (resp. l’ensemble Iα(v)).

Définition 3.3.8. Soit v ∈ R. Définissons les fonctions suivantes :

Zv : Afin
v → N : w 7→ N tel que w est la #-v-représentation d’Ostrowski de N ;

Ov : Av → Iα(v) : w 7→ c tel que w est la #-v-représentation d’Ostrowski de c.

Exemple 3.3.9. Soient

v = #1011#0011(#1)ω,

w = #0010#0100(#0)ω.

Ainsi, vu ce qui a été développé dans l’exemple 3.3.2, on a

Zv(w) = 30.

Lemme 3.3.10. Soit v ∈ R. Les fonctions Zv et Ov sont bijectives.
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Démonstration. Soit v ∈ R. Par les propositions 2.3.11 et 2.3.17, il existe une seule α(v)-
représentation d’Ostrowski d’un naturel N ou d’un réel c ∈ Iα(v) donné (à des zéros de
queue près pour le cas naturel).

Démontrons d’abord que les fonctions sont injectives. Il suffit de montrer qu’une α(v)-
représentation d’Ostrowski ne correspond qu’à un seul codage dans Afin

v ou dans Av. Cela
découle directement de l’unicité des représentations binaires pour une taille donnée ; et du
fait que w et v doivent être alignés, ainsi, v détermine les longueurs des représentations
binaires.

Démontrons que les fonctions sont surjectives. Il suffit de montrer que b1b2 · · · la conca-
ténation d’une α(v)-représentation d’Ostrowski deN ∈ N et de 0ω ou la α(v)-représentation
d’Ostrowski de c ∈ Iα(v) peut toujours être encodée par un mot w respectivement de Afin

v

ou de Av. Montrons que le fait de devoir être aligné avec v ne fait jamais en sorte qu’on
manque de place pour encoder les nombres bi en binaire pour tout i > 0.

Pour encoder un nombre naturel n en binaire, nous avons besoin de 1 + blog2 nc ca-
ractères. Puisque la fonction n 7→ 1 + blog2 nc est strictement croissante, alors, si on peut
encoder n en k caractères, tout naturel plus petit ou égal à n peut être encodé en k
caractères.

Or, comme v est de la forme #v1#v2# · · · , alors α(v) = [0; [v1]2, [v2]2, · · · ]. De plus,
par les propositions 2.3.11 et 2.3.17, on a bn ≤ [vn]2 pour tout n > 1. Ainsi, comme w doit
être aligné avec v, si [vn]2 est codé en binaire en k caractères, alors bn peut aussi être codé
en k caractères.

Définition 3.3.11. Soit v ∈ R. On définit

0v = Z−1v (0) et 1v = Z−1v (1).

Exemple 3.3.12. Si v = #1011#0011(#1)ω, alors

α(v) = [0; 13, 12, 1] = 3429+
√
5

44878
.

Dans l’exemple 2.3.13, on a montré que le début de la décomposition d’un naturelX donnée
par l’équation (2.1) est

X = 1.b1 + 13.b2 + 157.b3 + 170.b4 + · · ·

Ainsi, si X vaut 0, alors
X = [0 . . . 0]α(v).

Si on pose x = (0)ω, alors x est la concaténation d’une α(v)-représentation d’Ostrowski de
0 et de 0ω. D’où

0v = #0000#0000(#0)ω.

De plus, si X vaut 1, alors
X = [1 0 . . . 0]α(v)
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et on peut prendre x = 1(0)ω comme α(v)-représentation d’Ostrowski de 1. D’où

1v = #1000#0000(#0)ω.

Définition 3.3.13. Nous définissons les ensembles suivants :

0∗ = {(v, 0v) : v ∈ R} et 1∗ = {(v, 1v) : v ∈ R}.

Lemme 3.3.14. Les ensembles 0∗ et 1∗ sont ω-réguliers.

Démonstration. Démontrons que 0∗ est ω-régulier. Une α-représentation d’Ostrowski de
0 est 0 . . . 0 pour tout α irrationnel. De plus, le codage de 0 en binaire est uniquement
composé de 0. Ainsi, on peut réexprimer la relation 0∗ de la manière suivante :

0∗ = {(v, w) : v ∈ R, w est v où les 1 ont été remplacés par des 0 }.

Or, il est facile de construire un automate de Büchi qui reconnait cet ensemble, donc 0∗
est ω-régulier.

Démontrons que 1∗ est ω-régulier. Soit un nombre irrationnel α = [0; a1, a2, . . .] où
ai ∈ N0 pour tout i > 0. Par la proposition 2.3.11, on sait qu’il existe un naturel N tel que
nous pouvons décomposer 1 de la manière unique (à des zéros de queue près) suivante :

1 =
N∑
n=0

bn+1qn

où 0 ≤ b1 < a1, 0 ≤ bn+1 ≤ an+1 et bn = 0 quand bn+1 = an+1 pour tout n ≥ 1. De plus,
par la proposition 2.3.8, on a qn = anqn−1 + qn−2 pour tout n > 0 (en posant q−1 = 0 et
q0 = 1).

Si a1 > 1 : alors q1 = a1q0 + q−1 = a1 > 1. Donc, nous obtenons la décomposition

1 = b1 q0︸︷︷︸
=1

+b2 q1︸︷︷︸
>1

+ · · ·

Ainsi, nous avons b2 = 0, b1 = 1 et 1 = [1 0 . . . 0]α.
Si a1 = 1 : alors q1 = a1q0 + q−1 = a1 = 1 et q2 = a2q1 + q0 = a2 + 1 > 1. De plus,
0 ≤ b1 < a1 = 1. Donc, nous obtenons la décomposition

1 = b1︸︷︷︸
=0

q0︸︷︷︸
=1

+b2 q1︸︷︷︸
=1

+b3 q2︸︷︷︸
>1

+ · · ·

Ainsi, nous avons b3 = 0, b2 = 1 et 1 = [0 1 0 . . . 0]α.
Donc, pour un mot v = #v1#v2# · · · ∈ R donné, on a

1v = #10|v1−1|#0|v2|#0|v3|# · · · ou 1v = #0|v1|#10|v2−1|#0|v3|#0|v4|# · · ·

On peut facilement construire un automate de Büchi qui accepte des mots de cette forme,
ainsi 1∗ est ω-régulier.
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Lemme 3.3.15. Soit v ∈ R. Soit s ∈ Afin
v . Alors Ov(s) = fα(v)(α(v)Zv(s)). Autrement dit,

α(v)Zv(s)−Ov(s) ∈ Z .

De plus, nous avons

Ov(1v) =

{
α(v) si α(v) < 1

2
,

α(v)− 1 sinon.

Démonstration. Soit v ∈ R. Soit s ∈ Afin
v . On a Zv(s) ∈ N. Soit b1 · · · bN+1 une α(v)-

représentation d’Ostrowski de Zv(s). Autrement dit, il existe un naturel N tel que

Zv(s) =
N∑
k=0

bk+1qk

où 0 ≤ b1 < a1, 0 ≤ bn+1 ≤ an+1 pour tout n ≥ 1, bn = 0 quand bn+1 = an+1 pour tout
n ≥ 1 et bn+1 = 0 pour tout n > N . Par la proposition 2.3.20, on a que b1 · · · bN+10

ω est la
α(v)-représentation d’Ostrowski de

fα(v)(α(v)Zv(s)) ∈ Iα(v).

Autrement dit, il existe un unique u entier tel que fα(v)(α(v)Zv(s)) = α(v)Zv(s)− u et on
a

fα(v)(α(v)Zv(s)) =
∑
k≥0

bk+1βk

où bk = 0 pour tout k > N + 1. Or Ov(s) =
∑

k≥0 bk+1βk. Ainsi, nous avons

Ov(s) = fα(v)(α(v)Zv(s)).

Autrement dit, on a

α(v)Zv(s)−Ov(s) = α(v)Zv(s)− fα(v)(α(v)Zv(s))︸ ︷︷ ︸
α(v)Zv(s)−u

= u ∈ Z .

Démontrons maintenant la deuxième partie de l’énoncé. Vu ce que nous venons de
prouver et par définition de 1v, nous obtenons

Ov(1v) = fα(v)(α(v)Zv(1v)) = fα(v)(α(v)) = α(v)− u ∈ Iα(v).

Comme α(v) ∈]0, 1[, alors Iα(v) = [−α(v), 1− α(v)[.

Si 0 < α(v) < 1
2
: alors α(v) ∈ Iα(v). Par conséquent, Ov(1v) = α(v).

Si 1
2
< α(v) < 1 : alors −1

2
< α(v) − 1 < 0. Donc α(v) − 1 ∈ Iα(v). Par conséquent,

Ov(1v) = α(v)− 1.
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Nous introduisons maintenant une notion d’ordre sur l’ensemble des codages binaires
des représentations d’Ostrowski.

Notation 3.3.16. Soit v ∈ R. Notons les ensembles suivants :

≺fin = {(v, s, t) ∈ R× (Afin
v )2 : Zv(s) < Zv(t)},

≺fin
v = {(s, t) ∈ (Afin

v )2 : Zv(s) < Zv(t)},
≺ = {(v, s, t) ∈ R× (Av)

2 : Ov(s) < Ov(t)},
≺v = {(s, t) ∈ (Av)

2 : Ov(s) < Ov(t)}.

Lemme 3.3.17. Les ensembles ≺fin et ≺ sont ω-réguliers.

Démonstration. Commençons par démontrer que ≺fin est ω-régulier. Soient v ∈ R et s, t ∈
Afin
v . Ainsi, s et t sont alignés, puisqu’ils sont alignés avec v. De plus, par la remarque

2.3.15, on a que Zv(s) < Zv(t) si et seulement si une α(v)-représentation d’Ostrowski de
Zv(s) est co-lexicographiquement plus petite qu’une de Zv(t). Cela est équivalent à

s <colex,2 t

et cette condition est ω-régulière vu la proposition 3.1.7.

Démontrons que l’ensemble ≺ est ω-régulier. Soient v ∈ R et s, t ∈ Av. Ainsi, s et t
sont alignés, puisqu’ils sont alignés avec v. De plus, par la proposition 2.3.21, on a que
Ov(s) < Ov(t) si et seulement si

s <alex,2 t

et cette condition est ω-régulière vu la proposition 3.1.7.

Notation 3.3.18. Soit v ∈ R. Notons les ensembles

�fin = {(v, s, t) ∈ R× (Afin
v )2 : Zv(s) ≤ Zv(t)},

�fin
v = {(s, t) ∈ (Afin

v )2 : Zv(s) ≤ Zv(t)},
� = {(v, s, t) ∈ R× (Av)

2 : Ov(s) ≤ Ov(t)},
�v = {(s, t) ∈ (Av)

2 : Ov(s) ≤ Ov(t)}.

Remarquons que les ensembles �fin et � sont ω-réguliers vu l’ω-régularité de ≺fin et
de ≺, et puisqu’il est facile de construire un automate de Büchi acceptant l’ensemble des
couples (s, t) de H2

∞ tels que s = t.

Notations 3.3.19. Soit v ∈ R. Soient s1, s2 ∈ Afin
v . Soient t1, t2 ∈ Av.

• Si (s1, s2) ∈≺fin
v , nous notons s1 ≺fin

v s2.
• Si (s1, s2) ∈�fin

v , nous notons s1 �fin
v s2.

• Si (t1, t2) ∈≺v, nous notons t1 ≺v t2.
• Si (t1, t2) ∈�v, nous notons t1 �v t2.



Chapitre 4

Acceptation de l’addition

Dans ce chapitre, nous allons discuter de quelle manière nous pouvons construire un
automate qui accepte l’addition de représentations d’Ostrowski. C’est un élément qui nous
sera indispensable pour établir nos résultats de décidabilité dans le chapitre suivant. Ici,
nous allons d’abord utiliser les représentations d’Ostrowski et dans un second temps, nous
passerons aux codages binaires de ces représentations afin de travailler sur un alphabet
fini.

4.1 Addition de représentations d’Ostrowski
Dans cette section, nous allons construire un automate qui accepte l’addition de repré-

sentations d’Ostrowski de naturels.

Pour tout k > 1, nous disons qu’un automate à k bandes accepte un tuple de la forme

(a1,1 · · · a1,m, a2,1 · · · a1,m, · · · , ak,1 · · · ak,m)

si et seulement si, en partant d’un état initial, puis en lisant successivement les tuples
(a1,1, a2,1, · · · , ak,1), (a1,2, a2,2, · · · , ak,2), · · · , (a1,m, a2,m, · · · , ak,m), il est possible d’arriver
dans un état final.

Nous voulons construire un automate fini à 4 bandes sur un alphabet N tel que

(d1 · · · dm, x1 · · · xm, y1 · · · ym, z1 · · · zm) ∈ (Nm)4

est accepté si et seulement si, pour tout irrationnel α tel que α = [0; d1, . . . , dm, . . .], les
mots x1 · · ·xm, y1 · · · ym et z1 · · · zm sont trois α-représentations d’Ostrowski de nombres
naturels telles que

[x1 · · ·xm]α + [y1 · · · ym]α = [z1 · · · zm]α.

Notons que si les trois représentations ne sont pas de la même taille, nous pouvons
ajouter des zéros de queue aux représentations des plus petites pour travailler avec des

34
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mots de même taille.

Pour cela, à l’instar de ce qui a été conçu dans l’article [3], nous allons construire un
automate fini (mais potentiellement avec un nombre infini d’arcs) déterministe à 2 bandes
sur un alphabet N qui accepte (dm · · · d1, wm · · ·w1) ∈ Nm×Zm si et seulement si, pour
tout irrationnel α tel que α = [0; d1, . . . , dm, . . .], on a

[w1 · · ·wm]α = 0.

En effet, si on pose
wi = zi − xi − yi

pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, alors, par définition des α-valeurs, on a

[x1 · · ·xm]α + [y1 · · · ym]α = [z1 · · · zm]α ⇔
m−1∑
i=0

xi+1qi +
m−1∑
i=0

yi+1qi =
m−1∑
i=0

zi+1qi

⇔
m−1∑
i=0

(zi+1 − xi+1 − yi+1)qi = 0

⇔
m−1∑
i=0

wi+1qi = 0

⇔ [w1 · · ·wm]α = 0.

Nous pourrons alors considérer l’automate miroir (c’est à dire l’automate où les arcs ont
été retournés et pour lequel les états initiaux deviennent finals et vice versa) pour obtenir
l’automate initialement désiré.

Construisons un automate fini déterministe à double bandeA = (Q∪{⊥},Z, (r0, s0), F, δ)
où Q ∪ {⊥} est l’ensemble des états, Z est l’alphabet, (r0, s0) l’état initial, F l’ensemble
des états finals et δ : Q ∪ {⊥} × (N×Z) → Q ∪ {⊥} la fonction de transition. Chaque
état est un couple d’entiers (r, s), à l’exception du puits que nous notons ⊥. Nous allons
construire A pour qu’il satisfasse l’invariant suivant : si on part d’un état (r, s), alors, pour
k ≥ 0, l’automate accepte une entrée de longueur k (dk · · · d1, wk · · ·w1) ∈ Nk×Zk si et
seulement si

k−1∑
j=0

wj+1qj = rqk−1 + sqk. (4.1)

L’invariant va nous permettre de déterminer la structure de l’automate A. En effet, si
nous voulons construire un additionneur, il faut qu’une entrée de longueur k soit acceptée
uniquement si

[w1 · · ·wk]α =
k−1∑
j=0

wj+1qj = 0. (4.2)
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Ainsi, si on prend (0, 0) comme état initial pour A, alors l’invariant respecte la condition
(4.2). De plus, l’invariant nous dit que si on part d’un état (r, s), alors l’automate accepte
une entrée de longueur 0 (c’est à dire quand on reste dans le même état) si et seulement si

0 =
−1∑
j=0

wj+1qj = rq−1 + sq0 = 0.r + 1.s = s.

Ainsi, nous pouvons en déduire que les états finals de A sont de la forme (r, 0). L’invariant
permet également de déterminer les transitions de l’automate.

Lemme 4.1.1. Pour qu’un automate fini déterministe à deux bandes satisfasse l’invariant
(4.1), il est suffisant d’avoir s′ = s et t = r + sd− w pour toute transition allant de l’état
(r, s) à l’état (s′, t) en lisant l’entrée (d, w).

Démonstration. Soit un automate satisfaisant l’invariant (4.1). Soit un naturel i ≥ 0. Soit

(di+1di · · · d1, wi+1wi · · ·w1) ∈ Ni+1×Zi+1

une entrée acceptée par l’automate en partant de l’état (r, s). Puisque l’invariant (4.1) est
satisfait par l’automate, alors, nous avons

i∑
j=0

wj+1qj = rqi + sqi+1.

Soit (s′, t) l’état dans lequel on se retrouve en partant de (r, s) et en lisant l’entrée
(di+1, wi+1). Ainsi, (di · · · d1, wi · · ·w1) est une entrée acceptée par l’automate en partant
de l’état (s′, t) et l’invariant nous dit que

i−1∑
j=0

wj+1qj = s′qi−1 + tqi.

Nous pouvons déduire des deux équations précédentes que

rqi + sqi+1 =
i∑

j=0

wj+1qj =
i−1∑
j=0

wj+1qj + wi+1qi = s′qi−1 + tqi + wi+1qi.

Or, nous avons

rqi + sqi+1 = s′qi−1 + tqi + wi+1qi

⇔wi+1qi = rqi + sqi+1 − s′qi−1 − tqi.

Par la propriété 2.3.8, nous savons que qi+1 = di+1qi + qi−1. En substituant qi+1 dans
l’équation précédente, nous obtenons :

wi+1qi = rqi + sdi+1qi + sqi−1 − s′qi−1 − tqi.
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En réordonnant les termes, nous avons l’équation suivante :

qi(wi+1 − r − sdi+1 + t) = qi−1(s− s′).

Ainsi, il est suffisant de choisir

t = r + sdi+1 − wi+1 et s′ = s

pour satisfaire l’équation précédente.

Nous avons trouvé quelles transitions étaient nécessaires pour construire l’automate A,
il ne reste plus qu’à déterminer les états requis.

Proposition 4.1.2. Soit un irrationnel α = [0; d1, d2, . . .]. Si (dk · · · d1, wk · · ·w1) ∈ Nk×Zk
est une entrée acceptée par A telle que wi = zi−xi−yi pour tout i ∈ {1, . . . , k} où x1 · · ·xk,
y1 · · · yk et z1 · · · zk sont des α-représentations d’Ostrowski de naturels telles que

[x1 · · ·xk]α + [y1 · · · yk]α = [z1 · · · zk]α,

alors le chemin parcouru en lisant cette entrée ne passe que par des états dans {−1, 0, 1}×
{−1, 0, 1}.

Démonstration. Notons S = {−1, 0, 1}×{−1, 0, 1}. Démontrons par récurrence sur n que le
n-ème état d’un chemin acceptant de taille k de A appartient à S pour tout n ∈ {0, . . . , k}.

Pour le cas de base, si n = 0, alors on se trouve dans l’état initial (0, 0) qui est bien
dans S.

Pour l’induction, si n > 0, supposons que (r, s) le n− 1-ème état visité soit dans S et
montrons que le n-ème état appartient aussi à S. En partant de l’état (r, s), on lit l’entrée
(dj, wj) où j = k − n + 1, alors, par le lemme 4.1.1, on sait qu’on transite vers l’état
(s, r+ sdj −wj). Posons t = r+ sdj −wj. Il suffit de montrer que t appartient à {−1, 0, 1}.

De plus, comme [0j−11]α = qj−1 et comme x1 · · ·xk, y1 · · · yk et z1 · · · zk sont des α-
représentations d’Ostrowski de nombres naturels, alors

0 ≤ [z1 · · · zj−1]α ≤ qj−1 − 1,

1− qj−1 ≤ −[x1 · · ·xj−1]α ≤ 0,

1− qj−1 ≤ −[y1 · · · yj−1]α ≤ 0.

Ainsi, on obtient les bornes suivantes :

−2qj−1 + 2 ≤ [w1 · · ·wj−1]α ≤ qj−1 − 1.

Or, puisque l’automate satisfait l’invariant (4.1), nous avons

[w1 · · ·wj−1]α =

j−2∑
i=0

wi+1qi =

j−1∑
i=0

wi+1qi − qj−1wj = rqj−1 + sqj − qj−1wj.



CHAPITRE 4. ACCEPTATION DE L’ADDITION 38

Nous pouvons en déduire les inégalités suivantes :

−2qj−1 + 2 ≤ rqj−1 + sqj − qj−1wj ≤ qj−1 − 1.

Intéressons-nous à la première inégalité. Nous avons

qj−1wj ≤ rqj−1 + sqj + 2qj−1 − 2

= rqj−1 + s(djqj−1 + qj−2) + 2qj−1 − 2

= qj−1(r + sdj + 2) + sqj−2 − 2.

Or, par hypothèse de récurrence, nous avons s ∈ {−1, 0, 1}.
Si s ∈ {−1, 0} : alors, comme qj−2 ≥ 0, on a sqj−2 − 2 < 0. Donc, il en découle

qj−1wj < qj−1(r + sdj + 2).

Puisque qj−1 ≥ 1, alors nous obtenons

wj < r + sdj + 2.

Si s = 1 : Comme xj, yj ≥ 0 et au vu de la proposition 2.3.11, on a

wj = zj − xj − yj ≤ zj ≤ dj = sdj.

De plus, on a r ∈ {−1, 0, 1} par hypothèse de récurrence. Nous pouvons en déduire
que

wj ≤ sdj ≤ r + sdj + 1.

Dans les deux cas, nous obtenons l’inégalité suivante :

wj ≤ r + sdj + 1.

Intéressons-nous maintenant à la deuxième inégalité. Nous avons

qj−1wj ≥ rqj−1 + sqj − qj−1 + 1

= rqj−1 + s(djqj−1 + qj−2)− qj−1 + 1

= qj−1(r + sdj − 1) + sqj−2 + 1.

Par hypothèse de récurrence, nous avons s ∈ {−1, 0, 1}. Donc, il en découle

qj−1wj ≥ qj−1(r + sdj − 1)− qj−2 + 1.

De plus, comme qj−1 ≥ qj−2, alors −qj−2 + 1 > −qj−1. Ainsi, nous obtenons

qj−1wj > qj−1(r + sdj − 1)− qj−1 = qj−1(r + sdj − 2).
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Puisque qj−1 ≥ 1, alors l’inégalité devient

wj > r + sdj − 2.

Regroupons les deux inégalités, nous obtenons :

r + sdj − 2 < wj ≤ r + sdj + 1

r + sdj − 2 < r + sdj − t ≤ r + sdj + 1

− 2 < −t ≤ 1.

Nous pouvons en conclure que t ∈ {−1, 0, 1}.

L’automate représenté dans la figure 4.1 (version modifiée de [3, Fig. 2]) est en fait
l’automate A . En effet, il a été construit de la manière suivante :

• L’ensemble des états est {−1, 0, 1} × {−1, 0, 1} (le puits est implicite).
• L’état initial est (0, 0).
• Les états finals sont (−1, 0), (0, 0) et (1, 0).
• Pour chaque état (r, s), pour tout d ∈ N, il y a trois arcs sortants vers les états

(s, t) (où t ∈ {−1, 0, 1}) en lisant respectivement les entrées (d, r + sd − t) (où
t ∈ {−1, 0, 1}). Il y a donc une infinité d’arcs.

De plus, cet automate a été construit de manière à ce qu’il respecte bien l’invariant (4.1).

Corollaire 4.1.3. Soit α = [0; d1, d2, . . .]. L’automate A accepte l’entrée

(dk · · · d1, wk · · ·w1) ∈ Nk×Zk

si et seulement si [w1 . . . wk]α = 0.

Démonstration. Supposons que l’entrée (dk · · · d1, wk · · ·w1) est acceptée par A. Puisque A
satisfait l’invariant (4.1) et que l’état initial de A est (0, 0), alors on a

[w1 . . . wk]α =
k−1∑
j=0

wj+1qj = 0.qk−1 + 0.qk = 0.

Supposons maintenant que [w1, . . . , wk]α = 0. Alors, puisque l’automate A satisfait
l’invariant, l’entrée (dk · · · d1, wk · · ·w1) est acceptée par A si on part de l’état (0, 0). Or,
l’état (0, 0) est l’état initial donc l’entrée est bien acceptée par A.

Rappelons que l’objectif de cette section est de construire l’automate fini à 4 bandes
sur un alphabet N tel que

(d1 · · · dm, x1 · · · xm, y1 · · · ym, z1 · · · zm) ∈ (Nm)4
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Figure 4.1 – L’automate A qui accepte l’entrée (dk · · · d1, wk · · ·w1) ∈ Nk×Zk si et
seulement si, pour tout irrationnel α = [0; d1, d2, . . .], on a [w1 . . . wk]α = 0
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soit accepté si et seulement si, pour tout irrationnel α tel que α = [0; d1, . . . , dm, . . .], les
mots x1 · · ·xm, y1 · · · ym et z1 · · · zm sont trois α-représentations d’Ostrowski de nombres
naturels telles que

[x1 · · ·xm]α + [y1 · · · ym]α = [z1 · · · zm]α.

Maintenant que nous avons construit l’automate A, nous pouvons le modifier afin d’ob-
tenir l’automate voulu. Nous partons de A et nous transformons tous ses états finals en
états initiaux (et vice versa). Ensuite, nous prenons chaque transition partant d’un état
(r, s) et arrivant dans l’état (s, r+sd−w) en lisant une entrée (d, w), et nous la remplaçons
par la transition qui part de l’état (s, r+sd−w) et arrive dans l’état (r, s) en lisant l’entrée
(d, x, y, x+ y−w). Ainsi, l’automate obtenu est exactement l’automate fini à 4 bandes que
nous désirions.

Exemple 4.1.4. Soient x = 51, y = 102 et z = 153. Ainsi x+ y = z. Soit

α = [0; d1, d2, . . .] = [0; 2, 3, 4, 5, . . .].

Alors, tout naturel X peut être écrit selon la décomposition donnée par l’équation (2.1).
Les premiers termes de la décomposition sont

X = 1b1 + 2b2 + 7b3 + 30b4 + 157b5 + · · ·

où b1 < 2, b2 ≤ 3, b3 ≤ 4, b4 ≤ 5 et b5 ≤ 6. Nous pouvons en déduire les α-représentations
d’Ostrowski de x, y et z. Nous avons

x = 51 = 1.30 + 3.7 = [0031]α,

y = 102 = 3.30 + 1.7 + 2.2 + 1.1 = [1213]α,

z = 153 = 5.30 + 1.2 + 1.1 = [1105]α.

Posons wi = zi − xi − yi pour tout i ∈ {1, . . . , 4}. D’où

w1 = 1− 1− 0 = 0,

w2 = 1− 2− 0 = −1,

w3 = 0− 1− 3 = −4,

w4 = 5− 3− 1 = 1.

Par le corollaire 4.1.3, nous savons que l’entrée (d4d3d2d1, w4w3w2w1) est acceptée par
l’automate A (représenté dans la figure 4.1) si et seulement si [w1w2w3w4]α = 0, ce qui est
vrai si et seulement si x+ y = z. Donc, l’automate A devrait accepter l’entrée

(5 4 3 2, 1 − 4 − 1 0).

Vérifions que c’est bien le cas. On part de l’état (0, 0). En lisant (5, 1), on arrive dans l’état
(0,−1). Puis, on lit (4,−4) et on arrive dans l’état (−1, 0). Ensuite, en lisant (3,−1), on
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retourne dans l’état (0, 0). Et finalement, on lit (2, 0) et on reste dans l’état (0, 0) qui est
bien un état final.

De plus, l’automate à 4 bandes accepte l’entrée (2 3 4 5, 0 0 3 1, 1 2 1 3, 1 1 0 5).
En effet, si nous partons de l’état (0, 0), en lisant l’entrée (2, 0, 1, 1), nous arrivons dans
l’état (0, 0). Puis, nous lisons l’entrée (3, 0, 2, 1) et arrivons dans l’état (−1, 0). Ensuite, en
lisant l’entrée (4, 3, 1, 0), nous nous retrouvons dans l’état (0,−1). Finalement, nous lisons
l’entrée (5, 1, 3, 5) et retournons dans l’état (0, 0) qui est bien un état final de l’automate
à 4 bandes.

4.2 Addition de codages binaires de représentations d’Os-
trowski

Dans cette section, nous allons construire un automate de Büchi qui accepte l’addition
de codages binaires de représentations d’Ostrowski de naturels. Nous avons construit dans
la section précédente un automate qui accepte l’addition de représentations d’Ostrowski de
naturels. Le problème de cet automate est qu’il possède un nombre infini d’arcs puisqu’il
est défini sur les naturels. En pratique, cela nécessiterait donc des ressources infinies pour
implémenter cet automate. C’est pourquoi, dans cette section, nous allons modifier cet
automate afin qu’il soit défini sur l’alphabet fini Σ#. Nous allons ensuite étendre ce résultat
pour qu’un automate de Büchi accepte l’addition modulo 1 sur Iα pour tout irrationnel
α ∈]0, 1[.

Définition 4.2.1. Soit v ∈ R. Nous définissons les ensembles suivants :

⊕fin = {(v, s1, s2, s3) : v ∈ R, s1, s2, s3 ∈ Afin
v , Zv(s1) + Zv(s2) = Zv(s3)},

⊕fin
v = {(s1, s2, s3) : s1, s2, s3 ∈ Afin

v , Zv(s1) + Zv(s2) = Zv(s3)}.

Théorème 4.2.2. L’ensemble ⊕fin est ω-régulier.

Démonstration. Dans la section précédente, nous avons construit un automate à 4 bandes
sur un alphabet N tel que l’entrée (d1 · · · dm, x1 · · ·xm, y1 · · · ym, z1 · · · zm) ∈ (Nm)4 est ac-
cepté par l’automate si et seulement si, pour tout irrationnel α tel que α = [0; d1, . . . , dm, . . .],
les mots x1 · · ·xm, y1 · · · ym et z1 · · · zm sont trois α-représentations d’Ostrowski de nombres
naturels telles que

[x1 · · ·xm]α + [y1 · · · ym]α = [z1 · · · zm]α.

Notons A′ cet automate à 4 bandes et construisons B un automate de Büchi à 4 bandes
à partir de A′ pour prouver que ⊕fin est ω-régulier. On prend Σ# comme alphabet pour le
nouvel automate. Pour la construction de B, on procède de la manière suivante :

1. On part de A′.
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2. On crée un nouvel état i qui sera l’unique état initial de B. On ajoute également
les transitions (i, (#,#,#,#), j) pour tout j appartenant aux états initiaux de A′.
Ainsi, on s’assure de toujours commencer par lire le tuple (#,#,#,#).

3. On remplace chaque transition de A′ par un sous-automate qui accepte les relations
correspondantes en binaire. Nous allons détailler certaines des transitions et les autres
peuvent être obtenues par des raisonnements similaires. Nous pouvons repartir des
étiquettes des transitions de l’automate A représenté dans la figure 4.1 puisque les
transitions de A′ sont obtenues à partir de celles de A. Nous rappelons que si une
transition va d’un état p à un état q dans A′, la transition correspondante dans A va
de q à p.

(a) Considérons une transition étiquetée (d, 1) dans A dont la transition correspon-
dante dans A′ va d’un état p à un état q. Alors, nous voulons que l’automate
acceptant la relation correspondante en binaire accepte une entrée de longueur
l (v1 · · · vl, s1,1 · · · s1,l, s2,1 · · · s2,l, s3,1 · · · s3,l) si

[s3,1 · · · s3,l]2 − [s1,1 · · · s1,l]2 − [s2,1 · · · s2,l]2 = 1.

Cet automate est représenté dans la figure 4.2. En effet, si nous notons pi le
poids s3,i − s1,i − s2,i pour tout i ∈ {1, . . . l} et si nous posons

ν := [s3,1 · · · s3,l]2 − [s1,1 · · · s1,l]2 − [s2,1 · · · s2,l]2,

alors,

ν =
l∑

i=1

wi2
i−1.

On peut boucler sur l’état 1 si le poids vaut −1, puis on passe de l’état 1 à l’état
2 si le poids est égal à 1, cela apporte une contribution de 1 à ν. Ensuite, on
peut boucler sur l’état 2 si le poids vaut 0 et cela ne modifie pas la valeur de
ν. Finalement, on peut passer de l’état 2 à l’état 3 si le poids suivant vaut −2,
puis directement retourner dans l’état 2 si le poids vaut 1 et cela ne modifie par
la valeur de ν.

(b) Considérons une transition étiquetée (d, 2) dans A dont la transition correspon-
dante dans A′ va d’un état p à un état q. Alors, nous voulons que l’automate
acceptant la relation correspondante en binaire accepte une entrée de longueur
l (v1 · · · vl, s1,1 · · · s1,l, s2,1 · · · s2,l, s3,1 · · · s3,l) si

[s3,1 · · · s3,l]2 − [s1,1 · · · s1,l]2 − [s2,1 · · · s2,l]2 = 2.

Cet automate est représenté dans la figure 4.3. En effet, si nous notons pi le
poids s3,i − s1,i − s2,i pour tout i ∈ {1, . . . l} et si nous posons

ν := [s3,1 · · · s3,l]2 − [s1,1 · · · s1,l]2 − [s2,1 · · · s2,l]2,
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p 1 2

3

q
(ε, ε, ε, ε)

(a, 1, 0, 0)
(a, 0, 1, 0)
(a, 1, 1, 1)

(a, 0, 0, 1)

(a, 0, 0, 1)

(a, 1, 0, 1)
(a, 0, 1, 1)
(a, 0, 0, 0)

(a, 1, 1, 0)

(#,#,#,#)

∀a ∈ {0, 1}

Figure 4.2 – Automate traduisant en binaire la transition de A étiquetée (d, 1)

alors,

ν =
l∑

i=1

wi2
i−1.

On passe de l’état p à l’état 1 si p1 = 0, ce qui apporte une contribution de 0
à ν. Ensuite, on peut boucler sur l’état 1 tant que le poids est égal à −1 et on
passe à l’état 2 si le poids vaut 1, cela apporte une contribution de 2 à ν. On
peut boucler sur l’état 2 si le poids vaut 0 et cela ne modifie pas la valeur de
ν. Finalement, on peut passer de l’état 2 à l’état 3 si le poids vaut −2, puis
directement retourner dans l’état 2 si le poids suivant vaut 1, et cela ne modifie
pas la valeur de ν.

(c) Considérons une transition étiquetée (d,−d) dans A dont la transition corres-
pondante dans A′ va d’un état p à un état q. Alors, nous voulons que l’automate
acceptant la relation correspondante en binaire accepte une entrée de longueur
l (v1 · · · vl, s1,1 · · · s1,l, s2,1 · · · s2,l, s3,1 · · · s3,l) si

[v1 · · · vl]2 + [s3,1 · · · s3,l]2 − [s1,1 · · · s1,l]2 − [s2,1 · · · s2,l]2 = 0.

Cet automate est représenté dans la figure 4.4. En effet, si nous notons pi le
poids vi + s3,i − s1,i − s2,i pour tout i ∈ {1, . . . l} et si nous posons

ν := [v1 · · · vl]2 + [s3,1 · · · s3,l]2 − [s1,1 · · · s1,l]2 − [s2,1 · · · s2,l]2,

alors,

ν =
l∑

i=1

wi2
i−1.
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p 1 2

3

q
(a, 1, 0, 1)
(a, 0, 1, 1)
(a, 0, 0, 0)

(a, 1, 0, 0)
(a, 0, 1, 0)
(a, 1, 1, 1)

(a, 0, 0, 1)

(a, 0, 0, 1)

(a, 1, 0, 1)
(a, 0, 1, 1)
(a, 0, 0, 0)

(a, 1, 1, 0)

(#,#,#,#)

∀a ∈ {0, 1}

Figure 4.3 – Automate traduisant en binaire la transition de A étiquetée (d, 2)

Nous pouvons boucler sur l’état 1 si le poids vaut zéro et cela apporte une
contribution de 0 à ν. Nous pouvons également passer de l’état 1 à l’état 2 si le
poids vaut −2, puis directement retourner dans l’état 1 si le poids suivant vaut
1 et cela apporte une contribution de 0 à ν.

4. L’état final de B est exactement le même que dans l’automate A′.
5. Puisque R et Afin sont ω-réguliers, nous pouvons construire un automate de Büchi qui

accepte {(v, s1, s2, s3) : v ∈ R, s1, s2, s3 ∈ Afin
v }. Nous prenons alors l’intersection de

cet automate avec l’automate B, ce qui préserve l’ω-régularité au vu de la proposition
2.1.2.

Ainsi, l’automate construit accepte les tuples (v, s1, s2, s3) ∈ R× (Afin
v )3 tels que

Zv(s1) + Zv(s2) = Zv(s3).

Or, l’ensemble de ces tuples est ⊕fin, ce qui prouve son ω-régularité.

Maintenant, nous allons étendre l’automate construit dans la preuve du théorème 4.2.2
pour obtenir un automate de Büchi qui accepte l’addition modulo 1 sur Iα pour tout
irrationnel α ∈]0, 1[.

Définition 4.2.3. Soit v ∈ R. Nous définissons les ensembles suivants :

⊕ = {(v, s1, s2, s3) : v ∈ R, s1, s2, s3 ∈ Av, Ov(s1) +Ov(s2) ≡ Ov(s3)(mod1)},
⊕v = {(s1, s2, s3) : s1, s2, s3 ∈ Av, Ov(s1) +Ov(s2) ≡ Ov(s3)(mod1)}.

Proposition 4.2.4. Soit B un automate de Büchi sur un alphabet Σ tel que tous ses états
sont finals. Soit w ∈ Σω. Soit (un)n∈N une suite de mots de Σω telle que les n premières
lettres de un sont les mêmes que celles de w pour tout naturel n. Si un est accepté par B
pour tout naturel n, alors w est aussi accepté par B.
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p 1

2

q
(ε, ε, ε, ε)

(0, 0, 0, 1)
(1, 0, 1, 1)
(1, 0, 0, 0)
(1, 1, 0, 1)

(1, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 0)
(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1)
(0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 0)

(0, 1, 1, 0)

(#,#,#,#)

Figure 4.4 – Automate traduisant en binaire la transition de A étiquetée (d,−d)

Cette proposition est une conséquence du lemme de König (preuve analogue dans [10,
Lemma 4.3]).

Si w = w1w2 · · · ∈ Σω, alors nous notons w[i · · · j] le facteur wiwi+1 · · ·wj−1wj.

Lemme 4.2.5. L’ensemble ⊕ est ω-régulier. De plus, ⊕fin ⊂ ⊕.

Démonstration. Démontrons d’abord l’inclusion. Soit (v, s1, s2, s3) ∈ ⊕fin. Par le lemme
3.3.15, pour tout s ∈ Afin

v , nous savons que

α(v)Zv(s)−Ov(s) ≡ 0(mod1).

Ainsi,

Ov(s3) ≡ α(v)Zv(s3)(mod1)

≡ α(v)Zv(s1) + α(v)Zv(s2)(mod1)

≡ Ov(s1) +Ov(s2)(mod1).

D’où (v, s1, s2, s3) ∈ ⊕.

Démontrons maintenant que ⊕ est ω-régulier. Soit Bfin un automate de Büchi accep-
tant l’ensemble ⊕fin. Supposons que Bfin est émondé (i.e. les états inaccessibles depuis les
états initiaux et les états ne permettant pas d’atteindre un état final ont été retirés). Nous
notons B′ l’automate Bfin où tous les états sont finals, et S = L(B′).

Soit v ∈ R. Rappelons que si X, Y sont deux ensembles et Z un sous-ensemble de
X × Y , alors, pour tout x ∈ X, nous notons Zx l’ensemble {y ∈ Y : (x, y) ∈ Z}.
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Si nous montrons que Sv = ⊕v, alors nous aurons prouvé que ⊕ est ω-régulier par
ω-régularité de S. Soient s1, s2, s3 ∈ Av. Démontrons que

(s1, s2, s3) ∈ ⊕v ⇔ (s1, s2, s3) ∈ Sv.

Supposons d’abord que (s1, s2, s3) ∈ ⊕v. Par définition, nous avons

Ov(s1) +Ov(s2) ≡ Ov(s3)(mod1).

Par propriétés des représentations d’Ostrowski, nous allons construire (sm,1, sm,2, sm,3)m∈N
une suite de (Afin

v )3 telle que
1. les m premières lettres de sm,i sont les mêmes que celles de si pour tout i ∈ {1, 2, 3},
2. Ov(sm,1) +Ov(sm,2) ≡ Ov(sm,3)(mod1).

Rappelons que v est de la forme

v = #v1#v2# · · ·

Comme s1, s2, s3 ∈ Av, alors pour tout i ∈ {1, 2, 3}, on a

si = #si,1#si,2#si,3# · · · (4.3)

tel que
1. [si,1]2 < [v1]2 ;
2. [si,k]2 ≤ [vk]2 pour tout k > 1 ;
3. Si [si,k]2 = [vk]2, alors [wk−1]2 = 0, pour tout k > 1 ;
4. [si,k]2 6= [vk]2 pour une infinité de k impairs.

Or, pour appartenir à Afin
v , il faut non seulement respecter les 3 premières conditions ci-

dessus, mais également contenir un nombre fini de 1. Ainsi, pour tout i ∈ {1, 2, 3}, pour
tout m ∈ N, nous posons

sm,i := si[1 · · ·m]xi

où xi ∈ {0, 1,#}ω tel que xi respecte les 3 premières conditions ci-dessus, contient un
nombre fini de 1 et un nombre infini de # (i.e. sm,i = #sm,i,1#sm,i,2# · · · ) et tel que∑

n≥0

βn([sm,1,n]2 + [sm,2,n]2 − [sm,3,n]2) ∈ Z

où βn est la n-ème différence de α(v).

Nous avons (Afin
v )3∩⊕v = ⊕fin

v . En effet, nous avons montré précédemment que⊕fin ⊂ ⊕.
De plus, si (s1, s2, s3) ∈ (Afin

v )3 ∩ ⊕v, alors il existe des entiers u1, u2, u3, u4 tels que

Ov(s1) +Ov(s2) = Ov(s3) + u4

⇔ α(v)Zv(s1) + u1 + α(v)Zv(s2) + u2 = α(v)Zv(s3) + u3 + u4

⇔ α(v)(Zv(s1) + Zv(s2)− Zv(s3)) = u3 + u4 − u1 − u2.
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Le premier membre est soit un nombre irrationnel, soit vaut zéro. Or, puisque le deuxième
membre est un entier, alors le premier membre doit valoir zéro, ce qui est le cas si et
seulement si

Zv(s1) + Zv(s2)− Zv(s3) = 0.

Donc, on obtient que (s1, s2, s3) ∈ ⊕fin
v .

Ainsi, pour tout naturel m, on a (v, sm,1, sm,2, sm,3) ∈ ⊕fin et est donc accepté par l’au-
tomate Bfin et par conséquent aussi par l’automate B′. Par la proposition 4.2.4, nous savons
que (v, s1, s2, s3) est accepté par B′ et donc que (s1, s2, s3) ∈ Sv.

Supposons maintenant que (s1, s2, s3) ∈ Sv. Alors, (v, s1, s2, s3) est accepté par l’au-
tomate B′. Pour tout i ∈ {1, 2, 3}, pour tout m naturel, posons wm,i ∈ Σ∗# tel que wm,i
est le préfixe de si s’arrêtant au (m + 1)-ème #. Puisque Bfin est émondé, alors il existe
sm,1, sm,2, sm,3 ∈ Afin

v des extensions de wm,1, wm,2, wm,3 telles que (v, sm,1, sm,2, sm,3) est
accepté par Bfin. Ainsi, on a (sm,1, sm,2, sm,3) ∈ ⊕fin

v . Posons

x = Ov(s1), y = Ov(s2), z = Ov(s3),

et, pour tout m naturel, posons

xm = Ov(sm,1), ym = Ov(sm,2), zm = Ov(sm,3).

Par la proposition 2.3.21, on a

lim
m→+∞

(xm, ym, zm) = (x, y, z).

Comme (sm,1, sm,2, sm,3) ∈ ⊕fin
v et que ⊕fin

v ⊂ ⊕v, alors

xm + ym ≡ zm(mod1),

d’où
x+ y ≡ z(mod1).

Ainsi, nous obtenons que (s1, s2, s3) ∈ ⊕v.

Notations 4.2.6. Soit v ∈ R.
• Si (s1, s2, s3) ∈ ⊕fin

v , alors nous notons s1 ⊕fin
v s2 = s3.

• Si (t1, t2, t3) ∈ ⊕v, alors nous notons t1 ⊕v t2 = t3.



Chapitre 5

Structures et décidabilité

Dans ce chapitre, nous allons établir différents résultats de décidabilité afin de prouver
que la théorie du premier ordre de la collection d’extensions de l’arithmétique de Presburger
par un mot sturmien interprété comme une fonction unaire est décidable. Pour cela, nous
allons introduire le concept de structures et nous intéresser à une structure en particulier :
Rα (où α est un réel strictement positif).

5.1 Structures ω-régulières
Dans cette section, nous introduisons quelques définitions et présentons certains résul-

tats qui nous seront utiles dans la suite du chapitre.

Définitions 5.1.1. Une structure logiqueM est un tuple (M ;R1, . . . , Rm) où
• M est un ensemble non vide (appelé le domaine deM),
• R1, . . . , Rm sont des relations sur M . (La liste des relations de M est appelée la
signature deM.)

Si on note L la signature deM, alors on dit queM est une L-structure.

Soient deux structures (M ;R1, . . . , Rm) et (N ;S1, . . . , Sm) telles que Ri et Si aient la
même arité (notée ar(i)) pour tout i ∈ {1, . . .m}. Ces structures sont dites isomorphes
s’il existe f une fonction bijective de M dans N telle que, pour tout i ∈ {1, . . .m}, on a
x ∈ Ri si et seulement si f(x) ∈ Si pour tout x ∈Mar(i).

Une structureM = (M ;R1, . . . , Rm) est ω-régulière si son domaine M et ses rela-
tions R1, . . . , Rm sont ω-réguliers.

Soient L une signature etM une L-structure. La théorie du premier ordre de M
est l’ensemble des L-formules closes (i.e. ne contenant pas de variables libres) vraies dans
M et est notée FO(M). La signature de FO(M) est la signature deM.

49
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Une théorie est dite décidable, si on peut décider si une formule close est vraie ou
fausse.

Proposition 5.1.2. Si U est une structure ω-régulière, alors la théorie FO(U) est décidable.

Cette proposition est démontrée dans [5].

Définition 5.1.3. Fixons m ∈ N et une fonction ar : {1, . . . ,m} → N. Soit un ensemble
Z. Pour tout z ∈ Z, soit une structure Uz = (Uz;R1,z, . . . , Rm,z) telle que Ri,z ⊆ U

ar(i)
z . On

dit que (Uz)z∈Z est une famille uniforme de structures ω-régulières si
• l’ensemble {(z, y) : z ∈ Z, y ∈ Uz} est ω-régulier, et
• l’ensemble {(z, y1, . . . , yar(i)) : z ∈ Z, (y1, . . . , yar(i)) ∈ Ri,z} est ω-régulier pour tout
i ∈ {1, . . . ,m}.

On note FO({Uz : z ∈ Z}) l’ensemble des formules closes vraies sur Uz pour tout z ∈ Z.

Proposition 5.1.4. Soient (Uz)z∈Z une famille uniforme de structures ω-régulières et ϕ
une formule écrite avec la signature de ces structures. Alors l’ensemble

{(z, y) : z ∈ Z, y ∈ Uz,Uz |= ϕ(y)}

est ω-régulier, et l’automate acceptant cet ensemble peut être construit effectivement. De
plus, la théorie FO({Uz : z ∈ Z}) est décidable.

Démonstration. Si ϕ est une formule atomique, alors la proposition découle directement
de la définition de famille uniforme de structures ω-régulières. De plus, par la proposition
2.1.2, la propriété reste vraie pour toute formule ϕ. On peut conclure par le théorème de
Büchi sur la décidabilité de la théorie monadique du second ordre [5].

5.2 La structure Rα

Dans cette section, nous allons nous intéresser de près à la structure Rα et à des ré-
sultats de décidabilité qui la concernent. Ces résultats seront essentiels pour discuter de la
décidabilité de propriétés sur les mots sturmiens.

Nous notons Lm la signature 1 de la théorie FO(R, <,+,Z) et Lm,a la signature obtenue
en ajoutant un symbole de fonction unaire a à Lm.

Soit α ∈ R+
0 . Nous notons Rα la Lm,a-structure (R, <,+,Z, αZ).

Dans cette section, nous allons nous intéresser à la décidabilité de la théorie du premier
ordre de la structure Rα.

Théorème 5.2.1. Si α ∈ Q, alors FO(Rα) est décidable.

1. En logique, on parle en général du langage de la théorie.
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Lorsque α est un rationnel, alors la structure Rα peut se réécrire (R, <,+,Z). Or,
Weispfenning [26] a prouvé que la théorie du premier ordre de de cette structure est déci-
dable.

Théorème 5.2.2. Si α est un irrationnel quadratique, alors FO(Rα) est décidable.

Ce théorème a été prouvé dans [12]. Cependant, ces deux théorèmes ne sont pas suf-
fisants pour nous permettre de discuter de la décidabilité de propriétés sur les mots stur-
miens. C’est pourquoi, nous allons nous intéresser à Rα quand α est irrationnel.

Dans les chapitres précédents, nous avons prouvé que Afin, ≺fin, ⊕fin, A, ≺ et ⊕ sont
ω-réguliers. Nous souhaitons établir un lien entre ces ensembles et la structure Rα quand
α est un irrationnel. Autrement dit, le but sera de passer d’une addition et d’un ordre sur
les naturels (dans les systèmes de numérations d’Ostrowski) à une addition et un ordre sur
les réels (dans Rα). Pour cela, nous allons passer par la structure

([−α(v),+∞[, <,+,N, α(v)N)

où v ∈ R, et établir des isomorphismes entre certaines structures afin d’établir un résultat
de décidabilité pour la collection de Rα tels que α est un irrationnel.

Remarque 5.2.3. Par le lemme 3.3.10, nous savons que la fonction Zv : Afin
v → N est

bijective. Nous savons également que, pour tout v ∈ R, pour tout s1, s2, s3 ∈ Afin
v , on a

s1 ≺fin
v s2 si et seulement si Zv(s1) < Zv(s2) et on a s1 ⊕fin

v s2 = s3 si et seulement si
Zv(s1) + Zv(s2) = Zv(s3). Il en découle que

Zv : (Afin
v ,≺fin

v ,⊕fin
v )→ (N, <,+)

est un isomorphisme pour tout v ∈ R. Or, nous pouvons établir une bijection entre N
et α(v)N pour tout v ∈ R. De plus, pour tout v ∈ R, pour tout s1, s2, s3 ∈ Afin

v , on a
s1 ≺fin

v s2 si et seulement si α(v)Zv(s1) < α(v)Zv(s2) et on a s1 ⊕fin
v s2 = s3 si et seulement

α(v)Zv(s1) + α(v)Zv(s2) = α(v)Zv(s3). Ainsi, il en découle que

α(v)Zv : (Afin
v ,≺fin

v ,⊕fin
v )→ (α(v)N, <,+)

est un isomorphisme pour tout v ∈ R.

Lemme 5.2.4. Soit v ∈ R. Soient t1, t2, t3 ∈ Av tels que t1 ⊕v t2 = t3. Alors, nous avons

Ov(t1) +Ov(t2) =


Ov(t3) + 1 si 0v ≺v t1 et t3 ≺v t2,
Ov(t3)− 1 si t1 ≺v 0v et t2 ≺v t3,
Ov(t3) sinon.

Démonstration. Soit v ∈ R. Soient t1, t2, t3 ∈ Av tels que t1 ⊕v t2 = t3. Par souci de
lisibilité, nous noterons α = α(v) et xi = Ov(ti) pour tout i ∈ {1, 2, 3}. Par définition
de la fonction Ov, nous avons x1, x2, x3 ∈ Iα. Et par définition de l’ensemble ⊕v, on a
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x1 + x2 ≡ x3(mod1). De plus, par définition de ≺v, on a ti ≺v tj si et seulement xi < xj
pour tout i, j ∈ {1, 2, 3}. Nous soulignons également que Ov(0v) = 0.

Si 0 < x1 et x3 < x2 : comme x3 ∈ Iα = [−α, 1− α[, nous avons 1− α < x1 + x2. Il en
découle

−α = 1− α− 1

< x1 + x2 − 1

< (1− α) + (1− α)− 1 (car x1, x2 ∈ Iα)

= 1− 2α

< 1− α.

Ainsi, nous avons x1 + x2 − 1 ∈ [−α, 1 − α[ = Iα. Or, comme x1 + x2 ≡ x3(mod1) et
x3 ∈ Iα, alors x3 = x1 + x2 − 1.

Si x1 < 0 et x2 < x3 : comme x3 ∈ Iα = [−α, 1 − α[, nous avons x1 + x2 < −α. Il en
découle

1− α > 1 + x1 + x2

≥ 1− α− α (car x1, x2 ∈ Iα)

> −α (car 1− α > 0).

Ainsi, nous avons x1 + x2 + 1 ∈ [−α, 1 − α[ = Iα. Or, comme x1 + x2 ≡ x3(mod1) et
x3 ∈ Iα, alors x3 = x1 + x2 + 1.

Sinon : alors 0 et x1 sont ordonnés de la même manière que x2 et x3. Or, comme
x1 + x2 ≡ x3(mod1), nous avons

||x1 − 0| − |x3 − x2|| = k

où k est un naturel. Si k > 0, cela implique que, soit |x1 − 0| ≥ 1, soit |x3 − x2| ≥ 1. Or,
cela est impossible puisque x1, x2, x3 ∈ Iα. Donc, nous avons k = 0 et x1− 0 = x3−x2.

Notation 5.2.5. Soit v ∈ R. Soit un naturel n. Nous notons

nv = (((1v ⊕fin
v 1v)⊕fin

v 1v) · · · ⊕fin
v 1v)︸ ︷︷ ︸

n fois

.

Remarquons que, pour tout v ∈ R, pour tout naturel n, nous avons Zv(nv) = n.

Nous pouvons également souligner que nv est ω-régulier pour un v ∈ R fixé. En effet,
puisque nv est un mot infini, il suffit de construire un automate qui transite vers un nouvel
état en lisant chaque nouveau caractère de nv et tant qu’il y a des 1. De plus, nv appartient
à Afin

v , donc à partir d’un certain caractère, le mot ne contient plus que des 0 et des #.
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Donc, il suffit de terminer par un état final qui boucle sur 0 et # pour avoir un nombre fini
d’états dans l’automate. (Il faut également s’assurer que l’élément est aligné avec v, mais
nous avions vu précédemment que la relation d’alignement est ω-régulière).

Définition 5.2.6. Nous définissons l’ensemble suivant :

F = {(v, s) ∈ Afin : α(v)Zv(s) < 1}.

Lemme 5.2.7. L’ensemble F est ω-régulier et pour tout (v, s) ∈ F , on a

Ov(s) =

{
α(v)Zv(s) si α(v)(Zv(s) + 1) < 1,
α(v)Zv(s)− 1 sinon.

Démonstration. Rappelons que si X, Y sont deux ensembles et si Z ⊆ X × Y , alors pour
tout x ∈ X, nous notons Zx l’ensemble {y ∈ Y : (x, y) ∈ Z}.

Démontrons d’abord que F est ω-régulier. Nous pouvons écrire F de la manière sui-
vante :

F = {(v, s) ∈ Afin
v : α(v) < 1

2
, α(v)Zv(s) < 1} ∪ {(v, s) ∈ Afin

v : α(v) > 1
2
, α(v)Zv(s) < 1}.

Or, par le lemme 3.2.11, nous savons que l’ensemble

{w ∈ R : α(w) < 1
2
}

est ω-régulier. Son complémentaire l’est aussi par la proposition 2.1.2.

Soit v ∈ R. Considérerons d’abord le cas où α(v) > 1
2
. Dans ce cas, pour tout s ∈ Afin

v ,
on a

α(v)Zv(s) < 1⇔ Zv(s) < 2⇔ Zv(s) ∈ {0, 1} ⇔ s ∈ {0v, 1v}.

Il en découle que Fv = {0v, 1v} qui est un ensemble ω-régulier au vu du lemme 3.3.14.

Soit v ∈ R. Considérerons maintenant le cas où α(v) < 1
2
. Soit n ∈ N maximal tel que

nα(v) < 1. Nous avons

nα(v) < 1⇔ nα(v)− α(v) < 1− α(v)

⇔ (n− 1)α(v) < 1− α(v).

Or, puisque α(v) ∈]0, 1[, nous avons les inégalités suivantes :

−α(v) < 0 = 0α(v) < 1α(v) < 2α(v) < · · · < (n− 1)α(v) < 1− α(v).

D’où 0α(v), 1α(v), · · · , (n− 1)α(v) ∈ [0, 1− α(v)[ ⊂ Iα(v). Donc, par le lemme 3.3.15, pour
tout i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, il existe un entier ui tel que

Ov(iv) = α(v)Zv(iv) + ui = iα(v) + ui ∈ Iα(v).
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Pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, comme iα(v) ∈ Iα(v), alors ui = 0. De plus,

Ov(iv) = iα(v) ≥ 0 = Ov(0v)

pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. D’où 0v �v iv pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Par définition de n, nous avons (n+ 1)α(v) ≥ 1 et

(n+ 1)α(v) ≥ 1⇔ nα(v) + α(v) ≥ 1

⇔ nα(v) ≥ 1− α(v).

D’où nα(v) ∈ [1− α(v), 1[. Il en découle que nα(v)− 1 ∈ [−α(v), 0[ ⊂ Iα(v). Par le lemme
3.3.15, il existe un entier u2 tel que

Ov(nv) = Zv(nv)α(v) + u2 = nα(v) + u2 ∈ Iα(v).

Comme nα(v)− 1 ∈ Iα(v), alors u2 = −1. De plus,

Ov(nv) = nα(v)− 1 < 0 = Ov(0v).

D’où nv ≺v 0v. Ainsi nv est l’élément minimal de Afin
v au sens de ≺fin

v tel que nv ≺v 0v.
Ainsi, pour tout s ∈ Fv, on a

Zv(s)α(v) ≤ Zv(nv)α(v) < 1.

Or, cette condition est vraie si et seulement si

Zv(s) ≤ Zv(nv).

Ainsi, nous avons prouvé que

Fv = {s ∈ Afin
v : s �fin

v nv}

qui est un ensemble ω-régulier par ω-régularité de nv, de Afin et de �fin. Il s’ensuit l’ω-
régularité de F .

Démontrons maintenant la deuxième partie de l’énoncé. Soit (v, s) ∈ F . Par le lemme
3.3.15, il existe un entier u tel que

Ov(s) = Zv(s)α(v) + u.

Si α(v)(Zv(s) + 1) < 1 : alors α(v)Zv(s) < 1 − α(v). Et comme α(v)Zv(s) ≥ 0, nous
avons

α(v)Zv(s) ∈ Iα(v).

D’où Ov(s) = Zv(s)α(v) dans ce cas.
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Si α(v)(Zv(s) + 1) ≥ 1 : alors α(v)Zv(s) ≥ 1 − α(v). Et comme α(v)Zv(s) < 1, nous
avons

α(v)Zv(s) ∈ [1− α(v), 1[ .

Ainsi
α(v)Zv(s)− 1 ∈ [−α(v), 0[ ⊂ Iα(v).

D’où Ov(s) = Zv(s)α(v)− 1 dans ce cas.

Lemme 5.2.8. Soient v ∈ R et t ∈ Afin
v . Alors il existe u ∈ Fv et s ∈ Afin

v tels que s �v 0v
et t = s⊕fin

v u. En particulier, nous avons

Afin
v = {s⊕fin

v u : s ∈ Afin
v , s �v 0v, u ∈ Fv)}.

Démonstration. Rappelons que si X, Y sont deux ensembles et si Z ⊆ X × Y , alors pour
tout x ∈ X, nous notons Zx l’ensemble {y ∈ Y : (x, y) ∈ Z}.

Soit v ∈ R. La deuxième partie de l’énoncé découle directement de la première partie.
Démontrons donc la première partie. Soient t ∈ Afin

v et n ∈ N maximal tel que nα(v) < 1.
On veut trouver u ∈ Fv et s ∈ Afin

v tels que s �v 0v et t = s⊕fin
v u.

Rappelons, vu la preuve du lemme 5.2.7, que

Fv = {0v, 1v} ∪ {s ∈ Afin
v : s �fin

v nv}.

Si Zv(t) ≤ n : alors t �fin
v nv, d’où t ∈ Fv. Ainsi, il est suffisant de prendre s = 0v ∈ Afin

v

et u = t ∈ Fv puisque t = 0v ⊕fin
v t et 0v �v 0v.

Si t �v 0v : alors il est suffisant de prendre s = t ∈ Afin
v et u = 0v ∈ Fv puisque

t = t⊕fin
v 0v.

Si Zv(t) > n et 0v ≺v t : Soit i ∈ {1, . . . , n} tel que Ov(t) − iα(v) ∈] − α(v), 0]. Nous
pouvons affirmer qu’un tel i existe. En effet, nous avons

0v ≺v t⇔ 0 < Ov(t)

⇔ Ov(t) ∈]0, 1− α(v)[.

Ainsi, en soustrayant α(v) un certain nombre i de fois à Ov(t), on finit par arriver dans
l’intervalle ]− α(v), 0] puisqu’il est de taille α(v). De plus, nous avons

Ov(t)− nα(v) < 1− (n+ 1)α(v)︸ ︷︷ ︸
≥1

< 0.

Nous en déduisons que i doit appartenir à l’ensemble {1, . . . , n}.
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Soit s ∈ Afin
v tel que Zv(s) = Zv(t)− i. Un tel s existe si Zv(t)− i ≥ 0. Cela est bien le

cas puisque Zv(t)− n > 0 et que i ∈ {1, . . . , n}. Ainsi, nous avons

Zv(s) = Zv(t)− i⇔ Zv(s) + i = Zv(t)

⇔ Zv(s) + Zv(iv) = Zv(t)

⇔ s⊕fin
v iv = t.

Ainsi, comme iv ∈ Fv, il suffit de montrer que s �v 0v. Par le lemme 5.2.7, nous savons que

Ov(iv) ≡ iα(v)(mod1).

Ainsi,

Ov(s) + iα(v) ≡ Ov(s) +Ov(iv)(mod1)

≡ Ov(t)(mod1) (par définition de ⊕v).

Donc, il existe un entier k tel que

Ov(s) = Ov(t)− iα(v) + k ∈ Iα(v).

Or, comme Ov(t)− iα(v) ∈ ]−α(v), 0] ⊂ Iα(v), nous avons

Ov(s) = Ov(t)− iα(v) ≤ 0 = Ov(0v).

D’où s �v 0v.

Le lemme qui suit est vraiment un résultat clef de ce mémoire. Il va nous permettre de
discuter de la décidabilité de la collection de Rα tels que α est irrationnel.

Lemme 5.2.9. Il existe une famille uniforme de structures ω-régulières (Cv)v∈R telle que,
pour tout v ∈ R, nous avons

Cv ' ([−α(v),+∞[, <,+,N, α(v)N).

Démonstration. Rappelons que si X, Y sont deux ensembles et si Z ⊆ X × Y , alors pour
tout x ∈ X, nous notons Zx l’ensemble {y ∈ Y : (x, y) ∈ Z}.

Définissons l’ensemble suivant :

B = {(v, s) ∈ Afin : s �v 0v}.

Cet ensemble est ω-régulier par ω-régularité de Afin, de � et de 0∗. Pour tout v ∈ R, nous
définissons la fonction

gv : Bv → N : s 7→ α(v)Zv(s)−Ov(s).
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Notation Définition
B {(v, s) ∈ Afin : s �v 0v}
≺B {(v, s1, s2) : v ∈ R, s1, s2 ∈ Bv, s1 ≺fin

v s2}

⊕B


(v, s1, s2, s3) : v ∈ R, s1, s2 ∈ Bv,

s3 =

{
s1 ⊕fin

v s2 si s1 ⊕fin
v s2 �v s2

(s1 ⊕fin
v s2)⊕fin

v 1v sinon


	B {(v, s1, s2, s3) : v ∈ R, s1, s2, s3 ∈ Bv, s2 ⊕Bv s3 = s1}
0Bv g−1v (0)
1Bv g−1v (1)
C {(v, s, t) ∈ (H∞)3 : (v, s) ∈ B, (v, t) ∈ A}

≺C
{

(v, s1, t1, s2, t2) : v ∈ R,
(s1, t1), (s2, t2) ∈ Cv, (s1 ≺Bv s2)∨((s1 = s2)∧(t1 ≺v t2))

}

⊕C


(v, s1, t1, s2, t2, s3, t3) : v ∈ R, (s1, t1), (s2, t2) ∈ Cv,

(s3, t3) =


((s1 ⊕Bv s2)	Bv 1Bv , t1 ⊕v t2) si t1 ≺v 0v et t2 ≺ t1 ⊕v t2
((s1 ⊕Bv s2)⊕Bv 1Bv , t1 ⊕v t2) si 0v ≺v t1 et t1 ⊕v t2 ≺ t2
(s1 ⊕Bv s2, t1 ⊕v t2) sinon


1Cv T−1v (1)
gv Bv → N : s 7→ α(v)Zv(s)−Ov(s)
Tv Cv → [−α(v),+∞[ : (s, t) 7→ gv(s) +Ov(t)

Table 5.1 – Liste de notations utilisées dans la preuve du lemme 5.2.9

Si s ∈ Bv, alors gv(s) est bien un naturel. En effet, par le lemme 3.3.15, on sait que c’est un
entier, et comme α(v) ∈ ]0, 1[, Zv(s) ∈ N et Ov(s) ≤ 0, alors α(v)Zv(s)−Ov(s) est positif.

Définissons maintenant ≺B comme étant la restriction de ≺fin à B. Autrement dit, on
a

≺B= {(v, s1, s2) : v ∈ R, s1, s2 ∈ Bv, s1 ≺fin
v s2}.

Nous noterons s1 ≺Bv s2 si (v, s1, s2) ∈≺B. L’ensemble ≺B est ω-régulier par ω-régularité
de R, de B et de ≺fin.

Nous définissons également l’ensemble ⊕B de la manière suivante :

⊕B =

{
(v, s1, s2, s3) : v ∈ R, s1, s2 ∈ Bv, s3 =

{
s1 ⊕fin

v s2 si s1 ⊕fin
v s2 �v s2

(s1 ⊕fin
v s2)⊕fin

v 1v sinon

}
.

On note s1 ⊕Bv s2 = s3 si (v, s1, s2, s3) ∈ ⊕B. Cet ensemble est ω-régulier par ω-régularité
de R, de B, de ⊕fin, de 1∗ et de �.

Démontrons que, pour tout v ∈ R et pour tout s1, s2 ∈ Bv, on a s1 ⊕Bv s2 ∈ Bv et

gv(s1 ⊕Bv s2) = gv(s1) + gv(s2). (5.1)
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Soient v ∈ R et s1, s2 ∈ Bv. Considérons d’abord le cas où s1 ⊕fin
v s2 �v s2. Ainsi,

Ov(s1 ⊕fin
v s2) ≤ Ov(s2) ≤ 0, d’où s1 ⊕Bv s2 ∈ Bv. De plus, comme s1 ∈ Bv, alors s1 �v 0v.

Ainsi, comme s1⊕fin
v s2 = s1⊕v s2 (par le lemme 4.2.5 car s1, s2 ∈ Afin

v ), alors, par le lemme
5.2.4, nous avons

Ov(s1) +Ov(s2) = Ov(s1 ⊕fin
v s2).

Ainsi,

gv(s1 ⊕Bv s2) = gv(s1 ⊕fin
v s2) (Par définition de ⊕B)

= α(v)Zv(s1 ⊕fin
v s2)−Ov(s1 ⊕fin

v s2) (Par définition de gv)
= α(v)(Zv(s1) + Zv(s2))−Ov(s1)−Ov(s2)

= gv(s1) + gv(s2).

Considérons maintenant le cas où s2 ≺v s1 ⊕fin
v s2. Nous savons que −α(v) est plus

petit ou égal à Ov(s1) et Ov(s2). Cela implique que −2α(v) ≤ Ov(s1) + Ov(s2) et donc
−α(v) ≤ Ov(s1)+Ov(s2)+α(v). De plus, comme s1, s2, 1v ∈ Afin

v , alors (s1⊕fin
v s2)⊕fin

v 1v =
(s1 ⊕v s2)⊕v 1v au vu du lemme 4.2.5.

Ov((s1 ⊕fin
v s2)⊕fin

v 1v) = Ov(s1) +Ov(s2) +Ov(1v)(mod1) (Par définition de ⊕)
= Ov(s1) +Ov(s2) + α(v)(mod1) (Par le lemme de 3.3.15).

De plus, s1 ≺v 0v. En effet, s1 �v 0v et s1 doit être différent de 0v, sinon s1⊕fin
v s2 serait

égal à s2, ce qui est en contradiction avec l’hypothèse s2 ≺v s1 ⊕fin
v s2.

Donc, comme s2 ≺v s1 ⊕fin
v s2 et s1 ≺v 0v, par le lemme 5.2.4, nous savons que

Ov(s1 ⊕fin
v s2) = Ov(s1) +Ov(s2) + 1 < 1− α(v).

Ainsi, Ov(s1) +Ov(s2) + α(v) < 0. D’où Ov(s1) +Ov(s2) + α(v) ∈ Iα(v) et

Ov((s1 ⊕fin
v s2)⊕fin

v 1v) = Ov(s1) +Ov(s2) + α(v).

Et comme Ov(s1) +Ov(s2) < −α(v), alors

Ov(s1 ⊕Bv s2) = Ov((s1 ⊕fin
v s2)⊕fin

v 1v)

= Ov(s1) +Ov(s2) + α(v)

< −α(v) + α(v)

= 0.

D’où s1 ⊕Bv s2 ∈ Bv. De plus, on a

gv(s1 ⊕Bv s2) = gv((s1 ⊕fin
v s2)⊕fin

v 1v) (Par déf. de ⊕B)
= α(v)Zv((s1 ⊕fin

v s2)⊕fin
v 1v)−Ov((s1 ⊕fin

v s2)⊕fin
v 1v) (Par déf. de gv)

= α(v)(Zv(s1) + Zv(s2) + 1)−Ov(s1)−Ov(s2)− α(v)

= gv(s1) + gv(s2).
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Comme annoncé en (5.1), nous avons démontré que, pour tout v ∈ R, s1⊕Bv s2 ∈ Bv et

gv(s1) + gv(s2) = gv(s1 ⊕Bv s2).

Démontrons que, pour tout v ∈ R, s1, s2 ∈ Bv, nous avons

s1 ≺Bv s2 ⇔ gv(s1) < gv(s2).

Soient v ∈ R, s1, s2 ∈ Bv, alors

s1 ≺Bv s2 ⇔ s1 ≺fin
v s2

⇔ Zv(s1) < Zv(s2).

De plus, comme s1, s2 ∈ Bv, alors Ov(s1), Ov(s2) ∈ [−α(v), 0].

D’une part, supposons que Zv(s1) < Zv(s2). Alors s2 doit être différent de 0v. Sinon,
Zv(s1) < Zv(s2) = 0, mais Zv(s1) ∈ N et ne peut donc pas être strictement négatif. D’où
Ov(s2) ∈ [−α(v), 0[. Ainsi,

Zv(s1)−
Ov(s1)

α(v)︸ ︷︷ ︸
∈[−1,0]

≤ Zv(s2) < Zv(s2)−
Ov(s2)

α(v)︸ ︷︷ ︸
∈[−1,0[

.

Cela implique que α(v)Zv(s1)−Ov(s1) < α(v)Zv(s2)−Ov(s2), d’où gv(s1) < gv(s2).

D’une autre part, supposons que gv(s1) < gv(s2). Par définition, c’est équivalent à
α(v)Zv(s1)−Ov(s1) < α(v)Zv(s2)−Ov(s2). Cela implique que

Zv(s1)−
Ov(s1)

α(v)︸ ︷︷ ︸
∈[−1,0]

< Zv(s2)−
Ov(s2)

α(v)︸ ︷︷ ︸
∈[−1,0]

.

D’où
Zv(s1) < Zv(s2)−

Ov(s2)

α(v)︸ ︷︷ ︸
∈[−1,0]

.

Or, comme Zv(s1), Zv(s2) ∈ N, alors Zv(s1) ≤ Zv(s2). Cependant, Zv(s1) 6= Zv(s2), sinon
s1 = s2, ce qui impliquerait gv(s1) = gv(s2), et cela entrerait en contradiction avec notre
hypothèse gv(s1) < gv(s2). Ainsi, on a Zv(s1) < Zv(s2).

Démontrons que la fonction gv est bijective pour tout v ∈ R. Soit v ∈ R. Nous com-
mençons par prouver son injectivité. Pour tout s1, s2 ∈ Bv, nous avons

gv(s1) = gv(s2)⇔ Zv(s1) = Zv(s2).
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Sinon Zv(s1) > Zv(s2) (resp. Zv(s1) < Zv(s2)). Or, vu ce qui a été démontré précédem-
ment, cela impliquerait que gv(s1) > gv(s2) (resp. gv(s1) < gv(s2)). Donc, par injectivité
de Zv, on a s1 = s2.

Démontrons maintenant que gv est surjective pour tout v ∈ R. Soit v ∈ R. Rappelons
que α(v) ∈]0, 1[. Pour tout m ∈ N, montrons qu’il existe s ∈ Bv tel que gv(s) = m.
Or, si on prend s = nv où n est le plus grand naturel tel que nα(v) < m. Ainsi,
Zv(s)α(v) ∈ ]m− α(v),m[. Ainsi, nous avons −α(v) < Ov(s) ≤ 0. D’où s appartient
bien à l’ensemble Bv (par la remarque 5.2.3).

Ainsi, pour tout v ∈ R,

gv : (Bv,≺Bv ,⊕Bv )→ (N, <,+)

est un isomorphisme.

Nous définissons l’ensemble suivant :

C = {(v, s, t) ∈ (H∞)3 : (v, s) ∈ B, (v, t) ∈ A}.

Cet ensemble est ω-régulier par ω-régularité de H∞, de B et de A.
Pour tout v ∈ R, nous définissons la fonction

Tv : Cv → [−α(v),+∞[ : (s, t) 7→ gv(s) +Ov(t).

Pour tout v ∈ R, la fonction Tv est bijective. En effet, tout réel appartenant à [−α(v),+∞[
peut se décomposer de manière unique en la somme n+ y où n ∈ N et y ∈ Iα(v).

Nous définissons l’ensemble suivant :

≺C= {(v, s1, t1, s2, t2) : v ∈ R, (s1, t1), (s2, t2) ∈ Cv, (s1 ≺Bv s2) ∨ ((s1 = s2) ∧ (t1 ≺v t2))}.

Nous notons (s1, t1) ≺Cv (s2, t2) si (v, s1, t1, s2, t2) ∈≺C . Cet ensemble est ω-régulier par
ω-régularité de R, de C, de ≺B et de ≺.

Démontrons, pour tout v ∈ R que

Tv(s1, t1) < Tv(s2, t2)⇔ (s1, t1) ≺Cv (s2, t2).

Soit v ∈ R. Soient (s1, t1), (s2, t2) ∈ Cv. Comme Ov(t1), Ov(t2) ∈ [−α(v), 1− α(v)[, alors
|Ov(t1) − Ov(t2)| < 1. Par définition de Tv, nous avons que Tv(s1, t1) < Tv(s2, t2) si et
seulement si gv(s1) +Ov(t1) < gv(s2) +Ov(t2). Par définition de ≺C , nous avons

(s1, t1) ≺Cv (s2, t2)⇔ s1 ≺Bv s2 ou (s1 = s2 et t1 ≺v t2)
⇔ gv(s1) < gv(s2) ou (s1 = s2 et Ov(t1) < Ov(t2)).
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Supposons d’abord que gv(s1) ≥ gv(s2), alors gv(s1)− gv(s2) ∈ N et

(s1, t1) ≺Cv (s2, t2)⇔ s1 = s2 et Ov(t1) < Ov(t2)

⇔ gv(s1) = gv(s2) et Ov(t1) < Ov(t2) (Par bijectivité de gv)
⇔ gv(s1)− gv(s2)︸ ︷︷ ︸

∈N

< Ov(t2)−Ov(t1)︸ ︷︷ ︸
∈]−1,1[

⇔ gv(s1) +Ov(t1) < gv(s2) +Ov(t2).

Supposons maintenant que ((s1 6= s2) ∨ (Ov(t1) > Ov(t2))), alors

(s1, t1) ≺Cv (s2, t2)⇔ gv(s1) < gv(s2)

⇔ gv(s2)− gv(s1) ≥ 1

⇒ gv(s2)− gv(s1)︸ ︷︷ ︸
∈Z

> Ov(t1)−Ov(t2)︸ ︷︷ ︸
∈]−1,1[

.

De plus, si gv(s2) − gv(s1) > Ov(t1) − Ov(t2), puisque Ov(t1) − Ov(t2) > −1 et comme
((s1 6= s2) ∨ (Ov(t1) > Ov(t2))), alors gv(s2) − gv(s1) ∈ N0 et donc gv(s2) − gv(s1) ≥ 1.
Ainsi, on obtient que

(s1, t1) ≺Cv (s2, t2)⇔ gv(s1) +Ov(t1) < gv(s2) +Ov(t2).

Nous définissons les éléments 0Bv = g−1v (0) et 1Bv = g−1v (1) pour tout v ∈ R. Remarquons
que, pour tout v ∈ R, on a

g−1v (0) = 0v,

g−1v (1) = {nv : n = max{m ∈ N : mα(v) < 1}}.

En effet, pour tout v ∈ R, si gv(s) = m, alors s = nv convient (où n est le plus grand
naturel tel que nα(v) < m), car Zv(nv)α(v) ∈]m− α(v),m[ et donc −α(v) < Ov(nv) ≤ 0,
d’où nv ∈ Bv. Or, puisque gv est bijective pour tout v ∈ R, alors cet élément est unique.

Ainsi, nous en concluons que 0Bv et 1Bv sont ω-réguliers par ω-régularité de 0∗ et de nv
pour tout v ∈ R.

Nous définissons 	B de la manière suivante :

	B = {(v, s1, s2, s3) : v ∈ R, s1, s2, s3 ∈ Bv, s2 ⊕Bv s3 = s1}.

Nous notons s1	Bv s2 = s3 si (v, s1, s2, s3) ∈ 	B. Remarquons que 	B est l’inverse (partiel)
de ⊕B. De plus, l’ensemble 	B est ω-régulier par ω-régularité de R, de B et de ⊕B.

Soient v ∈ R, s1, s2, s3 ∈ Bv. Si s1 	Bv s2 = s3, alors s2 ⊕Bv s3 = s1 et donc

gv(s1) = gv(s2 ⊕Bv s3)
= gv(s2) + gv(s3)

= gv(s2) + gv(s1 	Bv s2).
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Ainsi, nous avons
gv(s1 	Bv s2) = gv(s1)− gv(s2).

Nous définissons l’ensemble suivant :

⊕C =


(v, s1, t1, s2, t2, s3, t3) : v ∈ R, (s1, t1), (s2, t2) ∈ Cv,

(s3, t3) =


((s1 ⊕Bv s2)	Bv 1Bv , t1 ⊕v t2) si t1 ≺v 0v et t2 ≺ t1 ⊕v t2
((s1 ⊕Bv s2)⊕Bv 1Bv , t1 ⊕v t2) si 0v ≺v t1 et t1 ⊕v t2 ≺ t2
(s1 ⊕Bv s2, t1 ⊕v t2) sinon

 .

Si (v, s1, t1, s2, t2, s3, t3) ∈ ⊕C , nous notons

(s1, t1)⊕Cv (s2, t2) = (s3, t3).

Remarquons que ⊕C est partiellement défini. En effet, pour v ∈ R, et pour (s1, t1), (s2, t2) ∈
Cv, si t1 ≺v 0v, t2 ≺ t1 ⊕v t2 et s1 = s2 = 0Bv , alors

(s1, t1)⊕Cv (s2, t2) = ((0Bv ⊕Bv 0Bv )	Bv 1Bv ,

ce qui n’est pas défini dans le domaine de 	B.

De plus, l’ensemble ⊕C est ω-régulier par ω-régularité de ⊕B, de R, de C, de ⊕, de ≺,
de 0∗, de 	B et de 1Bv .

Démontrons que, pour tout v ∈ R, (s1, t1), (s2, t2) ∈ Cv, on a

Tv((s1, t1)⊕Cv (s2, t2)) = Tv(s1, t1) + Tv(s2, t2).

Soient v ∈ R, (s1, t1), (s2, t2) ∈ Cv. Par définitions de ⊕C et de Tv, nous avons

Tv((s1, t1)⊕Cv (s2, t2))

=


gv((s1 ⊕Bv s2)	Bv 1Bv ) +Ov(t1 ⊕v t2) si t1 ≺v 0v et t2 ≺ t1 ⊕v t2,
gv((s1 ⊕Bv s2)⊕Bv 1Bv ) +Ov(t1 ⊕v t2) si 0v ≺v t1 et t1 ⊕v t2 ≺ t2,
gv(s1 ⊕Bv s2) +Ov(t1 ⊕v t2) sinon.

En utilisant le lemme 5.2.4, on obtient

Tv((s1, t1)⊕Cv (s2, t2))

=


gv((s1 ⊕Bv s2)	Bv 1Bv ) +Ov(t1) +Ov(t2) + 1 si t1 ≺v 0v et t2 ≺ t1 ⊕v t2,
gv((s1 ⊕Bv s2)⊕Bv 1Bv ) +Ov(t1) +Ov(t2)− 1 si 0v ≺v t1 et t1 ⊕v t2 ≺ t2,
gv(s1 ⊕Bv s2) +Ov(t1) +Ov(t2) sinon.

De plus, nous avons démontré précédemment que gv(s1 ⊕Bv s2) = gv(s1) + gv(s2), ainsi

Tv((s1,t1)⊕Cv (s2, t2))

=


gv(s1) + gv(s2)− gv(1Bv ) +Ov(t1) +Ov(t2) + 1 si t1 ≺v 0v et t2 ≺ t1 ⊕v t2,
gv(s1) + gv(s2) + gv(1

B
v ) +Ov(t1) +Ov(t2)− 1 si 0v ≺v t1 et t1 ⊕v t2 ≺ t2,

gv(s1) + gv(s2) +Ov(t1) +Ov(t2) sinon.
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Comme gv(1Bv ) = 1, nous obtenons finalement que

Tv((s1, t1)⊕Cv (s2, t2)) = gv(s1) + gv(s2) +Ov(t1) +Ov(t2) = Tv(s1, t1) + Tv(s2, t2).

Ainsi, pour tout v ∈ R,

Tv : (Cv,≺Cv ,⊕Cv )→ ([−α(v),+∞[ , <,+)

est un isomorphisme.

Nous voulons que

(Cv)v∈R = (Cv,≺Cv ,⊕Cv , T−1v (N), T−1v (α(v)N))v∈R

soit une famille uniforme de structures ω-régulières. Nous avons déjà démontré que
• l’ensemble C = {(v, s, t) : v ∈ R, (s, t) ∈ Cv} est ω-régulier,
• l’ensemble ≺C= {(v, s1, t1, s2, t2) : v ∈ R, (s1, t1, s2, t2) ∈≺Cv } est ω-régulier,
• l’ensemble ⊕C = {(v, s1, t1, s2, t2, s3, t3) : v ∈ R, (s1, t1, s2, t2, s3, t3) ∈ ⊕Cv } est ω-

régulier.
Il ne reste plus qu’à prouver que les ensembles suivants sont ω-réguliers :

1. {(v, s, t) ∈ C : (s, t) ∈ T−1v (N)},
2. {(v, s, t) ∈ C : (s, t) ∈ T−1v (α(v)N)}.

Ainsi, on aura bien une famille uniforme de structures ω-régulières (Cv)v∈R telle que, pour
tout v ∈ R,

Tv : (Cv,≺Cv ,⊕Cv , T−1v (N), T−1v (α(v)N))→ ([−α(v),+∞[ , <,+,N, α(v)N)

soit un isomorphisme.

Pour démontrer que le premier ensemble est ω-régulier, il suffit d’observer que

T−1v (N) = {(s, t) ∈ Cv : Ov(t) = 0} = {(s, t) ∈ Cv : t = 0v}

et on peut donc conclure par ω-régularité de R, de C et de 0∗.

Démontrons maintenant que le deuxième ensemble est ω-régulier. Notons

U1 = {(v, s, t) ∈ C : s = t} et
U2 = {(v, s, t) ∈ C : t ∈ Fv}.

Ces ensembles sont ω-réguliers par ω-régularité de C et de F (par le lemme 5.2.7). Nous
définissons également

1Cv = T−1v (1) = {(s, t) ∈ Cv : s = 1Bv }
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pour tout v ∈ R. Cet élément est ω-régulier par ω-régularité de C et de 1Bv . Nous définissons
également l’ensemble

U ={(v, (s1, t1)⊕Cv (0v, t2)) : (v, s1, t1) ∈ U1, (0v, t2) ∈ U2, 0v �v t2}
∪ {(v, ((s1, t1)⊕Cv (0v, t2))⊕Cv 1Cv ) : (v, s1, t1) ∈ U1, (0v, t2) ∈ U2, t2 ≺v 0v}.

Cet ensemble est ω-régulier par ω-régularité de ⊕C , de 0∗, de U1, de U2, de 1Cv , de ≺ et de �.

Nous allons montrer que T−1v (α(v)N) = Uv. Soient (v, s, s) ∈ U1 et (v, 0v, t) ∈ U2.
Autrement dit, nous avons v ∈ R, s ∈ Afin

v , s �v 0v et t ∈ Fv.

Considérons d’abord le cas où 0v �v t. Alors, nous avons

Tv((s, s)⊕Cv (0v, t)) = Tv(s, s) + Tv(0v, t)

= α(v)Zv(s)−Ov(s) +Ov(s) + α(v)Zv(0v)−Ov(0v) +Ov(t)

= α(v)Zv(s) +Ov(t).

Puisque t ∈ Fv et 0v �v t, alors le lemme 5.2.7 nous dit que Ov(t) = α(v)Zv(t). Ainsi,

Tv((s, s)⊕Cv (0v, t)) = α(v)Zv(s) + α(v)Zv(t)

= α(v)(Zv(s) + Zv(t))

= α(v)(Zv(s⊕fin
v t)) ∈ α(v)N .

Considérons maintenant le cas où t ≺v 0v. Alors, nous avons

Tv(((s, s)⊕Cv (0v, t))⊕Cv 1Cv )

= Tv(s, s) + Tv(0v, t) + 1

= α(v)Zv(s)−Ov(s) +Ov(s) + α(v)Zv(0v)−Ov(0v) +Ov(t) + 1

= α(v)Zv(s) +Ov(t) + 1.

Puisque t ∈ Fv et t ≺v 0v, alors le lemme 5.2.7 nous dit que Ov(t) = α(v)Zv(t)− 1. Ainsi,

Tv((s, s)⊕Cv (0v, t)) = α(v)Zv(s) + α(v)Zv(t)− 1 + 1

= α(v)(Zv(s) + Zv(t))

= α(v)(Zv(s⊕fin
v t)) ∈ α(v)N .

Nous avons donc montré que Tv(Uv) ⊆ α(v)N. Or, par le lemme 5.2.8, nous savons que

Afin
v = {t⊕fin

v s : t ∈ Afin
v , t �v 0v, s ∈ Fv)}

pour tout v ∈ R. Nous pouvons en déduire que Tv(Uv) = α(v)Zv(A
fin
v ) = α(v)N pour tout

v ∈ R.
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Armés du lemme précédent, nous allons enfin pouvoir aborder les résultats de déci-
dabilité concernant Rα. La preuve suivante a été rédigée grâce aux éclaircissements de
Christian Schulz [25].

Théorème 5.2.10. Il existe une famille uniforme de structures ω-régulières (Dv)v∈R telle
que Dv est isomorphe à Rα(v) pour tout v ∈ R.

Démonstration. Soit v ∈ R. Dans la structure ([−α(v),+∞[, <,+,N, α(v)N), nous défi-
nissons l’ensemble suivant :

E = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, (x = 0 ∨ y = 0)} ⊂ [−α(v); +∞[2 .

Nous définissons l’ordre ≺E sur E : pour tout (x, y), (u, v) ∈ E, on a

(x, y) ≺E (u, v)⇔ (x < u ∨ y > v).

Nous définissons également la relation ⊕E sur E : pour tout (x, y), (u, v) ∈ E, on a

(x, y)⊕E (u, v) =



(0, y + v) si x = 0 et u = 0,
(x+ u, 0) si y = 0 et v = 0,
(x− v, 0) si y = 0, u = 0 et x ≥ v,
(0, v − x) si y = 0, u = 0 et x < v,
(u− y, 0) si x = 0, v = 0 et u ≥ y,
(0, y − u) si x = 0, v = 0 et u < y.

Nous posons la fonction suivante :

f : E → R : (x, y) 7→
{
x si y = 0,
−y si x = 0.

Ainsi, il est clair que la fonction f est une bijection entre E et R, puisqu’à chaque réel po-
sitif on peut associer un unique élément (x, 0) de E (où x ≥ 0) et à chaque réel strictement
négatif on peut associer un unique élément (0, y) de E (où y > 0).

Démontrons que
f((x, y)⊕E (u, v)) = f(x, y) + f(u, v)

pour tout (x, y), (u, v) ∈ E. Soient x, y, u, v ∈ R+. Nous avons

f((0, y)⊕E (0, v)) = f(0, y + v) = y + v = f(0, y) + f(0, v),

f((x, 0)⊕E (u, 0)) = f(x+ u, 0) = x+ u = f(x, 0) + f(u, 0),

f((x, 0)⊕E (0, v)) =

{
f(x− v, 0) = x− v = f(x, 0) + f(0, v) si x ≥ v,
f(0, v − x) = x− v = f(x, 0) + f(0, v) si x < v,

f((0, y)⊕E (u, 0)) =

{
f(u− y, 0) = u− y = f(0, y) + f(u, 0) si u ≥ y,
f(0, y − u) = u− y = f(0, y) + f(u, 0) si u < y.
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Démontrons que
f(x, y) < f(u, v))⇔ (x, y) ≺E (u, v)

pour tout (x, y), (u, v) ∈ E. Soient x, y, u, v ∈ R+. Nous avons

f(x, 0) < f(u, 0)⇔ x < u⇔ (x, 0) ≺E (u, 0),

f(0, y) < f(0, v)⇔ −y < −v ⇔ v < y ⇔ (0, y) ≺E (0, v).

De plus, si x = 0 et v = 0 alors on a f(x, y) < f(u, v)) si et seulement si −y < u, ce qui
est toujours vrai si y et u sont différents de zéro. Et si y = 0 et u = 0, alors f(x, y) n’est
jamais inférieur à f(u, v)).

Posons les ensembles suivants :

Z = {(x, y) ∈ E : x, y ∈ N},
α(v)Z = {(x, y) ∈ E : x, y ∈ α(v)N}.

Par définition de ces ensembles, nous pouvons facilement observer que

f(x, y) ∈ Z⇔ (x, y) ∈ Z,
f(x, y) ∈ α(v)Z⇔ (x, y) ∈ α(v)Z.

Ainsi, nous avons démontré que

f : (E,≺E,⊕E, Z, α(v)Z)→ (R, <,+,Z, α(v)Z)

est un isomorphisme uniforme (on parle d’une forme d’uniformité ici, car les définitions de
E,≺E,⊕E et Z ne dépendent pas de α(v)).

Autrement dit, la structure ([−α(v),+∞[, <,+,N, α(v)N) définit uniformément une
copie de Rα(v) = (R, <,+,Z, α(v)Z).

Or, par le lemme 5.2.9, nous savons qu’il existe une famille uniforme de structures
ω-régulières (Cv)v∈R telle que, pour tout v ∈ R, nous avons

Cv ' ([−α(v),+∞[, <,+,N, α(v)N).

Ainsi, pour définir Dv pour tout v ∈ R, nous pouvons utiliser, dans la structure Cv
cette fois, les mêmes formules que celles qui ont été employées pour définir la structure
(R, <,+,Z, α(v)Z). Nous obtenons alors que Dv est bien isomorphe à Rα(v). De plus, vu
les définitions de ces formules, l’ω-régularité est préservée.

Notons l’ensemble Irr = ]0, 1[ \Q. Nous notons également

K = {Rα : α ∈ Irr}.

Corollaire 5.2.11. La théorie FO(K) est décidable.
Démonstration. Par le théorème 5.2.10, nous savons qu’il existe une famille de structures
ω-régulières (Dv)v∈R telle que Dv est isomorphe à Rα(v) pour tout v ∈ R. Ainsi, on peut
conclure par la proposition 5.1.4
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5.3 Décidabilité de propriétés des mots sturmiens
Dans cette section, nous arrivons au but théorique de ce travail : prouver la décidabilité

de la théorie du premier ordre de la collection d’extensions de l’arithmétique de Presburger
par un mot sturmien interprété comme une fonction unaire. Pour cela, nous allons intro-
duire une définition des mots sturmiens, puis utiliser le résultat de décidabilité de FO(K)
qui a été démontré dans la section précédente.

Définition 5.3.1. Soient α un irrationnel et ρ un réel. Le mot sturmien de pente α et
d’intercept ρ est le mot cα,ρ = cα,ρ(1)cα,ρ(2) · · · ∈ {0, 1}ω tel que

cα,ρ(n) = b(n+ 1)α + ρc − bnα + ρc − bαc

pour tout n ∈ N. Si ρ = 0, alors on dit que cα,0 est le mot caractéristique de pente α.

Exemple 5.3.2. Soient α =
√

2 et ρ = 1. Alors, nous obtenons

cα,ρ(1) = b2α + 1c − bα + 1c − bαc = 3− 2− 1 = 0,

cα,ρ(2) = b3α + 1c − b2α + 1c − bαc = 5− 3− 1 = 1,

cα,ρ(3) = b4α + 1c − b3α + 1c − bαc = 6− 5− 1 = 0,

cα,ρ(4) = b5α + 1c − b4α + 1c − bαc = 8− 6− 1 = 1,

cα,ρ(5) = b6α + 1c − b5α + 1c − bαc = 9− 8− 1 = 0,

cα,ρ(6) = b7α + 1c − b6α + 1c − bαc = 10− 9− 1 = 0,

cα,ρ(7) = b8α + 1c − b7α + 1c − bαc = 12− 10− 1 = 1.

Il en découle que cα,ρ = 0101001 . . .

Nous notons L la signature de la théorie FO(N, <,+, 0, 1) et Lc la signature obtenue
en ajoutant un symbole fonctionnel unaire c à L. Nous posons Nα,ρ comme étant la Lc-
structure (N, <,+, 0, 1, n→ cα,ρ(n)).

Notation 5.3.3. Nous notons

Ksturm = {Nα,ρ : α ∈ Irr, ρ ∈ R},
Kcar = {Nα,0 : α ∈ Irr}.

Théorème 5.3.4. Les théories FO(Ksturm) et FO(Kcar) sont décidables.

Démonstration. Rappelons que

Rα = (R, <,+,Z, αZ).

où α ∈ R+
0 .
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Soit α irrationnel. La structure Rα permet de définir le nombre 0, l’ensemble des na-
turels et l’ensemble αN. En effet, on peut écrire zéro de comme étant

∃x ∈ Z,∀n ∈ Z : n+ x = n,

l’ensemble N comme étant
{x ∈ Z : x ≥ 0},

et l’ensemble de αN comme étant

{x ∈ αZ : x ≥ 0} ⊂ R .

La structure Rα permet également de définir la fonction successeur et la fonction b·c : R→
Z. En effet, nous pouvons écrire la fonction successeur sur N de la manière suivante :

∀x ∈ N,∃n ∈ N : (x < n) ∧ (∀c ∈ N : (c > x)⇒ (n ≤ c)),

et la fonction plancher de la manière suivante :

∀x ∈ R,∃n ∈ Z : (n ≤ x < n+ 1).

Ici, n + 1 peut être défini à partir de n puisque nous avons défini la fonction successeur.
Notons que nous pouvons également définir de manière similaire la fonction successeur sur
αN.

De plus, il est évident que nous pouvons également définir le singleton {α} à partir de
αZ, de zéro et de la fonction successeur.

Nous pouvons également définir à partir de Rα l’ensemble

E = {(ρ, αn, cα,ρ(n)) : ρ ∈ R, n ∈ N, cα,ρ(n) = b(n+ 1)α + ρc − bnα + ρc − bαc}.

en utilisant la fonction plancher et la fonction successeur sur αN. À partir de cet ensemble
et grâce à la définissabilité de {α}, nous pouvons définir la fonction qui à l’élément αn ∈ αN
associe l’élément αcα,ρ(n) ∈ {0, α} de la manière suivante :

αn 7→
{

0 si (ρ, αn, 0) ∈ E,
α sinon,

où ρ est une variable libre.

Ainsi, la Lc-structure (αN, <,+, 0, αn 7→ α, αcα,ρ(n)) peut être définie dans Rα unifor-
mément par rapport à α (uniforme dans le sens où les propriétés de α n’interviennent pas
dans la définition de la structure, α peut être considéré comme un simple symbole).

Or, la fonction
f : N→ αN : x 7→ αx

forme un isomorphisme entre les structures Nα,ρ et (αN, <,+, 0, α, αn 7→ αcα,ρ(n)). Ainsi,
pour toute Lc-formule ϕ, il existe une Lm,a-formule ψ(ρ) telle que
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• ϕ ∈ FO(Ksturm) si et seulement si ∀xψ(x) ∈ FO(K),
• ϕ ∈ FO(Kcar) si et seulement si ψ(0) ∈ FO(K).

Nous pouvons conclure par le corollaire 5.2.11.

Ce théorème nous permet de décider si une propriété sur les mots sturmiens exprimée
dans Ksturm ou Kcar est vraie ou fausse.



Chapitre 6

Le logiciel Pecan

Pecan est un logiciel qui représente des prédicats logiques à l’aide d’automates de Büchi
et qui permet de déterminer automatiquement si une propriété exprimée dans Ksturm ou
Kcar est vraie ou fausse. Il est possible d’installer le logiciel sur votre ordinateur en se ré-
férant aux instructions données sur les pages GitHub de Reed Oei [20] et [21]. Nous allons
montrer à travers ce chapitre quelques exemples d’utilisation du logiciel, et en particulier,
pour démonter des propriétés sur les mots sturmiens. Tous les tests réalisés dans le cadre
de ce travail ont été effectués avec le système d’exploitation Ubuntu (version 20.04.6) sur
une machine virtuelle (7 gigaoctets de mémoire et 4 processeurs). Nous tenons également à
souligner que Pecan n’a pas été mis à jour depuis septembre 2021, cela s’explique probable-
ment par le décès de Reed Oei en avril 2022. Ainsi, certaines optimisations et améliorations
prévues n’ont pas été implémentées.

Pecan peut nous permettre, par exemple, de prouver des propriétés simples d’arithmé-
tique comme la commutativité de l’addition de naturels. Pour cela, nous donnons en entrée
le code suivant :

Restrict x, y are nat.

Theorem ("Commutativity of addition", {
forall x, y. x + y = y + x

}).

Spécifier le type de variables est important pour permettre à Pecan d’utiliser les bonnes
définitions des opérateurs arithmétiques utilisés. Ici, nous obtenons en sortie le message :

[INFO] Checking if Commutativity of addition is true.
Commutativity of addition is true.

Ainsi, le logiciel confirme immédiatement que la propriété est vraie. Pecan nous permet
aussi de définir des prédicats. Pour mieux comprendre son fonctionnement, nous allons
montrer un autre exemple simple d’utilisation du logiciel. Nous pouvons prouver grâce à
Pecan que tout naturel est soit un nombre pair, soit un nombre impair. Nous commençons
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par définir les fonctions is_even(x) et is_odd(x) qui vérifient respectivement si x est un
nombre pair ou impair (à condition que x soit naturel).

is_even(x is nat) := exists y is nat. x = 2*y

is_odd(x is nat) := exists y is nat. x = 2*y+1

Maintenant, nous pouvons demander à Pecan de vérifier si tout nombre naturel est soit
pair, ou soit impair.

Theorem ("Every natural is even or odd", {
forall x is nat. is_even(x) or is_odd(x)

}).

Nous obtenons en sortie le message :

[INFO] Checking if Every natural is even or odd is true.
Every natural is even or odd is true.

Ainsi, le logiciel confirme immédiatement que la propriété est vérifiée. Une autre fonc-
tionnalité de Pecan est sa capacité à transformer un prédicat en un automate et à l’en-
registrer en format HOA [8] afin de pouvoir s’en servir par la suite. Par exemple, si nous
voulons créer et enregistrer les automates de Büchi correspondant aux prédicats is_even
et is_odd, alors nous pouvons utiliser les instructions suivantes :

#save_aut("is_even.aut", is_even)
#save_aut("is_odd.aut", is_odd)

Maintenant, si nous voulons utiliser à nouveau les prédicats is_even et is_odd, nous ne
devons plus définir ces fonctions à chaque fois, il nous suffit d’importer leurs automates à
l’aide des commandes suivantes :

#load("is_even.aut", "hoa", is_even(x))
#load("is_odd.aut", "hoa", is_odd(x))

Nous pouvons même enregistrer le prédicat sous le format SVG afin d’avoir une re-
présentation visuelle de l’automate correspondant. En effet, si nous entrons la commande
suivante :

#save_aut_img("is_even.svg", is_even)

alors, nous avons enregistré au format SVG la représentation du prédicat is_even. L’auto-
mate de Büchi obtenu se trouve dans la Figure 6.1 et accepte un mot si et seulement s’il
est de la forme 0(0|1)∗0ω. Nous précisons que __ap7 représente x sous forme binaire.

Finalement, une dernière fonctionnalité que nous allons présenter est le fait que le
logiciel peut donner des exemples qui vérifient certaines conditions données. Par exemple,
nous pouvons demander à Pecan de nous donner un exemple de nombre pair et celui-ci
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Figure 6.1 – Automate de Büchi produit par Pecan et acceptant l’ensemble des repré-
sentations binaires de nombres pairs

peut être donné sous différentes formes. Nous donnons en entrée :

Display example natFormat { x > 4 and is_even(x) }.
Display example stdFormat { x > 4 and is_even(x) }.

Alors en sortie, nous obtenons respectivement [(x,6)] et [(x,[011(0)^ω])].

6.1 Addition de codages binaires de représentations d’Os-
trowski

Nous allons prouver grâce au logiciel Pecan que l’automate de Büchi décrit dans la
preuve du théorème 4.2.2 accepte bien l’ensemble ⊕fin.

Soit a ∈ R. Soient x, y et z des a-représentations d’Ostrowski de naturels. Nous expri-
mons cela dans Pecan de la manière suivante :

Let a be bco_standard.
Let x, y, z be ostrowski(a).

Ici, bco_standard est un type de données pour les réels encodés en binaire et ostrowski
est un type de données pour les a-représentations d’Ostrowski également encodées en bi-
naire. Nous allons vérifier que notre automate satisfait la définition récursive de l’addition
de nombres naturels : pour tout x, y ∈ N, nous avons

0 + y = y

s(x) + y = s(x+ y)

où s : N → N0 : x 7→ s(x) est la fonction successeur sur N. Nous exprimons l’addition de
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représentations d’Ostrowski dans Pecan de cette manière.

Theorem ("Addition base case (0 + y = y).", {
forall a. forall x, y, z. if bco_zero(x)
then (bco_adder(a, x, y, z) iff bco_eq(y, z))

}).

Theorem ("Addition inductive case (s(x) + y = s(x + y)).", {
forall a. forall x, y, z, u, v. if (bco_succ(a, x, u) and bco_succ(a, z, v))
then (bco_adder(a, x, y, z) iff bco_adder(a, u, y, v))

}).

où
• bco_zero(x) vérifie si x appartient à l’ensemble 0∗,
• bco_adder(a, x, y, z) est l’automate de la preuve du théorème 4.2.2,
• bco_succ(a,x,y) vérifie si (a, x, y) appartient à {(v, x, y) : v ∈ R, x, y ∈ Afin

v , Zv(x) +
1 = Zv(y)}.

Puisque 0∗ est accepté par un automate de Büchi, il est possible d’implémenter la
fonction bco_zero dans Pecan via son automate. Il nous reste encore à implémenter la
fonction bco_succ. Nous pouvons définir la fonction successeur sur N peut être définie de
la manière suivante :

s(x) = y ⇔ (x < y) ∧ (∀z(z ≤ x) ∨ (z ≥ y)).

Or, nous pouvons implémenter bco_succ de manière similaire.

bco_succ(a,x,y) := bco_valid(a,x) and bco_valid(a,y)
and bco_leq(x,y) and !(bco_eq(x,y))
and forall z. if bco_valid(a,z) then (bco_leq(z,x) or bco_leq(y,z))

où
• bco_eq(x,y) vérifie si x et y sont égaux,
• bco_leq(x,y) vérifie si x ≤colex,2 y ,
• bco_valid(a,x) vérifie si x est une a-représentation d’Ostrowski.

Or, l’ensemble Afin est ω-régulier et il est facile de construire un automate de Büchi qui
accepte l’ensemble des couples de mots égaux. De plus, l’automate représenté dans la fi-
gure 3.4 accepte l’ensemble des couples de mots alignés (u, v) si u ≤colex,2 v. Donc, ces trois
fonctions peuvent être implémentées dans Pecan via leurs automates.

Ainsi, Pecan confirme immédiatement que les deux propriétés Addition base case et
Addition inductive case sont vraies. En supposant que l’implémentation du logiciel et des
automates de bco_standard, ostrowski, bco_zero, bco_adder, bco_eq, bco_leq et bco_valid
est correcte, alors Pecan a prouvé que l’automate de Büchi décrit dans la preuve du théo-
rème 4.2.2 accepte bien l’ensemble ⊕fin.
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6.2 Mots sturmiens
Dans cette section, nous allons montrer plusieurs exemples d’utilisation de Pecan pour

prouver automatiquement des propriétés bien connues sur les mots sturmiens.

Proposition 6.2.1. Tous les mots sturmiens ayant la même pente possèdent le même
ensemble de facteurs.

Cette proposition a été démontrée dans [1, Théorème 10.5.3]. Ainsi, si nous démontrons
grâce à Pecan une propriété concernant l’ensemble des facteurs des mots caractéristiques,
nous pourrons généraliser ce résultat à tous les mots sturmiens.

Définition 6.2.2. Un mot w ∈ {0, 1}ω est équilibré si, pour tout a ∈ {0, 1}, pour tout n
naturel, pour tout u, v facteurs de w de longueur n, on a

||u|a − |v|a| ≤ 1.

Lemme 6.2.3. Un mot w ∈ {0, 1}ω n’est pas équilibré si et seulement s’il existe un facteur
u de w qui est un palindrome tel que 0u0 et 1u1 sont des facteurs de w.

Ce lemme a été prouvé dans [17, Proposition 2.1.3].

Rappelons que si w = w1w2 · · · ∈ Σω, alors nous notons w[i · · · j] le facteur

wiwi+1 · · ·wj−1wj.

Si w ∈ Σ∗, nous notons wR le miroir de w.

Théorème 6.2.4. Les mots sturmiens sont équilibrés.

Ce théorème a été prouvé dans [15]. Nous pouvons également le prouver à l’aide de
Pecan en nous servant du lemme 6.2.3. Soit a ∈ R. Soient i, j, k et n des a-représentations
d’Ostrowski de naturels. Nous exprimons cela dans Pecan de la manière suivante :

Restrict a is bco_standard.
Restrict i, j, k, n are ostrowski(a).

Ensuite, nous mettons en entrée le code suivant :

Theorem ("Characteristic words are balanced.", {
forall a. forall i,n,j,k. !(palindrome(a, i, n)
and factor_lt_len(a, i, n, j) and $C[j - 1] = 0 and $C[j + n] = 0
and factor_lt_len(a, i, n, k) and $C[k - 1] = 1 and $C[k + n] = 1)

}).

où
• palindrome(a ,i ,n) vérifie si ca,0[i · · · i+ n] = ca,0[i · · · i+ n]R,
• factor_lt_len(a, i, n, j) vérifie si ca,0[i · · · i+ n] = ca,0[j · · · j + n].
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Ainsi, en supposant que l’implémentation des automates de palindrome et de factor_lt_len
est correcte, selon l’article [13], le logiciel confirmerait bien que les mots caractéristiques
sont équilibrés après un temps d’exécution de 321,73 secondes. Par la proposition 6.2.1,
nous pouvons étendre notre conclusion à tous les mots sturmiens.

Cependant, dans le cadre de ce mémoire, en effectuant le test, nous avons laissé s’exé-
cuter le code pendant plus de 4 heures sans obtenir de réponse. Pecan est très gourmand
en terme de ressources, ainsi il n’est pas impossible que la mémoire allouée à la machine
virtuelle utilisée soit insuffisante. Cela pourrait être une explication pour ce manque de
résultat. En effet, par après, nous avons laissé s’exécuter le code durant 151 secondes sur
un ordinateur disposant de plus de ressources (un MacBook), et le logiciel est parvenu à
confirmer que le résultat est vrai.

Maintenant, nous allons nous intéresser à deux théorèmes liés aux puissances dans les
mots sturmiens.

Définition 6.2.5. Soit x un mot non vide fini. On dit que x est une n-ème puissance
s’il existe un mot fini y tel que x est le mot composé de n − 1 concaténations de y avec
lui-même (i.e. x = yn). Si x est une 2-ème puissance, on parle de carré, et s’il est une
3-ème puissance, on parle de cube.

Théorème 6.2.6. Tous les mots caractéristiques commencent par un carré arbitrairement
long.

Ce théorème a été prouvé dans [7]. Nous allons également le démontrer grâce à Pecan.
Soit a ∈ R. Soient i, j,m et n des a-représentations d’Ostrowski de naturels.

Restrict a is bco_standard.
Restrict i,j, m, n are ostrowski(a).

Nous définissons la fonction pow_2(a,i,n) pour qu’elle vérifie si ca,0[i · · · i + n − 1] =
ca,0[i+ n · · · i+ 2n− 1].

pow_2(a,i,n) := n>0 and i>0 and
forall j. i<=j and j<i+n and $C[j] = $C[j+n]

Nous avons voulu enregistrer son automate au format HOA afin de pouvoir réutiliser
cette fonction. Cependant, nous avons laissé s’exécuter le code pendant plus de 2 heures sans
obtenir de résultat. Nous avons également essayé d’exécuter le code sur un autre ordinateur
plus performant (le MacBook mentionné précédemment), mais le programme s’est arrêté
sur une erreur de segmentation. Nous nous sommes donc résolus à utiliser l’automate pow_2
de la bibliothèque Pecan (possédant 155 états et qui aurait été construit comme décrit ci-
dessus). Nous l’utilisons pour vérifier le théorème en entrant le code suivant :

Theorem ("Characteristic words start with arbitrarily long squares", {
forall a. forall n. exists m, j. j = 1 and m > n and pow_2(a, j, m)

}).
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Ainsi, Pecan confirme immédiatement que tous les mots caractéristiques commencent
par un carré arbitrairement long. Nous pouvons demander au logiciel un exemple de mot
caractéristique qui vérifie cette propriété.

start_with_square(a) := exists i, n. i = 1 and n > 0 and pow_2(a ,i ,n)

Example ( ostrowskiFormat , {
bco_standard(a) and start_with_square(a)

}).

Ainsi, Pecan renvoie [(a,[3][3]([2])^ω)]. Cela veut dire que pour l’irrationnel a =
[0; 3, 3, 2], alors ca,0 commence par un carré. Nous pouvons aisément vérifier que cela est
vrai. En effet, comme a < 1

3
, alors

ca,0(1) = b2ac − bac = 0,

ca,0(2) = b3ac − b2ac = 0.

Donc ca,0 commence par 00 qui est bien un carré.

Théorème 6.2.7. Tous les mots sturmiens contiennent un cube.

Ce théorème a été prouvé dans [7]. Nous allons également le démontrer grâce à Pecan.
Soit a ∈ R. Soient i et n des a-représentations d’Ostrowski de naturels.

Restrict a is bco_standard.
Restrict i, n are ostrowski(a).

Nous définissons la fonction pow_3(a,i,n) pour qu’elle vérifie si ca,0[i · · · i + n − 1] =
ca,0[i+ n · · · i+ 2n− 1] = ca,0[i+ 2n · · · i+ 3n− 1].

cube (a, i, n) := pow_2(a, i, n) and pow_2(a, i + n, n)

Encore une fois, nous avons voulu enregistrer son automate au format HOA afin de pou-
voir réutiliser cette fonction. Nous avons également essayé d’exécuter le code sur un autre
ordinateur plus performant (le MacBook mentionné précédemment), mais le programme
s’est arrêté sur une erreur de segmentation. Nous avons laissé s’exécuter le code pendant
plus de 2 heures sans obtenir de résultat. Nous nous sommes donc résolus à utiliser l’auto-
mate pow_3 de la bibliothèque Pecan (possédant 126 états et qui aurait été construit comme
décrit ci-dessus). Nous l’utilisons pour vérifier le théorème en entrant le code suivant :

Theorem ("Characteristic words contain cubes", {
forall a. exists i, n. n > 0 & pow_3(a, i, n)

}).

Ainsi, Pecan confirme immédiatement que tous les mots caractéristiques contiennent
un cube. Par la proposition 6.2.1, nous pouvons étendre notre conclusion à tous les mots
sturmiens. Nous pouvons demander au logiciel un exemple de mot caractéristique qui vérifie
cette propriété.
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has_cube(a) := exists i, n. n > 0 and pow_3(a, i, n)

Example ( ostrowskiFormat , {
bco_standard(a) and has_cube(a)
}).

Ainsi, Pecan renvoie [(a,[4][3]([2])^ω)]. Cela veut dire que pour l’irrationnel a =
[0; 4, 3, 2], alors ca,0 contient un cube. Nous pouvons aisément vérifier que cela est vrai. En
effet, comme a < 1

4
, alors

ca,0(1) = b2ac − bac = 0,

ca,0(2) = b3ac − b2ac = 0,

ca,0(3) = b4ac − b3ac = 0.

Donc ca,0 commence par 000 qui est bien un cube.

Nous remarquons qu’il peut être difficile de travailler avec Pecan lorsque nous voulons
créer de nouveaux automates à partir de prédicats : quand l’exécution ne s’arrête pas sur
une erreur de segmentation, elle demande du temps et de la mémoire en suffisance. Des
ressources importantes semblent être nécessaires pour permettre un bon fonctionnement
du programme. Nous pouvons tout de même utiliser les automates de la bibliothèque de
Pecan déjà construits pour prouver des théorèmes, mais cela peut être limitant en fonction
des prédicats dont nous avons besoin. Pour être vraiment un outil de recherche efficace,
Pecan nécessiterait encore d’être développé.



Chapitre 7

Pour aller plus loin

Dans ce mémoire, nous nous sommes fixés comme objectif de prouver la décidabilité des
théories FO(Ksturm) et FO(Kcar). Cependant, dans l’article [13, Section 6] qui a inspiré ce
travail, certains résultats supplémentaires ont été abordés et permettraient d’approfondir
le sujet.

Définition 7.1. Soit un ensemble X ⊆ Irrn. Nous définissons l’ensemble suivant :

XR = {(v1, . . . , vn) ∈ Rn : v1 ∼# v2 ∼# · · · ∼# vn, (α(v1), . . . , α(vn)) ∈ X}.

On dit que X est reconnaissable modulo ∼# si XR est ω-régulier.

Théorème 7.2. Soient X1, . . . , Xn des ensembles reconnaissables modulo ∼# par des
automates de Büchi A1, . . . ,An. Soit la structure

Q = (Irr;X1, . . . , Xn).

Alors FO(Q) est décidable.

Ce résultat permet de démontrer le théorème ci-dessous.

Pour toute Lm,a-formule ϕ, nous posons

Mϕ = {α ∈ Irr : Rα |= ϕ}.

Soit Irrquad l’ensemble des irrationnels quadratiques dans ]0, 1[. Nous définissons la structure

M = (Irr, <, (Mϕ)ϕ, (q)q∈Irrquad)

comme étant l’extension de l’ordre dense (Irr, <) par des prédicats pour Mϕ pour toute
Lm,a-formule ϕ, et par des symboles constants pour tout irrationnel quadratique dans ]0, 1[.

Théorème 7.3. La théorie FO(M) est décidable.
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Ces deux résultats nous indiquent que, pour tout sous-ensemble de Irrn qui est recon-
naissable modulo ∼#, nous pouvons ajouter un prédicat à la structureM et cela préservera
la décidabilité de la structure. Ainsi, nous pouvons non seulement prouver des propriétés
exprimées avec l’arithmétique de Presburger sur tous les mots sturmiens, mais également
sur les mots sturmiens dont la pente appartient à un sous-ensemble de Irr qui est recon-
naissable modulo ∼#.

Par exemple, les ensembles suivants sont reconnaissables modulo ∼# :
• l’ensemble des α ∈ Irr tels que les coefficients de leur développement en fraction

continue sont des puissances de 2,
• l’ensemble des α ∈ Irr tels que les coefficients de leur développement en fraction

continue appartiennent (ou non) à un ensemble fini donné,
• l’ensemble des α ∈ Irr tels que tous les coefficients pairs (ou impairs) de leur déve-

loppement en fraction continue sont 1.
Cependant, cette méthode a ses limites. Nous ne pouvons pas, par exemple, ajouter

un prédicat pour l’ensemble de tous les α ∈ Irr tels que les coefficients du développement
en fraction continue de α sont strictement croissants, et nous assurer que la théorie de la
structure obtenue soit toujours bien décidable.



Lexique

De nombreuses notations sont employées à travers ce mémoire. Pour faciliter sa lecture,
nous vous proposons ci-dessous une liste des différentes notations qui sont utilisées.

• Zx est, pour tout x ∈ X, l’ensemble {y ∈ Y : (x, y) ∈ Z} si X, Y et Z sont des
ensembles tels que Z ⊆ X × Y .

• ε est le mot vide.
• [w0 · · ·wn]2 est la valeur

∑n
i=0wi2

i où wi ∈ {0, 1} pour tout i ≥ 0.

• [b1b2 · · · bN+1]α = X si α = [0; a1, a2, . . .], X ∈ Z et X =
∑N

n=0 bn+1qn où pn
qn

est le
n-ème convergent de α. On dit que X est la α-valeur de b1b2 · · · bN+1.
De plus, si X ∈ N, 0 ≤ b1 < a1, 0 ≤ bn+1 ≤ an+1 pour tout n ≥ 1, bn = 0 quand
bn+1 = an+1 pour tout n ≥ 1, alors b1b2 · · · bN+1 est une α-représentation d’Ostrowski
de X (ou la α-représentation d’Ostrowski si on prend celle sans zéro de queue).

• Iα = [bαc − α, 1 + bαc − α[.
• [b1b2 · · · ]α = x si α = [0; a1, a2, . . .], x ∈ Iα et x =

∑∞
n=0 bn+1βn où βn est la n-ème

différence de α. On dit que x est la α-valeur de b1b2 · · · .
De plus, si bn ∈ Z, 0 ≤ bn ≤ an et bn = 0 quand bn+1 = an+1 pour tout n ≥ 1, b1 6= a1
et bn 6= an pour une infinité de n impairs, alors b1b2 · · · est la α-représentation
d’Ostrowski de x.

• fα : R → Iα est la fonction qui à un réel x associe x− u où u est l’unique entier tel
que x− u ∈ Iα.

• Σ# est l’alphabet {0, 1,#}.
• H∞ est l’ensemble des mots infinis sur Σ# qui commencent par # et dans lesquels #

apparaît une infinité de fois.
• N# est l’alphabet N∪{#}.
• N∞ est l’ensemble des mots infinis sur N# qui commencent par # et dans lesquels #

apparaît une infinité de fois.
• R est l’ensemble des mots infinis sur Σ# de la forme (#(0|1)∗1(0|1)∗)ω.
• α(w) est, pour w ∈ R, l’unique irrationnel α ∈]0, 1[ tel que w est un #-codage binaire

de la fraction continue de α.
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• Afin
v est, pour un v ∈ R donné, l’ensemble des mots w ∈ H∞ tels que w est la

#-v-représentation d’Ostrowski d’un nombre naturel.
• Av est, pour un v ∈ R donné, l’ensemble des mots w ∈ H∞ tels que w est la #-v-

représentation d’Ostrowski d’un réel c ∈ Iα(v).
• Afin = {(v, w) : v ∈ R,w ∈ Afin

v }.
• A = {(v, w) : v ∈ R,w ∈ Av}.
• Zv : Afin

v → N : w 7→ N tel que w est la #-v-représentation d’Ostrowski de N .
• Ov : Av → Iα(v) : w 7→ c tel que w est la #-v-représentation d’Ostrowski de c.
• 0v = Z−1v (0).
• 1v = Z−1v (1).
• 0∗ = {(v, 0v) : v ∈ R}.
• 1∗ = {(v, 1v) : v ∈ R}.
• ≺fin= {(v, s, t) ∈ R× (Afin

v )2 : Zv(s) < Zv(t)}.
• ≺= {(v, s, t) ∈ R× (Av)

2 : Ov(s) < Ov(t)}.
• A = (Q ∪ {⊥},Z, (r0, s0), F, δ) est l’automate fini déterministe à 2 bandes acceptant

(dm · · · d1, wm · · ·w1) ∈ Nm×Zm si et seulement si pour tout irrationnel α tel que
α = [0; d1, . . . , dm, . . .], on a [w1 · · ·wm]α = 0.

• ⊕fin = {(v, s1, s2, s3) : v ∈ R, s1, s2, s3 ∈ Afin
v , Zv(s1) + Zv(s2) = Zv(s3)}.

• ⊕ = {(v, s1, s2, s3) : v ∈ R, s1, s2, s3 ∈ Av, Ov(s1) +Ov(s2) ≡ Ov(s3)(mod1)}.
• w[i · · · j] est le facteur wiwi+1 · · ·wj−1wj de w = w1w2 · · · ∈ Σω.
• Lm est la signature de la théorie FO(R, <,+,Z).
• Lm,a est la signature obtenue en ajoutant un symbole de fonction unaire a à Lm.
• Rα est la Lm,a-structure (R, <,+,Z, αZ) où α ∈ R+

0 .
• nv = (((1v ⊕fin

v 1v)⊕fin
v 1v) · · · ⊕fin

v 1v)︸ ︷︷ ︸
n fois

.

• F = {(v, s) ∈ Afin : α(v)Zv(s) < 1}.
• Irr = ]0, 1[ \Q.
• K = {Rα : α ∈ Irr}.
• cα,ρ(n) = b(n+ 1)α + ρc − bnα + ρc − bαc.
• L est la signature de la théorie FO(N, <,+, 0, 1)
• Lc est la signature obtenue en ajoutant un symbole fonctionnel unaire c à L.
• Nα,ρ est la Lc-structure (N, <,+, 0, 1, n→ cα,ρ(n)).
• Ksturm = {Nα,ρ : α ∈ Irr, ρ ∈ R}.
• Kcar = {Nα,0 : α ∈ Irr}.
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