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Introduction

L’analyse complexe est une branche des mathématiques qui est apparue au cours du
19ème siècle et qui consiste à étudier les fonctions de variables complexes. De cette théorie
émerge la notion de fonctions holomorphes qui sont des fonctions complexes possédant
des propriétés intéressantes et permettant de déduire des résultats très puissants tel que le
Théorème de Cauchy 1.1.10. En approfondissant les recherches sur de telles fonctions, nous
pouvons prendre connaissance du livre "Complex analysis and special topics in harmonic
analysis"[2]. C’est sur ce document principal que se basera ce mémoire.

L’objet de ce mémoire est l’analyse du dual topologique des espaces de fonctions holo-
morphes. Plus précisément, nous allons étudier ces éléments, les fonctionnelles analytiques.
Nous allons, en particulier, montrer deux isomorphismes. Le premier entre l’espace des
fonctionnelles analytiques sur un compact K de C et l’ensemble des fonctions holomorphes
sur C \K qui tendent vers 0 à l’infini et le deuxième entre le dual topologique des fonctions
holomorphes sur un ouvert Ω de C et l’espace des fonctions entières de type exponentiel
sur Ω. Nous verrons qu’il faut certaines conditions sur K et sur Ω pour que de tels isomor-
phismes aient lieu.

Plus précisément, ce travail est constitué de trois chapitres.
Le premier traite des espaces de fonctions holomorphes de manière générale. Tout

d’abord, nous définissons l’espace de fonctions holomorphes sur un ouvert Ω de C et nous
rappelons les résultats les plus indispensables de la théorie des fonctions holomorphes sur
Ω, notamment étudiés dans [8]. Ensuite, nous regardons de quelle topologie nous pouvons
munir cet espace et nous montrons qu’il est de Fréchet. On s’intéresse également à l’espace
des germes de fonctions holomorphes sur un fermé de C qui est défini comme une limite
inductive. Nous terminons ce chapitre par une étude des ensembles holomorphiquement
convexes.

Dans le chapitre 2, nous introduisons les fonctionnelles analytiques sur un ouvert de C
et nous regardons leurs propriétés de base. Ensuite, nous définissons la notion de porteur
K d’une fonctionnelle analytique et nous faisons le lien avec le dual topologique O ′(K).
Finalement, nous introduisons la transformation de Cauchy et nous montrons l’isomor-
phisme entre l’espace des fonctionnelles analytiques sur un compact K de C et l’ensemble
des fonctions holomorphes sur C \K qui tendent vers 0 à l’infini. Ce dernier résultat nous
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permet de montrer l’existence d’un plus petit porteur holomorphiquement convexe d’une
fonctionnelle analytique.

Nous terminons ce mémoire par un chapitre consacré à la transformation de Fourier-
Borel. Nous commençons par parler de la transformée de Borel et de ses propriétés, no-
tamment son lien avec la transformation de Laplace. Ensuite, nous faisons une étude de la
transformation de Fourier-Borel, en particulier, nous montrons qu’il s’agit d’une fonction
entière. Nous finissons par montrer le théorème suivant qui est le résultat central de ce
mémoire :

Théorème. Soit K un sous-ensemble convexe et compact d’un ouvert convexe Ω. Soit f
une fonction entière de type exponentiel telle que pour tout ε > 0, il existe une constante
Cε > 0 telle que f satisfait partout

|f(z)| ≤ Cεe
HK(z)+ε|z|.

Alors, il existe une unique fonctionnelle analytique T ∈ O ′(Ω) telle que F (T ) = f .

Tout au long de ce travail, le lecteur sera confronté à des notions d’analyse fonctionnelle
et de topologie algébrique. C’est pourquoi, nous renvoyons le lecteur aux Annexe A et
Annexe B pour plus de détails sur ces sujets.
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Chapitre 1

Espaces de fonctions holomorphes

1.1 Quelques rappels
Nous allons commencer par présenter un certain nombre de résultats sur les fonctions

holomorphes. Nous nous référerons essentiellement à [8].
Commençons tout d’abord par rappeler la définition d’une fonction holomorphe.

Définition 1.1.1. Une fonction f : Ω → C où Ω est un ouvert de C est dite holomorphe
si et seulement si elle est de classe C1 et est telle que

∂f

∂z
= 0

sur Ω. L’ensemble des fonctions holomorphes sur Ω se note O(Ω). Il s’agit d’un sous-espace
vectoriel de C1(Ω) sur le corps C.

Une fonction holomorphe sur C tout entier est appelée fonction entière.

Rappelons à présent quelques généralités et résultats importants sur les fonctions ho-
lomorphes qui nous seront utiles par la suite.

Proposition 1.1.2. Soit f : Ω → C une fonction où Ω est un ouvert de C, alors f est
holomorphe sur Ω si et seulement si

f ′(z0) = lim
z→z0
6=

f(z)− f(z0)

z − z0

existe et est finie pour tout z0 ∈ C.
Définissons à présent le sens que nous mettons derrière l’expression "compact bordé

par la courbe orientée C".

Définition 1.1.3. Une partie Γ de C est un arc de C si et seulement si il existe une
application

γ : [a, b]→ C,
avec [a, b] ⊆ Ω, de classe C1, telle que γ′ ne s’annule pas sur [a, b] et γ est une bijection.

Dans ce cas, on dit que γ est un paramétrage de Γ.
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Soit Γ un arc de C et soit γ : [a, b] → C un paramétrage de Γ. On peut montrer que
l’ensemble {γ(a), γ(b)} ne dépend pas du paramétrage choisi mais uniquement de Γ. On
appellera cet ensemble le bord de Γ et on le notera ∂Γ.

Définition 1.1.4. Une courbe de C est une partie C de C qui peut s’écrire sous la forme

Γ1 ∪ ... ∪ ΓJ

où les Γj sont des arcs de C tels que
(i) Γj ∩ Γl ⊆ ∂Γj ∩ ∂Γl pour j 6= l.
(ii) Γj ∩ Γl ∩ Γk = ∅ pour j, l, k distincts.

Dans ce cas, on dit que (Γ1, ...,ΓJ) est un découpage de C en arcs.

On peut orienter les arcs de C. Fixer une orientation d’un arc Γ de C revient à choisir
l’extrémité et l’origine de Γ.

Définition 1.1.5. Un découpage orienté d’une courbe C de C est la donnée d’un découpage
en arcs Γ1, ...,ΓJ de C et d’orientations pour chaque Γj de sorte que deux arcs distincts
n’ont ni la même origine, ni la même extrémité.

Définition 1.1.6. Une courbe orientée est la donnée d’une courbe C et d’un de ses dé-
coupages orientés.

Définition 1.1.7. Soit K un compact de C. On dit que K est un compact régulier de C
si K est l’adhérence de son intérieur. Autrement dit,

K = K◦.

Une démonstration du résultat suivant peut être trouvée dans [8].

Proposition 1.1.8. Soit K un compact régulier de C dont la frontière K• est une courbe
C de C et soit Γ1, ...,ΓJ un découpage de C en arcs. Alors, les arcs Γj, orientés de sorte
que le vecteur tangent ait K à sa gauche, définissent une orientation de C.

Définition 1.1.9. Soit K un compact régulier de C dont la frontière K• est une courbe
C de C. L’orientation de la courbe C considérée à la proposition précédente est appelée
"l’orientation K à gauche de C".

Si K est un compact dont la frontière est une courbe C de C dont Γ1, ...,Γ4 est un dé-
coupage de C en arcs. L’orientation K à gauche de C est exactement la situation suivante :
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Γ2

Γ1

K

Γ4
Γ3

Pour alléger les notations, nous dirons que le compactK est bordé par la courbe orientée
C pour dire que K est un compact régulier dont la frontière est une courbe C de C et que
C a comme orientation l’orientation K à gauche.

Proposition 1.1.10 (Théorème de Cauchy). Si f est holomorphe sur un ouvert Ω de C
et si K est un compact de Ω bordé par la courbe orientée C, alors∫

C

f(z) dz = 0.

Énonçons à présent le Théorème de Morera qui est en quelque sorte une réciproque du
Théorème de Cauchy.

Proposition 1.1.11 (Théorème de Morera). Soit f une fonction continue sur un ouvert
Ω de C. Supposons que ∫

∂R

f(z) dz = 0

pour tout rectangle fermé R de Ω dont les côtés sont parallèles aux axes. Alors, f est
holomorphe sur Ω.

Une application du Théorème de Morera, qui nous sera utile dans la suite, est le résultat
suivant. Une démonstration peut être trouvée dans [3].

Soit (X,µ) un espace mesurable. Rappelons qu’une mesure µ est σ-finie sur X s’il existe
une suite croissante (Xk)k d’ensembles de X telle que⋃

k

Xk = X et µ(Xk) <∞ ∀k.

Corollaire 1.1.12. Soit (X,µ) un espace mesurable σ-fini et µ ≥ 0. Soit f : Ω×X → C
une fonction telle que
(i) pour tout z ∈ Ω, t 7→ f(z, t) est mesurable et définie sur X ;
(ii) pour tout z ∈ Ω, il existe un disque fermé D[z, r] ⊆ Ω et une fonction g sur X

intégrable par rapport à µ tels que

|f(ξ, t)| ≤ g(t) ∀ξ ∈ D[z, r];
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(iii) pour tout t ∈ X, z 7→ f(z, t) est holomorphe sur Ω.
Alors, la fonction

F (z) :=

∫
X

f(z, t) dµ(t)

est holomorphe sur Ω.

Nous allons à présent énoncer une des formules les plus importantes de la théorie des
fonctions holomorphes.

Proposition 1.1.13 (Formule de représentation de Cauchy). Soit Ω un ouvert de C, soit
f une fonction holomorphe sur Ω et soit K un compact de Ω bordé par la courbe orientée
C. Alors pour tout z0 ∈ K◦, on a

f(z0) =
1

2 iπ

∫
C

f(z)

z − z0

dz.

On en tire le corollaire suivant qui nous montre, en particulier, que toute fonction
holomorphe sur Ω est en fait une fonction de classe C∞ sur Ω.

Corollaire 1.1.14 (Formule de représentation de Cauchy pour les dérivées). Soit Ω un
ouvert de C, soit f une fonction holomorphe sur Ω et soit K un compact de Ω bordé par
la courbe orientée C. Alors, pour tout z0 ∈ K◦, on a

∂p+qf

∂zp∂zq
(z0) = δq0

p!

2 iπ

∫
C

f(z)

(z − z0)p+1
dz.

En particulier, f est de classe C∞ sur Ω.

Une conséquence importante du corollaire précédent réside dans le fait que le module
des dérivées d’une fonction holomorphe peut être contrôlé par le module de cette fonction.
Plus précisément, nous avons :

Corollaire 1.1.15 (Inégalités de Cauchy). Soit Ω un ouvert de C, soit f une fonction
holomorphe sur Ω et soit K un compact de Ω bordé par la courbe orientée C. Alors, pour
tout z0 ∈ K◦ et tous p, q ∈ N, on a∣∣∣∣ ∂p+qf∂zp∂zq

(z0)

∣∣∣∣ ≤ δq0
p!

2π

supC |f |
d(z0, C)p+1

LC

où LC est la longueur de la courbe C.

Grâce aux inégalités de Cauchy, on peut tirer des résultats intéressants sur la conver-
gence dans O(Ω), notamment :

Théorème 1.1.16 (Théorème de Weierstrass). Soit fm une suite de fonctions holomorphes
sur un ouvert Ω de C et f : Ω→ C. Supposons que fm converge vers f uniformément sur
tout compact de Ω. Alors,
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(i) f est holomorphe sur Ω ;

(ii) f (p)
m converge uniformément vers f (p) sur tout compact de Ω.

Dans la suite, nous serons amenés à rencontrer des fonctions holomorphes qui possèdent
une limite à l’infini. Pour tout f ∈ O(C), nous poserons

f(∞) = lim
z→∞

f(z)

lorsque cette limite a un sens.
Rappelons le développement en série de Taylor qui consiste à approcher une fonction

holomorphe en série entière autour d’un point z0 ∈ C.

Proposition 1.1.17. Soit R > 0 et f une fonction holomorphe sur le disque ouvert
D(z0, R) de C. Alors, sur ce disque, on a

f(z) =
+∞∑
m=0

am(z − z0)m

avec am =
f (m)(z0)

m!
.

Une telle série est appelée la série de Taylor de f en z0.

Terminons cette section par le rappel suivant :

Lemme 1.1.18 (Grandes encoches). Soit A un angle plein fermé de sommet z0 et d’ou-
verture α et soit CR l’arc de cercle de centre z0 et de rayon R intercepté par A. Supposons
que f(z) soit continu dans A et que

lim
z→∞
z∈A

(z − z0)f(z) = λ.

Alors,

lim
R→∞

∫
CR

f(z) dz = iαλ.

1.2 Topologies sur O(Ω)

Proposition 1.2.1. Soit K un compact inclus dans Ω. On définit les semi-normes pK(.)
sur l’ensemble des fonctions holomorphes de Ω par

pK(f) = sup
z∈K
|f(z)|.

L’ensemble
P = {pK(.) = sup

K
|.| : K compact de Ω}

est un ensemble filtrant de semi-normes sur O(Ω).
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Démonstration. La définition de la semi-norme pK(.) a bien un sens pour toutes fonctions
holomorphes sur Ω car une fonction holomorphe est continue. Elle est donc bornée sur les
compacts et on a

sup
K
|f | < +∞.

Montrons à présent que P est filtrant. Autrement dit, on doit montrer que pour tousK1, K2

compacts de Ω, il existe K3 compact de Ω et C > 0 tels que

max{pK1(f), pK2(f)} ≤ CpK3(f)

pour toutes fonctions f holomorphes sur Ω. Considérons C = 1 et K3 := K1 ∪K2. Alors,
K3 est un compact inclus dans Ω car K3 est une union finie de compacts de Ω. Ce qui
convient.

Par la Proposition A.1.3, on munit donc O(Ω) de la topologie définie par le système de
semi-normes P définit à la Proposition 1.2.1. Appelons cette topologie TP .

Cependant, nous savons que toute fonction holomorphe est de classe C∞ sur Ω (grâce
au Corollaire 1.1.14). En particulier, toute fonction holomorphe est de classe Cd sur Ω pour
tout d > 0 . On pourrait donc naturellement munir O(Ω) de la topologie induite par Cd(Ω)
pour tout d > 0. Nous avons donc la proposition suivante :

Proposition 1.2.2. Soit K un compact de Ω et d ∈ N, on peut définir les semi-normes
pK,d(.) sur l’ensemble des fonctions holomorphes de Ω par

pK,d(f) = sup
z∈K

sup
p,q≥0, p+q≤d

∣∣∣∣ ∂p+qf∂zp∂zq
(z)

∣∣∣∣ .
L’ensemble

Pd = {pK,d(.) = sup
K

sup
p,q≥0, p+q≤d

∣∣∣∣ ∂p+q∂zp∂zq
.

∣∣∣∣ : K compact de Ω}

est un ensemble filtrant de semi-normes sur O(Ω) pour tout d > 0.

Démonstration. Soit d > 0. Montrons que Pd est filtrant. Autrement dit, on doit montrer
que pour tous K1, K2 compacts de Ω, il existe K3 compact de Ω et C > 0 tels que

max{pK1,d(f), pK2,d(f)} ≤ CpK3,d(f)

pour toutes fonctions holomorphes sur Ω. Considérons C = 1 et K3 := K1 ∪ K2. Alors,
K3 est un compact inclus dans Ω car K3 est une union finie de compacts de Ω. Ce qui
convient.

On peut donc également, par la Proposition A.1.3 munir O(Ω) de la topologie définie
par le système de semi-normes Pd défini à la Proposition 1.2.2 pour tout d > 0. Nommons
cette topologie TPd .
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On va à présent montrer que les topologies TP et TPd sont équivalentes pour tout d > 0.
Pour ce faire, nous allons utiliser la Proposition A.1.5 d’analyse fonctionnelle.

Grâce à celle-ci, il nous suffit de montrer que P est équivalent à Pd pour tout d > 0
car, grâce à la Proposition A.1.5, cela impliquera que TP est équivalente à TPd pour tout
d > 0.

Proposition 1.2.3. L’ensemble filtrant de semi-normes Pd est équivalent à l’ensemble
filtrant de semi-normes P pour tout d > 0. En particulier, la topologie TP est équivalente
à la topologie TPd pour tout d > 0.

Démonstration. Soit d > 0. Il est clair que P � Pd. En effet, il suffit de prendre d = 1 pour
avoir la conclusion.

Il nous reste à montrer que Pd � P . Autrement dit, il faut montrer que pour tout
p ∈ Pd, il existe q ∈ P et C > 0 tels que p ≤ Cq. Soit f une fonction holomorphe sur Ω.
Soit z0 ∈ Ω et soit ε > 0 avec ε < d(z0,C \Ω). Alors, D [z0, ε] est un compact de Ω et est
bordé par la courbe C(z0, ε). Grâce aux inégalités de Cauchy 1.1.15, on a∣∣∣∣ ∂p+qf∂zp∂zq

(z0)

∣∣∣∣ ≤ δq0
p!

2π

supz∈C(z0,ε) |f(z)|
d(z0, C(z0, ε))p+1

LC(z0,ε)

≤ p!

2π

2πε

εp+1
sup

z∈C(z0,ε)

|f(z)|

=
p!

εp
sup

z∈C(z0,ε)

|f(z)|.

Soit K un compact de Ω et soit ε > 0 avec ε < d(K,C \Ω). On en tire que

sup
z0∈K

∣∣∣∣ ∂p+qf∂zp∂zq
(z0)

∣∣∣∣ ≤ p!

εp
sup
z0∈K

sup
C(z0,ε)

|f |

≤ p!

εp
sup
Kε

|f |

où Kε = {z ∈ C : d(z,K) ≤ ε}. De plus, on a

sup
p,q≥0, p+q≤d

sup
z0∈K

∣∣∣∣ ∂p+qf∂zp∂zq
(z0)

∣∣∣∣ ≤ sup
p,q≥0, p+q≤d

p!

εp
sup
Kε

|f |

≤ d!

εd
sup
Kε

|f |.

D’où la conclusion.

Le résultat précédent montre que O(Ω) est un sous-espace topologique de Cd(Ω) pour
tout d ≥ 0.
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De la même manière, nous pouvons munir O(Ω) de la topologie induite par C∞(Ω)
comme nous savons que toute fonction holomorphe est de classe C∞. Pour ce faire, consi-
dérons l’ensemble

P∞ = {pK,d(.) = sup
K

sup
p,q≥0, p+q≤d

∣∣∣∣ ∂p+q∂zp∂zq
.

∣∣∣∣ : K compact de Ω, d > 0}.

On procède de la même façon qu’à la démonstration de la Proposition 1.2.2 pour mon-
trer que P∞ est filtrant. On peut donc munir O(Ω) de la topologie définie par le système
de semi-normes P∞. Nommons la TP∞ .

Grâce à la Proposition 1.2.3, on sait que la topologie TP est également équivalente à la
topologie TP∞ et donc que O(Ω) est aussi un sous-espace topologique de C∞(Ω).

Proposition 1.2.4. L’espace O(Ω) est de Fréchet.

Démonstration. Vérifions que l’espace des fonctions holomorphes vérifie les différentes pro-
priétés de la Définition A.2.3. Autrement dit, vérifions que O(Ω) est un espace localement
convexe séparé, à semi-normes dénombrables et complet.

Par la Définition A.1.6 et les résultats de la section précédente, on sait que O(Ω) est
un espace localement convexe.

Montrons à présent que l’ensemble P défini à la Proposition 1.2.1 est équivalent à un
système dénombrable de semi-normes. Soit (Km)m∈N0 une suite de compacts inclus dans Ω
telle que ⋃

m∈N0

Km = Ω

et pour laquelle Km ⊆ K◦m+1 pour tout m ∈ N0. Cette suite peut être construite, par
exemple, en considérant

Km = {x ∈ Ω : |x| ≤ m, d(x,C \Ω) ≥ 1

m
}

pour tout m ∈ N0. Pour une telle suite, on voit que pour tout compact K ⊆ Ω, il existe
M ∈ N0 tel que K ⊆ Km pour tout m ≥M . En effet, on a

K ⊆ Ω =
⋃
m∈N0

Km

⊆
⋃
m∈N0

K◦m+1.

Or,
⋃
m∈N0

K◦m+1 est un recouvrement ouvert de K et comme K est compact, on peut en
extraire un recouvrement fini. De plus, comme la suite (Km)n∈N0 est croissante, on en tire
qu’il existe un M ∈ N0 tel que K ⊆ Km pour tout m ≥M . Il s’ensuit que P est équivalent
à

{pKm : m ∈ N0}

qui est un ensemble filtrant et dénombrable de semi-normes sur O(Ω).
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Le caractère séparé est immédiat. En effet, s’il existe f ∈ O(Ω) telle que pour tout
m ∈ N, pKm(f) = 0, alors f = 0.

Il nous reste à montrer qu’il est complet. Soit (fn)n une suite de Cauchy de O(Ω) et
(Km)m∈N0 une suite de compacts définis comme ci-dessus. Pour tout m ∈ N0 et ε > 0, il
existe N ∈ N0 tel que

sup
x∈Km

|fr(x)− fs(x)| < ε ∀r, s ≥ N.

Autrement dit, la suite (fn)n est uniformément de Cauchy sur Km et donc elle converge.
En faisant tendre m vers l’infini, on obtient la convergence sur tout compact de Ω. De plus,
grâce au Théorème de Weierstrass 1.1.16, si f est la limite uniforme de la suite (fn)n sur
tout compact de Ω, on sait que f est holomorphe sur Ω. Ce qui suffit à montrer que O(Ω)
est complet.

Remarque 1.2.5. Rappelons que Cd(Ω) est aussi un espace de Fréchet pour tout d ≥ 0. Au
vu des résultats de la section précédente, on sait que O(Ω) est un sous-espace topologique
de Cd(Ω) pour tout d ≥ 0. De plus, il est clair que O(Ω) est fermé dans Cd(Ω) pour tout
d ≥ 0. Par la Proposition A.2.4, on aurait pu aussi en tirer que O(Ω) est de Fréchet.

1.3 Espace des germes de fonctions holomorphes sur un
fermé de C

Soit V un ouvert de C, rappelons que O(V ) est l’ensemble des fonctions holomorphes
sur V . On sait que O(V ) est un espace de Fréchet.

Soit F un fermé de C.
Considérons l’ensemble

VF = {V : V voisinage ouvert de F}

muni du pré-ordre
W ≤ V ⇔ V ⊆ W.

Cet ensemble est filtrant. En effet, on veut montrer que pour tous V1, V2 ∈ VF , il existe
V3 ∈ VF tel que

V1 ≤ V3 et V2 ≤ V3

⇔ V3 ⊆ V1 et V3 ⊆ V2.

Si on considère V3 = V1 ∩ V2 convient. On peut conclure comme l’intersection de deux
voisinages ouverts est un voisinage ouvert.

Considérons les applications linéaires continues

RVW : O(W )→ O(V ) : f 7→ f|V

pour tous V,W ∈ A tels que W ≤ V .
On en tire donc que (O(V ), RVW )V ∈A est un système inductif filtrant.
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Définition 1.3.1. Notons O(F ) l’espace localement convexe de la limite inductive du
système inductif filtrant (O(V ), RVW )V ∈A. Autrement dit, posons

O(F ) = lim−−−−→
V ∈A

O(V ).

Remarque 1.3.2. Pour tout V ∈ VF . Considérons l’application canonique

RV : O(V )→ O(F ).

— Par définition de O(F ), on sait que pour tout f ∈ O(F ), il existe un voisinage ouvert
V de F tel que f ∈ O(V ).

— Soient V1 et V2 deux voisinages ouverts de F et soient fV1 ∈ O(V1) et fV2 ∈ O(V2).
Supposons que

RV1(fV1) = RV2(fV2)

alors il existe V3 voisinage ouvert de F tel que V1 ≤ V3 et V2 ≤ V3, avec

RV3V1(fV1) = RV3V2(fV2).

Les éléments de O(F ) peuvent donc être vus comme des germes de fonctions holo-
morphes sur F .

Remarque 1.3.3. Remarquons qu’un compact est un fermé, donc par ce qui précède, si
K est un compact de C,

O(K) = lim−−−−−−→
V ∈VK

O(V ).

1.4 Ensemble holomorphiquement convexe
Les résultats de cette section se basent essentiellement sur [11]. Rappelons d’abord que :

Définition 1.4.1. Une partie A d’un espace topologique X est relativement compacte dans
X si A est inclus dans une partie compacte de X.

Proposition 1.4.2. Une partie A d’un ouvert Ω de C est relativement compacte dans Ω

si et seulement si son adhérence dans Ω est un compact de Ω. Dans ce cas, AΩ
= A

C ⊆ Ω.

Définition 1.4.3. Soit Ω un ouvert de C et K un compact de Ω. On dit qu’une fonction
f holomorphe sur Ω sépare le compact K du point z0 ∈ Ω\K si

|f | ≤ 1 sur K et |f(z0)| > 1.

Définition 1.4.4. Soit Ω un ouvert de C et K un compact de Ω. On dit que K est
holomorphiquement convexe si et seulement si pour tout point z0 de Ω\K, il existe une
fonction holomorphe sur Ω qui sépare z0 de K.
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Définition 1.4.5. Soit Ω un ouvert de C et K un compact de Ω. On appelle enveloppe
holomorphiquement convexe de K dans Ω l’ensemble

K̂Ω =
⋂

f∈O(Ω)

{z ∈ Ω : |f(z)| ≤ sup
K
|f |}.

Proposition 1.4.6. Un compact K de l’ouvert Ω de C est holomorphiquement convexe
dans Ω si et seulement si

K = K̂Ω.

Proposition 1.4.7. Un compact K de l’ouvert Ω de C est holomorphiquement convexe si
et seulement si Ω\K ne possède pas de composante connexe relativement compacte dans
Ω.

Proposition 1.4.8. Soit Ω un ouvert de C et K un compact de Ω. L’enveloppe holomor-
phiquement convexe de K dans Ω est le plus petit compact holomorphiquement convexe de
Ω contenant K. De plus, si Urc représente l’ensemble des composantes connexes de Ω\K
qui sont relativement compactes dans Ω, on a

K̂Ω = K ∪
⋃

U∈Urc

U.

Soit K un compact de l’ouvert Ω de C. Rappelons que l’enveloppe convexe de K est
l’ensemble

co(K) =
⋂
a∈C

{z ∈ C : 〈a, z〉 ≤ sup
z0∈K
〈a, z0〉}.

Corollaire 1.4.9. Si K est un compact de l’ouvert Ω alors K̂Ω est inclus dans l’enveloppe
convexe de K.

Démonstration. Soit z ∈ K̂Ω. On sait alors que pour tout f ∈ O(Ω), on a

|f(z)| ≤ sup
K
|f |.

Soit a ∈ C, il est clair que eaz ∈ O(Ω). De plus, on sait que

|eaz| = eRe(az) = e〈a,z〉.

On en tire donc que

|eaz| ≤ sup
ζ∈K
|eaζ |

= sup
ζ∈K

e〈a,z〉.

D’où la conclusion.
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Théorème 1.4.10 (Théorème de Runge). Soit K un compact d’un ouvert Ω de C. Alors,
toute fonction holomorphe sur un voisinage de K est limite uniforme sur K de fonctions
holomorphes sur Ω si et seulement si K est holomorphiquement convexe dans Ω.

Proposition 1.4.11. Soient Ω1 ⊆ Ω2 deux ensembles ouverts de C. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(1) O(Ω2) est dense dans O(Ω1).

(2) Pour tout compact K inclus dans Ω1, on a K̂Ω2 = K̂Ω1 .

(3) Pour tout compact K inclus dans Ω1, on a K̂Ω2 ∩ Ω1 = K̂Ω1 .

(4) Pour tout compact K inclus dans Ω1, l’ensemble K̂Ω2 ∩ Ω1 est compact.
(5) Si Ω2\Ω1 = L ∪ F avec L compact, F fermé dans Ω2 et L ∩ F = ∅, alors L = ∅.

Démonstration. (1)⇒ (3) : Supposons que O(Ω2) est dense dans O(Ω1). Soit K un com-
pact de Ω1. Montrons par double inclusion que K̂Ω2 ∩ Ω1 = K̂Ω1 .

Soit z ∈ K̂Ω1 , alors z ∈ Ω1 comme K̂Ω1 ⊆ Ω1. On sait aussi que pour tout f ∈ O(Ω1),
on a

|f(z)| ≤ sup
K
|f |.

De plus, si f ∈ O(Ω2), alors f|Ω1 ∈ O(Ω1). On en tire que z ∈ K̂Ω2 .

Soit z ∈ K̂Ω2 ∩ Ω1. Alors, z ∈ K̂Ω2 et z ∈ Ω1. D’où, pour tout f ∈ O(Ω2), on a

|f(z)| ≤ sup
K
|f |.

Par densité, on en tire que z ∈ K̂Ω1 .
(3)⇒ (4) : Soit K un compact de Ω1. Il est clair que K̂Ω2 ∩ Ω1 est compact comme par
hypothèse on sait que c’est égal à K̂Ω1 qui est un compact.
(4)⇒ (1) : Soit K ′ = K̂Ω2 ∩ Ω1 et K ′′ = K̂Ω2 ∩ (C \Ω1). Par hypothèse, on sait que K ′
et K ′′ sont deux ensembles compacts disjoints et que leur union est un sous-ensemble
holomorphiquement convexe de Ω2, à savoir K̂Ω2 . En effet, on a

K ′ ∪K ′′ = (K̂Ω2 ∩ Ω1) ∪ (K̂Ω2 ∩ (C \Ω1)) = K̂Ω2 .

Pour tout f ∈ O(Ω1), on peut considérer la fonction définie par F = f sur K ′ et 1 sur
K ′′, et par le Théorème de Runge 1.4.10, cette fonction est limite uniforme sur K ′ ∪K ′′ de
fonctions de O(Ω2). En particulier, O(Ω2) est dense dans O(Ω1).
(4)⇒ (2) : Si on prend f = 0, le fait que K ⊆ K ′ et que les valeurs dans K ′′ d’une fonction
holomorphe dans Ω2 peuvent être estimées par ses valeurs dans K ′ impliquent que K ′′ = ∅.
(2)⇒ (3) : Si on suppose que K̂Ω2 = K̂Ω1 , alors on a

K̂Ω2 ∩ Ω1 = K̂Ω1 ∩ Ω1 = K̂Ω1

comme on sait que K̂Ω1 ⊆ Ω1.
(5)⇒ (2). Soit K un compact de Ω1, montrons que K̂Ω2 = K̂Ω1 . Considérons U une
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composante connexe relativement compacte de Ω2\K. Comme U• ⊆ K ⊆ Ω1 et U = U∪U•,
l’ensemble

L = U ∩ (Ω2\Ω1) = U ∩ (Ω2\Ω1)

est un ensemble compact dans U . De plus, comme (C \U)∩ (Ω2\Ω1) est fermé dans Ω2, on
a, par hypothèse, L = ∅. Donc, U ⊆ Ω1 et grâce au théorème de Runge 1.4.10, on en tire
que

K̂Ω2 ⊆ K̂Ω1 .

De plus, l’autre inclusion est évidente car on a K̂Ω1 ⊆ K̂Ω2 ∩ Ω1. D’où la conclusion.
(2)⇒ (5). Soit Ω2\Ω1 = L∪F avec L un compact, F un fermé de Ω2 et L∩F = ∅. Soit un
ensemble ouvert w tel que L ⊆ w, w ∩ F = ∅ et w est un ensemble relativement compact
dans Ω2. Comme

w• ∩ (Ω2\Ω1) = w• ∩ (L ∪ F ) = ∅

et que w• ⊆ Ω2, on en tire que w• ⊆ Ω1. Par le principe du maximum, on conclut que
L ⊆ w ⊆ ŵ•

Ω2 . Par hypothèse, on a ŵ•
Ω2

= ŵ•
Ω1 ⊆ Ω1, donc on a L ⊆ Ω1. D’où L = ∅ car

on a supposé que Ω2\Ω1 = L ∪ F , d’où la conclusion.

Définition 1.4.12. Dans le cas où ces conditions équivalentes sont satisfaites, on dit que
l’ouvert Ω1 est holomorphiquement convexe dans Ω2.

Définition 1.4.13. Un ensemble ouvert Ω holomorphiquement convexe dans C est appelé
un ouvert de Runge de C.

Remarque 1.4.14. La Proposition 1.4.11 contient la caractérisation classique des en-
sembles de Runge. A savoir, Ω est un ensemble de Runge si et seulement si C \Ω n’a pas
de composantes connexes compactes.
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Chapitre 2

Fonctionnelles analytiques et
transformation de Cauchy

2.1 Théorème de représentation de Riesz
Définition 2.1.1. Soit (X,T ) un espace topologique. La σ-algèbre de Borel B(X,T ) de
l’espace (X,T ) est la σ-algèbre engendrée par les ouverts de (X,T ),

B(X,T ) = σ({U ∈ T }).

Un élément B ∈ B(X,T ) est appelé un ensemble borélien .

Définition 2.1.2. Soit (X,T ) un espace topologique séparé et soit B la σ-algèbre de
Borel de l’espace (X,T ). Une mesure µ : B → [0,∞] est appelée une mesure de Radon si
elle satisfait les propriétés suivantes :

— µ(K) <∞ pour tout ensemble compact K ;
— Si B est un sous-ensemble borélien de X, alors

µ(B) = inf{µ(ω) : ω un ouvert et B ⊆ ω};

— Si ω est un sous-ensemble ouvert de X, alors

µ(ω) = sup{µ(K) : K un compact et K ⊆ ω}.

Soit X un espace topologique localement compact et séparé. Notons par Cc(X) l’es-
pace des fonctions continues à support compact sur X. On munit Cc(X) de la topologie
localement convexe de la limite inductive des CK(X) définie à la section A.4.

Nous allons à présent énoncer le Théorème de représentation de Riesz qui affirme qu’une
forme linéaire positive et continue sur Cc(X) peut être représentée par une unique mesure
de Radon sur X.

On dit que la forme linéaire Λ sur Cc(X) est positive si Λ(f) ≥ 0 pour tout f ∈ Cc(X)
tel que f ≥ 0.

Une démonstration de ce théorème peut être trouvée dans [1].
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Théorème 2.1.3 (Théorème de représentation de Riesz). Soit X un espace localement
compact séparé et soit Λ : Cc(X) → R une forme linéaire positive et continue. Alors, il
existe une unique mesure de Radon µ telle que

Λ(f) =

∫
f dµ

pour tout f ∈ Cc(X).

Définition 2.1.4. Soit M une σ-algèbre sur un ensemble X. Appelons une famille dé-
nombrable (Ej)j∈J d’éléments de M une partition de E si

— Ej ∩ Ek = ∅ si j 6= k ;
— E =

⋃
j∈J Ej.

Une mesure complexe µ sur M est donc une fonction complexe sur M telle que

µ(E) =
∞∑
j=1

µ(Ej)

pour toute partition (Ej)j∈J de E.

Soit X un espace localement compact séparé. Le Théorème de Riesz 2.1.3 caractérise
les formes linéaires positives et continues de Cc(X). Nous pouvons à présent énoncer la
version complexe de ce théorème.

Notons C0,0(X) l’espace des fonctions continues qui tendent vers 0 à l’infini et munissons
C0,0(X) de la topologie définie par la norme

p(.) = sup
X
|.|.

Cette norme est bien définie pour tout f ∈ C0,0(X) car, comme f tend vers 0 à l’infini, f
est bornée sur X et donc

sup
X
|f | < +∞.

Muni de cette topologie, C0,0(X) est un espace de Banach.
Une démonstration du résultat suivant peut être trouvée dans [7].

Théorème 2.1.5 (Théorème de représentation de Riesz-Markov). Si X est un espace
localement compact séparé, alors toute forme linéaire continue Φ sur C0,0(X) est représentée
par une unique mesure de Radon complexe dans le sens où

Φ(f) =

∫
X

f dµ

pour tout f ∈ C0,0(X). De plus, on a

|µ|(X) = ||Φ||.
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En particulier, il nous montre que l’on peut représenter tout élément du dual topologique
de l’espace des fonctions continues à support compact à l’aide d’une mesure. On peut donc
en déduire le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.6. Soit Ω un ouvert de C. Le dual de C0(Ω) est l’ensemble des mesures à
support compact.

Démonstration. Sans entrer dans les détails de la démonstration, celle-ci repose sur la
remarque suivante. Si l’on pose

A = {K compact de Ω},

on peut montrer que
C0(Ω) = lim←−−−−−

K∈A
C0,0(K).

On en déduit que
C ′0(Ω) = lim−−−−−→

K∈A
C ′0,0(K).

2.2 Définition d’une fonctionnelle analytique et premières
propriétés

Définition 2.2.1. Une fonctionnelle analytique sur un ouvert Ω de C est une fonction
linéaire continue T : O(Ω)→ C sur l’espace de Fréchet O(Ω).

La famille de ces fonctionnelles analytiques est le dual topologique O ′(Ω) de O(Ω).
On note l’action de T sur un élément h ∈ O(Ω) par

〈T, h〉 ou T (h).

Si T est une fonctionnelle analytique sur un ouvert Ω, alors grâce à la continuité de T
et à l’inégalité A.1, il existe un compact K inclus dans Ω et une constante C > 0 tels que
pour tout f ∈ O(Ω), on a

|〈T, f〉| ≤ CpK(f). (2.1)

Comme nous savons que O(Ω) est un sous-espace vectoriel topologique de C0(Ω), par
le Théorème de Hahn-Banach A.5.2 et plus précisément par la Proposition A.5.3, on sait
que tout élément de O ′(Ω) admet un prolongement en un élément de C ′0(Ω). En particulier,
l’application C ′0(Ω) → O ′(Ω), dual de l’inclusion O(Ω) → C0(Ω), est surjective. De plus,
par le Théorème de représentation de Riesz, on sait que tout élément de C ′0(Ω) se représente
par une seule mesure de Radon complexe. On sait donc que tout élément T ∈ O ′(Ω) peut
être représenté par une mesure à support compact µ. On a alors

〈T, h〉 =

∫
h dµ
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pour tout h ∈ O(Ω). Cependant, la surjection C ′0(Ω)→ O ′(Ω) n’est en général pas injective,
et il peut donc exister plusieurs mesures qui représentent la même fonctionnelle analytique.

Exemple 2.2.2. Soit a ∈ Ω, la fonctionnelle analytique f 7→ f(a), habituellement notée
δa, peut être représentée par la mesure de Dirac δa. Mais aussi par la mesure µ associée à
la fonctionnelle définie sur C0(Ω) par

f 7→ 1

2 iπ

∫
C(a,r)

f(z)

z − a
dz

où 0 < r < d(a,C \Ω). En effet, comme f holomorphe sur Ω, on sait par la formule de
représentation de Cauchy 1.1.13 que

1

2 iπ

∫
C(a,r)

f(z)

z − a
dz = f(a).

Cependant, comme supp(µ) ⊆ C(a, r) et supp(δa) = {a}, on obtient deux mesures
différentes qui donnent la même fonctionnelle analytique.

Définition 2.2.3. Soit T ∈ O ′(Ω) et ϕ ∈ O(Ω). On définit la multiplication ϕT en posant

〈ϕT, h〉 := 〈T, ϕh〉

pour tout h ∈ O(Ω).

On vérifie aisément que ϕT ∈ O ′(Ω) puisque nous avons ϕh ∈ O(Ω).
On vérifie également que l’action de l’anneau O(Ω) sur O ′(Ω) fait de O ′(Ω) un O(Ω)

module.

Définition 2.2.4. La dérivée d’une fonctionnelle analytique T ∈ O ′(Ω), notée
∂T

∂z
, est

définie par la formule

〈∂T
∂z

, h〉 := −〈T, ∂h
∂z
〉

pour tout h ∈ O(Ω).

Proposition 2.2.5. Soit T ∈ O ′(Ω). La dérivée de T est une fonctionnelle analytique sur
Ω.

Démonstration. Soit h ∈ O(Ω). Montrons que
∂T

∂z
∈ O ′(Ω). Autrement dit, par l’inégalité

(2.1), montrons qu’il existe un compact K inclus dans Ω et une constante C > 0 tels que

|〈∂T
∂z

, h〉| ≤ C sup
K
|h|.

On sait que

|〈∂T
∂z

, h〉| = | − 〈T, ∂h
∂z
〉|.
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De plus, on a T ∈ O ′(Ω) et
∂h

∂z
∈ O(Ω). Il existe donc un compact K inclus dans Ω et une

constante C > 0 tels que

|〈T, ∂h
∂z
〉| ≤ C sup

K
|∂h
∂z
|.

Considérons 0 < ε < 1 tel que ε < d(K,C \Ω). Par les inégalités de Cauchy 1.1.15, on a

sup
K

∣∣∣∣∂h∂z
∣∣∣∣ ≤ 1

ε
sup
Kε

|h|

avec Kε = {z ∈ C : d(z,K) ≤ ε}. On en tire que

|〈∂T
∂z

, h〉| = |〈T, ∂h
∂z
〉|

≤ C sup
K

∣∣∣∣∂h∂z
∣∣∣∣

≤ C

ε
sup
Kε

|h|.

On en conclut donc que
∂T

∂z
est une fonctionnelle analytique sur Ω.

Corollaire 2.2.6. L’action de l’opérateur différentiel

P (z,
∂

∂z
) :=

n∑
j=0

aj(z)
∂j

∂zj
,

avec aj ∈ O(Ω) pour tout j, sur l’espace O ′(Ω) est donnée par

〈P (z,
∂

∂z
)T, h〉 = 〈T, P ∗(z, ∂

∂z
)h〉,

où P ∗(z,
∂

∂z
) =

∑n
j=0(−1)j

∂j

∂zj
aj est un opérateur, autrement dit

P ∗(z,
∂

∂z
)h =

n∑
j=0

(−1)j
∂j

∂zj
(ajh)

si h ∈ O(Ω).

En particulier, O ′(Ω) est un module sur l’anneau D(Ω) des opérateurs de dérivation
holomorphe sur Ω.
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2.3 Porteur d’une fonctionnelle analytique
Nous allons à présent introduire la notion de porteur d’une fonctionnelle analytique.

Celle-ci remplace la notion de support pour les distributions ou les mesures.

Définition 2.3.1. Soit T ∈ O ′(Ω), un porteur de T est un compact K de Ω tel que pour
chaque voisinage V de K relativement compact dans Ω, il existe une constante CV ≥ 0
telle que

|〈T, h〉| ≤ CV sup
z∈V
|h(z)|

pour tout h ∈ O(Ω).

Proposition 2.3.2. Soit T ∈ O ′(Ω), K est un porteur de T si et seulement si K est un
compact tel que pour tout voisinage V de K, il existe un compact KV de V et une constante
CKV > 0 tels que

|〈T, h〉| ≤ CKV sup
KV

|h|

pour tout h ∈ O(Ω).

Démonstration. Soit T ∈ O ′(Ω).
Supposons d’abord la condition satisfaite. Soit V un voisinage deK qui est relativement

compact dans Ω. Par hypothèse, il existe un compact KV de V et une constante CV > 0
tels que

|〈T, h〉| ≤ CKV sup
KV

|h|

pour tout h ∈ O(Ω). Or, comme V est relativement compact, on sait que

sup
V
|h| < +∞.

Comme KV ⊆ V , on en tire que

|〈T, h〉| ≤ CKV sup
KV

|h|

≤ CKV sup
V
|h|

pour tout h ∈ O(Ω).
Réciproquement, supposons que la Définition 2.3.1 soit satisfaite. Autrement dit, sup-

posons que
|〈T, h〉| ≤ CV sup

V
|h|

pour tout h ∈ O(Ω) et tout V voisinage de K relativement compact dans Ω. Soit V
un voisinage quelconque de K. On sait que K ⊆ V . De plus, il existe ε > 0 tel que
ε < d(K,C \V ), alors on a

V ′ := {z ∈ C : d(z,K) < ε} ⊆ V.
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On sait également que
V ′ ⊆ Kε

avec, pour rappel,
Kε = {z ∈ C : d(z,K) ≤ ε}

qui est un compact. On en tire donc que V ′ est relativement compact et que

K ⊆ V ′ ⊆ Kε ⊆ V.

Par hypothèse, il existe CV ′ ≥ 0 tel que

|〈T, h〉| ≤ CV ′ sup
V ′
|h|

≤ CV ′ sup
Kε

|h|

pour tout h ∈ O(Ω).

Rappelons que lors de la Section 1.3, pour définir O(K) pour K compact, nous avons
considéré les restrictions

RΩ : O(Ω)→ O(K)

lorsque Ω est un voisinage ouvert de K. Or, ce qui nous intéresse plus particulièrement est
d’étudier les éléments de O ′(K). On s’intéresse donc à la continuité des applications de la
forme

T : O(K)→ C .
Au vu de la Proposition A.3.5, une application

T : O(K)→ C

est continue si et seulement si pour tout voisinage ouvert V de K,

T ◦RV : O(V )→ C

est continue. Autrement dit, pour tout V voisinage de K, il existe un compact KV de V
et une constante CV > 0 tels que

|〈T ◦RV , h〉| ≤ CV sup
KV

|h|

pour tout h ∈ O(V ).

O(K) C

O(V )

T

RV T ◦RV
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Par dualité, on peut considérer les applications linéaires continues

R′Ω : O ′(K)→ O ′(Ω).

Par ce qui précède, on a

T ∈ Im(R′Ω) ⇔ K porteur de T.

Soit T ∈ O ′(Ω). La fonctionnelle analytique T possède au moins un porteur via la
continuité de T et l’Inégalité (2.1). En effet, on sait que

pK(f) = sup
K
|f |

avec K un compact de Ω.
De plus, si T est représentée par une mesure à support compact µ, alors le support de

µ est un porteur de T . En effet, considérons K un compact de Ω tel que

K = supp(µ).

On a alors

|〈T, h〉| = |
∫
h dµ|

≤
∫
|h| dµ

≤ Cµ(K) sup
K
|h|.

Si V est un voisinage de K relativement compact dans Ω, on sait que

K ⊆ V et sup
V
|h| < +∞.

On en tire donc que
|〈T, h〉| ≤ CV sup

V
|h|

si on pose CV := Cµ(K).
Il n’y a pas unicité car tout ensemble compact L dans Ω qui contient un porteur K est

aussi un porteur.
En particulier, si K est un porteur de T , alors K̂Ω est aussi un porteur de T .
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2.4 Transformée de Cauchy d’une fonctionnelle analy-
tique

Commençons par définir la transformée de Cauchy pour une mesure.

Définition 2.4.1. Soit µ une mesure à support compact dans C. La transformée de Cauchy
de µ est la fonction définie par

µ̂(z) :=
1

π

∫
1

z − ζ
dµ(ζ)

pour tout z ∈ C \ supp(µ).

Proposition 2.4.2. Soit µ une mesure dont le support est inclus dans un compact K de
C. La transformée de Cauchy de µ est holomorphe sur C \K et tend vers 0 à l’infini.

Démonstration. Pour tout z ∈ C \K, la fonction

ζ 7→ 1

z − ζ

est bien définie sur K. Donc

µ̂(z) :=
1

π

∫
1

z − ζ
dµ(ζ)

est bien définie lorsque z ∈ C \K. Par le Corollaire 1.1.12, on en tire que µ̂ est holomorphe

sur C \K. De plus, lorsqu’on considère z qui tend vers l’infini, alors la fonction z 7→ 1

z − ζ
tend vers 0 uniformément sur K. On en déduit que µ̂(z) tend vers 0 lorsque z tend vers
l’infini.

Définition 2.4.3. Soit K un compact de C et T ∈ O ′(K). La transformée de Cauchy de
la fonctionnelle analytique T , notée T̂ , est la fonction définie par

T̂ (z) =
1

π
〈Tζ ,

1

z − ζ
〉

pour tout z ∈ C \K.

Remarque 2.4.4. Soit T ∈ O ′(K). Si µ est une mesure à support compact qui représente
la fonctionnelle analytique T , alors au vu des Définitions 2.4.1 et 2.4.3, on sait que

T̂ (z) = µ̂(z)

pour tout z ∈ C \K.

Proposition 2.4.5. Soit K un compact de C et T ∈ O ′(K). Alors,
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(1) La fonction T̂ est holomorphe sur C \K et tend vers 0 à l’infini ;
(2) On a

T̂ (z) =
1

π

+∞∑
m=0

〈Tζ ,
−1

(ζ − z0)m+1
〉(z − z0)m

pour z voisin de z0 ∈ C \K ;
(3) On a

T̂ (z) =
1

π

+∞∑
m=0

〈Tζ , ζm〉
1

zm+1

pour z voisin de ∞.

Démonstration. Soit z0 ∈ C \K et ζ ∈ K. Considérons z tel que

|z0 − z| < d(z0, K) ≤ |z0 − ζ|.

On a

1

z − ζ
=

1

z − z0 + z0 − ζ

=
1

z0 − ζ
1

1− z0 − z
z0 − ζ

=
1

z0 − ζ

+∞∑
m=0

(
z0 − z
z0 − ζ

)m
=

+∞∑
m=0

(z0 − z)m

(z0 − ζ)m+1
.

De plus, la série converge uniformément en ζ comme on a

|z0 − z|
|z0 − ζ|

< 1.

On en tire que

〈Tζ ,
1

z − ζ
〉 = 〈Tζ ,

+∞∑
m=0

(z0 − z)m

(z0 − ζ)m+1
〉

=
+∞∑
m=0

〈Tζ ,
(z0 − z)m

(z0 − ζ)m+1
〉

=
+∞∑
m=0

〈Tζ ,
−1

(ζ − z0)m+1
〉(z − z0)m.
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On peut sortir la série de la fonctionnelle car T est continue et la série converge uniformé-
ment.

On vient de montrer que

〈Tζ ,
1

z − ζ
〉

est une série de puissances sur un voisinage de z0, ce qui montre le point (2). De plus, on
en tire que T̂ est holomorphe sur C \K.

Choisissons, à présent, z0 ∈ C tel que

|z0| > sup
z∈K
|z|.

On a
1

z0 − ζ
=

1

z0

1

1− ζ

z0

=
1

z0

+∞∑
m=0

(
ζ

z0

)m
=

+∞∑
m=0

ζm

zm+1
0

si |ζ| < |z0|. De plus, la série converge uniformément en ζ sur D(0, |z0|) comme on a

|ζ|
|z0|

< 1.

On en tire que

〈Tζ ,
1

z0 − ζ
〉 = 〈Tζ ,

+∞∑
m=0

ζm

zm+1
〉

=
+∞∑
m=0

〈Tζ , ζm〉
1

zm+1

ce qui montre le point (3). De plus, on remarque que T̂ tend vers 0 à l’infini.

Remarque 2.4.6. Remarquons qu’il est possible de montrer directement le résultat pré-
cédant en combinant la Remarque 2.4.4 et la Proposition 2.4.2.

Théorème 2.4.7. Soit K un compact holomorphiquement convexe dans C. Si f est une
fonction holomorphe sur C \K qui tend vers 0 à l’infini, alors f détermine une fonctionnelle
analytique Tf ∈ O ′(K) telle que T̂f = f . Cette fonctionnelle analytique est telle que

〈Tf,V , h〉 =
1

2 i

∫
CV

f(z)h(z) dz
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si h ∈ O(V ) avec V un voisinage ouvert de K et où CV ∈ Z1(V \K) est un cycle spécial
tel que

IndCV (a) = 1 si a ∈ K
IndCV (a) = 0 si a ∈ V \K.

Démonstration. Soit V un voisinage ouvert de K. Si h ∈ O(V ), on pose

〈Tf,V , h〉 :=
1

2 i

∫
CV

f(z)h(z) dz (2.2)

où CV ∈ Z1(V \K) est un cycle spécial tel que

IndCV (a) = 1 si a ∈ K
IndCV (a) = 0 si a ∈ V \K.

On sait qu’un tel cycle existe par la Proposition B.4.5. On remarque que si CV est un
autre cycle ayant les même propriétés, alors CV et CV sont homologues dans V \K et cela
entraine que la definition 2.2 ne dépend par de CV .

On remarque ensuite que si W est voisinage ouvert de K tel que W ⊆ V , alors

〈Tf,W , h|W 〉 =
1

2 i

∫
CW

f(z)h|W (z) dz

=
1

2 i

∫
CV

f(z)h|V (z) dz

= 〈Tf,V , h〉.

La deuxième égalité ayant lieu car CV et CW sont homologues dans C \K. Par les propriétés
des limites inductives, on peut donc définir Tf ∈ O ′(K).

Pour montrer que T̂f = f , on remarque que les deux fonctions sont holomorphes sur
C \K et qu’elles sont nulles à l’infini. On remarque également que si z ∈ C \K alors

ζ 7→ 1

z − ζ

est holomorphe sur V := C \{z}. De plus, V est un ouvert contenant K. Ainsi,

〈Tf,ζ ,
1

z − ζ
〉 =

1

2 i

∫
CV

f(ζ)
1

z − ζ
dζ

où CV ∈ Z1(V \K) est un cycle spécial tel que

IndCV (a) = 1 si a ∈ K
IndCV (a) = 0 si a = z.
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On remarque que

T̂f (z) =
1

π
〈Tf,ζ ,

1

z − ζ
〉

=
1

2 iπ

∫
CV

1

z − ζ
f(ζ) dζ

=
−1

2 iπ

∫
CV

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Or, comme z ∈ C \K, on peut trouver un R > 0 tel que

R > |z| et R > sup
z∈K
|z|

et donc considérer le cercle qui englobe K, CV et z, notons le CR.
Par la formule de représentation de Cauchy 1.1.13, on a

IndCR−CV (z)f(z) =
1

2 iπ

∫
CR−CV

f(ζ)

ζ − z
dζ

=
−1

2 iπ

∫
CV

f(ζ)

ζ − z
dζ +

1

2 iπ

∫
CR

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Or, comme on sait que f tend vers 0 à l’infini, on a

lim
ζ→∞

ζ
f(ζ)

ζ − z
= 0.

Par le Lemme des grandes encoches 1.1.18, on en tire que

lim
R→∞

∫
CR

f(ζ)

ζ − z
dζ = 0.

D’où,

IndCR−CV (z)f(z) =
−1

2 iπ

∫
CV

f(ζ)

ζ − z
dζ.

De plus, on a

IndCR−CV (z) = IndCR(z)− IndCV (z).

Or, par construction de z, on a IndCV (z) = 0 et nous savons que IndCR(z) = 1 On en
conclut que

IndCR−CV (z) = 1.

Au final, on a

T̂f (z) =
−1

2 iπ

∫
CV

f(ζ)

ζ − z
dζ

= IndCR−CV (z)f(z)

= f(z)

pour z ∈ C \K.
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Par le point (3) de la Proposition 2.4.5, on sait que

T̂ (z) =
1

π

+∞∑
m=0

〈Tζ , ζm〉
1

zm+1

pour z voisin de ∞. Donc, on a

T̂ (z) = 0⇔
+∞∑
m=0

〈Tζ , ζm〉
1

zm+1
= 0

⇔ 〈Tζ , ζm〉 = 0 ∀m ≥ 0.

On en tire que T s’annule sur les polynômes. Or, par le Théorème de Runge 1.4.10 et comme
K est holomorphiquement convexe, on sait que toute fonction holomorphe sur un voisinage
ouvert de K est limite uniforme sur K de fonctions rationnelles. D’où, T s’annule sur toute
fonction holomorphe sur un voisinage ouvert de K. On en tire donc que la transformée de
Cauchy de T sur K est injective.

Définition 2.4.8. Notons O0(C \K) l’ensemble des fonctions holomorphes sur C \K qui
tendent vers 0 à l’infini. Autrement dit, on a

O0(C \K) = {f ∈ O(C \K), f(∞) = 0}.

Corollaire 2.4.9. L’application

̂: O ′(K)→ O0(C \K)

est un isomorphisme. En particulier, les ensembles O ′(K) et O0(C \K) sont isomorphes.

Démonstration. La dernière remarque combinée avec le Théorème 2.4.7 permet de montrer
l’isomorphisme.

2.5 Dual topologique de l’espace des fonctions holomorphes
sur un ouvert de C

Soit Ω un ouvert de C. Considérons l’ensemble filtrant

A = {K : K compact de Ω}

muni du pré-ordre
K ≤ L ⇔ K ⊆ L.

Considérons les applications linéaires continues

RKL : O(L)→ O(K) : T 7→ T|K
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pour tous K,L ∈ A tels que K ≤ L. Par dualité et par la Proposition A.5.3, on peut
considérer les applications linéaires continues

R′KL : O ′(K)→ O ′(L)

pour tous K,L ∈ A tels que K ≤ L.
On en tire donc que (O ′(K), R′KL)K∈A est un système inductif filtrant. Montrons que

O ′(Ω) est la limite inductive du système inductif filtrant (O ′(K), R′KL)K∈A.
Soit K un compact de Ω. Considérons l’application

R′K : O ′(K)→ O ′(Ω).

Ces applications existent car comme O(K) est la limite inductive des O(V ) lorsque V est
un voisinage ouvert de K, on sait que

RΩ : O(Ω)→ O(K).

De plus, par dualité et par la Proposition A.5.3, on en tire qu’il existe

R′K : O ′(K)→ O ′(Ω).

— On sait que pour tout T ∈ O ′(Ω), il existe un compact K de Ω qui est un porteur de
la fonctionnelle analytique T . D’où T ∈ O ′(K).

— Soient K1 et K2 deux compacts de Ω et soient TK1 ∈ O ′(K1) et TK2 ∈ O ′(K2).
Supposons que

R′K1
(TK1) = R′K2

(TK2).

Autrement dit, supposons que

TK1(f|K1) = TK2(f|K2) ∀f ∈ O(Ω). (2.3)

Montrons que s’il existe K3 un compact de Ω tel que K1 ⊆ K3 et K2 ⊆ K3, alors

R′K1K3
(TK1) = R′K2K3

(TK2).

Autrement dit, on veut montrer qu’il existe un compact K3 de Ω tel que

TK1(g|K1) = TK2(g|K2) ∀g ∈ O(K3).

Pour ce faire, on peut considérer K3 = K̂1 ∪K2

Ω
. Dans ce cas, par le Théorème de

Runge 1.4.10, on sait que toutes les fonctions de O(K3) sont limites uniformes de
fonctions de O(Ω). Donc comme on a l’égalité (2.3) pour tout f ∈ O(Ω), par passage
à la limite, on l’obtient aussi pour tout g ∈ O(K3). Ce qui nous permet de conclure.

On en tire donc que O ′(Ω) est la limite inductive des O ′(K). On note

O ′(Ω) = lim−−−−−→
K∈A

O ′(K).
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2.6 Existence d’un plus petit porteur holomorphique-
ment convexe

Proposition 2.6.1. Soit Ω un ouvert de C. Toute intersection de compacts holomorphi-
quement convexes dans Ω est un compact holomorphiquement convexe dans Ω.

Démonstration. Soit F une famille non vide de compacts holomorphiquement convexes
dans Ω. On sait que l’intersection ⋂

K∈F

K

est compacte. Montrons que cette intersection est holomorphiquement convexe dans Ω.
Soit z0 ∈ Ω\

⋂
K∈F K, alors il existe K1 ∈ F tel que z0 ∈ Ω\K1. Or, K1 est holomor-

phiquement convexe dans Ω, il existe donc f ∈ O(Ω) qui sépare z0 de K1. De plus, on
a ⋂

K∈F

K ⊆ K1.

Donc f sépare z0 de
⋂
K∈F K. D’où la conclusion.

Proposition 2.6.2. Soit Ω un ouvert holomorphiquement convexe de C et T ∈ O ′(Ω). Si
F est l’ensemble de tous les porteurs compacts holomorphiquement convexes de T , alors
l’intersection ⋂

K∈F

K

est le plus petit porteur holomorphiquement convexe de T .

Démonstration. Pour montrer que
⋂
K∈F K est un porteur de T , il faut construire une

transformée de Cauchy T̂ telle que

T̂ ∈ O(C \
⋂
K∈F

K).

Ainsi, on pourra conclure par le Corollaire 2.4.9.
On sait que

C \
⋂
K∈F

K =
⋃
K∈F

C \K.

De plus, par hypothèse, pour tout K ∈ F , on a que K est un porteur holomorphi-
quement convexe de T , autrement dit, T ∈ O ′(K). Donc, par la Proposition 2.4.3, on
a

T̂K ∈ O(C \K) ∀K ∈ F .

Comme nous voulons construire T̂ sur une union d’ouverts, si on la connait sur chaque
ouvert et que sur l’intersection de deux ouverts elles coïncident, alors on saura que T̂ ∈
O(
⋃
K∈F C \K) et on pourra conclure.
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On en déduit que T̂K ∈ O(C \K) sont de telles fonctions. De plus, on a

T̂K1 |(C \K1)∩(C \K2) = T̂K2 |(C \K1)∩(C \K2).

En effet, on sait que

T̂K1(z) =
1

π
〈Tζ ,

1

z − ζ
〉 ∀z ∈ C \K1,

et T̂K2(z) =
1

π
〈Tζ ,

1

z − ζ
〉 ∀z ∈ C \K2.

Il est donc clair que si z ∈ (C \K1) ∩ (C \K2), alors

T̂K1(z) = T̂K2(z).

Les transformées de Cauchy T̂K vont se recoller en une fonction T̂ qui est holomorphe
sur C \

⋂
K∈F K. D’où la conclusion.
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Chapitre 3

Transformation de Fourier-Borel

3.1 C -transformation d’une fonctionnelle analytique
Soit Ω un ouvert de Runge.
Dans le chapitre 2, nous avons essentiellement travaillé avec l’espace O ′(K) lorsque

K est un compact de C. Nous allons à présent travailler avec le dual topologique O ′(Ω)
lorsque Ω est un ouvert de Runge. Comme nous avons montré à la section 2.5 que O ′(Ω)
est la limite inductive des O ′(K), on sait que tout ce qui est valable sur O ′(K) l’est sur
O ′(Ω) au vu des propriétés de la limite inductive. On peut donc considérer la transformée
de Cauchy de la fonctionnelle analytique T ∈ O ′(Ω).

Définition 3.1.1. Notons O0(C \Ω) l’espace vectoriel de tous les germes des fonctions
holomorphes dans un voisinage de C \Ω qui tendent vers 0 à l’infini. Autrement dit, on a

O0(C \Ω) = {f ∈ O(C \Ω), f(∞) = 0}.

Définition 3.1.2. Soit T ∈ O ′(Ω). La C -transformée de la fonctionnelle analytique T ,

C : O ′(Ω)→ O0(C \Ω),

est la fonction définie par

C (T )(z) = 〈Tζ ,
1

z − ζ
〉

avec z ∈ C \Ω. Remarquons que C (T ) = πT̂ .

La C -transformée d’une fonctionnelle analytique est un isomorphisme linéaire par le
Corollaire 2.4.9. Notons que, grâce au Théorème 2.4.7, on a

〈T, h〉 =
1

2π i

∫
CΩ

C (T )(z)h(z) dz

pour tout h ∈ O(Ω).
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3.2 Fonction d’appui
Nous allons à présent nous intéresser à une fonction qui sera importante dans la suite.

Nous nous basons essentiellement sur [5].

Définition 3.2.1. Soit K un ensemble non vide de C. La fonction HK : C → R∪{+∞}
définie par

HK(u) = sup
z∈K

(Re(zu)) u ∈ C

est appelée la fonction d’appui de l’ensemble K .

Remarquons que la fonction d’appui d’un ensemble non vide est finie lorsque celui-ci
est un ensemble borné.

Rappelons que le produit scalaire dans C est donné par

〈a, b〉 = Re(ab)

pour tous a, b ∈ C. On remarque donc que si u ∈ C, on peut écrire

HK(u) = sup
z∈K

(Re(zu))

= sup
z∈K
〈z, u〉.

Rappelons la définition suivante :

Définition 3.2.2. Une fonction f : C→ R∪{+∞} est dite convexe si pour tout (x, y) ∈
C×C et tout α ∈ [0, 1], on a

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y).

Proposition 3.2.3. Soit K un ensemble non vide de C. La fonction HK est une fonction
convexe.

Démonstration. Soit (x, y) ∈ C×C et α ∈ [0, 1]. On a

HK(αx+ (1− α)y) = sup
z∈K

(Re((αx+ (1− α)y)z)

= sup
z∈K

(αRe(xz) + (1− α) Re(yz))

≤ α sup
z∈K

(Re(xz)) + (1− α) sup
z∈K

(Re(yz))

= αHK(x) + (1− α)HK(y).

D’où la conclusion.

Remarquons que si u = 0, alors on a

HK(u) = sup
z∈K

(Re(0)) = 0.
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Exemple 3.2.4. Supposons que K est le disque unité D(0, 1) et essayons de calculer
HD(0,1)(u) pour tout u ∈ C \{0}. Si z ∈ D(0, 1), alors, par l’Inégalité de Cauchy-Schwarz,
on sait que

|〈z, u〉| ≤ |z||u|.

Or, comme z ∈ D(0, 1), on a |z| = 1. On en tire que

|〈z, u〉| ≤ |u|.

De plus, comme
u

|u|
∈ D(0, 1), on a

HD(0,1)(u) ≥ 〈 u
|u|
, u〉.

On sait également que

〈 u
|u|
, u〉 = Re(

u

|u|
u)

= |u|.

Il en découle que
HD(0,1)(u) = |u|

pour tout u ∈ C \{0}.

Interprétation géométrique

Soit K un compact de C et soit u ∈ C \{0}. Notons Lu la demi-droite commençant à
l’origine avec la direction u, c’est-à-dire

Lu = {su : s ≥ 0}.

Définissons également le demi-plan ouvert Pu par

Pu = {z ∈ C : Re(zu) > HK(u)}
= {z ∈ C : 〈z, u〉 > sup

ζ∈K
〈ζ, u〉}.

La valeur HK représente la distance signée entre l’origine et la frontière du demi-plan Pu.
Cette ligne intersecte K et K est entièrement contenue dans C \Pu.

On peut représenter la situation comme suit :

38



K

0

HK(u)

Lu

u

u

Lu

Pu

La frontière du demi-plan Pu peut être appelée la droite d’appui de l’ensemble K.

3.3 Transformation de Borel
Commençons par rappeler la définition suivante.

Définition 3.3.1. Soit f une fonction entière. On dit que f est de type exponentiel s’il
existe des constantes A > 0, B > 0 telles que

|f(z)| ≤ A exp(B|z|)

pour tout z ∈ C.

Dans toute cette section, nous supposerons que K est un ensemble convexe et compact
d’un ouvert connexe Ω de C. Nous considérerons f une fonction entière de type exponentiel.

Comme f est une fonction entière, par le développement en série de Taylor 1.1.17, on
sait qu’elle peut s’écrire sous la forme

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n

pour tout z ∈ C.

Définition 3.3.2. Soit f une fonction entière de type exponentiel. La transformée de Borel
de la fonction f est la fonction définie par

B(z) :=
+∞∑
n=0

n!an
zn+1

pour tout z ∈ C \{0} pour lesquels la série converge.

39



De plus, comme f est de type exponentiel, il existe des constantes C > 0, R > 0 telles
que

|f(z)| ≤ CeR|z| (3.1)

pour tout z ∈ C. Il est suffisant de choisir R > 0 tel que K ⊆ D(0, R). Si R0 est le plus
petit rayon tel que K ⊆ D [0, R0], on peut choisir ε avec R0 + ε < R, Cε = C et utiliser
HK(z) ≤ HD[0,R0] = R0|z|.

Proposition 3.3.3. La transformée de Borel est holomorphe sur C \D [0, R] et a une limite
nulle lorsque z tend vers l’infini.

Démonstration. Par le développement en série de Taylor 1.1.17, on sait que

an =
fn(0)

n!
.

Or, par la formule de représentation de Cauchy pour les dérivées 1.1.14, on a

f (n)(0) =
n!

2 iπ

∫
C(0,ρ)

f(z)

zn+1
dz

pour tout ρ > 0. Grâce aux inégalités de Cauchy 1.1.15, on a

|an| ≤
1

2π

supz∈C(0,ρ) |f(z)|
ρn+1

2πρ

= sup
z∈C(0,ρ)

|f(z)|
ρn

.

Comme cette inégalité est vraie quel que soit ρ > 0, en particulier, elle l’est pour la borne
inférieure. Donc,

|an| ≤ inf
ρ>0

( sup
z∈C(0,ρ)

|f(z)|
ρn

)

≤ C inf
ρ>0

eRρ

ρn

où la dernière inégalité vient du fait que f vérifie l’inéquation (3.1). En faisant une étude
de la fonction

ρ 7→ eRρ

ρn
,

on obtient que la borne inférieure est atteinte en

ρ =
n

ρ
.
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On en tire donc que

|an| ≤ CeR
n
R

( n
R

)−n
= C

enRn

nn
.

De plus, la formule de Stirling nous dit que

n! ∼ nne−n
√

2πn (n→ +∞).

Autrement dit,
n! = nne−n

√
2πn(1 + ε(n))

lorsque ε(n)→ 0 si n→ +∞. Donc on a

n!|an| ≤ nne−n
√

2πn(1 + ε(n))C
enRn

nn

≤ CRn
√

2πn(1 + ε(n))

et
lim

n→+∞

n

√
CRn
√

2πn(1 + ε(n)) = R.

On en tire que
lim sup
n→∞

(n!|an|)
1
n ≤ R.

Ceci implique que la série qui définit B converge à chaque fois que |z| > R.
De plus, on observe que la fonction B coïncide dans le demi-plan Re(z) > R, avec la

transformée de Laplace de la fonction f . En effet, on a

L (f)(z) =

∫ ∞
0

f(t)e−tz dt

=

∫ ∞
0

+∞∑
n=0

ant
ne−tz dt

=
+∞∑
n=0

an

∫ ∞
0

tne−tz dt

=
+∞∑
n=0

an
n!

zn+1

= B(z)

où l’intégration terme à terme est justifiée par l’estimation∫ ∞
0

+∞∑
n=0

|an|tne−tRe(z) dt =
+∞∑
n=0

n!|an|(Re(z))−n+1 < +∞

qui est valide lorsque Re(z) > R.
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3.4 Transformation de Fourier-Borel d’une fonctionnelle
analytique

Définition 3.4.1. Soit Ω un ouvert de C et T ∈ O ′(Ω). La transformée de Fourier-Borel
de la fonctionnelle analytique T est la fonction définie par

F (T )(z) := 〈Tξ, eξz〉

pour tout z ∈ C.
Proposition 3.4.2. Soit Ω un ouvert de C et T ∈ O ′(Ω). La fonction F (T ) est une
fonction entière.

Démonstration. Soit ζ ∈ Ω. On sait que l’on a

eζz =
+∞∑
m=0

(ζz)m

m!

pour tout z ∈ C. De plus, on sait que cette série converge uniformément en ζ. On en tire
donc que

〈Tζ , eζz〉 = 〈Tζ ,
+∞∑
m=0

(ζz)m

m!
〉

=
+∞∑
m=0

〈Tζ ,
ζm

m!
zm〉

=
+∞∑
m=0

〈Tζ , ζm〉
zm

m!
.

On peut sortir la série de la fonctionnelle analytique car T est continue et la série converge
uniformément. On en tire que F (T ) est holomorphe sur C tout entier.

Remarque 3.4.3. Remarquons qu’il est possible de montrer le résultat précédent grâce
aux mesures. En effet, comme T ∈ O ′(Ω), T peut être représentée par une mesure à support
compact. Appelons cette mesure µ. On a donc

〈T, f〉 =

∫
f dµ

pour tout f ∈ O(Ω). On en tire que

F (T ) = 〈Tζ , eζz〉

=

∫
eζz dµ

pour tout ζ ∈ Ω. De plus, on sait que la fonction z 7→ eζz est holomorphe sur C pour tout
ζ ∈ Ω. Nous savons également que la fonction ζ 7→ eζz est bien définie et mesurable sur Ω
pour tout z ∈ C.

Par la Proposition 1.1.12, on en tire que F (T ) est holomorphe sur C.

42



Rappelons qu’une courbe de Jordan est un lacet γ dans C telle que γ|[0,1[ est injectif.

Proposition 3.4.4. Soit Ω un ouvert convexe et soit T ∈ O ′(Ω). Si T a comme support
convexe l’ensemble K, alors pour tout ε > 0, il existe une constante Cε > 0 telle que

|F (T )(z)| ≤ Cεe
HK(z)+ε|z| z ∈ C

où HK est la fonction d’appui de l’ensemble K.
En particulier, F (T ) est une fonction entière de type exponentiel.

Démonstration. Soit ε > 0. Considérons V (K, ε) = {ζ ∈ C : d(ζ,K) < ε} et γ une courbe
de Jordan de longueur finie dans V (K, ε)\K.

Par le Théorème 2.4.7, on peut écrire

F (T )(z) =
1

2 i

∫
γ

eζzT̂ (z) dζ

pour tout z ∈ C. De plus, pour tout ζ ∈ γ, on a d(ζ,K) < ε. Donc, il existe ζK ∈ K tel
que |ζ − ζK | < ε.
Pour tout ζ ∈ γ, on a

Re(ζz) = 〈ζ, z〉
= 〈ζ − ζK , z〉+ 〈ζK , z〉
≤ |ζ − ζK ||z|+ 〈ζK , z〉
≤ ε|z|+ 〈ζK , z〉
≤ ε|z|+ sup

ζ∈K
(Re(ζz)).

On en tire donc que

sup
ζ∈γ

(Re(ζz)) ≤ sup
ζ∈K

(Re(ζz)) + ε|z|

= HK(z) + ε|z|.

Soit M = maxζ∈γ |T̂ (ζ)| et soit l la longueur de γ. On en tire que

|F (T )(z)| ≤MleHK(z)+ε|z|.

D’où la conclusion en posant Cε = Ml.

Cette proposition a une contre-partie.

Théorème 3.4.5. Soit K un sous-ensemble convexe et compact d’un ouvert convexe Ω.
Soit f une fonction entière de type exponentiel telle que pour tout ε > 0, il existe une
constante Cε > 0 telle que f satisfait partout

|f(z)| ≤ Cεe
HK(z)+ε|z|.
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Alors, il existe une unique fonctionnelle analytique T ∈ O ′(Ω) telle que F (T ) = f . Cette
fonctionnelle analytique est telle que

〈T, h〉 :=
1

2 iπ

∫
γ

B(ζ)h(ζ) dζ

si h ∈ O(Ω) et avec γ une courbe de Jordan dans Ω\K d’indice 1.

Démonstration. Comme par hypothèse, on sait que f est une fonction entière de type
exponentiel, on peut écrire f sous la forme

f(x) =
∑
n≥0

anz
n

avec an ∈ C pour tout n. Considérons également la transformée de Borel de f .
Soit u ∈ C \{0}, pour simplifier, on peut supposer que |u| = 1. Rappelons que

Lu = {su : s ≥ 0} et Pu = {z ∈ C : Re(zu) > HK(u)}.

Soient ε > 0, z ∈ Pu et t = su ∈ Lu. Par hypothèse, on a

|f(t)e−zt| ≤ Cεe
HK(t)+ε|t|−Re(zt).

Comme z ∈ Pu, par définition de Pu, il existe α > 0 tel que

Re(zu) ≥ HK(u) + α

⇔ Re(zu)−HK(u) ≥ α

⇔ HK(u)− Re(zu) ≤ −α.

Cette même inégalité est valide dans un demi-plan strictement inclus dans Pu. On a

HK(t) + ε|t| − Re(zt) = HK(su) + ε|su| − Re(zsu)

= sup
z∈K

(Re(zsu)) + sε|u| − sRe(zu)

= s sup
z∈K

(Re(zu)) + sε− sRe(zu)

= sHK(u) + sε− sRe(zu)

= s(HK(u)− Re(zu) + ε)

≤ s(ε− α)

car on sait que Re(zu)−HK(u) ≤ α. On en tire que

|f(t)e−zt| ≤ Cεe
s(ε−α).

En considérant 0 < ε < α, par exemple, ε =
α

2
, on a

|f(t)e−zt| ≤ Cα
2
e−

α
2
|s|.
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On vient de montrer que l’intégrale

ϕu(z) :=

∫
Lu

f(t)e−zt dt

converge uniformément dans le demi-plan

{z ∈ C : Re(zu) > HK(u) + α}

pour tout α > 0.
Ceci implique que ϕu est une fonction holomorphe dans Pu.
Considérons à présent u1, u2 ∈ C \{0} tels que u1 6= u2, |u1| = |u2| = 1 et

0 < arg(
u2

u1

) < π.

Soit ρ > 0. Considérons γρ la courbe dans C formée des parties de Lu1 et Lu2 à l’intérieur
de D(0, ρ), ainsi que Γρ, la sécante au plus petit des deux arcs déterminée par les deux
rayons de ∂D(0, ρ).
On peut représenter la situation comme suit :

0

u2

K

u1

u1

Lu1

Γργρ

Lu1

Lu2

Lu2

Pu1

Pu2

Pu1 ∩ Pu2

u2

Montrons que

lim
ρ→∞

∫
Γ

f(t)e−tz dt = 0

lorsque z ∈ Pu1 ∩ Pu2 .
Pour ce faire, il faut estimer |f(t)|e−Re(tz) lorsque t ∈ Γρ. L’idée principale est d’utiliser le
fait que γρ entoure une région convexe et que HK est une fonction convexe.
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Si t ∈ Γρ, alors les extrémités du segment sont précisément ρu1 et ρu2, donc on en tire
que

t = ρ(λu1 + (1− λ)u2)

pour λ ∈ [0, 1]. D’où,
HK(t) = ρHK(λu1 + (1− λ)u2).

Par convexité de la fonction HK , on a

HK(t) ≤ ρ(λHK(u1) + (1− λ)HK(u2)).

D’un autre côté, on sait que z ∈ Pu1 ∩ Pu2 , donc pour un certain α > 0, on a

Re(zu1) = 〈z, u1〉
≥ HK(u1) + α,

et Re(zu2) = 〈z, u2〉
≥ HK(u2) + α.

Par conséquent,

Re(tz) = ρ〈z, λu1 + (1− λ)u2〉
= ρ [λ〈z, u1〉+ (1− λ)〈z, u2〉]
≥ ρ [λHK(u1) + (1− λ)HK(u2) + α] .

En résumé, pour t ∈ Pρ, on a

|f(t)|e−Re(tz) ≤ Cεe
HK(t)+ε|t|−Re(tz)

≤ Cεe
(ε−α)ρ.

Si on prend ε =
α

2
et Cε = C, on a

|
∫

Γρ

f(t)e−zt dt| ≤ Cπρe−
α
2
ρ

→ 0 si ρ→∞.

Par le Théorème de Cauchy 1.1.10, on a∫
γρ

f(t)e−tz dt = 0.

Donc, on en tire que ϕu1(z) = ϕu2(z) lorsque z ∈ Pu1 ∩ Pu2 .
Ceci montre que la fonction ϕu détermine une fonction holomorphe à valeur unique

dans l’union de tous les demi-plans Pu, |u| = 1, en d’autres termes, dans C \K.
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Lorsqu’on considère u = 1, on observe que pour Re(z) > R, la transformée de Laplace
de f coïncide avec B, donc la fonction que l’on vient juste d’obtenir est précisément la
prolongée analytique de B de C \D [0, R] dans C \K. On notera aussi B cette extension.

Comme la transformée de Cauchy est injective, il existe une unique fonctionnelle ana-
lytique T ∈ O ′(Ω) portée par K telle que C (T ) = B.

A savoir, si γ une courbe de Jordan dans Ω\K d’indice 1, alors pour tout h ∈ O(Ω),
on peut définir T par

〈T, h〉 :=
1

2π i

∫
γ

B(ζ)h(ζ) dζ.

Calculons F (T )(z) pour cette fonctionnelle analytique T . On pose h(ζ) = ezζ dans la
définition de T et on remarque que l’on peut remplacer γ par le cercle de centre 0 et de
rayon ρ > R car h est une fonction entière. On trouve

F (T )(z) =
1

2π i

∫
γ

B(ζ)ezζ dζ

=
1

2π i

∫
γ

(
+∞∑
n=0

n!an
ζn+1

)
ezζ dζ

=
+∞∑
n=0

n!an
1

2π i

∫
γ

eζz

ζn+1
dζ.

On peut sortir la somme de l’intégrale car la série converge uniformément sur γ. De plus,
par la formule de représentation de Cauchy pour les dérivées 1.1.14, on remarque que

n!

2π i

∫
γ

ezζ

ζn+1
dζ =

∂n(ezζ)

∂zn
(0)

= zne0

= zn.

On en tire donc que

F (T )(z) =
+∞∑
n=0

n!an
1

2π i

∫
γ

eζz

ζn+1
dζ

=
+∞∑
n=0

anz
n

= f(z).

Terminons cette preuve en montrant l’unicité de la fonctionnelle analytique. Supposons
que F (T1) = F (T2) pour T1, T2 ∈ O ′(Ω).

Soit z ∈ C, on sait que la série

eξz =
+∞∑
n=0

znξn

n!
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converge dans O ′(Ω), donc pour tout T ∈ O ′(Ω), on a

F (T )(z) =
+∞∑
n=0

〈T, ξn〉
n!

zn.

Ceci montre que F (T ) détermine 〈T, ξn〉 pour tout n ≥ 0.
Donc on a

F (T1) = F (T2)⇔ 〈T1, ξ
n〉 = 〈T2, ξ

n〉 ∀n ≥ 0.

La densité de O(C) dans O(Ω) implique que T1 = T2. Ce qui conclut la preuve du théorème.

Définition 3.4.6. (1) La fonction B introduite au théorème précédent est appelée la
transformée de Borel de la fonction f et la transformée de Cauchy de la fonctionnelle
analytique T .

(2) La représentation de f = F (T ) par la forme

f(z) =
1

2π i

∫
γ

B(t)etz dt

est appelée la représentation de Polya de f .
(3) La fonction C (T ) = πT̂ est appelée C -transformée de T .
(4) Soit Ω un ouvert connexe de C. On note par

Exp(Ω)

l’espace vectoriel de toutes les fonctions entières f pour lesquelles il existe au moins
un sous-ensemble convexe et compact K de Ω tel que pour tout ε > 0, il existe une
constante Cε > 0 telle que f satisfait l’inégalité

|f(z)| ≤ Cεe
HK(z)+ε|z|.

On peut résumer le résultat du théorème précédent comme suit :
Pour un ensemble ouvert convexe Ω, la transformée de Fourier-Borel établit un isomor-

phisme linéaire

F : O ′(Ω)→ Exp(Ω)

T 7→ F (T ).

La transformée de Borel est un isomorphisme

B : Exp(Ω)→ O0(C \Ω)

f 7→ B(f).
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Finalement, la C-transformée est aussi un isomorphisme

C : O ′(Ω)→ O0(C \Ω)

T 7→ C (T ) = πT̂ .

On obtient donc le diagramme suivant qui commute

O ′(Ω)

Exp(Ω)

O0(C \Ω)

F

C

B

De plus, l’application B−1 est la représentation de Polya.
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Annexe A

Rappels d’analyse fonctionnelle

A.1 Topologies sur les espaces à semi-normes
Présentons ici un certain nombre de résultats sur les espaces localement convexes. Nous

nous référons essentiellement à [4].

Définition A.1.1. Soit X un espace vectoriel sur C. Une application p : X → [0,+∞[ est
une semi-norme sur X si
(a) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) pour tous x, y ∈ X ;
(b) p(λx) = |λ|p(x) pour tous x ∈ X et λ ∈ C.

Définition A.1.2. Soit X un espace vectoriel sur C. Soit P un ensemble de semi-normes
sur X, on dit que P est filtrant si pour tous p, q ∈ P , il existe r ∈ P et C > 0 tels que,

max{p, q} ≤ Cr.

La proposition qui suit nous permet de faire le lien entre les ensembles filtrants de
semi-normes et la topologie qu’on associe à un espace vectoriel X.

Proposition A.1.3. Soit X un espace vectoriel sur C. Soit P un ensemble filtrant de semi-
normes sur X. Pour tout x ∈ X, notons νx l’ensemble des parties de X qui contiennent
une semi-boule bp(x, r) avec p ∈ P et r > 0. Il existe une unique topologie TP sur X telle
que, pour tout x ∈ X, νx forme le système de voisinages de x.

La définition suivante nous permet de comparer deux ensembles de semi-normes entre
eux.

Définition A.1.4. Soit X un espace vectoriel sur C. Soient P et Q deux ensembles de
semi-normes sur X. On dit que P est plus faible que Q, ce que l’on note P � Q, si pour
tout p ∈ P , il existe q ∈ Q et C > 0 tels que p ≤ Cq.

Si on a P � Q et Q � P , alors nous dirons que P et Q sont équivalents, ce que nous
noterons P ≈ Q.
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Grâce à la proposition qui suit, nous pouvons comparer les topologies définies à partir
de semi-normes.

Proposition A.1.5. Soit X un espace vectoriel sur C. Si P et Q sont deux ensembles
filtrants de semi-normes sur X, alors P � Q si et seulement si TP ⊆ TQ.

Définition A.1.6. Soit X un espace vectoriel sur C. (X,TP ) est un espace localement
convexe si P est un ensemble filtrant de semi-normes sur X.

A.2 Espaces de Fréchet
Les différents résultats de cette section ainsi que leur démonstration se trouvent dans

[4].
Avant de définir les espaces de Fréchet, il nous faut définir deux notions importantes.
Nous aurons besoin du caractère séparé d’un espace localement convexe. Donnons donc

un critère de séparation :

Proposition A.2.1. Un espace localement convexe (X,TP ) est séparé si et seulement si
pour tout x ∈ X\{0}, il existe p ∈ P tel que p(x) 6= 0.

Il nous faut également définir la notion d’espace complet.

Définition A.2.2. Un espace localement convexe séparé à semi-normes dénombrables
(X,TP ) est complet si toute suite de Cauchy de X converge.

Définition A.2.3. Un espace de Fréchet est un espace localement convexe séparé à semi-
normes dénombrables et complet.

Un espace de Banach est un espace normé complet.

Proposition A.2.4. Tout sous-espace fermé d’un espace de Fréchet est un espace de Fré-
chet.

A.3 Limites inductives
Cette section se base essentiellement sur [9].

Définition A.3.1. Soit (A,≤) un ensemble pré-ordonné. On dit que (A,≤) est un ensemble
pré-ordonné filtrant si

∀(α, β) ∈ A2,∃γ ∈ A tel que α ≤ γ et β ≤ γ.

Définition A.3.2. Un système inductif (filtrant) d’espaces localement convexes est la
donnée

— d’un ensemble pré-ordonné (filtrant) A ;
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— d’un espace localement convexe Eα pour chaque α ∈ A ;
— d’une application linéaire et continue

Tβ,α : Eα → Eβ

pour chaque couple (α, β) ∈ A2 avec α ≤ β de sorte que
— Tγβ ◦ Tβα = Tγα ∀α ≤ β ≤ γ ;
— Tαα = idEα ∀α ∈ A.

Définition A.3.3. Soit (Eα, Tβα)α∈A un système inductif d’espaces localement convexes.
Une limite inductive de ce système est la donnée d’un espace localement convexe E et
d’applications linéaires continues

Tα : Eα → E

telles que
Tβ ◦ Tβα = Tα ∀α ≤ β dans A

et de sorte que si (Sα : Eα → F )α∈A est une autre famille du même type, alors il existe
une unique application S : E → F telle que

S ◦ Tα = Sα ∀α ∈ A.

Eα Eγ

Eβ

E

F

Tγα

Tβα Tγβ

Tβ

S

Sα Tγ

Ainsi, si la limite inductive existe, elle est unique à un isomorphisme près et on note

E = lim−−−−→
α∈A

Eα.
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A.3.1 Construction de la limite inductive canonique

Soit (Eα, Tβ,α)α∈A un système inductif d’espaces localement convexes et soit⊕
α∈A

Eα = {(xα)α∈A : xα ∈ Eα, ]{α ∈ A : xα 6= 0} < +∞}

la somme directe des espaces localement convexes Eα.
Considérons l’application linéaire continue L caractérisée par

L ◦ sβα = sβ ◦ Tβα − sα

pour tout (β, α) ∈ A2, β ≤ α et avec sα : Eα →
⊕
α∈A

Eα et sβα : Eα →
⊕

(α,β)∈A2,α≤β
Eα des

applications continues. ⊕
(α,β)∈A2,β≥α

Eα
⊕
α∈A

Eα

Eα Eβ

L

sβα sβ

Tβα

sβ ◦ Tβα − sα

Soit
E =

⊕
α∈A

Eα/ Im(L)

et soit
Tα = q ◦ sα

où q :
⊕
α∈A

Eα → E est l’application du passage au quotient.

Vérifions que Tβ ◦ Tβα = Tα pour tout (α, β) ∈ A2 tel que α ≤ β.
On a

Tβ ◦ Tβα = q ◦ sβ ◦ Tβα
= q ◦ sβ ◦ Tβα − q ◦ sα + q ◦ sα
= q ◦ (sβ ◦ Tβα − sα) + q ◦ sα
= q ◦ L ◦ Sβα + Tα

Or, on a q ◦ L = 0. On en tire donc que

Tβ ◦ Tβα = Tα
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pour tout (α, β) ∈ A2 tel que α ≤ β.
Montrons à présent qu’il s’agit d’une solution universelle. Soit (F, Sα)α∈A une autre

famille du même type. On a une application linéaire continue

S :
⊕
α∈A

Eα → F

caractérisée par
S ◦ sα = Sα.

De plus,

S ◦ L ◦ sβα = S ◦ (sβ ◦ Tβα − sα)

= S ◦ sβ ◦ Tβα − S ◦ sα
= Sβ ◦ Tβα − sα
= 0

si (α, β) ∈ A2 tels que α ≤ β. Donc

S ◦ L = 0⇒ S = 0 sur Im(L)

alors, il existe S : E → F unique telle que S ◦ q = S. On a alors,

S ◦ Tα = S ◦ q ◦ sα
= S ◦ sα
= Sα ∀α ∈ A

En conclusion, (E, Tα)α∈A est une limite inductive du système considéré.
On vient donc de montrer que si on a un système inductif, alors il possède une limite

inductive.
Les éléments de la limite inductive sont assez difficiles à décrire. En effet, un élément

est une classe d’équivalence d’éléments de la somme. Or, si on est dans le cas d’un système
inductif filtrant, les objets de la limite inductive sont plus simples à décrire.

A.3.2 Cas filtrant

Proposition A.3.4. Si (Eα, Tβα)α∈A est un système inductif filtrant et si (E, Tα)α∈A est
sa limite inductive canonique alors
— E =

⋃
α∈A Im(Tα) ;

— Pour eα ∈ Eα, eβ ∈ Eβ, on a

Tα(eα) = Tβ(eβ) si et seulement si ∃γ ≥ α, γ ≥ β, avec Tγα(eα) = Tγβ(eβ).
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Démonstration. Soit

X = {(α, eα) : α ∈ A, eα ∈ Eα} =
⊔
α∈A

Eα.

On définit la relation

R = {((α, eα), (β, eβ)) : ∃γ ≥ α, γ ≥ β : Tγα(eα) = Tγβ(eβ)}.

Alors R est clairement réflexive et symétrique. Elle est aussi transitive car si

((α, eα), (β, eβ)) ∈ R et ((β, eβ), (γ, eγ)) ∈ R

alors, il existe µ ≥ α, µ ≥ β avec

Tµα(eα) = Tµβ(eβ)

et il existe ν ≥ β, ν ≥ γ avec
Tνβ(eβ) = Tνγ(eγ).

Comme A est filtrant, il existe δ ≥ ν, δ ≥ µ, on a alors

Tδα(eα) = Tδµ(Tµα(eα))

= Tδµ(Tµβ(eβ))

= Tδβ(eβ)

et Tδβ(eβ) = Tδν(Tνβ(eβ))

= Tδν(Tνγ(eγ))

= Tδγ(eγ).

On en tire que
Tδα(eα) = Tδγ(eγ) ⇔ ((α, eα), (γ, eγ)) ∈ R.

On a donc une relation d’équivalence et on peut quotienter X par cette relation.
On pose

F = X\R et Sα = qR ◦ jα
où jα est l’inclusion de Eα dans

⊔
α∈AEα et qR : X → X\R.

On vérifie que (F, Sα)α∈A est une limite inductive au sens ensembliste (c’est à dire sans
se préoccuper de la continuité) du système considéré et la conclusion en découle.

La notion de limite inductive est très intéressante quand on travaille avec des applica-
tions linéaires. En effet, on a la proposition suivante :

Proposition A.3.5. Soit X = lim−−−−→
α∈A

Xα, et soit Y un espace localement convexe. L’appli-

cation linéaire
T : X → Y

est continue si et seulement si
T|Xα : Xα → Y

est continue pour tout α ∈ A.
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A.4 Espace des fonctions continues à support compact
Rappelons la définition d’un espace topologique localement compact.

Définition A.4.1. Un espace topologique (X,T ) est localement compact si tout point de
X possède un système fondamental de voisinages compacts.

Soit X un espace topologique localement compact.
Notons C0(X) l’ensemble des fonctions continues sur X. Soit K un compact inclus dans

X. On définit les semi-normes pK(.) sur C0(X) par

pK(f) = sup
x∈K
|f(x)| ∀f ∈ C0(X).

Comme f est continue, elle est bornée sur les compacts et donc

sup
K
|f | < +∞.

Proposition A.4.2. L’ensemble

P = {pK(.) = sup
K
|.| : K compact de X}

est un ensemble filtrant de semi-normes sur C0(X).

Démonstration. Il suffit de procéder de la même manière que pour démontrer la Proposition
1.2.1.

Par la Proposition A.1.5, on peut munir C0(X) de la topologie définie par l’ensemble
P .

De plus, pour chaque ensemble compact K de X, on peut définir l’ensemble

CK(X) = {f ∈ C0(X) : supp(f) ⊆ K}.

Il est clair que CK(X) est un sous-espace de C0(X). Comme lorsque f ∈ CK(X), f
est à support compact, il ne reste plus qu’une semi-norme sur l’ensemble P défini à la
Proposition A.4.2. On en déduit que l’on peut munir CK(X) de la topologie équivalente à
celle associée à la seule semi-norme

sup
K
|.|.

De plus, si K est un compact régulier, autrement dit K = K◦, alors CK(X) est un espace
de Banach.

Définissons à présent l’ensemble Cc(X) comme étant l’ensemble des fonctions continues
à support compact dans X. Autrement dit,

Cc(X) = {f ∈ C0(X) : supp(f) est compact dans X}.
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Considérons l’ensemble

A = {K : K compact de X}

muni du pré-ordre
K ≤ L ⇔ K ⊆ L.

Cet ensemble est filtrant. En effet, on veut montrer que pour tous K1, K2 ∈ A, il existe
K3 ∈ A tel que

K1 ≤ K3 et K2 ≤ K3

⇔ K1 ⊆ K3 et K2 ⊆ K3.

Si on considère K3 = K1 ∪K2, on a bien

K1 ⊆ K1 ∪K2 et K2 ⊆ K1 ∪K2.

On peut conclure étant donné que l’union de deux ensembles compacts est un ensemble
compact.

Posons
EK = {f ∈ C0(X) : supp(f) ⊆ K} = CK(X)

pour tout K ∈ A.
Considérons les applications linéaires continues

TLK : EK → EL : f 7→ f

pour tous K,L ∈ A tels que K ≤ L.
On en tire donc que (EK , TLK)K∈A est un système inductif filtrant. On va donc noter

l’ensemble Cc(X) comme la limite inductive du système inductif filtrant (EK , TLK)K∈A.
Pour ce faire, il faut que nous vérifions les deux points de la Proposition A.3.4.

Soit K un compact de X. Considérons l’application

TK : CK(X)→ Cc(X).

Si K ≤ L, c’est-à-dire, si K ⊆ L, on a

CK(X) CL(X) Cc(X)
TLK TL

— On sait que pour tout f ∈ Cc(X), il existe un compactK deX tel que f ∈ CK(X). En
effet, si f ∈ Cc(X), alors f est à support compact, donc si on considère K = supp(f),
on a f ∈ CK(X).

— Soient K et L deux compacts de X et soient fK ∈ CK(X) et fL ∈ CL(X). Supposons
que

TK(fK) = TL(fL)

et montrons que s’il existe M compact de X tel que L ≤M et K ≤M , alors

TMK(fK) = TML(fL).

Pour ce faire, on peut considérer M = K ∪ L et on obtient l’égalité voulue.
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On en tire donc que Cc(X) est la limite inductive des CK(X). On note

Cc(X) = lim−−−−−→
K∈A

CK(X).

Et on munit Cc(X) de la topologie localement convexe de limite inductive des CK(X).

A.5 Dual topologique
Rappelons à présent quelques définitions et propriétés du dual topologique d’un espace

localement convexe quelconque. Les résultats et les démonstrations de cette section se
trouvent dans [4].

Définition A.5.1. Soit (X,P ) un espace localement convexe. Le dual topologique X ′ de
(X,P ) est l’ensemble des applications T : X → C qui sont linéaires et continues sur X.

Or, on sait qu’une application T : X → C est continue s’il existe une semi-norme p ∈ P
et une constante C > 0 telles que

|T (x)| ≤ Cp(x) ∀x ∈ X. (A.1)

On en tire que le dual de (X,P ) est formé des applications qui satisfont la condition
(A.1).

Rappelons à présent le Théorème de Hahn-Banach.

Théorème A.5.2 (Hahn-Banach). Soient X un espace vectoriel sur C, p une semi-norme
sur X et Y un sous-espace vectoriel de X. Supposons que T : Y → C soit une forme
linéaire telle que

|T (x)| ≤ p(x)

pour tout x ∈ Y , alors il existe une forme linéaire T̃ : X → C telle que T̃|Y = T et

|T̃ (x)| ≤ p(x)

pour tout x ∈ X.

Le résultat suivant est une conséquence du Théorème de Hahn-Banach pour les espaces
localement convexes.

Proposition A.5.3. Soient (X,P ) un espace localement convexe et Y un sous-espace
vectoriel de X muni de la topologie induite. Toute forme linéaire continue sur Y admet un
prolongement linéaire continu sur X.

En particulier, tout élément de Y ′ admet un prolongement en un élément de X ′.
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Démonstration. Si T : Y → C est une forme linéaire et continue, alors par la condition
(A.1), on sait qu’il existe p ∈ P et C > 0 tels que

|T (y)| ≤ Cp(y) ∀y ∈ Y.

Posons p′ = Cp, il est clair que p′ est une semi-norme. En appliquant le Théorème de
Hahn-Banach A.5.2 à p′, il existe T̃ : X → C tel que

|T̃ (x)| ≤ p′(x) = Cp(x) ∀x ∈ X.

On obtient ainsi le prolongement recherché.

On peut représenter ce résultat grâce au diagramme suivant :

Y ↪→ X

Y ′ � X ′

A.6 Transformation de Laplace
Les résultats de cette section proviennent de [10].

Définition A.6.1. Soit f une fonction définie presque partout sur ]0,+∞[. On dit que f
admet une transformée de Laplace si e−ztf(t) est intégrable sur ]0,+∞[ pour au moins un
z ∈ C. Dans ce cas, on appelle la transformée de Laplace de f la fonction

z 7→
∫ ∞

0

e−ztf(t) dt

définie pour tous les z ∈ C pour lesquels e−ztf(t) est intégrable sur ]0,+∞[.
La transformée de Laplace de f en z sera notée L (f)(z).

Remarquons que t 7→ e−ztf(t) est intégrable sur ]0,+∞[ si et seulement si t 7→ |e−ztf(t)|
est intégrable sur ]0,+∞[. Or, il est clair que

|e−ztf(t)| = e−Re(z)t|f(t)|.

On en tire donc que le domaine de définition de la transformée de Laplace est égal à Γf×R
où

Γf = {x ∈ R : e−xt|f(t)| ∈ L1(]0,+∞[)}.

De plus, Γf est un des intervalles suivant :
(a) ]−∞,+∞[ ;

(b) [c,+∞[ ;

(c) ]c,+∞[ .
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Définition A.6.2. Si f est une fonction définie presque partout sur ]−∞,+∞[ admettant
une transformée de Laplace, on définit l’abscisse de convergence cf de la transformée de
Laplace de f comme étant −∞ ou c en fonction de la forme de Γf .

On appelle ouvert de convergence de la transformée de Laplace de f l’ouvert

Ωf = ]cf ,+∞[× R .

Proposition A.6.3. Soit f est une fonction définie presque partout sur ]−∞,+∞[ admet-
tant une transformée de Laplace. Alors L (f) est holomorphe sur son ouvert de convergence.
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Annexe B

Rappels de topologie algébrique

Dans ce chapitre, nous allons faire un certains nombre de rappels sur la notion de
chemin et de chaine singulière. Nous allons démontrer les résultats qui nous sont utiles
dans ce travail. Ces rappels se trouvent exclusivement dans [3] et [12].

B.1 Homotopie
Soit X un espace topologique.

Définition B.1.1. Un chemin de x vers y dans X est une application continue

γ : [0, 1]→ X

telle que γ(0) = x et γ(1) = y.
Un lacet de base x dans X est un chemin de x vers x.

Définition B.1.2. Soient γ0 et γ1 deux chemins de x vers y. Une homotopie de chemins
à extrémités fixes de γ0 vers γ1 dans X est une homotopie de γ0 vers γ1. Autrement dit, il
s’agit d’une application

H : [0, 1]× [0, 1]→ X

continue telle que
H(t, 0) = γ0(t) et H(t, 1) = γ1(t)

pour tout t ∈ [0, 1] qui, de plus, est telle que

H(0, s) = x et H(1, s) = y

pour tout s ∈ [0, 1] .
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B.2 Indice d’un chemin γ

Rappelons brièvement comment est définie l’intégrale d’une fonction holomorphe le long
d’un chemin continu.

Soit γ : [0, 1] 7→ C un chemin continu. Considérons un découpage de [0, 1] de la forme

0 = s0 < s1 < ... < sJ−1 < sJ = 1

et des disques ouverts D1, ..., DJ tels que

γ([sj−1, sj]) ⊆ Dj ∀j ∈ {1, ..., J}.

γ

D1

D2

D3
D4

D5

Soit f une fonction holomorphe sur C. Sur le disque Dj, on peut supposer qu’il existe
une fonction Fj ∈ O(Dj) telle que

f = F ′j

pour tout j ∈ {1, ..., J}. En effet, soit j ∈ {1, ..., J}, comme Dj est un disque ouvert, on
sait que sur Dj, f est de la forme

f =
+∞∑
m=0

amz
m.

Si l’on considère

Fj =
+∞∑
m=0

am
m+ 1

zm+1,

on a Fj ∈ O(Dj) et F ′j = f sur Dj comme on peut dériver la série terme à terme. De plus,
on sait que Dj ∩Dj+1 est connexe, donc les deux primitives Fj et Fj+1 sont égales à une
constante près. Ainsi, on définit l’intégrale sur γ de f par∫

γ

f =
J∑
j=1

(Fj(sj)− Fj(sj−1)).

Cette définition a un sens indépendamment du choix de la primitive Fj car la différence
entre deux primitives est une constante. De plus, on peut facilement vérifier que cette
définition ne dépend pas du découpage choisi.
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En particulier, lorsque l’on considère la fonction z 7→ 1

z
, on sait que

1

z
=
∂ lnθ(z)

∂z

avec, pour rappel, lnθ(z) = ln(ze− i θ) + i θ si θ ∈ R.
Rappelons également que la fonction z 7→ lnθ(z) est holomorphe sur C \(]−∞, 0] ei θ).
Si, pour tout j ∈ {1, ..., J}, on considère les disques Dj de sorte que 0 /∈ Dj et

]−∞, 0] ei θj ⊆ C \Dj avec θj ∈ R. On est donc en présence de la situation suivante :

θj

Dj

Alors on a ∫
γ

1

z
dz =

J∑
j=1

(lnθj(sj)− lnθj(sj−1))

:= 4γ ln(z).

Lorsque l’on considère seulement des lacets dans C, on peut introduire la notion d’indice
d’un lacet par rapport à un point.

Définition B.2.1. Soit γ un lacet de C et a ∈ C \γ([0, 1]). On appelle indice de γ par
rapport à a le nombre

Indγ(a) =
1

2 iπ

∫
γ

dz

z − a
.

Ce nombre est toujours un entier. En effet, comme γ est un lacet, on a∫
γ

1

z
dz = 4γ arg(z).

On sait aussi que l’argument sur γ va varier seulement d’un multiple entier de 2π. En
considérant

1

2 iπ

∫
γ

1

z
dz =

1

2π
4γ arg(z),

on obtient que l’indice de γ par rapport à 0 est bien un entier.
Intuitivement, l’indice d’un lacet par rapport à un point a compte, dans le sens contraire

des aiguilles d’une montre, le nombre de tours que ce lacet effectue autour du point a.

63



Exemple B.2.2. Si on considère le cercle de centre 0 et de rayon ε > 0, C(0, ε), l’indice
de C(0, ε) par rapport à zéro est le nombre

IndC(0,ε)(0) =
1

2 iπ

∫
C(0,ε)

dz

z

=
1

2 iπ

∫ 2π

0

iεeit

εeit
dt

= 1.

Intuitivement, il est facile de se convaincre que le cercle parcourt 1 tour dans le sens
contraire des aiguilles d’une montre.

B.3 Chaines singulières
Soir X un espace topologique et p ∈ N.
Rappelons que si x0, ..., xp sont des points de Rn, alors on note [x0, ..., xp] l’enveloppe

convexe de l’ensemble fini {x0, ..., xp}. On a donc

[x0, ..., xp] = {λ0x0 + ...+ λpxp : λ0 ≥ 0, ..., λp ≥ 0, λ0 + ...+ λp = 1}.

Définition B.3.1. Le p-simplexe standard est l’ensemble

Mp= [e0, e1, ..., ep]

où
e0 = (0, ..., 0), e1 = (1, 0, ..., 0), ..., ep = (0, 0, ..., 1).

On en tire que

Mp= {(λ1, ..., λp) ∈ Rn : λ0 ≥ 0, ..., λp ≥ 0, λ0 + ...+ λp ≤ 1}.

Regardons plus en détail les cas de p = 0, p = 1 et p = 2 car dans la suite, nous nous
intéresserons uniquement au cas où p ∈ {0, 1, 2}.

— Si p = 0, on a M0= {0} ⊆ R0.
— Si p = 1, on a M1= [0, 1] ⊆ R.
— Si p = 2, on a M0= [(0, 0), (1, 0), (0, 1)] ⊆ R2.

Définition B.3.2. Un p-simplexe affine de Rn est une application du type

σ(x0,...,xp) =Mp→ Rn

telle que
σ(x0,...,xp)(λ1, ..., λp) = x0 + λ1(x1 − x0) + ...+ λp(xp − x0)

pour tout (λ1, ..., λp) ∈Mp.
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Définition B.3.3. Un p-simplexe singulier de X est une application continue

σ :Mp→ X.

On note
∑

p(X) l’ensemble de ces p-simplexes singuliers.

Définition B.3.4. Une p-chaine singulière de X est un élément du groupe abélien libre

Cp(X) = Z
∑
p(X)

engendré par
∑

p(X).

Si c ∈ Cp(X), alors on a
c =

∑
σ∈

∑
p(X)

cσσ

où (cσ)σ∈∑p(X) est une famille de coefficients entiers telle que cσ 6= 0 un nombre fini de fois.

Définition B.3.5. Pour p ≥ 1, on définit l’opérateur de bord d’une p-chaine singulière par

∂p : Cp(X)→ Cp−1(X)

de sorte que

∂p(σ) =

p∑
j=1

(−1)jσ ◦ σ(e0,...,êj ,...,ep)

pour tout σ ∈
∑

p(X) et où σ(e0,...,êj ,...,ep) est défini à la Définition B.3.2.

Si on se concentre sur les cas où p = 1 et p = 2, on a
— Si σ ∈

∑
1(X), on a

∂1(σ) = σ ◦ σ(e1) − σ ◦ σ(e0).

Or, on sait que e0 = 0 et e1 = 1, donc on en tire que

∂1 = σ(1)− σ(0).

— Si σ ∈
∑

2(X), on a

∂2(σ) = σ ◦ σ(e1,e2) − σ ◦ σ(e0,e2) + σ ◦ σ(e0,e1).

Proposition B.3.6. Pour tout p ≥ 2, on a

∂p−1 ◦ ∂p = 0.

On peut étendre la définition de l’opérateur de bord ∂p pour tout p ∈ Z en posant
∂p = 0 si p ≤ 0.

On a alors, ∂p−1 ◦ ∂p = 0 pour tout p ∈ Z.
Il est donc naturel de considérer la suite

....→ C2(X)
∂2−→ C1(X)

∂1−→ C0(X)
∂0−→ 0→ ....
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Définition B.3.7. Pour tout p ∈ Z, posons

Zp(X) = ker(∂p),

nous nommerons p-cycles singuliers les éléments de Zp(X) et posons

Bp(X) = Im(∂p+1),

les éléments de Bp(X) seront appelés les p-bords singuliers .

Si p ≥ 1, on a
Bp(X) ⊆ Zp(X)

car si σ ∈ Bp(X) alors il existe σ′ ∈ Cp+1(X) tel que σ = ∂p+1(σ′) et on a σ ∈ Cp(X).
D’où,

∂pσ = ∂p(∂p+1(σ′)) = 0.

au vu de la Proposition B.3.6. D’où la conclusion.

Définition B.3.8. Pour tout p ≥ 0, posons

Hp(X) = Zp(X)/Bp(X).

Hp(X) est le pe groupe d’homologie singulière de X.

Deux éléments de Zp(X) qui sont congrus modulo Bp(X) sont dits homologues.

B.4 1-chaine singulière, 1-cycle singulier et 1-bord sin-
gulier

Concentrons-nous à présent sur le cas où p = 1 et où X = Ω avec Ω un ouvert de C.
D’après la Définition B.1.1 et comme M1= [0, 1], on sait que l’ensemble des 1-simplexes

singuliers de Ω est l’ensemble des chemins continus dans Ω

γ : [0, 1]→ Ω.

De plus, par la Définition B.3.4, il est clair qu’une 1-chaine singulière de Ω est une
combinaison linéaire de chemins continus de Ω.

On en tire que si γ ∈ Z1(Ω), alors γ est en fait un lacet dans Ω.

Définition B.4.1. On appelle une chaine spéciale dans Ω une 1-chaine singulière

c =
∑
i

niγi

où ni ∈ Z et γi est soit un chemin horizontal, soit vertical de la forme

γi(t) = (ta+ (1− t)b, c) ou γi(t) = (c, ta+ (1− t)b).

avec a, b, c ∈ C.
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Proposition B.4.2. Soit Ω un ouvert de C. Tout cycle σ ∈ Z1(Ω) est homologue à un
cycle spécial.

Démonstration. Il est suffisant de montrer que tout chemin γ est homotope dans Ω à un
chemin spécial (c’est-à-dire que γ est une composée de chemins verticaux et horizontaux).

Soient γ1, γ2 deux chemins dans Ω avec la même extrémité, i.e.

γ1(0) = γ2(0) et γ1(1) = γ2(1).

Si on suppose que
sup

0≤t≤1
|γ1(t)− γ2(t)|

est suffisamment petite, alors γ1 et γ2 sont homotopes grâce à l’application

H(t, s) = sγ1(t) + (1− s)γ2(t)

qui est une homotopie dans Ω à extrémités fixes.
Montrons à présent que si on considère γ un chemin quelconque, alors on peut l’appro-

cher aussi près que l’on veut par un chemin spécial. Par ce qui précède, on saura que γ est
homotope à un chemin spécial.
Soit ε > 0. Considérons un découpage de [0, 1] de la forme

0 = s0 < s1 < ... < sJ−1 < sJ = 1

de sorte que d(sj, sj+1) < ε pour tout j ∈ {1, ..., J}. Ceci est possible comme nous savons
que γ est continu.

Soit j ∈ {1, ..., J}, il existe un disque ouvert Dj qui est tel que

γ([sj, sj+1]) ⊆ Dj.

Si on considère deux points aj et bj de C tels que

d(sj, aj) <
ε

2
, d(sj, bj) <

ε

2
, aj = xj + i yj et bj ∈ γ([sj, sj+1]).

Nous sommes en présence de la situation suivante :

Dj

sj

sj+1
bj

aj
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Il est clair que aj ∈ Dj et bj ∈ Dj. On en tire que

d(aj, bj) ≤ d(aj, sj) + d(sj, bj)

≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Considérons γ1 un chemin d’origine sj et d’extrémité sj+1 composé des deux segments de
la forme

γ1,1(t) = (tsj − (1− t)aj, yj) et γ1,2(t) = (xj, taj − (1− t)sj+1)

pour tout t ∈ [0, 1]. Considérons également γ2 un chemin d’origine sj et d’extrémité sj+1

tel que

γ2(t) = γ

(
s− sj
sj+1 − sj

)
pour tout s ∈ [sj − sj+1] lorsque t =

s− sj
sj+1 − sj

.

Alors, par ce qui précède, on en déduit que

|γ1(t)− γ2(t)| < ε ∀t ∈ [0, 1] .

On en tire que γ1 et γ2 sont homotopes et γ1 est un chemin spécial.
En procédant de même pour tout j ∈ {1, ..., J}, on obtient que γ est homotope à un

chemin spécial.

Définition B.4.3. (1) Le support d’une i-chaine singulière (i = 0, 1, 2) σ =
∑

i viσi est
l’ensemble

supp(σ) =
⋃
i

Im(σi).

(2) Si Ω est un ouvert connexe, δ ∈ Z1(Ω) et a ∈ C \ supp(δ), on appelle indice de δ par
rapport a , le nombre

Indδ(a) :=
∑
i

ni Indγi(a)

si δ =
∑

i niγi, avec γ ∈
∑

i(X) et vi ∈ Z.

Remarquons que

δ ∈ B1(Ω)⇔ ∃δ′ ∈ C2(Ω) tel que ∂2(δ′) = δ.

et que
δ ∈ Z1(Ω)⇔ ∂1(δ) = 0.

On sait que tout 1-bord singulier est un 1-cycle. On a la proposition suivante qui donne
une condition nécessaire et suffisante pour qu’un 1-cycle soit un 1-bord.
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Proposition B.4.4. Soit Ω un ouvert connexe de C. Un 1-cycle δ, δ ∈ Z1(Ω) est un 1-bord
si et seulement si

Indδ(a) = 0

pour tout a ∈ C \Ω.

Démonstration. Par la Proposition B.4.2, on peut supposer que δ est un 1-cycle spécial de
la forme ∑

k

vkγk

avec nk ∈ N et γk un chemin horizontal ou vertical pour tout k.
Considérons deux suites finies croissantes de nombres réels (aj)j∈N et (bl)l∈N où (aj)j∈N

contient toutes les projections des extrémités des chemins γk sur l’axe des x et (bl)l∈N celles
sur l’axe de y. On peut supposer que tout chemin γk est soit de la forme

[aj, aj+1]× (bl) (segment horizontal)

soit de la forme
(aj)× [bl, bl+1] (segment vertical).

Notons Qj,l le rectangle
[aj, aj+1]× [bl, bl+1]

qui sera le support de la 2-chaine

cj,l = c1
j,l + c2

j,l

comme sur le dessin ci-dessous.

bl

bl+1

c2j,l

c1j,l

aj aj+1

Soit zj,l un point intérieur à Qj,l. Considérons la 1-chaine

δ′ :=
∑
j,l

Indδ(zj,l)∂2(cj,l).
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On remarque que δ′ est un 1-cycle sur C car on a

∂1(δ′) =
∑
j,l

Indδ(zj,l)∂1 ◦ ∂2(cj,l)

et par la proposition B.3.6, on sait que

∂1 ◦ ∂2 = 0.

On veut donc montrer que δ′ est un 1-bord dans Ω.
Si Indδ(zj,l) 6= 0, alors Qj,l ⊆ Ω. En effet, si ce n’est pas le cas, alors soit z ∈ Qj,l\Ω.

Par hypothèse, on sait donc que Indδ(z) = 0. Le segment [zj,l, z] n’intersecte pas supp(δ)
comme nous savons que [zj,l, z] ⊆ Q◦j,l et que z /∈ Ω. Donc on sait que Indδ est constant sur
ce segment et on a

Indδ(zj,l) = 0 = Indδ(z)

ce qui est impossible.
Par conséquent, δ′ est le bord de la 2-chaine c ∈ C2(Ω) avec

c :=
∑
j,l

Indδ(zj,l)cj,l

où la somme n’a lieu que sur les indices j, l pour lesquels Indδ(zj,l) 6= 0.
Montrons à présent que δ = δ′. Supposons que l’on peut écrire

δ − δ′ =
∑
p

npσp

où np ∈ N et où les σp sont des segments soit verticaux, soit horizontaux.
Supposons qu’il existe p0 tel que np0 6= 0 et supposons que σp0 est un segment vertical

sur le coté gauche de Qj0,l0 .

Qj0−1,l0

zj0−1,l0

zj0,l0
Qj0,l0σp0

Définissons
δ′′ := δ − δ′ + np0∂(cj0,l0).
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On sait que l’on a

Indδ−δ′(zj,l) = 0 ∀j, l
et Ind∂(cj0,l0 )(zj0,l0) = 1.

Donc,

Indδ′′(zj0,l0) = np0

et Indδ′′(zj0−1,l0) = 0.

Or, on sait aussi que np0∂(cj0,l0) contient le terme−np0σp0 , on en tire que suppδ′′ n’intersecte
pas le segment [zj0−1,l0 , zj0,l0 ]. Ceci implique que np0 = 0, ce qui est impossible. On en tire
donc que δ = δ′ et que δ = ∂2(c), d’où la conclusion.

Proposition B.4.5. Soit K un compact de C et V un voisinage ouvert de K. Il existe
CV ∈ Z1(V \K) qui est un cycle spécial tel que

IndCV (a) = 1 si a ∈ K
IndCV (a) = 0 si a ∈ V \K.

Démonstration. Soit ρ = d(K,C \V ) > 0.
Considérons le pavage de C par des carrés fermés de centre

ρ

2
(p+ q i), p, q ∈ Z

et de côté
ρ

2
.

Soit Q0, Q1, ..., Qn ces carrés intersectant K. Soit a ∈ Q◦j pour un j ∈ {1, ..., n}. On est
donc en présence de la situation suivante :

K

V
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On considère Qj comme le support de la 2-chaine

cj = c1
j + c2

j

où ckj avec k = 1, 2 sont les triangles de la figure ci-dessous.

Qk Qj

c2k

c1k c1j

c2j

Soit

δ :=
n∑
j=0

∂(cj).

Comme cj est une 2-chaine, ∂(cj) est une 1-chaine. De plus, il existe une 2-chaine δ′
telle que δ = ∂(δ′). On en tire que, par la Définition B.3.7, δ ∈ B1(V ).

Montrons à présent que δ est un 1-cycle dans V \K. Autrement dit, montrons que δ est
une 1-chaine qui a son bord nul.

Si un des côtés γ de Qj n’est pas entièrement dans V \K, ça veut dire qu’il intersecte
K. Donc, le carré du pavage adjacent à Qj le long de γ intersecte K. Notons le Qk, avec
0 ≤ k ≤ n, k 6= j.

V

K

QjQk

γ
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Il s’ensuit que le segment γ n’est pas dans supp(δ) comme il apparait deux fois dans δ.
La première fois, il apparait dans ∂(cj) et la deuxième fois dans ∂(ck) mais avec un signe
opposé.

La 1-chaine δ est donc un 1-cycle dans V \K comme son bord en tant que chaine de
V \K a la même expression que le bord de δ considéré comme une 1-chaine de V .

K

V

δ

De plus, on a
Indδ(a) =

∑
i

Ind∂(ci)(a) = 1.

En effet, on a

Ind∂(c0)(a) = 1

et Ind∂(cj)(a) = 0 ∀1 ≤ j ≤ n.

Pour conclure, il suffit de remarquer que la fonction

a 7→ Indδ(a)

est continue sur C \ supp(δ) et de procéder par densité.
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