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Introduction

La théorie des graphes, branche fondamentale des mathématiques discrétes, explore
des relations entre objets encodées par des structures appelées graphes. Un graphe (non
orienté) se compose d’'un ensemble fini V' de sommets et d’une relation binaire symétrique
E définie sur ces sommets, représentant une structure ou les sommets sont connectés par
des arétes. Ces structures permettent de modéliser efficacement une multitude de pro-
blémes, dont les problémes de coloriage. Ces derniers consistent a attribuer des couleurs a
chaque sommet d’un graphe de maniére a éviter que deux sommets adjacents regoivent la
méme couleur. L’objectif est souvent de déterminer le nombre chromatique d’'un graphe
G, noté x(G), c’est-a-dire le nombre minimum de couleurs nécessaires pour effectuer cette
tache. Ces problémes trouvent des applications dans des domaines variés tels que la car-
tographie, la planification des emplois du temps, la chimie et I'informatique. En 1912,
dans article [§], George David Birkhoff a introduit le concept de polynéme chromatique,
un outil puissant permettant de déterminer le nombre chromatique. En disposant du po-
lynéme chromatique Pg(z) d’'un graphe G, nous pouvons aisément obtenir son nombre
chromatique en identifiant la plus petite valeur naturelle z pour laquelle Pg(z) est stric-
tement positif. Bien que ce polynéme ait été initialement développé dans le cadre du
théoréeme des quatre couleurs, qui cherche & colorer tout graphe planaire avec seulement
quatre couleurs, le polynome chromatique est devenu un concept fondamental en théorie
des graphes, offrant des perspectives similaires a celles des problémes de coloriage. Notons
que les deux concepts associés aux problémes de coloriage fournissent des informations
uniques pour comprendre la structure et les propriétés des graphes.

Examinons succinctement deux exemples concrets d’applications de la théorie des
graphes. Tout d’abord, dans le domaine de la cartographie, les graphes peuvent étre uti-
lisés pour déterminer le nombre minimum de couleurs nécessaires pour colorer les pays
d’une carte géographique, en veillant & ce que des pays voisins aient des couleurs distinctes.
Ce probléme revient a déterminer le nombre chromatique de la carte en considérant un
graphe dont les sommets représentent les différents pays et ot deux sommets sont reliés
si et seulement si les pays correspondants partagent une frontiére commune. En outre,
les graphes peuvent étre employés pour résoudre des problémes d’incompatibilité lors du
transport en train de produits chimiques. Pour ce faire, un graphe peut étre construit,
ou les sommets représentent les différents produits chimiques et les arétes relient deux
sommets si et seulement si ces produits sont incompatibles lors du transport. La mini-
misation du nombre de wagons nécessaires pour transporter tous les produits peut étre
ramenée a un probléme de coloriage des sommets du graphe et a la recherche du nombre
chromatique de ce dernier.

Ce travail vise a offrir une vue d’ensemble sur les problémes de coloriage, mettant par-
ticulierement ’accent sur le développement du concept de polynéme chromatique. Pour
ce faire, nous analysons en détail le nombre chromatique et le polynéme chromatique, ex-
plorant leurs caractéristiques, leurs relations et leurs applications dans divers contextes.
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De nombreux exemples sont également présentés au lecteur dans I'espoir de favoriser la
compréhension de ces concepts essentiels en théorie des graphes. Les principales sources
utilisées pour la rédaction de ce travail sont [3, 10, [21} 23|. Les concepts de base ont quant
a eux été rédigés a partir des notes de cours |12} 24] dispensés a I'Université de Liége.

Détaillons & présent le contenu de ce travail. Le premier chapitre sert d’introduction,
offrant d’abord un rappel des concepts élémentaires et établissant les notations qui se-
ront utilisées tout au long du mémoire. Bien que les lecteurs familiers avec ces concepts
puissent y trouver peu d’informations nouvelles, il constitue une référence utile pour ceux
moins familiarisés avec le sujet. Ce chapitre aborde également la notion de coloriage propre
des sommets d’un graphe, signifiant que 'attribution des couleurs a chaque sommet d’un
graphe est telle que deux sommets adjacents ne se voient pas attribuer la méme couleur.
Par exemple, la figure [1] illustre un coloriage propre des sommets du graphe de Peter-
sen. Cette notion prépare le terrain pour l'introduction du premier concept central de
ce travail : le nombre chromatique. Aprés avoir introduit cette notion clé, notre objec-
tif est d’examiner le nombre chromatique dans différentes familles classiques de graphes.
Enfin, pour conclure ce premier chapitre, nous illustrons la détermination du nombre
chromatique de deux graphes moins courants, a savoir les graphes de Wiener-Araya et de
Goldner-Harary:.

FIGURE 1 — Un coloriage propre des sommets du graphe de Petersen.

Dans le deuxiéme chapitre, nous débutons par une présentation détaillée des graphes
de Mycielski, une famille infinie de graphes sans triangle mais possédant un nombre chro-
matique arbitrairement grand. Grace a la construction de Mycielski, con¢ue pour générer
un nouveau graphe sans triangle avec un nombre chromatique k+1 (k € N), & partir d’'un
graphe sans triangle de nombre chromatique k, nous établissons un théoréme de Mycielsk:.
Celui-ci affirme que le k™ graphe de Mycielski (k > 2) est sans triangle et posséde un
nombre chromatique égal a k.

Les graphes de Mycielski jouent un role central dans le chapitre en tant qu’exemples
illustratifs des résultats qui suivent, notamment des bornes inférieures et supérieures pour
le nombre chromatique. Nous démontrons notamment une borne supérieure due aux ma-
thématiciens Georges Szekeres et Herbert Wilf, établissant que pour tout graphe G de n
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sommets, nous avons :
X(G) <14+ max{d(H) : H est un sous-graphe induit de G} <1+ A(G),

ou 0(H) représente le degré minimal des sommets du sous-graphe H de G, tandis que
A(G) désigne le degré maximal des sommets du graphe G, et o un sous-graphe induit
est obtenu en sélectionnant certains sommets de G et en considérant toutes les arétes de
GG qui relient ces sommets.

Grace a la borne supérieure de Szekeres-Wilf, nous établissons deux autres bornes
supérieures importantes. La premiére affirme que pour tout graphe connexe et non régulier
G, x(G) < A(G), tandis que la seconde stipule que pour un graphe G de n sommets, si
G est un graphe complet ou un cycle de longueur impaire, alors x(G) = A(G) + 1.

Enfin, nous concluons ce chapitre par la démonstration d’un théoréme de Brooks, qui
fournit une meilleure borne supérieure pour le nombre chromatique. Celui-ci affirme que
pour un graphe connexe GG de n sommets, si G' n’est ni un graphe complet ni un cycle de
longueur impaire, alors x(G) < A(G).

Le troisiéme chapitre de ce travail explore la notion de coloriages propres distincts des
sommets d'un graphe, préparant ainsi le terrain pour l'introduction du second concept
central de ce travail : le polyndéme chromatique. Des coloriages propres distincts repré-
sentent différentes maniéres de colorer de maniére adéquate les sommets d'un graphe,
chaque coloriage étant considéré comme distinct si son arrangement de couleurs ne peut
étre transformé en un autre par une simple permutation.

Une fois cette notion établie, notre objectif est d’analyser le polynéme chromatique
de diverses familles classiques de graphes. Pour ce faire, nous commencons par introduire
la formule de Suppression-Contraction, qui permet de calculer récursivement le polynéme
chromatique d’un graphe donné. Cette formule stipule que pour un graphe G et I'une de
ses arétes e, le polynome chromatique de G satisfait I'équation Pg(2) = Po_c(2) — Pg.e(2).
En outre, afin de déterminer le polynome chromatique des graphes appartenant a la famille
des graphes bipartis complets, il est nécessaire d’introduire en premier lieu les nombres
de Stirling de seconde espéce. Le nombre de Stirling de deuxiéme espéce, noté S(n,m),
représente le nombre de partitions d’'un ensemble de n éléments en m sous-ensembles
non vides (non ordonnés). Nous démontrons notamment une relation de récurrence pour
ces nombres de Stirling, définie pour tout naturel n non nul et pour tout naturel m par
S(n,m) =mS(n—1,m)+ S(n—1,m— 1), ainsi qu’une forme close qui lie les factorielles
décroissantes aux puissances par le biais des nombres de Stirling :

2" = i S(n, i)zt
i=0

ou 2t =z(z—1)--- (2 —i+ 1) désigne la factorielle décroissante de i. Ainsi, nous verrons
que le polynoéme chromatique du graphe biparti complet K, , s’exprime en fonction de
deux nombres de Stirling :

Pitp,(2) = 323 S(m.i)S(n, )2
i=1 j=1

Par la suite, nous extrayons des informations cruciales sur les propriétés et la structure
d’un graphe a partir de son polynéme chromatique. Nous démontrons que le degré du
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polynéme chromatique correspond au nombre de sommets du graphe, que son coefficient
dominant est toujours égal & 1, que 'opposé du coefficient du deuxiéme terme de plus haut
degré correspond au nombre d’arétes du graphe, et que les termes du polynéme alternent
en signe. De plus, nous proposons une caractérisation des graphes connexes en fonction
du coefficient du terme en z dans le polynéme chromatique.

Nous abordons également les concepts d’équivalence chromatique et d’unicité chroma-
tique. Deux graphes sont considérés comme chromatiquement équivalents s’ils sont non
isomorphes mais possédent le méme polyndéme chromatique, tandis qu'un graphe G est
chromatiquement unique si, pour tout graphe H ayant le méme polynéme chromatique
que G, H est isomorphe a GG. Nous illustrons ces concepts a 'aide d’exemples tirés des
familles classiques de graphes étudiées dans ce travail.

Pour clore ce chapitre, nous mettons en évidence que tous les polynomes a coefficients
entiers ne correspondent pas a un polynéome chromatique, soulignant ainsi la complexité
de la relation entre les propriétés des graphes et leurs polyndémes chromatiques.

Pour terminer ce travail, remarquons qu’en théorie des graphes, de nombreux pro-
blémes présentent une complexité arbitrairement élevée, notamment les problemes de co-
loriage en toute généralité. Bien que le polynome chromatique puisse fournir directement
le nombre chromatique, il est difficile & calculer en raison de sa définition combinatoire.
Ainsi, ce mémoire se termine en examinant la complexité algorithmique du probléme de
coloration des sommets d'un graphe avec un nombre donné de couleurs. Il est établi que
la coloration des sommets d’un graphe peut étre résolue en temps polynomial lorsque le
nombre de couleurs est de deux ou moins. Cependant, dés que ce nombre dépasse trois,
le probléme devient NP-complet.



Chapitre 1

Le nombre chromatique d’un graphe
rappels

Ce chapitre a pour premier objectif de rappeler différentes définitions fondamentales
de la théorie des graphes et d’établir les notations qui seront employées tout au long de
ce travail.

Dans un deuxiéme temps, notre attention se portera sur le concept de nombre chroma-
tique d’un graphe. Avant d’approfondir cette notion, une section préliminaire fondamen-
tale sera dédiée a la définition du coloriage propre des sommets d’un graphe, établissant
ainsi la base pour la définition du nombre chromatique que nous allons étudier.

Par la suite, nous pourrions nous interroger sur la valeur du nombre chromatique pour
différentes catégories classiques de graphes. C’est pourquoi une section sera réservée a
I'introduction de ces diverses familles de graphes et a I’étude du nombre chromatique au
sein de celles-ci.

Pour cloturer ce premier chapitre, nous pourrions également nous questionner sur la
valeur du nombre chromatique pour des graphes moins courants dans la littérature. C’est
ainsi qu'une derniére section détaillera une méthode permettant de déterminer le nombre
chromatique pour deux types de graphes inhabituels.

1.1 Définitions préliminaires de théorie des graphes

Comme annoncé précédemment, dans cette section, nous présentons les définitions de
base utilisées en théorie des graphes, qui seront employées tout au long de ce travail. Les
références |15, [24] ont été consultées pour la rédaction de cette section.

Définition 1.1.1. Un graphe fini non orienté G est défini comme un couple (V, E) ou V
est un ensemble fini de sommets, et £ un ensemble (éventuellement vide) d’arétes qui est
une relation symétrique sur V' (i.e. s’il existe un arc qui relie le sommet u au sommet v,
alors il existe également un arc qui relie le sommet u au sommet v).

Une aréte d’un graphe ayant pour extrémités le méme sommet est appelée une boucle.
Un graphe G est qualifié de simple s’il ne contient aucune boucle, c’est-a-dire qu’aucune
aréte ne relie un sommet a lui-méme. Dans le cadre de ce travail, nous ne travaillerons
pas avec des multi-graphes, ce qui implique qu’il ne peut y avoir qu’une seule aréte reliant
deux sommets donnés du graphe.

Tout au long du travail, sauf mention explicite du contraire, nous considérerons des
graphes finis, non orientés et simples.
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Définition 1.1.2. Le nombre de sommets d'un graphe G = (V, E) est appelé ordre du
graphe et est noté par #V. Le nombre d’arétes du graphe G est appelé la taille du graphe
et est noté par #FE.

Dans le graphe G = (V, E), deux sommets v; et v; sont dits voisins ou adjacents si
I'aréte {v;,v;} est présente dans l'ensemble E des arétes du graphe (autrement dit, s’ils
sont reliés par une aréte). L'aréte {v;,v;} est dite incidente aux sommets v; et v;.

Le degré d’un sommet v, noté deg(v), correspond au nombre d’arétes incidentes a ce
sommet. Etant donné un graphe G = (V, E) d’ordre n, notons respectivement

A(G) = max{deg(v;) : i=1,...,n} et 6(G) = min{deg(v;) : i=1,...,n}

les degrés maximal et minimal des sommets du graphe G.
Un graphe G = (V| E) est dit k-régulier si pour tout sommet v € V', on a deg(v) = k.
Un ensemble indépendant est un ensemble de sommets deux & deux non adjacents.

Définition 1.1.3. Un sous-graphe d’'un graphe G = (V, E) est un graphe H = (V' E')
pour lequel V' C Vet E' C EN (V' x V’).

Définition 1.1.4. Soit G = (V, F) un graphe. Un chemin de longueur n > 1 est une suite
ordonnée de sommets vy, ..., v, telle que chaque paire de sommets consécutifs v; et v; ;1
(1 <i < n) est reliée par une aréte {v;,v;41} appartenant a I’ensemble des arétes E du
graphe G. Un tel chemin est dit simple si les arétes du chemin sont toutes distinctes et si
le chemin ne passe pas deux fois par un méme sommet. Dans le cas ou les extrémités v,
et v, du chemin sont identiques, on parle d’un cycle ou d’un circuit. Deux sommets v; et
v; sont dits connectés s’il existe un chemin les joignant.

Un graphe G = (V, E) est dit conneze si pour chaque paire de sommets dans le graphe,
il existe un chemin les reliant, i.e. si chaque paire de sommets est connectée. Sinon, lorsque
des sommets ne sont pas connectés, on dit que le graphe G est non connexe ou disconnecté.

Une composante conneze d’un graphe G = (V, F) est un sous-graphe H = (V' | E')
de G qui est a la fois connexe et maximal, i.e. aucun autre sous-graphe connexe de G
ne peut contenir H. Par conséquent, tout graphe connexe est composé exactement d’une
seule composante connexe.

Définition 1.1.5. Une face d’un graphe planaireE] G = (V, F) est une région du plan
délimitée par des arétes qui forment un cycle simple.

1.2 Notions de coloriage et de nombre chromatique

Tel que précédemment indiqué, ’objectif de cette seconde section est d’établir la défi-
nition du concept de nombre chromatique d’un graphe. A cet effet, il est essentiel d’intro-
duire la notion de coloriage propre d'un graphe et de I’exemplifier pour mieux appréhender
le sujet. Pour rédiger cette section, les références |15, 24, [27] ont été consultées.

Définition 1.2.1. Un coloriage des sommets d’un graphe G = (V, E') est une application
¢ :V — N qui assigne une couleur & chaque sommet du graphe GG. Chaque sommet v du
graphe sera associé a une couleur spécifique ¢(v).

Un coloriage ¢ des sommets d’'un graphe G = (V, E) est qualifié de propre lorsque
I’attribution des couleurs & chaque sommet du graphe G est telle que deux sommets

1. Une définition précise de cette notion sera fournie dans la section suivante.
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adjacents ne recoivent pas la méme couleur. Dans le cas contraire, on parle de coloriage
mpropre.

Si A € N\{0} représente le nombre de couleurs possibles pour colorer les sommets
du graphe G, alors un A-coloriage propre de G sera représenté par une fonction ¢ : V —
{1,..., A}, avec la contrainte que, pour toute paire de sommets {u, v} de VxV c(u) # c(v)
lorsque les sommets u et v sont adjacents dans G. On dira que G est un graphe A-colorable
s’il posséde un A-coloriage propre.

Remarque 1.2.2. Notons que pour obtenir un coloriage propre, il est permis d’attribuer
une méme couleur a deux sommets qui ne sont pas adjacents.

Observons aussi que dans le cas o un coloriage propre d’un graphe existe, ce graphe
est nécessairement sans boucle, c’est-a-dire qu’il prend la forme d’un graphe simple.

Remarque 1.2.3. Pour rappel, le graphe ligne d'un graphe G = (V, E), noté L(G), est
le graphe dont les sommets sont les arétes de G. De plus, deux sommets dans L(G) sont
adjacents si et seulement si les arétes correspondantes partagent un sommet commun dans
G, c’est-a-dire que les arétes correspondantes sont adjacentes.

Maintenant que la définition du graphe ligne a été évoquée, il est important de souligner
que plutdt que de se pencher sur le probléme de coloration des sommets du graphe initial,
il est possible de se concentrer sur le probléme dual de coloration des arétes du graphe ligne
correspondant. Ce probléme consiste a attribuer une couleur a chaque aréte du graphe
ligne de maniére a ce que deux arétes adjacentes recoivent des couleurs différentes.

Pour illustrer les différentes notions de la définition précédente, examinons I’exemple
suivant.

Exemple 1.2.4. Considérons le graphe G représenté a la figure qui est composé de
6 sommets et de 12 arétes.

A la figure , un coloriage propre de ce graphe est présenté, puisque des sommets
adjacents recoivent des couleurs distinctes. La présence d’une copie du graphe complet
K3 en tant que sous-graphe dans G sera par la suite un indicateur clair que le graphe G
n’est pas 2-colorable. En effet, nous verrons plus tard (& la proposition que cela
découle du fait que le graphe complet K3 nécessite trois couleurs distinctes pour colorer ses
sommets de maniére propre. De plus, étant donné que nous sommes parvenus a établir un
coloriage propre des sommets du graphe en utilisant trois couleurs, nous pouvons affirmer
que le graphe est 3-colorable.

En revanche, le coloriage du graphe illustré a la figure [1.1c| est impropre, car les
sommets adjacents 2 et 6, ainsi que 5 et 6, se sont vus attribuer la méme couleur (bleu),
i.e. ¢(2) = ¢(6) = c(5).

Remarquons que le coloriage proposé a la figure attribue une méme couleur a des
sommets non adjacents.

(a) Graphe G. (b) Un coloriage propre de G. (c¢) Un coloriage impropre de G.

FIGURE 1.1 — Illustration des notions de coloriages propre et impropre.
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Le concept de coloriage propre étant défini, tous les éléments sont en place pour définir
la premiére notion centrale de ce travail.

Définition 1.2.5. Le nombre chromatique d’'un graphe G = (V, E) correspond a la valeur
minimum de A pour laquelle le graphe G est A-colorable. Ce nombre sera noté x(G).
En d’autres termes, le nombre chromatique du graphe G est donné par :

X(G) := min{\ : G est A-colorable}.

Tout au long du travail, sauf mention explicite du contraire, nous adopterons la conven-
tion selon laquelle le terme coloriage des sommets d’un graphe désignera spécifiquement
un coloriage propre.

1.3 Le nombre chromatique de différentes familles de
graphes

Ayant établi la définition du nombre chromatique, nous allons maintenant présenter et
prouver plusieurs résultats qui nous renseignent sur la valeur de ce nombre pour les diverses
familles classiques de graphes que nous allons introduire. Pour ce faire, cette section suivra
la structure suivante : nous alternerons les définitions des familles classiques de graphes
avec les propriétés correspondantes concernant le nombre chromatique.

Il convient de noter que cette section constituera un atout pour établir le nombre
chromatique de graphes particuliers qui seront abordés ultérieurement.

Intéressons-nous d’abord au nombre chromatique des graphes vides. Le lecteur pourra
retrouver les concepts et résultats présentés dans le mémoire [21] et dans les notes de
cours [24].

Définition 1.3.1. Un graphe vide est un graphe G = (V| E) qui ne posséde aucune aréte,
i.e. son ensemble d’arétes F est vide (E = (). Le graphe vide d’ordre n € N sera noté E,.

Proposition 1.3.2. Le nombre chromatique du graphe vide E, est 1, i.e. x(E,) = 1.

Démonstration. Par construction, le graphe vide ne contient pas d’arétes, ce qui signifie
9 )
qu’aucun sommet n’est adjacent a un autre sommet. Par conséquent, il est évident qu'une

seule couleur (disons le bleu) suffit pour colorer tous les sommets du graphe E,,. ]
[ ] o [ ]
L [ ] ®

FIGURE 1.2 — Le nombre chromatique du graphe vide Ejg est 1.

Intéressons-nous a présent aux graphes planaires, une notion issue des notes de cours [24].

Définition 1.3.3. Un graphe est dit planaire s’il peut étre représenté dans le plan de
telle maniére que les sommets et les arétes du graphe sont disposés de sorte qu’aucune
paire d’arétes ne se croise. Si une telle représentation dans le plan n’existe pas, on dit que
le graphe est non planaire.
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Exemple 1.3.4. Le graphe situé a gauche de la figure [.3] est un graphe planaire. En
effet, il peut étre représenté dans le plan sans que ses arétes ne se croisent en déplacant
simplement le sommet 1 au centre du triangle formé par les sommets 2, 3 et 4. Cette
transformation donne lieu au méme graphe, car seule sa représentation change. Ce dernier
est illustré a droite dans la figure [I.3]

2
2
| ]
/I\
/
/
/

\

/1N

/ 1
. N
N

\
\
/ e
) I \.
o 3

FIGURE 1.3 — Illustration de la notion de graphe planaire.

4

Le nombre chromatique des graphes planaires est étroitement lié au théoréme des
quatre couleurs, qui a été démontré en 1976 par les mathématiciens Kenneth Appel (1932
—2013) et Wolfgang Haken (1928 — 2022). Avant de présenter briévement quelques détails
sur la preuve élaborée par ces deux scientifiques [29], rappelons d’abord ’énoncé du célébre
théoréme en question, qui sera considéré comme admis dans ce travail.

Théoréme 1.3.5 (Théoréme des quatre couleurs, Appel & Haken, 1976). Quatre
couleurs suffisent pour colorer n’importe quelle carte découpée en régions connexes, de
maniere telle que deux régions adjacentes recoivent des couleurs distinctes.

Pour prouver ce théoréme, Appel et Haken ont identifié un ensemble inévitable de 1482
configurations réductibles : autrement dit, toute carte non 4-colorable doit contenir I'une
des 1482 configurations et chacune de ces configurations est réductible. Il est important
de noter que cette preuve du théoréme des quatre couleurs a été assistée par ordinateur
et a suscité des critiques car elle était extrémement longue et complexe, rendant difficile
sa vérification manuelle dans son intégralité. Pour des explications plus détaillées et une
preuve rigoureuse du théoréme des quatre couleurs, vous pouvez vous référer a 'article
intitulé "Every Planar Map is Four Colorable" [2], publié en 1989 par les mathématiciens
Appel et Haken.

Grace au théoréme des quatre couleurs, nous pouvons obtenir un résultat concernant
le nombre chromatique des graphes planaires. Pour expliquer cela, commengons par com-
prendre la raison pour laquelle tout graphe planaire peut étre représenté par le graphe
dual d’une carte géographique, en nous appuyant sur leurs définitions issues des notes de
cours [24].

Une carte géographique est essentiellement une collection de pays (régions) avec des
frontiéres communes, ou chaque pays peut étre vu comme une face. Cette carte géogra-
phique peut étre représentée sous forme d’un graphe planaire, appelé le graphe dual de
la carte géographique, en placant un sommet dans chaque pays et en connectant deux
sommets par une aréte si les pays correspondants partagent une frontiére. En d’autres
termes, chaque sommet dans le graphe dual représente un pays de la carte, et les arétes
représentent les frontiéres partagées entre les pays.

Analysons & présent la correspondance entre les graphes planaires et leurs graphes
duaux. Par construction, chaque face d’un graphe planaire correspond & un sommet dans
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son graphe dual, et chaque aréte entre deux faces dans le graphe planaire correspond a
une aréte reliant les sommets correspondants dans le graphe dual. Cette correspondance
établit donc une relation intrinseque entre les structures des graphes planaires et de leurs
graphes duaux.

Examinons désormais le graphe dual d’un graphe planaire. Cette configuration assure
que les pays de la carte géographique correspondent aux sommets du graphe dual, et que
les frontiéres partagées entre les pays sont représentées par les arétes du graphe dual.

En combinant ces points, nous pouvons constater qu'un graphe planaire peut étre
représenté par le graphe dual d'une carte géographique en utilisant la correspondance entre
les faces d'un graphe planaire et les sommets de son graphe dual. Cette représentation
permet de visualiser les relations entre les régions géographiques et leurs frontiéres.

Par conséquent, les deux problémes de coloriage sont équivalents, puisqu’ils consistent
tous deux & attribuer des couleurs de maniére & ce que des pays (régions) adjacents
regoivent des couleurs différentes, que ce soit sur la carte géographique elle-méme (& savoir,
le graphe planaire) ou sur le graphe dual de la carte géographique. Ainsi, le théoréme des
quatre couleurs garantit que seulement quatre couleurs sont nécessaires pour réaliser cette
coloration de maniére appropriée.

En conclusion, nous obtenons le résultat suivant (issu de la section 3.3 de la réfé-
rence [21]), dont la preuve découle directement du théoreme [1.3.5]

Corollaire 1.3.6. Le nombre chromatique d’un graphe planaire G est toujours inférieur
ou égal a quatre, i.e. x(G) < 4.

Penchons-nous a présent briévement sur la notion de graphes isomorphes, issue des
notes de cours [24].

Définition 1.3.7. Deux graphes G; = (Vi, Ey) et Gy = (Va, Es) sont isomorphes s'’il
existe une bijection f : V; — V5 entre les sommets de G et ceux de G telle que {u, v}
est une aréte de Gy si et seulement si {f(u), f(v)} est une aréte de Go. Autrement dit,
deux graphes sont dits isomorphes s’ils ont le méme nombre de sommets et la méme
configuration de connexions entre ces sommets, méme si les étiquettes attribuées a chaque
sommet peuvent différer.

De cette définition, nous pouvons déduire directement le résultat suivant.
Proposition 1.3.8. Si G et G' sont deuz graphes isomorphes, alors x(G) = x(G").

Focalisons-nous désormais sur des caractérisations des graphes bipartis et du nombre
chromatique. Avant d’énoncer et de prouver divers résultats, rappelons d’abord la défini-
tion d’un graphe biparti, qu’il soit complet ou non. Le livre [15] et les notes de cours [24]
ont été consultés pour définir le concept suivant.

Définition 1.3.9. Un graphe G = (V, E) est dit biparti lorsque ’ensemble des sommets V'
peut étre partitionné en deux sous-ensembles disjoints V] et V5 de sorte qu’aucun sommet
d’un sous-ensemble ne soit adjacent & un sommet du méme sous-ensemble. Autrement
dit, chaque aréte a une extrémité dans V; et 'autre dans V5 (i.e. E C V) x V5).

Un graphe biparti complet est un graphe biparti dont ’ensemble des sommets est parti-
tionné en les deux sous-ensembles disjoints V] et V5, de cardinalité m et n respectivement
(ot m,n € N\{0}), et qui est tel que chaque sommet du sous-ensemble V; est adjacent a
tous les sommets du sous-ensemble V5 et inversement (i.e. £ = V; x V3). Un tel graphe
sera noté K, .
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FIGURE 1.4 — Le graphe biparti complet K3 4.

Une premiére caractérisation importante est la suivante, dont la preuve est issue des
notes de cours [14, 21].

Proposition 1.3.10. Un graphe G avec au moins une aréte (i.e. non vide) est biparti si
et seulement si x(G) = 2.

Démonstration. Tout d’abord, montrons que la condition est nécessaire. Supposons que
G = (V,E) est un graphe avec au moins une aréte et qu’il s’agit d'un graphe biparti
dont la partition des sommets est donnée par V' = V; U V5. En utilisant la couleur rouge
pour les sommets de V] et la couleur verte pour les sommets de V5, il est évident, selon
la définition [I.3.9] que chaque aréte du graphe G a des extrémités de couleurs différentes.
Par conséquent, puisque le graphe G contient au moins une aréte, nous obtenons que
X(G) =2.

A présent, montrons que la condition est suffisante. Supposons que x(G) = 2, i.e.
le graphe G est 2-colorable. Dans cette situation, le graphe G doit contenir au moins
une aréte, sinon une seule couleur serait suffisante pour colorer tous ses sommets sans
enfreindre la régle de la coloration. Supposons que les deux couleurs sont le rouge et le vert.
Définissons I'ensemble 1V} comme I’ensemble des sommets colorés en rouge et I’ensemble
Vy comme 'ensemble des sommets colorés en vert. Etant donné que le coloriage proposé
est adéquat, il est clair que les ensembles V] et V5 sont deux ensembles indépendants :
aucune aréte ne relie deux sommets appartenant au méme ensemble. Cela implique que
chaque aréte a un sommet d’extrémité dans V; et I'autre dans V5. Par conséquent, selon
la définition [1.3.9] nous pouvons en conclure que G est un graphe biparti dont la partition
des sommets est donnée par V =V} U V5. O

FIGURE 1.5 — Le nombre chromatique de ce graphe biparti (non complet) est 2.
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Un autre théoréme caractérisant les graphes bipartis (dont la preuve est issue de la
section 2.1 du livre |10]), souvent désigné dans la littérature sous le nom de théoréme de
Kénig, est formulé comme suit.

Théoréme 1.3.11 (Konig, 1936). Un graphe G est biparti si et seulement si il ne
contient pas de cycle de longueur impaire.

Démonstration. Tout d’abord, montrons que la condition est nécessaire. Supposons que
G = (V, E) est un graphe biparti dont la partition des sommets est donnée par V = V;UV5.
Procédons par ’absurde et supposons donc que le graphe G contient au moins un cycle
vy, ..., v, de longueur impaire n, noté C,. Nous supposons sans perte de généralité que
le premier sommet du cycle, vy, appartient a V;. Puisque le graphe G est biparti, par la
définition [1.3.9] nous constatons par récurrence que pour tout indice ¢ € {1,...,n}, nous
avons v; € Vi si ¢ est impair et v; € V5 si ¢ est pair. Cependant, nous savons que v; € V) et
que laréte {v,, v} € C,,. Comme n est impair, cela signifie que v,, € V. Cela méne a une
contradiction car cela implique que laréte {v,,v1} € E a ses deux extrémités dans V7, ce
qui contredit I’hypotheése selon laquelle G' est un graphe biparti. Par conséquent, nous en
concluons qu’un graphe biparti ne peut pas contenir de cycle de longueur impaire.

A présent, montrons que la condition est suffisante. Supposons que G' = (V, E) soit un
graphe qui ne contient pas de cycle de longueur impaire, et démontrons qu’il est biparti.
Il est évident que si le graphe G est composé d’un seul sommet, alors il est biparti.
Considérons maintenant que G est un graphe non trivial. Nous supposons sans perte de
généralité que G est un graphe connexe, quitte a considérer chaque composante connexe de
G séparément. Notre objectif est de déterminer une partition de ’ensemble des sommets
V de G en deux ensembles indépendants. Soit d(u,v) la longueur d’un plus court chemin
joignant les deux sommets u et v dans G. Choisissons un sommet arbitraire v dans G et
définissons les deux ensembles de sommets suivants :

e [ correspond a 'ensemble des sommets tels qu'un plus court chemin d(v, w), pour
chaque sommet w de V', soit de longueur impaire ;

e P correspond a 'ensemble des sommets tels qu'un plus court chemin d(v,w), pour
chaque sommet w de V', soit de longueur paire, i.e. P =V \ [.

Il est évident que I et P sont des ensembles disjoints, i.e. INP =), et V = I U P. Il nous
reste a prouver que I et P sont des ensembles indépendants. Pour ce faire, procédons par
I'absurde et supposons que deux sommets u et w de I (resp. P) sont adjacents. Soient P,
et P,, des plus courts chemins entre les sommets v et u, et v et w, respectivement. Par
construction, P,, est un chemin de longueur impaire (resp. paire), et il en va de méme
pour P,,. Par conséquent, le cycle formé par P,,, {u,w}, P,, est dans G et a une longueur
égale a d(v,u) + 1 + d(w,v), qui est impaire, ce qui contredit ’hypothése que le graphe
GG ne contient pas de cycle de longueur impaire. Ainsi, aucune paire de sommets dans [
(resp. P) ne peut étre constituée de sommets adjacents. Par conséquent, I et P sont des
ensembles indépendants qui partitionnent ’ensemble des sommets V' de G. Cela prouve
que le graphe G est biparti. O

En combinant les deux résultats précédents, nous pouvons déduire le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.12. Un graphe G avec au moins une aréte (i.e. non vide) ne contient pas
de cycle de longueur impaire si et seulement si x(G) = 2.

Etudions a présent, grace au mémoire |1] et aux notes de cours [24], le nombre chro-
matique des graphes appartenant a la famille des graphes complets.
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Définition 1.3.13. Un graphe complet est un graphe G = (V, E) pour lequel chaque
paire de sommets est reliée par une aréte, i.e. £ =V x V \ {(v,v) : v € V}. Le graphe
complet d’ordre n € N\{0} sera noté K,,.

Proposition 1.3.14. Le nombre chromatique du graphe complet K, est égal au nombre
n de sommets, i.e. x(K,) = n.

Démonstration. Par construction, tous les sommets sont adjacents dans un graphe com-
plet. Par conséquent, les n sommets du graphe complet K,, doivent tous avoir des couleurs
différentes pour garantir un coloriage propre. O

FIGURE 1.6 — Le nombre chromatique du graphe complet K5 est 5.

A partir de cette proposition, nous pouvons dériver le corollaire établissant
une borne inférieure pour le nombre chromatique d’un graphe en fonction de 'ordre
maximal d’une clique. Avant de présenter ce corollaire et de le démontrer, il est nécessaire
d’introduire d’abord les nouvelles notions suivantes. Les références [1, |21, 24| ont été
consultées pour rédiger les concepts et les résultats suivants.

Définition 1.3.15. Soient G = (V, E) un graphe et W un sous-ensemble de V. Le sous-
graphe de G induit par W est défini comme le sous-graphe H = (W, E’) pour lequel
E' = En (W x W). En d’autres termes, H est un sous-graphe obtenu en sélectionnant
certains sommets de G (ceux appartenant a 1), puis en considérant toutes les arétes de G
qui relient ces sommets (c’est-a-dire les arétes dont les deux extrémités se trouvent dans

Si W C V est tel que le sous-graphe induit par W ne contient aucune aréte, alors
les sommets de W sont dits indépendants. Le nombre maximal de sommets indépendants
dans G est noté a(G). En d’autres termes, a(G) est la taille du plus grand ensemble de
sommets que 'on peut choisir dans G sans qu’il y ait d’aréte entre eux.

Définition 1.3.16. Une cliqgue dans un graphe non orienté et simple G = (V, F) est
un sous-graphe H = (V' E’) de G tel qu'il existe une aréte entre chaque paire de ses
sommets. Remarquons que le fait que chaque paire de sommets dans une telle clique H
soit reliée par une aréte en fait un graphe complet K,,, ot n correspond a 'ordre de H.

L’ordre d’une clique est défini comme le nombre de sommets qui la composent. L’ ordre
mazximal d’une clique dans G est noté w(G). En d’autres termes, w(G) est la plus grande
valeur de n pour laquelle le graphe complet K,, est un sous-graphe induit de G.

Remarque 1.3.17. Comme chaque graphe non vide contient (au minimum) un K
comme sous-graphe induit, w(G) est une quantité bien définie.
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Pour démontrer le corollaire que nous souhaitons présenter, il est essentiel de précéder
cela en énoncant le lemme suivant, dont la preuve est évidente.

Lemme 1.3.18. Soient G = (V, E) un graphe et H = (V' E') un sous-graphe de G.
Alors x(G) > x(H).

En effet, cela découle du fait que deux sommets voisins dans un sous-graphe implique
qu’ils étaient déja voisins dans le graphe de départ. De plus, le sous-graphe ne crée pas
de contraintes supplémentaires, puisque des sommets qui ne sont pas adjacents dans le
graphe d’origine le resteront dans le sous-graphe. En réalité, le sous-graphe peut méme
avoir moins de contraintes, en vertu de la définition d’un sous-graphe.

Maintenant que nous avons introduit les deux définitions précédentes ainsi que le
lemme précédent, nous sommes en mesure de présenter et de démontrer le corollaire
suivant.

Corollaire 1.3.19. Pour tout graphe G, on a x(G) > w(G).

Démonstration. Supposons que H soit un sous-graphe induit de G isomorphe a K, q),
qui existe par définition vu la remarque [1.3.17, On peut alors conclure que

X(G)

v

(H) par le lemme [I.3.18

X
X(Ku(w) par la proposition [1.3.8
w(G) par la proposition [1.3.14] ]

Pour illustrer cette propriété, regardons l’exemple suivant.

Exemple 1.3.20. Considérons le graphe de Poussin P composé de 15 sommets et de 39
arétes, illustré a la figure . Le nombre chromatique de ce graphe, noté x(P), est égal
a 4.

Ce résultat découle de la présence d’une copie du cycle C'5 de longueur impaire, formée
par les sommets 3, 6, 10, 14 et 9. Nous verrons par la suite (& la proposition [1.3.30)) que
cette observation est un indicateur clair que 1'utilisation d’au moins trois couleurs est
nécessaire pour colorer les sommets de P.

De plus, nous constatons que pour éviter que deux sommets adjacents ne recoivent la
méme couleur, une quatriéme couleur est requise : cela s’explique par le fait que le sommet
2 est adjacent a tous les sommets du cycle C5 identifié précédemment, lequel exigeait déja
I'utilisation de trois couleurs.

Nous en concluons que le graphe P est 4-colorable, puisqu’un coloriage utilisant quatre
couleurs est illustré a la figure [1.7h]

Maintenant, cherchons la valeur de 1'ordre maximal d’une clique dans P, notée w(P).
Nous pouvons observer que la plus grande valeur de n pour laquelle K,, forme une clique
dans le graphe de Poussin P est 3. En effet, le graphe de Poussin contient des copies
des graphes complets K, Ky et K3, mais ne contient pas de copies des graphes complets
d’ordre supérieur. Par conséquent, nous obtenons w(P) = 3. Une clique d’ordre trois est
formée des sommets 4, 7 et 14, et elle est mise en évidence en rouge dans la figure [I.8

Au final, nous constatons que 3 = w(P) < x(P) = 4.
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(a) Le graphe de Poussin.

FIGURE 1.7 — Le nombre chromatique du graphe de Poussin est de 4.

FIGURE 1.8 — w(P) = 3.

Nous pouvons également nous concentrer sur le nombre chromatique des arbres. Les
notes de cours [21], le mémoire [24] et le livre |27] ont été parcourus pour rédiger ce qui
suit.

Définition 1.3.21. Un arbre est un graphe G = (V, E') qui est a la fois connexe et sans
cycle. Un sommet v dans un arbre est appelé feuille s’il posséde exactement un voisin.
L’ensemble des arbres composés de n sommets et de n — 1 arétes, ot n est un naturel non
nul, sera noté 7,.

Proposition 1.3.22. Le nombre chromatique d’un arbre T € T, (n > 2) est 2, i.e.
xX(T) = 2.

Démonstration. Procédons par récurrence sur le nombre de sommets n > 2 de I'arbre.
Tout d’abord, le cas de base n = 2 est évident puisqu’un arbre a deux sommets peut
étre coloré avec deux couleurs différentes en attribuant une couleur par sommets.
Supposons maintenant que la propriété est vraie pour tout arbre d’ordre n (n > 2),
c’est-a-dire que tout arbre & n sommets peut étre coloré en utilisant seulement deux
couleurs. Pour I'induction, considérons un arbre d’ordre n+1 et choisissons arbitrairement
une feuille f de 'arbre. En supprimant cette feuille, nous obtenons un arbre d’ordre n.
Par hypotheése de récurrence, nous pouvons colorer cet arbre d’ordre n avec deux couleurs
différentes, disons rouge et vert. A présent, si nous replacons le sommet f et examinons
la couleur de son voisin v dans ’arbre d’ordre n, nous pouvons colorer f en rouge si v est
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coloré en vert, sinon nous colorons f en vert. Cette étape garantit que seulement deux
couleurs sont nécessaires pour colorer ’arbre d’ordre n + 1.

Par conséquent, en utilisant I’argument de récurrence, nous montrons que tout arbre
peut étre coloré en utilisant seulement deux couleurs. O

FIGURE 1.9 — Illustration de tous les arbres a 4 sommets (& isomorphisme prés) et de la
propriété selon laquelle leur nombre chromatique est égal a 2.

Remarque 1.3.23. Il convient de souligner que tout arbre est toujours un graphe biparti.
En effet, nous avons défini un arbre comme un graphe connexe et sans cycle, et le théoréme
de Konig [1.3.11] affirme qu'un graphe est biparti si et seulement si il ne contient pas de
cycle de longueur impaire. Or, étant donné que les arbres sont dépourvus de cycles, ils ne
contiennent pas non plus de cycles de longueur impaire. Par conséquent, le théoréme de
Konig nous assure que tous les arbres sont effectivement des graphes bipartis.

De la proposition précédente concernant le nombre chromatique des arbres émergent
deux résultats, portant respectivement sur le nombre chromatique des graphes en étoile
et celui des chemins.

Définition 1.3.24. Un graphe en étoile d’ordre n (ot n est un nombre naturel supérieur
ou égal a 2), également appelé n-étoile, est un arbre composé de n sommets, ou un sommet
est de degré n — 1 et ot tous les autres sommets sont de degré 1. Par conséquent, ce type
de graphe en ¢étoile est isomorphe au graphe biparti complet K ,_;. Un tel graphe sera
noté .S,,.

Corollaire 1.3.25. Le nombre chromatique d’un graphe en étoile S, (n > 2) est 2, i.e.
X(Sp) =2.

Démonstration. En se basant sur la définition [1.3.24] un graphe en étoile d’ordre n est
un arbre d’ordre n. Par conséquent, la propriété recherchée découle directement de la

proposition [1.3.22] O

FIGURE 1.10 — Le nombre chromatique du graphe en étoile Sy est 2.
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Définition 1.3.26. Un chemin d’ordre n, ott n est un naturel non nul, est un graphe
G = (V, E) caractérisé par une suite ordonnée de sommets vy, vy, ..., v, ou chaque paire
de sommets consécutifs {v;, v;11} forme une aréte du graphe pour chaquei € {1,...,n—1}.
En d’autres termes, un chemin contenant au moins deux sommets est un graphe connexe
ol les deux sommets aux extrémités sont de degré 1, tandis que tous les autres sommets
sont de degré 2. Un tel graphe sera noté P,. La longueur d’un chemin correspond au
nombre d’arétes qu’il contient.

Corollaire 1.3.27. Le nombre chromatique d’un chemin P, (n > 2) est2, i.e. x(P,) = 2.

Démonstration. En se basant sur la définition [I.3.26] un chemin d’ordre n peut étre vu
comme un graphe connexe et sans cycle. Selon la définition [1.3.21] il peut également
étre pergu comme un arbre d’ordre n. Par conséquent, la propriété recherchée découle

directement de la proposition [1.3.22] O]
@ @ @ @ @

FIGURE 1.11 — Le nombre chromatique du chemin Pj est 2.

Remarque 1.3.28. Notons que tout chemin est un graphe biparti puisqu’un chemin est
un arbre particulier.

Pour conclure cette section, portons maintenant notre attention sur le nombre chroma-
tique des graphes appartenant respectivement a la famille des cycles et a celle des graphes
roues. Le lecteur pourra retrouver les concepts et les résultats présentés par la suite dans
le mémoire [21] et dans les notes de cours [24].

Définition 1.3.29. Un cycle d’ordre n (oit n est un naturel supérieur a 3), également
appelé n-cycle, est un graphe G = (V, E) caractérisé par une suite ordonnée de sommets
U1, V2, ..., U,, 1 OU chaque paire de sommets consécutifs {v;,v;11} forme une aréte du
graphe pour chaque i € {1,...,n — 1} et ou il existe une aréte reliant les sommets v; et
v,. Un tel graphe sera noté C,.

Proposition 1.3.30. Le nombre chromatique d’un cycle C,, (n > 3) est 2 si n est pair
et 3 st n est impair, i.e.

2 sin est pair,
X(Cn) = o
3 st n est impair.
Démonstration. Vu les définitions [1.3.26] et [.3.29] on peut voir un cycle d’ordre n comme
un chemin d’ordre n, caractérisé par une suite ordonnée de sommets adjacents vy, ..., v,,

auquel on ajoute une aréte entre les sommets v,, et v;.

Tout d’abord, examinons le cas ot C), est un cycle composé d’un nombre pair n de
sommets, i.e. n = 2k avec k un nombre naturel supérieur a 2. Dans ce cas, le résultat est
évident. En effet, vu le corollaire [1.3.27] les sommets du chemin vy, ..., vy, peuvent étre
colorés en utilisant deux couleurs, disons rouge et vert, comme suit : les sommets d’indice
impair en rouge et les sommets d’indice pair en vert. Dans le cycle Cyy, les sommets v; et
vgr sont adjacents et puisqu’ils sont respectivement colorés en rouge et en vert, le coloriage
proposé utilisant deux couleurs est valide.
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Passons maintenant au cas ou C, est un cycle composé d’un nombre impair n de
sommets, i.e. n = 2k + 1 avec k un nombre naturel non nul. En supprimant un sommet
arbitraire du cycle Cyy 1, nous obtenons un chemin d’ordre pair 2k. Supposons sans perte
de généralité que nous supprimons le sommet vq, 1 du cycle. En procédant de la sorte,
nous obtenons le chemin Py caractérisé par la suite ordonnée de sommets vy, ..., v9r. Par
le corollaire et en utilisant le méme raisonnement que précédemment, les sommets
du chemin P,; d’ordre pair peuvent étre colorés en utilisant deux couleurs, disons rouge
et vert, comme suit : les sommets d’indice impair en rouge et les sommets d’indice pair
en vert. A présent, si nous replacons le sommet vy, 1 et examinons la couleur de ses
voisins vy et vy, dans le cycle Cy,y1, nous observons que les sommets v, et v sont
respectivement colorés en rouge et en vert. Par conséquent, une troisiéme couleur, disons
bleu, est nécessaire pour colorer le sommet wvo; 1 afin d’obtenir un coloriage valide du
cycle Uy, 1 d’ordre impair. O

FIGURE 1.12 — Les nombres chromatiques des graphes C5 et Cg sont de 3 et 2, respecti-
vement.

De cette proposition découle directement un résultat, portant sur le nombre chroma-
tique des graphes roues.

Définition 1.3.31. Un graphe roue d’ordre n + 1, ot n est un nombre naturel supérieur
ou égal a 3, est obtenu en prenant un cycle C,, d’ordre n et en ajoutant un nouveau
sommet v adjacent & chaque sommet du graphe cycle. Le sommet v est appelé centre du
graphe roue et les arétes incidentes a ce sommet central v sont appelées rayons du graphe
roue. Un tel graphe en forme de roue sera noté W, ;.

Proposition 1.3.32. Le nombre chromatique d’un graphe roue Wy,11 (n > 3) est 3 sin
est pair et 4 si n est impair, i.e.

3 st n est pair,

X(Whi1) = {

4 sin est impair.

Démonstration. Selon la définition [1.3.31] un graphe roue W,,,; est construit en prenant
un cycle C, et en ajoutant un nouveau sommet v adjacent a chaque sommet du graphe
Ch.

Vu la proposition nous savons qu’au moins deux (resp. trois) couleurs sont
nécessaires pour colorer les sommets d'un cycle d’ordre pair (resp. impair). De plus, étant
donné que le centre du graphe roue v est adjacent a tous les sommets du cycle C,,, une
couleur supplémentaire est nécessaire pour colorer le sommet v. Par conséquent, le nombre
chromatique de W, est donné par :

X(Wn—i-l) = X(Cn> + L. L
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FIGURE 1.13 — Les nombres chromatiques des graphes roues W5 et Wiy sont de 3 et 4,
respectivement.

Avant d’aborder la prochaine section du chapitre, il convient de souligner qu'un graphe
complet, un chemin, un cycle, un arbre et un graphe en étoile, constitués d’un seul sommet,
sont tous équivalents au graphe vide a un seul sommet E;. Par conséquent, leur nombre
chromatique est égal a 1.

1.4 Le nombre chromatique de graphes inhabituels

Dans cette section, notre objectif est de déterminer le nombre chromatique de deux
nouveaux exemples de graphes. Ceux-ci ne font pas partie des familles de graphes traitées
précédemment, ce qui rend leur étude particuliérement intéressante, car nous ne disposons
pas a priori d’un résultat nous fournissant directement la valeur de leur nombre chroma-
tique. Le but de cette section est de mettre en pratique les résultats établis dans la section
précédente. Ce processus nous permettra ainsi d’illustrer la pertinence et la robustesse de
nos méthodes dans des contextes variés.

Commengons par examiner le graphe de Wiener-Araya, illustré a la figure [I.14a] qui
est un graphe planaire possédant 42 sommets, 67 arétes et dont tous ses sommets ont
un degré de 3 ou 4. Mentionnons que ce graphe occupe une place significative dans la
recherche d’un plus petit graphe hypohamiltonien, comme l'indique 'article [19].

Présentons briévement le concept ainsi que les différentes avancées dans ce domaine.
Le lecteur pourra approfondir les différents faits mentionnés (avec plus de détails) dans
ce méme article [19).

Un graphe hypohamiltonien est défini comme un graphe qui n’est pas hamiltonien,
ce qui signifie qu’il ne contient pas de circuit hamiltonien, c’est-a-dire qu’il ne posséde
pas de circuit passant une et une seule fois par chaque sommet du graphe. Cependant, la
suppression de n’importe quel sommet de ce graphe permet de le rendre hamiltonien.

Cette propriété des graphes a été étudiée pour la premiére fois dans les années 1960,
avec le graphe de Petersen (non planaire) comme exemple initial connu. Cependant, en
1973, le mathématicien Vaclav Chvatal a soulevé la question du plus petit graphe hy-
pohamiltonien planaire. Depuis lors, plusieurs mathématiciens se sont attelés a résoudre
ce probléme et a améliorer les résultats antérieurs. Parmi eux, Gdbor Wiener et Makoto
Araya ont réalisé une avancée en 2011 en identifiant un graphe hypohamiltonien planaire
contenant 42 sommets (illustré a la figure [1.14). Cette découverte a donné lieu a la rédac-
tion d’un article intitulé "On Planar Hypohamiltonian Graphs" [28|, publié¢ en 2012 par
les deux mathématiciens.
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(a) Le graphe de Wiener-Araya ne posséde (b) Le graphe de Wiener-Araya sans le som-

pas de circuit hamiltonien. met 11 posséde un circuit hamiltonien, re-
présenté en vert.

FIGURE 1.14 — Le graphe de Wiener-Araya est un graphe hypohamiltonien planaire.

Toutefois, cette borne de 42 sommets a été surpassée quelques années plus tard grace a
I’assistance de I'informatique. En effet, une recherche assistée par ordinateur a conduit a la
découverte de 25 graphes hypohamiltoniens planaires possédant 40 sommets, améliorant
ainsi la borne précédente. Cette avancée est détaillée dans l'article "Planar Hypohamil-
tonian Graphs on 40 Vertices" [19].

A T'heure actuelle, la question posée par Chvétal suscite toujours l'intérét des mathé-
maticiens et des chercheurs en théorie des graphes.

Exemple 1.4.1. Le nombre chromatique du graphe de Wiener-Araya, noté W, est égal
a 3. En effet, nous pouvons observer, grace a la figure [I.15, que chacune des faces du
graphe est pentagonale, i.e. délimitée par un cycle simple de 5 arétes. Puisque ce cycle est
de longueur impaire, la proposition nous indique que 'utilisation d’au moins trois
couleurs est nécessaire pour colorer les sommets de chaque cycle de telle maniére que deux
sommets adjacents ne regoivent pas la méme couleur, i.e. x(W) > 3. De plus, étant donné
que le graphe W est planaire, le corollaire du théoréme des quatre couleurs nous
assure que (W) < 4. En outre, une coloration possible des sommets du graphe d’intérét
est illustrée a la figure [1.15] et elle requiert 'utilisation de seulement trois couleurs, i.e.
x(W) < 3. Par conséquent, nous obtenons le résultat souhaité, a savoir x(W) = 3.

@

O

FIGURE 1.15 — Le graphe de Wiener-Araya est 3-colorable.
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Le second exemple que nous allons examiner est le graphe de Goldner-Harary. Il s’agit
d’un graphe planaire qui comprend 11 sommets et 27 arétes. En 1975, les mathématiciens
Anita Goldner et Frank Harary ont démontré que ce graphe est le plus petit graphe
planaire maximal non hamiltonien, comme indiqué a la page 2 de 'article |7]. Cela signifie
qu’il est planaire et qu’on ne peut pas lui ajouter d’aréte supplémentaire sans perdre sa
planarité. De plus, il ne contient pas de circuit hamiltonien.

En outre, le graphe de Goldner-Harary est un exemple de graphe parfait. Cela signifie
que le nombre chromatique de chaque sous-graphe induit est égal a l'ordre de la plus
grande clique dans ce sous-graphe induit, comme défini dans la section 14.4 du livre [9]. En
d’autres termes, les propriétés de coloration et de clique de ce graphe sont intrinséquement
liées.

Enfin, il est important de noter que ce graphe est 3-connexe. Cela signifie qu’il est
connecté et que pour le disconnecter, il faut au moins supprimer 3 sommets, conformément
a la définition

Exemple 1.4.2. Le nombre chromatique du graphe de Goldner-Harary, noté GG, est égal
a 4. En effet, vu la figure [I.16], nous constatons la présence d’une copie du graphe complet
K4 en tant que sous-graphe dans G. Cela permet d’affirmer, selon la proposition [1.3.14
et le corollaire [I.3.19, qu'il faut au moins quatre couleurs pour colorer les sommets de
Ky, d’ou x(G) > 4. De plus, étant donné que le graphe G est planaire, le corollaire
du théoreme des quatre couleurs nous assure que x(G) < 4. Par conséquent, nous
concluons que x(W) = 4. Une coloration possible des sommets du graphe d’intérét est
illustrée a la figure [1.16]

FIGURE 1.16 — Le graphe de Goldner-Harary est 4-colorable.
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Chapitre 2

Encadrement du nombre chromatique
d’un graphe

Dans ce deuxiéme chapitre, notre objectif est de déterminer les valeurs possibles du
nombre chromatique. Pour répondre a cette question, nous présentons et illustrons divers
résultats qui permettent d’établir des bornes inférieures et supérieures pour le nombre
chromatique, offrant ainsi une idée de la quantité minimale et/ou maximale de couleurs
nécessaires (mais non suffisantes) pour réaliser le coloriage d'un graphe. De plus, dans
certains cas, nous constatons que les bornes fournies par les résultats sont atteintes pour
des familles particuliéres de graphes.

Dans le but d’illustrer les différentes bornes du nombre chromatique d’un graphe que
nous étudierons ultérieurement, nous allons introduire une nouvelle famille de graphes
particuliers : les graphes obtenus a partir de la construction de Mycielski.

2.1 Les graphes de Mycielski

Pour rédiger cette section, les notes de cours [6], la section 14.3 du livre [9], I'article [22]
et la section 5.2 du livre [27] ont été consultés.

La construction de Mycielski est une méthode qui permet de construire des graphes
sans triangle, c’est-a-dire des graphes qui n’ont pas de sous-graphes isomorphes au graphe
complet K73, ayant un nombre chromatique arbitrairement grand.

Cette construction a été développée par le mathématicien polono-américain Jan My-
cielski (1932 — présent) en 1955 dans le but d’obtenir le résultat suivant : & partir d’un
graphe sans triangle G ayant un nombre chromatique égal a k, la construction de My-
cielski produit un nouveau graphe sans triangle G’ avec un nombre chromatique égal a
kE+1.

Décrivons maintenant cette construction de maniére formelle.

Définition 2.1.1. A partir d’un graphe G, la construction de Mycielski produit un nou-
veau graphe G’ qui contient G comme sous-graphe. Pour ce faire, en partant du graphe

G, dont I'ensemble des sommets est {vy,...,v,}, nous introduisons de nouveaux som-
mets U = {uy,...,u,}, ainsi qu'un sommet supplémentaire w. Ensuite, nous ajoutons des
arétes de sorte que, pour tout i € {1,...,n}, chaque sommet u; soit adjacent & tous les

voisins de v;, et nous ajoutons également des arétes pour connecter w a tous les sommets

de U.

Explorons la méthode de construction de Mycielski a travers un exemple élémentaire.

27
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Exemple 2.1.2. Considérons le cycle & quatre sommets vy, v, v3,v4. Conformément &
la construction de Mycielski décrite & la définition précédente, nous introduisons quatre
nouveaux sommets wuq, uo, U3, Uy, ainsi qu’'un sommet supplémentaire w. Ensuite, nous
connectons nos différents sommets comme suit : nous ajoutons des arétes entre le sommet
w et les quatre sommets uy, us, us, uy, €t entre chaque sommet u; et tous les voisins de
v;, pour i € {1,2,3,4}. La figure illustre le graphe obtenu aprés 'application de la
construction de Mycielski au graphe initial.

FIGURE 2.1 — Le graphe obtenu par la construction de Mycielski en partant d’un cycle a
quatre sommets.

Dans notre travail, nous allons nous intéresser a la suite de graphes Gy, G3, . .. obtenue
de proche en proche en partant du graphe complet Gy = K et en itérant la construction
de Mycielski. Les quatre premiers graphes générés par cette méthode sont illustrés a la
figure

Remarquons que les graphes deviennent rapidement de plus en plus grands. En effet,
si le graphe de départ G = (V, E) est composé de #V = n sommets et de #FE = m arétes,
alors le nouveau graphe obtenu en appliquant la construction de Mycielski est composé
de 2n + 1 sommets et de 3m + n arétes.

Etant donné que le nombre de sommets de K est #V (K3) = 2, nous pouvons démon-
trer que le graphe obtenu a la k™ étape (k > 2) de la construction de Mycielski possede
#V(Gy) = 3- 282 — 1 sommets.

Pour ce faire, procédons par récurrence sur le nombre de sommets #V (Gy,) du graphe
obtenu a la k™ étape (k > 2) de la construction de Mycielski.

Tout d’abord, pour le cas de base k = 2, nous avons :

#V(Gy) =3-222-1=3-1=2

et le graphe Gy = K, posséde bien 2 sommets.

Supposons maintenant que le graphe obtenu a la k®™° étape (k > 2) de la construction
de Mycielski posséde #V (G},) = 3-2572 — 1 sommets, et démontrons que le graphe obtenu
ala (k+ 1) étape est composé de #V (Gry1) = 3+ 281 — 1 sommets.

Le graphe obtenu en appliquant la construction de Mycielski posséde 2 - #V (Gy) + 1
sommets a l'étape k + 1, selon la définition Ainsi, nous obtenons :

#V (Grr) = 2- #V(Gy) + 1
=2-(3- ok=2 _ 1) + 1 par hypothése de récurrence
=321 241
=3.20F=2 _q
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Cette preuve nous permet de constater que le nombre de sommets croit de maniére
exponentielle & chaque étape de la construction.

Par ailleurs, le lecteur intéressé par le nombre d’arétes peut se référer a ’OEIS #.A4122695
(voir [25]).

4] V2

(a) Le graphe Ks. (b) Le cycle Cs.

(c) Le graphe de Grotzsch. (d) Le cinquiéme graphe.

FIGURE 2.2 — Les quatre premiers graphes obtenus a partir de K, en appliquant la
construction de Mycielski.

Nous utilisons dans la suite le terme "graphe de Mycielski M}" pour désigner le graphe
obtenu a la k™ étape (k > 2) de la construction de Mycielski.

Comme mentionné précédemment, nous allons utiliser les graphes de Mycielski comme
exemples pour illustrer nos différentes bornes inférieures et supérieures. Par conséquent, il
est essentiel de déterminer leur nombre chromatique respectif. Pour ce faire, démontrons
le résultat suivant.

Théoréme 2.1.3 (Mycielski, 1955). Pour tout nombre naturel k supérieur ou égal a
2, le graphe de Mycielski My est sans triangle et a un nombre chromatique égal a k.

Démonstration. Procédons par récurrence sur le nombre chromatique k.
Tout d’abord, le cas de base k = 2 est vérifié. En effet, le graphe complet K5 constitué
de deux sommets a les propriétés requises : il est sans triangle et a un nombre chromatique

égal & 2, vu la proposition [1.3.14]
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Supposons maintenant que le graphe de Mycielski M, est sans triangle et a un nombre
chromatique égal a k (k > 2), et démontrons que le graphe de Mycielski My, est égale-
ment sans triangle et de nombre chromatique égal a k + 1.

Désignons ’ensemble des sommets du graphe M}, par V. Cet ensemble est composé
des sommets vy, vy, ..., v,, ou n est le nombre d’éléments dans V), .

Soit My, le graphe formé a partir du graphe M} par la construction de Mycielski
consistant a ajouter n + 1 sommets uq,...,u,,w, et & ajouter des arétes de sorte que,
pour tout ¢ € {1,...,n}, chaque sommet u; soit adjacent & tous les voisins du sommet v;
dans M, ainsi qu’a w.

1. Montrons tout d’abord que le graphe M}, est sans triangle.

Premiérement, remarquons que par construction, l’ensemble des sommets U :=
{uy,...,u,} forme un ensemble indépendant dans le graphe Mj. . Par conséquent,
aucun triangle ne peut contenir plus d'un sommet u; de U.

Deuxiémement, étant donné que le graphe M est sans triangle par hypothése de
récurrence, aucun triangle ne peut étre formé de trois sommets de Vjy, .

Enfin, le sommet w n’est adjacent & aucun sommet de Vjy, , mais il est adjacent a
tous les sommets de U, ce qui signifie que w ne peut pas appartenir & un triangle.
Ainsi, s’il existe un triangle dans le graphe My, 4, il doit étre constitué d’un sommet
u; de U et de deux sommets adjacents v; et vy, de V), , qui sont voisins de v; (puisque,
par construction, wu; est adjacent & tous les voisins de v; mais pas & v; lui-méme).
Par conséquent, si u;, vj, v, forment un triangle dans le graphe M1, alors v;, v;, vy,
formeraient un triangle dans le graphe M, (car le sommet u; est adjacent aux voisins
du sommet v;). Mais, cela signifierait que le graphe M} contient un triangle, ce qui
contredit I’hypothése de récurrence affirmant que M}, est sans triangle.

Nous pouvons donc en conclure que le graphe M., est sans triangle, comme sou-
haité.

2. Montrons & présent que le graphe M;,; a un nombre chromatique égal a k+ 1. Etant
donné que, par hypothese de récurrence, le graphe M) a un nombre chromatique
égal a k, cela signifie qu’il est k-colorable, c’est-a-dire qu’il existe une fonction de
coloration ¢ : Vi, — {1,...,k} pour ses sommets.

Pour obtenir un (k + 1)-coloriage des sommets du graphe My, 1, nous pouvons sim-
plement étendre le k-coloriage de M en un nouveau (k + 1)-coloriage ¢’ : Vi, ., —
{1,...,k + 1} défini comme suit :

o (v;) =c(vy);

o (u;) = c(vi);

o d(w)=Fk+1.
Une telle définition est valide car, pour les sommets v; dans My, nous attribuons
les mémes couleurs que celles assignées par le coloriage ¢ dans le contexte de M.

Ainsi, cela garantit que le coloriage ¢’ est propre lorsqu’on se restreint a I’ensemble
des sommets de M,,.

De plus, puisque par construction, pour tout ¢ € {1,...,n}, chaque sommet u; est
adjacent & tous les voisins du sommet v; mais pas a v; lui-méme, et que les voisins
de v; n’ont pas recu la couleur ¢(v;) dans le coloriage ¢ (puisqu’un coloriage adéquat
est tel que des sommets adjacents ne regoivent pas la méme couleur), nous sommes
en mesure d’attribuer au sommet u; la méme couleur que celle attribuée au sommet
v;, e d(u;) = e(v;).
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Enfin, comme colorer les sommets de I'ensemble U nécessite k couleurs (car, pour
tout ¢ € {1,...,n}, nous avons ¢ (u;) = c(v;) et car My est k-colorable donc k
couleurs suffisent pour colorer tous les sommets v; de My) et que le sommet w est
adjacent a tous les sommets de U, une (k + 1)®" couleur doit étre attribuée au
sommet w afin de garantir un coloriage valide.

Avec ce (k + 1)-coloriage des sommets du graphe My 1, nous avons donc démontré
I'inégalité x(Myy1) < x(My) + 1.

Afin de démontrer que x(Myi1) = x(My) + 1, nous allons établir que x (M) <
X(Myi1), d-ec x(My) +1 < X(Mpy1).

Pour ce faire, nous allons considérer un k-coloriage des sommets du graphe M.,
et nous allons chercher & obtenir un coloriage des sommets du graphe M, utilisant
moins de k couleurs. Supposons que ¢’ soit un k-coloriage de My ;. Sans perte de
généralité, quitte a permuter les couleurs, nous pouvons supposer que la couleur k&
est assignée au sommet w, i.e. ¢(w) = k. Ensuite, étant donné que le sommet w est
adjacent a tous les sommets de 'ensemble U, cela limite le coloriage ¢’ aux couleurs
{1,...,k — 1} pour colorer les sommets de 'ensemble U. Par ailleurs, comme le
sommet w n’est adjacent a aucun sommet du graphe My, les k& couleurs peuvent
étre utilisées pour colorer les sommets de I'ensemble Vy, .

Soit A I'ensemble des sommets de M), pour lesquels le coloriage ¢ assigne la couleur
k. Nous allons maintenant utiliser U pour recolorer les sommets de A avec les cou-

leurs {1,...,k — 1}. Si nous pouvons effectuer cette opération correctement, nous
aurons ainsi créé un (k — 1)-coloriage de My, un graphe k-chromatique, ce qui est
contradictoire.

Procédons comme suit pour obtenir la recoloration souhaitée : pour chaque sommet
v; appartenant a I’ensemble A, nous modifions sa couleur pour qu’elle soit égale
a c(u;). Cette modification ne pose aucun probléme, puisque, par construction,
chaque sommet u; dans U est adjacent a tous les voisins de v; dans Vj;, mais pas
a v; lui-méme, et que les voisins du sommet v; (initialement coloré avec la couleur
k) et donc les voisins de u;, ont déja été colorés avec des couleurs différentes de k
dans . De plus, nous savons que les sommets de U ne peuvent étre colorés qu’avec
les couleurs {1,...,k — 1} parce qu’ils sont connectés & w, qui a été coloré avec
la couleur k. Dés lors, nous sommes en mesure d’attribuer au sommet v; la méme
couleur que celle attribuée au sommet u; dans ¢

En conséquence, grace a cette recoloration, nous soutenons que ¢’ est un (k — 1)-
coloriage des sommets de M. Pour s’en convaincre, prenons une aréte {v;, v;} dans
M, (avec © # j, car nous avons supposé travailler avec des graphes simples).

Si les sommets v; et v; n’appartiennent pas & l’ensemble A, alors nous n’avons pas
modifié la coloration de ces sommets. Donc, I'aréte {v;, v;} n’est pas monochroma-
tique, car ¢’ était un coloriage approprié¢ du graphe My .

Si le sommet v; appartient a I’ensemble A mais pas le sommet v;, alors v; est voisin
de v; et, par construction, le sommet u; a une aréte vers v;. Cependant, étant donné
que nous avons changé la couleur de v; en ¢(u;), cela signifie que (u;) # ¢ (vy),
car ¢ était un coloriage approprié des sommets du graphe M, ;. Par conséquent,
l'aréte {v;,v;} n’est pas non plus monochromatique.

Comme il n’y a pas d’arétes entre les sommets de ’ensemble A (car ils étaient tous

initialement colorés avec la couleur k sous ¢, et donc il n'y avait pas d’arétes entre
eux), cela couvre tous les cas.
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Nous avons ainsi transformé ¢’ en un (k — 1)-coloriage d'un graphe ayant un nombre
chromatique égal a k. Par minimalité du nombre chromatique, cela est impossible.
Nous pouvons en conclure que ¢’ ne peut pas exister, c’est-a-dire que M1 ne peut
pas étre coloré avec k couleurs, ce qui se traduit par (M) < x(Myy1).

Au final, nous obtenons le résultat escompté : x(Mpi1) = x(M) + 1=k + 1.

Par conséquent, le graphe My, est sans triangle et a un nombre chromatique égal a
kE+1. O

Grace a ce théoréme, nous pouvons déterminer le nombre chromatique des divers
graphes de Mycielski obtenus a partir du graphe complet K5, notés M, pour k > 2. La
figure spécifie le nombre chromatique des quatre premiers graphes obtenus a partir du
graphe complet K5 en appliquant la construction de Mycielski. Elle inclut également un
exemple de coloriage approprié des sommets de chacun des graphes.

V1

2 Vo

(a) x(K2) = 2. (b) x(Cs5) = 3.

(¢) x(My) = 4.

FIGURE 2.3 — Le nombre chromatique des quatre premiers graphes obtenus a partir de
K5 en appliquant la construction de Myecielski.
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2.2 Bornes inférieures

Commencons par présenter différentes bornes inférieures pour le nombre chromatique
d’un graphe.

Dans le chapitre précédent, nous avons déja établi une premiére borne inférieure pour
le nombre chromatique d’un graphe en fonction d’un sous-graphe de ce dernier, comme
I'indique le lemme : le nombre chromatique d’un graphe est toujours supérieur ou
égal au nombre chromatique d'un de ses sous-graphes.

De plus, nous avons également déja établi une deuxiéme borne inférieure pour le
nombre chromatique d’un graphe en fonction de 'ordre maximal d’une clique, comme
I'indique le corollaire [1.3.19] : le nombre chromatique d’un graphe est toujours supérieur
ou égal a l'ordre maximal d’une clique dans ce graphe.

La proposition suivante expose une troisiéme borne inférieure pour le nombre chroma-
tique d’un graphe en fonction du nombre de sommets et du nombre maximal de sommets
indépendants (voir les mémoires |1} 21]). Pour rappel, les concepts d’ensemble de sommets
indépendants et de nombre maximal de sommets indépendants ont été définis précédem-

ment dans les définitions [[L1.2] et 1.3.13]

Proposition 2.2.1. §i G = (V,E) est un graphe ayant #V sommets et un nombre

%. En particulier, on a x(G) >

mazimal de sommets indépendants a(Q), alors x(G) >
#V
a(G) |
Démonstration. Supposons que le graphe G soit coloré avec x(G) = A couleurs. Soit
V; C V 'ensemble de tous les sommets ayant regu la couleur ¢, pour chaque i € {1,..., A}.
Puisque le coloriage des sommets de GG est propre, chaque ensemble V; de sommets est
indépendant, formant ainsi une partition de I’ensemble V' des sommets. De ce fait, puisque
a(G) représente le nombre maximal de sommets indépendants dans le graphe G, il est

évident que #V; < «a(G), pour chaque ¢ € {1,...,A}. Puisque nous disposons d’une
partition de V/, il s’ensuit que :

A A A
#V=#JVi =) _#Vi <D a(G) = ra(G).
=1 =1 =1

v
Nous obtenons ainsi I'inégalité souhaitée A\ > %
Q@
o , : . #V
En particulier, puisque A est un nombre naturel, il est clair que A > w . O
o

Remarque 2.2.2. Il est important de remarquer que si tous les sous-ensembles indépen-
dants V; de I'ensemble de sommets V' ont la méme cardinalité, alors la borne inférieure
fournie par la proposition précédente nous renseigne sur le nombre minimal d’ensembles
indépendants qui pourraient exister dans le graphe G.

Examinons maintenant cette propriété a travers ’exemple suivant.

Exemple 2.2.3. Considérons le graphe de Mycielski M, constitué de 11 sommets et de
20 arétes, illustré a la figure
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Nous pouvons identifier les seize ensembles indépendants suivants :

{1,4,6},{1,5,6},{2,3,6},{2,5,6},{3,4,6},{1,4,7,10},{1,5,7,9},{1,7,9, 10}, {2, 3,8, 11},
{2,5,9,11},{2,8,9, 11}, {3,4,8, 10}, {3,8,10, 11}, {4,7,8,10}, {5,7,9,11}, {7, 8,9, 10, 11}.

Nous en déduisons que le nombre maximal de sommets indépendants dans P est
a(P) =5.
#V 11

En conclusion, nous constatons que y(P) > @ =5 = 2.2. En particulier, nous
o
11
avons x(P) > [E-‘ = 3.

2.3 Bornes supérieures

Maintenant, présentons différentes bornes supérieures pour le nombre chromatique
d’un graphe.

Une premiére borne supérieure pour le nombre chromatique d’'un graphe en fonction
du nombre de sommets est la suivante (voir le mémoire [1]) : pour tout graphe G' d’ordre n,
on a x(G) < n. La démonstration de cette affirmation est évidente. En effet, pour rappel,
il suffit d’assigner une couleur distincte a chaque sommet du graphe GG. En procédant de la
sorte, chaque sommet aura une couleur unique, et comme il y a au maximum n sommets,
le nombre de couleurs nécessaires ne dépassera pas n.

Au vu de la proposition [1.3.14] nous pouvons observer que la borne supérieure préala-
blement énoncée, x(G) < n, est atteinte uniquement lorsque le graphe G en question est
un graphe complet. Il s’agit bien du seul cas, car s’il manque une aréte, deux sommets
pourraient avoir la méme couleur.

Le résultat qui suit établit une seconde borne supérieure pour le nombre chromatique
d’un graphe en fonction du nombre d’arétes (voir le mémoire [21]).

Proposition 2.3.1. Pour tout graphe G = (V, E), on a x(G) < HVE#E+L V&Q#EH. En particu-
lier, on a x(G) < LH— VSQ#EHJ

Démonstration. Considérons un x(G)-coloriage des sommets du graphe G et posons A =
X(G). Dans un tel coloriage, chaque ensemble de sommets partageant la méme couleur
forme un ensemble indépendant, ce qui implique que deux sommets appartenant au méme
ensemble de couleur ne sont pas adjacents. Par conséquent, A\ nous renseigne sur une
partition de I’ensemble V' des sommets en un nombre minimum d’ensembles indépendants.

Il est important de noter qu’il doit exister au moins une aréte entre chaque paire de
ces A ensembles indépendants, sinon nous pourrions les colorer avec la méme couleur.
Supposons, sans perte de généralité, qu’il y ait exactement une aréte entre chaque paire
de ces ensembles. Le nombre total d’arétes entre ces ensembles sera alors donné par C%,
ce qui correspond au nombre de facons de choisir 2 sommets parmi A ensembles.

En outre, étant donné qu’il doit exister au moins une aréte entre chaque paire de ces
A ensembles indépendants, nous obtenons

A-(A—1)

#E > C; = 5
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Ceci peut également étre exprimé de la maniére suivante :

#E2M

& 2-#E>XN -\
1
& 2~#E+12)\2—)\+

o 8 - #f+1 (A__>

/8 - #FE +1
= %2)\—5 puisque A > 1 et #FE >0

1++/8-#F+1
& + 2# + > )\

1
4
2

En particulier, puisque A est un nombre naturel, il est clair que A < LH— V82#E+1J O

Il est important de noter que la borne supérieure que nous venons de présenter est
atteinte pour une famille spécifique de graphes.

Remarque 2.3.2. La borne supérieure théorique préalablement établie y(G) < H—Wgé#EH
est atteinte lorsque le graphe GG en question appartient a la famille des graphes complets.
En effet, dans un graphe complet, chaque paire de sommets est reliée par une aréte. Par
conséquent, le nombre d’arétes est simplement égal au nombre de paires de sommets.
Etant donné que le nombre de facon de choisir deux sommets parmi n sommets est donné

par le coefficient binomial C?, ou n € N\{0} représente le nombre de sommets du graphe
n-(n—1)

complet K, le nombre d’arétes est égal a . Dés lors, le nombre chromatique

du graphe complet K, i.e. x(K,), est égal a

n-(n—1)
1+\/8-T+1_1_|_ A —4dn+1  1++/(2n—1)? 142n—1

= = = :7’]/7
2 2 2 2

ou la troisiéme égalité s’obtient en tenant compte du fait que 2n — 1 > 0 puisque n est
un nombre naturel non nul.

Examinons & présent un exemple concret pour illustrer le résultat précédent.

Exemple 2.3.3. Considérons a nouveau le graphe de Mycielski My, représenté a la fi-
gure Ce graphe est composé de 20 arétes, i.e. #F = 20. Par conséquent, la borne
Hséﬂ est égale & ~ 6.84. Ainsi, nous constatons que

1+8-#E +1

X(My) < 5

~ 6.84.

Considérons maintenant le graphe de Mycielski M; constitué de 23 sommets, représenté
a la figure Ce graphe est composé de 71 arétes, i.e. #E = 71. Par conséquent, la
borne Hgéﬂ est égale a =~ 12.43. Dés lors, nous constatons que

1+V8 #FE+1

~ 12.43.
2

X(Ms) <
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La proposition suivante présente une troisiéme borne supérieure pour le nombre chro-
matique d’un graphe en fonction du degré maximal (introduit a la définition [1.1.2]). La
section 7.1.1 du livre [10] a été consultée pour établir le résultat suivant.

Proposition 2.3.4. Pour tout graphe G = (V, E) d’ordre n et de degré mazimal A(G),
on a X(G) < A(G) + 1, ou A(G) représente le degré mazimal des sommets du graphe G.

Démonstration. Procédons par récurrence sur le nombre de sommets n du graphe G.

Tout d’abord, le cas de base n = 1 est évident, puisque dans cette situation, le graphe
G se compose d'un unique sommet et ne comporte pas d’arétes (car nous avons supposé
travailler avec des graphes simples). Par conséquent, x(G) =1 et A(G) = 0.

Supposons a présent que la propriété soit vérifiée pour tous les graphes (simples)
d’ordre n—1 (n > 2), ¢’est-a-dire que tout graphe G' composé de n—1 sommets puisse étre
coloré avec au plus A(G) + 1 couleurs. Pour I'induction, considérons un graphe H d’ordre
n et choisissons arbitrairement un sommet v au sein de ce graphe H. En supprimant ce
sommet (ainsi que ses arétes incidentes), nous obtenons un graphe d’ordre n — 1, c’est-a-
dire le graphe H \ {v}, dont le degré maximal ne dépasse pas A(H). Par hypothése de
récurrence, nous sommes en mesure de colorer le graphe H \ {v} avec un maximum de
A(H) + 1 couleurs. A présent, replacons le sommet v, y compris ses arétes incidentes.
Ce dernier posséde au plus A(H) voisins qui ont déja regu une couleur. Dés lors, il est
nécessaire d’ajouter une couleur supplémentaire pour colorer le sommet v. Par conséquent,
un maximum de A(H)+1 couleurs sont nécessaires pour colorer le graphe H d’ordre n. [

Nous pouvons constater que la borne supérieure venant d’étre présentée est atteinte
pour des familles de graphes particuliéres. Cette observation sera ultérieurement démon-
trée au corollaire 2.3.16]

Remarque 2.3.5. Remarquons que la borne supérieure théorique précédemment établie
X(G) < A(G) + 1 est atteinte lorsque le graphe G en question est un graphe complet ou
un cycle de longueur impaire.

Afin d’exemplifier la propriété précédente, examinons a nouveau les graphes de My-
cielski M, et Ms.

Exemple 2.3.6. Considérons les graphes de Mycielski My et Ms5 présentés a la figure [2.2]

Nous pouvons constater que le degré maximal A des graphes M, et M5 est respecti-
vement égal a 5 et 11. Par conséquent, I'inégalité énoncée dans la proposition précédente
est valable pour les deux graphes :

YM) SAM)+1=6 et y(Ms) < A(Ms)+1=12.

Avant de corroborer l'observation énoncée a la remarque (au corollaire [2.3.16)), il
est important de souligner que le résultat énoncé dans la proposition [2.3.4] est en réalité
équivalent au fait que x(G) < A(G) ou x(G) = A(G) + 1, étant donné que x(G) est un
nombre naturel. Ceci nous suggére donc que cette borne supérieure pourrait éventuelle-
ment étre optimisée. . .

Une premiére optimisation de la borne supérieure précédemment exposée est présentée
dans le théoréme [2.3.12] Cette quatriéme borne supérieure est basée sur le degré minimal
des différents sous-graphes induits (introduit a la définition et a été établie par les
mathématiciens Georges Szekeres (1911 —2005) et Herbert Wilf (1931 — 2012). Cependant,
sa démonstration requiert I'utilisation d’un algorithme visant & assigner des couleurs aux
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sommets d'un graphe de maniére a garantir que deux sommets adjacents aient des couleurs
distinctes. Pour rédiger ce qui suit, la section 7.1.1 du livre [10] a été consultée.
L’algorithme en question est présenté dans la définition qui suit.

Définition 2.3.7. L’algorithme de coloration gloutonne pour un graphe G = (V, E)
d’ordre n, basé sur une énumération des sommets {vy,...,v,} de V, consiste a colo-
rer les sommets dans la suite ordonnée vy, vs,...,v,, en attribuant a chaque sommet v;
(i € {1,...,n}) la plus petite couleur disponible dans la liste C = {1,...,n} C N de
couleurs potentielles qui n’a pas encore été utilisée parmi ses voisins.

Développons a présent un algorithme simple (sous forme de pseudo-code) pour parvenir
a une coloration appropriée d’un graphe, en utilisant I’approche de la coloration gloutonne.

Algorithme 2.3.8. Supposons que les sommets d’un graphe G = (V, E) soient ordonnés
comme suit : vy, vo, ..., v,. Nous allons maintenant procéder a la coloration des sommets
v; (oui € {1,2,...,n}) de maniére successive. Pour ce faire, nous utiliserons les couleurs
disponibles dans la liste C = {1,2,...,n} C N et attribuerons a chaque sommet la plus
petite couleur disponible dans C qui n’a pas encore été assignée a ses voisins.

Algorithme 1 : Coloration gloutonne

Données : Choix d’un ordre des sommets de G : vy, v,...,0, ;
Ensembles des voisins des différents sommets : v(vy), v(v2), ..., v(v,).
c(vy) =1;
Pour i € {2,...,n} Faire
| c(vi) =inf{j : c(v) # 4, YVt € {1,...,i— 1} tel que v, € v(v;)} ;
Fin
Sortie : Un coloriage des sommets de G, ¢: V — N.

Analysons succinctement ’algorithme décrit dans la partie encadrée. Notons d’abord
que la notation v(v;) désigne I’ensemble des voisins du sommet v;. L’idée fondamentale de
I’algorithme consiste a attribuer la premiére couleur disponible, c¢’est-a-dire la couleur 1,
au premier sommet vy, puis a parcourir les sommets vq, vs, ..., v, restants dans cet ordre
spécifique. A chaque itération de la boucle, 'objectif est d’assigner la plus petite couleur
qui n’a pas encore été utilisée parmi les voisins du sommet v;. La variable 7, qui détermine
la couleur & attribuer & un sommet, prendra des valeurs successives, débutant a 1 et allant
jusqu’a ce qu'une valeur adéquate soit trouvée. Il est important de noter que la valeur
maximale que j peut atteindre est A(G) + 1. Cela découle du fait que, dans ’algorithme
en question, chaque sommet a colorer a au plus A(G) voisins dans le sous-graphe induit.
Une fois que tous les sommets du graphe G ont été parcourus et ont regu une couleur,
I’algorithme s’arréte et renvoie une coloration ¢ appropriée des sommets de G.

Au vu de la définition et du pseudo-code venant d’étre exposés, nous pouvons faire les
quelques observations suivantes (voir la section 3.4.1 du mémoire [1], les sections 1.7.3 et
7.1.1 du livre [10] et la section 3 des notes de cours |20]).

Remarque 2.3.9. Tout d’abord, I'algorithme de coloration est qualifié de "glouton" en
raison de son approche simple et rapide. Il ne tient pas compte d’une stratégie a long terme
ni d’une vue d’ensemble du probléme de coloration. Au lieu de cela, il opére de maniére
"gloutonne", prenant des décisions basées uniquement sur les informations immédiates et
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locales disponibles a chaque étape. Cette approche néglige donc I'impact sur les sommets
a colorer ultérieurement et ne vise pas a minimiser le nombre de couleurs utilisées.

De plus, cet algorithme est simple & comprendre et & mettre en ceuvre. Il fournit une
méthode de résolution accessible, qui ne nécessite pas de calculs complexes ni d’heuris-
tiques sophistiquées.

En ce qui concerne lefficacité de résolution du probléme (nous considérerons un al-
gorithme efficace s’il s’effectue en un temps de calcul polynomial), le temps de calcul
de I'algorithme est quadratique (O((#V)?)), car il parcourt tous les sommets du graphe
exactement une fois, en examinant les voisins de chaque sommet pour déterminer la plus
petite couleur disponible. En ce qui concerne la mémoire, 1’algorithme stocke principa-
lement les couleurs attribuées a chaque sommet, ce qui nécessite un espace mémoire de
l'ordre de O(#V).

En outre, I'algorithme de coloration gloutonne ne garantit pas un coloriage optimal des
sommets, car le nombre de couleurs utilisées dépend de 'ordre dans lequel les sommets
sont traités. Il existe un grand nombre d’énumérations possibles ((#V)!), ce qui rend
peu "probable" que l'algorithme produise une coloration avec le nombre minimum de
couleurs. Dans la section [4.4] nous verrons que le probléme de déterminer si un graphe
peut étre coloré avec un nombre donné de couleurs est NP-complet lorsque le nombre de
couleurs est supérieur ou égal a 3. Cela signifie qu’il n’existe pas d’algorithme & complexité
polynomiale pour le résoudre, & moins que P soit égal a NPE].

Pour terminer, il existe plusieurs stratégies pour choisir 'ordre des sommets a traiter
(en dehors d’une sélection aléatoire), comme ordonner les sommets par ordre décroissant
de degré, ordonner les sommets par ordre croissant de degré, ou méme recourir a des
heuristiques plus élaborées. Cependant, il est essentiel de noter que différents ordres de
traitement des sommets conduisent généralement a des colorations différentes du graphe.
C’est pourquoi il est important de trouver un ordre efficace pour minimiser le nombre de
couleurs nécessaires a l'obtention d’un coloriage adéquat. Trouver des ordres optimaux
peut néanmoins s’avérer un défi complexe. Parmi les stratégies couramment adoptées pour
ordonner les sommets, on trouve le choix de classer en premier les sommets de plus haut
degré.

Par ailleurs, il convient de mentionner qu’il existe d’autres algorithmes permettant de
colorer de maniére appropriée les sommets d’un graphe. Un exemple est 1’algorithme de
coloration des sommets ordonnés selon un parcours en largeur, désigné sous le nom de
BFSCol dans le chapitre [4] de ce travail. Nous aborderons cet algorithme plus en détail
dans la section dédiée a I’étude du probleme de décision kKCOL. Ce probléme consiste
a déterminer si un graphe donné peut étre coloré avec au plus k couleurs, de telle sorte
que deux sommets adjacents n’aient jamais la méme couleur.

1. Dans un prochain chapitre, nous aborderons le concept d’efficacité des algorithmes. Un algorithme
est considéré efficace s’il peut résoudre un probléme en un nombre d’étapes de calcul limité par une
fonction polynomiale de la taille des données en entrée. Lorsqu’un probléme peut étre résolu de cette
maniére, il est classé dans la catégorie P, pour polynomiale. Cependant, pour de nombreux problémes, il
n’est pas clair s’ils appartiennent a la classe P. C’est pourquoi il est nécessaire de définir d’autres classes,
notamment la classe NP (pour non déterministe polynomiale). Un probléme de décision, ¢’est-a-dire un
probléme pour lequel la réponse est soit "oui" soit "non", appartient & la classe NP s’il est possible
de vérifier une solution proposée en un temps polynomial. Une question fondamentale se pose alors : si
nous pouvons vérifier une solution en temps polynomial, est-il également possible de trouver la solution
elle-méme en temps polynomial 7 Autrement dit, cette question revient & déterminer si P est égal & NP.
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Une illustration de cet algorithme de coloration gloutonne, ainsi que de la remarque
précédente, est présentée dans I’'exemple qui suit.

Exemple 2.3.10. Le graphe icosaédrique I est un graphe 5-régulier composé de 12 som-
mets et de 30 arétes. Ce dernier est illustré a la figure 2.4

Notre but est de déterminer un coloriage approprié pour les sommets du graphe illustré
a la figure [2.4alen appliquant ’algorithme de coloration gloutonne. Les sommets du graphe
ont tout d’abord été arrangés de maniére aléatoire : a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, 7, k, [, et doivent
étre colorés en suivant l'ordre des couleurs : C = {1,2,3,4,5}.

Pour accomplir notre tache, il suffit de suivre les indications énoncées dans la défini-
tion[2.3.7] En les respectant scrupuleusement, le tableau [2.IJmontre les différentes couleurs
attribuées aux sommets du graphe . Ceci est réalisé en prenant en considération ’ordre
dans lequel les sommets doivent étre colorés ainsi que les voisins du sommet & colorer qui
ont déja regu une couleur.

Ordre des sommets Voisins du sommet déja colorés Couleur attribuée
a / 1
b / 1
c cla) =1 2
d cb)=1 2
e cla) =1, ¢c(d) =2 3
f cla) =1, ¢(d) =2, c(e) =3 4
g c(b) =1, c(c) =2 3
h c(b) =1, c¢(c)=2,¢c(9) =3 4
i cla) =1, c(c) =2, c(g) =3, c(e) =3 4
J cla) =1, ¢(c) =2, c(f) =4, c(h) =4 3
k c(b) =1, ¢(d) =2, cle) =3, c(g) =3, c(i) =4 5
l c(b) =1, ¢c(d) =2, c(f) =4, c(h) =4, c(j) =3 5

TABLE 2.1 — Application de 'algorithme de coloration gloutonne pour le graphe icosa-
édrique, dont 'ordre des sommets correspond & 'ordre lexicographique.

En effet, le premier sommet & étre coloré est le sommet a, et puisque la plus petite
couleur disponible dans I’ensemble C est la couleur 1, nous lui attribuons cette couleur.
Ensuite, nous passons au sommet b. Etant donné qu’il n’est pas adjacent au sommet a,
déja coloré avec la couleur 1, la plus petite couleur disponible dans C reste le 1. Ainsi, nous
attribuons également la couleur 1 au sommet b. Nous poursuivons en colorant le sommet
c. Puisqu’il est adjacent au sommet a (coloré avec 1) mais pas au sommet b (coloré
avec 1 également), la plus petite couleur disponible dans C est le 2. Par conséquent,
nous attribuons la couleur 2 au sommet c. Pour colorer le sommet d, il suffit de lui
attribuer la couleur 2, car il est uniquement adjacent au sommet coloré b, qui est coloré
en 1. Le sommet e est adjacent aux sommets a et d, qui ont déja été colorés en 1 et 2,
respectivement. Par conséquent, la plus petite couleur disponible dans C est le 3, ce qui
nous permet d’attribuer la couleur 3 au sommet e. Pour déterminer les couleurs des autres
sommets, la méme méthode est appliquée.

Au final, en appliquant I'algorithme de coloration gloutonne que nous venons de décrire
et en considérant que I'ensemble de couleurs C = {1,2,3,4,5} correspond a I'ensemble de
couleurs {vert, rouge, bleu, jaune, orange}, nous parvenons au coloriage représenté a la

figure
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(b) Un coloriage non optimal des sommets (c) Un coloriage optimal des sommets du
du graphe. graphe.

FIGURE 2.4 — Un exemple d’application de I'algorithme de coloration gloutonne.

En outre, il est important de noter que le nombre chromatique du graphe I, pour lequel
nous avons établi la coloration, est égal a 4. En effet, le graphe I étant planaire, le corollaire
du théoréme des quatre couleurs nous assure que x (/) < 4. De plus, la présence d’une
copie du graphe roue Wy en tant que sous-graphe dans I nous permet d’affirmer, selon la
proposition qu’il faut au moins quatre couleurs pour colorer les sommets de Wy,
d’ott x(I) > 4. Dés lors, nous pouvons conclure que le nombre chromatique du graphe
icosaédrique est 4.

Cependant, I'application de 'algorithme de coloration gloutonne n’a pas abouti a une
coloration optimale pour ce graphe spécifique (puisque le coloriage illustré a la figure m
utilise cing couleurs). En effet, il est possible de colorer les sommets du graphe avec moins
de 5 couleurs tout en respectant la contrainte que deux sommets adjacents recoivent des
couleurs différentes.

Maintenant, les sommets du graphe ont été arrangés de maniére aléatoire : b, h, [, g, k,
d, f, j, ¢, a,e, i, et doivent étre colorés en suivant l'ordre des couleurs : C = {1, 2, 3,4, 5}.

Pour accomplir notre tache, il suffit d’a nouveau suivre les indications énoncées dans
la définition [2.3.7 En les respectant scrupuleusement, le tableau [2.2] montre les différentes
couleurs attribuées aux sommets du graphe 1.

Par conséquent, a la différence du coloriage obtenu en ordonnant les sommets dans
I'ordre lexicographique, ’application de I’algorithme de coloration gloutonne nous a per-
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mis d’aboutir & une coloration optimale pour le graphe en question : il n’est pas possible
de colorer les sommets du graphe avec moins de 4 couleurs tout en maintenant la condition
que deux sommets adjacents aient des couleurs différentes.

Ordre des sommets Voisins du sommet déja colorés Couleur attribuée
b / 1
h c(b) = 2
l c(b) =1, c(h) =2 3
g c(b) =1, ¢(h) = 3
k cb)=1,c(g) =2 2
d cb) =1, c(k) =2, c(l) = 4
f cd)=4,cl)=3 1
J c(f)y=1,¢h)=2,¢(l)=3 4
c c(g) =3, c(h) =2, c(j) =4 1
a cley=1,¢c(f)=1,¢c(j) =4 2
e cla)=2,c(d) =4, c(f) =1, c(k) =2 3
i cla) =2, ¢c(c) =1, c(e) =3, c(g) =3, c(k) =2 4

TABLE 2.2 — Application de 'algorithme de coloration gloutonne pour le graphe icosa-
édrique, dont I'ordre des sommets correspond & un ordre aléatoire.

Il est intéressant de remarquer que grace a l'algorithme de coloration gloutonne, nous
pouvons fournir une preuve alternative de la proposition (voir les notes de cours [5]).

Remarque 2.3.11. Montrons, en utilisant une stratégie de coloration gloutonne, que pour
tout graphe G = (V, E) d’ordre n et de degré maximal A(G), on a x(G) < A(G) + 1.

Appliquons l'algorithme de coloration gloutonne au graphe G, tel que décrit dans la
définition 2.3.7 :

e Phase d’initialisation : Ordonnons les sommets du graphe G dans 'ordre suivant :
U1, ..., 0, et considérons une liste C = {1,...,n} C N de couleurs potentielles

e A l'étape i : Regardons le sommet v;, et attribuons-lui la plus petite couleur dispo-
nible dans C qui n’a pas encore été utilisée parmi ses voisins.

Par construction, ’algorithme de coloration gloutonne décrit ci-dessus génére un co-
loriage approprié des sommets du graphe G. Dans le pire des cas, tous les voisins d'un
sommet v ont des couleurs distinctes, ce qui nécessite ’ajout d’une couleur pour colorer le
sommet v. Lorsque cela se produit, le nombre de couleurs utilisées dépasse d’une unité le
nombre de voisins du sommet v. Etant donné que chaque sommet a au plus A(G) voisins
(par définition de A(G)), le coloriage obtenu pour le graphe G utilise au plus A(G) + 1
couleurs. Par conséquent, nous obtenons I'inégalité souhaitée : x(G) < A(G) + 1.

Maintenant que nous avons défini la notion d’algorithme de coloration gloutonne, nous
sommes en mesure de fournir une quatriéme borne supérieure pour le nombre chromatique
d’un graphe en fonction du degré minimal des différents sous-graphes induits (introduit a
la définition[1.1.2)). La section 7.1.1 du livre [10] et les notes de cours [14] ont été consultés
pour rédiger la preuve qui suit.
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Théoréme 2.3.12 (Szekeres & Wilf, 1968). Pour tout graphe G = (V, E) d’ordre n,
on a

X(G) <1+ max{d(H) : H est un sous-graphe induit de G} < 1+ A(G),
ot 6(H) représente le degré minimal des sommets du sous-graphe H de G.

Démonstration. Posons k := max{d(H) : H est un sous-graphe induit de G'}..

Montrons tout d’abord la premiére inégalité. Considérons un graphe G composé de
n sommets. Nous allons établir un ordre pour les sommets de G de maniére a ce que
I’algorithme de coloration gloutonne nécessite au plus k& + 1 couleurs. Pour ce faire, nous
utiliserons la notation degy (v), qui indique le degré du sommet v dans le sous-graphe H
de G.

Commencons par remarquer que puisque G, := G est un sous-graphe induit de G,
il existe un sommet v, dans G, tel que degg (v,) = §(Gy) < K, l'inégalité découlant
de la définition de k. En supprimant ce sommet v,,, ainsi que ses arétes incidentes, nous
obtenons le graphe G,,_1 := G, \ {v,}. Comme G,,_; est également un sous-graphe induit
de G, il existe un sommet v,_; dans G,_; tel que degg  (vn—1) = 0(Gr_1) < k, 'inégaliteé
découlant de la définition de k.

De maniére analogue, pour i € {n — 2,...,1}, en supprimant le sommet v;,; ainsi
que ses arétes incidentes, nous obtenons le graphe G; := G;11 \ {v;1+1}. Comme G; est un
sous-graphe induit de G, il existe un sommet v; dans G; tel que degq, (v;) = 6(G;) < k,
I'inégalité découlant de la définition de k.

En suivant cette procédure, nous avons établi un ordre pour les sommets vy, vo, ..., v,
de sorte que chaque sommet v;, pour ¢ € {1,...,n}, ait au plus k voisins dans G, car
degq, (vi) = 0(G;) < k représente le degré de v; dans Gj.

Maintenant, utilisons une coloration gloutonne avec cet ordre. Nous attribuons tout
d’abord une couleur arbitraire a l'unique sommet v; de (3. Ensuite, pour tout ¢ €
{2,...,n}, étant donné que le graphe G; est composé des sommets {vy,...v;_1} déja
colorés ainsi que du sommet v; avec degg. (v;) < k, nous pouvons colorer v; avec une cou-
leur différente de celles de ses voisins si nous disposons de k + 1 couleurs. Par conséquent,
nous obtenons le résultat souhaité : x(G) < k + 1.

Montrons maintenant la seconde inégalité. Cette inégalité découle du fait que le degré
maximal A(G) de G est un majorant du degré minimal de n’importe quel sous-graphe
induit de G. Cela est di a la définition des degrés maximal et minimal, ainsi qu’au
fait que les sommets de chaque sous-graphe induit sont également des sommets du graphe
d’origine. Par conséquent, les degrés des sommets de chaque sous-graphe induit ne peuvent
pas étre plus élevés que le degré maximal du graphe initial. O

Nous pouvons observer que le borne supérieure de Szekeres-Wilf est atteinte pour des
familles classiques de graphes bien précises.

Remarque 2.3.13. Remarquons que la borne supérieure théorique établie par les mathé-
maticiens Szekeres et Wilf, i.e. x(G) < 1+max{d(H) : H est un sous-graphe induit de G},
est atteinte lorsque le graphe GG en question est un graphe complet ou un cycle de longueur
impaire.

Pour illustrer cette propriété, examinons I’exemple suivant.

Exemple 2.3.14. Considérons encore une fois les graphes de Mycielski M, et My pré-
sentés a la figure 2.2]
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Comme mentionné précédemment, le nombre chromatique des graphes M, et My est
respectivement de 4 et 5. De plus, nous pouvons constater que le maximum des degrés
minimaux parmi les sous-graphes de My (resp. M;) est égal a 3 (resp. 4). Cela est di
au fait que le sous-graphe M, (resp. Ms) est un des sous-graphes qui présente le degré
minimal le plus élevé parmi les sous-graphes de My (resp. Ms).

Par conséquent, 'inégalité énoncée dans la proposition précédente devient une égalité
pour les graphes M, et Ms :

4=x(M,) = 15%%(5(}[)) +1=4 et 5=x(M)= %%(5([{)) +1=5.

De la proposition et du théoréme de Szekeres-Wilf [2.3.12] nous pouvons déduire
une cinquiéme borne supérieure du nombre chromatique qui concerne les graphes connexes
qui ne sont pas réguliers (voir la section 7.1.1 du livre [10]).

Corollaire 2.3.15. Pour tout graphe connexe et non régulier G, on a x(G) < A(G).

Démonstration. Supposons que (G soit un graphe connexe et non régulier.

Procédons par absurde et supposons que x(G) > A(G). D’aprés la proposition [2.3.4]
il est clair que x(G) = A(G)+ 1. En appliquant le théoréme de Szekeres-Wilf[2.3.12] nous
pouvons affirmer qu’il existe un sous-graphe induit H dans G tel que 6(H) = A(G). En
effet, si ce n’était pas le cas, cela signifierait que pour tout sous-graphe induit H de G,
on aurait 0(H) # A(G). Cependant, le théoréme de Szekeres-Wilf affirme que pour tout
sous-graphe induit H de G, x(G) < 1+ max{d(H)} < 1+ A(G) et donc, en particulier,
max{d(H)} < A(G). Par conséquent, nous pouvons toujours affirmer que pour tout sous-
graphe induit H de G, §(H) < A(G). Puisque, pour tout sous-graphe induit H dans G,
nous avons a la fois §(H) < A(G) et §(H) # A(G), il est clair que 6(H) < A(G), ce qui
serait contradictoire, car dans ce cas, on aurait x(G) < 1+ A(G), alors que nous avions
supposé que x(G) = A(G) + 1.

Mais alors, H est un sous-graphe induit régulier, car selon les définitions de § et de A,
pour tout sommet v de H, il est toujours vrai que 6(H) < deg(v) < A(G), et dans notre
cas ot 0(H) = A(G), il est clair que pour tout sommet v de H, §(H) = deg(v) = A(G),
ce qui signifie que H est un graphe régulier. De plus, H ne peut pas étre connecté a un
sommet extérieur a lui-méme, car il est régulier avec un degré maximal de A(G).

Par conséquent, étant donné que le graphe G est connexe par hypothése, cela signifie
que G = H. Cependant, nous avons montré que H est un sous-graphe induit régulier, ce
qui contredit I’hypothése initiale selon laquelle GG est non régulier. O]

Nous pouvons désormais nous interroger sur les types de graphes qui ne satisfont pas
la borne énoncée dans le corollaire [2.3.15 Le théoréme de Brooks répond a cette question.

Avant de présenter et de démontrer ce théoréme, nous allons formellement prouver
I’observation énoncée dans la remarque : si G est un graphe complet ou un cycle de
longueur impaire, alors x(G) = A(G) + 1 (voir la section 2.4 des notes de cours [1]). Bien
que la démonstration de ce résultat puisse sembler évidente, nous la formaliserons dans
le corollaire suivant. Cette démarche est en réalité importante puisque nous aborderons
ensuite un cas différent : celui d’'un graphe G qui n’est ni un graphe complet, ni un cycle de
longueur impaire. Dans ce contexte, nous démontrerons le résultat x(G) < A(G), connu
sous le nom du théoréme de Brooks, qui correspond en réalité & une seconde optimisation
de la borne supérieure [2.3.4] étudiée précédemment.

Corollaire 2.3.16. Soit G = (V, E) un graphe d’ordre n et de degré maximal A(G). Si
G est un graphe complet ou un cycle de longueur impaire, alors x(G) = A(G) + 1.
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Démonstration. Traitons d’abord le cas ot le graphe G est un graphe complet d’ordre
n. Etant donné qu’un graphe complet d’ordre n a tous ses sommets de degré n — 1, il
est évident que A(G) = n — 1. De plus, d’aprés la proposition , nous savons que
X(G) = n. Par conséquent, nous pouvons conclure que x(G) =n=n—1+1=A(G)+1.

Traitons maintenant le cas ou le graphe G est un cycle de longueur impaire d’ordre n.
Etant donné qu’un cycle de longueur impaire a tous ses sommets de degré 2, il est évident
que A(G) = 2. De plus, selon la proposition [1.3.30] nous savons que x(G) = 3. Ainsi,
nous pouvons conclure que x(G) =3=2+1=A(G) + 1. O

2.4 Le théoréme de Brooks

Comme mentionné préalablement, il s’est avéré que la borne supérieure énoncée dans
la proposition [2.3.4]a été améliorée par le mathématicien anglais Rowland Leonard Brooks
(1916 — 1993). Le théoréme expose la borne supérieure établie par Brooks. Ce-
pendant, la démonstration de ce théoréme nécessite 'introduction de nouvelles notions
ainsi que 'utilisation de divers résultats intermédiaires. Cette section est donc consacrée
entiérement a la présentation du théoréme de Brooks et des résultats qui sont utiles a sa
preuve. Le livre [10] ainsi que les notes de cours [24] ont été consultés pour rédiger cette
section.

Pour débuter, nous allons rappeler la définition d’une aréte de coupure et nous allons
donner une caractérisation des arbres en utilisant cette notion.

Définition 2.4.1. Soit G = (V, E)) un graphe connexe (ou une composante connexe d’un
graphe). Une aréte e du graphe G est définie comme une aréte de coupure si le graphe G—e,
obtenu aprés suppression de cette aréte, n’est plus connexe. De maniére plus générale, une
aréte e est considérée comme une aréte de coupure de G si le graphe G — e a au moins
une composante connexe de plus que le graphe G.

Il est & noter que, en particulier, au moins une des extrémités d’une aréte de coupure
est un point d’articulation de G.

Proposition 2.4.2. Une aréte e est une aréte de coupure du graphe G = (V, E) si et
seulement si e n’appartient a aucun cycle de G.

Démonstration. Montrons tout d’abord la condition nécessaire. Si e est une aréte de
coupure dans le graphe G, alors, selon la définition d’une aréte de coupure, il existe
des sommets u et v qui sont connectés initialement dans GG mais qui ne le sont plus dans
G — e. Cela implique qu’il existe un chemin dans G joignant u et v et passant par e. Dans
le graphe G — e, ce chemin est divisé en deux parties : l'une reliant le sommet v & une
extrémité de e, que nous appellerons es, et 'autre reliant le sommet v & 'autre extrémité
de e, que nous appellerons e;. Montrons maintenant que e ne peut appartenir a aucun
cycle dans le graphe G. Pour cela, procédons par ’absurde et supposons que e appartient
a un cycle dans le graphe GG. Dans ce cas, il existerait un chemin joignant e; a e, et ne
passant pas par e. Cependant, cela conduirait a la conclusion que les sommets u et v sont
encore connectés dans GG — e, ce qui contredirait 'hypotheése initiale selon laquelle e est
une aréte de coupure (ce qui signifie que les deux sommets u et v sont connectés dans G
mais ne le sont plus dans G — e).

2. Cette notion sera introduite & la définition m
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FIGURE 2.5 — [lustration (provenant des notes de cours [24] a la page 41) de la situation
rencontrée dans la condition nécessaire de le proposition

Montrons a présent la condition suffisante. Procédons par contraposition et supposons
que e = {ey,es} n'est pas une aréte de coupure dans le graphe G. Si le graphe G est
connexe, alors le graphe GG — e ’est encore, puisque e n’est pas une aréte de coupure du
graphe G, ce qui signifie que sa suppression ne disconnecte pas le graphe. Ainsi, étant
donné que G — e est connexe, il existe un chemin dans G — e reliant les sommets e; et
ey. Par conséquent, nous concluons que dans le graphe G, 'aréte e appartient a un cycle,
puisque les sommets e; et e; peuvent étre reliés soit par l'aréte e dans G, soit par un
chemin dans G — e. O]

Théoréme 2.4.3. Un graphe G = (V, E) conneze est un arbre si et seulement si chacune
de ses arétes est une aréte de coupure.

Démonstration. Montrons tout d’abord la condition nécessaire. Soient G' un arbre et e
'une de ses arétes. En vertu de la définition [1.3.21]d’un arbre, G est connexe et sans cycle.
En appliquant la proposition nous en concluons que e est une aréte de coupure, car
le graphe G ne posséde aucun cycle. Par conséquent, puisque ’aréte e est arbitraire, nous
pouvons en déduire que toutes les arétes de GG sont des arétes de coupure.

Montrons a présent la condition suffisante. Procédons par contraposition et supposons
que G est un graphe connexe possédant un cycle. Alors, selon la proposition [2.4.2] les
arétes de ce cycle ne peuvent pas étre des arétes de coupure. O

Introduisons maintenant la notion de sous-arbre couvrant. Une fois cette notion éta-
blie, nous serons en mesure de formuler et de prouver une proposition cruciale pour la
démonstration du théoréme de Brooks. Cette proposition nous permettra de construire
un coloriage valide des sommets d’un graphe qui satisfait les hypothéses du théoréme.

Définition 2.4.4. Un sous-graphe H = (V', E’) d’'un graphe G = (V, E) est un sous-
graphe couvrant de G s'il contient tous les sommets de G, i.e. V' = V| et si pour tout
sommet v dans V, il existe un sommet u dans V' tel que {u,v} € E'.

Dans le contexte d’un graphe connexe GG, un sous-graphe couvrant H de GG est qualifié
de sous-arbre couvrant si H est un arbre.

Proposition 2.4.5. Tout graphe connexe posséde un sous-arbre couvrant.

Démonstration. Considérons un graphe connexe GG. Pour démontrer ce résultat, nous al-
lons procéder par récurrence sur le nombre m d’arétes.
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Tout d’abord, examinons le cas de base lorsque m = 0. Dans ce cas, si le graphe G
est connexe mais ne possede aucune aréte, alors il se réduit & un unique sommet, ce qui
forme déja un arbre.

Supposons maintenant que le graphe G posséde m > 1 arétes et que la propriété est
vraie pour tout graphe ayant strictement moins de m arétes. Si GG est en lui-méme un
arbre, alors il est son propre sous-arbre couvrant. Cependant, si G n’est pas en lui-méme
un arbre, i.e. si G contient un cycle vu la définition d’un arbre, retirons une aréte
de ce cycle (tout en conservant ses extrémités). Le graphe résultant G’ demeure connexe
et posséde strictement moins de m arétes. Ainsi, par hypothése de récurrence, G' posséde
un sous-arbre couvrant qui, par extension, est également un sous-arbre couvrant pour

G. []

Définissons a présent les notions de point d’articulation et de k-connexité, deux concepts
mathématiques essentiels pour les résultats a venir et pour le théoréme de Brooks. De
plus, nous introduirons la notion de bloc, qui sera largement utilisée dans les preuves des
résultats intermédiaires posant les bases avant la démonstration du théoréme de Brooks.

Définition 2.4.6. Soit G = (V, E) un graphe connexe. Un sommet v est un point d’ar-
ticulation dans G si la suppression de ce sommet (ainsi que la suppression des arétes
incidentes) dans G entraine la disconnexion ou, la réduction & un sommet, du sous-graphe
résultant G — v. Autrement dit, G — v posséde davantage de composantes connexes que
le graphe initial G, ou est réduit & un unique sommet.

Un ensemble d’articulation est un ensemble de sommets W dans G tel que la suppres-
sion de ces sommets (ainsi que la suppression des arétes incidentes) dans G entraine la
disconnexion ou, la réduction a un sommet, du sous-graphe résultant G — W. En d’autres
termes, G — W posséde davantage de composantes connexes que le graphe initial G, ou est
réduit & un unique sommet. Notons «(G) la taille minimale d’un ensemble d’articulation
pour le graphe G :

K(G) = min{#W |W CV : G — W est disconnecté ou réduit & un sommet}.

Posons k(H) = 0 lorsque le graphe H est non connexe, et x(f)) = 0 pour le graphe
vide.

Si k(G) = k > 1, alors le graphe G est dit k-connexe. Cela signifie que quels que soient
les £ — 1 sommets supprimés, le graphe G reste connexe. Cependant, il est possible de
trouver k sommets (bien choisis) dont la suppression conduit a la disconnexion de G ou
a sa réduction a un seul sommet.

Définition 2.4.7. Soit G = (V, E) un graphe connexe, et soit W un sous-ensemble de
V. Le sous-graphe induit par W, noté B, est appelé bloc de G s’il est connexe, sans point
d’articulation et s’il est maximal pour 'inclusion dans ’ensemble des sous-graphes induits
connexes et sans point d’articulation.

Autrement dit, cela signifie que :

1. B est connexe;
2. B est sans point d’articulation ;

3. si W/ D W et si le sous-graphe induit par W’ dans G, noté B’, est connexe et sans
point d’articulation, alors B’ = B.
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Définition 2.4.8. A partir des blocs et des points d’articulation d’'un graphe G = (V, E),
nous pouvons définir un graphe de la maniére suivante :

— les sommets de ce nouveau graphe sont les blocs d'une part et les points d’articula-
tion de G' d’autre part (s’il y en a);
— il existe une aréte entre un point d’articulation x et un bloc B si x € B.

Ce graphe ainsi défini est appelé le graphe des blocs de G et est noté B(G).

Maintenant que les définitions de bloc et de graphe des blocs ont été exposées, il est
pertinent de souligner I'observation suivante.

Remarque 2.4.9. Lorsque le graphe G comporte au moins deux blocs, le graphe des
blocs associé f(G) est un graphe biparti.

Cette propriété découle de la partition de I'ensemble des sommets du graphe G en
deux sous-ensembles disjoints : les blocs de G d'une part, et les points d’articulation de G
d’autre part. De plus, toutes les arétes de §(G) établissent une connexion entre un sommet
de la premiére partie et un sommet de la deuxiéme partie, en vertu de la définition [2.4.8
de B(G). Par conséquent, vu la définition d’un graphe biparti, nous concluons que
B(G) est un graphe biparti.

Pour mieux appréhender les concepts de bloc et de graphe des blocs, examinons
I’exemple suivant.

Exemple 2.4.10. Considérons le graphe G représenté a la figure 2.6al Notre objectif
initial consiste & le décomposer en blocs. Au vu de la définition nous constatons
que le graphe G d’intérét se divise en six blocs distincts, comme le montre l'illustration a
la figure Chacun de ces six blocs est connexe, dépourvu de points d’articulation et
satisfait la propriété de maximalité.

Ensuite, notre objectif est d’identifier les points d’articulation présents dans le graphe
G. Conformément a la définition [2.4.6] seuls les sommets 3 et 12 sont des points d’articu-
lation.

Enfin, aprés avoir repéré les blocs et les points d’articulation dans le graphe G, nous
pouvons construire le graphe des blocs de G. Ce dernier est représenté a la figure 2.7
Pour construire ce graphe des blocs, chaque bloc est représenté par des cercles de cou-
leur correspondant au bloc identifié, les points d’articulation sont représentés par des
carrés, et les relations entre les différents sommets sont établies selon les directives de la

définition 2.4.8]

9
8
2 1
13 N
1 12 6
5
0 11
16 17
*—0 *r—0
(a) Graphe G a décomposer. (b) Décomposition du graphe G en blocs.

FIGURE 2.6 — Illustration de la décomposition d’un graphe en blocs.
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@

o
FIGURE 2.7 — Graphe des blocs de G.

Dans la remarque suivante, nous allons donner une définition plus détaillée d’un bloc.
Grace a cette nouvelle définition, nous pourrons constater que tout sous-graphe induit
d’un graphe connexe et sans point d’articulation est inclus dans un bloc.

Remarque 2.4.11. Rappelons tout d’abord la définition d’un élément maximal dans un
ensemble. Soit (F, <) un ensemble ordonné, et soit A un sous-ensemble de E. Un élément
m € A est un élément mazximal de A si, pour tout x € A, m < x = x = m. Autrement
dit, il n’existe aucun élément de I’ensemble A qui soit supérieur a m.

Utilisons maintenant cette notion d’élément maximal pour donner une définition plus
détaillée de la notion de bloc que celle donnée dans la définition [2.4.7, Considérons un
graphe G = (V| E'). Soit A l'ensemble des parties X de V telles que le sous-graphe induit de
G par X, noté G(X), soit connexe et sans point d’articulation. Les blocs B correspondent
aux ¢léments maximaux de A (M € A est maximal (pour 'inclusion) si et seulement si
B = G(M) est un bloc).

De maniére plus détaillée, pour tout X € A, il existe un élément maximal M € A tel
que X C M. Ainsi, tout sous-graphe induit de G connexe et sans point d’articulation est
inclus dans un bloc. Cela s’applique notamment lorsque le sous-graphe induit est un cycle
simple, puisqu’un cycle simple est connexe et sans point d’articulation par construction.

Maintenant, nous allons démontrer plusieurs résultats qui reposent sur un graphe
connexe. Ces résultats nous permettront de prouver le lemme [2.4.17] lequel jouera un role
crucial dans la démonstration d’un des deux cas a considérer dans la preuve du théoréme
de Brooks.

Intéressons-nous d’abord aux points d’intersection des différents blocs d'un graphe
connexe.

Lemme 2.4.12. Soit G = (V, E) un graphe.
1. 8i By = (W1, E1) et By = (Va, Ey) sont deuz blocs distincts de G (c’est-a-dire Vi #
Va), alors |[Vi NV, < 1.
2. Si G est connexe, ses points d’articulation sont exactement les intersections de ses
blocs distincts.

Démonstration.

1. Procédons par contraposition et supposons que |V; N V5| > 2. Considérons G5 =
G (V1 U V3) le sous-graphe induit de G par I'ensemble des sommets V; U V3, noté
également B; U B; puisque G3 est formé par 'union des blocs By et By. Considérons
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un sommet z dans V;UV,. Etant donné que B; et B, sont des blocs, ils sont connexes
en vertu de la définition[2.4.7] Par conséquent, puisque z est un sommet de B;UDBsy, le
sous-graphe G3 est connexe. En effet, pour deux sommets quelconques dans By U Bs,
soit ils sont dans le méme bloc B; (respectivement Bs), qui est connexe par définition
d’un bloc, et donc un chemin les joignant existe ; soit I'un appartient a B; et 'autre
a Bs, et un chemin peut étre établi du sommet dans B; a z, suivi d’un chemin de z
au sommet dans By (puisque z € V1 UV;). En outre, 'hypothése |V; NV, > 2 assure
que (ViNV3)\{z} # 0. Ainsi, la suppression du sommet z ne disconnecte pas le sous-
graphe 5. Par conséquent, le sous-graphe GG3 demeure sans point d’articulation. En
vertu de la maximalité des blocs By et Bs, tous deux inclus dans G5 qui est a la
fois connexe et sans point d’articulation, il s’ensuit nécessairement que G3 = B et
(GG3 = Bsy. Cela conduit a la conclusion recherchée B; = Bs.

2. Soit x un point d’articulation dans le graphe G. Selon la définition [2.4.6] le graphe
GG — x n’est pas connexe. Par conséquent, il existe deux sommets distincts y et 3/
dans G — x qui ne sont pas connectés. Par connexité de G, il existe un chemin
simple (et non un cycle, puisque les sommets y et 3 ne sont pas connectés dans
G — z) Cp dans G joignant les sommets y et 3. Il est & noter que ce chemin Cj
doit nécessairement passer par le sommet x, puisque y et 3’ ne sont pas connectés
dans le graphe G — z. En outre, le chemin C peut étre décomposé comme suit :
Co=CUC’, ou C est un chemin allant de y & x et ot C” est un chemin allant de x
a y'. Le sommet z (respectivement z’) adjacent a z sur le chemin C' (respectivement
C") n’est pas connecté au sommet 2’ (respectivement z) dans le graphe G — x, sinon
les deux sommets y et 3 seraient connectés dans le graphe G —x. Ainsi, les sommets
z et 2/ se trouvent dans deux composantes connexes distinctes de G — x.

FIGURE 2.8 — llustration du chemin Cj joignant les sommets y et iy’ dans le graphe G.

Par ailleurs, le sous-graphe G({x, z}) (respectivement G({z, 2'})), constitué¢ de deux
sommets connectés par une aréte, est connexe et sans point d’articulation, car
lorsque l'on retire I'un de ses deux sommets, le graphe résultant se compose d'un
unique sommet et est donc connexe. Ces sous-graphes G({z, z}) et G({z, 2'}) sont
donc inclus respectivement dans des blocs B et B’ de G, en vertu de la définition[2.4.7]
d’un bloc. Par ailleurs, comme les sommets z et z’ ne sont pas connectés dans le
graphe G — x (puisqu’ils sont dans deux composantes connexes distinctes), ils ne le
sont pas non plus dans (B U B’) — z, car c’est la sommet = qui assure la connexion
entre les sommets z et 2. Dés lors, puisque les sommets z et 2’ sont connectés dans
B U B’ mais pas dans (B U B’) — z, il en découle que z est un point d’articulation
du graphe B U B’. De plus, il est impossible d’avoir B = B’, puisque, si ¢’était le
cas, BU B’ = B n’aurait pas de point d’articulation. En effet, B est un bloc donc,
selon la définition 2.4.7] il est dépourvu de point d’articulation. Cette conclusion
entrerait en contradiction avec le fait établi que x est un point d’articulation du
graphe B U B’ = B. Par conséquent, B # B’ et x appartient & deux blocs distincts
B et B', puisque les sous-graphes G({z, z}) et G({z, 2’'}) sont respectivement inclus
dans les blocs B et B’ (Ao x € B et x € B').
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Réciproquement, soit x un sommet appartenant a deux blocs distincts B et B’ du
graphe GG. D’une part, BU B’ est connexe. En effet, pour deux sommets quelconques
dans BU B’ soit ils sont dans le méme bloc B (respectivement B’), qui est connexe
par définition d'un bloc, et donc un chemin les joignant existe; soit I'un appartient
a B et 'autre a B’, et un chemin peut étre établi du sommet dans B & x, suivi d'un
chemin de x au sommet dans B’ (puisque x est un sommet commun aux blocs B et
B’). D’autre part, B U B’ posséde un point d’articulation z puisque, sinon B U B’
formerait un bloc plus grand que B et B’, qui est a la fois connexe et sans point
d’articulation. Cela contredirait la propriété de maximalité des blocs B et B’. De
plus, ce sommet z € BU B’ est nécessairement égal a x. En effet, si ce n’était pas le
cas, supposons sans perte de généralité que le sommet z est dans B —xz. Alors, B—z
est connexe (car un bloc ne posséde pas de point d’articulation par définition), et B’
est connexe (car un bloc est connexe par définition). Ainsi, (BUB’) — z est connexe,
puisque 'union de composantes connexes ayant des sommets communs est connexe
(dans notre cas, x, qui est différent de z, est un sommet de B et de B’ par hypothése).
Comme (BUB’) — z est connexe, cela montre que z n’est pas un point d’articulation
de BU B’, ce qui contredit le fait que z est un point d’articulation de B U B’. Par
conséquent, r = z est un point d’articulation de B U B’. Montrons maintenant que
2 est un point d’articulation de G. Comme x est un point d’articulation de B U B’,
il existe y € V(B) et ¢y € V(B’) des sommets adjacents & = respectivement dans les
blocs B et B’. Si x n’était pas un point d’articulation de G, il existerait un chemin
simple C' reliant y a y' évitant x. En refermant le chemin par les arétes {y/,z} et
{z,y}, on obtient un cycle simple C’ passant par z et traversant les blocs B et
B’, ce qui contredirait la remarque indiquant qu’'un cycle simple ne peut pas
traverser plusieurs blocs distincts.

B B’

FIGURE 2.9 — Illustration : x est un point d’articulation de G.
O

La remarque suivante établit une propriété qui sera exploitée pour démontrer la conser-
vation de la connexité dans le graphe des blocs 8(G).

Remarque 2.4.13. Un chemin C reliant deux sommets quelconques d’un graphe G =
(V, E) se compose d’'une succession de chemins C’ reliant chacun deux sommets appar-
tenant & un méme bloc et composant le chemin C'. Le passage éventuel entre deux blocs
s’effectue par le biais de I'unique point d’articulation de G qui est commun & ces deux
blocs, comme indiqué dans le lemme [2.4.12]
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Bl BQ Bg Bl

FIGURE 2.10 — Un chemin C reliant le point d’articulation x et le sommet y dans le
graphe G, décomposé en une succession de chemins C7,C%,CY, ..., C].

Lorsqu’on considére un chemin C’ entre deux sommets z et x’ appartenant au méme
bloc B dans G, trois situations se présentent. Si x et 2’ sont des points d’articulation
distincts de G, le chemin C correspond a un chemin simple sur trois sommets x, B, 2’
dans B(G), conformément a la définition [2.4.8 de B(G). Si x est un point d’articulation
de G et si 2’ n’en est pas un, le chemin C' est un chemin simple sur deux sommets x, B
dans B(G). Enfin, si x et 2’ ne sont pas des points d’articulation de G, le chemin C' est
réduit & un seul sommet B dans §(G).

@ @ .

) Situation 1 dans G ) Situation 2 dans G. ) Situation 3 dans G.
L B
T@ ° Yl re s 15.3

(d) Situation 1 dans 5(G).  (e) Situation 2 dans S(G). (f) Situation 3 dans 5(G).

FIGURE 2.11 — Illustration des trois situations rencontrées lorsqu’on considére un chemin
C’ entre deux sommets = et ' d’'un méme bloc B.

Par conséquent, un chemin simple connectant deux sommets de blocs différents de G se
traduit dans $(G) par une succession de chemins sur trois sommets, avec éventuellement
des chemins simples sur deux sommets a chaque extrémité, comme décrit préalablement.

Bl BZ B3 Bl
rTe® L 4 @ ) ) o ® - - —— — — — ——— —® ®
Ci Cy Cy
C

FIGURE 2.12 — Le chemin C reliant le point d’articulation x et le sommet y dans le graphe
des blocs f(G), décomposé en une succession de chemins C7, Ch, CY, ... C].
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Réciproquement, tout chemin simple dans (G) provient d’un chemin simple (qui n’est
pas nécessairement unique) dans G, par construction de 5(G).

Prouvons maintenant que la connexité dans le graphe des blocs 3(G) est préservée, de
méme que les points d’articulation.

Lemme 2.4.14. Soit G = (V, E) un graphe connezxe. Alors (G) est connezxe et les points
d’articulation de G sont des points d’articulation de B(G).

Démonstration. Pour démontrer le résultat souhaité, nous procédons en deux étapes :

1. Montrons tout d’abord que 5(G) est connexe.
Si le graphe G est un bloc, alors le graphe des blocs 5(G) se réduit & un unique som-
met puisque, selon la définition de B(G), les sommets de 3(G) correspondent
exactement aux blocs du graphe G, et dans notre cas, G constitue un bloc. Ainsi,
le graphe des blocs 3(G) est connexe.

Supposons maintenant que le graphe G posséde plusieurs blocs. Comme G est
connexe, chaque bloc de G contient au moins un point d’articulation de G. En
effet, si ce n’était pas le cas, cela signifierait qu’il existe (au moins) un bloc B dans
G ne contenant aucun point d’articulation de G. Dés lors, la suppression de n’im-
porte quel sommet du bloc B ne devrait pas disconnecter le graphe GG. Cependant,
puisque le graphe G admet plusieurs blocs, si B était un bloc sans point d’articu-
lation et que son retrait ne disconnecte pas G, cela signifierait qu’il existe un bloc
plus grand que B dans G qui est a la fois connexe et sans point d’articulation. Cela
entrainerait une contradiction, car cela contredirait le caractére maximal du bloc
B. En outre, puisque chaque bloc de G contient au moins un point d’articulation
de G, et que chaque point d’articulation est connecté a son bloc dans le graphe des
blocs B(G) (par construction), il suffit de démontrer que 1’on peut relier deux points
d’articulation distincts (et quelconques) x et 2’ de G dans B(G). Si nous parvenons
a le démontrer, cela garantira qu’il existe un chemin entre toute paire de sommets
dans B(@G), car chaque bloc de G contient au moins un point d’articulation de G, et
chaque point d’articulation dans un bloc est connecté a ce bloc dans 5(G). Donc,
chaque bloc sera connecté a tous les autres blocs de GG. Puisque, par hypothése, le
graphe G est connexe, il existe un chemin entre les sommets xz et 2’ dans G. Ce
chemin correspond & un chemin entre x et 2’ dans 5(G), qui est une succession de
chemins simples sur trois sommets de 5(G), conformément a la remarque .
Par conséquent, étant donné que pour toute paire de sommets de 5(G), il existe un
chemin les joignant, cela prouve la connexité de 5(G).

2. Montrons a présent que les points d’articulation de G sont des points d’articulation
de B(G).
Soit x un point d’articulation de G. Montrons que x est également un point d’articu-
lation de B(G). Comme x est un point d’articulation de G, le graphe G —x n’est pas
connexe (vu la définition . Par conséquent, en raison de cette non-connexité,
il existe deux sommets y et ¢’ de G adjacents a x dans G, qui ne sont pas connectés
dans G — z. Le sous-graphe G({z,y}) (respectivement G({z,y'})), formé des deux
sommets x et y (respectivement x et y'), étant connexe et sans point d’articulation,
il est inclus dans un bloc B (respectivement B’), en vertu de la définition [2.4.7/d’un
bloc. Ces deux blocs B et B’ se coupent en , selon le lemme [2.4.12] Or, B — z et
B’ — x sont connexes (car les blocs B et B’ sont connexes et dépourvus de point
d’articulation, conformément a la définition d’un bloc). Ainsi, aucun point de B —x
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n’est connecté & un point de B’ — x dans G — x. En effet, étant donné que x est
un point d’articulation de G, entrainant que G — x n’est pas connexe, les parties
connexes adjacentes & x, a savoir B — x et B’ — x, ne sont pas connectées I'une
a autre dans G' — x car elles s’intersectent uniquement en le point d’articulation
x dans G. En outre, les blocs B et B’ ne sont pas connectés I'un a l'autre dans
B(G — x). En effet, s’ils 'étaient, selon la remarque [2.4.13 il existerait une succes-
sion de chemins sur trois sommets du type By, z1, By, qui formerait un chemin de B
a B’ dans (G — ). Ce chemin se traduirait dans G en un chemin entre les sommets
y € V(B) et vy € V(B') évitant le sommet z, ce qui contredirait le fait que les
sommets y et 3’ ne sont pas connectés dans G — x. Par conséquent, le fait que les
blocs B et B’ soient disconnectés I'un de 'autre dans §(G — x) établit que (G — )
n’est pas connexe, prouvant ainsi que x est un point d’articulation de 5(G).

]

En outre, nous pouvons établir que le graphe des blocs d'un graphe connexe est en
fait un arbre. A partir de ce résultat, nous pourrons en déduire une propriété concernant
les graphes connexes ayant au moins un point d’articulation.

Proposition 2.4.15. Si G est un graphe conneze, alors son graphe des blocs B(G) est un
arbre.

Démonstration. Pour démontrer que le graphe des blocs 5(G) est un arbre, il suffit d’éta-
blir que 5(G) est sans cycle.

Procédons par I'absurde et supposons qu’il existe un circuit simple C' dans S(G).
Comme le graphe §(G) est biparti (selon la remarque , ce circuit serait de longueur
paire, au vu du théoréme[I.3.11)de Konig. De plus, au moins deux des sommets du circuit C
dans 5(G) seraient des points d’articulation x et y de G. En effet, par construction de 5(G)
(voir la définition [2.4.8)), les sommets de 5(G) sont les blocs et les points d’articulation de
G. Pour avoir un circuit simple de longueur paire dans (G), il est nécessaire d’avoir au
moins quatre sommets, ceux-ci devant alterner entre des blocs et des points d’articulation.
Cette alternance est due a la construction de 8(G), o une aréte est présente entre un bloc
B et un point d’articulation x si x € B. Ainsi, 5(G) contiendrait au moins deux sommets
correspondant a des points d’articulation de G. Cependant, par définition d’un circuit,
la suppression de I'un ou 'autre des sommets du circuit C' ne disconnecte pas les autres
sommets de ce circuit. Par conséquent, x et y ne seraient pas des points d’articulation de
B(G). Cette situation contredirait le lemme qui énonce que les points d’articulation
de G sont des points d’articulation de S(G). En effet, la suppression des sommets = ou y
devrait normalement entrainer la disconnexion du graphe (G), ce qui n’est pas conforme
a la réalité.

Finalement, puisque le graphe 5(G) est connexe (vu le lemme et sans cycle,
nous concluons qu’il s’agit bien d’un arbre. O

Corollaire 2.4.16. Soit G un graphe connexe ayant au moins un point d’articulation
(et donc ayant au moins trois sommets). Alors il existe au moins deux blocs contenant
chacun un seul point d’articulation de G.

Démonstration. Comme, par hypothése, le graphe GG admet au moins un point d’articu-
lation, il posséde au moins deux blocs. En effet, cela découle du fait qu'un point d’articu-
lation sépare le graphe en au moins deux composantes connexes quand on le retire de G.
Ainsi, étant donné que le graphe G est connexe (par hypothése) mais posséde un point
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d’articulation, il ne peut pas constituer un seul bloc. Par conséquent, le graphe des blocs
B(G) doit contenir au minimum trois sommets, en l'occurrence le point d’articulation et
les deux blocs.

Comme G est un graphe connexe, d’aprés la proposition [2.4.15] le graphe des blocs
B(G) est un arbre.

Par conséquent, 3(G) contient au moins deux feuilles, 21 et x5, puisqu’il posséde au
moins trois sommets par hypothése. En effet, pour démontrer que tout arbre ayant au
moins deux sommets posséde au moins deux feuilles, commengons par remarquer que tout
arbre avec deux (ou trois) sommets posséde au moins deux feuilles, car un arbre & deux
(ou trois) sommets se réduit & un chemin contenant deux (ou trois) sommets, dont les
deux sommets aux extrémités sont de degré de 1, selon la définition [I.3.26] Prouvons
maintenant que tout arbre avec au moins quatre sommets posséde au moins deux feuilles.
Procédons par I’absurde et supposons qu’un tel arbre ne posséde qu’une seule feuille, ¢’est-
a-dire un seul sommet de degré 1. Cela implique que tous les autres sommets de 'arbre
ont un degré d’au moins 2. Par conséquent, cela signifie que lorsqu'un tel sommet est
atteint, il est possible d’en repartir. Ainsi, en un nombre fini d’étapes, nous construisons
un circuit. Ceci est absurde car, selon la définition [I.3.21] un arbre est sans cycle.

De plus, remarquons que dans le graphe des blocs 5(G), un sommet correspondant
a un point d’articulation dans le graphe G est de degré au moins 2. Cela s’explique par
le fait qu’un point d’articulation dans G correspond & un sommet connectant au moins
deux composantes connexes, se traduisant par une connexion entre au moins deux blocs
distincts dans B(G) par le biais de ce sommet d’articulation.

Par conséquent, dans le graphe des blocs 3(G), les sommets de degré 1 correspondent
a des blocs, et chaque sommet de degré 1 a une seule aréte incidente. Conformément a
la définition de B(G), cette aréte relie un bloc & un point d’articulation. Dés lors,
chaque bloc de degré 1 posséde un seul point d’articulation. O

Gréace aux résultats intermédiaires que nous venons d’établir, nous sommes désormais
en mesure de formuler et de démontrer le lemme suivant, qui revét une importance pri-
mordiale dans la preuve du théoréme de Brooks.

Lemme 2.4.17. Soit G = (V, E) un graphe connezxe sans point d’articulation (i.e. au
moins 2-connexe), non complet et de degré minimal §(G) > 3 (donc |V| > 4). Alors il
existe un sommet x ayant deuz voisins x1 et x5 non adjacents tels que G(V \ {1, x2})
soit conneze.

Démonstration. Nous devons examiner deux cas distincts :

1) Sile graphe G est au moins 3-connexe, alors il existe un sommet z ayant deux voisins
non adjacents.

En effet, si ce n’était pas le cas, alors pour chaque paire de voisins x; et x5 de
tout sommet z, les sommets x; et x5 seraient adjacents. Montrons que dans ce cas,
le graphe G est complet. Soient z,y € V deux sommets quelconques et distincts
du graphe GG. Comme le graphe G est connexe par hypothése, il existe un chemin
x,t1,te, ..., t,_1,y reliant les sommets x et y. Puisque les sommets x et t5 sont voi-
sins du sommet t1, ils sont adjacents (vu 'hypothése selon laquelle tous les voisins
de chaque sommet du graphe G sont adjacents deux & deux). De méme, t; et 3
étant voisins de to, ils sont adjacents, et x et t3 étant voisins de ¢, ils sont égale-
ment adjacents. En continuant de proche en proche, nous montrons que y est voisin
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de z. Par conséquent, cela montre que le graphe G est complet, ce qui contredit
I’hypothése selon laquelle G n’est pas complet.

Ainsi, il existe un sommet z ayant deux voisins z; et x5 non adjacents. Etant donné
que le graphe G est au moins 3-connexe, le graphe G(V \ {x,z2}) reste connexe,
par la définition de la k-connexité.

2) Si le graphe G est 2-connexe mais pas 3-connexe. Alors :

(a)

Puisque le graphe G est 2-connexe, par la définition de la k-connexité, il
existe un sommet x de G tel que le graphe G(V \ {z}), noté G — x, posséde au
moins un point d’articulation. Comme le graphe GG — x est connexe et possede
au moins un point d’articulation, selon le corollaire le graphe G — x
admet au moins deux blocs contenant chacun un seul point d’articulation de
G — z. Considérons les blocs By et By, ayant respectivement comme points
d’articulation by et by dans G — x (il est possible que b; = by si les blocs By et
B, partagent un sommet commun).

Chacun des blocs B; et By contient au moins deux sommets. En effet, sup-
posons par I’absurde qu'un bloc soit réduit & un seul sommet, noté {a}. Cela
impliquerait que le point d’articulation de ce bloc (dans G —z) serait également
I'unique sommet de celui-ci. Par conséquent, ce bloc ne serait connecté a aucun
autre sommet.

En effet, si le point d’articulation du bloc B; (constitué d’un unique sommet)
était connecté a un autre bloc, cela se ferait par l'intermédiaire d’un point
d’articulation. Cependant, cela impliquerait que le bloc B; serait inclus dans
un bloc plus grand contenant ces deux points d’articulation, ce qui contredirait
la maximalité du bloc B; constitué d’un seul sommet. Dés lors, comme les
points d’articulation sont précisément les seuls sommets qui garantissent la
connectivité entre les différents blocs du graphe (vu le lemme , un bloc
réduit a un seul sommet, qui est également un point d’articulation, ne peut
étre connecté a d’autres sommets dans G — x sans contredire la maximalité
d’un bloc.

Ainsi, ce bloc serait un sommet isolé dans le graphe G' — x, ce qui est incom-
patible avec le fait que le graphe G — x est connexe et posséde au moins deux
sommets vu '’hypothése §(G) > 3.

Considérons e = {a, b} une aréte sortante du bloc B; dans le graphe G, ce qui
signifie que a € B; et b ¢ By (I'existence d’une telle aréte est établie par les
points (a) et (b)). Dans ce cas, soit b = z, soit a = b;. Ce raisonnement est
similaire pour le bloc Bs.

Si a # by, alors nécessairement b = z. En effet, supposons par I’absurde que
b # x. Dans cette situation, b se trouve dans un autre bloc B’ distinct de
By, car b ¢ B; étant donné que e = {a,b} est une aréte sortante du bloc
B;. Cependant, si b est dans un autre bloc B’, alors, selon le lemme [2.4.12
(indiquant que le passage éventuel entre deux blocs distincts s’effectue par le
biais de I'unique point d’articulation qui est commun a ces deux blocs), cela
signifie qu’il existe une seule aréte reliant un sommet de B; au sommet b, a
savoir l'aréte reliant by a b. Par conséquent, a = by, ce qui est une contradiction.
Maintenant, si b # x, alors e est une aréte de G —x (car x ¢ By et a € By, donc
a # x), ce qui implique qu’elle appartient & un bloc Bj. En effet, puisque e est
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une aréte "sortante" du bloc By, elle ne peut pas étre une aréte de By. De plus,
comme le graphe G — x admet au moins un point d’articulation, qui sépare le
graphe en au moins deux composantes connexes quand on le retire de G, cela
garantit I'existence d’un tel bloc Bj. Ainsi, puisque a € B et e = {a,b} € By,
a € BiNBj et a est point d’articulation de G —z (vu le lemme [2.4.12). Comme
I'unique point d’articulation de Bj est b; et que a € Bj, nécessairement a = b;.

Le sommet x posséde deux voisins x; et xo qui sont non adjacents. En effet,
prenons un sommet t; € By tel que t; # b;. Etant donné que G est 2-connexe
et que t; # by, il existe un chemin de t; & x évitant by (sinon, b; serait un
point d’articulation de ). Ce chemin quitte le bloc B; par une aréte sortante
e = {a,b}, out a # by puisque le chemin évite le sommet b;. Conformément au
point (c¢), puisque a # by, on a b = x. Posons alors 7 = a. Ainsi, e = {a,b} =
{z1,x} et = est adjacent & x1 et 1 # by, avec 1 € By. De maniére similaire,
x est adjacent & xo et x5 # by, 00l 19 € By. Par conséquent, comme x; # by et
Ty # by, avec x1 € By et 19 € By, et en tenant compte du caractére maximal
des blocs, nous en concluons que les sommets x; et x5 ne sont pas adjacents.

Montrons que le graphe G(V \ {1, x2}) est connexe.

Remarquons tout d’abord que puisque par hypothése, §(G) > 3, le degré de =
est au moins 3. Par conséquent, il existe y € G—x adjacent a x mais différent de
x1, 2 (selon le point (d)). Ainsi, pour établir la connexité, il suffit de démontrer
que tout sommet t de G — x peut étre relié & y en restant dans G — x et en
évitant xq et x».

— Siy ¢ By U By, considérons un chemin C' de ¢ & y dans G — z. Si le chemin
C' passe par x; € By, il entre dans B; et doit donc passer par by (puisque
I’entrée dans un bloc se fait par le point d’articulation de G — x contenu
dans le bloc, vu le lemme . Il doit également en ressortir par by
(car la sortie d'un bloc se fait par le point d’articulation du bloc, vu le
lemme . Nous pouvons donc raccourcir C' en supprimant le passage
par By, évitant ainsi x; (on passe donc juste par le point d’articulation by
de By) (voir la figure [2.13)). Le méme raisonnement s’applique pour éviter
ZIo.

— Si y € By, considérons un chemin C de t & y dans G — x. Ce chemin entre
dans B; par by (vu le lemme , puis va de b; & y dans By. Si C' passe
par x;, comme Bj est au moins 2-connexe (car, selon la définition m
d’un bloc, un bloc est connexe et sans point d’articulation), il existe un
autre chemin de b; & y, évitant ainsi z; (car B; — x; reste connexe).

— Siy € By, le raisonnement peut étre répété de maniére similaire. Considé-
rons un chemin C' de t & y dans G — x. Ce chemin entre dans B; par by (vu
le lemme , puis va de by & y dans By. Si C passe par x, comme By
est au moins 2-connexe, il existe un autre chemin de by & y, évitant ainsi
x9 (car By — x5 reste connexe).

]
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FIGURE 2.13 — Illustration (provenant du livre [10] & la page 221) de la situation du point
(e) dans le cas ou y ¢ By U Bs.

Gréace aux résultats précédents, nous disposons de tous les éléments nécessaires pour

prouver la borne supérieure du nombre chromatique d’un graphe, telle qu’énoncée par
Brooks.

Théoréme 2.4.18 (Brooks, 1941). Soit G = (V, E) un graphe connexe d’ordre n et de
degré mazimal A(G). Si G n’est ni un graphe complet, ni un cycle de longueur impaire,
alors x(G) < A(G).

Démonstration. Considérons un graphe connexe GG d’ordre n et de degré maximal A(G),
qui n’est ni un graphe complet, ni un cycle de longueur impaire.

Si A(G) = 0, alors le graphe G posséde un unique sommet (puisque, par hypothése,
il est connexe, ce qui signifie que chaque paire de sommets est connectée, conformément
a la définition , ce qui en fait le graphe complet K. Par conséquent, le graphe ne
satisfait pas les hypothéses du théoréme.

Si A(G) = 1, alors le graphe G posséde deux sommets (puisque, par hypothése, il est
connexe) et constitue le graphe complet K,. Par conséquent, le graphe ne satisfait pas les
hypothéses du théoréme.

Si A(G) = 2, alors la propriété de connexité du graphe G implique que G est soit un
chemin, soit un cycle. Selon les propositions [1.3.22| et [1.3.30] les chemins ouverts et les
cycles de longueur paire ont un nombre chromatique égal a 2, ce qui correspond également
au degré maximal. Par contre, les cycles de longueur impaire sont exclus des hypothéses
du théoréme.

Nous pouvons donc poursuivre notre démonstration en supposant que A(G) > 3.

Si le graphe G n’est pas régulier, alors d’aprés le corollaire I’assertion est vraie.
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Supposons a présent que le graphe G est A(G)-régulier. Dans la suite de la démons-
tration, nous utiliserons les notations suivantes : deg.(v) désigne le degré du sommet v
dans le graphe G, et degg, (v) indique le degré du sommet v dans le sous-graphe G; de G.
Notons également k& = A(G).

1. Si G admet un point d’articulation x, par la définition [2.4.6], le graphe G — x peut
étre décomposé en une union finie de sous-graphes connexes C; UC, UC5U - - - U O,
ol p > 2 est le nombre de composantes connexes de G — .

Soit, pour tout 7, G; le sous-graphe de G obtenu en ajoutant le sommet x & C; ainsi
que toutes les arétes de G reliant z aux sommets de C;, i.e. G; = G(C; U {z}).

De plus, le graphe G est k-régulier par hypothése. Par conséquent, méme si le som-
met = a un degré deg,(z) = k, conformément a la définition de k = A(G)
et au caractére régulier d'un graphe, sa nature de point d’articulation entraine que
pour chaque i € {1,...,p}, nous avons degg (7) < k. Cela s’explique par la défini-
tion d’un point d’articulation, car le sommet x est connecté aux autres com-
posantes connexes alors que les sommets de C; ne le sont pas. Ainsi, par construc-
tion, le degré de = dans chaque graphe G; est inférieur a k. Par conséquent, pour
tout i« € {1,...,p}, les graphes G; ne sont pas k-réguliers. Donc, d’aprés le corol-
laire [2.3.15] chaque graphe G; peut étre coloré avec un maximum de k couleurs. En
réarrangeant éventuellement les couleurs, il est possible d’attribuer la méme couleur
au sommet x dans chaque graphe G;. De cette maniére, les coloriages individuels
s’assemblent pour former un coloriage complet du graphe G, utilisant au plus k
couleurs. Ainsi, nous pouvons conclure que x(G) < k.

Gy

FIGURE 2.14 — Un point d’articulation x permettant de disconnecter le graphe G =
G U Gs.

2. Si G n’admet pas de point d’articulation, d’apres le lemme[2.4.17] il existe un sommet

x ayant deux voisins x; et xo non adjacents tels que G(V \ {z1,z2}) soit connexe.
Par conséquent, d’aprés la proposition [2.4.5] le graphe G(V \ {z1,z>}) admet un
sous-arbre couvrant 1" de GG, que nous allons orienter de maniére a ce que tous les
chemins de 7" ménent au sommet x.
Posons v, = x, ou n représente le nombre de sommets dans G. Ordonnons ensuite
les sommets de cet arbre (et donc de G(V '\ {x1, z2})) avec des nombres supérieurs a
2, de telle maniére que leurs indices augmentent le long de chaque chemin menant a
Up, créant ainsi 'ordre vs, ..., v,_1,v,. Cette disposition implique que pour chaque
sommet v; distinct de v, il existe un autre sommet v; adjacent a v; avec j > 7. Nous
complétons cet ordre en forcant v; = r1 < vy = x5 < vs.
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Appliquons maintenant 'algorithme de coloration gloutonne, tel que décrit a la
définition , afin de construire un coloriage ¢ : V' — {1,2,...,k} des sommets
du graphe G.

Tout d’abord, les sommets v; = x71 et v9 = x5 recoivent la méme couleur, car ils
ne sont pas adjacents. Ainsi, sans perte de généralité, nous pouvons attribuer la
couleur 1 & ces deux sommets :

f(v1) = f(v) = 1.

Ensuite, le sommet v3 a au moins un voisin plus grand que lui (non coloré), donc il
a au plus k — 1 voisins qui ont déja été colorés (ici, ce sont au plus les sommets v,
et vy), étant donné que vs est un sommet dans le graphe k-régulier G. Ainsi, nous
pouvons le colorer avec I'une des k couleurs :

f(Ug) = 2

De maniére générale, pour tout i € {3,...,n — 1}, le sommet v; a un voisin plus
grand que lui, ce qui signifie qu’il a au plus k—1 voisins déja colorés. Par conséquent,
il peut étre coloré sans conflit avec 1'une des k couleurs disponibles.

Enfin, le sommet v, = x a k voisins (étant donné que x est un sommet dans le
graphe G, qui est k-régulier), dont v,_1,v;,vs, mais ces deux derniers sont de la
méme couleur. Ainsi, les voisins de x nécessitent au plus £ — 1 couleurs, laissant une
couleur disponible dans la liste {1,...,k} que nous pouvons attribuer a x.

Cette approche permet ainsi d’obtenir un coloriage adéquat pour G, nécessitant au
plus k couleurs. Ainsi, nous pouvons conclure que x(G) < k.

La figure illustre cette deuxiéme situation : le graphe de gauche considéré est 3-
régulier, un sous-arbre couvrant du graphe de gauche (obtenu aprés avoir supprimé
les sommets v; et vy ainsi que leurs arétes incidentes) est souligné en bleu et il est
possible de colorer ses sommets en utilisant au plus trois couleurs, comme décrit
précédemment.

V4 Vyq Vq

FIGURE 2.15 — Illustration de la deuxiéme situation dans la démonstration du théoréme
de Brooks.
O

Examinons 'exemple suivant pour illustrer ce théoréme.

Exemple 2.4.19. Considérons les graphes de Mycielski My et M5, représentés a la fi-

gure 22
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Il est évident que le degré maximal A du graphe My (resp. Ms) est 5 (resp. 11). Par
conséquent, nous obtenons les inégalités suivantes pour les deux graphes :

XM < AM) =5 et x(Ms) < A(M;) = 11.

Bien évidemment, pour ces deux exemples particuliers, d’aprés la figure nous
pouvons déterminer la valeur exacte du nombre chromatique. Cependant, comme nous
le verrons dans le chapitre [4] pour un graphe arbitraire de grande taille, connaitre la
valeur exacte du nombre chromatique est un probléme algorithmiquement difficile. Ainsi,
disposer d’une borne donnée par A(G) s’avére en général utile.

Enfin, nous constatons que pour le graphe de Mycielski My, la borne de Brooks est
relativement proche du véritable nombre chromatique. En revanche, pour le graphe de
Myecielski Ms, nous observons que la borne de Brooks n’est pas aussi précise.



Chapitre 3

Le polynéme chromatique d’un graphe

Comme mentionné dans la section 8.3 du livre |13, durant plus d’un siécle ou le
probléme des quatre couleurs est demeuré sans solution, de nombreux mathématiciens
ont étudié diverses approches dans 'espoir de résoudre ce défi prestigieux.

En 1912, George David Birkhoff a introduit la fonction Py;(\), qui fournit le nombre
de A-coloriages propres distincts pour une carte M et un naturel A. Comme nous allons le
constater, Pyp() est exprimé sous la forme d’un polynéme en A pour chaque carte M et est
appelé le polyndéme chromatique de M. Par conséquent, établir que Py;(4) est strictement
positif pour toute carte M aurait validé la conjecture des quatre couleurs. En 1932, Hassler
Whitney a élargi I’étude des polyndmes chromatiques des cartes aux graphes. Cependant,
malgré les nombreux résultats obtenus par Whitney sur les polynéomes chromatiques des
graphes et 'étude des zéros de ces polyndmes pour les graphes planaires par d’autres
chercheurs, aucune preuve de la conjecture des quatre couleurs n’en a résulté.

Un regain d’intérét pour les polyndémes chromatiques des graphes a eu lieu en 1968
suite a la publication d'un article de synthése |23| par Ronald Cedric Read.

Dans ce chapitre, nous commengons par explorer la notion de coloriages propres dis-
tincts et examiner le nombre de ces coloriages dans un graphe, puis nous nous pen-
chons sur le concept de polynéme chromatique. Ensuite, nous démontrons le théoréme
de Suppression-Contraction, un outil essentiel pour déterminer le polynéme chromatique
d’un graphe spécifique. Nous passons apreés cela a la détermination du polynéme chro-
matique pour les différentes familles de graphes présentées dans le premier chapitre de ce
travail. En outre, nous analysons diverses propriétés du polynéme chromatique et de ses
coefficients, fournissant ainsi des indications sur la structure du graphe sous-jacent. Par
ailleurs, nous abordons les notions d’équivalence et d’unicité chromatique, soulignant que
la connaissance du polynoéme chromatique offre des informations limitées sur le graphe
en question. Enfin, pour clore cette section, nous illustrons par un exemple que bien que
nous ayons identifié plusieurs conditions nécessaires, celles-ci ne sont pas suffisantes pour
garantir qu'un polynome donné est effectivement le polynéome chromatique d’un graphe
spécifique.

3.1 Notions de coloriages propres distincts et de poly-
nome chromatique

Nous commengons par introduire la notion de polynéme chromatique. Pour ce faire,
nous abordons d’abord le concept de coloriages propres distincts avant de donner la dé-
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finition du polyndéme chromatique. Cette section a été rédigée en consultant la section 2
du mémoire [3], la sous-section 9.8 du livre |10], la section IV.3 des notes de cours [24]
ainsi que la section 5.3 du livre [27].

Définition 3.1.1. Soient G = (V, E) un graphe ayant au moins un sommet et A un naturel
non nul. Deux coloriages propres cg(A) : V. — {1,...; A} et c¢(A) : V — {1,..., A} des
sommets du graphe G utilisant exactement A couleurs sont considérés comme distincts s’il
existe (au moins) un sommet u dans V' tel que cg(u) # ¢ (u). Cette condition implique
que toute permutation des couleurs d’un coloriage est considérée comme un nouveau
coloriage.

Le concept de coloriages propres distincts étant défini, tous les éléments sont en place
pour définir la seconde notion centrale de ce travail.

Définition 3.1.2. Soient G = (V, E) un graphe ayant n > 1 sommets et A\ un naturel
non nul.
Notons mg(\) le nombre de coloriages propres distincts des sommets du graphe G
utilisant exactement A couleurs.
Introduisons également 2%, le polynéme en la variable z € C de degré k, défini comme
suit :
AE=zz—1) - (z—k+1).

Ce polynome est appelé la factorielle décroissante de z.
Avec ces notations, le polyndme chromatique du graphe G d’ordre n est donné par

- ma(k) k
B
k=1

= %mc(l) + %

Pg(Z) =

2(z—=1)---(z—=n+1)

ma(n).

Pour rappel, tout au long du travail, sauf mention explicite du contraire, nous adop-
tons la convention selon laquelle le terme coloriage des sommets d'un graphe désigne
spécifiquement un coloriage propre.

Maintenant que nous avons introduit le concept de polyndéme chromatique, nous pou-
vons formuler ’observation suivante.

mg (k)
k!
de partitions de I’ensemble V' des sommets du graphe G en k sous-ensembles indépendants
non vides, donnant lieu & tous les coloriages possibles des n sommets de G utilisant

exactement k couleurs.

Remarque 3.1.3. Nous pouvons remarquer que la quantité correspond au nombre

La proposition suivante met en avant le role du polyndéme chromatique d’un graphe.

Proposition 3.1.4. Le polynéme chromatique Pg d’un graphe G est une fonction dont la
valeur en le naturel \ correspond au nombre de coloriages propres distincts de G utilisant
au plus X couleurs.

Démonstration. Considérons un graphe G = (V, E) d’ordre n. Tout d’abord, remarquons
qu’il est inutile d’inclure dans 'expression du polynéme chromatique Pg(A) du graphe
G, les termes dont I'exposant est strictement supérieur a \. En effet, lorsque &k > A, la
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factorielle décroissante AE est nulle. Par conséquent, vu la définition du polynéme
chromatique, nous obtenons :

A
Po(n) = 32 MWy

mg (k)
k!
du graphe G en k sous-ensembles non vides de sommets indépendants. Considérons ces
partitions et pour chaque partition C;U- - -UCY}, de I'ensemble V', autorisons-nous & choisir

k couleurs parmi .

Dans le sous-ensemble C'; de sommets, nous avons A choix de couleurs possibles. Cela
découle de la définition [I.1.2] qui stipule qu'un ensemble indépendant est formé de som-
mets qui ne sont pas adjacents deux a deux. Pour le sous-ensemble C'; de sommets, nous
avons A — 1 choix possibles. Cela est dii au fait que certains sommets du sous-ensemble
indépendant Cy sont adjacents a certains sommets du sous-ensemble indépendant C'; dans
la partition C; U --- U CY%, nécessitant ainsi que les sommets de Cy ne partagent pas la
méme couleur que ceux de (. Ce raisonnement se poursuit jusqu’au sous-ensemble CY,
ol nous avons A — k + 1 choix possibles.
mg(k)

k!
riages utilisant exactement k des A couleurs disponibles. Par conséquent, Pg(\) correspond
au nombre de coloriages propres distincts du graphe G utilisant au plus A couleurs. [

De plus, pour tout k£ < A, il existe partitions de I’ensemble V' des sommets

partitions de V en k sous-ensembles donnent lieu a A\ colo-

Ainsi, chacune des

Grace a cette proposition, nous sommes en mesure de faire la constatation suivante.

Remarque 3.1.5. Il est a noter que P5(0) = 0 pour tout graphe G, car il est impossible
de colorer un graphe ayant au moins un sommet avec aucune couleur. Ainsi, puisque Pg(0)
représente le terme indépendant du polynéme chromatique, nous pouvons conclure que
ce terme est toujours nul pour tout graphe G.

En outre, en vertu de la proposition et de la définition de x(G), il est évident
que :

e si k < x(G), alors Pg(k) =0;
e si k> x(G), alors Pg(k) > 0.

Par conséquent, x(G) est le plus petit entier &k tel que Pg(k) > 0, car Pg(k) > 0 indique
qu’il existe au moins un coloriage valide des sommets du graphe G utilisant au plus
k couleurs, et x(G) représente précisément le nombre minimum de couleurs nécessaires
pour un tel coloriage.

[Mlustrons a présent le calcul du concept de polynéme chromatique pour en saisir le
fonctionnement.

Exemple 3.1.6. Considérons le graphe G = (V, E) représenté a la figure . Notre
objectif est de déterminer le polynéme chromatique de ce graphe.

Pour ce faire, examinons les fagons de partitionner I’ensemble V' en k sous-ensembles
indépendants non vides, donnant lieu & tous les coloriages possibles des cing sommets du
graphe G utilisant exactement k couleurs, avec k € {1,2,3,4,5}.

Etant donné qu’il n’existe aucune partition de V en moins de trois sous-ensembles
mg (k)

k!

indépendants non vides, il est évident que =0 pour k£ < 3.
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Pour k£ = 3, il y a une unique partition possible en trois sous-ensembles indépendants
non vides :
V ={1}u{2} U{3,4,5}.
Cette partition donne lieu a 3! = 6 coloriages distincts cg(3) des sommets du graphe G :
1. v1 = 1,09 = 2,v3,v4, 05 — 3
2. vy = 1,09 — 3, 03,04, U5 — 2;
V1 > 2,09 > 1,03, 04,05 — 3
v > 2,09 > 3, U3, U4, 05 > 1
v1 > 3,09 — 1, U3, 04, 05 — 2

AR AN el

v1 > 3,09 > 2,03, 4, V5 > 1.
mg<3) . 3' .

33l
Pour k£ = 4, il y a trois partitions possibles en quatre sous-ensembles indépendants

non vides :

V={1}U{2}U{3,4)U{5)} = {1} U{2} U{3}U{4,5} = {1} U {2} U {3,5} U {4}.

Chaque partition donne lieu & 4! = 24 coloriages distincts des sommets du graphe G.
mag(4) 3.4
ZTTRE
Pour £ =5, il y a une unique partition possible en cinq sous-ensembles indépendants
non vides : V' = {1}U{2}uU{3}U{4}U{5}. Cette partition donne lieu a 5! = 120 coloriages
mg<5> 5! 1

5! 5!
En combinant ces résultats, nous concluons que le polynéme chromatique de G est :

Dés lors, nous avons

Ainsi, nous avons

distincts des sommets du graphe G. Ainsi, nous avons

5
mq(k
Po(z) = 3 W)k
k=1 )
=22 434422

= 2" — 724 41823 — 202% + 8z,

De plus, en effectuant le calcul de Pg(z) pour z € {3,4,5,6}, nous obtenons les
résultats suivants : Pg(3) = 6, P(4) = 96, Pg(5) = 540, et P(6) = 1920. Par conséquent,
il est possible de colorer les sommets du graphe G avec au plus trois (respectivement
quatre, cing, six) couleurs de 6 (respectivement 96, 540, 1920) maniéres distinctes.

FIGURE 3.1 — Le graphe G, de polynéme chromatique Pg(z) = 2° — 72141823 — 2022+ 82.
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3.2 Le théoréme de Suppression-Contraction

Contrairement aux attentes pouvant découler de ’exemple [3.1.6] le calcul du polynéme
chromatique d’un graphe n’est généralement pas une tache aisée, comme nous le verrons
dans le chapitre [l En effet, le choix d’une méthode de coloriage des sommets d’un graphe
pour minimiser le nombre de couleurs utilisées peut étre compliqué. Cela nécessite une
approche plus élaborée pour obtenir, de maniére cohérente, le polynéome chromatique
d’un graphe. Pour cela, nous utiliserons une méthode connue sous le nom de théoréme
de Suppression-Contraction. Ce théoréme nous offre un cadre théorique pour calculer
le polynéme chromatique en éliminant ou contractant des arétes du graphe d’origine
de maniére stratégique, simplifiant ainsi le processus de calcul tout en préservant les
propriétés chromatiques essentielles du graphe.

Par conséquent, cette deuxiéme section est consacrée a la preuve du théoréme de
Suppression-Contraction. Les informations contenues dans les sections 2.1 et 2.2 du mé-
moire [3] ainsi que dans la section 3 du chapitre IV des notes de cours |24] ont été consultées
pour élaborer cette partie.

Commencons par définir deux opérations sur les graphes.

Définition 3.2.1. Considérons un graphe G avec e une aréte et ses extrémités u et v (i.e.
e = {u,v}).

Définissons G — e comme le graphe G sans l'aréte e, et G - e le graphe G ou l'aréte
e est retirée et ou les sommets u et v sont fusionnés en un seul sommet. Nous appelons
G — e la suppression de 'aréte e et G - e la contraction de 'aréte e.

Remarquons que lors de la contraction de deux sommets, il est possible que des boucles
ou des arétes multiples soient créées. Cependant, les boucles empéchent un graphe d’avoir
un coloriage propre puisque tout sommet contenant une boucle est adjacent a lui-méme.
Par conséquent, nous décidons de supprimer les boucles pour garantir un coloriage adé-
quat. De méme, les arétes multiples fournissent des informations redondantes et sont donc
remplacées par une unique aréte lors de la contraction.

Grace a ces deux concepts, nous sommes en mesure d’énoncer et de démontrer le
théoréme de Suppression-Contraction. A titre de rappel, tout au long de ce travail, sauf
mention explicite du contraire, nous considérons des graphes simples (il est d’ailleurs
raisonnable de poser Pg(A) = 0 lorsqu’un graphe G posséde une boucle, car un sommet
adjacent & lui-méme ne peut pas étre coloré).

Théoréme 3.2.2 (Suppression-Contraction). Pour un graphe G et pour l'une de ses
arétes e, le polynéme chromatique du graphe G satisfait la relation suivante :

Pg(z) = PG_e(Z) - Pg.e(z). (31)

Démonstration. Considérons tous les coloriages du graphe G — e utilisant exactement A
couleurs. Il y en a de deux types :

(1) ceux pour lesquels on assigne aux extrémités u et v de l'aréte e deux couleurs
distinctes;

(2) ceux pour lesquels on assigne aux extrémités u et v de 'aréte e une méme couleur.

Les coloriages du premier type sont en bijection avec les coloriages du graphe G utili-
sant exactement A couleurs, car dans le graphe G, les sommets u et v sont adjacents, et
donc, ils doivent étre colorés avec des couleurs différentes. Les coloriages du second type
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sont en bijection avec les coloriages du graphe G - e utilisant exactement A couleurs, car
dans le graphe G - e, les sommets u et v sont remplacés par un unique sommet, et donc,
ils ont la méme couleur.

Ainsi, le nombre de coloriages distincts de G — e utilisant au plus A couleurs est le
méme que le nombre total de coloriages distincts de G et de GG - e avec au plus A couleurs.
Par conséquent, nous avons :

Pe_o(N) = Po(M) + Pao(N). (3.2)
]

[lustrons désormais le calcul du polynéome chromatique d’un graphe en utilisant le
théoréme de Suppression-Contraction.

Exemple 3.2.3. Considérons le graphe G représenté a la figure [3.2al Supposons que
I’'aréte e sur laquelle nous souhaitons effectuer une Suppression-Contraction soit celle
reliant les sommets 2 et 4.

Pour la suppression, nous retirons ’aréte e du graphe G, ce qui nous donne le graphe
G — e illustré a la figure [3.2b] Quant a la contraction, nous retirons a nouveau l'aréte
e, tout en fusionnant les sommets 2 et 4 en un unique sommet, que nous nommons 2, 4.
Pendant cette opération, il est crucial de maintenir toutes les connexions initiales de
ces sommets avec les sommets 1 et 3. Lors de cette contraction, toute aréte multiple qui
pourrait apparaitre est également supprimée. Le résultat de cette contraction est le graphe
G - e, visible a la figure

Dans la section [3.3] nous observerons que les polynémes chromatiques du graphe G —e
(qui est le cycle Cy) et du graphe G - e (qui est le chemin P3) sont exprimés comme suit :

Poo(2)=(z—-1)"+(2—1) et Pgelz)=2(z-1>~%

Par conséquent, la relation (3.1) de Suppression-Contraction nous indique que le po-
lynéme chromatique du graphe GG s’exprime comme la différence des polynémes chroma-
tiques des graphes G —eet G - e :

Pa(2) = Po—e(2) — Pg.e(2)
=(z-D'+(z—-1)—2(z—1)?
(= 1)((z— 1P 412z~ 1)
=2(z—1)(z — 2)%

(a) Graphe G. (b) Graphe G — e. (c) Graphe G - e.

FIGURE 3.2 — Illustration du calcul du polynéme chromatique d’un graphe a I’aide du
théoréme de Suppression-Contraction.
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A la suite de cet exemple, nous pouvons formuler 1’observation suivante.

Remarque 3.2.4. La méthode de Suppression-Contraction permet de déterminer le poly-
nome chromatique d’un graphe en le simplifiant a chaque étape, réduisant ainsi le nombre
d’arétes (lors de la suppression et de la contraction) et de sommets (lors de la contraction).
Une fois que le polynéme chromatique d’un graphe est connu, il n’est plus nécessaire de
continuer la méthode de Suppression-Contraction sur ce graphe. Cependant, si le poly-
nome chromatique d’un graphe intermédiaire est inconnu, le processus de Suppression-
Contraction est appliqué a ce graphe jusqu’a conduire & des graphes vides, comme illustré
a la figure [3.3

Remarquons également qu’a chaque étape de Suppression-Contraction, jusqu’a deux
polynoémes chromatiques inconnus doivent étre calculés. Or, malgré I'utilité de décomposer
un graphe en un ensemble de graphes vides, cette approche entraine un doublement du
nombre de graphes & chaque étape de Suppression-Contraction, ce qui rend le processus de
détermination du polynéme chromatique laborieux pour les graphes contenant un grand
nombre d’arétes, car il devient exponentiel par rapport au nombre d’arétes du graphe.
Cette complexité concorde avec la difficulté de calculer le polynéme chromatique d’un
graphe, comme nous le verrons dans le chapitre []

=TTV
[ VA
A

FIGURE 3.3 — Plusieurs itérations du processus de Suppression-Contraction appliqué au
cycle Cy conduisent & une collection de graphes vides (illustration provenant de 1’ar-
ticle [23] a la page 58).
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3.3 Le polyndme chromatique de différentes familles de
graphes

Nous allons présenter plusieurs résultats fournissant le polynéme chromatique pour les
diverses familles de graphes introduites dans la section La section 2.2 du mémoire [3]
a été consultée pour rédiger ce qui suit.

En vertu de la remarque [3.2.4}] il s’avére que si nous connaissons le polynéme chroma-
tique d’un graphe vide, nous sommes en mesure de déterminer le polynéme chromatique
d’un graphe donné en utilisant la méthode de Suppression-Contraction.

Pour déterminer le polyndéme chromatique d’un graphe vide, notons d’abord que ce
dernier, s’il posséde plus d’un sommet, est non connexe. Ainsi, il convient de déterminer le
polynéme chromatique d’un graphe non connexe en fonction de ses composantes connexes.
Une fois cela réalisé, cette méthode peut étre appliquée pour déterminer le polynéme
chromatique du graphe vide.

Le lemme suivant établit le polynéme chromatique des graphes appartenant a la famille
des graphes non connexes.

Lemme 3.3.1. Soit G un graphe non conneze ayant pour composantes connexes Gy, Gy, ..., Gy.
Alors, le polynome chromatique du graphe G est donné par

Po(z) = Pg,(2) - Po,(2) -+ - P, (2).

Démonstration. Etant donné que les composantes connexes d’un graphe sont disjointes,
pour un ensemble donné de A couleurs, chaque composante connexe peut étre colorée
avec au plus ces \ couleurs, indépendamment des coloriages des autres composantes. Par
conséquent, le nombre de coloriages distincts du graphe G est obtenu en multipliant le
nombre de coloriages distincts de chaque composante connexe. O

Comme évoqué précédemment, ce lemme nous permet de déterminer le polynome
chromatique des graphes appartenant a la famille des graphes vides.

Proposition 3.3.2. Le polynome chromatique du graphe vide E,, est
PEn(Z) =2z"

Démonstration. Considérons un ensemble de A couleurs. Comme aucun sommet n’est
adjacent a un autre sommet dans le graphe vide E, a n sommets, les n sommets isolés
peuvent étre colorés indépendamment, chacun de A\ fagons différentes. Ainsi, en vertu
du lemme nous concluons que le polynéme chromatique du graphe vide E, est le
produit des polynémes chromatiques de chacune des n composantes connexes, chacune
étant formée d’un unique sommet. O]

La capacité a déterminer le polynéome chromatique d’un graphe en fonction de ses
composantes connexes facilite grandement le processus de Suppression-Contraction. Par
ailleurs, la connaissance des polyndémes chromatiques de certaines familles de graphes per-
met également de simplifier ce processus. C’est pourquoi nous allons maintenant examiner
les polynémes chromatiques des graphes rencontrés dans la section comme annoncé
précédemment.

Déterminons d’abord le polynéme chromatique des graphes appartenant a la famille
des graphes complets, en nous appuyant respectivement sur les sections 3.2 et 4.2 des
mémoires |3}, 21].
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Proposition 3.3.3. Le polynome chromatique du graphe complet K, est
Pg (z2)=z2(z=1)---(z—=n+1) =2"

Démonstration. Considérons un ensemble de A couleurs. Il est clair que le nombre de
choix possibles pour colorer chaque sommet du graphe complet K, a n sommets dépend
du nombre de couleurs déja attribuées aux sommets précédents. En effet, dans un graphe
complet, chaque paire de sommets est reliée par une aréte, donc aucun sommet ne peut
partager la méme couleur avec ses voisins pour obtenir un coloriage valide.

Ainsi, pour le premier sommet, nous avons A choix de couleurs possibles. Pour le
deuxiéme sommet, nous avons A — 1 choix possibles. De maniére générale, pour tout
i €{3,...,n— 1}, nous avons A — (i — 1) = X\ — i + 1 choix pour le i sommet, étant
donné que ce sommet est adjacent a chacun des ¢ — 1 autres sommets déja colorés. Enfin,
pour le n®™¢ et dernier sommet, nous avons A — (n — 1) = A —n + 1 choix de couleurs
possibles. O

Nous nous concentrons maintenant sur le polynéme chromatique des arbres. Notons
qu’en réalité, nous démontrons que tous les arbres d’ordre n ont le méme polynoéme chro-
matique. Pour rédiger ce qui suit, la section 3.2 du mémoire [3| et la section 3 du chapitre
IV des notes de cours [24] ont été parcourues.

Proposition 3.3.4. Pour tout arbre T € T, (n > 1), son polynéme chromatique est
Pr(z) = z(z —1)" . (3.3)

Démonstration. Procédons par récurrence sur le nombre de sommets n > 1 de I'arbre et
considérons un ensemble de A couleurs.

Tout d’abord, le cas de base n = 1 est évident puisqu’un arbre a un sommet, noté 77,
peut étre coloré de A facons différentes. Donc, Pp,(\) = A = A(A — 1)~ et la propriété
est vérifiée lorsque n = 1.

Supposons maintenant que la propriété est vraie pour tout arbre T, € 7, d’ordre n
(n > 1), c’est-a-dire que le polynéme chromatique de tout arbre a n sommets est donné
par Pr, (\) = A(A — 1)"7L. Pour I'induction, considérons un arbre arbitraire T}, 11 € Tpi1
ayant n+ 1 sommets. Un tel arbre posséde au moins un sommet de degré 1, i.e. une feuille,
car 'arbre a au moins deux sommets, puisque n > 1. Soit e I'aréte incidente a cette feuille.
En supprimant l’aréte e, nous obtenons la suppression 7},.1 — e, qui est I'union disjointe
d’un arbre & n sommets et d’un arbre a un seul sommet. En contractant I’aréte e, nous
obtenons la contraction 7T}, -e, qui est un arbre a n sommets. En vertu de la relation (3.1
de Suppression-Contraction, nous avons :

PTn+1 (A) = PTn+1_e<)\) - PTn+1'e()\)'

En utilisant le cas de base, 'hypothése de récurrence ainsi que le lemme [3.3.1, nous
pouvons conclure que :

Pr., () = A(AA— 1)) = A(A— 1)
=AA—=1)"""A—1) par mise en évidence
= A—-1)"

Par conséquent, 'hypothése est vérifiée pour les arbres composés de n + 1 sommets,
et donc, par récurrence, elle est valide pour tout n. O
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De cette proposition découle un résultat fournissant une borne supérieure pour le poly-
nome chromatique d’un graphe connexe, tel qu’indiqué dans la section 4.2 du mémoire |21
ainsi que dans la section 6 de I'article [23].

Corollaire 3.3.5. Pour un graphe connexe G d’ordre n et pour un ensemble de A couleurs,
nous avons

Ps(N) < A\ — 1)

Démonstration. Etant donné que tout graphe connexe posséde un sous-arbre couvrant
(conformément a la proposition , considérons n’importe quel sous-arbre couvrant T’
du graphe G. Les sommets de cet arbre T peuvent étre colorés de A(A — 1)"~! maniéres
différentes, comme énoncé dans la proposition [3.3.4]

Il convient de noter que chaque coloriage du graphe GG est également un coloriage de
I’arbre T' du fait qu’un sous-arbre couvrant 7' contient tous les sommets du graphe G.
Cependant, tous les coloriages possibles de T ne seront pas nécessairement des coloriages
valides pour G, car T' est un sous-graphe du graphe GG et ne contient pas nécessairement
toutes les arétes présentes dans G. O

A partir de cette borne supérieure, nous pouvons conclure que, en général, le polynéme
chromatique des graphes connexes posséde une borne supérieure minimale. En effet, le co-
rollaire(3.3.5|assure I'existence d’une telle borne supérieure, tandis que la proposition
démontre que cette borne supérieure est la plus petite possible.

De la proposition|3.3.4|concernant le polynéme chromatique des arbres émerge deux ré-
sultats sur le polynéme chromatique des graphes en étoile et des chemins, respectivement.
Cela découle du fait que les chemins et les graphes en étoile sont des arbres particuliers.

Corollaire 3.3.6. Le polynome chromatique d’un chemin P, (n > 2) est
Pp (2) = 2(z — 1)" %

Corollaire 3.3.7. Le polynome chromatique d’un graphe en étoile S, (n > 2) est
Ps (2) = z(z — 1)" 1.

Tout comme nous avons déterminé le nombre chromatique des cycles, nous pouvons
maintenant porter notre attention sur le polynéme chromatique de ces graphes. Le lecteur
pourra retrouver le résultat présenté par la suite dans la section 3.2 du mémoire |[3].

Proposition 3.3.8. Le polynome chromatique d’un cycle C,, (n > 3) est
Po,(z)=-1)"+(-1)"(z—1).

Démonstration. Procédons par récurrence sur le nombre de sommets n > 3 du cycle et
considérons un ensemble de A couleurs.

Tout d’abord, le cas de base n = 3 est évident, puisqu’'un cycle a trois sommets
correspond au graphe complet K3. En vertu de la proposition [3.3.3], nous obtenons

Pey(A) = P, ()
=AA=1)(A—2)
=(A—=1)(\*—=2))
=A-1)((A=1)2-1)
=A=1P2-(\-1)
=A=1°+ (=)’ - 1),

et la propriété est vérifiée lorsque n = 3.
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Supposons maintenant que la propriété est vraie pour tout cycle d’ordre n (n > 3),
c’est-a-dire que le polynome chromatique de tout cycle a n sommets est donné par

Fo,(N) = A=1D"+(=D)"(A - 1).

Pour I'induction, considérons un cycle ayant n + 1 sommets. Choisissons de maniére arbi-
traire une aréte e du cycle C), 1. En supprimant cette aréte e, nous obtenons la suppression
Chs1 — e, qui est un chemin a n + 1 sommets. En contractant l’aréte e, nous obtenons la
contraction C), 1 - e, qui est un cycle & n sommets. Par la relation de Suppression-
Contraction, nous avons :

n+1 (/\) = PCn+1—€<)‘) - PCn+l'3(>\)
=AA=D"=(A=1)"+(-1)"(A=1))
CAA =D = (A= 1) 4 (=1 (A = 1)

=A=-D"A-D+ (=D (A-1)

=A=D" + (=)A= 1),

Pc

ou la seconde égalité est obtenue en utilisant la proposition [3.3.6] conjointement avec
I’hypothése de récurrence. O]

De cette proposition découle directement un résultat, portant sur le polynéme chro-
matique des graphes roues. La preuve suivante a été rédigée a ’aide de la section 4.2 du
mémoire [21].

Proposition 3.3.9. Le polynome chromatique d’un graphe roue W,1 (n > 3) est
P, (2) = 2(2 = 2)" + (=1)"2(z - 2).

Démonstration. Déterminons le nombre de coloriages distincts utilisant au plus A couleurs
pour le graphe roue W, ;1 a n + 1 sommets.

Commencons par colorer le sommet central du graphe roue. Etant donné qu’aucun
sommet n’a été coloré jusqu’a présent, nous disposons de A choix possibles pour colorer
ce premier sommet. Puisque le centre du graphe roue W,,; est adjacent aux n sommets
restants, nous devons retirer la couleur utilisée pour colorer le sommet central de notre en-
semble de couleurs. A présent, nous disposons de A— 1 couleurs différentes pour colorer les
n derniers sommets, qui forment un cycle C,, a n sommets. En vertu de la proposition 3.3.8]
nous savons que le nombre de coloriages distincts utilisant au plus A — 1 couleurs pour le
cycle C, est donné par le polynéme chromatique Po, (A — 1) = (A —2)" 4+ (=1)"(A — 2).

Par conséquent, le polynéme chromatique du graphe roue W, est :

Py, ,(A) = AP, (A—1)
=A((A=2)"+ (-1)"(A=2)
= AMA=2)" + (=1)"A(A —2). 0

Désormais, nous allons déterminer le polynéme chromatique des graphes appartenant
a la famille des graphes bipartis complets. Pour ce faire, nous devons d’abord introduire
les nombres de Stirling de seconde espéce. La section 6.5 du livre [11], la section 1.5
du livre [13], la section 6.1 du livre [17], la section 4.5 du mémoire [21], la section 4 de
I'article [23] ainsi que la section 1.2 du livre [27] ont été consultées pour rédiger ce qui
suit.
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Définition 3.3.10. Le nombre de Stirling de deuxiéme espéce, noté S(n,m), représente
le nombre de partitions d’un ensemble de n éléments en m sous-ensembles non vides (non
ordonnés).

Il est évident que S(n,1) = 1 et S(n,n) = 1, pour n > 0, car un ensemble de n
éléments ne peut étre partitionné que d’une seule facon en 1 ou n sous-ensembles. De
plus, S(n,0) = 0 pour tout n» > 1, car un ensemble de n > 1 éléments ne peut étre
partitionné en 0 sous-ensemble. De méme, S(n,m) = 0 pour m > n, car un ensemble de
n éléments ne peut étre partitionné en m > n sous-ensembles.

Pour mieux appréhender la définition précédente, illustrons le calcul de différentes
valeurs du nombre de Stirling de seconde espéce.

Exemple 3.3.11. L’ensemble {1,2, 3,4} de quatre éléments peut étre partitionné en :
— quatre sous-ensembles d’une seule fagon : {{1}, {2}, {3},{4}};
— en deux sous-ensembles de sept facons : {{1, 2,3}, {4}}, {{1,2,4}, {3}}, {{1, 3,4}, {2}},
{{2,3, 45, {13}, {{1,2},{3,4}}, {{1, 3}, {2, 4}}, {{1,4},{2,3}};
— en trois sous-ensembles de six fagons : {{1,2}, {3}, {4}}, {{1, 3}, {2}, {4}}, {{1,4}, {2}, {3}},
{{2,35, {11, {43}, ({2,435, {1}, {3}}, {{3,4}, {1}, {2}};
— en un sous-ensemble d’une seule fagon : {{1,2,3,4}}.

Par conséquent, les nombres de Stirling de seconde espéce pour un ensemble de quatre
éléments sont S(4,1) =1,5(4,2) =7,5(4,3) =6 et S(4,4) = 1.

La proposition suivante énonce une relation de récurrence ainsi qu’une expression close
pour les nombres de Stirling de deuxiéme espéce, tout en fournissant une forme close qui
lie les factorielles décroissantes aux puissances par le biais des nombres de Stirling. La
preuve de ce résultat s’inspire respectivement des sections 6.5 et 6.1 des livres |11} [17].

Proposition 3.3.12. Pour un naturel n non nul, nous avons :
1. S(n,m)=mS(n—1,m)+ S(n—1,m — 1) pour tout naturel m ;
2. S(n,m) = % Yoo (=1)C (m — i)™ pour m € {0,1,...,n};

et pour un naturel n, nous avons :
8. 2" =31 S(n,1)2t

Démonstration. Prouvons les trois points séparément.

1. Pour établir cette relation de récurrence, nous utilisons le fait que S(n, m) représente
le nombre de fagons de partitionner un ensemble de n éléments en m sous-ensembles
non vides, comme stipulé dans la définition [3.3.10]

Ainsi, pour partitionner n éléments en m sous-ensembles, deux possibilités se pré-
sentent :

e soit nous incluons le n®™¢ élément dans un sous-ensemble déja existant, ce qui
correspond & mS(n — 1,m) telles partitions, puisque chacune des S(n — 1,m)
fagons de répartir les n — 1 premiers objets en m sous-ensembles non vides
donne m sous-ensembles auxquels le n®™¢ objet peut se joindre;

e soit nous créons un nouveau sous-ensemble pour le n®€ élément, ce qui cor-

respond & S(n — 1,m — 1) telles partitions, puisque une fois que nous avons
introduit ce sous-ensemble additionnel contenant uniquement le n®™¢ élément,
il nous reste a partitionner les n — 1 éléments restants dans les m — 1 sous-
ensembles restants.
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2. Comme stipulé dans la définition [3.3.10, S(n,m) représente le nombre de fagons de
partitionner un ensemble de n éléments en m sous-ensembles distincts non vides.
Comptons le nombre de tels arrangements possibles.

Tout d’abord, il y a m™ fagons de répartir n éléments dans m sous-ensembles sans
aucune contrainte, puisque chaque élément peut étre placé dans I'un des m sous-
ensembles disponibles.

Cependant, parmi ces m" arrangements, nous comptons en excés les situations ou
au moins un sous-ensemble est vide, alors que le probléme spécifie que tous les sous-
ensembles doivent contenir au moins un élément. Ainsi, nous devons soustraire le
nombre de cas ol au moins un sous-ensemble est vide. Il y a C}, fagons de choisir un
sous-ensemble a laisser vide, et m — 1 fagons de répartir chacun des n éléments dans
les m — 1 sous-ensembles restants. Cela conduit a (—1)'C} (m — 1)" arrangements
a soustraire.

Mais, en retirant les arrangements comportant au moins un sous-ensemble vide,
nous soustrayons implicitement deux fois les arrangements ot au moins deux sous-
ensembles vides apparaissent. Par exemple, si nous cherchons a répartir n = 4 élé-
ments dans m = 3 sous-ensembles, en nous appuyant sur la figure[3.4], nous observons
que lorsque nous considérons les arrangements avec au moins un sous-ensemble vide
(le choix de ce sous-ensemble étant indiqué en rouge), nous considérons deux fois les
configurations ott deux sous-ensembles sont vides, comme illustré par les situations
encadrées.

00000
JOEBLE
JOOEE EE6UL

HEE0

00000
RIS

(a) Choix 1. (b) Choix 2.

00000 | 0

(¢) Choix 3.

FIGURE 3.4 — Illustration des différents arrangements possibles contenant au moins un
sous-ensemble vide, avec n = 4 et m = 3.
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Pour corriger cette sous-estimation, nous devons ajouter & nouveau les cas ot
au moins deux sous-ensembles sont vides. Il y a C? facons de choisir deux sous-
ensembles & laisser vides, et m — 2 fagons de répartir chacun des n éléments dans
les m — 2 sous-ensembles restants. Cela conduit a (—1)2C2,(m — 2)" arrangements
a ajouter.

Nous répétons ce processus d’inclusion-exclusion jusqu’a considérer le cas ou tous
les m sous-ensembles sont vides. Dans ce cas, il y a C]" fagons de choisir m sous-
ensembles a laisser vides, et m —m = 0 fagon de répartir chacun des n éléments dans
les 0 sous-ensembles restants. Cela conduit a (—1)"C"(m — m)"™ = 0 arrangement.

Puisque les m sous-ensembles sont non ordonnés contrairement aux arrangements,
il convient de diviser par m!, qui représente le nombre de permutations possibles
des m sous-ensembles. Par conséquent, nous obtenons pour m € {0,1,...,n} :

S(n,m) = % (COm™ — L (m —1)" + C2(m —2)" — C3 (m —3)" +---)
1 i i \n
= ;{ij{:(__l)(ln<nz__l)7
T =0

qui représente le nombre de facons de répartir n éléments dans m sous-ensembles
distincts non vides.

. Procédons par récurrence sur n.

Tout d’abord, le cas de base n = 0 est évident, puisque

0
> 0 5(0,8)2 = 5(0,0) 22 = 20 =1 = 2"

i N——

=0 -1

Supposons que le résultat est vrai pour n € N et montrons qu’il est vrai pour n + 1.
Nous avons :

n+1 n+1
ZS(n +1,i)2t = Z (iS(n,i) 4+ S(n,i — 1))zt par le point 1
i=1 i=1
n+1 n+1
= iS(n, i)zt + Y S(n,i—1)2
i=1 i=1
n n+1
= ZiS(n,i)zi—l— ZS(n,z’ —1)2% car S(n,i) =0pouri=0eti>n
i=1 i=2
= Z iS(n, i)zt + Z S(n,7)z*L  en réindicant la seconde somme
i=1 Jj=1
= S8(n,i)(iz" + 2.
i=1

Or, par définition de la factorielle décroissante, nous avons
=2z — (i4+ 1)+ 1) = 24z — i)
o L =y gt

N e Ny 2
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Par conséquent, nous obtenons :

n+1

DS+ 10zt =3 S i)zt + =)

i=1

= Z S(n,i)(zt2)

=2z z”: S(n, i)zt
i=1

= zz" par hypothése de récurrence
= 2"t O

Grace a cette proposition, nous pouvons faire la constatation suivante.

Remarque 3.3.13. Il est important de noter que les polynomes 22, 21, ..., 22 forment

une base de I’ensemble des polynomes de degré au plus n.

Toujours dans 'optique de déterminer le polyndéme chromatique des graphes appar-
tenant a la famille des graphes bipartis complets, maintenant que nous avons présenté
les nombres de Stirling de seconde espéce, il est nécessaire d’aborder la notion de graphe
joint ainsi que le calcul du polynéme chromatique associé a ce type de graphe.

Définition 3.3.14. Le graphe joint de deux graphes G = (V, E¢) et H = (Vy, Eyr), dont
les ensembles de sommets Vi et Vi sont disjoints, est noté G + H. Il est défini comme
I'union disjointe des graphes G et H, incluant toutes les arétes qui relient les sommets de
G aux sommets de H.

En d’autres termes, le graphe joint G + H a pour ensemble de sommets

Vern = Ve UV,
et pour ensemble d’arétes
Egiu = EqgUEy U{{u,v}:ueVgveVy}

Un exemple concret illustrant la notion de graphe joint que nous venons de définir est
présenté ci-dessous.

Exemple 3.3.15. Le graphe joint du graphe papillon, représenté en rose, et du chemin
P», représenté en bleu, est illustré a la figure[3.5] Chacun des sommets du graphe papillon
est relié a tous les sommets du chemin par des arétes de couleur rouge.

FIGURE 3.5 — Le graphe joint du graphe papillon et du chemin F,.
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Passons maintenant & 1’étude du calcul du polynéme chromatique d’un graphe joint.
Avant d’aborder ce sujet, il est primordial de comprendre la notion de produit ombral.

Définition 3.3.16. Considérons deux polynémes P(z) et QQ(z) exprimés sous forme de
factorielle décroissante, c’est-a-dire P(z) = Y I piztet Q(2) = > 7, ¢;22, 0t P(2),Q(z) €
Clz].

Le produit ombral de P(z) et Q(z), noté P(z) * Q(z), est obtenu en multipliant les
polynémes de maniére habituelle, ol les factorielles sont traitées comme des puissances.

Donc, nous avons P(2) * Q(2) = > 21" >20% pig;» s

A titre d’exemple, nous avons 28 x 22 = 2855 = 213 e (322 + 222) x (527 — 423) =

15247 4 1022487 — 1224483 — 82243 — 15241 4 1022 — 1227 — 825.

La remarque suivante expose une propriété du produit ombral, qui sera pertinente
dans la démonstration du calcul du polynéme chromatique d’un graphe biparti complet.

Remarque 3.3.17. Il est important de noter que le produit ombral de polynémes quel-
conques sous forme de factorielle décroissante se comporte comme un opérateur bilinéaire.

Pour démontrer que le produit ombral * est un opérateur bilinéaire, considérons
P(z),Q(z) et R(z) trois polynomes exprimés sous forme de factorielle décroissante, de
degrés respectifs n, m et p, et considérons des scalaires a et . En d’autres termes, nous
pouvons les écrire comme suit :

= zn:pizi, Z g7 et R(z Z e,
i=1

ou les p;, q; et 1, sont des complexes.
Nous devons vérifier les deux propriétés suivantes :

1. Linéarité de  sur le premier facteur :

(aPa(2) + BPr(2)) * Pr(2) = a(Pa(2) * Px(2)) + B(Pu(2) * P (2)).
2. Linéarité de * sur le second facteur :

Pa(z) * (aPr(2) + BPk(2)) = a(Pa(2) * Pu(z)) + B(Pa(z) * Pr(2)).

Par la définition [3.3.16] puisque le produit ombral de deux polynémes chromatiques
revient a effectuer la multiplication habituelle de polynémes et a traiter le produit de fac-
torielles décroissantes comme un produit de puissances, la linéarité sur le premier facteur
s’obtient comme suit :

(aPg(2) + BPu(2)) * Px(2)

n m l
) (“waﬂzqﬂ") <Z>
i=1 j=1

k=1

max(m,n) l
= Z (ap; + Bg;) *( rkzk> oup;,=0sii>netqg=0s17>m
i=1 k=1

max(m,n)+l
= Z ( Z (ap; + 5ql-)7“k) z®  par définition du produit ombral

s=2 i+k=s
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max(m,n)+l
= Z (Oézpirk‘i‘ﬁZQim)Zs

5=2 i+k=s i+k=s

max(m,n) max(m,n)+l

+
= Z Z pirgz®+ B Z Z qirKz®

s=2 i+k=s s=2 i+k=s
n+l m+l
= &Z Z piTkZ§+ﬁZ Z qirez® puisque p; =0sii>net g =0s171>m
s=2 i+k=s s=2 i+k=s
n l m l
= azzpirkzﬂ‘i‘ﬁzz%rkzﬂ
i=1 k=1 j=1 k=1
n l m l
=« Z Zpirk(zi x 25 4+ Z Z qjmi(22 % 2E)  par définition du produit ombral
i=1 k=1 j=1 k=1

=

+ 0

(3r) (%)

= a(P(2) x R(2)) + B(Q(2) * R(2)).

($0) ()

Dans la deuxiéme égalité, la définition de la somme de polynomes est exploitée. Les
troisieme et cinquiéme égalités sont dérivées de la distributivité de la multiplication de
polynoémes par rapport a la somme de polyndémes. La quatrieme égalité est obtenue en
utilisant la distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport a la somme de
scalaires. Pour la cinquiéme égalité, la linéarité de la multiplication d’un polyndéme par
un scalaire est appliquée. Enfin, 'avant-derniére égalité est obtenue grace a la linéarité de
la multiplication de polynomes.
De fagon analogue, nous obtenons la propriété de linéarité sur le second facteur.

Avant de formuler et de démontrer le théoréme [3.3.19| concernant le polynéme chro-
matique d’'un graphe joint, faisons une observation préliminaire.

Remarque 3.3.18. 1l est crucial de noter que la relation (3.2)) peut également étre re-
formulée comme suit, si e est une aréte entre deux sommets non adjacents dans le graphe

G :
PG(Z) = PG+e(Z> + PG~e<Z>‘

En d’autres termes, le polynéme chromatique du graphe de départ G peut étre exprimé
comme la somme des polyndémes chromatiques de deux graphes : le graphe G + e, obtenu
en ajoutant 'aréte e & G'; et le graphe G - e, construit en fusionnant les extrémités de
I’aréte e dans G.

Grace a cette reformulation, nous observons que l'itération du processus de Suppression-
Contraction réexprimé conduit a une collection de graphes complets, comme illustré no-
tamment a la figure (ot A et B désignent les sommets considérés a chaque itération
du processus). Ainsi, en itérant cette régle, le polynéme chromatique d’un graphe donné
G = (V, E) d’ordre n peut étre exprimé comme la somme de polyndémes chromatiques de
graphes complets.

En utilisant la proposition [3.3.3] stipulant que le polynéme chromatique d’un graphe
complet correspond & une factorielle décroissante, nous pouvons réexprimer le polynéme
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chromatique du graphe G' comme une somme de factorielles décroissantes de z :

n

Pg(z) = Z crE,

k=1

ol ¢ représente le nombre de fagons de partitionner ’ensemble de sommets V' en k sous-
ensembles indépendants non vides, comme constaté a la remarque |3.1.3]

Al e
GO
_ @ Wl AR

- KA

@+ [+ A

FIGURE 3.6 — L’itération du processus de Suppression-Contraction réexprimé conduit a
une collection de graphes complets (illustration provenant de l'article [23] & la page 57).

Maintenant que tous les éléments sont en place, nous pouvons étudier le polynéme
chromatique d’un graphe joint.

Théoréme 3.3.19. Soient G = (Vg, Eg) et H = (Vy, Ey) deux graphes disjoints, ot
#Vo = n et #Vy = m. Le polynéme chromatique du graphe joint G + H de ces deux
graphes satisfait la relation suivante :

Poin(z) = Po(z) x Pg(2).

Démonstration. En se référant a la remarque [3.3.18] nous pouvons exprimer le polynéme
chromatique de tout graphe donné comme une somme de polyndémes chromatiques de
graphes complets. Ainsi, en appliquant de maniére itérative la formule de Suppression-
Contraction réorganisée Pg(z) = Pgie(2) + Po.o(z) aux graphes G et H séparément, nous

avons :
n

Pg(z) = Z cizt = 1 P, (2) 4 caPg,(2) + - + ca Pk, (2)

i=1



3.3. LE POLYNOME CHROMATIQUE DE DIFFERENTES FAMILLES DE GRAPHES 79

et

Py(z) =Y djzl = di Py, (2) + doPr,(2) + -+ + dy P, (2).
j=1

En appliquant de maniére itérative la formule de Suppression-Contraction réorganisée
au graphe joint G + H, les sous-graphes GG et H du graphe joint G + H peuvent étre
décomposés exactement comme décrit dans les équations ci-dessus. De plus, & chaque
étape, chaque sommet de chaque graphe K; (1 < i < n) obtenu lors de la Suppression-
Contraction de G sera adjacent a chaque sommet de chaque graphe K; (1 < j < m) obtenu
lors de la Suppression-Contraction de H (puisque, dans le graphe joint, tous les sommets
de G sont adjacents aux sommets de H). En conséquence, nous pourrons exprimer le
polynéme chromatique du graphe joint P,y (2) en termes de toutes les combinaisons
possibles de graphes joints entre un graphe complet de G et un graphe complet de H.
Cependant, le graphe joint d'un graphe complet ayant ¢ sommets et d’'un autre ayant j
sommets est lui-méme un graphe complet, ayant ¢ + j sommets.

Par conséquent, pour un terme 2! dans l'expression sous forme factorielle décrois-
sante de Pg(z), et pour un terme 22 dans I'expression sous forme factorielle décroissante
de Py(z), le polynome chromatique du graphe joint sous forme factorielle décroissante
Pg i1 (2) comprendra un terme 272 = 2% x 24, Il en découle que le polynéome chromatique
P n(2) peut étre obtenu dans sa forme factorielle décroissante en multipliant les formes
factorielles décroissantes de Pg(z) et de Py (z) comme s'il s’agissait de puissances. Ainsi,

Pg+H(Z) = Pg(Z) * PH(Z) ]

Pour exemplifier ce résultat, examinons I’exemple suivant.

Exemple 3.3.20. Déterminons la valeur du polynéme chromatique du graphe G, illustré

a la figure [3.7] en utilisant le théoréme [3.3.19

Le graphe G peut étre vu comme le graphe joint du graphe complet K5 (représenté en
bleu) et du chemin Pj3 (représenté en rose). Ainsi, selon le théoréme [3.3.19 le polyndéme
chromatique de G est donné par :

Pe(2) = Pry1py(2)
= Pk, (2) * Pp,(2).

D’apres la proposition [3.3.3] le polynéme chromatique du graphe complet K est
P Ko (’Z ) = 227
et selon la proposition le polynéme chromatique du chemin Pj est

Pp,(2) = 2(z — 1)2
=222 42
=22 -3224+22422—2
—-3 — 2

=224 22
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Au total, nous obtenons

Po(z) = (%) * (22 + 22)

2243 4 22

=224 4

=z2(z—1)(z=2)(z=3)(2 —4) + 2(z — 1)(z — 2)(= — 3)
= 2% —102* 4+ 352° — 5022 + 24z + 2* — 62° + 1122 — 62
= 2% — 924 +2923 — 3927 4+ 182.

FIGURE 3.7 — Le graphe joint G.

Grace a ce théoréme, nous sommes en mesure de déterminer le polynéme chromatique
des graphes faisant partie de la famille des graphes bipartis complets.

Proposition 3.3.21. Le polynome chromatique du graphe biparti complet K, ,, est

m n

Px,..(2) =YY S(m,i)S(n, j)z*.

i=1 j=1

Démonstration. Etant donné que le graphe biparti complet K, , peut étre considéré
comme le graphe joint des graphes vides E,, et E,, ie. K, = E, + E,, en vertu
du théoréme [3.3.19 nous avons :

P, .(2) = Pg,,(2) x Pg,(2)
= 2" % 2" par la proposition [3.3.2

= (Z S(m, Z)ZZ> * (Z S(n,j)zj> par le point 3 de la proposition [3.3.12
i=1 j=1

= Z Z S(m,1)S(n,j) (z**22) par bilinéarité du produit ombral
i=1 j=1

= Z S(m,i)S(n,j)Z*L par définition du produit ombral.
i=1 j=1

O

Afin d’illustrer cette proposition[3.3.21] calculons le polynéme chromatique d’un graphe
biparti complet.
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Exemple 3.3.22. Considérons le graphe biparti complet Kj 3, illustré a la figure [3.8|
Selon la proposition [3.3.21] le polyndéme chromatique de K3 est :

2 3

Pr,y(2) =3 Y 8(2,i)S(3,5)2%

i=1 j=1
= S5(2,1)5(3, 1)z + 9(2,1)59(3,2) 2142 4+ 5(2,1)5(3, 3) 212
+5(2,2)5(3,1)22L 4+ 5(2,2)5(3,2)222 + 5(2,2)5(3, 3) 222
= 2243234224 34322425 puisque tous ces nombres de Stirling valent 1,
sauf S(3,2) qui vaut 3
=22 448 444422
= 2" — 62" +152° — 172" + 72,

ou les valeurs des nombres de Stirling de seconde espéce sont répertoriées dans I’OEIS
sous le numéro #A008277 (voir 'encyclopédie [25]).

FIGURE 3.8 — Le graphe biparti complet Kj 3.

3.4 Propriétés du polynédme chromatique et de ses co-
efficients

Dans cette section, nous explorons les propriétés des polyndémes chromatiques, mettant
en lumiére leur capacité a fournir des informations essentielles sur les graphes. Malgré les
différences significatives entre les graphes et leurs polyndémes chromatiques respectifs,
nous constaterons qu’ils partagent des traits communs a travers les coefficients de ces
polynémes. Ces propriétés, initialement étudiées par le mathématicien Ronald Cedric
Read en 1968 (voir 'article |23]), sont désormais largement reconnues et constituent une
contribution importante & notre compréhension des graphes.

Pour débuter, intéressons-nous aux caractéristiques des coefficients du polynéme chro-
matique d’un graphe G = (V, E) quelconque, d’ordre n, de taille m et de polyndme
chromatique Pg(2).

Les informations présentées ci-dessous sont issues de la section 3.1 du mémoire [3], de
la section 6 de l'article [23] ainsi la section 5.3 du livre [27].

Théoréme 3.4.1. Le polynéome chromatique Pg(z) d’un graphe G vérifie les assertions
sutvantes :
1. Son degré est égal au nombre de sommets dans le graphe G.

2. Son coefficient dominant vaut 1.
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3. Le coefficient de 2"~ est —m, i.e. 'opposé du nombre d’arétes du graphe G.
4. Son premier coefficient est positif, et tous les termes alternent en signe.
5. Ses coefficients sont des entiers.

6. Si le coefficient de 2* est 0, alors le coefficient de 28~ ’est aussi.

Démonstration. Procédons par récurrence forte sur le nombre d’arétes m > 0 du graphe
G.

Tout d’abord, le cas de base m = 0 est évident. Si le graphe G posséde 0 arétes et n
sommets, il s’agit simplement du graphe vide E,,. Selon la proposition [3.3.2] le polynéme
chromatique de ce graphe est Pg(z) = Pg,(z) = 2". Ainsi, les propriétés sont trivialement
vérifiées lorsque m = 0.

Pour la récurrence forte, supposons que chacune de ces propriétés soit vraie pour tout
graphe ayant au plus m arétes (m > 1), et montrons que ces propriétés sont également
vérifiées pour un graphe G ayant n sommets et m + 1 arétes.

En vertu de la relation de Suppression-Contraction, nous savons que

Pg(z) = Pg_o(2) — Pa.e(2). (3.4)

Comme la suppression G — e contient une aréte de moins que le graphe initial G, soit
m arétes, mais le méme nombre de sommets n, par hypothése de récurrence, le polynéme
chromatique de G — e est de la forme

Po_e(z) = 2" —mz" 412" — 2" (3.5)

ou chaque coefficient ¢; est un entier positif.

De la méme maniére, étant donné que la contraction G - e posséde au moins une aréte
de moins que le graphe initial G mais a exactement un sommet de moins que G, a savoir
n — 1 sommets, par hypothése de récurrence, le polynéme chromatique de G - e est de la
forme

Poo(z) = 2" —m/2" 2 4 dy 2" 3 —dp2" (3.6)

ot m’ représente le nombre d’arétes dans la contraction G - e et ou chaque coefficient d;
est un entier positif.
Par conséquent, nous obtenons :

Pg(z) = PG_Q(Z) — Pg.e(z)
= (" —m2" 2" " )
— ("= dy 2 = dp T )

=2"—(m+ 12" (e +m)2"? = (g +dy)2 A

Les propriétés suivantes sont vérifiées pour le graphe G :

1. Le degré du polynoéme chromatique du graphe G correspond au nombre de sommets
de G, a savoir n.
En effet, vu les expressions et , les polynémes chromatiques Pg_.(2) et
Pg..(z) sont respectivement des polynémes de degré n et n — 1. Ainsi, le polynéme
chromatique Pg(z) du graphe G est un polynome de degré n auquel on soustrait
un polyndéme de degré n — 1, vu la relation de Suppression-Contraction. Etant
donné que cette soustraction ne peut pas annuler le terme de degré n dans Pg_.(z)
et qu'aucun terme d'un degré supérieur a n ne peut apparaitre, il est nécessaire que
le polynoéme chromatique Pg(z) soit également un polynéme de degré n.
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2. Le coefficient dominant du polynéme chromatique du graphe G est 1, étant donné
que le coefficient de 2™ vaut 1.

3. Le coefficient du terme en 2"~! dans le polyndme chromatique du graphe G est égal
a —(m + 1), ce qui correspond effectivement & moins le nombre d’arétes du graphe

G.

4. Le premier coefficient du polynéme chromatique du graphe G est positif, puisqu’il
vaut 1. De plus, tous les coefficients alternent en signe, car chacun d’entre eux est
de la forme £(c¢; + d;), ot les ¢; et d; sont des entiers positifs.

5. Chaque coefficient du polynéme chromatique du graphe G est un entier. En effet,
le coefficient dominant est égal a 1, et tous les autres coefficients sont de la forme
+(¢; + d;), ot les ¢; et d; sont des entiers positifs.

6. Si le coefficient de z* dans le polynéme chromatique du graphe G est nul, alors le
coefficient de z*~! est nul également.

Pour comprendre cela, examinons le premier coefficient dans Pg(z) qui est nul. Ce
coefficient particulier est tel que ¢; +d; = 0. Etant donné que ¢; et d; sont tous deux
des entiers positifs, cela implique que ¢; et d; sont tous deux égaux a 0. Ensuite,
comme Pg_.(z) et Pg..(z) ont tous deux moins de m + 1 arétes, tous les coefficients
suivants ci et dj sont également nuls, par hypothése de récurrence. Par conséquent,
les coefficients de chaque terme suivant dans Pg(z) sont également nuls, car ils ne
sont que des combinaisons de ces coefficients nuls.

Ainsi, chacune des six propriétés est vérifiée pour le polynéme chromatique de n’im-
porte quel graphe. O

A partir de ce théoréme, nous pouvons déduire les observations suivantes.

Remarque 3.4.2. Le point 6 du théoréme précédent stipule que si le coefficient de z*
dans Pg(2) est 0, alors le coefficient de 2*~! I’est aussi. Par conséquent, cela implique que
les puissances du polynéme chromatique d’un graphe G sont consécutives.

En outre, en utilisant les points 4, 5 et 6 du théoréme précédent ainsi que la re-
marque , nous pouvons déduire que le polynéme chromatique d'un graphe G = (V, E)
d’ordre n peut s’exprimer comme une somme de puissances du nombre de couleurs \ :

PG'()\) = ch)\k,
k=1

ol ¢, représente le nombre de facons de partitionner ’ensemble de sommets V' en k sous-
ensembles indépendants non vides.

Explorons maintenant une caractéristique liée a la somme des coefficients du polynéme
chromatique d’un graphe.

Théoréme 3.4.3. La somme des coefficients du polynome chromatique Pg(z) d’un graphe
G = (V,E) d’ordre n est nulle, sauf si le graphe G ne posséde pas d’arétes.

Démonstration. Pour obtenir la somme des coefficients d’un polyndéme en la variable z,
il suffit d’évaluer ce polynéome en z = 1. En vertu de la remarque [3.4.2] le polynome
chromatique de G peut étre réécrit comme Pg(z) = Y7, cx2¥, ol ¢4 représente le nombre
de fagons de partitionner ’ensemble de sommets V' en k sous-ensembles indépendants non
vides. Ainsi, la somme des coefficients est donnée par Pg(1) = > ;_, ¢k, ce qui correspond
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au nombre de facons de colorer les sommets du graphe G avec exactement une couleur.
Cependant, si le graphe GG contient au moins une aréte, il ne peut pas étre coloré avec une
seule couleur, ce qui implique que cette somme doit étre égale a 0.

En revanche, si le graphe G ne comporte aucune aréte, il correspond au graphe vide
E,, dont le polynéme chromatique est donné par Pg, (z) = 2". Dans cette situation
particuliere, la somme des coefficients du polynéme chromatique vaut 1. O

Examinons a présent un exemple pour illustrer la propriété que nous venons de mettre
en évidence.

Exemple 3.4.4. Considérons le graphe de Mycielski My, illustré a la figure [2.2¢]
En utilisant la fonction Chromatic Polynomial du logiciel mathématique Wolfram Ma-
thematica, nous obtenons le polynéme chromatique du graphe M, suivant :

Py, (2) = 2 — 202" +1902° — 11302° 4 464427 — 136932°

5 4 3 2 (37)

+ 2908027 — 434552" + 431852” — 2540227 4- 6600z.

Les propriétés énoncées dans le théoreme sont vérifiées pour Py, (z), et nous

indiquent en particulier que le graphe de Mycielski M, posséde 11 sommets et 20 arétes.

En outre, le résultat établi dans le théoréme est également confirmé pour le
graphe My, car la somme des coefficients de Py, (z) est nulle :

1 —20+ 190 — 1130 + 4644 — 13693 + 29080 — 43455 + 43185 — 25402 + 6600 = 0.

Pour clore cette section, nous allons explorer la propriété de connexité des graphes
en utilisant leur polynéme chromatique. Nous venons de montrer que le polynéme chro-
matique permet de déterminer le nombre de sommets et le nombre d’arétes d’un graphe.
Cependant, il convient de souligner que disposer uniquement du polynéme chromatique
ne fournit que peu d’informations sur le graphe qu’il représente, comme indiqué dans la
section 4 du mémoire [3|. Pour rédiger cette fin de section, nous nous appuyons respecti-
vement sur les sections 4 et 6.1 des mémoires |3} 21].

Une caractérisation de la connexité d'un graphe s’obtient aisément a partir de son
polynéome chromatique. A partir de cela, nous pouvons facilement déduire des informa-
tions sur le nombre de composantes connexes présentes dans un graphe en utilisant son
polyndéme chromatique, comme indiqué dans le résultat suivant.

Théoréme 3.4.5. Soit G = (V, E) un graphe d’ordre n, de taille m et de polynéme
chromatique Pg(z). Alors, la plus petite puissance k pour laquelle le coefficient de z* dans
Pg(z) est non nul correspond au nombre de composantes connezxes du graphe G.

En particulier, le graphe G est connexe si et seulement si le coefficient de z dans Pg(z)
est non nul.

Démonstration. Commengons par établir la caractérisation de la connexité d’un graphe.
Montrons tout d’abord la condition nécessaire. Supposons que le graphe G est connexe,
et montrons que le coefficient de z dans le polynéme chromatique de G est non nul. Pour
ce faire, procédons par récurrence forte sur le nombre m d’arétes dans le graphe G.

Tout d’abord, le cas de base m = 0 est évident. En effet, lorsque le graphe connexe
G contient m = 0 arétes, il s’agit simplement du graphe vide composé d’un seul sommet.
Ainsi, le polynéme chromatique du graphe G est Pg(z) = Pg,(2) = z, lequel présente
effectivement un coefficient non nul pour le terme en z.
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Supposons a présent que tout graphe connexe comportant moins de m arétes (m > 1)
posséde un polynome chromatique avec un coefficient en z non nul. Pour I'induction,
considérons un graphe connexe G avec m arétes et n sommets. Par la relation de
Suppression-Contraction, nous savons que Pg(z) = Pg_.(2)—Pg..(2). Apreés la suppression
de 'aréte e, le graphe résultant de la suppression G — e a toujours n sommets, mais le
nombre d’arétes est désormais réduit & m; = m — 1. Le graphe G étant connexe, il
convient de noter que le graphe GG — e peut soit rester connexe, soit devenir non connexe.
Cependant, puisque le graphe résultant de la contraction G- e est simplement le graphe G
ol une aréte a été contractée, il demeure connexe et il comporte exactement n— 1 sommets
ainsi qu'un certain nombre my d’arétes, ot mo < m. Par conséquent, étant donné que
G - e reste un graphe connexe, le terme en z dans Pg..(2) posséde un coefficient non nul,
selon 'hypothése de récurrence. Ainsi, en vertu du théoréme |3.4.1 nous obtenons :

PG—e(Z) =2"— mlz"_l + -4 (_1)n_1012

et
PG.e(Z) = zn—l _ mzz"—? + 4+ (_1)n_262Z,

ol ¢ et ¢y sont des entiers positifs, et ¢, doit étre non nul. Or, les termes (—1)"‘101 et
(—1)""2¢cy doivent avoir des signes opposés étant donné que les coefficients ¢; et ¢y sont
des entiers positifs. Dés lors, cela implique que

Pg(2> = PG,6<Z) — Pg.e(Z)
= (2" —m2" e ()" ) — (2T g R (1) 202)

=" — (m1 + 1)2n_1 + -+ (—1)n_1(01 + CQ)Z.

Ainsi, le coefficient de z est non nul, et notre hypothése est vérifiée pour tous les graphes
connexes.

Montrons & présent la condition suffisante. Procédons par contraposition et montrons
que si le graphe G n’est pas connexe, alors le coefficient de z dans le polynéme chro-
matique du graphe G est nul. Supposons que le graphe non connexe GG se décompose en
composantes connexes distinctes G, G, ..., G, ou k > 2 est le nombre de composantes
connexes de G. Alors, par le lemme [3.3.1] le polynome chromatique de G est le produit
des polynomes chromatiques de ses composantes connexes :

Fo(2) = P6,(2) - P, (2) -+ Pa, (2).

En vertu du théoréme [3.4.1] concernant les propriétés des coefficients des polynémes chro-
matiques, étant donné que le terme indépendant de chaque polynéme chromatique Pg, (2)
(1€ {1,...,k}) est nul, le terme de degré le plus bas dans chaque polynéme chromatique
est au moins ¢;z, oll ¢; est un entier non nul.

Par conséquent, si tous les polynémes chromatiques individuels Pg,(2) ont un terme
non nul en z, alors le terme de degré le plus bas dans Pg(z) est donné par I'expression

C1z- oz cpz = (cr-Cor )",
dont nous déduisons que le coefficient du terme en z dans Pg(z) est nul, étant donné
que k > 2. Par ailleurs, si certaines composantes connexes C; (i € {1,...,k}) ont un
coefficient nul pour le terme en z, cela implique que le degré du terme le plus bas est
supérieur a k. Ainsi, dans tous les cas, le polyndéme chromatique d’un graphe non connexe
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est tel que le coefficient associé au terme en z est nul. Par conséquent, par contraposition,
nous avons démontré que si le coefficient de z dans un polynéme chromatique est non nul,
alors le graphe associé est connexe.

Intéressons-nous a présent au nombre de composantes connexes d’un graphe. Si le
graphe GG est connexe, alors, en vertu de la condition nécessaire, la plus petite puissance
k pour laquelle le coefficient de z* dans Pg(z) est non nul vaut 1, qui correspond bien
au nombre de composantes connexes du graphe GG. Dans le cas ou le graphe GG est non
connexe, supposons qu’il ait k composantes connexes. Conformément au lemme |3.3.1],
Pg(z) peut étre calculé en multipliant les polynéomes chromatiques de ses composantes
connexes. Or, dans chacun de ces polynomes, le coefficient de z est non nul, comme stipulé
par la condition nécessaire. Par conséquent, le mondéme de degré le plus bas dans Pg(2)
est 2%, ol k représente le nombre de composantes connexes du graphe G. O]

Pour illustrer le résultat précédent, examinons les exemples suivants : I’'un portant sur
un graphe connexe et 'autre sur un graphe non connexe.

Exemple 3.4.6. Considérons le graphe de Mycielski My, illustré a la figure 2.2 Le
polynoéme chromatique du graphe M, est donné par 1’équation (3.7]).

D’apres le théoréme [3.4.5] étant donné que le coefficient en z est non nul, nous en
déduisons que le graphe M, est connexe, comme le confirme la définition [1.1.4

Exemple 3.4.7. Considérons le graphe non connexe G, illustré a la figure [3.9] qui se
compose de trois composantes connexes : les graphes G, G2 et G5 (de gauche a droite).
Le polynéme chromatique du graphe G peut étre calculé en multipliant les polynémes
chromatiques de chaque composante connexe, comme stipulé dans le lemme [3.3.1] Ainsi,
nous avons :

Pa(z) = Pa,(2) - Pa,(2) - Pas(2)
= 2" 1521 410122 — 4032 + 1059210 — 192527
+24712° — 224127 4 140825 — 58425 4 1442 — 1623,

puisque les polynomes chromatiques des trois composantes connexes sont tels que :

1. Le polynéme chromatique du graphe Gy est Pg, (2) = 23(z — 1)? = 2(2 — 1)3(z — 2).

En effet, le graphe Gy posséde une copie du graphe complet K3 en tant que sous-
graphe. Le polynéme chromatique du graphe complet K3 est Pg,(z) = z2. De plus,
les deux autres sommets de Gy, qui ne font pas partie de K3, peuvent chacun étre
colorés de z — 1 fagons différentes car chacun d’eux est adjacent & un sommet de K3
déja coloré.

2. Le polynéme chromatique du graphe G, est identique a celui de Gy, c’est-a-dire
Pg,(z) = z(z — 1)3(z — 2). En effet, de maniére similaire, le graphe G5 posséde une
copie du graphe complet K3 en tant que sous-graphe, et les deux autres sommets
sont & chaque fois adjacents & un sommet précédemment coloré, pouvant ainsi étre
colorés de z — 1 fagons différentes.

2

3. Le polynome chromatique du graphe Gj est Pg,(z) = 2(z — 1)(z — 2)?, comme déja

illustré a la figure [3.2a]
D’apres le théoréme [3.4.5 puisque la plus petite puissance de z ayant un coefficient

non nul dans Pg(z) est 3, nous concluons que le graphe G posséde trois composantes
connexes, ce qui est effectivement le cas.
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X’A@

FIGURE 3.9 — Illustration de la détermination du nombre de composantes connexes d'un
graphe a partir de son polynéme chromatique.

3.5 Equivalence et unicité chromatique

Comme mentionné précédemment, le polynéme chromatique seul offre des informa-
tions limitées sur la nature du graphe qu’il décrit. En effet, étant donné un polyndéme
"raisonnable", déterminer s’il existe un graphe dont il est le polynéme chromatique n’est
pas toujours simple. De plus, méme en identifiant un tel graphe, il peut exister d’autres
graphes qui partagent également ce méme polyndéme chromatique. Pour illustrer cela,
examinons l'exemple suivant.

Exemple 3.5.1. Les graphes G = (Vg, Eg) et H = (Vy, Ey) représentés a la figure
ont le méme polynéme chromatique. Pour le démontrer, nous calculons le polyndéme chro-
matique de chacun des deux graphes.

Le polynome chromatique du graphe G a déja été déterminé a l'exemple [3.1.6] Pour
rappel, il est donné par :

Pg(z) = 2° — 72* +182% — 202% + 8z.

A présent, examinons les facons de partitionner I'ensemble Vi en k sous-ensembles
indépendants non vides, générant ainsi tous les coloriages possibles des cing sommets de
H utilisant exactement k couleurs, on k € {1,2,3,4,5}.

Etant donné qu’il n’existe aucune partition de Vi en moins de trois sous-ensembles
mpy (k)
k!

Pour k£ = 3, il y a une unique partition possible en trois sous-ensembles indépendants
non vides pour Vy :

indépendants non vides, il est évident que =0 pour k < 3.

Ve ={1,3} U{2,4} U {5}.
Cette partition donne lieu & 3! = 6 coloriages distincts des sommets du graphe H. Deés

3 3l
Pour k£ = 4, il y a trois partitions possibles en quatre sous-ensembles indépendants

non vides pour Vy :

V= {L3YU{2lu{d} U s} = {14} u{2yu Bt u{5) = {11 U{2.4} U {3} U {5).

Chaque partition donne lieu a 4! = 24 coloriages distincts des sommets du graphe H.
mg(4) 34! _3
44

lors, nous avons

Ainsi, nous avons
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Pour k£ =5, il y a une unique partition possible en cinq sous-ensembles indépendants
non vides pour Vy :

Vg ={1} u{2} U {3} u {4} U{5}.
Chaque partition donne lieu & 5! = 120 coloriages distincts des sommets du graphe H.
=—=1

51 5l
En combinant ces résultats, nous concluons que le polynéme chromatique de H est :

Alinsi, nous avons

5

Pu(z) = Z mH(k)zE

k!
k=1

=22 434422
=25 — 724 +182% — 2022 + 8z.

Nous constatons ainsi que les graphes G et H ont le méme polyndéme chromatique,
bien qu’ils ne soient pas isomorphes, comme nous le verrons dans 1’exemple [3.5.3

(a) Graphe G. (b) Graphe H.

FIGURE 3.10 — Illustration de deux graphes ayant le méme polynéme chromatique.

Maintenant, nous allons explorer le cas ot un polynéme chromatique caractérise de
maniére unique un graphe. Pour ce faire, nous allons introduire les concepts d’équivalence
chromatique et d’unicité chromatique. Pour bien comprendre ces concepts, il est nécessaire
de définir ce que sont des graphes isomorphes. Les informations fournies dans la section
1.4 du livre |13] ont été utilisées pour rédiger ce qui suit.

Définition 3.5.2. Deux graphes G = (Vi, Eg) et H = (Vg, Eg) sont dits isomorphes,
ce qui signifie qu’ils partagent la méme structure, s’il existe une bijection ¢ : Vg — Vg
telle que deux sommets u et v sont adjacents dans G si et seulement si ¢(u) et ¢(v) sont
adjacents dans H. La fonction ¢ est alors appelée isomorphisme. Si les graphes G et H
sont isomorphes, nous écrivons G = H. En ’absence d’une telle fonction ¢, les graphes G
et H sont dits non isomorphes.

[llustrons a présent cette définition a I'aide d’'un exemple concret.

Exemple 3.5.3. Le graphe G = (V, E¢) et le graphe de Petersen P = (Vp, Ep), repré-
sentés a la figure sont isomorphes. En effet, la fonction

¢:VG—>VP
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définie par

est un isomorphisme entre les deux graphes.

En revanche, les graphes M et N, illustrés a la figure |3.12 ne sont pas isomorphes.
En effet, le graphe N est un graphe biparti, et selon le théoréme de Konig, il est
dépourvu de cycles de longueur impaire. Cependant, le graphe M contient un cycle de
longueur impaire impliquant les sommets {uy, ug, us, u4, us }. Par conséquent, les graphes
M et N ne peuvent étre isomorphes.

De fagon similaire, nous pouvons constater que les graphes G et H, représentés a la
figure [3.10], ne sont pas isomorphes. Cette conclusion découle de l'observation que les
degrés des sommets de G différent de ceux des sommets de H.

(a) Graphe G. (b) Graphe P.

FIGURE 3.11 — Illustration de deux graphes isomorphes.

Va Vs

V3 V7

V. Ve

V. V5
(a) Graphe M. (b) Graphe N.

FIGURE 3.12 — Illustration de deux graphes non isomorphes.
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Aprés avoir introduit la notion de graphes isomorphes et 'isomorphisme entre graphes,
nous sommes en mesure de faire la constatation suivante découlant directement de la
définition d’un isomorphisme.

Remarque 3.5.4. Si deux graphes G et H différent par leur ordre, leur taille ou les
degrés de leurs sommets, alors ils ne sont pas isomorphes.

Remarquons que ces conditions sont nécessaires mais pas suffisantes pour établir 'iso-
morphisme entre deux graphes.

Par exemple, considérons les graphes illustrés a la figure [3.13], qui ont les mémes ordre,
taille, et degrés de sommets. Ces deux graphes sont d’ordre 6, de taille 10 et comportent
un sommet de degré 2, deux sommets de degré 3 et trois sommets de degré 4. Cependant,
ils ne sont pas isomorphes. Cette conclusion découle de 'observation que les sommets de
degré 2 dans les graphes sont respectivement les sommets u; et v;. Le sommet u; (resp.
v1) est adjacent & deux sommets de degré 4, a savoir uy et us (resp. ve et vs). Cependant,
dans le graphe de gauche, les sommets us et us sont adjacents, tandis que dans le graphe
de droite, les sommets vy et v5 ne le sont pas. Ainsi, cette différence de structure prouve
que les deux graphes ne sont pas isomorphes.

Vi
U J '
FIGURE 3.13 — Illustration de deux graphes non isomorphes ayant méme ordre, taille et
degrés de sommets.

Cela nous permet de remarquer que d’autres conditions sont nécessaires pour établir
I'isomorphisme entre deux graphes, en plus de celles évoquées précédemment (& savoir,
pour rappel, 'ordre, la taille et les degrés des sommets).

Il est évident que les graphes isomorphes partagent toujours le méme polyndéme chro-
matique. Cependant, il arrive parfois que des graphes non isomorphes partagent également
leur polyndéme chromatique. Les concepts suivants ont été introduits en consultant la sec-
tion 4 du mémoire [3] et la section 8.3 du livre [13].

Commencons par définir la notion d’équivalence chromatique.

Définition 3.5.5. Deux graphes G et H sont dit chromatiquement équivalents s’ils sont
non isomorphes mais possédent le méme polynéme chromatique.

Remarquons que deux arbres de méme ordre sont chromatiquement équivalents. En
effet, conformément a la proposition ils ont le méme polynéme chromatique. Ce-
pendant, comme 'atteste le théoréme suivant, lorsque nous disposons du polynoéme chro-
matique d’un arbre a n sommets, donné par I’équation , il est malheureusement
impossible de déterminer précisément quel arbre ce polynéme décrit.



3.5. EQUIVALENCE ET UNICITE CHROMATIQUE 91

Prouvons maintenant que les arbres d’ordre n sont les seuls a posséder un tel polyndéme
chromatique.

Théoréme 3.5.6. Si le polyndome chromatique d’un graphe G est donné par
Pa(z) = 2(z = 1)" 7,
alors le graphe G est un arbre composé de n sommets.

Démonstration. Considérons un graphe G ayant pour polynéme chromatique Pg(z) =
z(z — 1)"~1. Nous pouvons développer ce polynome comme suit, en utilisant la formule
du binéme de Newton :

Pg(2) = z(z — )" !
=z [C)_ 2" = Ch 2" ()OO 2

=" (n—-1)z""1 4+ (=) 2

Dans cette expression, nous remarquons que le terme en z a un coefficient non nul.
Par conséquent, conformément au théoréme [3.4.5] le graphe G est connexe. De plus, grace
au théoreme [3.4.1], nous observons que le graphe G posséde n sommets et n — 1 arétes.

Par ailleurs, le graphe G est sans cycle. En effet, puisque le graphe G est connexe, en
vertu de la proposition , nous savons que G posséde un sous-arbre couvrant. Etant
donné qu’'un graphe connexe & n sommets compte au moins n — 1 arétes, et que selon
la définition [I.3.21I] tout sous-arbre couvrant a n sommets comporte précisément n — 1
arétes, nous concluons que si le graphe G posséde exactement n—1 arétes, alors il constitue
lui-méme le sous-arbre couvrant, ce qui implique son absence de cycles.

Ainsi, le graphe G doit étre un arbre, selon la définition [1.3.21 m

Maintenant, intéressons-nous au concept d’unicité chromatique.

Définition 3.5.7. Un graphe G est dit chromatiquement unique si, pour tout graphe H
ayant le méme polynéme chromatique que GG, H est isomorphe a G.

Grace a cette définition, nous pouvons faire la constatation suivante sur les graphes
représentés a la figure [3.10]

Remarque 3.5.8. Reprenons les graphes G et H illustrés a la figure[3.10] Comme démon-
tré dans ’exemple(3.5.3| nous avons établi que ces deux graphes ne sont pas isomorphes. De
plus, comme indiqué dans I’exemple3.5.1] nous avons également montré qu’ils partagent le
méme polynome chromatique. Ainsi, bien que les graphes G et H soient chromatiquement
équivalents, ils ne sont pas chromatiquement uniques.

En régle générale, les graphes ne sont pas chromatiquement uniques. Toutefois, cer-
taines familles de graphes que nous avons examinées précédemment sont des exemples de
graphes chromatiquement uniques : lorsque le polynéme chromatique décrit 'un de ces
graphes, nous pouvons déterminer précisément lequel. Nous allons étayer cette affirmation
par la suite.

Les deux résultats suivants mettent en lumiére le fait que les graphes complets et les
cycles sont respectivement des exemples de graphes chromatiquement uniques.

Théoréme 3.5.9. Le graphe complet K,, est chromatiquement unique.
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Démonstration. Considérons un graphe G de polyndéme chromatique
Po(z)=z2(z=1)---(z—=n+1),

comme déja vu a la proposition [3.3.3] Lorsque nous développons ce polyndéme, nous ob-
tenons :

Po(z)=2(2—1)---(z—=n+1)

:Zn+2nlz_:(—i)+2n2( Z i~j>+"'+2‘(—1>"'(_n+1>

i=0 0<i<j<n—1

n—1
_ Lk Z (_1)1%1 Sy
k=0 0<i1 <ig<--<ip<n—1

- S @> S (=) (= 1))

=" — (n +o k(=D - 1)z

_n n' n—1 n—1 |

=2"—C2" o+ ()" (= 1)z

Dans cette expression, nous remarquons que le coefficient du terme en z est non nul.
Par conséquent, conformément au théoréme [3.4.5] le graphe G est connexe. De plus, le

n(n —1
degré du polyndéme est n et le coefficient du terme de degré n — 1 est —¥. Par

2
n(n —1)

Par conséquent, le graphe G doit étre un graphe complet, selon la définition d’un
graphe complet. O

le théoréme |3.4.1| cela implique que le graphe G posséde n sommets et arétes.

Théoréme 3.5.10. Le cycle C,, est chromatiquement unique.

Démonstration. Considérons un ensemble de A couleurs ainsi qu’un graphe G' de polynome
chromatique
Pe(A) =A=1"+(=D)"(A=1),

comme déja vu a la proposition [3.3.8 Lorsque nous développons ce polynome en utilisant
la formule du binéme de Newton, nous obtenons :

PeA) =A=1"+(=)"A=1)
=\ — I O ()TN O () 4 (1) (A = 1)
= A=A e (S)"T A =1 = A+ 1)
=N =N (D) (= DA

Dans cette expression, nous constatons que le coefficient du terme en A\ est non nul.
Par conséquent, conformément au théoréme [3.4.5] le graphe G est connexe. En outre, le
degré du polyndme est n et le coefficient du terme de degré n — 1 est —n. Conformément
au théoréme [3.4.1], cela signifie que le graphe G posséde n sommets et n arétes.
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Or, d’apreés la définition [1.3.21] nous savons également qu’un arbre & n sommets com-
porte nécessairement exactement n — 1 arétes. Cela s’explique par le fait qu’ajouter une
aréte supplémentaire au méme ensemble de sommets créerait un cycle, et avoir strictement
moins de n — 1 arétes contredirait la connexité. Ainsi, puisque G est un graphe connexe
avec n sommets et n arétes, il doit contenir un cycle.

Pour démontrer que le graphe GG ne contient pas plus d’un cycle, procédons par 1’ab-
surde et supposons qu’il posséde [ > 2 cycles. Etant donné que le graphe G est connexe,
conformément a la définition [I.1.4] cela implique qu’il existe un chemin reliant chaque
paire de sommets dans G. Puisque plusieurs cycles sont présents dans G, cette propriété
demeurerait valide si nous retirions exactement une aréte a chaque cycle. Cependant, apres
avoir retiré ces arétes, nous aurions toujours n sommets mais seulement n — [ arétes res-
tantes. Etant donné qu’au moins n — 1 arétes sont nécessaires pour maintenir la connexité
d’un graphe & n sommets, et que [ > 1, cela impliquerait que G est disconnecté, ce qui
constitue une contradiction.

Par conséquent, nous savons désormais que le graphe G contient exactement un cycle.
Supposons maintenant que le nombre de sommets dans ce cycle est égal a k, ot k < n.
Deés lors, il y a exactement n — k sommets qui ne font pas partie du cycle.

Reconstruisons a présent le polynéme chromatique du graphe G. Nous commengons
par considérer le cycle C) a k sommets. Par la proposition [3.3.8] nous savons que son
polynoéme chromatique est donné par :

Po,(\) = (A= 1DF +(=1D)*\—1).

Ensuite, étant donné qu’il existe un chemin reliant chaque sommet parmi les n— k restants
dans le graphe, sans former de cycles additionnels, nous pouvons procéder a leur coloration
en commencant par le cycle initial Cj, en assignant une couleur a chaque sommet de
maniére séquentielle. Par conséquent, comme chaque nouveau sommet que nous colorions
n’a qu'un seul sommet adjacent déja coloré, nous sommes contraints d’utiliser A — 1
couleurs au maximum pour chaque nouveau sommet. Ainsi, chaque sommet contribue
avec un facteur de A — 1 au polynéme chromatique du graphe G. En conséquence, le
polynoéme chromatique du graphe G est :

PeA) =[A=-D"+(-D*"xA=1] (A =1)""

Cependant, nous savons aussi que Pg(A\) = (A — 1)" + (—=1)"(A — 1). Ainsi, nous
constatons que
[(A=DF+ (DA =-D]A=-1)"F=A=1)"+(-1)"(A—-1)
SA=D"+ (DA -1)"" =A==+ (-1)*(A—-1)
& (=DFN =) = ()" (A = 1).

Par conséquent, nous en déduisons que (—1)¥ = (=1)" et (A — 1) F1 = (A = 1), ce
qui implique n = k. Ainsi, la longueur du cycle dans G est exactement n, ce qui signifie
que G est un n-cycle. O]

3.6 Un probléme non résolu

Dans cette section, nous explorons la question fondamentale "Est-ce qu’un polyndéme
donné est le polynome chromatique d’un graphe ?", en nous basant sur les informations
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présentées dans la section 3.1 du mémoire [3|, dans la section 14.7 du livre |9] et dans la
section 9 de l'article [23].

Bien que de nombreuses propriétés des polynémes chromatiques aient été découvertes,
jusqu’a présent, personne n’a réussi a identifier avec certitude quels polynémes sont réel-
lement chromatiques. Une conjecture formulée par Ronald Cedric Read en 1968 suggére
I'idée suivante, qui a été démontrée en 2012 par le mathématicien américain June Huh
dans larticle [18].

Théoréme 3.6.1 (Huh, 2012). Pour un polynéme chromatique donné Pg(z) avec des
coefficients entiers cy, ..., cn, Pg(z) est unimodal, ce qui signifie qu’il existe un naturel
i €40,...,n} tel que

eol < fer] < oor < feia| < el = feia| =0 > el

Cette propriété, bien que semblant simple & premiére vue, s’est avérée étre difficile a
démontrer. En fait, la démonstration générale de ce résultat n’a été réalisée que lorsque
Huh a établi que les polynémes chromatiques sont tous log-concaves. Cette propriété im-
plique que pour tous les coefficients ¢y, .. ., ¢, du polyndéme Pg(z), nous avons l'inégalité
ci—1cit1 < ¢ pour chaque 0 < i < n. Il est & noter que, dans ce travail, nous admettons
ces résultats. Par conséquent, si un coefficient du polynéme est nul, alors tous les coeffi-
cients suivants le sont également. Ainsi, ce résultat démontre également que les polynémes
chromatiques sont unimodaux.

Cependant, malgré la véracité de ces conditions, ainsi que d’autres énumérées dans la
section [3.4] elles ne suffisent pas a caractériser complétement les polynémes chromatiques.
Par exemple, considérons le polynéme P(z) = 2* —32%+322. Bien qu'il satisfasse certaines
conditions, il n’est pas le polynéme chromatique d’un graphe. En effet, selon les propriétés
¢énoncées dans le théoréme [3.4.1], le graphe correspondant a ce polynome posséde quatre
sommets et trois arétes. De plus, la somme des coefficients de ce polynéme est 1 —3+3 = 1,
ce qui différe de zéro. Par conséquent, bien que ce polynéme soit a la fois log-concave et
unimodal, il ne peut pas étre le polynéme chromatique d’un graphe, car il ne satisfait pas
la condition énoncée dans le théoréme [3.4.3]



Chapitre 4

NP-complétude

Dans les sections précédentes, nous avons abordé la question de la coloration des
graphes, cherchant a déterminer si les sommets d’'un graphe peuvent étre colorés avec un
nombre prédéfini de couleurs. Nous avons souligné que cette problématique devient NP-
compléte dés que le nombre de couleurs autorisées est de trois ou plus. Cette classification
implique qu’aucun algorithme efficace n’a encore été découvert pour résoudre ce probléme
dans un délai raisonnable, sur toutes les instances possibles.

Dans ce chapitre, notre objectif principal est d’explorer en profondeur la complexité
algorithmique de ce probléme, en analysant divers scénarios selon le nombre de couleurs
spécifié. Pour ce faire, nous commencons par rappeler les concepts de base de la théorie
de la complexité. Nous introduisons ensuite les classes de complexité P, NP et NPC, tout
en exposant une condition essentielle pour quun probléme appartienne a la classe NP.
Nous rappelons également la définition du probléme 3SAT et examinons sa complexité, car
cette connaissance s’avére étre un atout pour prouver notre exploration a venir. Enfin,
nous introduisons le probléme central de ce chapitre : le probléme ACOL. Dans cette
section, nous démontrons que pour une valeur spécifique de k, a savoir k = 2, le probléme
kCOL peut étre résolu en temps polynomial, appartenant ainsi a la classe P. Cependant,
dés que k dépasse la valeur 3, le probléme kCOL devient NP-complet, ce qui pose un défi
algorithmique majeur.

4.1 Définitions préliminaires

L’objectif de cette premiére section est de présenter les notions élémentaires des théo-
ries de la calculabilité et de la complexité. Cette section a été élaborée en se référant aux
notes de cours [12].

Pour commencer, nous rappelons les définitions d’'une machine de Turing et d’une
configuration machine.

Définition 4.1.1. Une machine de Turing est la donnée d’un quintuple M = (Q, qo, h, A, )
ol :

e () est un ensemble fini non vide, appelé I’ensemble des états ;

e (o et h sont des éléments de (), appelés respectivement état initial et état final ;

e A est un alphabet contenant le symbole blanc # mais ne contenant pas les symboles L
et R, indiquant respectivement une instruction de déplacement a gauche et a droite ;

d:(Q\{h}) x A= Q x (AU{L,R}) est une fonction partielle, appelée fonction de
transition.

95
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Une machine de Turing M = (Q,qo, h, A,0) peut étre représentée par un graphe
orienté dont les sommets sont les états et ou pour tous p,q € Q, a € Aet z € AU{L,R}
tels que d(p,a) = (¢, ), un arc étiqueté par a,x est dessiné de p vers ¢g. De plus, I'état
initial est désigné par une fléche entrante et I’état final par un double cercle.

Une machine de Turing non déterministe est définie comme une machine de Turing
standard a ceci prés que 9 est maintenant une relation de transition.

Définition 4.1.2. Une configuration mémoire est un couple (w, k) € A*#“ x N\{0}, ou
le mot infini w est un mot de A* suivi d’une infinité de symboles blancs #. Le mot infini
w est appelé le ruban mémoire, tandis que entier k est un pointeur qui pointe sur la ke
lettre de w. Nous disons aussi que k désigne une cellule référencée qui contient le symbole
wlk].

Pour simplifier les écritures, nous renseignons souvent uniquement la partie significa-
tive d’une configuration mémoire. La partie significative r d'une configuration mémoire
(w, k) telle que w[l] # # et w[n| = # pour tout n > [ est définie par

~f wLE=Twklwk+1,1] sil>k
T w1 sil <k,

ou le symbole souligné désigne la cellule référencée par le pointeur k.

Une configuration machine est un triplet (p,w, k), ot p est un état et (w, k) est une
configuration mémoire. Une configuration machine (p,w, k) est souvent notée p.r, ou r
est la partie significative de la configuration mémoire (w, k).

La définition suivante décrit le processus des transitions d’une machine de Turing.

Définition 4.1.3. Une machine de Turing M = (Q, qo, h, A, d) agit sur les configurations
machines de la maniére suivante. Trois actions sont possibles :

1. Si nous nous trouvons dans la configuration machine (p,w, k) et que 6(p, w[k]) =
(q,a) avec a € A, alors nous basculons dans la configuration machine (g, w’, k) o

'] :{ wln] sin#k

a sin=k.

2. Si nous nous trouvons dans la configuration machine (p,w, k) et que §(p, w[k]) =
(¢,R), alors nous basculons dans la configuration machine (g, w, k + 1).

3. Si nous nous trouvons dans la configuration machine (p,w,k) avec k > 2 et que
d(p,w[k]) = (q,L), alors on bascule dans la configuration machine (q,w,k — 1).

La notation C' = C’ signifie que C” est une configuration machine atteignable depuis
C' en une transition avec les trois régles précédentes. On note C' +* C” ¢'il existe j > 0,

des configurations machines Cy, ..., C; telles que I'on ait
— O =Cy;
- C, = C j 3

— C; F Ciyq pour tout ¢ € {0,...,5 — 1}.
Une configuration pendante est une configuration machine (p, w, k), avec p # h, depuis

laquelle aucune configuration machine n’est atteignable. Cela peut se produire soit lorsque
la fonction de transition d (qui est partielle) n’est pas définie en (p, w[k]), soit lorsque k = 1

et d(p, w[l]) = (¢,L).
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Une configuration initiale est une configuration machine de la forme (qo, w, k), tandis
qu'une configuration d’arrét est une configuration machine de la forme (h, w, k).

Trois situations peuvent se produire lorsqu’une machine de Turing est lancée a partir
d’une configuration machine donnée.

1. La machine de Turing aboutit dans une configuration d’arrét en un nombre fini de
transitions, auquel cas on dit que la machine de Turing s’arréte.

2. La machine de Turing atteint une configuration pendante.

3. Une infinité de transitions successives sont possibles, auquel cas on dit que la ma-
chine de Turing ne s’arréte pas.

Observons que pour une machine de Turing non déterministe, nous pouvons faire les
constatations suivantes.

Remarque 4.1.4. Afin de se représenter les possibles actions d'une machine de Turing
non déterministe au départ d’une configuration mémoire donnée, nous construisons I’arbre
des transitions de la machine dont la racine est la configuration d’intérét.

Dans I’arbre des transitions, certaines branches sont finies, d’autres pas. Une branche
finie méne soit dans une configuration d’arrét, soit dans une configuration pendante.

Evoquons a présent les définitions d’une fonction calculable, d’un langage décidable et
d’un langage acceptable. Avant d’introduire la définition suivante, nous devons aborder
la notion de codage unaire des naturels : cela implique 1'utilisation d’un symbole spécial
u, ol chaque nombre naturel n est encodé par le mot u”.

Définition 4.1.5. Soient A;, ..., Agi1 (d € N) des alphabets ne contenant pas le symbole
blanc #. Une fonction f : A} x --- x A} — A}, est dite calculable (par machine de
Turing) s’il existe une machine de Turing M = (Q, o, b, B,d) telle que U A; C B
et telle que pour tout (wy,...,wq) € A} X --- x A}, nous ayons qo.#fwi# - - - #Fwq# =~
httf(wy, ..., we)#.

Définition 4.1.6. Un langage L sur un alphabet A ne contenant pas le symbole blanc #
est dit décidable si sa fonction caractéristique

0 siw¢l

xL: A —>N,wr—>{ 1 siwel

est calculable.

Autrement dit, un langage L C A* (avec # ¢ A) est décidable s’il existe une machine
de Turing M = (Q, qo, h, B,0) avec A C B telle que, pour tout w € A*, lorsqu’elle est
exécutée a partir de la configuration initiale go.#w+, elle atteint la configuration d’arrét
h.#u# si w appartient au langage L et elle atteint la configuration d’arrét h.## sinon.
De maniére informelle, dans le premier cas, nous dirons que la machine répond "oui" et
dans le deuxiéme cas, nous dirons qu’elle répond "non".

Définition 4.1.7. Soit une machine de Turing M = (Q, qo, h, A, ). Un mot w sur A\ {#}
est accepté par M si, en partant de la configuration initiale qo.#w+#, nous atteignons une
configuration d’arrét en suivant les transitions de M. Le langage accepté par une machine
de Turing M, noté L(M), est 'ensemble des mots qu’elle accepte. Un langage est dit
acceptable s'il existe une machine de Turing qui 'accepte.

Un mot w est accepté par une machine de Turing non déterministe s’il existe une
branche dans 'arbre des transitions de racine qo.#w+# qui se termine dans une configu-
ration d’arrét. o
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Abordons maintenant diverses notions de la théorie de la complexité. Nous débutons
cette exploration en présentant le concept de complexité temporelle dans le pire des cas.

Définition 4.1.8. Soient M une machine de Turing non déterministe d’alphabet A et w
un mot sur A\ {#}.

La durée d’exécution de M sur w, notée dp(w), est définie comme suit : elle vaut 0
si w ¢ L(M), et elle vaut le nombre minimum de transitions permettant d’atteindre une
configuration d’arrét a partir de go.#w+ en respectant les transitions de M, siw € L(M).
La fonction de complexité ( temporelle)_de M est la fonction

Thm : N = Nyn— sup{du(w) :w e (A\ {#}H)"}.

Grace a la mise en place de cette définition, nous sommes a présent en mesure d’aborder
les concepts de machine de Turing polynomiale et de fonction P-calculable. Ces concepts
joueront un role crucial dans l'introduction de la définition d’une transformation polyno-
miale.

Définition 4.1.9. Une machine de Turing M est dite polynomiale si sa fonction de
complexité est majorée par un polynéme, ou de maniére équivalente, s’il existe k € N tel
que T € O(n*).

Une fonction est dite P-calculable s’il existe une machine de Turing déterministe po-
lynomiale qui la calcule.

Définition 4.1.10. Soient K C A* et L C B* des langages sur des alphabets éventuel-
lement distincts. Une application f : A* — B* est une transformation polynomiale de K
vers L si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. f est P-calculable,
2. Pour tout w € A*, w € K si et seulement si f(w) € L.

Nous écrivons K < L pour exprimer qu’il existe une transformation polynomiale de K
vers L.

4.2 Les classes P, NP et NPC

Dans cette deuxiéme section, les définitions de trois catégories de classe de la théorie
de la complexité sont rappelées. De plus, nous énoncons un résultat démontrant qu’'un
langage appartient a la classe NP. Les notes de cours [12] ont été consultées lors de la
rédaction de cette section.

Les classes P, NP et NPC sont définies dans le passage suivant.

Définition 4.2.1. La classe P représente ’ensemble des langages décidés par une machine
de Turing déterministe polynomiale.

La classe NP représente ’ensemble des langages acceptés par une machine de Turing
non déterministe polynomiale.

La classe NPC = {L € NP : VK € NP, K < L} regroupe l'’ensemble des langages
dits NP-complets. Un langage L est dit NP-difficile si pour tout K € NP,on a K < L.

De cette définition, nous déduisons qu’afin de démontrer qu'un langage L est NP-
complet, il est nécessaire de prouver que L appartient a la classe NP et que L est NP-
difficile. En régle générale, la premiére étape consiste a trouver un certificat succinct de
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L, tandis que la deuxiéme étape consiste en une réduction & un probléme déja connu pour
étre NP-difficile.

La notion de certificat succinct est présentée dans la définition qui suit, et elle est
accompagnée d'un résultat donnant une condition nécessaire pour qu’'un langage appar-
tienne a la classe NP. Bien que ce résultat soit considéré comme admis dans ce travail,
une démonstration est disponible dans le théoréme 3.4.8 des notes de cours |12].

Définition 4.2.2. Soit L un langage sur un alphabet A. Un certificat succinct de L est
la donnée d’un langage D € PN (AU B U {x})* et d'un polynome @ € Z[X] tels que

L={we A : 3z e B tel que wz € D},

ou B est I'alphabet de D et * est un symbole n’appartenant ni & A ni a B.

En d’autres termes, I'idée du certificat succinct est que pour chaque instance positive
(i.e. une instance pour laquelle la réponse au probléme est "oui"), il existe une preuve
"courte" que cette instance est en effet positive. Ainsi, pour déterminer si un mot w de A*
appartient au langage L dans le cas ol un mot supplémentaire x (qui n’est pas trop long)
nous est donné, il suffit de vérifier que les deux données w et x appartiennent a un langage
D qui est polynomial, c’est-a-dire qu’il existe un algorithme rapide pour déterminer leur
appartenance a D.

Proposition 4.2.3. Si un langage L posséde un certificat succinct, alors L € NP.

4.3 Le probléme 3SAT

Dans cette troisiéme section, nous abordons le probléme 3SAT en nous appuyant sur les
notes de cours |12]. L’introduction de ce probléme est essentielle pour atteindre I'objectif
de ce chapitre, qui consiste, rappelons-le, & déterminer si un graphe peut étre coloré avec
un nombre donné de couleurs en temps polynomial.

Pour une meilleure compréhension de ’énoncé du probléme 3SAT, commencons par
introduire quelques concepts fondamentaux de la logique mathématique.

Définition 4.3.1. Une formule de la logique propositionnelle est qualifiée de satisfaisable
s'il existe une distribution des valeurs de vérité des variables qui la composent qui la rend
vraie.

Un littéral est une variable propositionnelle ou sa négation.

Une clause est une disjonction de variables propositionnelles ou de négation de va-
riables propositionnelles. La longueur d’une clause est définie comme le nombre de va-
riables ou de négations de variables propositionnelles qui la composent.

Une forme normale conjonctive (FNC) est une conjonction de clauses. La longueur
d’une FNC' est la somme des longueurs des clauses qui la composent.

Exemplifions les concepts précédents a travers I'exemple suivant.

Exemple 4.3.2. La formule aVV—bV —c est une clause de longueur 3, tandis que la formule
(aV =bV=c)A(aVc) est une FNC de longueur 5.

Examinons & présent la satisfaisabilité de ces formules. La formule a V —=b V —c est
satisfaisable. Par exemple, avec la distribution (1,0, 1) pour les variables propositionnelles
(a,b,c), la formule est vraie. De méme, une telle distribution rend également la formule
(aV =bV —=c) A (aV c) vraie, confirmant ainsi sa satisfaisabilité. En revanche, la formule
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a A —a n’est pas satisfaisable. En effet, quelle que soit la valeur de vérité attribuée a la
variable propositionnelle a, la conjonction de a avec sa négation aboutit toujours a une
incompatibilité, rendant la formule fausse.

A présent, nous disposons de tous les éléments nécessaires pour formuler le probléme
3SAT.

Définition 4.3.3 (3SAT). Etant donné une FNC comportant uniquement des clauses
de longueur 3, décider si elle est satisfaisable.

Il s’avére que ce probléme de la logique propositionnelle appartient a la classe NPC.
Toutefois, ce résultat est admis dans le cadre de ce travail. Une preuve est par ailleurs
disponible dans le théoréme 3.6.2 des notes de cours [12].

Théoréme 4.3.4 (Karp, 1972). Le probléme 3SAT est NP-complet.

4.4 Le probléme kCOL

Dans cette quatriéme et derniére section, nous commencons par introduire le probleme
de décision kCOL. Par la suite, nous établissons la classification de complexité pour le
probléme 2COL, démontrant son appartenance a la classe P, tandis que le probléme 3COL
est établi comme appartenant a la classe NPC. Enfin, nous concluons en déduisant que le
probléme kCOL est NP-complet dés que £ atteint ou dépasse trois.

Présentons le probléme du coloriage des sommets d’un graphe en nous appuyant sur
la section 8.2.3 du livre |16].

Définition 4.4.1 (kCOL). Le probléeme de k-coloriage des sommets d’un graphe, abrévié
kCOL, est le suivant : étant donné un graphe G = (V, F) et un entier k (1 < k < #V),
existe-t-il un coloriage (propre) des sommets de G utilisant au plus k couleurs?

4.4.1 Le probléme 2COL

Nous démontrons dans cette sous-section que le probléme 2COL appartient a la classe
P. Pour ce faire, nous nous appuyons sur les ressources suivantes : les exercices du chapitre
1 du livre |16] ainsi que les notes de cours [26].

Pour atteindre cet objectif, nous présentons un algorithme qui effectue a la fois le
parcours en largeur des sommets d’un graphe et le coloriage des sommets du graphe dans
un ordre déterminé par ce parcours en largeur.

Algorithme 4.4.2. L’algorithme BFSCol (Breadth-First Search Coloring) vise & colorer
les sommets d’un graphe de maniére efficace en utilisant le parcours en largeur. Le parcours
en largeur, également connu sous le nom de BFE'S (Breadth-First Search) en anglais, est une
méthode systématique pour explorer les sommets d’un graphe. Son principe fondamental
consiste a visiter tous les voisins d’un sommet avant de passer aux voisins des voisins.

L’algorithme BFS garantit que tous les sommets du graphe sont visités dans 'ordre
de leur distance par rapport au sommet de départ. En d’autres termes, il visite d’abord
les sommets les plus proches, puis ceux a une distance de 2, puis de 3, et ainsi de suite.
Cela en fait un outil efficace pour déterminer un chemin le plus court entre deux sommets
dans un graphe.
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Algorithme 2 : Coloriage des sommets d’un graphe ordonnés selon un parcours
en largeur, abrévié BFSCol pour Breadth-First Search Coloring

Donnée : Un graphe connexe G = (V, E).
Queue = {}
Visited = {};
Fixer un sommet de départ arbitraire v; € V' ;
Queue.append(vy) ;
Visited.append(vy) ;
c(vy) =0;
Tant que Queue # () Faire
CurrentNode = Queue[0] ;
Queue.pop(0) ;
Pour u € v(CurrentNode) Faire
Si u ¢ Visited Alors

Visited.append(u) ;

Queue.append(u) ;

c(u) = min{a € N : a # c(v;),Vj < Visited.index(u) : {u,v;} € E}.

Fin
Fin
Fin
Sortie : La liste des sommets du graphe G parcourus en largeur, Visited, et un
coloriage des sommets du graphe G, ¢: V — N.

Analysons succinctement 'algorithme décrit dans la partie encadrée. Tout d’abord,
I'algorithme prend en entrée un graphe connexe G = (V, E'). Remarquons que dans le cas
ol le graphe n’est pas connexe, nous ne parcourons que les sommets d'une composante
connexe du graphe. Deux listes sont initialisées par la suite : une liste Queue pour stocker
les sommets a explorer, et une liste Visited pour stocker les sommets déja visités. En
outre, 'algorithme fixe un sommet de départ arbitraire v; dans le graphe, qu’il ajoute
ensuite aux listes Queue et Visited, avant de lui attribuer la couleur 0.

Aprés cela, I'algorithme entre dans une boucle qui se poursuit tant que la liste Queue
n’est pas vide. A chaque itération de cette boucle, il stocke le premier sommet dans la
variable CurrentNode puis le retire de la liste Queue (principe FIFO, First-In, First-
Out). Pour chaque voisin « du sommet CurrentNode, ’algorithme vérifie si ce voisin a
déja été visité. Si ce n’est pas le cas, u est ajouté a la liste Visited et a la liste Queue
pour une exploration ultérieure. L’algorithme assigne une couleur ¢(u) & u en cherchant
la plus petite couleur non utilisée parmi les couleurs attribuées aux voisins déja colorés
du sommet u. Plus précisément, il attribue a ¢(u) la plus petite valeur a dans les nombres
naturels telle que a est différente de la couleur de tous les voisins déja colorés du sommet
u.

Une fois que tous les sommets accessibles depuis le sommet de départ v; ont été
explorés, ’algorithme s’arréte et renvoie la liste Visited contenant tous les sommets visités
dans l'ordre BF'S, ainsi qu’'un coloriage valide des sommets du graphe, représenté par la
fonction ¢ : V — N, qui associe a chaque sommet sa couleur.

Pour mieux comprendre le fonctionnement de cet algorithme, nous allons l'illustrer a
I’aide d’un exemple.
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Exemple 4.4.3. Considérons le graphe de Mobius-Kantor M composé de 16 sommets et
de 24 arétes, illustré a la figure . Ce graphe est connexe et biparti (puisqu’il ne contient
aucun cycle de longueur impaire), conformément a la définition et au théoreme
de Konig. En vertu de la proposition nous savons que le graphe M a un nombre
chromatique de x(M) = 2, ce qui signifie qu’il est 2-colorable.

Nous souhaitons maintenant trouver un 2-coloriage des sommets du graphe de Mobius-
Kantor. Pour ce faire, nous allons utiliser I’algorithme BFSCol.

Nous commencons par considérer le graphe connexe M et nous choisissons le sommet
v indiqué en rouge dans la figure comme sommet de départ.

En appliquant ’algorithme BFS a partir du sommet vy, nous obtenons un ordre
des sommets comme présenté dans le tableau [4.2) et illustré a la figure [4.1b]

Maintenant que nous avons établi un ordre pour les sommets du graphe de Md&bius-
Kantor M, nous devons leur attribuer des couleurs. Pour accomplir cette tache, nous
suivons a nouveau les étapes de 'algorithme [£.4.2 scrupuleusement. Le tableau [£.1 montre
les différentes couleurs attribuées aux sommets du graphe M, en respectant l'ordre dans
lequel ils doivent étre colorés et en prenant en compte les couleurs déja attribuées aux
sommets voisins.

En utilisant le rouge pour la couleur 0 et le bleu pour la couleur 1, nous obtenons le
coloriage représenté a la figure [4.1d

Vo Vi4
V1 V13

(a) Graphe M. (b) Ordre des sommets.  (c) Un 2-coloriage des sommets.

FIGURE 4.1 — Tllustration de 'algorithme BFSCol sur le graphe de Mobius-Kantor M.

Ordre des sommets | Voisins du sommet déja colorés | Couleur attribuée
U1 / 0
Vg c(vy) =0 1
Vg c(v1) =0 1
V16 C(’Ul) =0 1
U3 c(vg) =1 0
V13 C(UQ) =1 0
Vs c(vg) =1 0
vy c(vg) =1 0
V11 c(vg) =1 0
V15 C(’Ulﬁ) =1 0
Uy c(vs) = c(vys) =0 1
Ug c(vg) =c(v7) =0 1
V12 C(U7) = C(’Ull) = C(’U13> =0 1
V14 0(7)13) = 0(1115) =0 1
V10 C(U5 = 0(7)11 =0 1
Vg c(vg) = c(vip) = c(v1a) =1 0

TABLE 4.1 — Application de I'algorithme BFSCol.
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Queue Visited CurrentNode |  Queue | v(CurrentNode)
e SO I S R v [ vmvsvie |
U2,V Ui6 | VL U2 Vs Uls | v2 | U Vis | VU3 Vi3 |
Vg, V165 U3, U1, V2, Us, V16, Vg V16, V3, V13 U1, Us, U7

oo Ve oY || _________|
V16, U3, V13, U1, U2, Vs, V16, V16 VU3, V13, Us, V1, V11, V15

o Usr | unU s | | v
VU3, V13, Us, U1, V2, Vg, V16, U3, U3 V13, Vs, U7, V2, Vg, Ug

| V1, Vs | 18,5, V7, 01,01 | Vi, 15 | ]
V13, Us, U, U1, V2, Vg, V16, U3, V13 Us, U7, V11, V2, V12, V14
V11, V15, U4, V13, Us, U7, V11, V15, V15, V4, Ug

U Ya,Vs¢ | |l _________]
Vs, U7, V11, U1, V2, Us, V16, U3, Vs U7, V11, V15 V4, Vg, V10
V15, V4, Ug, 13, Us, U7, V11, V15, Vg, Vg, V12,

ViV | Ui, U Vi Ve | va | ]
V7, V11, V15, U1, V2, Vs, V16, U3, Chrd V11, V15, U4, Vg, Vg, V12
Vg, Vg, V12, 13, Vs, U7, V11, V15, Ug, V12, V14,

|- Yt | U4, U8, V12,1400 | Yo | _________]
V11, V1s, V4, U1, V2, Vs, V16, U3, V11 V15, V4, Vg, V10, V12, V16
Us, V12, V14, V13, Us, U7, V11, V15, V12, V14, V10

L__ Yo __ | _ V4,08, 12, V14, V00 | | ___________|
V15, V4, Ug, V1, U2, Vg, V16, U3, V15 V4, Vg, V12, V4, V14, V16
V12, V14, V10 V13, Us, U7, V11, V15, V14, V10

,,,,,,,,,,, V4,08, V12, V14, Y00 | | __________]
V4, Vg, V12, VU1, V2, Us, V16, U3, V4 Vs, V12, V14, V3, Us, V15

V14, V10 V13, Vs, U7, V11, V15, V10

,,,,,,,,,,, Va,Us, iz, Y, Vo | L ________|
vg, V12, V14, U1, V2, Vs, V16, U3, Ug V12, V14, V10 V3, VU7, Ug
V10 13, Us, U7, V11, V15,
,,,,,,,,,,, V4,08, 12, V14, Y00 | | ___________|
V12, V14, V10, U1, V2, Vs, V16, U3, V12 V14, V10, Vg VU7, V11, V13
Vg V13, Us, U7, V11, V15,
,,,,,,,,,, Vs, Vs, Vi, Viay Voo V9 ||
V14, V10, V9 V1, U2, Vs, V16, U3, V14 V10, Vg Vg, V13, V15
V13, Us, U7, V11, V15,
,,,,,,,,,, Uy Vg, Vi, Viay V05 V9 ||
V10, Vg V1, V2, Vg, V16, U3, V10 Vg Vs, Vg, V11
13, Vs, U7, V11, V15,
,,,,,,,,,, V4, Us, iz, Y1, Vaoo Yo | || ____]
Vg U1, V2, Us, V16, U3, Vg / Vg, V10, V14
V13, Vs, U7, V11, V15,
V4, Ug, V12, V14, V10, V9

TABLE 4.2 — Application de I'algorithme BFS.
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Focalisons-nous & présent sur la complexité de ’algorithme BEFSCol. Le résultat qui
suit jouera un role crucial dans la démonstration des théorémes relatifs & ’appartenance a
diverses classes de complexité du probléeme kCOL pour différentes valeurs de k. Il permet-
tra de donner une borne sur le temps total nécessaire pour vérifier si un coloriage donné
satisfait la propriété d’étre un coloriage propre des sommets d'un graphe. En effet, nous
allons voir que, quel que soit le graphe donné, 'algorithme BFSCol fournit rapidement
une réponse affirmative ou négative a la question "Le graphe donné est-il k-colorable 7".

Lemme 4.4.4. Le processus de coloriage des sommets de n’importe quel graphe a l'aide
de Ualgorithme BFSCol peut étre réalisé en temps polynomial (voire méme linéaire) par
rapport a la taille du graphe, soit en O(|V| + |E|).

Démonstration. Considérons le processus de partitionnement d’un graphe donné G (qu’il
soit connexe ou non) en composantes connexes et la coloration des sommets de chacune
de ces composantes a 'aide de l'algorithme BFSCol.

Lorsque l'algorithme BFSCol est appliqué sur le graphe G, chaque sommet du graphe
est parcouru exactement une fois, et il est possible que 'algorithme BFSCol soit lancé
plusieurs fois.

En effet, le parcours en largeur garantit cette exploration compléte : chaque sommet
non visité est exploré une seule fois avec tous ses voisins accessibles, et regoit une couleur
en fonction des couleurs déja attribuées a ses voisins précédemment visités. Les sommets
déja visités sont quant & eux simplement ignorés.

Si, a partir d’'un sommet donné, tous les sommets accessibles ont été visités mais que
certains sommets du graphe G n’ont pas encore été explorés, cela identifie une nouvelle
composante connexe, nécessitant un nouveau lancement de ’algorithme BFSCol a partir
d’un sommet non visité.

Une fois que tous les sommets du graphe G ont été visités (cette vérification est
effectuée en temps constant a chaque itération de la boucle principale, car elle consiste
simplement a vérifier si le nombre de sommets visités est égal au nombre total de sommets
du graphe (), le pire des cas nécessite un parcours unique de chaque sommet et de chaque
aréte du graphe pour identifier toutes les composantes connexes et attribuer une couleur
a chaque sommet.

Ainsi, la complexité temporelle de ’algorithme BFSCol est proportionnelle & la taille
du graphe, soit O(|V] + |E|). Cette analyse démontre que l’algorithme est capable de
partitionner le graphe en composantes connexes et de colorer ses sommets de maniére
efficace, garantissant une exécution en temps polynomial, voire linéaire, en fonction de la
taille du graphe. |

Maintenant que nous avons présenté 1'algorithme BFSCol et que nous avons analysé
sa complexité, nous sommes en mesure de démontrer le théoréme central de cette sous-
section.

Théoréme 4.4.5. Le probleme 2COL est polynomial.

Démonstration. Dans le probléme 2COL, un graphe G (d’ordre n) est donné et nous
devons déterminer s’il est 2-colorable.

Nous pouvons supposer que le graphe GG est connexe. Dans le cas contraire, il suffit
de traiter chaque composante connexe séparément. Pour prouver ce résultat, nous devons
démontrer deux affirmations :
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1. Si le graphe G est un graphe connexe 2-colorable, alors ’algorithme BFSCol fournit
un coloriage des sommets du graphe G utilisant au plus 2 couleurs.
Supposons que ¢’ est un 2-coloriage des sommets du graphe G. Sans perte de géné-
ralité, quitte a permuter les couleurs, nous pouvons supposer que ¢’(v;) = 0. Soit ¢
le coloriage des sommets du graphe GG obtenu via 'algorithme BFSCol.

Démontrons maintenant que les deux fonctions de coloriage ¢ et ¢ coincident tou-
jours, ce qui nous permettra de conclure qu’il s’agit en réalité d’'un unique colo-
riage. Autrement dit, si nous avons un 2-coloriage des sommets du graphe G, c’est
forcément celui obtenu via 'algorithme BFSCol. Pour prouver cela, prouvons par
récurrence forte sur ¢ que ¢(v;) = (v;), pour tout i € {1,...,n}.

Tout d’abord, le cas de base i = 1 est évident puisque ’algorithme BFSCol attribue
directement c¢(v;) = 0, comme spécifi¢ dans I'algorithme [4.4.2]

Pour l'induction, supposons que le résultat est vrai pour tous les sommets précédant
le i*™¢, et montrons que ¢/(v;) (i > 1) satisfait la méme régle que celle utilisée pour
construire le coloriage ¢, a savoir :

d(v;) =min{a € N : a # ' (vy), Vj < i tels que {v;,v;} € E}. (4.1)

Autrement dit, la couleur attribuée a v; par le coloriage ¢ est déterminée par les
couleurs déja attribuées aux sommets précédents v .

Comme ¢ est un 2-coloriage adéquat des sommets du graphe G, la valeur a = ¢/(v;)
satisfait naturellement la condition a # ¢/(v;) pour tous les j < i tels que {v;,v,} €
E. Si d(v;) = 0, alors a est nécessairement la valeur minimale satisfaisant cette
condition.

Si ¢(v;) = 1, alors, en vertu de la définition de ’algorithme BFS, il existe un sommet
déja coloré v; (avec j < i) connecté au sommet v;. Notons qu’une telle connexion
existe puisque, selon 'ordre des sommets obtenus via I’algorithme BFS, si le sommet
v; n’était connecté & aucun des sommets vy,...,v;_1, le graphe G ne serait pas
connexe, ce qui contredirait notre hypothése. Dés lors, puisque ¢’ est un 2-coloriage
adéquat des sommets du graphe G, nous devons nécessairement avoir ¢(v;) = 0
(car v; et v; sont adjacents et donc, ne peuvent pas avoir la méme couleur). Or,
par hypothése de récurrence, nous savons que ¢'(v;) = ¢(v;) = 0, donc nous avons
c(vj) = 0. Par conséquent, si nous appliquons 'algorithme BFSCol au graphe G,
cela implique que ¢(v;) = 1, et nous ne disposons d’aucun autre choix possible étant
donné que nous avons déja assigné la couleur 0 précédemment.

Ainsi, par la définition de Palgorithme BFSCol, nous avons
c(v;) =min{a € N:a # c(v;), Vj < i tels que {v;,v,;} € E}. (4.2)

Dés lors, puisque par hypothése de récurrence, les membres de droite des équa-
tions (4.1]) et (4.2)) sont égaux, nous en tirons que c(v;) = ¢(v;).
2. Le coloriage des sommets de n’importe quel graphe peut étre effectué en temps

polynomial (et méme linéaire) par rapport a la taille du graphe, a savoir en O(|V|+
|E|), comme démontré au lemme (4.4.4}

Par conséquent, le processus de coloration des sommets d’un graphe 2-colorable peut
étre effectué en temps linéaire (et donc, polynomial) par rapport a la taille du graphe,
grace a lefficacité de 'algorithme de partitionnement en composantes connexes et de
Ialgorithme BFSCol appliqué & chaque composante. Cela prouve donc que le probléme
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2COL appartient a la classe P, conformément a la définition [4.2.1] En effet, pour tout
graphe donné, en exécutant l’algorithme BFSCol (qui, rappelons-le, fournit un coloriage
valide des sommets d’'un graphe, dans tous les cas), nous pouvons déterminer s’il est 2-
colorable. Nous avons deux cas possibles. Premiérement, si le graphe G est 2-colorable,
alors 'algorithme produit un coloriage valide avec deux couleurs en temps polynomial.
Deuxiémement, si le graphe G n’est pas 2-colorable, alors ’algorithme produit un coloriage
valide avec au moins trois couleurs et fournit la réponse en temps polynomial également.
Par conséquent, a la fin de I'algorithme, nous sommes en mesure de répondre a la question
"Le graphe G est-il 2-colorable?" par oui ou par non en temps polynomial. Ainsi, quel
que soit le cas, nous sommes capables de décider en temps polynomial si le graphe G est
2-colorable ou non. ]

4.4.2 Le probléme 3COL

Dans cette sous-section, nous démontrons que le probléme 3COL appartient a la classe
NPC. Pour ce faire, nous nous appuyons sur les travaux présentés dans la sous-section
8.2.3 et l'appendice B des livres |16} 27].

Théoréme 4.4.6 (Stockmeyer, 1973). Le probleme 3COL est NP-complet.

Démonstration. Dans le probléme 3COL, un graphe nous est donné en entrée et nous
devons déterminer s’il est 3-colorable.

11 est facile de voir que 3COL € NP. En effet, étant donné un 3-coloriage des sommets
d’un graphe G, nous pouvons vérifier en temps linéaire par rapport a la taille du graphe
G, a savoir en O(|V| + |E|), en appliquant un algorithme BFSCol si ce coloriage est un
3-coloriage des sommets du graphe G, en s’assurant que les extrémités de chaque aréte du
graphe ont une couleur différente et en s’assurant que seules trois couleurs sont utilisées.

Pour prouver que le probléme 3COL est NP-difficile, il suffit de montrer que 3SAT <
3COL, en vertu de la définition de la classe NPC et du théoreme [4.3.4 A chaque
instance ¢ de 3SAT (c’est-a-dire une FNC dont toutes les clauses sont de longueur 3),
nous allons associer une instance (Gy,3) de 3COL, ot G4 = (Vj, Ey), de telle maniére
que :

1. |Gg| = |Vp| + | Ey| soit polynomial par rapport a |¢|;

2. ¢ est satisfaisable si et seulement si le graphe G, admet un 3-coloriage.

Soit ¢ = ¢y A+ - - Ay une instance de 3SAT, ou chaque ¢; = I; V Iy V [3 est une clause de
longueur 3, et ot chaque [y, [ et I3 est une variable propositionnelle de ¢ ou sa négation.
Notons uy,...,u; les variables propositionnelles de ¢.

Nous cherchons & transformer cette instance ¢ en un graphe G, satisfaisant les deux
conditions ci-dessus. Notons que cette démarche est illustrée a I’exemple 4.4.

Pour faire cette transformation, nous allons utiliser le graphe auxiliaire H, illustré a
la figure ou {l1,ls,13} sont les entrées et ol v est la sortie. Lorsque nous utilisons H
dans la transformation, nous l'attachons & un graphe plus grand au niveau des entrées,

comme suggéré a la figure [£.2b]
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[y
[y
l2 v lQ v
Iy 3
®
(a) Le graphe auxiliaire H. (b) Le graphe auxiliaire H dans la transformation.

FIGURE 4.2 — Illustration du graphe auxiliaire H.

Considérons maintenant des 3-coloriages utilisant ’ensemble de couleurs {0, 1,2}.
Prouvons a présent les deux affirmations suivantes :

(a)

Dans tout 3-coloriage ¢ d’un graphe tel que représenté a la figure si c(u) = ¢(v),
alors ¢(z) = c(u).

En effet, I'existence de 'aréte verticale reliant les sommets a et b implique que les
sommets a et b regoivent les deux autres couleurs (différentes de c(u)). Done, dans
le triangle a, b, z, le sommet 2z recoit la méme couleur que les sommets u et v.

Pour tout z, il existe un 3-coloriage valide d'un graphe tel que représenté a la
figure |4.3| donnant la couleur z au sommet z.

En effet, selon les couleurs attribuées aux sommets u et v, les sommets a et b
doivent recevoir des couleurs différentes de c(u) et c¢(v) respectivement. De plus, en
raison de 'existence de I’aréte verticale reliant les sommets a et b, nous devons avoir
c(a) # c(b). Ainsi, pourvu que les couleurs des sommets a et b soient choisies de
maniére appropriée, il est toujours possible d’attribuer la couleur x au sommet z,
sans enfreindre les régles de coloration.

u a

(%

FIGURE 4.3 — Structure de graphes présente dans le graphe auxiliaire H.

Vu ces deux affirmations, nous pouvons en déduire que d’une part, chaque 3-coloriage
des sommets de H dans lequel les entrées sont toutes colorées avec la couleur 0 attribue
également la couleur 0 & v. D’autre part, si certaines entrées sont colorées avec des couleurs
autres que la couleur 0, alors ce coloriage peut s’étendre & un 3-coloriage propre de H
dans lequel la sortie v n’a pas la couleur 0.

A partir de toute instance ¢ de 3SAT, nous construisons un graphe G4 ayant des
sommets u; et u; pour chaque variable u; dans ¢ ; une copie H; de H pour chaque clause
¢;; et deux sommets spéciaux a et b. Pour chaque j (1 < j < [), les sommets a,u;,u;
forment un triangle. Pour chaque clause ¢; (1 < i < k), le sous-graphe H; est attaché au
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graphe formé jusqu’a présent par le biais des sommets correspondant aux littéraux dans c;.
Le sommet représentant le 5™ littéral (qui, pour rappel, est une variable propositionnelle
ou sa négation) dans la clause ¢; joue le role de [; dans H;. Mis a part ces points d’attache,
les graphes auxiliaires H; sont mutuellement disjoints. Enfin, le sommet b est adjacent au
sommet a et au sommet de sortie v; pour chaque H;.

Montrons que le taille de G4 est proportionnelle a la longueur de ¢. Nous avons :

|Gyl = Vsl + | Ey]
= (214 6k +2)+ (10k+3l+1+ k) par construction de G,
=504+ 17k +3
< 15k 4+ 17k + 3 puisque | < 3k étant donné que dans le pire des cas,
nous mettons des variables différentes dans chaque clause
=32k +3

2
< %W +3  car |¢| = 3k.

Ainsi, la taille de G4 est polynomiale par rapport a la taille de ¢.

Montrons & présent que ¢ est satisfaisable si et seulement si le graphe G, admet un
3-coloriage. Pour ce faire, commencons par démontrer la condition nécessaire. Supposons
que ¢ soit satisfaisable, c’est-a-dire que ¢ admette une distribution des valeurs de vérité de
ses [ variables propositionnelles qui la rende vraie. Montrons que cette distribution fournit
un 3-coloriage ¢ des sommets du graphe G,. Lorsque la variable propositionnelle u; est
vraie dans la distribution, nous fixons ¢(u;) = 1 et ¢(%;) = 0; sinon, nous fixons ¢(u;) = 0
et ¢(u;) = 1. Comme ¢ admet une distribution que la rend vraie (c’est-a-dire qui rend
vraie chaque clause), pour chaque clause ¢;, au moins 'un des littéraux [; est vrai. Par
conséquent, dans chaque graphe auxiliaire H;, au moins l'un des littéraux {l,ls,l3} est
coloré avec la couleur 1 selon notre distribution. Par notre observation sur le graphe H,
nous pouvons étendre le coloriage ¢ de sorte que chaque sortie v; ait une couleur différente
de 0. Nous complétons alors le 3-coloriage en fixant ¢(b) = 0 car le sommet b est adjacent
aux sorties v; de H; qui sont colorées avec les couleurs 1 ou 2, et ¢(a) = 2 car le sommet
a est adjacent aux variables propositionnelles et & leurs négations, qui sont colorées avec
les couleurs 0 ou 1. Ce faisant, nous avons établi que si ¢ est satisfaisable, alors le graphe
G4 admet un 3-coloriage.

Démontrons maintenant la condition suffisante. Supposons que le graphe G, possede
un 3-coloriage ¢ de ses sommets. Quitte a renommer les couleurs, nous pouvons supposer
que c(a) = 2 et ¢(b) = 0. Puisque ¢(a) = 2, pour chaque variable, nous avons un littéral
coloré avec la couleur 0 et un autre coloré avec la couleur 1. Considérons la distribution
des valeurs de vérité dans laquelle la variable u; est vraie lorsque c(u;) est 1, et fausse
lorsque c(u;) est 0. Nous prétendons que cette distribution des valeurs de vérité rend ¢
satisfaisable. En effet, puisque ¢(b) = 0, chaque sortie v; a une couleur différente de la
couleur 0. En vertu de notre observation sur le graphe auxiliaire H, les sommets cor-
respondant aux entrées dans H; ne peuvent pas tous étre colorés avec la couleur 0. Par
conséquent, chaque clause contient au moins un littéral vrai. Ainsi, nous concluons que
I'instance ¢ de 3SAT est satisfaisable. n

[lustrons maintenant la construction du graphe Gy de la preuve du théoreme a
I’aide d’un exemple.
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Exemple 4.4.7. Considérons I'instance de 3SAT suivante, constituée de quatre variables
(I = 4) et de trois clauses (k = 3) :

¢ = (up Vg Vug) A(ug Vg Vig) A (ag Vug V y).

Alors le graphe G4 correspondant est le graphe représenté a la figure {4}
La distribution (1,1,0,0) pour les variables propositionnelles (uy,us, ug,us) rend ¢
vrai et le coloriage ¢ défini par :
c(ur) = c(ug) = c(uz) = c(ug) = 1;
e{) = e(iT3) = eluy) = e(us) = 0
(b) =0;
( 2

~— —_
I

b

a

o

~—

® C

e c(v;) = 1 ou 2, pour tout ¢ € {1,2,3}, selon la couleur des voisins de v; dans le
graphe auxiliaire H; correspondant ;

est un 3-coloriage des sommets du graphe G.

Observons que ce 3-coloriage n’est pas unique, car il peut exister diverses configurations
de couleur en fonction des couleurs attribuées aux voisins des sommets v; de chaque graphe
auxiliaire H,.

FIGURE 4.4 — Illustration de la construction du graphe Gj.

4.4.3 Le probléme 4COL

Dans cette sous-section, nous montrons que le probléme 4COL appartient a la classe
NPC. Pour ce faire, nous nous appuyons sur les notes de cours [4].

Théoréme 4.4.8. Le probleme 4COL est NP-complet.

Démonstration. Le probléme 4COL consiste & déterminer si un graphe donné est 4-
colorable.

Il est facile de voir que 4COL € NP, en utilisant un raisonnement similaire a celui
utilisé précédemment pour démontrer que 3COL appartient a NP.

Pour prouver que le probléme 4COL est NP-difficile, il suffit de montrer que 3COL <
4COL, en vertu de la définition de la classe NPC et du théoréme [4.4.6, A chaque
instance Gscor, = (Vscor, Escor) de 3COL, nous allons associer une instance Gycor =
(Vicor, Escor) de 4COL de telle maniére que :
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1. |Gacor| soit polynomial par rapport a |Gscor| ;

2. le graphe G3cor, admet un 3-coloriage si et seulement si le graphe G4cor, admet un
4-coloriage.

Soit G3cor, une instance de 3COL. Construisons un nouveau graphe G4cor, en ajoutant
un unique sommet supplémentaire v et en le reliant & tous les sommets du graphe Gscor.

La taille de cette construction est clairement proportionnelle a la taille de G3cor,. En
effet, nous avons :

|GacoL| = [Vacor| + | Escor|
= (|Vscor| + 1) + (| FscoL| + |Vscor|)  par construction de Gycor
= 2|VscoL| + |Escor| + 1,

ce qui confirme que la taille de G4cor, est polynomiale par rapport a la taille de G3cor.

Montrons a présent que le graphe Gscor admet un 3-coloriage si et seulement si le
graphe G4cor, admet un 4-coloriage. Pour ce faire, commencons par démontrer la condition
nécessaire. Supposons que le graphe Gscor, soit 3-colorable. Alors le graphe Gycor, est 4-
colorable car le sommet ajouté v, connecté a tous les autres sommets du graphe, peut
étre coloré avec une quatriéme couleur, tout en étant connecté uniquement & des sommets
déja colorés, chacun avec une des trois autres couleurs.

Démontrons maintenant la condition suffisante. Supposons que le graphe G4cor, soit
4-colorable. Comme le sommet v est connecté a tous les autres sommets du graphe, v doit
étre le seul sommet dans G4cor, & avoir une certaine couleur, tandis que tous les autres
sommets doivent chacun étre colorés avec I'une des trois autres couleurs disponibles. Par
conséquent, le graphe Gscor, est 3-colorable. O

[Mlustrons & présent la construction du graphe Gycor, de la preuve du théoréme [4.4.§]
a I'aide d’'un exemple.

Exemple 4.4.9. Considérons 'instance G3cor, de 3COL, pour laquelle un 3-coloriage est
illustré a la figure f.5al Alors le graphe Gycor, correspondant et le 4-coloriage associé sont

représentés a la figure

Vg U1 (%) U1

(% U3

v
(3 4

Us Us
(a) Graphe G3coL- (b) Graphe G4coL.

FIGURE 4.5 — Illustration de la construction du graphe G4cor.
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4.4.4 Retour au probléme tCOL

Dans les trois sous-sections précédentes, nous avons établi que le probléme 2COL
peut étre résolu en temps polynomial, tandis que les problémes 3COL et 4COL sont NP-
complets. Mais que se passe-t-il pour le probléme kCOL, lorsque k est supérieur a quatre ?
En suivant une méthode similaire a celle employée dans le théoréme [4.4.8] nous pouvons
identifier une transformation polynomiale du probléme kCOL vers le probléme (k+1)COL,
pour tout £ > 3. Ainsi, par récurrence, nous pouvons prouver que le caractére NP-complet
du probléme kCOL entraine également la NP-complétude du probléme (k£ + 1)COL.

Par conséquent, étant donné que le nombre chromatique d’un graphe, qui est le plus
petit nombre de couleurs nécessaires pour colorer les sommets du graphe, est directement
lié & la résolution du probléme kCOL, il en découle que déterminer le nombre chromatique
d’un graphe est également NP-complet. En d’autres termes, la difficulté de résoudre le
probléme kCOL se répercute sur la difficulté de déterminer le nombre chromatique du
graphe.
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