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Introduction

Depuis la nuit des temps, les humains s’intéressent au ciel nocturne, faisant de
l’astronomie un domaine ancien empli de mystères. Les étoiles ont été parmi les pre-
miers corps célestes à être étudiés. Visibles à l’oeil nu, l’intérêt qu’elles ont suscité a
toujours été très important et nous a permis lentement d’acquérir nos connaissances
actuelles sur la physique stellaire. Grâce aux outils modernes, nous pouvons étudier
les étoiles avec précision, les classifier en fonction de divers critères tels que leur masse
et leur âge, et comprendre leur évolution, y compris celle de notre Soleil.

De plus, les étoiles constituent un laboratoire de la physique fondamentale. En
effet, leurs processus internes nous permettent d’en apprendre plus sur la physique
quantique, la physique nucléaire, la thermodynamique ou encore sur la physique sta-
tistique et l’hydrodynamique. L’évolution des galaxies est un cycle d’évènements dans
lesquels les étoiles jouent un rôle important. Les galaxies évoluent grâce à l’effondre-
ment de leurs nébuleuses constituées de gaz et de poussières. Cet effondrement donne
naissance aux étoiles qui, lors de leur évolution finale, enrichissent l’univers en éléments
plus lourds. Leur étude mène donc à une meilleure compréhension de la formation et
de l’évolution des galaxies, nous permettant ainsi de retracer leur histoire.

La physique stellaire est aussi essentielle pour comprendre l’exoplanétologie car
l’étoile est au centre des systèmes planétaires. La majorité du temps, il n’est pas
possible d’observer directement ces planètes. La façon la plus commune de le faire est
d’étudier leur signature dans la courbe de lumière de leurs étoiles. Cette signature se
caractérise par une légère diminution de la luminosité reçue de l’étoile causée par un
phénomène appelé « transit planétaire », qui résulte du passage d’une planète devant
son étoile hôte. Les paramètres planétaires étant souvent dépendant des paramètres
de son étoile, la connaissance d’une planète passe d’abord par la connaissance de
son étoile hôte. Par exemple, en connaissant précisément le rayon d’une étoile, il est
possible de déduire la taille relative de la planète qui passe devant.

Aujourd’hui, grâce à la photométrie directe, nous savons contraindre énormément
de paramètres spécifiques des étoiles tels que leur température ou leur métallicité 1.
Cependant, les erreurs sur ces paramètres restent significatives. L’arrivée de l’étude des
oscillations stellaires, l’astérosismologie, a permis de réduire ces incertitudes et d’avoir
des modèles toujours plus précis. L’astérosismologie permet de sonder les couches pro-
fondes des étoiles et de comprendre leur dynamique interne, offrant, en quelque sorte,
une « autopsie » de celles-ci.

Ce travail a d’abord pour but de présenter les bases principales de la structure
et l’évolution stellaire, ainsi que celles de l’étude des oscillations stellaires, l’astéro-
sismologie. Nous pourrons ainsi démontrer que le lien entre ces disciplines est très
étroit. Comprendre les phases d’évolutions stellaires d’un point de vue structurel et
sismique sera donc capital dans cette approche. Nous nous arrêterons davantage sur
la phase spécifique appelée « phase des sous-géantes » car cette analyse se concentrera
sur une étoile en particulier, la sous-géante Gemma observée par Kepler (voir chapitre

1. Abondance de métaux dans un objet. En astrophysique, les éléments appelés métaux sont les
éléments plus lourds que l’hydrogène et l’hélium.
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3 section 3.3). L’objectif final de cette étude a pour but de contraindre certains de ses
paramètres (masse, âge, composition chimique) à l’aide de différents outils numériques
expliqués dans le chapitre 3. À terme, ces modèles pourraient servir pour à obtenir
des données précises sur la structure interne des étoiles ou encore sur les planètes
gravitant autour de ces étoiles.
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Chapitre 1

Structure et évolution stellaire

1.1 Phases d’évolution stellaire et diagramme de Hertzsprung-
Russell

La vie des étoiles, leur formation et leur évolution, est un sujet fascinant, détaillé
dans l’ouvrage de Kippenhahn, Weigert et Weiss (1990). La compréhension des
étoiles est cruciale pour appréhender non seulement notre Soleil, mais aussi les autres
étoiles ainsi que l’évolution des galaxies en général. L’évolution stellaire se déroule en
plusieurs phases clés, chacune caractérisée par des variations distinctes de luminosité
et de température. Elles sont souvent représentées dans le diagramme de Hertzsprung-
Russell (diagramme HR). Celui-ci est donc un outil fondamental pour comprendre et
représenter l’évolution des étoiles. Il est essentiel non seulement pour repérer les types
d’étoiles dans l’univers, mais également pour confronter la théorie de l’évolution stel-
laire avec les observations. Sur ce diagramme, deux grandeurs mesurables importantes
sont généralement affichées : en abscisse, le logarithme de la température effective 1

des étoiles (log Teff ), qui augmente vers la gauche, et en ordonnée, le logarithme de
leur luminosité 2 par rapport à celle du Soleil (log(L/L⊙)). Le catalogue Hipparcos
(Perryman et al., 1997), issu de la mission spatiale lancée en 1989, a permis une dé-
termination réaliste des distances des étoiles proches grâce à ses mesures de parallaxe.
Cette précision a permis de situer clairement toutes les étoiles du catalogue dans le
diagramme couleur-magnitude, révélant ainsi des détails essentiels sur leur luminosité
et leur température, comme illustré dans la figure 1.1. Depuis lors, la mission Gaia
(Prusti et al., 2016), lancée par l’ESA en 2013, a permis d’obtenir des données tou-
jours plus précises et plus nombreuses.

Comprendre les phases d’évolution stellaire est crucial pour saisir la dynamique
interne des étoiles et faire le lien avec leur position sur le diagramme HR. La figure
1.2 montre l’évolution d’une étoile de 1,15 masses solaires et de métallicité solaire à
travers ses différentes phases, telles qu’elles sont décrites ci-dessous, offrant un aperçu
précieux de cette évolution.

La formation des étoiles commence dans une nébuleuse interstellaire, un vaste
nuage froid de gaz et de poussière, où des effondrements gravitationnels locaux pro-
voquent la fragmentation du nuage et conduisent à la formation de proto-étoile. En se
contractant, les fragments forment un disque d’accrétion autour de la proto-étoile qui
continue de se contracter, tandis que la température au cœur augmente sans atteindre
encore des niveaux suffisants pour déclencher la fusion nucléaire.

1. La température effective est la température qu’aurait un corps noir ayant le même rayon et la
même luminosité que l’étoile considérée.

2. La luminosité d’une étoile est la puissance totale rayonnée par celle-ci.
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Figure 1.1 – Diagramme de couleur-magnitude (CMD) montrant la
luminosité (ou magnitude absolue) en fonction de la couleur des étoiles,
allant des étoiles blanches bleues à haute température à gauche, aux
étoiles rouges à basse température à droite. Ce diagramme présente
22 000 étoiles du catalogue Hipparcos (Perryman et al., 1997) et 1
000 naines rouges et blanches du catalogue Gliese (Gliese, 1957). Les
étoiles sur la séquence principale, comme le Soleil, forment une bande
diagonale. Les géantes et supergéantes se trouvent en haut à droite,
tandis que les naines blanches, à l’extrémité inférieure gauche, sont des
étoiles éteintes se refroidissant lentement. Figure reprise de Powell

(2006).

Lorsque l’équilibre hydrostatique est établi, la proto-étoile entre dans la phase dite
de pré-séquence principale (PMS, Pre-Main-Sequence). Cette phase est marquée par
une contraction ralentie due à l’équilibre hydrostatique et se divise en deux séquences
appelées « trajet de Hayashi » et « trajet de Henyey ». Lors de la descente de Haya-
shi, l’étoile est entièrement convective et l’équilibre thermique n’est pas encore établi.
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Figure 1.2 – Diagramme HR de l’évolution d’une étoile de 1,15 M⊙
et de métallicité solaire à travers cinq phases d’évolution : descente
de Hayashi, séquence de Henyey, séquence principale, phase de sous-

géante et branche des géantes rouges.

Comme le montre la courbe bleu sur la figure 1.2, l’étoile descend verticalement sur
le diagramme HR. Cela traduit une baisse de luminosité induite par une contrac-
tion continue sans fusion nucléaire. Ensuite, toujours dans la pré-séquence principale,
l’étoile entre dans la phase de Henyey, où le cœur devient partiellement radiatif, l’opa-
cité diminue et donc la température effective augmente fortement. Cette phase est
représentée en violet sur la figure 1.2.

Lorsque la température au cœur de l’étoile est suffisante pour démarrer les réac-
tions nucléaires, celle-ci atteint le point de la Séquence Principale d’Âge Zéro (ZAMS,
Zero Age Main Sequence) sur le diagramme HR. La ZAMS marque un point d’équi-
libre thermique avec un minimum local de luminosité, et c’est le début de la phase
de séquence principale (MS, Main Sequence), la plus longue et stable de la vie d’une
étoile. On voit d’ailleurs sur la figure 1.2 que la séquence principale (en vert) ne va-
rie pas beaucoup en température et luminosité. Sur la figure 1.1, les étoiles de la
séquence principale s’alignent le long d’une ligne diagonale allant du coin supérieur
gauche (étoiles chaudes et brillantes) au coin inférieur droit (étoiles plus froides et
moins lumineuses). Cette phase de fusion thermonucléaire centrale de l’hydrogène en
hélium dure environ 90% de la vie totale d’une étoile telle que le Soleil.

Lorsque l’hydrogène central est épuisé, l’étoile sort de la séquence principale, passe
par la branche des sous-géantes (SGB, Subgiant branch) et arrive sur la branche des
géantes rouges (RGB, Red giant branch). La SGB et la RGB sont les phases en rose
et en orange respectivement sur la figure 1.2. Son cœur se contracte tandis que son
enveloppe se dilate, ce qui entraîne une augmentation de la luminosité. Son rayon
peut alors s’étendre jusqu’à plusieurs centaines de fois son rayon initial. Sur la figure
1.1, les géantes rouges se trouvent en haut à droite. Pendant cette phase, l’étoile peut
passer par différentes étapes de fusion, brûlant l’hélium, puis d’autres éléments plus
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lourds comme le carbone et l’oxygène, selon sa masse.
Finalement, l’étoile éjecte son enveloppe externe et laisse derrière elle un noyau

chaud et dense, connu sous le nom de naine blanche. Les naines blanches, situées en
bas à gauche sur la figure 1.1, sont caractérisées par une luminosité très faible et une
densité extrêmement élevée, ainsi que par des rayons beaucoup plus petits que ceux
des étoiles de la séquence principale.

Dans le cadre de notre étude, nous nous concentrerons sur la phase située entre
la séquence principale et la phase de géante rouge : la phase des sous-géantes. Cette
phase est particulièrement intéressante car elle représente la transition critique d’une
étoile quittant la stabilité de la séquence principale pour entamer son évolution vers
la branche des géantes rouges. La phase des sous-géantes est relativement brève ; par
conséquent, on observe moins d’étoiles à ce stade. Durant cette phase, l’étoile traverse
rapidement le diagramme HR de gauche à droite, signifiant une diminution de sa
température effective. Comprendre cette phase est essentiel pour saisir la dynamique
évolutive des étoiles, mais elle est complexe à modéliser. Cette complexité réside dans
l’évolution rapide de la structure stellaire et son interaction directe avec les processus
de fusion nucléaire, rendant cette transition difficile à prédire avec précision. C’est
dans ce contexte que l’astérosismologie trouve son sens, en permettant d’identifier
cette phase grâce aux modes mixtes que nous détaillerons dans le chapitre 2. Les pro-
blématiques structurelles et sismiques des sous-géantes seront respectivement abordées
à la fin des chapitres 1 et 2.

1.2 Équations de structure stellaire

Afin de comprendre et de pouvoir modéliser l’évolution et la structure stellaire, il
faut formuler ses équations. Pour ce faire, plusieurs hypothèses doivent être imposées.

• Une étoile est considérée comme un fluide.
Les équations de la dynamique des fluides sont utilisées pour modéliser l’étoile.

• Elle possède une symétrie sphérique.
La structure de l’étoile dépend uniquement de la coordonnée radiale, c’est-à-
dire de la distance au centre de l’étoile, ce qui simplifie les calculs en éliminant
la rotation.

• Elle est en auto-gravitation.
La gravité est la seule force extérieure considérée dans les équations du fluide,
excluant les champs électriques et magnétiques.

• Elle est stationnaire à l’échelle du temps dynamique (équation (2.1))
Les vitesses et les accélérations nettes sont négligées, bien que des flux de
convection existent.

• Elle est en équilibre thermique local.
On peut définir une température locale constante dans une petite région autour
de chaque couche de l’étoile.

Ces hypothèses et leurs conséquences simplifient grandement l’analyse et per-
mettent d’énoncer les équations de structure. Les équations principales sont, entre
autres, reprises des travaux de Scuflaire et al. (2008a).
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1. Conservation de la masse :

∂m

∂r
= 4πr2ρ (1.1)

où r le rayon, m la masse et ρ la densité.

2. Équilibre hydrostatique :

∂P

∂r
= −Gmρ

r2
(1.2)

où P est la pression et G la constante gravitationnelle.

3. Transfert de l’énergie :
L’équation du transfert d’énergie est telle que :

∂T

∂r
= −GmρT

r2P
∇ (1.3)

où ∇ est le gradient réel (ou gradient de température). Il décrit la variation de
la température T en fonction de la profondeur, exprimée en termes de pression
P et se note tel que

∇ =
d lnT

d lnP
. (1.4)

Deux mécanismes principaux transportent l’énergie à travers une étoile :

→ Radiation :
Dans les zones radiatives, nous avons que

∇ = ∇rad =
3κPL

16πacGmT 4
(1.5)

où L est la puissance rayonnée et a est la constante de radiation telle que
σ = ac/4 3. Dans cette expression, nous avons également introduit l’opacité
moyenne de Rosseland définie par :

κ =

[
π

acT 3

∫ ∞

0

1

κν

dBν

dT
dν

]−1

(1.6)

où κν est l’opacité à la fréquence ν et Bν est la fonction de Planck.
Nous pouvons donc trouver

∂T

∂r
= −GmρT

r2P
∇rad = − 3κρL

16πr2acT 3
. (1.7)

→ Convection :
La force motrice à l’origine des mouvements de convection est la poussée
d’Archimède. Dans les zones avec une convection très efficace, nous avons
que

∇ = ∇ad =
∂ lnT

∂ lnP

∣∣∣∣
S

. (1.8)

3. σ est la constante de Boltzmann et c est la vitesse de la lumière dans le vide
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Pour un gaz parfait, ∇ad = 2/5. Nous pouvons donc trouver que

∂T

∂r
≈ −GmρT

r2P
∇ad. (1.9)

4. Équation de conservation de l’énergie :

∂L

∂r
= 4πr2ρ(ϵ+ ϵg) (1.10)

où L est la luminosité et ϵ le taux de production d’énergie nucléaire. Le terme
ϵg est tel que

ϵg = −dU

dt
+

P

ρ2
dρ

dt
= −T

dS

dt
−
∑
i

µi
dni

dt
, (1.11)

où µi est le potentiel chimique de l’élément i et ni est le nombre de moles par
gramme. Dans l’équation (1.11), certains ouvrages ne conservent que le terme
−T dS

dt (Kippenhahn, Weigert et Weiss, 1990) mais cela reviendrait à né-
gliger les effets des changements de composition chimique.

Les hypothèses de base permettent de simplifier les expressions et ainsi de modéli-
ser correctement les étoiles. Cependant, ces hypothèses ne sont pas toujours valables,
par exemple, près de la surface de l’étoile ou dans des conditions extrêmes comme la
fin de vie d’une étoile massive.

1.3 Les sous-géantes

Comme énoncé plus haut, la phase des sous-géantes sera au cœur de ce travail.
Cette section se concentre donc sur sa définition et son évolution structurelle. Nous
aborderons l’évolution sismiques des sous-géantes à la fin du chapitre 2.

1.3.1 Définition

Comme expliqué plus haut, les sous-géantes sont des étoiles en phase de transition
entre la séquence principale et la phase de géantes rouges et se trouvent sur la branche
des sous-géantes dans le diagramme HR. Les sous-géantes sont légèrement plus lumi-
neuses que les étoiles de la séquence principale, mais moins brillantes que celles de la
branche des géantes rouges. Cette caractéristique rend parfois difficile la classification
précise des étoiles dans cette phase de transition. De plus, cette phase transitoire est
relativement courte par rapport à la durée de vie totale d’une étoile, ce qui complique
encore leur détection. Cependant, l’astérosismologie permet une meilleure classifica-
tion des sous-géantes en fournissant des informations détaillées sur leur structure
interne et leur évolution comme nous le verrons dans le chapitre 2.

1.3.2 Évolution structurelle

À la fin de la phase de séquence principale, les étoiles ont épuisé l’hydrogène dans
leur cœur. Cette phase de combustion centrale de l’hydrogène marque la fin d’un
équilibre stable où l’hydrogène est transformé en hélium par fusion nucléaire. La pro-
duction d’énergie par ces réactions crée un équilibre thermique qui contrebalance la
force gravitationnelle. Cependant, lorsque cette réserve d’hydrogène s’épuise, la dispa-
rition de la production d’énergie par les réactions nucléaires entraîne un déséquilibre
thermique, conduisant le cœur inerte à se contracter sous l’effet de la gravité. Si le cœur
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de l’étoile est radiatif pendant la séquence principale, cette étape se fait graduellement
et l’hydrogène s’épuise peu à peu dans le cœur. Au contraire, si le cœur est convectif,
l’hydrogène au cœur s’épuise en une fois et la contraction se fait brusquement.

Cette contraction du cœur entraîne une augmentation de la température et de la
pression au centre de l’étoile. Lorsque la température est suffisante à la périphérie de
ce cœur, la phase de combustion en couche de l’hydrogène y démarre. Pour les étoiles
massives, l’équilibre thermique n’est pas rétabli durant cette phase et l’enveloppe se
dilate rapidement en conséquence. À l’inverse, pour les étoiles de masse comparable à
celle du Soleil, l’équilibre thermique s’établit et cette phase dure plus longtemps.

L’expansion rapide de l’enveloppe stellaire est une réponse nécessaire pour com-
penser la contraction du cœur, créant ainsi une structure hybride au sein de l’étoile.
Suite à cette expansion de l’enveloppe, la température effective de l’étoile diminue,
augmentant ainsi le coefficient d’opacité κ. Cela implique que l’énergie produite par
la combustion est davantage confinée dans l’enveloppe. Ce phénomène entraîne un
emballement thermique, où la chaleur accumulée pousse encore plus l’enveloppe vers
l’extérieur.

Au fur et à mesure que l’enveloppe se dilate, le rayon R de l’étoile augmente
considérablement, tandis que sa température effective Teff diminue. Ce processus
conduit à une traversée rapide du diagramme HR, où l’étoile passe de la séquence
principale à la branche des sous-géantes. Ce changement de position sur le diagramme
HR reflète les changements dans la luminosité et la température effective de l’étoile
durant cette phase de transition.

Suite à la baisse de température de l’enveloppe et à l’augmentation de son opa-
cité, l’étoile devient entièrement convective. La baisse de température effective est
alors fortement ralentie et la luminosité augmente, l’étoile grimpe alors sur la branche
des géantes rouges. À ce moment-là, elle est toujours en phase de combustion en
couche de l’hydrogène.

Ainsi, la contraction du cœur, la combustion en couche et l’expansion de l’enve-
loppe sont des processus étroitement liés qui entraînent l’étoile dans une phase de
grande instabilité et de transformations rapides jusqu’à atteindre la phase des géantes
rouges. La figure 1.3 représente la structure interne typique d’une sous-géante. On
trouve au centre, son cœur d’hélium inerte, la température étant encore trop basse
pour brûler l’hélium. Juste au dessus du cœur se trouve la coquille d’hydrogène en
combustion. L’enveloppe encore en expansion est très grande comparée au cœur. Elle
se compose d’une zone radiative et d’une partie externe convective. Cette structure
peut varier en fonction du type d’étoile, de sa masse, de sa composition chimique ou
de sa position sur la branche des sous-géantes.

Les étoiles sur la branche des sous-géantes évoluent plus ou moins rapidement en
fonction de leur masse. Les étoiles de masse supérieure à environ 1,5 fois la masse
solaire évoluent très rapidement vers le stade de géante (105 années). Cela implique
qu’il y a statistiquement moins d’étoiles dans cette phase, créant le « trou de Hertzs-
prung » sur le diagramme HR. En revanche, les étoiles de plus faible masse peuvent
rester dans cette phase plus longtemps (109 années).
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Figure 1.3 – Schéma de la structure interne typique d’une sous-
géante. Figure reprise de Noll (2021).
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Chapitre 2

Astérosismologie

Dans ce chapitre, la théorie en astérosismologie est reprise principalement du cours
de Stellar stability and asteroseismology (SPAT0044) du Professeur Marc-Antoine Du-
pret à l’Université de Liège (Dupret, s. d.). Ce chapitre nous permet d’introduire les
bases de ce domaine afin de comprendre correctement les concepts utilisés dans les
modélisations qui suivront.

2.1 Contexte

L’astérosismologie est un domaine de la physique stellaire qui consiste à étudier
les mouvements sismiques des étoiles et à établir un lien avec leur structure physique
interne. Lorsque l’on regarde une étoile, on peut parfois observer des variations très
faibles de sa luminosité. Ces variations sont liées à l’oscillation de l’étoile qui sont
dues à la propagation de deux types d’ondes. À l’intérieur de l’étoile, il existe deux
types de forces de rappel : le gradient de pression et la force d’Archimède.
Elles formeront les deux modes de propagation d’ondes différents appelés les modes
de pression (ou modes p) et les modes de gravité (ou modes g). Ces oscillations
dépendent aussi de la position dans l’étoile et peuvent être radiales et non-radiales.
Toutes ces informations permettent de sonder la structure interne des étoiles. Nous y
reviendrons en détail plus tard dans ce chapitre.

L’astérosismologie est une discipline assez récente. Les données précises permet-
tant l’étude de ce domaine ne sont accessibles que depuis une vingtaine d’années.
Comme les variations de luminosités sont très faibles, des missions spatiales sont né-
cessaires pour obtenir des données précises. La mission CoRoT (Convection, Rotation
et Transits planétaires, Baglin et al. (2009)) est l’une des premières missions spa-
tiales dédiées entre autres à la détection des oscillations stellaires et elle a permis
d’obtenir des données précises essentielles en astérosismologie.

Les oscillations stellaires sont un phénomène dynamique. Nous pouvons donc cal-
culer le temps dynamique qui correspond au temps caractéristique des oscillations
et au déséquilibre des forces.

tdyn =

√
R3

GM
(2.1)

où R est le rayon de l’étoile, G est la constante de gravité et M est la masse de l’étoile.
Avec ceci, nous voyons très clairement que, plus une étoile est dense (R ↘ et M ↗),
plus le temps dynamique sera petit et donc la période des oscillations sera plus petite
aussi. Les fréquences d’oscillations seront plus hautes car la fréquence est inversement
proportionnelle à la période.
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Deux autres temps caractéristiques utiles sont le temps de Helmholtz-Kelvin
(tHK) qui correspond au déséquilibre thermique et le temps nucléaire (tnucl) qui
correspond à l’évolution en raison des réactions nucléaires.

tHK =
GM2

2RL
(2.2)

tnucl =
Enuc

L
(2.3)

où L est la puissance rayonnée et Enuc est l’énergie nucléaire.
Dans la majeure partie des étoiles, le temps dynamique est inférieur au temps de

Helmholtz-Kelvin et ce dernier est lui-même inférieur au temps nucléaire.

tdyn < tHK < tnuc (2.4)

À titre d’exemple, pour le Soleil, le temps dynamique est égal à 26 minutes, le temps
de Helmholtz-Kelvin est égal à 107 années et le temps nucléaire et égal à 1010 années.
Comme tdyn < tHK , le gaz n’a pas le temps d’échanger de la chaleur de manière signifi-
cative pendant la période des oscillations. Cela nous permet de faire une approximation
très importante : dans la majorité des étoiles, les oscillations sont adiabatiques
car les échanges d’énergie sont négligeables. Cependant, cette approximation n’est pas
valable pour toutes les couches des étoiles. Pour certaines couches, tdyn et tHK sont
du même ordre. De plus, tdyn < tnucl donc la composition chimique n’a pas le temps
de changer non plus pendant la période des oscillations.

2.2 Hydrodynamique stellaire

Dans cette section, nous introduisons les équations de l’hydrodynamique ainsi que
les formalismes Eulériens et Lagragiens essentiels à la compréhension des oscillations
stellaires.

2.2.1 Formalisme Eulérien

Les coordonnées Eulériennes sont les trois coordonnées d’espace sphérique : r, θ et
ϕ. Ce système de coordonnées est fixe dans l’espace et est indépendant du mouvement.
Nous écrirons ∂

∂t la dérivée partielle par rapport au temps en coordonnées Eulériennes.

Une perturbation Eulérienne X ′ autour d’une valeur d’équilibre X0 est notée telle
que

X(r⃗, t) = X0(r⃗) +X ′(r⃗, t). (2.5)

Elle représente la différence entre une valeur instantanée et d’équilibre pour un point
fixe dans l’espace.

2.2.2 Formalisme Lagrangien

Les coordonnées Lagrangiennes sont le système de coordonnées (⃗a) associé à chaque
élément matériel du fluide et suivant ses mouvements.

Un perturbation Lagrangienne δX autour d’une valeur d’équilibre X0 est notée
telle que

X (⃗a, t) = X0(⃗a) + δX (⃗a, t). (2.6)
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Elle représente la différence entre une valeur instantanée et d’équilibre pour un élément
de matière fixé.

Dans ce système, la dérivée par rapport au temps sera notée telle que

DX

Dt
=

δX

δt
+∇X · v⃗. (2.7)

Elle est appelée la dérivée matérielle et elle représente la variation par rapport au
temps en suivant le mouvement du fluide.

Prenons par exemple une étoile qui oscille, la perturbation Eulérienne en masse
ne sera pas nulle puisque le volume de l’étoile varie et donc la masse contenue dans
un volume figé varie également. Par contre, la perturbation Lagrangienne en masse
sera nulle puisque nous suivons cette variation de volume. Par conséquent, nous ver-
rons toujours la même masse sous l’élément de matière que nous considérons. Nous
reviendrons sur ces perturbations plus tard.

2.2.3 Équations de base de l’hydrodynamique stellaire

Afin de comprendre et trouver des solutions à notre problème, nous partirons tou-
jours des trois équations fondamentales de l’hydrodynamique stellaire.

La conservation de la masse :

Dρ

Dt
+ ρ∇ · v⃗ =

δρ

δt
+∇ · (ρv⃗) = 0 (2.8)

avec ρ la densité et v⃗ la vitesse.

La conservation de la quantité de mouvement :

Dv⃗

Dt
= −∇Ψ− ∇P

ρ
(2.9)

avec Ψ le potentiel gravitationnel et ∇P le gradient de pression. Ici, les effets de la
viscosité peuvent être négligés car les mouvement de fluide sont hautement turbulents
et le nombre de Reynolds associé aux oscillations est toujours grand (de l’ordre de 106).

L’équation de Poisson :
∇2Ψ = 4πGρ (2.10)

Grâce à l’hypothèse des oscillations adiabatiques, nous pouvons trouver la relation
adiabatique entre la variation de pression et de densité :

d lnP

d ln ρ

∣∣∣∣
S

≡ Γ1 (2.11)

où Γ1 est l’indice adiabatique et |S indique qu’il est évalué à entropie constante.
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2.3 Approche perturbative

Dans un premier temps, nous imposerons une configuration d’équilibre à symétrie
sphérique. Pour étudier les oscillations stellaires, la théorie des petites perturbations
sera utilisée. Nous partons d’un modèle en équilibre avec P0(r), T0(r), ρ0(r) et L0(r).
Nous étudierons des petites perturbations dues aux oscillations autour de cet état
d’équilibre. Comme les oscillations sont petites et donc faibles par rapport à la hau-
teur d’échelle, le problème peut ainsi être linéarisé.

Les perturbations Eulériennes et Lagrangiennes seront utiles ici. Nous pouvons
d’ailleurs trouver une relation importante entre les deux, la relation d’Euler-Lagrange :

δX = X ′ +∇X0 · δr⃗ (2.12)

où les perturbations sont petites par rapport aux valeurs d’équilibres et sont donc
négligées au second ordre.

Grâce à toutes ces hypothèses, nous pouvons trouver des nouvelles formes pour les
équations de base. Ce sont les équations pour les oscillations adiabatiques non-radiales.

La conservation de la masse :

δρ

ρ
= −∇ · δr⃗ (2.13)

La conservation de la quantité de mouvement :

∂2δr⃗

∂t2
= −∇Ψ′ − ∇P ′

ρ
+

ρ′

ρ2
∇P (2.14)

L’équation de Poisson :
∇2Ψ′ = 4πGρ′ (2.15)

La relation adiabatique :
δP

P
= Γ1

δρ

ρ
(2.16)

Dans le cas des oscillations radiales, nous pouvons démontrer (voir cours de M.
Dupret (Dupret, s. d.)) que ce problème prend la forme bien connue d’un problème
de Sturm-Liouville (problème aux valeurs propres). Cela nous permet de trouver les
fonctions propres et les valeurs propres du problème. Ceux-ci correspondent respecti-
vement aux modes (ξ(r) = δr

r ) et aux fréquences (σ2) d’oscillations. Le problème de
Sturm-Liouville est pertinent car il donne un cadre pour l’analyse des modes d’oscil-
lations des étoiles. Les conditions aux limites sont choisies pour caractériser le com-
portement à la surface et au cœur de l’étoile. Ce problème a des solutions ayant des
propriétés très intéressantes. Par exemple, les valeurs propres peuvent être exprimées
comme une suite dénombrable tendant vers l’infini, cela implique que le nombre de
modes est infini. Le déplacement radial est solution de ce problème.
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2.4 Simplification du problème par la méthode de sépa-
ration des variables

Les équations pour les oscillations stellaires adiabatiques non-radiales nous per-
mettent de trouver les fréquences caractéristiques. Pour cela, nous travaillons sous
l’hypothèse d’une symétrie sphérique de la structure autour de laquelle l’étoile os-
cille 1 et nous utilisons les coordonnées sphériques (r, θ, ϕ). La théorie des petites
perturbations est encore utilisée pour trouver des équations linéarisées et nous per-
mettre de trouver les modes propres. Ceux-ci nous donnent des informations sur les
oscillations.

Dans notre cas, nous prenons des quantités de la forme,

P ′ = P ′(r, θ, ϕ)sin(σt) (2.17)

et le vecteur de déplacement sous la forme,

δr⃗ = ξre⃗r + ξθe⃗θ + ξϕe⃗ϕ = δr⃗(r, θ, ϕ)sin(σt). (2.18)

Il est intéressant de rappeler la forme de opérateurs différentiels en coordonnées
sphériques.

GRADIENT :

∇X(r, θ, ϕ) =
∂X

∂r
e⃗r +

1

r

∂X

∂θ
e⃗θ +

1

r sin(θ)

∂X

∂ϕ
e⃗ϕ (2.19)

DIVERGENCE :

∇ · V⃗ (r, θ, ϕ) =
1

r2
∂

∂r
(r2Vr) +

1

r sin(θ)

∂

∂θ
(sin(θ)Vθ) +

1

r sin(θ)

∂Vϕ

∂ϕ
(2.20)

LAPLACIEN :

∇2X(r, θ, ϕ) =
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂X

∂r

)
+

1

r2sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂X

∂θ

)
+

1

r2sin2(θ)

∂2X

∂ϕ2

(2.21)

Reprenons l’équation (2.14) de la conservation de la quantité de mouvement. Avec
le problème aux valeurs propres, celle-ci dépend de la fréquences σ2.

∂2δr⃗

∂t2
= −σ2δr⃗ = −∇Ψ′ − ∇P ′

ρ
+

ρ′

ρ2
∇P (2.22)

Nous pouvons ensuite séparer cette équation selon les trois coordonnées (r, θ, ϕ).
En considérant la symétrie sphérique et l’équilibre hydrodynamique, nous avons que
∇P
ρ = 1

ρ
∂P
∂r e⃗r = −GM

r2
e⃗r. Nous trouvons donc

1. Il faut noter que cette hypothèse n’est pas valide pour des étoiles en rotation rapide car la
déformation liée à cette rotation brise cette symétrie. Cependant, les sous-géantes, que l’on étudiera
dans ce travail, sont considérées comme des rotateurs lents. Cette approximation est donc valable,
les modes m = 0 que l’on va considérer dans la suite ne sont pas perturbés.
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

σ2ξr =
∂Ψ′

∂r
+

1

ρ

∂P ′

∂r
+

ρ′

ρ

GM

r2
→ mouvement radial

σ2ξθ =
1

r

∂

∂θ

(
Ψ′ +

P ′

ρ

)
σ2ξϕ =

1

r.sin(θ)

∂

∂ϕ

(
Ψ′ +

P ′

ρ

)
 mouvement horizontal

(2.23)

Prenons maintenant l’équation (2.13) de la conservation de la masse où nous uti-
lisons la relation de la divergence en coordonnées sphériques.

δρ

ρ
= −∇ · δr⃗

= −
(

1

r2
∂

∂r
(r2ξr) +

1

r sin(θ)

∂

∂θ
(sin(θ)ξθ) +

1

r sin(θ)

∂ξϕ
∂ϕ

)
.

(2.24)

Dans l’équation (2.23), nous pouvons isoler ξθ et ξϕ et les remplacer dans l’équation
(2.24). Nous trouvons alors une équation de la forme

δρ

ρ
+

1

r2
∂

∂r
(r2ξr)−

1

σ2r2
L2

(
ϕ′ +

P ′

ρ

)
= 0 (2.25)

où L2 est l’opérateur Legendrien. Il se définit tel que

L2 = −r2∇2
horizontal =

−1

sin(θ)
∂θ(sin(θ)∂θ)−

1

sin2(θ)
∂2
ϕ. (2.26)

où ∇horizontal est le laplacien dans la direction horizontale, c’est-à-dire sur les coor-
données θ et ϕ.

Reprenons maintenant l’équation de Poisson. Nous obtenons

∇2Ψ′ =
1

r2
∂

∂r
(r2

∂Ψ′

∂r
)− 1

r2
L2Ψ′ = 4πGρ′. (2.27)

Avec les équations (2.23) du mouvement radial, (2.24) et (2.27), nous obtenons un
système de trois équations aux dérivées partielles. Afin de le résoudre, il faut utiliser la
séparation des variables. Cela est possible grâce au fait que les équations ne dépendent
que de r et que les dérivées par rapport à θ et à ϕ apparaissent uniquement dans le
même opérateur L2. Les harmoniques sphériques de degré ℓ et d’ordre azimutal m
Y m
ℓ (θ, ϕ) (où m est le nombre de lignes nodales méridionales et ℓ est le nombre to-

tal de lignes nodales) nous donnent une solution. En effet, les harmoniques sphériques
sont fonctions propres de l’opérateur L2 et nous avons L2Y m

ℓ (θ, ϕ) = ℓ(ℓ+1)Y m
ℓ (θ, ϕ).

Notre système d’équation devient donc

σ2ξr =
dΨ′

dr
+

1

ρ

dP ′

dr
+

ρ′

ρ

GM

r2
(2.28)

δρ

ρ
+

1

r2
d

dr
(r2ξr)−

ℓ(ℓ+ 1)

σ2r2

(
ϕ′ +

P ′

ρ

)
= 0 (2.29)
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Figure 2.1 – Représentation des harmoniques sphériques pour diffé-
rents (ℓ,m) (Noll, 2021).

1

r2
d

dr
(r2

dΨ′

dr
)− ℓ(ℓ+ 1)

r2
Ψ′ = 4πGρ′ (2.30)

L’équation (2.28) représente le mouvement radial, l’équation (2.29) est l’associa-
tion du mouvement horizontal avec la conservation de la masse et l’équation (2.30)
est l’équation de Poisson.

Nous passons d’un problème complexe en 3 dimensions (r, θ, ϕ) à un problème plus
simple en une dimension (r). Remarquons ici qu’il y a une dégénérescence en m car
ces équations ne dépendent que de ℓ, peu importe la valeur de m. Cela arrive lorsqu’on
néglige la rotation.

2.5 Fréquences caractéristiques

Ces équations nous permettent d’introduire les fréquences caractéristiques. En
effet, avec les équations (2.28) à (2.30), nous pouvons trouver

(σ2 −N2)ρξr =
dP ′

dr
+ ρ

dΨ′

dr
+ g

P ′

c2
(2.31)

et
P ′

ρc2

(
1− L2

ℓ

σ2

)
− ℓ(ℓ+ 1)

Ψ′

σ2r2
+

1

r2
d

dr
(r2ξr)−

g

c2
ξr = 0 (2.32)

où g = GM
r2

= −1
ρ
dP
dr est l’accélération gravitationnelle locale et c2 = PΓ1

ρ est la vitesse
du son.

Dans ces équations, nous voyons apparaître les fréquences caractéristiques appelées
fréquence de Brünt-Väisälä (N2) et fréquence de Lamb (L2

ℓ ).

Fréquence de Brünt-Väisälä

La fréquence de Brünt-Väisälä est telle que

N2 =
GM

r2

(
1

Γ1

d lnP

dr
− d ln ρ

dr

)
(2.33)
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et elle représente la fréquence caractéristique d’oscillation d’un élément de matière
pour lequel la force d’Archimède est la force de rappel, c’est-à-dire la fréquence à
laquelle oscille un certains volume de fluide autour de sa position d’équilibre. C’est
donc la fréquence caractéristique des modes g. Elle est négative très proche de zéro
ou nulle dans les zones convectives.

La fréquence de Brünt-Väisälä peut aussi s’écrire sous la forme suivante

N2 =
ρg

P
(∇ad −∇+∇µ) (2.34)

où ∇ = d lnT
d lnP est le gradient réel (ou gradient de température), ∇ad = d lnT

d lnP

∣∣
S

est
le gradient adiabatique et ∇µ = d lnµ

d lnP est le gradient de poids moléculaire moyen.
Le terme ∇ad − ∇ est le gradient super adiabatique et il nous permet de sonder le
gradient de température. Le terme ∇µ nous permet de sonder de manière très précise
la composition chimique interne.

Fréquence de Lamb

La fréquence de Lamb est telle que

L2
ℓ =

ℓ(ℓ+ 1)c2

r2
(2.35)

et elle dépend du degré ℓ. C’est la fréquence caractéristique des modes p pour lesquels
le gradient de pression constitue la force de rappel.

2.6 Cavités de propagation

Afin d’analyser et interpréter le comportement des modes d’oscillations dans l’étoile,
nous aimerions trouver une solution plus simple à nos équation pour arriver à une
équation d’onde. Pour simplifier la résolution analytique des équations, nous pouvons
appliquer l’approximation de Cowling (Cowling, 1941). Celle-ci consiste à négliger
les effets de la perturbation Eulérienne du potentiel gravitationnel. Cette approxima-
tion est valable lorsque le nombre de nœuds de la fonction est grand et lorsque le
degré harmonique ℓ est élevé. Nous négligeons donc les termes Ψ′ et dΨ′

dr . En effet, si
nous regardons la solution intégrale de l’équation de Poisson, nous voyons que si ℓ est
grand, Ψ′ tend vers 0.

Ensuite, nous pouvons appliquer une seconde approximation. Celle-ci est très gros-
sière mais elle nous permet de garder les termes dominants dans l’équation afin d’in-
terpréter plus simplement le comportement des solutions. Comme nous considérons
que le nombre de nœuds des modes propres est très grand, la longueur d’onde associée
à l’oscillation et donc son hauteur d’échelle locale est beaucoup plus petite que la
hauteur d’échelle des quantités d’équilibre. Cela nous permet de finalement trouver
les équations simplifiées telles que

(σ2 −N2)ρξr ≈
dP ′

dr
(2.36)

et
P ′

ρc2

(
1− L2

ℓ

σ2

)
+

dξr
dr

≈ 0 (2.37)
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En dérivant l’équation (2.37) selon r et en y injectant l’équation (2.36), nous
retrouvons l’expression d’une équation d’onde.

d2ξr
dr2

+ k2ξr ≈ 0 (2.38)

où k2 est le carré du nombre d’onde local et s’exprime tel que

k2 =
1

c2

(
1− L2

ℓ

σ2

)
(σ2 −N2). (2.39)

Nous avons maintenant deux cas possibles .

1. k2 > 0 : k est réel et σ2 > L2
ℓ , N

2 ou σ2 < L2
ℓ , N

2

L’équation décrit alors une propagation d’onde et nous pouvons
trouver une solution de la forme

ξr ≈
A√
k(r)

cos

(∫
k(r)dr

)
. (2.40)

2. k2 < 0 : k est imaginaire et N2 < σ2 < L2
ℓ ou L2

ℓ < σ2 < N2

L’onde est évanescente, son amplitude décroît exponentiellement
et nous pouvons trouver une solution de la forme

ξr ≈
A√
k(r)

exp

(∫
|k(r)|dr

)
(2.41)

Nous pouvons déduire de ces solutions que nous avons 3 zones différentes au sein
de l’étoile. Ce zones sont appelées cavité p, cavité g et zone évanescente. Les
limites de ces régions sont définies par les fréquences de Lamb et de Brünt-Väisälä.
On observe sur la figure 2.2 ces différentes zones ainsi que les modes qui s’y propagent.
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Figure 2.2 – Diagramme de propagation pour une étoile de 1.15 M⊙
en séquence principale. La fréquence de Brünt-Väisälä est représentée
en violet et la fréquence de Lamb (pour les modes dipolaires ℓ = 1) en
orange. Les zones grisées sont les zones évanescentes, la zone en violet
est la cavité g et la zone en orange est la cavité p. On observe aussi
les fréquences théoriques d’un mode p, g et mixte en orange, violet et

noir respectivement.

Cavité p

Pour les hautes fréquences (σ2 > L2
ℓ , N

2), le gradient de pression est la princi-
pale force de rappel qui agit. Les modes qui se propagent sont appelés modes de
pression (ou modes p) et on dit donc que l’onde se propage dans la cavité p. On
peut observer cela sur la figure 2.2 en orange. Les modes p sont comparables à
une onde stationnaire acoustique.
L’augmentation de la pression résultant de la compression du gaz agit comme
une force de rappel produisant ces ondes. Le spectre des fréquences d’oscilla-
tions des modes p dépend principalement du profil de la vitesse du son c(r).
Les modes p sont équidistants en fréquences. Remarquons que la taille de la
cavité p dépend du degré sphérique ℓ car la fréquence de Lamb (équation
(2.35)) est différente pour chaque ℓ et croit monotonement avec ℓ. Donc, plus ℓ
est petit, plus l’onde se propage profondément, c’est ce que l’on peut observer
sur la figure 2.3 qui montre la propagation de deux modes p au sein d’une étoile.
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Cavité g

Pour les fréquences plus basses (σ2 < L2
ℓ , N

2), la force d’Archimède est la
principale force de rappel. Les modes se propageant dans la cavité g sont
appelés modes de gravité (ou modeS g). La figure 2.2 montre cette cavité g
et un mode g théorique en violet. À une distance donnée du centre, la densité
varie d’une latitude (ou longitude) à l’autre et si la densité est plus faible que
celle du milieu environnant, la force d’Archimède sera orientée vers l’extérieur.
Si elle est opposée au déplacement initial, un mode g apparaîtra. Les modes
g ne se propagent pas dans la zone convective. Les différents modes g sont
équidistants en période.

Zone évanescente

Lorsque N2 < σ2 < L2
ℓ ou L2

ℓ < σ2 < N2, l’onde décroît en amplitude. Ces
régions sont appelées zones évanescente. Comme la fréquence de Lamb dépend
du degré sphérique ℓ (elle est différente selon les modes), la taille de la zone éva-
nescente variera avec ℓ. De manière générale, la zone évanescente, en gris sur la
figure 2.2, aura tendance à augmenter avec ℓ sauf dans la partie évanescente qui
se trouve sous Brunt-Väisälä (courbe violette) auquel cas elle rétrécira d’abord
avec ℓ, sera nulle et puis, augmentera. Si la zone évanescente est plus grande,
il y aura moins de couplage entre les deux cavités et on parle de piégeage des
modes. En effet, si la zone évanescente augmente, les modes g sont piégés dans
la cavité g et on ne les détectera pas ou très peu.

2.7 Principaux indicateurs sismiques

Dans cette section, nous utiliserons une analyse asymptotique de notre équation
d’onde (2.38), ce qui implique de prendre des valeurs de l’ordre radial n élevées,
la fréquence νn sera donc grande 2. Ici, la vitesse du son c(r) n’est pas forcément
constante dans l’étoile, ce qui implique que le nombre d’onde local dépend de la
position (k(r)). Si k(r) varie lentement par rapport à la longueur d’onde, nous pourrons
également utiliser l’approximation JWKB pour trouver une solution asymptotique. La
solution approchée de l’équation pourra alors être exprimée comme une combinaison
de fonctions sinus et cosinus (ou exponentielles complexes), avec une longueur d’onde
locale λ(r) = 2π

k(r) où k(r) est le nombre d’onde local. Dans la limite asymptotique,
le comportement des fonctions propres est oscillant. On peut montrer que l’équation
d’onde avec le changement de variable suivant est moins approximative que l’équation
(2.38).

dξ̄r
dr

+ k2(r)ξ̄r ≈ 0, (2.42)

où
ξ̄r ≡

√
ρ rc√∣∣∣L2
ℓ

σ2 − 1
∣∣∣ξr. (2.43)

2. Remarquons qu’il n’y a pas de solutions analytiques à ce problème, excepté pour les hautes
fréquences.
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Figure 2.3 – Propagation des ondes acoustiques (mode p), corres-
pondant aux modes ℓ = 30 pour une fréquence ν = 3mHz (rayons à
forte pénétration) et ℓ = 100 pour une fréquence ν = 3mHz (rayons à
faible pénétration). Les lignes orthogonales à l’ancienne trajectoire de
propagation illustrent les fronts d’onde et rt est le « turning point »,
c’est-à-dire, le point le plus profond où les ondes se réfléchissent avant
de remonter. Figure extraite de l’ouvrage de Aerts, Christensen-

Dalsgaard et Kurtz (2010).

MODE DE PRESSION (σ2 > N2, L2
ℓ)

Dans un premier temps, regardons ce qu’il se passe dans la cavité p. Dans l’ap-
proximation JWKB, nous avons la solution

ξ̄r ≈
A√
k(r)

cos

(∫ r

rt

k(r)dr − π

4

)
(2.44)

où rt est le « turning point », c’est-a-dire le point le plus profond où les ondes se ré-
fléchissent avant de remonter. Il correspond à l’endroit où k2(r) = 0. Le terme −π

4 est
une phase imposée par les conditions aux limites au cœur et à la surface afin d’assurer
la continuité. En effet, en r = rt, l’intégrale est nulle et une phase permet d’assurer
le comportement correct de la solution entre la zone de propagation p et la zone éva-
nescente où l’onde décroît exponentiellement à mesure que le rayon tend vers 0.

À fréquences élevées, les modes de pression se comportent comme des ondes acous-
tiques et nous pouvons trouver k(x) tel que

k2 =
1

c2

(
1− L2

ℓ

σ2

)
(σ2 −N2) ≈ σ2

c2

(
1− L2

ℓ

σ2

)
=

σ2

c2
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
. (2.45)

Le problème se ramène toujours à poser les conditions aux bords pour trouver la
solution. Avec ces conditions, nous pouvons trouver
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∫ R

rt

k(r)dr =

∫ R

rt

σ

c

√
1− ℓ(ℓ+ 1)c2

σ2r2
dr = (n+ α)π. (2.46)

Grâce à cela, nous pouvons retrouver une relation importante qui est la relation
de Duvall :

F
(σ
L

)
=

∫ R

rt(σ/L)

√
1− L2c2

σ2r2
dr

c
≈ (n+ α)π

σ
(2.47)

où L =
√
ℓ(ℓ+ 1). La résolution de la relation de Duvall pour différents nombres en-

tiers n et ℓ donne une bonne approximation pour le spectre en fréquences des modes
p. Elle fait le lien entre le profil de vitesse du son c(r) et des fréquences des modes p.
En connaissant le spectre observé des fréquences, on peut sonder le profil de c(r) par
inversion de la relation.

Lorsque ℓ ≪ n, k2 ≈ σ2

c2
, une solution asymptotique très approximative pour ℓ ≪ n

est donnée par

νn,ℓ ≈ (n+
ℓ

2
+

1

4
+ α)∆ν (2.48)

où α est un paramètre ajustable dépendant des caractéristiques des régions externes
de l’étoile étudiée et ∆ν peut être trouvé tel que∫ R

rt

σ

c

√
1− L2c2

σ2r2
dr ≈

∫ R

0

σ

r
dr = (n+ α)π (2.49)

νn =
σ

2π
=

(n+ α)

2
∫ R
rt

dr
c

(2.50)

GRANDE SÉPARATION :

∆νn,ℓ = νn,ℓ − νn−1,ℓ ≈ ∆νasymptotique =

(
2

∫ R

0

dr

c

)−1

∝ 1

tdyn
=

√
GM

R3

(2.51)

La différence en fréquence entre deux modes d’oscillation successifs de même de-
gré sphérique ℓ mais de nombre radial n différent est appelée la grande séparation.
Dans le régime asymptotique, les modes sont équidistants en fréquence. La grande
séparation est principalement sensible aux régions superficielles, comme le montre
l’expression intégrale, et proportionelle à la racine carrée de la densité moyenne de
l’étoile. Plus la densité moyenne est élevée, plus la grande séparation est grande. Elle
est liée à la vitesse du son à l’intérieur de l’étoile et, par conséquent, à la structure
interne et aux propriétés physiques de l’étoile telles que la température.

MODE DE GRAVITÉ (σ2 < N2, L2
ℓ)

Prenons maintenant le cas de la cavité g. La solution dans l’approximation de
JWKB est toujours la même que l’équation (2.44) et nous pouvons approximer k(x)
tel que

k2 =
1

c2

(
1− L2

ℓ

σ2

)
(σ2 −N2) ≈ ℓ(ℓ+ 1)

N2

σ2r2
. (2.52)
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Nous appliquons maintenant les conditions limites au bas (rt1) et au haut (rt2) de la
cavité. Supposons qu’il existe une zone évanescente au-dessus et en dessous de notre
cavité de propagation. Cela implique d’imposer des conditions aux limites sur la phase,
avec −π

4 à r = rt1 et π
4 à r = rt2. Nous pouvons donc trouver que∫ rt2

rt1

k(r)dr ≈
√
ℓ(ℓ+ 1)

σ

∫ rt2

rt1

N(r)

r
dr = (n+

1

2
)π. (2.53)

Comme P = 2π
σ , nous avons, pour un n et ℓ donné que

Pn,ℓ ≈
n+ 1

2√
ℓ(ℓ+ 1)

2π2∫ rt2
rt1

N(r)
r dr

= (n+
1

2
)∆πℓ (2.54)

Nous pouvons alors trouver la différence entre deux périodes consécutives telles
que

ESPACEMENT EN PÉRIODE :

∆πℓ =
2π2√
ℓ(ℓ+ 1)

1∫ rt2
rt1

N(r)
r dr

≈ ∆Pn,ℓ = Pn,ℓ − Pn−1,ℓ (2.55)

L’indicateur ∆πℓ dépend du degré ℓ et nous pouvons nous rendre compte par
l’équation (2.54) que les modes g sont équidistants en période. Cet indicateur est
très important car il nous permet de sonder les couches profondes de l’étoile. Par
exemple, si le cœur se contracte la densité centrale ρc augmentera, N(r) va aussi
augmenter à cause de sa dépendance en ρ et donc ∆πℓ va diminuer. Notons aussi que,
par l’équation (2.54), les modes de gravité pour des oscillations radiales (ℓ = 0) ne
peuvent pas exister.

2.8 Modes mixtes

Les modes mixtes sont une catégorie particulière d’oscillations stellaires présentes
dans les étoiles sous-géantes et géantes rouges. Pendant la séquence principale, les
oscillations se composent d’ondes de pression à haute fréquence ou d’ondes de gravité
à basse fréquence. Á la fin de cette phase, les changements structurels internes de
l’étoile (contraction du coeur et expansion de l’enveloppe) détaillés dans le chapitre 1
ont pour conséquence le rapprochement et le chevauchement des fréquences des modes
p et des modes g. Ceci permet le couplage de ces 2 modes de natures différentes. Un
mode mixte est donc un mode qui va subir un changement de nature et qui aura un
comportement différent en fonction de l’endroit où l’on se trouve dans l’étoile.

Par exemple, si σ2 < N2, L2
ℓ dans le cœur mais σ2 > N2, L2

ℓ dans l’enveloppe,
nous obtiendrons un mode qui change de nature. En effet, il se comportera comme un
mode g dans les couches profondes et comme un mode p dans les couches externes.
C’est ce que l’on appelle un mode mixte. L’existence de ces modes mixtes permet le
sondage profond d’étoiles de type solaire. En séquence principale, on ne détecte pas
les modes g et les modes p, eux, ne nous permettent que de sonder les régions les plus
superficielles. Donc, grâce au couplage plus important des deux cavités (p et g) qui
succède lors de la phase des sous-géantes, nous pouvons détecter les modes mixtes.
C’est un atout essentiel à l’étude de la structure interne complète des étoiles de type
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solaires et nous permet alors de mieux contraindre nos modèles.

Le spectre des modes mixtes peut être approximativement décrit grâce à la relation
suivante (Shibahashi (1979) ; Takata (2016)) :

tan θp = q tan θg (2.56)

où θg est la phase totale de l’oscillation de l’onde de gravité dans le cœur et θp la
phase totale de l’oscillation de l’onde de pression dans l’enveloppe. q est le coefficient
de couplage et il mesure l’interaction entre les deux types d’oscillations.

θp et θg comprennent aussi les décalages de phase introduits aux limites intérieures
et extérieures de chaque cavité. En effet, pour ces phases θp et θp, Mosser et al. (2015)
montrent que l’on peut trouver les formules asymptotiques approximatives suivantes

θp = π

[
ν

∆ν
− 1

2
− ϵp

]
θg = π

[
1

ν∆π
− ϵg

] (2.57)

où ϵp et ϵg sont les décalages de phases. ∆ν et ∆π sont respectivement la grande
séparation et l’espacement en période.

À partir de ces équations (2.57), nous pouvons faire une remarque qui sera impor-
tante pour le chapitre 4. Dans le cas où nous avons un grand nombre de noeud dans la
cavité g, le terme 1

ν∆π sera beaucoup plus grand que ϵg. Si θg est fixé, un petit change-
ment relatif de ∆π va conduire à un grand changement relatif de ϵg pour compenser.
À l’inverse, un petit changement relatif de ϵg va impliquer un très petit changement
relatif de ∆π. Comme ∆π a un impact direct sur les caractéristiques stellaires (rayon,
masse, etc), apporter un grand changement à ϵg implique de modifier légèrement ∆π
et, par conséquent, les caractéristiques stellaires. Cependant, cela reste acceptable car
ce changement est très peu significatif et implique une variation négligeable des ca-
ractéristiques stellaires.

La figure 2.4 montre la propagation d’ondes entre les cavités p et g. À la base de la
cavité g et à la surface de la cavité p, on considère que les ondes se réfléchissent com-
plètement (flèches noires). On observe que ces cavités sont séparées par une zone grisée
qui représente la zone évanescente. Celle-ci est considérée comme semi-réfléchissante,
ce qui implique que les ondes se propageant dans les différentes cavités (orange pour
les modes p et violet pour les modes g) vont en partie se transmettre et en partie se
réfléchir sur la zone évanescente. Les coefficients de transmission et de réflexion sont
T et R respectivement et expriment le changement de l’onde après le contact avec la
zone évanescente. En suivant la démonstration des travaux de Takata (2016), nous
pouvons trouver la relation qui lie ces coefficients par la conservation de l’énergie telle
que

T 2 +R2 = 1. (2.58)

Nous pouvons ainsi trouver la relation pour le coefficient de couplage q telle que

q =
1−R

1 +R
(2.59)

où R est donc le coefficient de transmission entre les deux cavités, dans la zone éva-
nescente. Prenons les cas limites : si R = 1, les deux cavités ne sont pas du tout
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Figure 2.4 – Représentation schématique de la propagation d’ondes
entre les deux cavités p et g. Les ondes en pointillées sont les parties
transmises (T) et réfléchies (R) des onde g en violet et des ondes p en

orange. La zone grisée centrale représente la zone évanescente.

couplées tandis que, si R = 0, les ondes sont complètement transmises et les cavités
« fusionnent » pour n’en former qu’une.

Les paramètres ∆ν, ∆π, ϵp, ϵg et q sont donc les éléments essentiel pour traduire
toute l’information sismique des modes mixtes.

Il est important de noter que, lorsque l’étoile est sur la séquence principale, les
modes seront dominés p, tandis que, lorsqu’elle est dans la phase des géantes, les
modes seront dominés g. En effet, sur la séquence principale, nous avons que q = 0 et
donc

tan θp = 0 (2.60)

que nous pouvons résoudre comme

⇔ sin θp = 0

⇔ θp = π

[
ν

∆ν
− 1

2
− ϵp

]
= nπ

(2.61)

et ainsi, retrouver une formulation asymptotique telle que

⇔ ν = (n+
1

2
+ ϵp)∆ν. (2.62)

La densité des modes dominés g autour de la fréquence maximale νmax peut donc
être définie telle que (Mosser et al., 2015)

N (νmax) =
∆ν

∆πν2max

. (2.63)

où ∆ν est la grande séparation et ∆π1 est l’espacement en période pour les modes
dipolaires. Les spectres dominés par les modes de pression (N ≪ 1) montrent une
séparation de fréquence constante, tandis que les spectres dominés par les modes de
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gravité (N ≫ 1) présentent un espacement régulier des périodes.

2.9 Glitch d’hélium

Pendant la phase de séquence principale, les étoiles de type solaire sont stables
et présentent des fréquences très régulières. On qualifie cette régularité de « partie
lisse » du spectre d’oscillations. Comme le spectre de fréquences varie lentement, nous
pouvons trouver un polynôme qui représente la partie lisse du spectre. Cependant, il
existe des écarts par rapport à cette régularité, appelés « glitches ». Si on enlève aux
fréquences les valeurs de la partie lisse du spectre, on observe une variation plus rapide.
Cette variation représente le glitch et peut être caractérisée et mesurée. Les glitches
sont des signatures causées par des variations brusques dans la structure interne des
étoiles, c’est-à-dire que la variation à l’origine du glitch se fait sur une échelle spatiale
de l’ordre ou inférieure à la longueur d’onde d’un mode. Ces variations introduisent
une oscillation en fonction de la fréquence dans le spectre d’oscillations. Le glitch
d’hélium, en particulier, est situé dans la zone de seconde ionisation de l’hélium près
de la surface de l’étoile. L’amplitude du glitch d’hélium (ou amplitude d’hélium, AHe)
est liée à l’abondance en hélium dans cette zone (Verma et al. (2019) ; Farnir et al.
(2019)).

Étant donné que cette région est très proche de la surface et dominée par la convec-
tion, elle fournit des informations précieuses sur l’abondance en hélium à la surface.
En effet, l’enveloppe convective des étoiles de type solaire n’atteint pas la température
requise pour exciter l’hélium, ce qui rend impossible les mesures spectroscopiques de
l’abondance d’hélium. Ainsi, l’étude des glitches d’hélium via l’astérosismologie est
l’un des rares moyens de déterminer cette abondance et cela permet d’améliorer la
précision des modèles stellaires. De plus, il a été démontré qu’il existe une dégéné-
rescence entre les valeurs de Y (concentration en hélium) et la masse M de l’étoile
obtenues dans les modèles (Lebreton et Goupil, 2014). Pouvoir mesurer la concen-
tration en hélium d’une étoile de type solaire de manière précise est donc un atout
majeur pour pouvoir discriminer les modèles stellaire et, surtout, obtenir des masses
précises (un élément essentiel pour, par exemple, l’exoplanétologie).

La figure 2.5 montre la représentation du glitch d’hélium pour l’étoile KIC 11026764
(Gemma) à laquelle nous nous intéresserons par la suite. L’amplitude de l’oscillation
est l’amplitude du glitch d’hélium.

2.10 Grands résultats de l’astérosismologie

L’astérosismologie est une discipline qui a déjà prouvé son utilité à maintes reprises.
Elle permet de confronter nos modèles théoriques à nos observations de manières
précises et d’une façon qui n’existait pas auparavant.

Un des grands résultats de ce domaine est que les modes mixtes permettent de
distinguer les phases d’évolution des sous-géantes et géantes rouges. En effet, l’équipe
de Mosser et al. (2014) ont pu classer les stades évolutifs stellaires de manière très
précise grâce aux mesures de la grande séparation ∆ν et l’espacement en période pour
les modes dipolaires ∆π1. C’est ce qu’illustre la figure 2.6. Nous voyons clairement
que chaque stade évolutif se place à un endroit bien distinct sur le diagramme et
indique une différence claire entre les géantes en combustion en couche de l’hydrogène
et celle en combustion centrale de l’hélium. En effet, on peut voir sur la figure 2.6
que les étoiles sous-géantes se trouvent toutes à droite du diagramme, les géantes en
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Figure 2.5 – Représentation du glitch d’hélium de l’étoile
KIC 11026764 (Gemma) pour le mode ℓ = 0.

combustion en couche de l’hydrogène se trouvent en dessous de ∆π1 ≈ 100 et les
géantes en combustion centrale de l’hélium se trouvent en haut à gauche.

Une autre découverte significative a été faite par Deheuvels et al. (2014). Ils ont
démontré qu’il existe une différence de vitesse de rotation entre le cœur et l’enveloppe
et que cette différence augmente à mesure que l’étoile évolue de la phase des sous-
géante vers la phase des géantes. De plus, la rotation interne des sous-géantes est 100
fois plus lente que celle prédite par la conservation du moment angulaire (le cœur se
contracte et devrait accélérer et l’enveloppe se dilate et devrait ralentir), ce qui indique
qu’il y a un transport de moment cinétique vers l’enveloppe. Cela a donc obligé les
astrophysiciens à revoir les modèles de transport de moment cinétique.

En conclusion, l’astérosismologie est un domaine en pleine expansion qui offre des
découvertes très intéressantes dans la physique stellaire grâce, notamment, à l’utilisa-
tion des indicateurs sismiques.

2.11 Les sous-géantes

2.11.1 Évolution sismique

D’un point de vue sismique, les sous-géantes peuvent être étudiées grâce aux os-
cillations stellaires (variation périodique de la luminosité) détectées par des missions
comme Kepler (Borucki, 2016). Comme expliqué dans la section 2.8, les modes
d’oscillations mixtes, qui combinent des caractéristiques de modes de pression et de
modes de gravité, permettent de sonder les conditions physiques dans le noyau des
étoiles sous-géantes. Ces oscillations fournissent des indicateurs sismiques précieux
pour suivre l’évolution stellaire et comprendre les transformations structurelles se
produisant pendant cette phase.
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Figure 2.6 – Espacement des périodes ∆π1 en fonction de la grande
séparation ∆ν. Une approximation sismique de la masse stellaire est
indiquée par le code couleur. Les états évolutifs sont indiqués par
S (SGB), R (RGB), f (stade subflash hélium), C (amas rouge), p2
(amas pré secondaire), 2 (amas secondaire), et A (étoiles quittant
l’amas rouge se déplaçant vers l’AGB). Les boîtes d’erreur à droite in-
diquent les incertitudes moyennes, en fonction de ∆π1, pour les étoiles
du RGB ; pour les étoiles de l’amas, les incertitudes sont indiquées
à gauche. Les lignes pointillées indiquent les limites entre les stades

d’évolution. Figure tirée de Mosser et al. (2014).

Pendant la séquence principale, les cavités de propagation p et g ne sont que très
peu couplées et cela empêche les modes g d’être détectables. À la fin de la séquence
principale, le cœur de l’étoile se contracte, ce qui provoque une augmentation signifi-
cative de la densité au cœur ρc. Cette augmentation de densité entraîne une élévation
des fréquences des modes de gravité g. En effet, selon l’équation 2.54, la période des
modes g est inversement proportionelle à la fréquence de Brunt-Väisälä N dans la
région de propagation des modes g. Comme cette fréquence N dépend de la densité ρ
selon l’équation 2.34, elle va augmenter au cœur à mesure que ρc augmente entraînant
une diminution de la période et donc une augmentation de la fréquence des modes g.

À l’inverse, l’enveloppe externe de l’étoile se dilate, ce qui diminue la densité
moyenne ( M

R3 ). Par conséquent, les fréquences des modes p diminuent aussi car la
grande séparation entre les modes p est proportionelle à la racine carrée de la densité
moyenne de l’étoile selon l’équation 2.51.

En conséquence, à mesure que l’étoile évolue sur la branche des sous-géantes,
les fréquences des modes p et g non-radiaux (ℓ > 0) se rapprochent et se décalent,
créant des croisements dans le spectre d’oscillations qu’on appelle « croisement évités »
(Aizenman, Smeyers et Weigert, 1977). L’apparition des modes g dans le spectre
d’oscillations des sous-géantes se fait graduellement. Au début, un seul mode g sera
présent parmi les modes p mais, peu à peu, de plus en plus de modes g seront visibles.
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C’est ce que l’on peut observer sur la figure 2.7. Elle représente l’évolution des modes
dipolaire (ℓ = 1) au début des son arrivée sur la branche des sous-géantes. Dans
cette figure 2.7, une tranche verticale correspond à l’ensemble des modes théoriques
présents pour un âge donné. Ainsi, on voit que, plus le temps passe, plus le nombre
de modes g qui intersecteront notre bande verticale augmente. On observe que les
fréquences décroissent avec le temps ce qui reflète bien la théorie. En effet, au début
les fréquences sont des modes p pur et leur fréquence diminue. Les bandes de couleurs
montrent une augmentation soudaine des fréquences. Cela montre l’impact des modes
g qui commence à apparaître formant ainsi ces croisement évités. À ce moment-là, les
modes sont dominés g.

Figure 2.7 – Évolution des fréquences dipolaires pour un modèle de
1,3M⊙ en début de phase de sous-géante. Les régions colorées indiquent
les périodes où les modes deviennent g-dominés, la couleur indiquant
le nombre radial du mode g pur impliqué dans le croisement évité.

Figure reprise de Noll (2021).

Ces modes mixtes, étant à la fois p et g, offrent une vue complète de la structure
stellaire. Les modes g sondent les régions centrales de l’étoile, offrant des informations
sur la structure thermique et chimique à l’aide de l’équation 2.34 de la fréquence
de Brunt-Väisälä. Les modes p, quant à eux, sont sensibles aux caractéristiques de
l’enveloppe externe et se propagent à la surface de l’étoile. Cette combinaison permet
une analyse approfondie de la structure interne et de l’évolution des étoiles sous-
géantes.

Une définition « sismique » des sous-géantes a été introduite par Mosser et al.
(2014). Le changement de régime entre la branche des sous-géantes et la branche des
géantes rouges peut être résumé avec un critère empirique. Une sous-géante ayant une
masse inférieure à 1,5M⊙ commence à monter la branche des géantes rouges lorsque
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la relation suivante est vérifiée :(
∆ν

36, 5µHz

)(
∆π1
126 s

)
< 1 (2.64)

où ∆ν est la grande séparation et ∆π1 est l’espacement en période des moments
dipolaires (ℓ = 1). Cette limite est représentée en pointillé sur la figure 2.6.

2.11.2 Difficultés de modélisation

Comme exprimé auparavant, la durée sur la phase SGB est très courte comparée
au temps de vie totale des étoiles. De plus, l’évolution des modes mixtes est fortement
non linéaire et les fréquences des modes g dépendent grandement de la masse. Pendant
les croisement évités, les fréquences des modes changent très rapidement (de l’ordre
de plusieurs µHz en un millions d’années). Ajoutons à cela les incertitudes observa-
tionnelles, tous ces facteurs mis ensemble rendent la modélisation des oscillations des
modes mixtes très compliquée.
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Chapitre 3

Méthodologie

3.1 Problématique

La problématique de ce travail est de mieux comprendre les sous-géantes, des
étoiles dans un stade évolutif court juste après l’épuisement de leur hydrogène central.
À cette fin, nous allons utiliser divers codes développés à l’Université de Liège ainsi
que l’astérosismologie pour analyser les oscillations de ces étoiles. Nous analyserons les
observations faites par le satellite Kepler sur la sous-géante Gemma et déterminerons
des indicateurs sismiques pertinents. Comme expliqué dans la section 3.3, l’étude de
l’étoile Gemma est pertinente car c’est une étoile proche solaire, ce qui en fait une
cible idéale pour calibrer nos méthodes. De plus, les données récoltées par Kepler sont
de qualité et permettent ainsi une analyse très précise. En utilisant ces outils, nous
chercherons à identifier les modèles stellaires qui correspondent le mieux aux données
observées. Ce processus permettra de contraindre précisément des caractéristiques
fondamentales de Gemma, telles que sa masse, son âge et sa composition chimique.
En outre, nous étudierons l’impact de la masse et de la métallicité sur les indicateurs
sismiques et l’évolution stellaire. Le but final sera de trouver, grâce à l’utilisation de
divers types de modélisations, un ou plusieurs modèles stellaires se rapprochant au
maximum des observations faites sur Gemma, ouvrant ainsi la voie à des études plus
approfondies sur les sous-géantes observées par Kepler.

3.2 Méthodes

Tout d’abord, il faut définir un code évolutif qui représente au mieux l’évolution
stellaire. Ensuite, nous devrons calculer les fréquences d’oscillations de ces modèles
pour, finalement, pouvoir calculer les principaux indicateurs sismiques de nos modèles
afin des les comparer avec ceux de Gemma. Cette comparaison nous permettra de
trouver le modèle qui correspond le mieux aux observations de Gemma. Voici un
aperçu des codes utilisés et de leur fonctionnement.

3.2.1 CLÉS et LOSC

Le Codes Liégeois d’Évolution Stellaire (« CLÉS ») est un outil de modélisation
puissant développé au sein de l’université de Liège par des chercheurs de l’équipe
d’Astrophysique Stellaire Théorique et Astérosismologie (Scuflaire et al., 2008a).
Grâce à l’utilisation de méthodes numériques avancées, il résout les équations non
linéaires de structure et d’évolution chimique des étoiles et permet de retracer l’évo-
lution stellaire à partir de conditions initiales.

Les équations utilisées dans CLÉS définissent l’état d’équilibre des étoiles à travers
notamment l’équilibre hydrostatique, la conservation de la masse, la conservation de
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l’énergie et le transfert de l’énergie qui sont les principales équations de la structure
stellaire détaillées dans la section 1.2 du chapitre 1. Ces équations sont essentielles
pour modéliser l’équilibre et l’évolution thermodynamique des étoiles. Certaines équa-
tions sont trop complexe pour être formulées de manière analytique. C’est pourquoi il
existe aussi des tables dérivées de mesures expérimentales ou de simulations qui four-
nissent des valeurs pré-calculées pour certaines combinaisons de paramètres. CLÉS
utilise notamment des tables d’opacité et des tables d’équation d’état pour intégrer
des données thermodynamiques précises dans les simulations.

Pour démarrer une séquence évolutive avec CLÉS, il faut d’abord créer un fichier
reprenant les conditions initiales imposées à l’étoiles (masse, concentration en hydro-
gène (X), concentration en hélium (Y), métallicité (Z), âge maximum, pas de temps,
overshooting, etc). CLÉS génère ensuite des fichiers pour chaque pas de temps dans
l’évolution stellaire, c’est-à-dire pour un certain stade évolutif fixé de l’étoile. Chacun
de ces fichiers représente l’évolution de divers paramètres au sein même de l’étoile
du cœur jusqu’à la surface. Divers paramètres tels que la température, la pression, la
densité, etc. Ce code nous permet donc de comprendre l’évolution générale des étoiles
mais aussi l’évolution de la structure interne de celles-ci.

Ensuite, à partir des modèles d’évolutions stellaires générés par CLÉS, LOSC
(Liège Oscillation Codes) peut calculer les fréquences d’oscillations adiabatiques pour
ces modèles (Scuflaire et al., 2008b). C’est un outil essentiel pour calculer les pro-
priétés sismiques des étoiles.

3.2.2 WhoSGlAd

WhoSGlAd (Whole Spectrum and Glitches Adjustment) est une méthode conçue
pour analyser les spectres d’oscillations des oscillateurs de type solaire (Farnir et al.,
2019). Son but principal est de créer de nouveaux indicateurs sismiques qui soient aussi
indépendants que possible les uns des autres, offrant ainsi des informations détaillées
sur l’intérieur des étoiles.

Pour ce faire, WhoSGlAd utilise la méthode d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
pour construire une base orthonormée avec K vecteurs de base qk. Ces éléments de
base sont fonction de l’ordre radial n. Le produit scalaire est définit tel que

⟨x⃗|y⃗⟩ =
∑
i

xiyi
σ2
i

(3.1)

où x et y sont deux quantités vectorielles, l’indice i indique l’élément associé i et
σi est l’incertitude associée à l’élément i avec le degré sphérique ℓi et l’ordre radial
n. On peut remarquer que le produit scalaire défini dans cette méthode est pondéré
par les incertitudes des modes observés. Cela implique donc que la base de fonctions
orthonormées dépend directement du jeu de fréquences observées (nombres de modes
et incertitudes). De plus, les éléments de la base qk sont fonctions de l’ordre radial ni.
Par conséquent, d’une étoile à l’autre, cette base et toutes les inférences en découlant,
comme les indicateurs sismiques, seront affectées.

Les fréquences ajustées par WhoSGlAd sont données par

νfit =

K∑
k=1

akqk (3.2)
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où les qk sont les éléments de la base orthonormée et les ak sont les coefficients de
l’ajustement. ak est la projection des fréquences observées sur les vecteurs de base et
est défini tel que

ak = ⟨νobs|qk⟩ (3.3)

où νobs sont les fréquences observées.
En bref, cela consiste à projeter les fréquences d’oscillations des étoiles sur une

base de fonctions orthonormées, ce qui permet d’obtenir des coefficients indépendants.
Ensuite, ces coefficients sont combinés pour créer des indicateurs sismiques qui soient
le moins corrélés possible.

Cette méthode définit une grande séparation qui correspond à un ajustement li-
néaire des fréquences dans le formalisme de WhoSGlAd. Cette grande séparation cor-
respond à la pente des fréquences de degré sphérique ℓ en fonction de l’ordre radial n.
Sa définition est donnée explicitement dans les travaux de Farnir (2021). WhoSGlAd
permet notamment d’identifier un indicateur très important : l’amplitude du glitch
d’hélium. Avec WhoSGlAd, cet indicateur est tout à fait indépendant de la partie
lisse du spectre par construction. Cela nous sera utile plus tard pour discriminer les
modèles entre eux.

3.2.3 EGGMiMoSA

EGGMiMoSA est une méthode sismique qui permet d’analyser les modes mixtes
qu’on retrouve dans des étoiles évoluées, plus particulièrement les sous-géantes et les
géantes rouges (Farnir et al., 2021). Pour rappel, ces modes sont des oscillations
influencées à la fois par le cœur (mode g) et l’enveloppe (mode p) de l’étoile (chan-
gement de nature entre les modes). Les modes mixtes, qui se propagent du cœur à
la surface de l’étoile, sont une opportunité unique de sonder la structure complète de
l’étoile, contrairement aux étoiles de type solaire de séquence principale où seuls les
modes p se propageant en surface sont détectés.

La méthode repose sur une description asymptotique de ces modes et ajuste cinq
paramètres clés introduits dans la section 2.8 : l’espacement des périodes des modes
g (∆π), la grande séparation des modes p (∆ν), les décalages de pression (ϵp) et
de gravité (ϵg) et la constante de couplage entre les deux cavités q. Une particularité
essentielle d’EGGMiMoSA est qu’elle n’impose aucune hypothèse au-delà de la formu-
lation asymptotique, ce qui permet de l’appliquer aussi bien aux sous-géantes qu’aux
géantes rouges, une flexibilité que d’autres méthodes n’offrent généralement pas.

Pour assurer une bonne convergence, des estimations initiales de ces cinq pa-
ramètres asymptotiques sont utilisées. La méthode de minimisation de Levenberg-
Marquardt permet alors d’ajuster ces paramètres aux données d’observation de ma-
nière précise. Finalement, EGGMiMoSA permet d’obtenir des valeurs cruciales telles
que ∆π et ϵg, qui sont les principaux indicateurs étudiés de la structure interne des
étoiles étudiées (Pinçon, Goupil et Belkacem (2020) ; Farnir et al. (2021)).

3.2.4 Problème de minimisation avec PORTE-CLÉS

Avec les observations disponibles de Gemma (section 3.3), il est maintenant pos-
sible de trouver des modèles ayant des paramètres s’approchant au mieux de ceux
observés. Pour ce faire, il est nécessaire d’utiliser une méthode de minimisation. Dans
notre cas, ce sera une méthode des moindres carrés avec la limitation d’une l’approche
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locale. Celle-ci permet de comparer nos données observationelles à un modèle.

Notre but ici sera de trouver un ou plusieurs modèles stellaires avec un nombre
K de paramètres stellaires a qui minimisent la différence entre les N contraintes
observées Ci,obs et modélisées Ci,mod(a) avec nos modèles (a est un vecteur dont les
composantes sont les K paramètres libres). Cette différence est caractérisée par la
fonction χ2(a) telle que

χ2(a) =

N∑
i=1

(Ci,obs − Ci,mod(a))
2

σ2
i

. (3.4)

où σ est l’incertitude associée.

Le principe sera de chercher à minimiser cette fonction. En effet, si la différence
entre les contraintes observées Ci,obs et modélisées Ci,mod(a) est plus petite que l’er-
reur associée σ, le résultat de l’équation 3.4, χ2(a), sera inférieur à 1 et cela signifiera
que nous aurons trouvé un modèle qui s’approche au mieux de nos contraintes obser-
vées et, donc, un bon modèle. L’outil PORTE-CLÉS est utile pour cela.
PORTE-CLÉS est un code développé par M. Farnir à l’Université de Liège, basé sur
l’algorithme de Levenberg-Marquardt, pour la recherche de modèles stellaires. Cette
méthode compare les contraintes observées avec leurs contreparties théoriques en uti-
lisant une fonction coût, l’équation 3.4, qu’elle cherche à minimiser. Pour ce faire, il
teste plusieurs modèles en modifiant un ou plusieurs paramètres à la fois et observe
l’impact sur le χ2. L’objectif est de minimiser cette fonction pour obtenir un modèle
cohérent avec les observations.

L’algorithme de Levenberg-Marquardt, utilisé par PORTE-CLÉS et EGGMiMoSA,
est un hybride entre la méthode de Newton-Raphson et la descente du gradient. La
méthode de Newton-Raphson est une technique itérative qui ajuste les paramètres en
utilisant les dérivées secondes de la fonction coût, ce qui permet une convergence rapide
près du minimum. Cependant, elle peut être instable loin du minimum. La descente du
gradient, quant à elle, ajuste les paramètres en suivant la pente la plus raide de la fonc-
tion coût, ce qui est plus stable mais souvent plus lent. Levenberg-Marquardt combine
ces deux approches : il utilise principalement la méthode de Newton-Raphson pour sa
rapidité de convergence, mais adopte la descente du gradient pour améliorer la stabi-
lité lorsque l’algorithme est loin du minimum. La méthode de Levenberg-Marquardt
implémentée dans PORTE-CLÉS permet donc de faire varier une série de paramètres
afin d’ajuster au mieux les contraintes observées. À chaque itération, PORTE-CLÉS
calcule les dérivées pour déterminer dans quelles directions modifier les paramètres
libres et ensuite calcule le χ2. En théorie, si le nombre de contraintes observées N est
égal au nombre de paramètres libres K, et si nos modèles permettent de physiquement
représenter le problème, le code doit pouvoir trouver une solution exacte. Le résultat
final est le modèle qui offre la meilleure approximation des paramètres libres. La fi-
gure 3.1 représente un schéma simplifié du fonctionnement de PORTE-CLÉS. Pour
commencer, PORTE-CLÉS va générer un modèle. Ensuite, sur base des fréquences, il
va calculer les indicateurs sismiques. Avec cela, il va comparer ses résultats avec ceux
observés au travers de la fonction coût. Il va ensuite supposer dans quel sens modifier
les paramètres du modèle et recommencer le processus jusqu’à obtenir un minimum
de la fonction coût.

Cependant, le problème majeur de cet algorithme est qu’il peut parfois tomber
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dans un minimum local. Un minimum local est un point où la fonction coût est plus
petite que dans les points voisins, mais pas nécessairement la plus petite possible sur
l’ensemble de l’espace des paramètres. Cela signifie que l’algorithme pourrait identi-
fier un modèle qui semble optimal localement, mais qui n’est pas le meilleur possible
globalement. Entre le minimum local et le minimum global, il peut y avoir un « mur »
difficile à contourner pour la fonction coût. Le code peut donc être piégé dans ces
minimums locaux, ce qui est un désavantage par rapport à une méthode globale. Ce-
pendant, les méthodes globales sont très coûteuses en temps de calcul et c’est pourquoi
nous privilégions une méthode locale. Toutefois, une estimation intelligente du point
de départ et une supervision du code sont essentielles.

Cette difficulté peut empêcher le modèle de converger vers la solution optimale.
Pour surmonter ce problème, il peut être nécessaire de mettre en place certaines stra-
tégies, comme varier les conditions initiales des paramètres. Ces stratégies permettent
de guider l’algorithme hors des minimums locaux et de le diriger vers le minimum
global, garantissant ainsi une solution plus précise et fiable.

EGGMiMoSA et WhoSGlAd, bien qu’incorporés dans PORTE-CLÉS pour définir
de nouvelles contraintes, n’ont pas d’impact direct sur le fonctionnement fondamental
de la méthode. Cette méthode s’inspire des travaux de Miglio et Montalbán (2005),
qui ont été parmi les premiers à utiliser l’algorithme de Levenberg-Marquardt pour la
recherche de modèles stellaires, faisant de leur code un précurseur de PORTE-CLÉS.

WhoSGlAd +
EGGMiMoSA

νobs

νmod

Cobs

Cmod
χ2

CLÉS
+ LOSC

Meilleur Modèle

N ième itération

Figure 3.1 – Procédure de modélisation schématisée de PORTE-
CLÉS.

3.3 Kepler et Gemma

En mars 2009, la NASA a lancé la mission Kepler (Borucki, 2016), un satellite
conçu pour découvrir des planètes habitables semblables à la Terre autour d’étoiles
similaires au Soleil. Doté d’un télescope de 0,95 mètre et de caméras numériques,
Kepler surveille la luminosité de plus de 150 000 étoiles de type solaire avec une pré-
cision exceptionnelle. Le satellite est prévu pour détecter une variation de luminosité
des étoiles, celle-ci étant causée par un transit planétaire. La profondeur du transit
permet de déduire la taille relative de la planète par rapport à son étoile hôte. La
mission inclut également une surveillance plus intensive de 512 étoiles, ce qui a permis
de détecter les signatures d’oscillations caractéristiques des étoiles de type solaire et
des sous-géantes. C’est le fait que ces étoiles ont été observées continuellement pen-
dant de longues périodes qui nous permet d’atteindre la précision suffisante pour faire
de l’astérosismologie détaillée. Ce domaine permet de contraindre de manière précise
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Teff log g Métallicité

5636 ± 80 3.89 ± 0.06 0.04 ± 0.15

Table 3.1 – Valeurs spectroscopiques de la température effective (en
Kelvin), du logarithme de l’accélération gravitationnelle locale, de la
métallicité et du rayon (en rayon solaire) observés par Kepler pour KIC
11026764 (Gemma). Valeurs reprises des travaux de Li et al. (2020).

les rayons et les âges des étoiles, aidant ainsi à caractériser les systèmes planétaires
découverts et à comprendre leur évolution au fil du temps. Les données obtenues four-
nissent également une vue d’ensemble sur la structure et l’évolution des étoiles de type
solaire, même pour celles sans compagnons planétaires.

Cette mission a permis l’observation importante de patterns d’oscillations dans
certaines étoiles. Les données des étoiles observées par de Kepler sont reprises dans le
Kepler Input Catalog (KIC). L’équipe de Li et al. (2020) a analysé l’une d’entre elles :
KIC 11026764 (Gemma). Gemma est une sous-géante qui a pu être observée pendant
48 mois. Ses données spectroscopiques sont reprises dans le tableau 3.1. Grâce à ces
observations, Li et al. (2020) ont réussi à déterminer les fréquences d’oscillations en
réduisant la courbe de lumière observée par Kepler. Ils ont ainsi détecté une trentaine
de modes (pour ℓ = 0, 1, 2, 3). Les fréquences trouvées par Li et al. (2020) sont reprises
dans le tableau 3.2. De plus, c’est une étoile très proche solaire car ses paramètres (ta-
bleau 3.1) sont assez similaires à ceux du Soleil. Cela en fait une cible intéressante pour
une étude approfondie. Gemma a d’ailleurs été étudiée par deux autres équipes aupa-
ravant (Chaplin et al. (2010) ; Metcalfe et al. (2010)) qui ont trouvé des fréquences
légèrement différentes de celles de Li et al. (2020). Cette étoile sera donc l’objet de
cette étude et les fréquences trouvées par Li et al. (2020) seront la référence utilisée ici.

Dans cette recherche, nous utiliserons les fréquences du tableau 3.2 afin de trouver
des modèles qui s’approchent le plus de Gemma. Pour cela, nous utiliserons toutes les
modélisations détaillées plus haut.
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ℓ Fréquences Incertitudes

0 574.95 0.15
0 624.99 0.09
0 674.65 0.11
0 723.38 0.38
0 772.77 0.07
0 823.16 0.04
0 873.72 0.03
0 924.14 0.06
0 974.69 0.07
0 1025.37 0.12
0 1076.39 0.50
0 1129.53 0.46
0 1177.49 0.59
1 587.88 0.10
1 620.48 0.06
1 654.62 0.09
1 694.18 0.05
1 723.64 0.22
1 755.15 0.05
1 799.58 0.04
1 847.44 0.04
1 893.98 0.04
1 925.81 0.04
1 954.08 0.04
1 1000.43 0.07
1 1050.02 0.12
1 1099.84 0.19
1 1151.32 0.34
1 1201.07 0.85
2 669.44 0.18
2 718.93 0.10
2 766.24 0.04
2 818.75 0.07
2 868.91 0.07
2 919.94 0.07
2 970.33 0.08
2 1020.56 0.15
2 1073.63 0.90
2 1124.26 0.81
2 1172.20 1.31
3 838.04 0.27
3 887.82 0.35
3 939.14 0.20
3 991.18 0.12
3 1041.06 0.98

Table 3.2 – Valeurs de fréquences (en µHz) de Gemma trouvées
par Li et al. (2020) pour les modes ℓ = 0, 1, 2, 3 avec les incertitudes

associées.
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Chapitre 4

Résultats et discussion

Le but de ce travail est de trouver un modèle stellaire qui contraint au mieux les
paramètres de masse, âge et composition chimique pour l’étoiles Gemma. Dans un
premier temps, nous testerons l’impact des ces différents paramètres sur l’évolution
stellaire grâce à l’outil CLÉS qui nous permet d’explorer une large gamme de scénarios
d’évolution stellaire. Cela nous permettra de comprendre dans quel sens ajuster nos
paramètres, afin de trouver des points de départ pour une minimisation correcte avec
PORTE-CLÉS en évitant les minimum locaux. Puis, à partir des résultats trouvés
avec les différentes méthodes citées plus haut, nous comparerons nos résultats aux
observations sismiques de Gemma afin de trouver un ou plusieurs modèles adéquats.

Notons que, dans le cadre de cette étude, les modes étudiés seront uniquement les
modes radiaux ℓ = 0 et dipolaires ℓ = 1. Nous utiliserons les indicateurs ∆ν0 la grande
séparation en fonction des modes ℓ = 0 et ∆π1 l’espacement en période pour les modes
ℓ = 1. Pour des raisons de simplicité de lecture, nous les noterons respectivement ∆ν
et ∆π.

4.1 Paramètres CLÉS

Paramètres dans CLÉS Valeurs
Mass 1.15 [M⊙]
X 0.72
Z 0.015
Metal metal.agss09
Opac opac.opal.agss09
EOS eos.free.agss09
Atmos atmos.edd.free.opal.agss09
MaxAge 7 x 109 [années]
AlphaConv 1.8
AlphaOver 0

Table 4.1 – Exemple de valeurs initiales des paramètres utilisés pour
générer des modèles d’évolution stellaire d’une masse solaire avec une

métallicité solaire et un paramètre αconv calibré solaire.

Dans les simulations stellaires réalisées avec CLÉS, il faut tout d’abord intro-
duire les conditions initiales. Un exemple est repris dans le tableau 4.1. Dans celui-ci,
différents ensembles de tables sont utilisés pour définir les propriétés physiques et chi-
miques des étoiles. Le paramètre Metal=metal.agss09 utilise les abondances solaires
de Asplund et al. (2009), fournissant une référence pour la composition chimique
en métaux dans l’étoile. Le paramètre Opac=opac.opal.agss09 fait appel aux tables
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d’opacité OPAL (Iglesias et Rogers, 1996) pour décrire comment la matière stel-
laire absorbe et diffuse la radiation. Pour l’équation d’état, EOS=eos.free.agss09 uti-
lise une version spécifique libre basée sur les mêmes abondances solaires, décrivant
les conditions thermodynamiques de la matière à différentes températures et densi-
tés (Irwin, 2012). Enfin, Atmos=atmos.edd.free.opal.agss09 signifie qu’on utilise un
modèle d’atmosphère grise d’Eddington (Eddington, 1959), avec les tables d’opacité
OPAL (Iglesias et Rogers, 1996) et les abondances de Asplund et al. (2009), pour
modéliser la structure des couches externes de l’étoile. Ensemble, ces tables permettent
de simuler de manière précise l’évolution et la structure interne des étoiles.

Pour cet exemple, nous avons pris une masse de 1.15 masses solaires car des mo-
dèles préliminaires à ce travail ont montré que c’était un bon point de départ pour la
modélisation de Gemma.

Pour modéliser le mélange dans les zones convectives des étoiles, on utilise la théo-
rie de la longueur de mélange (Cox et Giuli, 1968) avec une valeur basée sur une
calibration solaire, αMLT = 1.8 1. De plus, nous avons considéré qu’il n’y avait pas
d’overshooting (AlphaOver = 0).

Dans cette étude, seulement quatre paramètres varieront en fonction des modèles
dans la tableau 4.1 : la masse (Mass), l’âge (MaxAge), la concentration en hydrogène
(X) et la concentration en métaux (Z).

4.2 Observation de l’évolution des modes p et g pour un
modèle stellaire de masse 1.15M⊙

Dans un premier temps, il a fallu comprendre comment les modes p et g évoluaient
au cours la vie d’une étoile. Nous avons commencé par prendre un modèle de masse
1.15M⊙ avec une composition chimique proche de celle du Soleil (tableau 4.1). Une
séquence d’évolution stellaire a été générée à partir de ce modèle. La figure 4.1 repré-
sente l’évolution des fréquences (dimensionnelles et adimensionnelles 2) pour les modes
l = 0 et l = 1 en fonction de l’âge, du rayon et de la grande séparation (∆ν). Au début
du graphe (sur la gauche), on voit que les fréquences évoluent de manière linéaire le
long de l’évolution de l’étoile (lors de sa phase de séquence principale). Les fréquences
sont équidistantes entre elles, ce qui indique la présence de modes p. À partir d’un
moment, on peut observer l’apparition de croisements évités, ce qui indique l’appa-
rition de mode g. Cela se passe lorsque l’étoile entre dans la phase des sous-géantes.
Si on prend un âge/rayon fixe, les croisements évités vont apparaître petit à petit. Ils
correspondent au moment où un mode g et un mode p ont une fréquence très proche
et où ils échangent leur nature. D’abord, un premier va apparaître, puis, il y en aura
de plus en plus. Au bout d’un moment, il y aura plus de mode g que de mode p,
cela marque la phase des géantes rouges que nous ne détaillerons pas dans ce travail.
Nous observons clairement comment les modes g viennent perturber les modes p et
l’apparition croissante des croisements évités au long de l’évolution.

À partir des fréquences d’oscillations calculées par LOSC, nous pouvons calculer
la grande séparation pour chaque ordre radial n (∆νn,l = νn,l − νn−1,l) et pour les
modes l = 0 et l = 1 pour un modèle stellaire de 1.15M⊙. Ici, cette grande séparation
est en fait la grande séparation locale, à ne pas confondre à celle qu’on utilise qui
correspond à une valeur moyennée. Si nous regardons la grande séparation locale en

1. αMLT = l
Hp

où l représente la longueur de mélange et Hp est la hauteur d’échelle de pression.
2. Les fréquences adimentionnelles sont les fréquences multipliées par le temps dynamique de

l’étoile.
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Figure 4.1 – Évolution des fréquences (adimensionnelles à gauche et
dimensionnelles à droite) en fonction de l’âge, du rayon et de la grande
séparation (∆ν). Les modes l = 0 sont en orange et les modes l = 1

sont en violet.
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fonction de la fréquence, nous obtenons la figure 4.2 qui montre trois premiers stades
évolutifs différents ainsi qu’un quatrième avec l’espacement en période en fonction des
fréquences. Dans le premier cas (« Séquence principale »), l’étoile se trouve sur la
séquence principale. On observe que les modes l = 0 et l = 1 se trouvent à mi-chemin
les uns des autres et que les modes p sont effectivement équidistants en fréquences.
La courbe présente de légères oscillations, elles sont dues au glitch d’hélium. Dans
le deuxième cas (« Début phase sous-géante »), l’étoile se trouve au début de la
phase des sous-géantes, le mode l = 0 n’est pas perturbé et la grande séparation est
constante tandis que le mode l = 1 est perturbé par l’apparition d’un mode g. Sur ce
graphe, nous pouvons d’ailleurs observer la valeur moyenne de la grande séparation ∆ν
en pointillés. Les modes p sont espacés régulièrement en fréquence et ∆ν est constant
(l’approximation asymptotique est donc pertinente). Pour ℓ = 1, deux modes dominés
g apparaissent bien distinctement et viennent briser cette régularité en créant des creux
dans le diagramme. Ils sont équidistants en période : ils sont séparé par ∆π · ν2 (de
nouveau, l’asymptotique est une bonne approximation). Ces modes avec une double
nature (p et g) sont les modes mixtes. Lorsque que l’étoile continue d’évoluer (« Fin
phase sous-géante »), de plus en plus de modes g viennent perturber les modes p.
Dans le quatrième cas (« Début phase géante »), l’étoile se trouve au début de la
branche des sous-géantes. Nous avons alors pris l’espacement en période local à la
place de la grande séparation pour l’axe des ordonnées car les modes sont dominés g
et sont donc équidistants en période. Pour chacune de ces phases, nous pouvons voir
la position de l’étoile correspondante sur le diagramme HR sur la figure 4.2

Si nous regardons la densité des modes dominés g dénotée N , nous avons que :
— N < 1 pour les sous-géantes jeunes, nous avons une régularité en fréquence.

— N ≈ 1 pour la transition des sous-géantes car nous avons environ un mode g
par mode p.

— N > 1 pour les géantes rouges, nous avons une régularité en période.
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Figure 4.2 – Représentation des grandes séparations (∆νn,l) succes-
sives en fonction des fréquences (νn,l) pour les modes l = 0 et l = 1
pour trois stades évolutifs d’une étoile de 1.15M⊙ représentés par le
diagramme HR. Le quatrième panneau représente l’évolution de l’es-
pacement en période local en fonction des fréquences pour cette même

étoile dans le début de la phase des sous-géantes.
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4.3 Gemma

Dans un premier temps, analysons les résultats que nous obtenons avec les fré-
quences de Gemma. Cela nous permettra par la suite de trouver des modèles adéquat
pour cette sous-géante.

Les fréquences observées de Gemma (tableau 3.2) ont été analysées par nos mé-
thodes (sections 3.2.2 et 3.2.3) et nous avons pu en tirer les principaux indicateurs
sismiques. Ces fréquences ont été obtenues grâce à la réduction de la courbe de lu-
mière observées par Kepler (Li et al., 2020). Les indicateurs sismiques principaux de
Gemma sont repris dans le tableau 4.2. Ces indicateurs sont les indicateurs sismiques
mesurés avec EGGMiMoSA. Cette méthode calcule les indicateurs en ajustant la for-
mulation tan θp = q tan θg (détaillée dans la section 2.8) aux fréquences. Elle utilise
les fréquences théoriques s’il s’agit d’un modèle et les fréquences observées s’il s’agit
d’observations sur une étoile. Comme nous n’avons pas accès à la structure de Gemma,
nous ne connaissons pas la valeur asymptotique de ses indicateurs.

Indicateurs sismiques Valeurs
∆ν 50.31± 0.01 (µHz)
∆π 268.27± 0.10 (s)
ϵp 0.8567± 0.0004
ϵg 0.0208± 0.002
q 0.1582± 0.0009

AHe 13.2± 1.0

Table 4.2 – Valeurs sismiques pour Gemma obtenues avec EGGMi-
MoSA.

La figure 4.3 illustre le diagramme à échelle de Gemma construit à partir des
fréquences du tableau 3.2. Si on n’avait que des modes p parfaitement équidistants
en fréquence, les points seraient alignés verticalement pour chaque degré sphérique ℓ.
Pour les modes radiaux ℓ = 0, c’est le cas. Cependant, on remarque toutefois quelques
variations et les points ne sont pas complètement alignés. La courbure dans la crête
des modes ℓ = 0 est causée par les ordres plus élevés de l’asymptotique, la faible
oscillation est liée au glitch et la chute à haute fréquence est due aux effets de surface.
Pour les modes dipolaires ℓ = 1, les modes ne s’alignent plus selon une crête parfaite
mais il y a de grands « mouvements diagonaux ». Cela est du à la présence de modes
mixtes.

Nous avons ensuite regardé la grande séparation locale en fonction des fréquences
de Gemma reprises dans le tableau 3.2. Ce résultat est visible sur la figure 4.4. Nous
observons la présence de deux déplétions importantes pour les modes ℓ = 1. Celles-ci
sont liées à la présence de deux modes mixtes. Les modes ℓ = 0 ne sont pas perturbés
car ils sont radiaux. Les maximas correspondent au ∆ν des modes p purs, comme
l’illustre aussi la figure 4.2 « Début phase sous-géante ». L’écart entre deux déplétions
est ∆pi · ν2 et leur profondeur est inversement proportionnelle à la séparation en
période. Nous voyons aussi que les incertitudes sont très petites et cela traduit la
qualité remarquable des données sismiques.
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Figure 4.3 – Représentation du diagramme à échelle de Gemma en
utilisant les fréquences du tableau 3.2. On observe les modes ℓ = 0 et

ℓ = 1.
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4.4 Impact des différents paramètres sur l’évolution stel-
laire

4.4.1 Masse

Dans un premier temps, nous fixerons la valeur des paramètres à ceux du Soleil
(tableau 4.1) pour nos premiers modèles et nous changerons uniquement la valeur de
la masse pour voir son impact sur l’évolution stellaire et sur les indicateurs sismiques
∆π et ∆ν.

La figure 4.5 illustre les évolutions de l’espacement en période ∆π en fonction
de la grande séparation ∆ν pour différentes masses et le point noir représente les
observations faites pour Gemma (tableau 4.2). Sur cette figure 4.5, chaque couleur
correspond à la séquence évolutive pour une masse donnée depuis la phase des sous-
géantes jusqu’à la phase des géantes rouges et chaque point correspond à un modèle
donné pour un âge donné. L’évolution se fait de droite à gauche.
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Figure 4.5 – Évolution de ∆π (en Ms) en fonction de ∆ν (en µHz)
pour différentes masses dans la phase sous-géante (droite) jusqu’à la
phase géante (gauche), représentées en différentes couleurs. Le point

noir représente les valeurs observées pour Gemma.

Cette figure nous montre bien que les valeurs de ∆π et de ∆ν varient beaucoup
avec un changement en masse et diminuent avec le temps. En effet, nous avons savons
que

∆ν ∝
√

GM

R3
(4.1)

et que

∆π ∝
(∫

N(r)

r
dr

)−1

. (4.2)

Comme le rayon augmente fortement dans la phase des sous-géantes et géantes, ∆ν
diminue suite à l’expansion de l’enveloppe car il est proportionnel à la racine de la
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densité moyenne ( M
R3 ) qui diminue aussi. L’espacement en période ∆π diminue aussi

car il est inversement proportionnel à la densité centrale (ρc) qui va augmenter à
mesure que le cœur se contracte.

Sur base du diagramme 4.5 et des indicateurs de Gemma, nous pouvons faire une
première estimation de sa masse pour cette composition chimique (tableau 4.1).

Regardons maintenant les figures 4.6a et 4.6b. Celle-ci reprend trois modèles dont
les trajectoires sur le diagramme 4.5 passent proche du point noir des valeurs observées
pour Gemma. Le graphe 4.6a représente l’évolution des indicateurs sismiques ∆π et
∆ν pour trois modèles de masse différentes et le graphe 4.6b représente ces mêmes
modèles évoluant sur le diagramme HR.

Nous observons que l’augmentation de la masse a tendance à augmenter les valeurs
de ∆π et, à l’inverse, à diminuer les valeurs de ∆ν. Plus une étoile est massive,
plus grand sera son rayon initial. Lors de la phase des sous-géantes, la dilatation de
l’enveloppe et la contraction du cœur seront plus important pour une étoile avec un
plus petit rayon (donc une plus petite masse). Cela implique que pour une masse
plus petite, la densité centrale sera plus importante et, ainsi, ∆π sera plus petit.
Le diagramme HR pour ces mêmes masses est représenté sur la figure 4.6b. Pour une
masse plus élevée, nous y observons clairement une augmentation de la luminosité L et
de la température effective Te. En effet, plus la masse est grande, plus la température
centrale est élevée (à densité fixée) et plus elle est lumineuse. Nous pouvons donc nous
attendre à ce que les observations spectroscopiques jouent un rôle discriminant parmi
les modèles obtenus à la fin.
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Figure 4.6 – (A) Évolution de ∆π (en Ms) en fonction de ∆ν (en
µHz) pour différentes masses (différentes couleurs) zoommées autour
de la valeurs observées pour Gemma (point noir). (B) Diagramme
HR pour différentes masses (différentes couleurs). La barre verticale
correspond à la température effective de Gemma mesurée spectrosco-

piquement avec son incertitude.
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4.4.2 Métallicité

Observons maintenant l’impact de la métallicité sur l’évolution stellaire et sur les
indicateurs sismiques ∆ν et ∆π. Les figures 4.7a et 4.7b représentent trois modèles
d’évolution stellaire avec une variation de la métallicité (Z) comme décrite dans le
tableau 4.3. Tous les autres paramètres sont fixés comme dans la tableau 4.1.

Modèles X Z

Modèle en orange 0, 72 0, 010
Modèle en vert 0, 72 0, 015
Modèle en violet 0, 72 0, 020

Table 4.3 – Valeurs des concentration en hydrogène (X) et en métaux
(Z) pour 3 modèles.

Nous pouvons observer sur les figures 4.7a et 4.7b que l’augmentation de la mé-
tallicité tend à diminuer les valeurs de ∆π et, à l’inverse, à augmenter les valeurs
de ∆ν. Une étoile plus métallique va se comporter comme une étoile moins massive.
Sur le diagramme HR (figure 4.7b), le modèle moins métallique a une température et
une luminosité plus grande. La diminution de la concentration en métaux Z implique
une diminution de la quantité de métaux dans l’étoile. Ceux-ci ont une section effi-
cace plus grande donc, lorsque Z diminue, les photons sont moins capturés et passent
plus facilement : la luminosité sera donc plus grande. En effet, si une étoile est moins
métallique, l’opacité diminue, donc le transport de l’énergie par radiation est plus
efficace. Nous pouvons dès lors nous rendre compte que les changements en masse et
en métallicité ont des effets opposés sur les observables. Cependant, les courbes , ici,
ne sont pas parallèles donc le problème n’est pas complètement dégénéré.
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Figure 4.7 – (A) Évolution de ∆π (en Ms) en fonction de ∆ν (en
µHz) pour différentes valeurs de la métallicité (différentes couleurs)
zommées autour de la valeurs observées pour Gemma (point noir). (B)
Diagramme HR pour différentes valeurs de la métallicité (différentes
couleurs). La barre verticale correspond à la température effective de

Gemma mesurée spectroscopiquement avec son incertitude.
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4.4.3 Concentration en hydrogène

Examinons maintenant l’influence d’une variation de la concentration en hydro-
gène sur l’évolution stellaire ainsi que sur les indicateurs sismiques ∆ν et ∆π. Les
figures 4.8a et 4.8b illustrent trois modèles d’évolution stellaire correspondant à des
concentrations en hydrogène (X) différentes, comme indiqué dans le tableau 4.4. Tous
les autres paramètres sont fixés, conformément aux valeurs du tableau 4.1. Il est im-
portant de souligner que, lorsque la concentration en hydrogène X est modifiée tout
en fixant la métallicité Z, la concentration en hélium Y va également varier, puisque
X + Y + Z = 1.

Modèles X Z

Modèle en rouge 0, 70 0, 015
Modèle en vert 0, 72 0, 015
Modèle en rose 0, 74 0, 015

Table 4.4 – Valeurs des concentrations en hydrogène (X) et en mé-
taux (Z) pour 3 modèles.

La figure 4.8a montre que la réduction de la concentration en hydrogène X entraîne
une diminution de ∆ν et une augmentation de ∆π à cause de l’impact de la variation
de X sur la densité. Par ailleurs, la figure 4.8b révèle qu’une diminution de X tend à
augmenter la luminosité et la température effective.

Lorsque la concentration en hydrogène X diminue, la concentration en hélium Y
augmente. Une variation de X a un impact direct sur la masse moléculaire moyenne
µ. Nous savons que

T ∝ Mµ

R
(4.3)

et que

L ∝ RT 4

κρ
∝ M3µ4. (4.4)

où M est la masse, R est le rayon, κ est l’opacité et ρ la densité. Donc, si X diminue,
µ augmente (et inversement) et comme la température et la luminosité dépendent de
µ, elles vont aussi augmenter (et inversement). De plus, il y a un effet sur l’opacité
lié au nombre d’électrons libres. Pendant la séquence principale, l’hydrogène se trans-
forme en hélium par fusion nucléaire. Lors de ces réactions, des positrons sont émis
et ceux-ci s’annihilent avec les électrons libres. Au fur et à mesure de l’évolution, il
y aura donc de moins en moins d’électrons libres. Plus il y a d’électrons libres, plus
l’opacité est grande. Donc, comme le nombre d’électrons libres est proportionnels à X,
si X diminue, le nombres d’électrons libres va aussi diminuer ainsi que l’opacité. Donc,
l’étoile sera plus lumineuse. Les effets vont donc dans le même sens que la métallicité.

Ces trois paramètres révèlent déjà la complexité inhérente au problème. Les para-
mètres physiques des étoiles sont intimement liés et interagissent de manière complexe,
certains agissant dans le même sens, tandis que d’autres produisent des effets oppo-
sés. Ainsi, pour élaborer un modèle stellaire réaliste, il est nécessaire de faire varier un
grand nombre de paramètres simultanément. Cette interdépendance complique consi-
dérablement la tâche de contraindre et de valider les modèles, rendant l’ajustement
des prédictions aux observations d’autant plus difficile.
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Figure 4.8 – (A) Évolution de ∆π (en Ms) en fonction de ∆ν (en
µHz) pour différentes valeurs de la concentration en hydrogène (diffé-
rentes couleurs) zommées autour de la valeurs observées pour Gemma
(point noir). (B) Diagramme HR pour différentes valeurs de la concen-
tration en hydrogène (différentes couleurs). La barre verticale corres-
pond à la température effective de Gemma mesurée spectroscopique-

ment avec son incertitude.
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4.5 Grille de modèles

À partir de ce que nous avons trouvé ci-dessus, nous avons choisi de travailler sur 5
modèles en changeant un paramètre à la fois autour d’un modèle de référence ayant une
composition solaire (modèle « Référence »). Nous avons fait varier les concentrations
en hydrogène (X) et en métaux (Z) telle que représenté dans le tableau 4.9. Les
paramètres restant sont maintenus aux valeurs imposées précédemment et sont listés
dans le tableau 4.1.

Modèle X Z

Référence 0, 72 0, 015
Xmin 0, 70 0, 015
Xmax 0, 74 0, 015
Zmin 0, 72 0, 013
Zmax 0, 72 0, 017

Table 4.5 – Valeurs des concentration en hydrogène (X) et en métaux
(Z) pour 5 modèles.

4.5.1 PORTE-CLÉS et interpolation linéaire

PORTE-CLÉS est l’outil qui nous a permis de trouver, pour chacun de ces jeux
de paramètres, une masse et un âge idéal qui concordent le mieux possible avec les
contraintes imposées par les observations. Nous faisons donc des ajustements à deux
paramètres libres (masse et âge) et deux contraintes (∆ν mesuré de Gemma et ∆π
mesuré de Gemma). Ces valeurs mesurées sont obtenues avec EGGMiMoSA. Pour une
raison de stabilité, nous comparons les valeurs mesurées de Gemma avec les valeurs
asymptotiques calculées sur la structure de nos modèles. Le point important étant de
bien différencier les valeurs mesurées avec EGGMiMoSA des valeurs asymptotiques
des indicateurs.

Rappel des valeurs asymptotiques de la grande séparation et de l’espacement
en période respectivement :

∆νasymptotique =

(
2

∫ R

0

dr

c

)−1

(4.5)

∆πℓ,asymptotique =
2π2√
ℓ(ℓ+ 1)

1∫ rt2
rt1

N(r)
r dr

(4.6)

Afin que PORTE-CLÉS ne se perde pas dans un minimum local, il a fallu lui
donner un point de départ (pour l’âge et la masse) assez proche de la solution. Pour le
modèle de référence (avec une composition solaire), nous avons cherché des modèles qui
bornaient de manière supérieure et inférieure les observations et nous avons appliqué
une interpolation linéaire simple.{

ysup = axsup + b
yinf = axinf + b

(4.7)

a =
ysup − yinf
xsup − xinf

, b = ysup − axsup (4.8)
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où y correspond à ∆ν du modèle associé et x est l’âge (ou la masse). On cherche
à déterminer a et b. Cela nous permet de trouver xfinal qui représente l’âge (ou la
masse) proche de la solution grâce à yobs = ∆ν observé.

xfinal =
yobs − b

a
(4.9)

À partir de ces points de départ en âge et en masse plus proches de la solution,
PORTE-CLÉS a pu converger plus simplement pour trouver une solution. La figure
4.9 montre ces modèles « bornes » ainsi que le modèle trouvé avec PORTE-CLÉS.
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Figure 4.9 – Évolution de ∆π (en Ms) en fonction de ∆ν (en µHz)
pour différentes masses (différentes couleurs) zommées autour de la

valeurs observées pour Gemma (point noir).

Nous avons ensuite appliqué la même méthode à tous les autres modèles comme le
montre la figure 4.10. Cela nous a permis de trouver plusieurs modèles cohérents avec
les paramètres sismiques de Gemma et ayant des compositions chimiques différentes.
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Figure 4.10 – Évolution de ∆π (en Ms) en fonction de ∆ν (en µHz)
pour différentes masses (différentes couleurs) et différentes variation
de la composition chimique autour des valeurs solaires (tableau 4.1)
zommées autour de la valeurs observées pour Gemma (point noir).

4.5.2 Convergence des premiers modèles

Sur la figure 4.11a, nous pouvons observer que tous les modèles, bien qu’ayant des
compositions chimiques différentes, passent par le point des observations de Gemma.
En effet, le zoom sur la figure nous montre que tous les modèles sont compris dans les
barres d’erreur des indicateurs sismiques de Gemma. Nous pouvons voir à quel point
les incertitudes sont petites et les données sont précises. Cependant, nous pouvons
aussi observer qu’ils ont des pentes différentes quand ils passent par le point observé.
Cela montre que la composition a bien un impact important sur le modèle final et
que des contraintes additionnelles seront nécessaires pour les discriminer. C’est ce que
nous observerons par la suite.

La figure 4.11b illustre la branche des sous-géantes sur le diagramme HR. Elle
nous montre que les modèles de Gemma se trouvent tous sur cette branche. Nous
voyons aussi qu’en fonction des modèles, le point ne se trouve pas forcément au même
endroit de l’évolution stellaire et que chacun des modèles évolue différemment. Les
paramètres spectroscopiques de Gemma pourraient alors nous aider à discriminer nos
modèles entre eux. La barre verticale correspond à la température effective de Gemma
avec son incertitude associée. Pour le moment, nous voyons que tous nos modèles sont
compris dans les incertitudes de Gemma. Le tableau 4.6 nous montre les valeurs de
la masse, l’âge, le logarithme de la température effective et le logarithme de l’accélé-
ration gravitationnelle locale pour chacun des modèles trouvés avec PORTE-CLÉS.
On observe que les modèles avec X ou Z plus faible ont tendance à rendre une masse
plus faible et une étoile plus jeune (et inversement).
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Figure 4.11 – (A) Évolution de ∆π (en Ms) en fonction de ∆ν (en
µHz) pour les 5 modèles en accord avec les observations de Gemma
(point noir). Le zoom se centre sur les valeur observées de Gemma et la
boite représente son incertitude associée. (B) Les lignes représentent
l’évolution stellaire sur le diagramme HR pour chacun des modèles
du tableau 4.9 et les points représentent le modèle spécifique qui cor-
respond le mieux à Gemma. La barre verticale correspond à la tem-
pérature effective de Gemma mesurée spectroscopiquement avec son

incertitude.
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Modèle Masse Âge log Te log g

Référence 1.161 6.5215·109 3.75077 3.88210
Xmin 1.127 6.3355·109 3.75266 3.87783
Xmax 1.195 6.7094·109 3.74888 3.88619
Zmin 1.136 6.4772·109 3.75510 3.87927
Zmax 1.183 6.5611·109 3.74716 3.88472

Table 4.6 – Valeurs de la masse, l’âge, le logarithme de la température
effective et le logarithme de l’accélération gravitationnelle locale pour

chacun des modèles trouvés avec PORTE-CLÉS.

Prenons le modèle « Référence » et observons son diagramme de propagation re-
présenté sur la figure 4.12. Celle-ci illustre la cavité de propagation p (en orange)
et g (en violet) délimitée par les fréquences de Lamb (L1) et de Brünt-Väisälä (N)
respectivement. La fréquence de Brünt-Väisälä sur la figure atteint un pic au coeur
de l’étoile. Cela est dû à l’augmentation de la densité centrale avec la contraction
du cœur. Cela permet donc d’observer des modes mixtes. Trois fréquences caractéris-
tiques de Gemma pour ℓ = 1 (587.88, 847.44 et 1201.07 µHz) sont représentées sur
ce diagramme. Cela nous permet de voir où se situent les modes que nous percevons.
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Figure 4.12 – Diagramme de propagation pour le modèle « Ré-
férence » ajusté avec PORTE-CLÉS. Les ligne continue violette et
orange représentent les fréquences de Brünt-Väisälä et de Lamb respec-
tivement. Les lignes en pointillé représentent trois fréquences (587.88,
847.44 et 1201.07 µHz) observées pour Gemma. La zone violette est

la cavité g et la zone orange est la cavité p.

Observons maintenant si le diagramme de propagation présente des différences en
fonction de nos modèles. La figure 4.13 nous montre la structure interne des cavités
de propagation pour chacun des modèles trouvés avec PORTE-CLÉS. Nous pouvons
noter que les profils de fréquence de Brünt-Väisälä (N) sont très similaires presque
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partout dans l’étoile. Cela montre que nos indicateurs contiennent bien une informa-
tion structurelle, traduisant le fait que la structure sismique et, en particulier, le profil
de densité interne est très proche entre chaque modèle. Les seules différences notables
sont au niveau de la profondeur de l’enveloppe convective (point où la fréquence de
Brünt-Väisälä (N) passe par 0). On y note surtout une sensibilité vis-à-vis de Z. En
effet, plus Z est élevé plus l’opacité est grande et donc, plus profonde est la zone
convective.
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Figure 4.13 – Diagramme de propagation pour les modèles ajus-
tés avec PORTE-CLÉS. La ligne continue est la fréquence de Brunt-

Väisälä et la ligne en pointillé est la fréquence de Lamb.

Observons maintenant la figure 4.14 qui illustre la grande séparation locale en
fonction des fréquences pour chacun de nos modèles ainsi que celui de Gemma. Nous
notons la présences des mêmes modes mixtes que pour Gemma. Cependant, nous
avons un décalage de phase de tous nos modèles comparés à Gemma. Par la suite,
nous essayerons d’appliquer quelques corrections afin de trouver de nouveaux modèles
qui se superposent au mieux à celui de Gemma et dont les valeurs spectroscopiques
s’en rapprochent.
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Figure 4.14 – Représentation des grandes séparations (∆νn,l) suc-
cessives en fonction des fréquences (νn,l) pour les modes l = 0 et l = 1

pour les modèles ajustés avec PORTE-CLÉS.

4.6 Corrections sur nos modèles

4.6.1 Correction empirique d’un modèle

Pour chacun des modèles, il y a une différence entre ∆ν mesuré et ∆νasymptotique

et entre ∆π mesuré et ∆πasymptotique. Lorsque nous calculons ces différences (α et
β) pour chacun des modèles, nous voyons qu’elles sont à chaque fois du même ordre
(tableau 4.7).

Modèle ∆ν ∆π ∆νasympt ∆πasympt α β

Référence 51.0682 263.152 50.3115 268.237 -0.756699 5.0849
Xmin 50.9475 264.075 50.3049 268.260 -0.642599 4.1849
Xmax 51.0561 263.189 50.3068 268.258 -0.749299 5.0690
Zmin 50.9250 262.065 50.3075 268.300 -0.617499 6.2349
Zmax 51.1615 264.432 50.3089 268.254 -0.852599 3.8220

Table 4.7 – Valeurs des indicateurs sismiques principaux asymp-
totique et non-asymptotique et de leur différence pour les 5 modèles
étudiés. α est la différence pour ∆ν (en µHz) et β est la différence

pour ∆π (en seconde).

Il serait intéressant à ce stade de faire de cette différence, une correction empirique.
En effet, pour une étoile donnée, nous n’avons pas accès à sa structure interne et donc
pas accès à la valeur asymptotique des indicateurs. Cependant, pour des raisons de
stabilité numérique 3, nous comparons les valeurs mesurées de Gemma aux valeurs

3. D’un point de vue purement pratique, travailler avec la valeur asymptotique (ou asympto-
tique corrigée) est plus stable numériquement et évite le casse-tête d’un choix sensé d’intervalle de
fréquences et les possibles instabilités numériques lors de l’ajustement de EGGMiMoSA.
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asymptotiques de nos modèles dans l’ajustement de PORTE-CLÉS. Cela induit donc
un biais qu’il serait bon de corriger. Une façon d’extraire mieux l’information struc-
turelle sera alors d’appliquer cette correction empirique aux valeurs mesurées de ∆π
et ∆ν de Gemma qui sont les contraintes avec PORTE-CLÉS. La valeur de ∆ν est,
en réalité, mesurée avec WhoSGlAd et est très stable, aussi bien pour les observations
que pour les modèles. Cette valeur est même meilleure que la valeur asymptotique car
elle est déterminée directement et de façon fiable à partir des fréquences observées. La
valeur asymptotique, quant à elle, utilise des approximations comme expliqué dans le
chapitre 2 qui la rendent moins précise. En conséquence, ce modèle devrait être moins
biaisé et bien plus fiable en terme d’ajustement de ∆ν. Cependant, pour ∆π, cela
reste risqué car la méthode EGGMiMoSA utilisée pour les calculs de ∆π n’est pas
complètement stable. De plus, ces corrections ne sont probablement pas les mêmes
pour toutes les étoiles. {

α tel que ∆ν = α+∆νasymptotique

β tel que ∆π = β +∆πasymptotique
(4.10)

Nous pouvons maintenant utiliser PORTE-CLÉS et lancer une nouvelle minimi-
sation à un nouveau modèles en appliquant cette correction à ∆π et ∆ν mesurés pour
Gemma. Nous observons sur la figure 4.15 que la correction va dans le sens des ob-
servations mais ne suffit pas pour ajuster correctement les données. Cependant, nous
voyons que le ∆ν les modes ℓ = 0 s’aligne bien mieux avec celui de Gemma, ce qui
appuie notre raisonnement du paragraphe précédent. Nos modèles restent toutefois en
décalage de phase comparés aux observations.

4.6.2 Amplitude du glitch d’hélium

Pour le moment, tous nos modèles se valent, il faut donc ajouter une contrainte afin
de discriminer les modèles les moins bons. Ce paramètre va être le glitch d’hélium. Sa
valeur pour chacun des modèles est reprise dans le tableau 4.8. La valeur de l’amplitude
du glitch d’hélium pour Gemma est 13.2 ± 1.0. Cette valeur ainsi que toutes celles
présentes dans le tableau 4.8 ont été obtenues grâce à la méthode WhoSGlAd.

Modèle AHe

Référence 10.3±1.0
Xmin 11.4±1.0
Xmax 9.4±1.0
Zmin 10.5±1.0
Zmax 10.4±1.0
Modèle corrigé 11.2±1.0

Table 4.8 – Valeurs des amplitudes du glitch d’hélium AHe pour
les 5 premiers modèles ainsi que pour le modèle corrigé asymptotique,

tous ajustés avec PORTE-CLÉS.

Le modèle dont l’amplitude d’hélium (AHe) se rapprochent le plus de celle de
Gemma est le modèle Xmin avec la concentration en hydrogène la plus faible. Cela
signifie donc que sa concentration en hélium est la plus haute, ce qui est très important
car c’est le paramètre déterminant pour le glitch d’hélium. On observe de manière
générale que plus X ou Z sont petits (donc Y plus grand), plus l’amplitude du glitch
augmente et se rapproche de celle de Gemma.
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En faisant un simple régression linéaire comme suit, nous pourrions trouver une
correction en X.

γ =
dAHe

dX
=

AHe,ref −AHe,Xmin

Xref −Xmin
(4.11)

δAHe = AHe,Gemma −AHe,ref (4.12)

δAHe

γ
= δX −→ Xref + δX ≈ 0.6668 (4.13)

Nous avons donc fait un nouveau modèle avec cette correction pour mieux ajuster le
glitch. Ce modèle a une valeur de X assez faible de 0.667 et une valeur de Z de 0.015.
Cela signifie donc que la valeur de l’hélium augmente.

La figure 4.15 illustre les grandes séparations (∆νn,l) successives en fonction des
fréquences (νn,l) pour les modes l = 0 et l = 1 pour le modèle « Référence », le modèle
corrigé asymptotique, le modèle corrigé avec le glitch , tous ajustés avec PORTE-
CLÉS, ainsi que pour les observations faites pour Gemma. Nous observons que la
correction empirique du modèle a légèrement décalé les fréquences vers la gauche
mais ce n’est pas suffisant. De plus, le modèle corrigé avec le glitch ainsi que le modèle
« Référence » se superposent et sont décalés par rapport aux fréquences de Gemma.
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Figure 4.15 – Représentation des grandes séparations (∆νn,l) suc-
cessives en fonction des fréquences (νn,l) pour les modes l = 0 et l = 1
pour le modèle « Référence », le modèle corrigé asymptotique, le mo-

dèle corrigé avec le glitch et les observations faites pour Gemma.

4.7 Discussion et discrimination des modèles

Le tableau 4.9 reprend les valeurs des masses, âges, rayon, densité moyenne M
R3 ,

densité au cœur ρc, amplitude du glitch d’hélium AHe, logarithme de la température
effective log Te et logarithme de l’accélération gravitationnelle locale log g pour les 5
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Modèle Masse Âge Rayon M
R3 ρc AHe log Te log g

Référence 1.161 6.5215·109 2.043 801.3 4501.08 10.3 3.7508 3.8821
Xmin 1.127 6.3355·109 2.023 801.2 4508.44 11.4 3.7527 3.8778
Xmax 1.195 6.7094·109 2.063 801.0 4493.12 9.5 3.7489 3.8862
Zmin 1.136 6.4772·109 2.028 801.9 4483.75 10.5 3.7551 3.8793
Zmax 1.183 6.5611·109 2.057 800.8 4514.26 10.4 3.7472 3.8847
Modèle corrigé 1.178 6.1665·109 2.074 777.2 4291.37 11.2 3.7559 3.8707
Modèle glitch 1.072 6.0442·109 1.989 801.7 4531.46 13.0 3.7535 3.8754

Table 4.9 – Valeurs des masses, âges, rayon, densité moyenne M
R3 ,

densité au cœur ρc, amplitude du glitch d’hélium AHe, logarithme de
la température effective log Te et logarithme de l’accélération gravi-
tationnelle locale log g pour les 5 modèles trouvés, le modèle corrigé

asymptotique et le modèle corrigé avec le glitch.

modèles trouvés, le modèle corrigé asymptotique et le modèle corrigé avec le glitch.
On observe que les masses de nos modèles se situent entre 1.07 et 1.20 masses solaires.
Cette masse varie en fonction des jeux de paramètre de chacun des modèles. La masse
la plus faible est celle du modèle corrigé avec le glitch, c’est-à-dire celui avec la plus
petite valeur d’hydrogène X et donc la plus haute valeur d’hélium Y . À l’inverse, le
modèle le plus massif est le modèle Xmax avec la plus haute valeur d’hydrogène X
(et donc Y plus petit). Cela indique clairement une anti-corrélation entre Y et M
comme le montrent aussi Lebreton et Goupil (2014), d’où l’importance de calibrer
Y avec le glitch. Le rayon est d’environ 2 rayons solaires pour chacun des modèles
mais varie autour de cette valeur. Les densités moyenne et centrale restent constantes
sauf pour le modèle corrigé asymptotique, ce qui est normal car nous avons modifié
les contraintes ∆π et ∆ν. En effet, l’indicateur ∆ν fixe la densité moyenne tandis que
∆π fixe la densité centrale. Le fait des modifier leur valeur dans les contraintes a donc
un impact direct sur les densités. Notons tout de même que la valeur de la densité
moyenne devrait être moins biaisée et plus fiable pour le modèle corrigé asymptotique
car c’est la correction d’un biais dans les résultats précédents. L’amplitude du glitch
d’hélium ne correspond à celui de Gemma que pour le modèle corrigé avec le glitch, ce
qui était l’effet attendu de cette correction. On peut remarquer aussi que, de manière
générale, les modèles plus massifs sont plus vieux et les modèles moins massifs sont
plus jeunes.

Observons maintenant les valeurs spectroscopiques du logarithme de la tempé-
rature effective log Te et du logarithme de l’accélération gravitationnelle locale log g
des nos modèles pour voir si nous pouvons les discriminer entre eux. Ces valeurs sont
reprises dans le tableau 4.9 pour les 5 premiers modèles et les modèles corrigés asymp-
totique et avec le glitch. La figure 4.16 illustre le diagramme de log g en fonction de
log Teff pour tous les modèles discutés précédemment ainsi que pour Gemma avec
ses incertitudes. Les lignes continues représentent les trajectoires évolutives sur ce
diagramme et le points correspondent aux modèles spécifiques. Nous voyons que tous
nos modèles entrent dans les barres d’erreur des données spectroscopiques de Gemma.
Pour le moment, ces données ne nous permettent pas de discriminer nos modèles entre
eux. Ce résultat montre combien les mesures sismiques bien plus précises que les me-
sures spectroscopiques permettent de bien mieux contraindre les modèles. Il serait
donc intéressant d’ajouter d’autres indicateurs sismiques (par exemple, ϵg ou q) aux
contraintes afin de rendre nos modèles encore plus précis.
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Figure 4.16 – Diagramme de log g en fonction de log Teff pour tous
les modèles ainsi que pour Gemma avec ses incertitudes.

4.8 Le paramètre de phase ϵg

Pour tous nos modèles, nous observons un décalage des minimums locaux (corres-
pondant aux modes mixtes) par rapport aux observations Gemma comme le montrent
les figures 4.15 et 4.14. Ceci est lié au fait que la phase des modes g est mal représen-
tée. Le paramètre de phase ϵg est en cause car il fixe la position des modes mixtes.
Le décalage systématique de la position de ces minimums locaux est donc dû à un
mauvais ajustement des ϵg.

Comme nous savons que les modes mixtes se décalent de gauche à droite avec
l’âge, nous avons regardé comment se décalaient les grandes séparations successives
en fonction des fréquences pour les modes l = 0 et l = 1 pour le modèle « Référence »
ajusté avec PORTE-CLÉS. On sait que les fréquences des modes p diminuent avec
l’âge et inversement pour les fréquences des modes g. Cela conduit à un décalage de
gauche à droite du pattern sur le graphe des grandes séparations successives en fonc-
tion des fréquences. Il est donc intéressant de regarder l’évolution du pattern autour
d’un modèle central. Prenons donc un ensemble de modèles autour du modèle « Ré-
férence ». En pratique, cela signifie d’être moins exigeant sur les valeurs ajustées de
∆π et ∆ν tout en faisant varier l’âge. En effet, nous avons vu dans la section 2.8 que
ϵg est extrêmement corrélé à ∆π. Pour rappel, un petit changement de ϵg induit un
tout petit changement de ∆π. Donc, prendre en compte ϵg dans les ajustements ne
changerait pas tellement les résultats finaux sur les mesures des paramètres globaux
tels que l’âge, la masse, etc. Plus précisément, un gros changement de ϵg requis se
fait au prix d’un petit changement de ∆π, ce qui ne requiert pas des changements
importants des paramètres globaux.

Sur la figure 4.17, nous pouvons voir 6 modèles tirés de la séquence d’évolution
du modèle « Référence » qui, lui, correspond au modèle 471. Nous voyons que si nous
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reculons dans le temps (pour un âge plus jeune), les modes mixtes se décalent vers la
gauche. Nous avons alors calculé la valeur de la fonction coût χ2 entre les séparations
en fréquences du modèle et de Gemma pour chacun de ces modèles afin de voir si celle-
ci atteignait un minimum. Le modèles 469 atteint un minimum de la fonction coût. On
observe donc, dans ce cas, que diminuer l’âge permet de corriger le décalage de phase
des fréquences. En effet, la valeur de ϵg pour le modèles 469 est 0.9248 et se rapproche
de la valeur de ϵg pour Gemma qui est 0.0208± 0.002. Notons que l’indicateur ϵg est
cyclique et compris entre 0 et 1. Donc, une valeur proche de 1 est aussi proche de 0.
Ce modèle 469 approche mieux ϵg des observations comparé à tous nos autres modèles
sans faire varier beaucoup les valeurs de ∆π et de ∆ν (voir tableau 4.10).

Finalement, ajouter ce paramètre à nos ajustements avec PORTE-CLÉS serait
une bonne approche pour envisager de meilleurs modèles. Pour rappel, PORTE-CLÉS
ne fait pas d’ajustements de fréquences mais ajuste les indicateurs sismiques. Cette
approche vise à résumer l’information sismique comprise dans les spectre d’oscillations.
Ces indicateurs ont aussi été choisis pour qu’ils soient porteurs d’une information
structurelle pertinente. Par exemple, ∆ν sonde la densité moyenne et ∆π sonde la
densité centrale. Il est donc normal que les fréquences individuelles ne soient pas
parfaitement ajustées.
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Figure 4.17 – Représentation des grandes séparations (∆νn,l) suc-
cessives en fonction des fréquences (νn,l) pour les modes l = 0 et l = 1
pour le modèle « Référence » ajusté avec PORTE-CLÉS ainsi que plu-
sieurs modèles précédents dans le temps le modèle « Référence » et les

observations faites pour Gemma.



72 Chapitre 4. Résultats et discussion

4.9 Discussion des paramètres

Finalement, nous avons obtenus huit modèles différents pour essayer d’ajuster les
données observées de Gemma. Nous pouvons voir toutes leurs données sismiques et
spectroscopiques dans le tableau 4.10. Ces mêmes données y sont aussi inscrites pour
le cas de Gemma. On observe que les paramètres ∆ν et ∆π sont tous assez similaires,
ce qui est cohérent avec notre ajustement avec PORTE-CLÉS. Cependant, les autres
indicateurs sismiques ne sont pas toujours en accord et nous pourrions les ajouter
pour ajuster encore mieux nos modèles. Nous voyons aussi que le modèles 469 de la
séquence de référence a une valeur de ϵg qui se rapproche de celle de Gemma. D’après
nos résultats, le décalage de phase que nous retrouvons dans tous nos modèles serait
peut-être dû à un mauvais ajustement de ϵg. À l’avenir, il serait bien de rajouter cet
indicateur comme contrainte avec le même nombre de paramètres libres pour trouver
de meilleurs modèles. On pourrait aussi imaginer d’ajuster le paramètres q pour encore
augmenter la précision de nos modèles. Notons tout de même que si l’on ajoute des
contraintes en plus que ∆ν et ∆π, l’ajustement sera moins bon pour celles-ci. Il
faudra faire des concessions et/ou ajouter des paramètres libres tel que la métallicité,
X, αMLT ou encore αover. De plus, nous pouvons voir que pour tous nos modèles, les
paramètres spectroscopiques sont ajustés avec ceux de Gemma et rentrent dans ses
barres d’erreur. Cela nous montre l’importance des paramètres sismiques pour trouver
des modèles précis et contraindre les rayons des étoiles observées.
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MODÈLES ∆ν0 ∆π1 AHe ϵp ϵg q log Teff log g

Gemma 50.31± 0.01 268.27± 0.10 13.2± 1.0 0.8567± 0.0004 0.0208± 0.002 0.1582± 0.0009 3.751± 0.006 3.89± 0.06

Référence 49.96 277.69 10.3 0.8232 0.7693 0.1829 3.751 3.88

Xmin 50.72 274.95 11.4 0.8317 0.7290 0.1921 3.753 3.88

Xmax 50.70 274.39 9.5 0.8449 0.7410 0.1826 3.749 3.89

Zmin 50.75 272.31 10.5 0.8245 0.7721 0.2029 3.755 3.88

Zmax 50.68 276.78 10.4 0.8486 0.7022 0.1737 3.747 3.88

Modèle corrigé 49.96 277.69 11.2 0.8232 0.7693 0.1829 3.756 3.87

Modèle glitch 50.74 275.19 13.0 0.8212 0.7186 0.2013 3.754 3.88

Modèle 469 51.04 266.82 10.6 0.8107 0.9248 0.1774 3.752 3.89

Table 4.10 – Tableau comparatif pour tous nos modèles et pour Gemma des valeurs sismiques (en violet) ainsi que des valeurs
spectroscopiques (en orange).
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Troisième partie

Conclusion et perspectives
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Conclusion

Ce travail a permis de réaliser l’une des premières modélisations détaillées d’une
étoile sous-géante (KIC 11026764, Gemma) en tenant compte de différentes physiques
stellaires, notamment les paramètres de concentration en hydrogène X et de métal-
licité Z. À travers cette étude, nous avons pu observer l’impact significatif de ces
paramètres, ainsi que de la masse stellaire, sur l’évolution globale de l’étoile et sur
les caractéristiques sismiques qui en découlent. La recherche de modèles capables de
reproduire fidèlement le spectre observé de Gemma a constitué un travail de longue
haleine, nécessitant l’exploration de nombreuses configurations physiques. De plus,
cette tâche s’est avérée complexe, car les paramètres physiques des étoiles sont forte-
ment liés, créant un véritable casse-tête où chaque paramètre influence les autres de
manière complexe et parfois contradictoire. Ce problème est hautement non linéaire
car chaque modèle stellaire est la solution (à travers CLÉS) d’un jeu d’équation dif-
férentielles.

Pour cette étude, nous avons fait usage de codes récents tels que WhoSGlAd,
EGGMiMoSA et PORTE-CLÉS, qui ont permis de lier les données spectroscopiques et
sismiques de manière innovante. Cependant, malgré tous nos efforts, nous n’avons pas
réussi à trouver un modèle qui corresponde parfaitement aux observations de Gemma.
Un décalage de phase persiste entre nos modèles théoriques et les fréquences obser-
vées, suggérant que certains aspects physiques ou méthodologiques doivent encore être
affinés pour parvenir à une modélisation plus précise. Par ailleurs, nous avons mis en
avant l’importance de l’ajustement du glitch d’hélium qui permet de contraindre la
quantité d’hélium et d’améliorer la précision de nos modèles stellaires. De plus, nous
avons suggéré de corriger empiriquement les valeurs utilisées dans l’ajustement avec
PORTE-CLÉS pour compenser le biais induits par l’utilisation des valeurs asympto-
tiques de ∆ν et ∆π. Cela a eu pour effet de mieux ajuster ∆ν ainsi que de décaler
légèrement les minimums locaux liés aux modes mixtes dans la graphe des grandes sé-
parations successives en fonction des fréquences, se rapprochant ainsi des observations
de Gemma. Malgré la différence qui persiste entre modèles et observations, ce travail
a toutefois permis de soulever de potentielles solution en, par exemple, décalant le
spectre de ∆ν en fonction de ν pour amoindrir ce décalage. Ainsi, un ajustement à
∆ν, ∆π et ϵg avec la masse et l’âge libres permettrait de trouver un bon compromis.

Pour poursuivre dans cette voie, il serait donc pertinent de développer de nouveaux
modèles en ajoutant le paramètre ϵg comme contrainte, ce qui pourrait potentielle-
ment résoudre le problème de décalage de phase. Bien que l’overshooting n’ait pas été
considéré ici en raison de la potentielle faible masse de l’étoile étudiée, il pourrait être
intéressant de tester son impact. En effet, les modèles se situent à la limite de l’appari-
tion du cœur convectif, rendant ce paramètre potentiellement important. Cette limite
se trouve entre 1.1 et 1.2 masses solaires selon la composition considérée. De plus, l’in-
clusion future des modes non radiaux ℓ = 2 et ℓ = 3 et de la petite séparation comme
nouvel indicateur sismique pourrait enrichir nos analyses. Une discussion approfondie
sur la valeur du paramètre αMLT , issu de la théorie de la longueur de mélange (MLT),
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serait également nécessaire, étant donné son caractère non-physique. Magic, Weiss
et Asplund (2015) ont démontré que ce paramètre varie dans le diagramme de log g
en fonction de Teff ainsi qu’avec la métallicité. Il est donc normal de s’interroger sur
la qualité de notre choix de valeur calibrée sur le Soleil.

À plus long terme, la méthode développée pourrait être appliquée à d’autres étoiles,
par exemple en tenant compte du splitting rotationnel pour mieux comprendre le
transport du moment angulaire. Un modèle de base solide servirait de point de départ
pour des études d’inversion de structure, permettant ainsi de mieux comprendre les
processus physiques à l’œuvre dans les sous-géantes, comme le transport du moment
angulaire. Cela pourrait expliquer les observations de Deheuvels et al. (2014) qui
ont trouvé que le coeur des sous-géantes était plus lent que ce que prédisait la théorie.
Cette compréhension pourrait ensuite être étendue à d’autres phases de l’évolution
stellaire, notamment aux géantes rouges, pour lesquelles la méthode EGGMiMoSA
est également applicable.

Enfin, le développement de techniques permettant de contraindre précisément le
rayon d’une étoile s’avérerait particulièrement utile pour la détermination du rayon
des planètes en transit. Des méthodes similaires pourraient être appliquées aux étoiles
hôtes d’exoplanètes, contribuant ainsi à une meilleure compréhension de l’évolution
des systèmes exoplanétaires à travers des mesures précises de l’âge et du rayon des
étoiles. En effet, dans la grande majorité des cas, on ne connaît une planète qu’aussi
bien qu’on connaît son étoile hôte. Ces avancées ouvriraient de nouvelles perspec-
tives en exoplanétologie, où la précision des données est essentielle pour décrypter les
caractéristiques des mondes extrasolaires.
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