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Introduction au mémoire
Le théorème fondamental de l’algèbre, établi par Gauss au XVIIIe siècle, précise qu’un

polynôme (à coefficients réels) de degré n possède n racines si celles-ci sont comptées avec leur
multiplicité. Bien que fondamental, ce théorème purement existentiel, ne dit rien sur l’obtention
des solutions elles-mêmes des équations de degré n associées.

La première partie de ce mémoire, préalable à une analyse historique du théorème fonda-
mental chez Gauss, qui est l’objet du mémoire, passe en revue les cas classiques d’équations
algébriques solubles par radicaux, en cherchant à comprendre les mécanismes sous-jacents à leur
résolution. Nous n’aurons évidemment pas la prétention d’être exhaustifs ; il s’agit avant tout de
mettre en évidence quelques jalons importants de l’évolution de l’algèbre jusqu’à l’établissement
du théorème fondamental de l’algèbre par Gauss.

La seconde partie est consacrée au "Théorème Fondamental de l’Algèbre" (TFA), exploré sous
un angle à la fois mathématique et historique. Nous analyserons en détail la première preuve
largement acceptée de ce théorème, proposée par Gauss dans sa thèse à l’Université d’Helmstedt
en 1799 [22]. En annexe, cette preuve sera comparée à celle enseignée en première année de
bachelier dans le cours d’algèbre, mettant en évidence les avancées et les limites des approches
historiques. Le deuxième chapitre examinera le travail [5] de Basu et Velleman, qui prétendent
combler les lacunes de la première preuve de Gauss en proposant une méthode "élémentaire",
surprenante à la lumière des travaux d’Ostrowski en 1920 [23].

Enfin, dans la troisième partie, nous nous interrogeons sur le caractère algébrique du Théo-
rème Fondamental de l’Algèbre, en cherchant à déterminer s’il existe une démonstration pu-
rement algébrique du TFA. Cela nous mènera à étudier la notion de corps réels clos tel que
présentés dans [4].
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Chapitre 1

Équations algébriques solubles par
radicaux

1.1 Résolution des équations du premier degré : la méthode de
fausse position

Dans un corps quelconque, les équations du premier degré peuvent se ramener à une équation
du type :

ax = b.

Il existe alors 3 cas de figure concernant la résolution de l’équation :

1) Si a ̸= 0, la solution de l’équation est donnée par x = b

a
.

2) Si a = 0 et b ̸= 0, l’égalité n’a aucune chance de se produire et l’équation n’admet alors
aucune solution. L’ensemble des solutions est alors vide.

3) Si a = 0 et b = 0 alors l’égalité est vraie quelque soit la valeur de l’inconnue. L’équation admet
alors pour ensemble de solutions l’ensemble de tous les nombres sur lequel on travaille.
Dans les réels, la solution d’une équation du premier degré non-triviale est unique et se réduit

donc à une simple division. Néanmoins, les techniques de résolution d’équations du premier
degré varient selon les époques et les lieux, notamment en fonction du système de numération
et les méthodes de division mobilisables. La méthode dite de « fausse position » (simple) des
égyptiens en est un exemple emblématique. En utilisant le symbolisme algébrique, elle consiste
en substance en ceci :
1) choisir un nombre x’, la fausse position, et calculer valeur b’ = ax’ obtenue avec la fausse

position ;
2) calculer le quotient q’ = b

b’ , autrement dit : diviser ce que l’on doit trouver (b) par ce qu’on
a trouvé (b’) à partir du choix de fausse position ;

3) la solution du problème est alors donnée par le produit de la fausse position x’ par q’ :

x’ · q’ = x’ · b

b’ .

De fait, la technique semble légitime puisque

a ·
(

x’ · b

b’

)
= (a · x’) · b

b’ = b’ · b

b’ = b.

Le papyrus de Rhind et le papyrus de Moscou nous ont laissé des traces de l’algèbre égyp-
tienne. On y trouve des problèmes pratiques concernant la gestion de denrées alimentaire ou du
bétail, dont la résolution se ramène à celle d’équation du premier degré du type : x + ax = b,

9
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ou encore ax = b, en laissant de côté les hiéroglyphes égyptiens et en adoptant les notations
d’aujourd’hui. Dans le papyrus de Rhind [8], on trouve par exemple le problème suivant :

"Une quantité ajoutée à son septième vaut 19. Quelle est cette quantité ? "

Il s’agit donc de résoudre l’équation :

x + 1
7x = 19 ou

(
1 + 1

7

)
x = 19.

C’est une équation linéaire de la forme ax = b dont la solution est bien entendu

x = 19
1 + 1

7

et est obtenue, de nos jours, par simple division des deux membres de l’égalité. Toutefois, cette
division ne va pas de soi pour le scribe égyptien, pour qui la multiplication procède par dupli-
cations successives et addition des résultats et la division se réalise par une procédure inverse.
La proportionnalité est donc implicite dans tous les calculs égyptiens.

La solution arithmétique proposée par le scribe est présentée sous forme d’un tableau 1 à 3
colonnes 2 :

Colonne 1 Colonne 2 Colonne 3
7 1\ 8 1 21

4
1
8 1

1\ 1
7\ 16 2\ 41

2
1
4 2\

8 total 4 1
2 91

2 4\

2 1
4\ 161

2
1
8 total

1 1
8\

total 21
4

1
8

Dans la première colonne, le scribe calcule ce que devient la quantité x’ = 7 (fausse position
choisie judicieusement pour faciliter les calculs) si on lui ajoute son septième :(

1 + 1
7

)
· 7 = 7 + 1 = 8.

Dans la deuxième colonne, il divise 19 (résultat devant être obtenu) par 8 (ce qui a été obtenu
en choisissant 7 comme fausse position) :

19 = 16 + 2 + 1 = (2 · 8) +
(1

4 · 8
)

+
(1

8 · 8
)

=
(

2 + 1
4 + 1

8

)
· 8.

En divisant chacun des termes par 8, le scribe obtient :

q’ = b

b’ = 19
8 = 2 + 1

4 + 1
8 .

La troisième colonne présente enfin la solution du problème après calcul du produit du quotient
2 + 1

4 + 1
8 obtenu dans la deuxième colonne par la fausse position 7 :

x’ · q’ = x’ · b

b’ =
(

2 + 1
4 + 1

8

)
· 7.

Il faudra attendre Al-Kwarizmi (≈ 780-850) pour que l’algèbre prenne une forme plus sys-
tématique et généralisée, où les techniques de résolution des équations ne se limitent plus à des
cas particuliers, et jeter les bases de l’algèbre moderne.

1. Par souci de clarté, nous ne respectons pas ici la mise en page originale.
2. Cette procédure est décrite dans [12].
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1.2 Résolution des équations du second degré
Dans R, la technique de résolution des équations du second degré du type :

ax2 + bx + c = 0 avec a, b, c ∈ R,

réside essentiellement en le calcul du réalisant ∆ = b2 − 4ac dont la valeur détermine le nombre
de solutions de l’équation. La théorie se résume comme ceci :
1) si ∆ > 0, l’équation possède alors deux solutions données par les calculs de

x1 = −b +
√

b2 − 4ac

2a
et x2 = −b −

√
b2 − 4ac

2a
,

2) si ∆ = 0, l’équation possède une solution unique x = −b
2a ,

3) si ∆ < 0, l’équation ne possède alors aucune solution.
Tout le raisonnement repose sur l’identité algébrique

ax2 + bx + c = a

[(
x + b

2a

)2
− b2 − 4ac

4a2

]

qui peut être obtenue mathématiquement au moyen d’une division par a après mise en évidence,
de la complétion algébrique en un carré parfait, une factorisation via un produit remarquable
classique. La discussion concernant les racines de l’équation correspondante repose ensuite in fine
sur la propriété d’intégrité de l’ensemble de nombres utilisés, les nombres réels en l’occurrence.

Déjà chez les scribes babyloniens, on trouve des traces de résolutions de problèmes pratiques
qui peuvent se modéliser par des équations quadratiques de types [37] :

x2 + ax = b, x2 − ax = b, et x2 + b = ax.

Toutefois, les techniques qui permettent de les résoudre sont exprimées de manière rhétorique.
Par exemple, la question de la résolution de l’équation x2 + x = 3

4 en ces termes [12] :

"Si tu ajoutes un carré à son côté, tu trouves le nombre 45
60 . Quel est le côté ?"

et la technique de résolution qui l’accompagne est présentée comme une succession de calculs à
effectuer :

Le carré ajouté au côté égale 45
60 . x2 + x = 3

4
Prends le nombre 1. 1

Divise-le en deux, soit 30
60 . 1

2
Prends-en le carré, soit 15

60 . (1
2)2 = 1

4
Ajoute-le à 45

60 , soit 1. 3
4 + 1

4 = 1
C’est le carré de 1. 1 = 12

Soustrais-en 30
60 , soit 30

60 . 1 − 1
2 = 1

2
C’est le côté recherché. x = 1

2

La légitimité de cette technique proviendrait d’une procédure géométrique pour déterminer
la longueur du côté d’un carré d’aire 3

4 +
(

1
2

)2
. De fait, la construction de ce carré rend intelligible

cette succession d’opérations dictées par le scribe :

1) au carré de côté x, on adjoint un rectangle de côtés x et 1 ;
2) on coupe en leur milieu les côtés de longueur 1 de ce rectangle, que l’on coupe ainsi en deux

rectangles d’aire 1
2x ;
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3) en adjoignant chacun de ces rectangles à deux côtés adjacents du carré de côté x, la possibilité
d’obtenir un carré de côté (x + 1

2) en complétant la surface d’aire 3
4 ainsi recomposée par un

carré de côté 1
2 ;

4) l’aire totale de ce carré est donc égale à 3
4 + 1

4 ;
5) son côté est donc de longueur 1, et la longueur x du côté du carré initial est vaut 1 − 1

4 .

1
2x 1

4

x2 1
2x

x
1
2

x

1
2

Figure 1.1 – Procédure géométrique pour déterminer la longueur du côté d’un carré.

On ne trouve trace d’aucune théorie générale de résolution d’équation du second degré chez
les babyloniens [12], car ils se contentaient de décrire la procédure conduisant à la solution des
problèmes traités. Ils ne cherchaient d’ailleurs peut-être pas à en établir une, mais l’hypothèse que
cette procédure géométrique de reconstruction d’un carré dicterait leur méthode de résolution
est crédible, ne serait-ce que par les références géométriques utilisées dans les énoncés de leurs
problèmes.

De plus, on retrouvera dans Les Eléments d’Euclide, qui souhaite entre autres y rassembler
les savoirs d’une époque, un traitement géométrique des équations du second degré. En effet, bien
que la résolution des équations du second degré n’y est pas traitée explicitement par Euclide,
certaines propositions s’y rapportent (voir [37]). Par exemple, la proposition 5 du livre 2 affirme
que si un segment [AB] est coupé en C en deux segments égaux : |AC| = |AB| et en segments
inégaux en D alors la somme des aires du rectangle ADHK (figure 1.2) et du carré LHGE est
égale à l’aire du carré CBFE.

La construction est la suivante :
1) couper le segment [AB] en son milieu C et en l’un quelconque de ses points D ;
2) construire ensuite le carré CBFE ;
3) tracer sa diagonale BE ;
4) tracer la parallèle d1 à BF et CE passant par D, soient H = d1 ∩ BE et G = EF ∩ d1 ;
5) tracer la parallèle d2 à BC et EF passant par H, soient M = BF ∩ d2 et L = CE ∩ d2 ;
6) tracer la parallèle d3 à BF et CE passant par A, soit K = d3 ∩ d2.

Si l’on comprend que les segments inégaux en lesquels le segment [AB], de longueur fixée
|AB| = a, est coupé sont inconnus : |AD| = x et |DB| = y, il apparaît que la proposition nous
fournit la solution du système : {

x + y = a

x · y = b
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A C

LK

D

H

B

M

FGE

a
2 z a

2 − z

x y

a
2

Figure 1.2 – Représentation issue du livre Les Éléments d’Euclide.

dans lequel la première égalité modélise la contrainte liée au découpage inégal du segment
[AB] et la seconde modélise l’aire b du rectangle ADHK. La proposition nous fournit donc la
solution des équations du second degré suivantes :

ax − x2 = b ou ay − y2 = b,

selon la substitution effectuée. En effet, le segment |CD| = z = x − a
2 . Dès lors, l’aire de ADBK

est donnée par :

b = x.y =
(

z + a

2

)
·
(

a

2 − z

)
=
(

a

2

)2
− z2

et

z =

√(
a

2

)2
− b.

Ainsi,

x = a

2 +

√(
a

2

)2
− b et y = a

2 −

√(
a

2

)2
− b.

Cette proposition permet donc de résoudre n’importe quelle équation à coefficients réels positifs.
Le recours à la géométrie permettait aux Grecs de contourner l’attribution d’une mesure

aux grandeurs en jeu, évitant ainsi le problème lié à la découverte de l’incommensurabilité de
certaines grandeurs, tout en conservant un niveau de généralité souhaité.

1.3 Résolution des équations du troisième degré

La résolution des équations du troisième degré : ax3 + bx2 + cx + d = 0, a, b, c, d ∈ R,
a ̸= 0, peut être ramenée à la résolution des équations réduites : x3 + px + q = 0, p, q ∈ R et
p ̸= 0. La méthode de résolution des équations du troisième degré repose encore sur une identité
polynomiale, obtenue comme dans le cas quadratique, en complétant algébriquement le "cube
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parfait" :

ax3 + bx2 + cx + d = a

(
x3 + b

a
x2 + c

a
x + d

a

)
= a

[(
x3 + 3 b

3a
x2 + 3 b2

9a2 x + b3

27a3

)
− 3 b2

9a2 x − b3

27a3 + c

a
x + d

a

]

= a

[(
x3 + 3 b

3a
x2 + 3 b2

9a2 x + b3

27a3

)
+ c

a
x − 3 b2

9a2 x + d

a
− b3

27a3

]

= a

[(
x + b

3a

)3
+
(

c

a
− 3b2

9a2

)
x + d

a
− b3

27a3

]
.

Nous obtenons donc une expression équivalente qui ne présente pas de terme du second degré
que nous pouvons réécrire sous la forme

X3 + pX + q = 0,

où X = x + b
3a , p = c

a − b2

3a2 , et q = d
a − b3

27a3 , on obtient donc une équation dont la forme
générique est la suivante (voir [17]) :

x3 + px + q = 0.

Tout comme la complétion algébrique du "carré parfait" liée à la complétion géométrique d’un
carré, celle du cube est issue d’une construction géométrique d’un cube. C’est d’ailleurs sur cette
dernière que Cardan prend appui pour résoudre des équations du troisième degré dans son Ars
Magna [7]. Prenons l’exemple de l’équation

x3 + 6x = 20. (1.1)

Cardan annonce que la solution est donnée par la différence entre les longueurs des côtés u et
v de deux cubes, dont la différence v3 − u3 des volumes est 20 et le produit u.v des longueurs
de leurs côtés est le tiers de 6. Voici un extrait de Ars Magna proposé par Flament dans [17,
p.20]) :

Je suppose deux cubes AE et CL dont la différence soit 20, tels que le produit de leurs côtés AC et
CK soit 2 (qui est le tiers de 6, nombre de choses) ; je dis que la différence de ces côtés AC et CK

est la chose, ou que si CB égale CK, AB est l’estimation de la chose.

Autrement dit, il s’agit de résoudre le système{
v3 − u3 = 20 (= −q)
u.v = 2, (= p

3)

avec x = v − u. Géométriquement, l’équation x3 + 6x = 20 revient à adjoindre au cube de côté
x un solide de volume 6x, de manière à ce que leur volume total soit de 20 unités.

L’idée initiale est de reconstituer un cube de côté v = x + u et, pour y parvenir, on analyse
ce problème en supposant disposer déjà de ce cube (figure 1.4).
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Figure 1.3 – Complétion du cube (I).

Figure 1.4 – Complétion du cube (II).

Le volume adjoint au cube de côté x peut être décomposé 3 en les 7 solides suivants, suggérés
à la figure 1.5 :

1) trois parallélépipèdes rectangles dont deux des faces sont des carrés de côtés x et quatre
rectangles de dimensions x, u ;

2) trois parallélépipèdes rectangles dont deux faces sont des carrés de côté u et quatre rectangles
de côtés x, u ;

3) un cube de côté v.

Figure 1.5 – Complétion du cube (III).

Il se fait que les 6 parallélépipèdes considérés ont un volume total donné par V = 3ux2 + 3u2x.
Ces derniers peuvent être agencés de manière à former un parallélépipède de côtés x, x + u, 3u.
La justification géométrique est suggérée à la figure 1.6 suivante :

3. Cette constatation empirique pourrait, bien entendu, être justifiée algébriquement ou géométriquement.



16 CHAPITRE 1. ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES SOLUBLES PAR RADICAUX

Figure 1.6 – Complétion du cube (IV).

alors que la justification algébrique tient dans l’équation

V = x(x + u)3u = 3ux2 + 3u2x.

En revenant à l’équation (1.1) considérée par Cardan, ce volume est celui qui a été ajouté
au volume x3 du cube de côté x. Il est donc égal à 6x. On peut en tirer la relation

V = 3uvx = 6x, (1.2)

autrement dit : 3uv = 6. On obtient de la sorte une équation liant u et v, à savoir

uv = 2.

Ces considérations géométriques fournissent ainsi les relations suivantes
x + u = v

uv = 2
x3 + 6x + u3 = 20 + u3

(1.3)

qui, si on considère la relation (1.2), on déduit le système
x + u = v
u3v3 = 8
v3 = 20 + u3

(1.4)

Cette méthode de reconstitution géométrique du cube est à l’origine de la technique algébrique,
dite de Cardan, qui est décrite en toute généralité, par exemple, dans [33]. D’un point de vue
algébrique, cette méthode repose sur la considération du signe du réalisant ∆ = −(4p3 + 27q2)
de l’équation étudiée x3 +px+q = 0. Voir aussi le mémoire [27] pour quelques détails concernant
la méthode de Cardan.

1.3.1 Le geste de Bombelli : un aperçu

Dans le contexte de la résolution d’équations telles que x3 − 15x = 4, où ce réalisant est
négatif et pour laquelle une recherche empirique conduit rapidement à une solution (ici x = 4)
Bombelli aura l’audace de prolonger la technique de Cardan. Ce geste de Bombelli conduira
à un questionnement sur l’existence des nombres complexes : l’obtention de la réponse x = 4
attendue après manipulation des racines carrées de nombres négatifs comme s’il s’agissait de
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nombres réels pose la question de leur existence. Cette manipulation consiste en substance en
ceci. En appliquant la méthode de Cardan, Bombelli trouve la solution suivante 4 :

x =
3

√√√√4 ±
√

16 − 4.3375
27

2 +
3

√√√√4 ∓
√

16 − 4.3375
27

2

= 3
√

2 ±
√

−121 + 3
√

2 ∓
√

−121

= 3
√

2 ± 11
√

−1 + 3
√

2 ∓ 11
√

−1

Ces racines cubiques peuvent être extraites, du moins dans le cas où a et b sont des entiers pour
obtenir :

3
√

2 ± 11
√

−1 = 2 ±
√

−1.

En effet, en supposant que l’on peut écrire ces expressions sous la forme a + b
√

−1, alors

(a + b
√

−1)3 = a3 + 3a2b
√

−1 + 3ab2√
−12 + b3√

−13

= a3 − 3ab2 + (3a2b − b3)
√

−1.

Recherchons des valeurs de a et b telles que{
a3 − 3ab2 = 2
3a2b − b3 = 11

⇔
{

a.(a2 − 3b2) = 2
b.(3a2 − b2) = 11

On sait qu’une solution de l’équation x3 − 15x − 4 = 0 est x = 4. Il s’agit d’une solution entière,
et la première équation du système équivalent obtenu nous donne que a est un diviseur de 2, la
seconde montre que b est un diviseur de 11. Ce qui ne laisse pas énormément de possibilités, et
l’on peut vérifier que a = 1, b = 1 n’est pas solution du système, mais que a = 2, b = 1 bien. Et,
en effet,

(2 +
√

−1)3 = 23 + 3.22√
−1 + 3.2(

√
−1)2 + (

√
−1)3

= 8 + 12
√

−1 − 6 −
√

−1
= 2 + 11

√
−1,

ainsi que

(2 −
√

−1)3 = 23 − 3.22√
−1 + 3.2(

√
−1)2 − (

√
−1)3

= 8 − 12
√

−1 − 6 +
√

−1
= 2 − 11

√
−1

La solution s’écrit donc :
x = 2 ± 11

√
−1 + 2 ∓ 11

√
−1 = 4

Ainsi, on obtient que x = 4 est bien solution de l’équation x3 −15x−4 = 0. Le geste de Bombelli
met en lumière la nécessité d’un travail sur les nombres complexes, même lorsque les racines
étudiées sont réelles.

1.4 Résolution des équations du quatrième degré
Peu de temps après la découverte des solutions pour les équations cubiques, Ludovico Ferrari

(1522- 1565), un élève de Cardan, a trouvé la solution aux équations quadratiques, qui a été
présentée pour la première fois dans le livre Ars Magna de Cardan [7]. La méthode de Ferrari

4. La discussion qui suit est tirée de [17] p.494 où la notation
√

−1 est utilisée, disons, en hommage à Bombelli.
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repose principalement sur la transformation des équations (voir chapitre 3 du livre [37] de J.P
Tignol). Considérons l’équation de degré 4 suivante :

ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0,

où a, b, c, d, e ∈ R, et a ̸= 0. De la même manière que pour les équations du troisième degré, elle
peut être exprimée sous la forme réduite :

x4 + px2 + qx + r = 0,

avec p, q, r ∈ R. L’étape suivante consiste à regrouper les termes linéaires dans le membre de
droite et compléter le carré parfait dans le membre de gauche. On obtient ainsi :

x4 + px2 = −qx − r

⇔ x4 + px2 + (p

2)2 = −qx − r + (p

2)2

⇔ (x2 + p

2)2 = −qx − r + (p

2)2

L’idée est alors d’ajouter une quantité u dans l’expression du carré à gauche en compensant
également du côté droit de telle sorte à ce que le membre de droite devienne également un carré.
De cette manière, Ferrari égale les aires de deux carrés mais uniquement en ayant recours à
l’arithmétique et non plus à des développements géométriques.

(x2 + p

2 + u)2 = −qx − r + (p

2)2 + 2ux2 + pu + u2

= 2ux2 − qx − r + u2 + pu + (p

2)2

= (
√

2ux − q

2
√

2u
)2

où

( −q

2
√

2u
)2 = −r + u2 + pu + (p

2)2 ⇔ q2

8u
= −r + u2 + pu + (p

2)2

⇔ 8u3 + 8u2p + 8((p

2)2 − r)u − q2 = 0

⇔ 8u3 + 8u2p + (2p2 − 8r)u − q2 = 0

Par conséquent, en résolvant cette équation cubique, nous pouvons trouver une quantité u
pour laquelle l’équation suivante est vérifiée :

−qx − r + (p

2)2 + 2ux2 + pu + u2 = (
√

2ux − q

2
√

2u
)2

Ainsi, en revenant à l’équation

(x2 + p

2 + u)2 = (
√

2ux − q

2
√

2u
)2

on obtient les égalités suivantes :

x2 + p

2 + u =
√

2ux − q

2
√

2u
ou x2 + p

2 + u = −
√

2ux + q

2
√

2u

Les valeurs de x sont alors obtenues en résolvant ces deux équations du second degré.
Effectivement, d’une part on a l’égalité

x2 −
√

2ux + u + p

2 + q

2
√

2u
= 0
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donc
∆1 = 2u − 4u − 2p − 2 q

2
√

2u
= −2(u + p + q√

2u
)

ce qui implique finalement

x1,2 =

√
2u ±

√
−2(u + p + q√

2u
)

2
et d’autre part, on a l’égalité

x2 +
√

2ux + u + p

2 − q

2
√

2u
= 0

donc
∆2 = 2u − 4u − 2p + 2 q

2
√

2u
= −2(u + p − q√

2u
)

ce qui implique finalement

x3,4 =
−

√
2u ±

√
−2(u + p − q√

2u
)

2 .

Remarquons que nous avons supposé dans nos calculs que u ̸= 0, cependant il est tout de même
important de discuter du cas où u = 0 serait racine de l’équation :

8u3 + 8u2p + (2p2 − 8r)u − q2 = 0.

Si u = 0, cette équation implique forcément que q = 0 et l’équation initiale est alors donnée par

x4 + px2 + r = 0

qui est une équation du second degré que nous pouvons facilement résoudre. En effet,

∆ = p2 − 4r

(x2)1,2 = −p ±
√

p2 − 4r

2 .

Ainsi, x1 et x2 sont donnés par les valeurs suivantes :

x1 =

√
−p +

√
p2 − 4r

2 ou x2 = −

√
−p +

√
p2 − 4r

2

et

x2 =

√
−p −

√
p2 − 4r

2 ou x2 = −

√
−p −

√
p2 − 4r

2 .

Les solutions de l’équation initiales sont alors données par :

z1 =

√
−p +

√
p2 − 4r

2 − a

4

z2 = −

√
−p +

√
p2 − 4r

2 − a

4

z3 =

√
−p −

√
p2 − 4r

2 − a

4

z4 = −

√
−p −

√
p2 − 4r

2 − a

4
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En résumé, la méthode de Ferrari nous donne les solutions de l’équation

x4 + ax3 + bx2 + cx + d = 0

pour autant que p, q et r soient définis de la manière ci-dessus et tant que u est solutions de
l’équation

8u3 + 8u2p + (2p2 − 8r)u − q2 = 0.

Deux cas sont alors possibles en fonction de si q est non nul ou pas.
• si q ̸= 0 : les solutions de l’équation sont alors données par

z1 = x1 − a

4 =
√

u

2 +
√

−u

2 − p

2 − q

2
√

2u
− a

4

z2 = x2 − a

4 =
√

u

2 −
√

−u

2 − p

2 − q

2
√

2u
− a

4

z3 = x3 − a

4 = −
√

u

2 +
√

−u

2 − p

2 − q

2
√

2u
− a

4

z4 = x4 − a

4 = −
√

u

2 −
√

−u

2 − p

2 − q

2
√

2u
− a

4

• si q = 0 :les solutions de l’équation sont alors données par :

z1 =

√
−p +

√
p2 − 4r

2 − a

4

z2 = −

√
−p +

√
p2 − 4r

2 − a

4

z3 =

√
−p −

√
p2 − 4r

2 − a

4

z4 = −

√
−p −

√
p2 − 4r

2 − a

4 .



Deuxième partie

La thèse de Gauss
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Remarques préliminaires

Cette deuxième partie du mémoire est dédiée à une analyse approfondie du Théorème Fon-
damental de l’Algèbre, abordé à travers une perspective historique et mathématique. Dans la
première partie, nous avons fait un rappel du contexte historique entourant l’évolution de l’étude
des équations algébriques, notamment celles de degré 1, 2, 3 et 4, et de leur résolution par radi-
caux. Par ailleurs, l’annexe de ce mémoire comprend un chapitre détaillé 8, qui explore l’histoire
du Théorème Fondamental de l’Algèbre et examine les avancées successives tout en mettant en
lumière les contributions des principaux mathématiciens de l’époque.

Théorème 1 (TFA). Tout polynôme P non constant à coefficients complexes admet au moins
une racine dans le corps C des nombres complexes 5.

Remarquons que ce théorème nous renseigne sur l’existence de solution sans pour autant
nous donner des formules pour résoudre nos équations.

Équivalence des différentes formulations du TFA

Le Théorème Fondamental de l’Algèbre se prête à plusieurs formulations. La proposition
suivante met en lumière l’équivalence de plusieurs de ces énoncés, soulignant ainsi la richesse et
la profondeur de ce théorème fondamental [2] :

Proposition 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) Le corps C est algébriquement clos.
2) Tout polynôme à coefficients complexes est scindé 6.
3) Tout polynôme non constant à coefficients réels admet au moins une racine complexe.
4) Les polynômes irréductibles à coefficients réels sont exactement les polynômes de degré 1, et

les polynômes de degré 2 à discriminant strictement négatif.
5) Tout polynôme non constant à coefficients réels s’écrit comme un produit de polynômes à

coefficients réels de degré 1 ou 2.

Démonstration.

1) 1 ⇒ 2 : Procédons par récurrence sur le degré du polynôme. Pour le cas de base, on constate
que si n = 0 alors il n’y a rien à démontrer. Supposons alors que le résultat soit vérifié pour
tout polynôme de degré n et montrons qu’il l’est toujours pour un polynôme P de degré n+1.
Par 1, on sait qu’il existe α, une racine du polynôme P . Alors le polynôme peut s’écrire sous
la forme P (x) = (x − α)Q(x) où Q est un polynôme de degré n. En utilisant l’hypothèse de
récurrence, on sait que le polynôme Q est scindé ce qui implique que P est également scindé.

5. Cette propriété fait du corps C un corps algébriquement clos.
6. Cela signifie que tout polynôme P (x) = anxn + . . . + a1x + a0 de degré n et à coefficients complexes peut

s’écrire sous la forme an(x − α1) . . . (x − αn) où α1, . . . , αn sont les racines du polynôme.
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2) 2 ⇒ 5 : Par hypothèse, on sait que tout polynôme P à coefficients réels est scindé sur
C. Supposons que α soit une racine complexe non réelle du polynôme P alors ᾱ qui est le
conjugué de α est aussi une racine de P de même ordre de multiplicité. Or, (x − α)(x − ᾱ)
est à coefficients réels donc on obtient le point 5 en regroupant les termes pour chaque racine
complexe.

3) 5 ⇒ 4 : Par le point 5, on sait que si P est un polynôme irréductible, il est est de degré 1 ou
2. S’il est de degré 1, alors, on obtient directement qu’il est irréductible. Par contre, s’il est
de degré 2 il est irréductible sur R si et seulement si son discriminant est strictement négatif.

4) 4 ⇒ 3 : Un polynôme P non constant à coefficients réels admet au moins un diviseur R
irréductible sur R. Or, par le point 4, on sait que R est un polynôme de degré 1 ou 2. Cela
implique que R admet une racine complexe qui est alors aussi une racine du polynôme P .

5) 3 ⇒ 1 : Considérons P (x) un polynôme à coefficients complexes ainsi que P ∗(x) le polynôme
obtenu en remplaçant chaque coefficient de P (x) par son conjugué. Alors, P (x)P ∗(x) = R(x)
où R(x) est un polynôme à coefficients réels. Par le point 3, cela implique que R(x) admet
une racine complexe α et donc on obtient que P (α)P ∗(α) = 0. Si α est une racine de P alors
on obtient directement le point 1. En revanche, si α n’est pas une racine de P , alors cela
implique que P ∗(α) = 0, ce qui donne P (ᾱ) = ¯P ∗(α) = 0̄ = 0. Ce qui prouve également le
point 1.

Le premier chapitre de cette deuxième partie est consacré à une analyse détaillée et une
réécriture moderne de la première démonstration du Théorème Fondamental de l’Algèbre, réa-
lisée par Carl Friedrich Gauss en 1799 dans sa thèse intitulée "Demonstratio nova theorematis
omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in factores reals primi vel
secundi gradus resolvi posse" 7 [22]. La thèse originale de Gauss rédigée en latin est disponible
dans l’annexe de ce mémoire au chapitre 5. Cette analyse vise à examiner la méthode employée
par Gauss pour prouver que tout polynôme à coefficients réels peut être décomposé en facteurs
de degré un ou deux.

Au cours de cette étude, nous soulignerons que Gauss lui-même a admis que certaines parties
de sa démonstration n’étaient pas pleinement justifiées. En effet, il a reconnu l’existence de
lacunes dans son raisonnement et a promis d’apporter une preuve supplémentaire pour lever
toute ambiguïté, bien qu’il ne l’ait jamais fournie. Gauss a exprimé cette promesse dans une
note de bas de page de sa thèse (voir [22][p.27]), où il écrit :

Bien que je sache, personne n’a soulevé de doutes à ce sujet. Cependant, si quelqu’un en
exigeait la preuve, je m’engage à fournir une démonstration qui ne laisserait place à aucun
doute, à une autre occasion... (Gauss, 1799)

C’est seulement en 1920 qu’une justification complète de l’approche de Gauss a été apportée
par le mathématicien A. Ostrowski [23]. Ostrowski a réussi à combler les lacunes laissées par
Gauss, fournissant ainsi une démonstration complète et rigoureuse du Théorème Fondamental de
l’Algèbre. Dans le deuxième chapitre, nous nous intéresserons aux travaux de Basu et Velleman
[5], réalisés en 2017. Ces mathématiciens ont proposé une approche élémentaire pour compléter
la preuve initiale de Gauss, clarifiant et simplifiant certains aspects de la démonstration.

7. Nouvelle démonstration du théorème : toute fonction algébrique entière d’une variable est décomposable en
facteurs réels du premier ou du second degré.



Chapitre 2

Analyse de la thèse de Gauss (1799)

Probe itaque iis, quae hucusque exposita sunt, perpensis, demonstra-
tionem nouam theorematis grauissimi ex principiis omnino diuersis
petitam peritis haud ingratam fore spero, quam exponere statim ag-
gredior.

Gauss, 1799

Dans l’introduction de sa thèse doctorale de 1799 [22], Gauss passe en revue les tentatives
de démonstration de plusieurs mathématiciens renommés tels que d’Alembert, Euler, Fonce-
nex et Lagrange, en soulignant les failles et les lacunes de chacune de leurs preuves. Gauss
critique minutieusement les démonstrations de ses prédécesseurs, cherchant à établir une nou-
velle démonstration rigoureuse. Gauss fournit alors une première démonstration du Théorème
Fondamental de l’Algèbre en 1799 dont l’énoncé est le titre de sa thèse 1 :

Théorème 2. Toute fonction algébrique entière d’une variable est décomposable en facteurs
réels du premier ou du second degré.

Dans ce chapitre, nous entreprendrons une analyse approfondie de la démonstration de Gauss,
en la revisitant à la lumière des cours de mathématiques enseignés dans un cursus standard de
mathématiques à l’ULiège.

La première étape consiste à examiner le théorème de factorisation des polynômes à co-
efficients réels, tel qu’énoncé par Gauss. Ce théorème s’appuie sur l’existence d’un couple de
paramètres (r, ϕ), que Gauss a démontrée par une approche géométrique. Notre objectif sera de
reformuler cette démonstration dans un cadre contemporain, plus rigoureux, en introduisant de
nouvelles notations. Pour ce faire, afin d’approfondir l’analyse et la compréhension de la preuve
de Gauss, nous nous sommes référés aux articles [19] et [28].

Par la suite, nous explorerons en détail l’approche géométrique de Gauss concernant l’exis-
tence des racines en question. Cette méthode repose sur la représentation polaire de certaines
courbes algébriques et leur intersection dans le plan complexe : il s’agit du cœur de la démons-
tration par Gauss de l’existence des racines d’un polynôme à coefficients réels.

Enfin, nous mettrons en lumière certaines des limitations de la démonstration de Gauss,
reconnues par les mathématiciens ultérieurs ( et par Gauss lui-même), en soulignant les critiques
liées à sa dépendance à l’égard des considérations géométriques. En complément, nous aborderons
des perspectives modernes sur cette preuve, incluant une reformulation en termes de nombres
complexes, et nous mettrons en avant les contributions plus contemporaines, notamment celles
d’A. Ostrowski, qui ont permis de combler les lacunes laissées par Gauss.

0. Par conséquent, compte tenu de ce qui a été expliqué jusqu’à présent, j’espère que la nouvelle démonstration
du théorème le plus important à partir de principes complètement différents ne sera pas inacceptable pour les
experts, ce que je vais expliquer immédiatement.

1. Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in
factores reals primi vel secundi gradus resolvi posse.
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2.1 Un théorème de factorisation
La démonstration de Gauss se caractérise par une approche simple. Elle débute par l’énoncé

d’un théorème de factorisation des polynômes à coefficients réels (voir [22, p.21] reproduite au
chapitre 5 de l’annexe). La preuve de ce théorème repose sur un lemme fondamental, qui constitue
le point clé de l’argumentation. L’assertion principale du théorème s’appuie sur l’existence d’un
couple (r, ϕ), dont Gauss démontre ensuite l’existence par une méthode géométrique que nous
analyserons dans la section suivante.

Lemme 1. Pour tout ϕ ∈ R et pour tout naturel m supérieur ou égal à 2, on a la factorisation
suivante

sin (ϕ)xm − sin (mϕ)x + sin ((m − 1)ϕ) = (x2 − 2 cos (ϕ)x + 1)Sm(ϕ, x) (2.1)

où
Sm(ϕ, x) = sin(ϕ)xm−2 + sin(2ϕ)xm−3 + . . . + sin((m − 2)ϕ)x + sin((m − 1)ϕ).

Démonstration. Soit ϕ ∈ R. Pour prouver le lemme, on procède par récurrence sur m.
1) Pour le cas de base, on constate que

sin (ϕ)x2 − sin (2ϕ)x + sin (ϕ) = sin (ϕ)(x2 − 2 cos (ϕ)x + 1).

2) Supposons que l’égalité (2.1) soit satisfaite. Vu que

Sm+1(ϕ, x) = xSm(ϕ, x) + sin (mϕ),

on obtient directement

(x2 − 2 cos(ϕ)x + 1)Sm+1(ϕ, x) = (x2 − 2 cos (ϕ)x + 1)(xSm(ϕ, x) + sin (mϕ))
= x(x2 − 2 cos(ϕ)x + 1)Sm(ϕ, x) + (x2 − 2 cos(ϕ)x + 1) sin (mϕ)
= x (sin (ϕ)xm − sin (mϕ)x + sin ((m − 1)ϕ))
+ (x2 − 2 cos(ϕ)x + 1) sin (mϕ)
= sin (ϕ)xm+1 + (sin ((m − 1)ϕ) − 2 cos(ϕ) sin(mϕ))x + sin (mϕ)
= sin (ϕ)xm+1 − sin((m + 1)ϕ)x + sin (mϕ)

parce que

sin((m − 1)ϕ) − 2 cos(ϕ) sin(mϕ) = sin(mϕ) cos (ϕ) − cos(mϕ) sin(ϕ) − 2 cos(ϕ) sin(mϕ)
= − sin(mϕ) cos(ϕ) − cos(mϕ) sin(ϕ)
= − sin((m + 1)ϕ).

Voici une reformulation possible du théorème de factorisation énoncé par Gauss (voir [22,
p.20] reproduite au chapitre 5 de l’annexe) afin de l’exprimer de manière plus rigoureuse, en évi-
tant les ambiguïtés éventuelles de la formulation originale et en contournant certaines limitations
des notations employées par Gauss 2 :

Théorème 3. Soit P (x) =
d∑

j=0
ajxj ∈ R[x] un polynôme à coefficients réels de degré d. Supposons

qu’il existe r0 ∈ R+, ϕ0 ∈ [0, 2π[ tels que{ ∑d
j=0 ajrj

0 cos (jϕ0) = 0∑d
j=1 ajrj

0 sin (jϕ0) = 0
(2.2)

2. Voir [22] ainsi que l’article de Jean-Pierre Friedelmeyer [19] pour d’autres détails.
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alors P (x) est divisible par{
x2 − 2r0 cos(ϕ0)x + r2

0 si r0 sin(ϕ0) ̸= 0
x − r0 cos(ϕ0) si r0 sin (ϕ0) = 0.

Démonstration. Soient r0 ∈ R+, ϕ0 ∈ [0, 2π[ satisfaisant les conditions de l’énoncé. Supposons
r0 = 0. Alors on a

P (r0 cos(ϕ0)) =
d∑

j=0
ajrj

0 cos(jϕ0) = 0

par hypothèse. Donc a0 = 0 et on obtient P (x) = x
∑d

j=1 ajxj−1. Le résultat est ainsi établi dans
ce cas. On peut donc supposer r0 ̸= 0 dans la suite de la preuve. Pour simplifier la formulation
de la preuve, notons {

RP (r0, ϕ0) =
∑d

j=0 ajrj
0 cos (jϕ0)

IP (r0, ϕ0) =
∑d

j=1 ajrj
0 sin (jϕ0)

et posons

Pd(r0, ϕ0, x) = r0 sin(ϕ0)P (x) − IP (r0, ϕ0)x + r0 cos(ϕ0)IP (r0, ϕ0) − r0 sin(ϕ0)RP (r0, ϕ0).

Alors, on déduit

Pd(r0, ϕ0, x) = r0 sin (ϕ0)
d∑

j=1
ajxj −

d∑
j=1

ajrj
0 sin (jϕ0)x +

d∑
j=1

ajrj+1
0 sin (jϕ0) cos (ϕ0)

−
d∑

j=1
ajrj+1

0 cos (jϕ0) sin (ϕ0)

=
d∑

j=1
aj(r0 sin (ϕ0)xj − rj

0 sin (jϕ0)x) +
d∑

j=1
ajrj+1

0 sin ((j − 1)ϕ0)

=
d∑

j=1
aj(r0 sin (ϕ0)xj − rj

0 sin (jϕ0)x + rj+1
0 sin ((j − 1)ϕ0))

=
d∑

j=1
ajrj+1

0

(
sin (ϕ0)

(
x

r0

)j

− sin (jϕ0)
(

x

r0

)
+ sin ((j − 1)ϕ0)

)
.

Le lemme précédent garantit que le membre de droite de l’égalité précédente est divisible par

( x

r0
)2 − 2 cos (ϕ0) x

r0
+ 1.

On conclut directement : en effet, si r0 sin (ϕ0) ̸= 0, on déduit que

P (x) = Pd(r0, ϕ0, x)
r0 sin (ϕ0)

est divisible par x2 − 2 cos (ϕ0)r0x + r2
0. Par ailleurs, si sin (ϕ0) = 0, on déduit cos (mϕ0) =

(±1)m = cosm(ϕ0) si bien que

P (r0 cos (ϕ0)) =
m∑

j=0
ajrj

0 cos (ϕ0)j =
m∑

j=0
ajrj

0 cos (jϕ0) = 0

par hypothèse et le polynôme est divisible par x − r0 cos (ϕ0).
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2.2 Approche géométrique de l’existence d’une racine
Étant donné un polynôme P ∈ R[x] de degré d, le théorème 3 dépend de l’existence de

deux nombres r0, ϕ0 satisfaisant les hypothèses (2.2). L’objectif des développements suivant de
la thèse de Gauss - voir [22, p.22-31]) disponible dans la chapitre 5 de l’annexe - est de démontrer
qu’un tel couple de nombres r0, ϕ0 existe toujours quelque soit le polynôme à coefficients réels
choisi initialement 3. L’approche de Gauss est dite géométrique parce que ce couple de nombres
est, in fine, obtenu comme intersection de deux courbes algébriques du plan. Dans cette section,
nous présentons la démarches de Gauss en comblant autant que possible les lacunes de sa preuve
initiale.

Les résultats de la section précédente montrent que Gauss utilise systématiquement la forme
polaire des nombres complexes, bien qu’il semble s’efforcer de ne pas l’employer ouvertement,
voire de la cacher. Cependant, la définition des sous-ensembles en termes de coordonnées polaires,
telle que présentée par Gauss, présente des ambiguïtés, particulièrement en ce qui concerne le
point (0, 0).

Definition 1. Soit P ∈ R[x] un polynôme à coefficient réels. Alors on définit les fonctions{
RP (r, ϕ) : R+ ×[0; 2π[→ R ; (r, ϕ) →

∑d
j=0 ajrj cos (jϕ)

IP (r, ϕ) : R+ ×[0; 2π[→ R ; (r, ϕ) →
∑d

j=1 ajrj sin (jϕ)

où R+ =]0, +∞[. On définit les sous-ensembles RP , IP ⊂ R2 ×R en tant que graphes des fonc-
tions RP ◦ φ, IP ◦ φ où la fonction φ : R2 → [0; +∞[×[0; 2π[ désigne le passage aux coordonnées
polaires, i.e

RP = {(r cos(ϕ), r sin(ϕ), RP (r, ϕ)) : (r, ϕ) ∈ R+ ×[0; 2π[} (2.3)

et
IP = {(r cos(ϕ), r sin(ϕ), IP (r, ϕ)) : (r, ϕ) ∈ R+ ×[0; 2π[}. (2.4)

La fonction φ n’est pas bien définie en (0, 0). En coordonnées polaires, ce point est caractérisé
par un rayon r = 0, mais l’angle ϕ reste indéterminé car toutes les valeurs d’angles convergent
vers ce même point. Cette situation rend les fonctions RP et IP ambiguës en (0, 0) puisque
ϕ n’a pas de valeur unique en ce point. Même si, théoriquement, le choix de ϕ n’a pas de
conséquence directe lorsque r = 0 (puisque toutes les valeurs de ϕ correspondent au même point
en coordonnées cartésiennes), cette approche alourdit inutilement la définition. Il est alors plus
simple et plus naturel de définir ces sous-ensembles directement en utilisant les coordonnées
cartésiennes.

Dès lors, nous allons commencer par définir ces deux sous-ensembles en coordonnées carté-
siennes qui sont naturellement associées au polynôme P , ce qui diffère de l’approche de Gauss
dans sa thèse. Ensuite, nous établirons le lien avec la description polaire proposée par Gauss.
Dans son travail, Gauss affirme sans démonstration que les sous-ensembles considérées sont
continus. Il est important de noter qu’à son époque, cette notion n’était pas encore clairement
définie et qu’il n’existait pas de définition précise de la notion de continuité. Pour formuler ce
résultat de manière rigoureuse, la définition utilisant les coordonnées cartésiennes nous facilitera
la tâche.

3. Pour une interprétation complexe de l’existence d’une telle paire de nombres (r0, ϕ0), voir la section 2.5.1.
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Definition 2. Soit P (x) =
∑d

j=0 ajxj ∈ R[x]. Alors on définit les fonctions

R̃P (x, y) =
d∑

j=0
aj

∑
k∈{0,...,j}

k pair

Ck
j (−1)

k
2 xj−kyk

et

ĨP (x, y) =
d∑

j=1
aj

∑
k∈{1,...,j}
k impair

Ck
j (−1)

k−1
2 xj−kyk.

On définit les sous-ensembles RP , IP ⊂ R2 ×R en tant que graphes des fonctions RP et IP

respectivement :
R̃P = {(x, y, R̃P (x, y)) : (x, y) ∈ R2}

et
ĨP = {(x, y, ĨP (x, y)) : (x, y) ∈ R2}.

Lemme 2. Soit P =
∑d

j=0 ajxj ∈ R[x] un polynôme à coefficients réels de degré d. Alors on a

{
R̃P (r cos(ϕ), r sin(ϕ)) = RP (r, ϕ)
ĨP (r cos(ϕ), r sin(ϕ)) = IP (r, ϕ) (2.5)

pour tous r ∈ R+, ϕ ∈ R 4. En particulier, on a

{
R̃P = RP ∪ {(0, 0, R̃P (0, 0))}
ĨP = IP ∪ {(0, 0, ĨP (0, 0))}.

De plus, pour tout r ∈ R+, il existe des polynômes pr et qr de degré au plus d et d − 1 respecti-
vement tels que {

RP (r, ϕ) = pr(cos(ϕ))
IR(r, ϕ) = sin(ϕ)qr(cos(ϕ)). (2.6)

Démonstration. Il suffit de vérifier. En effet, soient r ∈ R+, ϕ ∈ R. Alors on obtient

R̃P (r cos(ϕ), r sin(ϕ)) =
d∑

j=0
aj

∑
k∈{0,...,j}

k pair

Ck
j (−1)

k
2 (r cos(ϕ))j−k(r sin(ϕ))k

=
d∑

j=0
ajrj

∑
k∈{0,...,j}

k pair

Ck
j (−1)

k
2 cosj−k(ϕ) sink(ϕ)

=
d∑

j=0
ajrj cos(jϕ) = RP (r, ϕ)

vu la proposition 9 (voir chapitre 6 de l’annexe concernant les polynômes de Tchebychev) et les

4. Nous utiliserons la notation R+ pour désigner l’ensemble des réels positifs, c’est-à-dire R+ =]0, +∞[.
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définitions 1 et 2. De même, en utilisant une nouvelle fois la proposition 9 , on obtient

ĨP (r cos(ϕ), r sin(ϕ)) =
d∑

j=1
aj

∑
k∈{1,...,j}
k impair

Ck
j (−1)

k−1
2 (r cos(ϕ))j−k(r sin(ϕ))k

=
d∑

j=1
ajrj

∑
k∈{1,...,j}
k impair

Ck
j (−1)

k−1
2 cosj−k(ϕ) sink(ϕ)

=
d∑

j=1
ajrj sin(jϕ) = IP (r, ϕ).

Pour conclure, on obtient d’abord

RP (r, ϕ) =
d∑

j=0
ajrj cos(jϕ) =

d∑
j=0

ajrjTj(cos(ϕ))

où Tj est le j–ème polynôme de Tchebychev de première espèce (voir l’annexe 6 et le théorème
9) et encore

IP (r, ϕ) =
d∑

j=1
ajrj sin(jϕ) = sin(ϕ)

d∑
j=1

ajrjUj(cos(ϕ)).

où Uj est le j-ème polynôme de Tchebychev de deuxième espèce.

En parallèle de notre analyse de la démonstration, nous allons étudier systématiquement un
exemple concret pour illustrer les idées de Gauss ainsi que les précisions que nous apportons.

Exemple. Considérons le polynôme suivant :

P (x) = x4 − 2x2 + 3x + 10

En utilisant la définition en coordonnées polaires, les sous-ensembles RP et IP sont données
par :

RP (r, ϕ) = r4 cos(4ϕ) − 2r2 cos(2ϕ) + 3r cos(ϕ) + 10.

IP (r, ϕ) = r4 sin(4ϕ) − 2r2 sin(2ϕ) + 3r sin(ϕ),

Figure 2.1 – Représentation de RP et IP en coordonnées polaires.

Réexprimons les sous-ensembles données en coordonnées polaires en termes de coordonnées
cartésiennes au vu des définitions :
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1) Partie réelle R̃P :

RP (r, ϕ) = r4 cos(4ϕ) − 2r2 cos(2ϕ) + 3r cos(ϕ) + 10

• Conversion de cos(ϕ) :
cos(ϕ) = x

r

• Conversion de cos(2ϕ) :

cos(2ϕ) = x2 − y2

r2

• Conversion de cos(4ϕ) :

cos(4ϕ) = x4 + y4 − 6x2y2

r4

En substituant ces expressions, nous obtenons :

R̃P (x, y) = (x2 + y2)2
(

x4 + y4 − 6x2y2

(x2 + y2)2

)
− 2(x2 + y2)

(
x2 − y2

x2 + y2

)
+ 3

√
x2 + y2

(
x√

x2 + y2

)
+ 10

= x4 − 6x2y2 − 2x2 + 3x + y4 + 2y2 + 10

Partie imaginaire ĨP :

IP (r, ϕ) = r4 sin(4ϕ) − 2r2 sin(2ϕ) + 3r sin(ϕ)

• Conversion de sin(ϕ) :
sin(ϕ) = y

r

• Conversion de sin(2ϕ) :
sin(2ϕ) = 2 sin(ϕ) cos(ϕ) = 2xy

r2

• Conversion de sin(4ϕ) :

sin(4ϕ) = 2 sin(2ϕ) cos(2ϕ) = 8x2y2

r4 − 2y4

r4

En substituant ces expressions, nous obtenons :

ĨP (x, y) = (x2 + y2)2
(

8x2y2

(x2 + y2)2 − 2y4

(x2 + y2)2

)
− 2(x2 + y2)

( 2xy

x2 + y2

)
+ 3

√
x2 + y2

(
y√

x2 + y2

)
= 8x2y2 − 2y4 − 4xy + 3y.

Le résultat suivant rassemble les propriétés élémentaires des sous-ensembles considérés par
Gauss et définis ci-dessus. Dans sa preuve, Gauss suppose sans démonstration que les sous-
ensembles RP et IP sont continus ce qui est nécessaire pour pouvoir démontrer le théorème.
Nous allons donc démontrer que RP et IP sont en effet bien continus et que ces deux sous-
ensembles coupent un plan fixe.
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Figure 2.2 – Représentation de RP et IP en coordonnées cartésiennes.

Proposition 2. Soit P ∈ R[x]. Les sons-ensembles RP et IP sont des surfaces plongées 5 lisses
de R3. De plus, elles intersectent chacune le plan d’équation z = 0.

Démonstration. La première assertion est immédiate vu la définition 2. En effet, les sous-
ensembles RP et IP sont alors des graphes de fonctions polynomiales. Pour la seconde assertion,
on utilise la définition 1 et le fait que pour une valeur de ϕ fixée, les fonctions RP (r, ϕ) et
IP (r, ϕ) sont polynomiales en r. Plus précisément, si P (x) =

∑d
j=0 ajxj avec ad > 0, on obtient

RP (r, π
2d) = adrd +

∑d
j=0 ajrj cos( jπ

2d ) et RP (r, 3π
2d ) = −adrd +

∑d
j=0 ajrj cos(3jπ

2d ). Vu que les
fonctions RP et IP sont continues et définies sur un connexe, on déduit que chacune de ces
fonctions s’annulent 6.

Gauss aurait donc justifié ses propos en s’appuyant sur l’utilisation du Théorème des Valeurs
Intermédiaires (TVI), bien que ce théorème n’avait pas encore été formellement prouvé à son
époque. 7

Pour démontrer son théorème, Gauss doit démontrer qu’il existe au moins un point qui
se trouve simultanément sur le plan d’équation z = 0, sur la première surface RP , et sur la
deuxième surface IP . Pour ce faire, il considère les sous-ensembles {z = 0}∩RP et {z = 0}∩IP .

Definition 3. Soit P ∈ R[x]. On considère les sous-ensembles

ΓRP
= {(x, y) ∈ R2 : RP (x, y) = 0}

et
ΓIP

= {(x, y) ∈ R2 : IP (x, y) = 0.}

Bien évidemment, ces sous-ensembles sont les intersections des surfaces RP et IP avec le
plan d’équation z = 0 : il s’agit de deux courbes algébriques 8 sur les propriétés desquelles
reposent l’argument géométrique proposé ensuite par Gauss dans sa thèse 9. Nous poursuivons
notre exemple concret afin d’illustrer le propos de Gauss.

5. Pour la définition précise et des détails supplémentaires, voir par exemple [31].
6. Voir [32] pour les résultats de base en analyse.
7. La formalisation et la preuve rigoureuse du TVI ont été accomplies plus tard, en 1817, par Bernard Bolzano,

mathématicien et philosophe tchèque. Avant cette preuve, le théorème était utilisé de manière intuitive par les
mathématiciens, mais sans fondement rigoureux. Cela illustre une pratique courante en mathématiques où des
concepts et résultats sont souvent utilisés de manière préliminaire ou intuitive avant d’être rigoureusement établis.

8. Pour rappel, une courbe algébrique réelle plane est l’ensemble des points (x, y) ∈ R2 qui satisfont une
équation de la forme f(x, y) = 0 où f est un polynôme à coefficients réels de degré au moins 1.

9. Des précisions concernant la nature et les propriétés de ces courbes sont fournies dans l’article [23] d’A.
Ostrowski qui permet de combler l’essentiel des lacunes non-élémentaires présentes dans la thèse de Gauss de
1799.
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Exemple (Suite 1). En repartant de notre polynôme

P (x) = x4 − 2x2 + 3x + 10

nous pouvons définir les courbes ΓRP
et ΓIP

.

1) ΓRP
(x, y) ≡ x4 − 6x2y2 + y4 − 2x2 + 2y2 + 3x + 10 = 0,

2) ΓIP
(x, y) ≡ 4x3y − 12xy3 − 2(2xy) + 3y = 0.

Ces deux courbes sont représentées à la figure 2.3. Sur cette représentation, la courbe ΓRP

est représentée en bleu et ΓIP
en rouge.

Figure 2.3 – Représentation des courbes ΓRP
et ΓIP

.

A présent, nous pouvons reformuler, en suivant Gauss de près, le problème de l’existence de
la paire (r0, ϕ0) permettant le recours au théorème 3. La proposition suivante permet de résumer
l’approche de Gauss :

Proposition 3.

1) La paire (r0, ϕ0) ∈ R+ ×[0, 2π[ satisfait (2.2) si et seulement si le point (r0 cos(ϕ0), r0 sin(ϕ0))
appartient à l’intersection des courbes ΓRP

et ΓIP
.

2) La paire (x0, y0) ∈ R2 satisfait R̃P (x0, y0) = ĨP (x0, y0) = 0 si et seulement si le point (x0, y0)
appartient à l’intersection des courbes ΓRP

et ΓIP
.

Démonstration.

1) Pour prouver cette équivalence, il suffit de constater que

R̃P (r cos(ϕ), r sin(ϕ)) =
d∑

j=0
aj

∑
k∈{0,...,j}

k pair

Ck
j (−1)

k
2 (r cos(ϕ))j−k(r sin(ϕ))k =

d∑
j=0

ajrj cos(jϕ)

et

ĨP (r cos(ϕ), r sin(ϕ)) =
d∑

j=1
aj

∑
k∈{1,...,j}
k impair

Ck
j (−1)

k−1
2 (r cos(ϕ))j−k(r sin(ϕ))k =

d∑
j=1

ajrj sin(jϕ).
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2) Soit (x0, y0) ∈ R2 tel que R̃P (x0, y0) = 0 et ĨP (x0, y0) = 0. Cela signifie que (x0, y0) satisfait
simultanément les équations de ΓRP

et ΓIP
, car, par définition, ΓRP

est l’ensemble des points
où R̃P (x, y) = 0, et ΓIP

est l’ensemble des points où ĨP (x, y) = 0. Ainsi, (x0, y0) appartient
à l’intersection des courbes ΓRP

et ΓIP
. Réciproquement, supposons que le point (x0, y0)

appartient à l’intersection des courbes ΓRP
et ΓIP

. Par définition de cette intersection, cela
signifie que (x0, y0) satisfait simultanément les conditions R̃P (x0, y0) = 0 et ĨP (x0, y0) = 0.
Par conséquent, la paire (x0, y0) vérifie les deux équations.

Pour achever sa preuve et valider sont théorème de factorisation 3, Gauss est donc amené à
étudier de près l’intersection des courbes algébriques ΓRP

et ΓIP
. Pour ce faire, nous constate-

rons qu’il utilise un résultat subtil concernant les courbes algébriques, démontré plus tard par
A.Ostrowski [23].

2.3 Étude des courbes ΓRP
, ΓIP

d’après Gauss
Lorsqu’un cercle de la magnitude requise est tracé autour du centre
C, alors 2m branches de la première courbe et autant de la deuxième
courbe y entreront, et en effet de telle manière que toute paire succes-
sive de branches de la première courbe sera séparée par une branche
de la deuxième courbe alternativement.

Gauss, 1799

Dans cette section, nous poursuivons notre analyse de la thèse de Gauss et présentons l’étude
des courbes ΓRP

et ΓIP
qu’il initie. Plus précisément, nous examinons les étapes de son raison-

nement et les méthodes utilisées pour établir que ces deux courbes s’intersectent bel et bien en
relevant, et c’est un fait bien connu [23] [35], que c’est précisément à ce point que son argumen-
tation faiblit considérablement. Nous nous efforçons de suivre au mieux son raisonnement afin
de repérer les imprécisions manifestes. Ces lacunes ont été comblées par Ostrowski [23] et Basu
et Velleman [5] et seront l’étude du chapitre suivant.

Pour identifier précisément les lacunes dans la présentation de Gauss, nous restons dans
cette section au plus proche de son texte. Ainsi, nous revenons aux définitions en termes de
coordonnées polaires vu que le recours aux coordonnées cartésiennes nous a permis à présent de
définir rigoureusement les objets géométriques définis par Gauss au début de son travail.

La première étape de l’argument de Gauss consiste à prouver qu’il existe un cercle que nous
notons CR centré à l’origine et de rayon R intersectant exactement 2d fois chacune des courbes
ΓRP

et ΓIP
où P ∈ R[x] un polynôme à coefficient réels de degré d.

Théorème 4. Soit P ∈ R[x] un polynôme à coefficient réels de degré d. Il existe R > 0 tel que
1) on a |CR ∩ ΓRP

| = 2d. En particulier, il existe α0(r), . . . , α2d−1(r) ∈ [0, 2π[ tels que

CR ∩ ΓRP
= {(R cos αi(r), R sin αi(r))| 0 ≤ α0(r) < . . . < α2d−1(r) < 2π};

2) on a |CR ∩ ΓIP
| = 2d. En particulier, il existe β0(r), . . . , β2d−1(r) ∈ [0, 2π[ tels que

CR ∩ ΓIP
= {(R cos βi(r), R sin βi(r))| 0 ≤ β0(r) < . . . < β2d−1(r) < 2π};

3) pour tout i ∈ {1, . . . , 2d − 1}, on a βi−1(r) < αi−1(r) < βi(r) < αi(r).
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Démonstration. Soit P (x) =
∑d

j=0 ajxj ∈ R[x] un polynôme satisfaisant ad > 0.

1) Notons θ2k+1 = (2k+1)π
4d , k = 0, . . . , 4d − 1. Alors on constate directement que 10

σ(ad cos(dθ2k+1)) =
{

1 si 2k + 1 = ±1 mod 8
−1 si 2k + 1 = ±3 mod 8

si σ désigne la fonction signe. En effet, si 2k + 1 = ±1 mod 8 alors il existe l ∈ Z tel que
2k + 1 = ±1 + 8l et on obtient

cos(dθ2k+1) = cos
((2k + 1)π

4

)
= cos

((±1 + 8l)π
4

)
= cos

(±π

4

)
=

√
2

2 .

De même, on a

σ(ad sin(dθ2k+1)) =
{

1 si 2k + 1 = 1 ou 3 mod 8
−1 si 2k + 1 = 5 ou 7 mod 8.

2) On montre dans un premier temps qu’il existe R0 > 0 tel que

σ(ad cos(dθ2k+1)) = σ(RP (r, θ2k+1))

pour tous r > R0 et pour tout entier k ∈ {0, . . . , 4d − 1}. C’est direct vu que, par définition,
on a

RP (r, θ2k+1) = rd

ad cos(dθ2k+1) +
d−1∑
j=0

ajrj−d cos(jθ2k+1)


et que la seconde somme tend vers 0 si on laisse tendre r vers l’infini. Plus précisément, on
vérifie que

R0 = max

1;
√

2
ad

d−1∑
j=0

|aj |


convient. En effet, si r > R0 on a bien

|
d−1∑
j=0

ajrj−d cos(jθ2k+1)| ≤ 1
r

|
d−1∑
j=0

ajrj−(d−1) cos(jθ2k+1)|

≤ 1
r

d−1∑
j=0

|aj |

< |ad|
√

2
2 = |ad cos(dθ2k+1)|.

On peut ensuite conclure 11 que pour tout r > R0, la fonction

RP (R0, .) : [0; 2π[→ R

admet au moins une racine dans chacun des 2d intervalles

]θ1, θ3[, ]θ5, θ7[, . . . , ]θ8d−3, θ8d−1[. (2.7)

10. Nous utilisons ici la lettre grecque σ pour désigner la fonction suivante :

σ(x) =


−1 si x < 0,

0 si x = 0,

1 si x > 0.

11. Gauss utilise une nouvelle fois le TVI. Comme nous l’avons vu précédemment, ce théorème n’était pourtant
pas encore démontré à cette époque.
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On a montré de la sorte que le cardinal de l’ensemble CR ∩ ΓIP
satisfait |CR ∩ ΓIP

| ≥ 2d.
On peut procéder de manière analogue pour établir le résultat correspondant à IP

12. Pa-
reillement, montrons qu’il existe un R′

0 > 0 tel que

σ(ad sin(dθ2k+1)) = σ(IP (r, θ2k+1))

pour tout r > R′
0 et pour tout k ∈ {0, . . . , 4d − 1}. En fait, il se fait que R′

0 = R0 convient.
En effet, si r > R0, alors nous avons les inégalités suivantes :

|
d−1∑
j=1

ajrj−d sin(jθ2k+1)| ≤ 1
r

|
d−1∑
j=1

ajrj−(d−1) sin(jθ2k+1)|

≤ 1
r

d−1∑
j=1

|aj |

< |ad|
√

2
2 = |ad sin(dθ2k+1)|.

On peut maintenant conclure que pour r > R0, la fonction IP (r, ·) : [0, 2π[→ R admet au
moins une racine dans chacun des 2d intervalles

]θ3, θ5[, ]θ7, θ9[, . . . , ]θ8d−5, θ8d−3[, ]θ8d−1, θ1[. (2.8)

Cela implique |CR ∩ ΓIP
| ≥ 2d.

3) Pour poursuivre, il reste à prouver qu’il existe R1 > 0 tel que pour tout r > R1, la fonction
RP (resp. IP ) s’annule exactement une fois dans les intervalles décrits en (2.7) (resp. les
intervalles décrits en (2.8)). Dans un premier temps, nous calculons la dérivée par rapport à
la variable ϕ des fonctions RP et IP :

∂RP
∂ϕ

(r, ϕ) = −
d∑

j=0
ajjrj sin(jϕ)

∂IP
∂ϕ

(r, ϕ) =
d∑

j=1
ajjrj cos(jϕ).

On vérifie encore une fois que

R1 = R0 = max

1;
√

2
ad

d−1∑
j=0

|aj |


convient. En effet, si r > R1, on a bien

|
d−1∑
j=0

ajjrj−d sin(jϕ)| ≤ 1
r

|
d−1∑
j=0

ajjrj−(d−1) sin(jϕ)|

≤ 1
r

|
d−1∑
j=0

ajjrj−(d−1)|

≤ d

r

d−1∑
j=0

|aj |

< |ad|d
√

2
2 ≤ d ad| sin(dϕ)|

12. Dans son travail, Gauss a donné des affirmations similaires pour les valeurs de IP mais sans entrer dans
autant de détails, affirmant que les résultats raisonnements étaient identiques.
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si ϕ appartient à un des intervalles décrit en (2.7). On établit de la même manière le résultat
correspondant pour IP . On obtient

|
d−1∑
j=1

ajjrj−d cos(jϕ)| ≤ 1
r

|
d−1∑
j=1

ajjrj−(d−1) cos(jϕ)| < |ad|d
√

2
2 ≤ d ad| cos(dϕ)|

si ϕ appartient à un des intervalles (2.8). On déduit ensuite que les deux dérivées ne peuvent
pas s’annuler sur les intervalles considérés. On peut alors conclure : fixons r > R0 et supposons
que la fonction RP (resp. IP ) s’annule au moins deux fois sur un intervalle du type (2.7) (resp.
(2.8)). Alors, vu le théorème de Rolle 13, on déduit que la ∂RP

∂ϕ (r, ϕ) s’annule sur cet intervalle
contrairement à ce qui vient d’être établi. On a donc démontré que

|CR ∩ ΓRP
| = |CR ∩ ΓIP

| = 2d.

4) Soit r0 > R0. Vu les points précédents, on peut décrire explicitement l’ensemble Cr0 ∩ ΓRP

de la manière suivante

Cr0 ∩ ΓRP
= {(r0 cos αi(r0), r0 sin αi(r0))| 0 ≤ α0(r0) < . . . < α2d−1(r0) < 2π}

avec αi(r) ∈]θ1+4i, θ3+4i[, i = 0, . . . , 2d − 1. De manière similaire, on a

Cr0 ∩ ΓIP
= {(r0 cos βi(r0), r0 sin βi(r0))| 0 ≤ β0(r0) < . . . < β2d−1(r0) < 2π}

avec βi(r0) ∈]θ3+4i, θ5+4i[, i = 0, . . . , 2d − 1. On déduit directement que l’on a pour tout
i ∈ {1, . . . , 2d − 1}, on a βi−1(r0) < αi−1(r0) < βi(r0) < αi(r0).

Nous continuons l’étude de notre exemple explicite :

Exemple (Suite 2). On peut maintenant déterminer le rayon R pour lequel le cercle décrit par
ce rayon va intersecter les courbes RP = 0 et IP = 0 au total 2d = 8 fois chacune. On doit avoir

R >

{
max 1,

√
2(2 + 3 + 10)

1

}
=
{

max 1, 15
√

2
}

.

On peut donc prendre R = 22. Calculons les valeurs de RP (R, ϕ) pour ϕ = π
4d , ϕ = 3π

4d ,
ϕ = 5π

4d , . . ., ϕ = (8d−1)π
4d .

Ainsi, nous obtenons :
• Si ϕ = π

16 :

RP (22, ϕ) = 224 · cos
(

4 · π

16

)
− 2 · 222 · cos

(
2 · π

16

)
+ 3 · 22 · cos

(
π

16

)
+ 10

≈ 164824.423 > 0

• Si ϕ = 3π
16 :

RP (22, ϕ) ≈ −165949.567 < 0

• Si ϕ = 5π
16 :

RP (22, ϕ) ≈ −165226.901 < 0

• Si ϕ = 7π
16 :

RP (22, ϕ) ≈ 166561.197 > 0
13. Gauss affirme ce résultat sans référence explicite à ce théorème. Pour rappel, ce théorème stipule que si une

fonction réelle et continue sur un intervalle fermé [a, b], dérivable sur ]a, b[ prend la même valeur aux extrémités
de l’intervalle , alors il existe au moins un point c ∈ (a, b) satisfaisant f ’(c) = 0. Voir [32]. Ce théorème a été
démontré pour la première fois par le mathématicien français Michel Rolle en 1691.
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• Si ϕ = 9π
16 :

RP (22, ϕ) ≈ 166535.446 > 0
...

• Si ϕ = 29π
16 :

RP (22, ϕ) ≈ −165949.567 < 0
• Si ϕ = 31π

16 :
RP (22, ϕ) ≈ 164824.423 > 0

On constate bien que RP s’annule entre ]θ1, θ3[, entre ]θ5, θ7[, . . ., jusqu’à ]θ29, θ31[. Un raison-
nement similaire peut être appliqué à IP .

Représentons ensuite ce cercle dans le même repère que les deux courbes. On obtient bien à
chaque fois 8 intersections avec chaque courbe :

Figure 2.4 – Représentation des courbes ΓRP
, ΓIP

et le cercle de rayon R.

Nous terminons cette section par une remarque importante qui sera utilisée dans le chapitre
qui suit.
Remarque 1. En reprenant les notations de l’énoncé du théorème 4 et du lemme 2, nous
observons que chacun des nombres cos(αi(r)), i = 0, . . . , 2d − 1 est une racine des équations
pr(x) = 0 où pr est un polynôme de degré r à coefficients réels. Vu les relations

pr(cos(θ)) = RP (r, θ) = R̃P (r cos(θ), r sin(θ))

déduites de (2.6) et (2.5), on peut conclure que les égalités

αi(r) + α2d−1−i(r) = 2π

sont satisfaites pour tout i = 0, . . . , 2d − 1 parce que P est à coefficients réels et que les nombres
αi(r), i = 0, . . . , 2d − 1 sont classés par ordre croissant. De même, pour tout i = 1, . . . , d − 1, d +
1, . . . , 2d − 1, on obtient

βi(r) + β2d−i(r) = 2π

et on vérifie directement que β0(r) = 0, βd(r) = π en se référant à l’expression du polynôme qr

donnée en (2.6). Il s’ensuit qu’on dispose des factorisations

pr(x) = 2dad(x − cos(α0(r)) . . . (x − cos(αd−1(r))) (2.9)

et
qr(x) = 2dad(x − cos(β1(r)) . . . (x − cos(βd−1(r))). (2.10)
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2.4 La preuve de Gauss : les lacunes
En effet, ce remarquable érudit nous avait déjà présenté une dé-
monstration de cette proposition en 1799 mais elle avait, comme il
l’a admis, le défaut de prouver une vérité purement analytique sur
la base d’une considération géométrique.Voir [6, p.51]

Bolzano, 1817

Malgré son ingéniosité, la démonstration que Gauss proposée en 1799 manque de rigueur :
il énonce de nombreux résultats sans les prouver explicitement, se bornant parfois à traiter des
cas particuliers et à donner des indications clés concernant la marche à suivre. Certains de ses
arguments reposent parfois sur des résultats d’apparence élémentaire mais qui n’ont été prouvés
que bien plus tard : par exemple, la proposition 2 s’appuie de manière essentielle sur le Théo-
rème des Valeurs Intermédiaires [32]. Bernard Bolzano 14, entre autres, critiqua la dépendance
à la géométrie du travail de Gauss et fournit dans la foulée la première preuve satisfaisante du
Théorème de la Valeur Intermédiaire [6]. Par ailleurs, ses considérations s’appuient aussi sur des
notions de base (continuité, dérivabilité, ...) dont l’étude était certainement encore balbutiante.
Dans cette section, nous étudions les derniers arguments présentés par Gauss dans sa thèse, en
pointant certaines faiblesses de son raisonnement, sans pour autant chercher à y remédier di-
rectement puisque les résultats sous-jacents s’avèrent délicats à prouver. En effet, dans la partie
finale de son travail, Gauss explore la nature des courbes algébriques ΓRP

, ΓIP
et utilise des ré-

sultats subtils concernant la topologie, le comportement à l’infini, et les propriétés d’intersection
des courbes ΓRP

et ΓIP
. Gauss était tellement convaincu de ces résultats, que nous décrirons

plus bas, qu’il les enjambe de la manière suivante 15 :

Bien que je sache, personne n’a soulevé de doutes à ce sujet. Cependant, si quelqu’un en
exigeait la preuve, je m’engage à fournir une démonstration qui ne laisserait place à aucun
doute, à une autre occasion... (Gauss 1799)

Cependant, la thèse de Gauss reste une réalisation remarquable et est largement acceptée
comme la première démonstration du Théorème Fondamental de l’Algèbre dépourvue de défauts
majeurs. Les théorèmes qu’il utilisait implicitement ont été tous prouvés rigoureusement par la
suite, confirmant ainsi la validité de son approche.

Voici un résumé de la fin de l’argument de Gauss. Il choisit un rayon r > 0 pour lequel les
conclusions du théorème 3 sont vérifiées et désigne

1) par 0 le point sur la circonférence du cercle où elle est intersectée par la partie gauche de
l’axe (qui est elle-même l’une des 2d branches 16 de la courbe ΓIP

),
2) par 1 le point le plus proche où une branche de la deuxième courbe entre,
3) . . .

Il déduit (sans preuve formelle) qu’avec les notations des sections précédentes, les αi pour
i ∈ 0, . . . , 2d − 1 correspondent au point d’indice impair et les βi pour i ∈ 0, . . . , 2d − 1 corres-
pondent au point d’indice pair. Gauss appuie sons propos en recourant à des schémas frappant
qui orientent en sa faveur le lecteur. En voici une reproduction :

14. Bolzano a reproché à Gauss l’utilisation de considérations géométriques pour prouver des vérités analytiques.
Cependant, il a reconnu que les démonstrations ultérieures de Gauss (1816) avaient corrigé ce défaut en adoptant
une approche purement analytique.

15. Voir [22, p.27] de la thèse Gauss (annexe 5) et Friedelmeyer [19].
16. Gauss mentionne systématiquement le concept de branche d’une courbe algébrique plane alors qu’il ne

définit cette notion nul part dans son travail.
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Figure 2.5 – La figure 2 de la thèse de Gauss de 1799.

Gauss énonce ensuite une suite de résultats qui sont justifiés de manière incomplètes en
recourant à l’intuition visuelle du lecteur et (re)formulés ci-dessous :

Proposition 4 (voir p.27 de [22] ). Tout point d’indice impair est relié à un autre point d’indice
impair par une branche de ΓRP

et que tout point d’indice pair est relié à un autre point d’indice
pair par une branche de ΓIP

, ces branches étant situées à l’intérieur du cercle.

Les arguments de Gauss sont géométriques, voire dépendant du dessin proposé. Il affirme
que toute courbe algébrique pénètre et ressort nécessairement d’un espace délimité. Voici sa
justification 17 :

Dans le cas présent, cela est vraiment manifeste : supposons qu’une branche, par exemple
2, ne sorte nulle part du cercle. Alors, vous pourriez entrer dans le cercle entre 0 et 2,
contourner toute cette branche (qui devrait se perdre à l’intérieur du cercle), et finalement
sortir à nouveau du cercle entre 2 et 4, sans intersecter la première courbe. Cela est absurde
car, au point d’entrée, la première surface serait au-dessus de vous et, à la sortie, en dessous
de vous. Par conséquent, vous devez nécessairement avoir rencontré la première surface
quelque part, c’est-à-dire un point de la première courbe. (Gauss 1799)

Nous voyons que Gauss est allé plus loin que simplement argumenter que les courbes en
question qui entrent dans le cercle doivent également en sortir. Il a soutenu qu’en fait, toute
branche qui entre dans le cercle doit en sortir sortir à un point différent 18. Son argumentation
repose finalement sur la figure décrite ci-dessous :

17. Bien que Gauss ait affirmé que ce résultat avait déjà été établi par d’autres mathématiciens, il revient sur
cette affirmation dans une note de bas de page, indiquant qu’il pourrait fournir une preuve sans aucun doute à
une autre occasion. En effet, aucune preuve rigoureuse n’a été donnée avant les années 1920, celle-ci se révélant
non triviale. Voir section 2.5.2.

18. C’est précisément sur ce sujet que S. Smale s’insurge dans [35] et exprime l’opinion que ce résultat est loin
d’être élémentaire...
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Figure 2.6 – La Figure 3 de la thèse de Gauss de 1799.

La dernière étape du raisonnement de Gauss repose sur le résultat suivant :

Proposition 5 (voir [22][p.28]). Dans les conditions précédentes et compte tenu de cette connais-
sance des connexions entre les points sur le cercle extérieur, les courbes ΓRP

et ΓIP
s’intersectent.

En analysant les arguments de Gauss pour justifier le résultat annoncé, on constate que
ces derniers reposent in fine sur l’utilisation implicite du théorème de Jordan 19 concernant les
courbes continues simples du plan et d’une variante du théorème des valeurs intermédiaires déjà
rencontrés plus tôt. Le diagramme ci-dessous est utilisé par Jean-Pierre Friedelmeyer dans [19]
pour étayer les arguments menés par Gauss.

Figure 2.7 – La figure dans l’analyse de J.P. Friedelmeyer ([19]).

19. Le complémentaire d’une courbe de Jordan S dans un plan affine réel est formé d’exactement deux compo-
santes connexes distinctes, l’une bornée et l’autre non. Toutes deux ont pour frontière la courbe de Jordan S.
Ce théorème a été démontré par Camille Jordan (1838–1922) en 1887.
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2.5 Perspectives sur la preuve de Gauss (1799)

2.5.1 Le point de vue complexe
Ceterum ex eo tempore, quo analystae comperti sunt, infinite mul-
tas aequationes esse, quae nullam omnino radicem phihaberent, nisi
quantitates formae a + b

√
−1 admittantur, tales quantitates fictiae

tamquam peculiare quantitatum genus, quas imaginarias dixerunt,
vt realibus distinguerentur, consideratae et in totam analysin in-
troductae sunt ; quonam iure ? hoc loco non disputo. – Demonstra-
tionem meam absque omni quantitatum imaginarium subsidio abso-
luam, etsi eadem libertate, qua omnes recentiores analystae vsi sunt,
etiam mihi vti liceret .

Gauss, 1799

En analysant la thèse de Gauss, on constate que celui-ci s’acharne obstinément à éviter
tout recours explicite aux nombres complexes, conformément à la perception de l’époque qui les
jugeait moins rigoureux que les nombres réels et malgré que certains parmi ses contemporains les
utilisaient sans restriction. Néanmoins, lors du 50e anniversaire de sa démonstration originale, il
publia une quatrième démonstration utilisant librement les nombres complexes, alors largement
acceptés par la communauté mathématique de l’époque. C’est étonnant de la part de Gauss
étant donné qu’il est habituellement reconnu comme l’un des grands promoteurs de ces derniers
[17], et qu’il s’est dès lors trouvé contraint d’utiliser des détours trigonométriques pour arriver
à ses fins.

L’objectif de cette section est d’interpréter les résultats clés établis par Gauss dans sa thèse et
analysés précédemment du point de l’algèbre des nombres complexes. Le théorème 3 s’interprète
aisément dans le cadre des nombres complexes et nous allons voir que sa preuve est grandement
simplifiée.

Théorème 5. Soit P ∈ R[x] un polynôme à coefficients réels. Si z0 ∈ C satisfait P (z0) = 0
alors on a aussi P (z0) = 0. De plus,
1) si z0 = r0eiϕ0 /∈ R alors le polynôme P (x) est divisible par (x − z0)(x − z0) = x2

0 −
2r0x cos (ϕ0) + r2

0.
2) si z0 = r0eiϕ0 ∈ R alors le polynôme P (x) est divisible par (x − r0 cos(ϕ0)).

Démonstration. Soient P (x) =
∑d

i=1 aix
i avec ai ∈ R et z0 tel que P (z0) = 0. Alors on a

0 = P (z0) =
d∑

i=1
aizi

0 =
d∑

i=1
aiz0

i = P (z0).

Si z0 = r0eiϕ0 n’est pas réel alors z0 et z0 sont deux racines distinctes de l’équation P (x) = 0 et
on déduit de la théorie générale ([33]) que P (x) est divisible par

(x − z0)(x − z0) = ((x − r0 cos (ϕ0)) − ir0 sin (ϕ0)) ((x − r0 cos (ϕ0)) + ir0 sin (ϕ0))
= x2 − 2r0 cos(ϕ0))x + r2

0 sin2(ϕ0).

Si z0 = r0eiϕ0 est réel alors z0 = r0 cos(ϕ0) et P (x) est divisible par (x − r0 cos(ϕ0)).

19. De plus, à partir du moment où les analystes ont découvert qu’il existait une infinité d’équations qui
n’auraient aucune racine, à moins d’admettre des quantités de la forme a + b

√
−1, de telles quantités fictives

ont été considérées comme une classe spéciale de quantités qu’ils ont appelées imaginaires, c’est-à-dire pour les
distinguer des réels et ils ont été introduits dans toute l’analyse ; de quel droit ? Je ne conteste pas ce point. -
J’absoudrai ma démonstration sans aucun support de quantités imaginaires, bien qu’il me soit permis de le faire
avec la même liberté avec laquelle tous les analystes modernes l’ont tenté.
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De même les définitions importantes 1 et 2 ont une interprétation naturelle dans le cadre des
nombres complexes.

Lemme 3. Soit P (x) un polynôme à coefficients réel de degré d. Pour tout couple (r, ϕ) ∈
R+ ×[0, 2π[, on a 20 {

RP (r, ϕ) = ℜ(P (eiϕ))
IP (r, ϕ) = ℑ(P (eiϕ)) (2.11)

et, pour tout couple (x, y) ∈ R2, on a{
R̃P (x, y) = ℜ(P (x + iy))
ĨP (x, y) = ℑ(P (x + iy)). (2.12)

Démonstration. Soit P (x) un polynôme à coefficients réel et de degré d. La preuve est immédiate.
En effet, si (r, ϕ) ∈ R+ ×[0, 2π[, on a

RP (r, ϕ) =
d∑

j=0
ajrj cos(jϕ) =

d∑
j=0

ajrjℜ(ejϕ) = ℜ(P (eiϕ))

et

IP (r, ϕ) =
d∑

j=0
ajrj sin(jϕ) =

d∑
j=0

ajrjℑ(ejϕ) = ℑ(P (eiϕ)).

De même, si (x, y) ∈ R2, on a

R̃P (x, y) =
d∑

j=0
aj

∑
k∈{0,...,j}

k pair

Ck
j (−1)

k
2 xj−kyk =

d∑
j=0

ajℜ((x + iy)k) = ℜ(P (x + iy))

et

ĨP (x, y) =
d∑

j=1
aj

∑
k∈{0,...,j}
k impair

Ck
j (−1)

k−1
2 xj−kyk =

d∑
j=0

ajℑ((x + iy)k) = ℑ(P (x + iy)).

Au vu du résultat précédent, les courbes ΓRP
et ΓIP

considérée par Gauss et mentionnées
à la définition 3 sont évidemment les lieux d’annulation des parties réelles et imaginaire du
polynôme P . Si on revient à l’énoncé du théorème 3, l’existence d’une paire de nombres (r0, ϕ0)
satisfaisant les relations (2.11) et (2.12) garantissent que le polynôme étudié est divisible par

(x − r0 cos ϕ0) si r0 sin(ϕ0) = 0

ou par
Q(x) = (x2 − 2r0 cos(ϕ0)x + r2

0) si r0 sin(ϕ0) ̸= 0.

Dans le premier cas, on déduit directement que le polynôme satisfait P (r0 cos(ϕ0)) = 0 et
dans le second cas, on vérifie que P (r0 cos(ϕ0) + ir0 sin(ϕ0)) = 0 parce que

Q(r0 cos(ϕ0) + ir0 sin(ϕ0)) = (r0 cos(ϕ0) + ir0 sin(ϕ0))2 − 2r0 cos(ϕ0)(r0 cos(ϕ0) + ir0 sin(ϕ0)) + r2
0

=
(
r2

0 cos2(ϕ0) − r2
0 sin2(ϕ0) − 2r2

0 cos2(ϕ0) + r2
0

)
+ i

(
2r2

0 cos(ϕ0) sin(ϕ0) − 2r2
0 cos(ϕ0) sin(ϕ0)

)
= 0.

20. Soit z = x + iy un nombre complexe, où x et y sont des nombres réels, et i est tel que i2 = −1. Alors on
note ℜ(z) la partie réelle du nombre complexe z, c’est-à-dire ℜ(z) = x. De la même manière, on note ℑ(z) sa
partie imaginaire, c’est-à-dire ℑ(z) = y.
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Enfin, notons que l’énoncé du théorème prouvé dans la thèse de Gauss ne coïncide pas avec
ce que nous appelons aujourd’hui le Théorème Fondamental de l’Algèbre (voir 7). En effet, ce
Théorème Fondamental de l’Algèbre stipule que tout polynôme non constant P à coefficients
complexes et de degré m admet m racines complexes si on tient compte de leurs multiplicités.
L’énoncé de Gauss 2 quant à lui garantit que tout polynôme non constant à coefficients réels se
factorise en un produit de facteurs linéaires et de facteurs quadratiques irréductibles. Le lemme
suivant permet de le justifier et de renforcer le crédit accordé à Gauss. La définition ci-dessous
est importante à ce sujet.

Definition 4. Soient n ∈ N et P =
∑n

k=0 ckzk ∈ C[z] un polynôme à coefficients complexes de
degré n. Alors on note P la fonction polynomiale définie par

P (z) =
n∑

k=0
ckzk.

pour tout z ∈ C.

Lemme 4. Soient n ∈ N et P ∈ C[z].
1) Pour tous z ∈ C, on a P (z) = P (z).
2) La fonction P est un polynôme à coefficients réel.
3) Soit z0 ∈ C. Si ZP désigne l’ensemble d’annulation de P , alors on a z0 ∈ ZP P si et seulement

si z0 ∈ ZP ∪ ZP .

Démonstration. Soient n ∈ N et P =
∑n

k=0 ckzk ∈ C[z] un polynôme à coefficients complexes de
degré n et z ∈ C. Alors on obtient

P (z) =
n∑

k=0
ckzk =

n∑
k=0

ckzk =
n∑

k=0
ckzk

en appliquant systématiquement les propriétés de la conjugaison complexe. Pour le second point
à démontrer, on observe d’abord que les relations suivantes sont bien satisfaites

(PP )(z) = P (z)P (z)

=

 n∑
j=0

cjzj

( n∑
k=0

ckzk

)

=
2n∑
l=0

 ∑
j+k=l

cjck

 zl

si bien que la fonction PP est polynomiale. Pour conclure le raisonnement, il suffit de se
convaincre que chacun des coefficients du polynôme ci-dessous est réel. C’est direct parce que,
pour tout l ∈ {0, . . . , 2n}, on a∑

j+k=l

cjck =
∑

j+k=l

cjck =
∑

j+k=l

cjck.

Pour prouver la dernière assertion, on procède comme ceci. Soit z0 ∈ C. Vu l’assertion précédente,
on a

(PP )(z0) = P (z0)P (z0).

Vu que C est un corps, on tire directement de cette égalité que z0 est une zéro du polynôme PP
si et seulement si z0 ou z0 est un zéro de P .
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2.5.2 Quelques mots à propos de l’apport d’A. Ostrowski
But for the moment, I wish to point out what an immense gap Gauss’
proof contained. It is a subtle point even today that a real algebraic
plane curve cannot enter a disk without leaving.

Smale, 1981

Comme nous l’avons vu précédemment, Gauss n’a pas pleinement justifié toutes ses affirma-
tions, pensant que celles-ci étaient simples et pourraient être fournies ultérieurement si nécessaire.
Cela a été souligné par de nombreux mathématiciens depuis Bolzano[6] en 1817 jusqu’à Steven
Smale en 1981 (voir [35]), où il critique la démonstration de Gauss de 1799, relevant certaines
des lacunes sont importantes et difficiles à compbler.

En 1920, A. Ostrowski a prouvé dans [23], non sans peine les résultats utilisés sans preuve
par Gauss, mettant un point presque final aux efforts entrepris par Gauss 121 ans plus tôt.
Dans ce travail, nous n’aborderons pas en détail l’article de A. Ostrowski. D’une part, il s’agit
d’un travail ardu, tant d’un point de vue mathématique que linguistique. D’autre part, il s’avère
qu’une contribution récente (voir [5]) prétend pouvoir contourner le problème délicat de la
topologie et de l’entrelacement des courbes ΓRP

et ΓIP
de manière élémentaire. L’analyse de ce

travail intéressant est le sujet du chapitre suivant.
En effet, en 2017, Soham Basu et Daniel Velleman ont présenté une nouvelle démonstra-

tion du TFA (voir [5]), qu’ils qualifient d’élémentaire, étant donné qu’ils parviennent à finaliser
l’argument de Gauss tout en évitant les subtilités traitées par Ostrowski. Leur approche est intri-
gante et n’a peut-être pas reçu l’attention qu’elle méritait puisqu’elle court-circuite les résultats
non-triviaux d’Ostrowski. . . Pour cette raison, le chapitre suivant de ce mémoire est consacré à
l’analyse du travail récent de Basu et Velleman.
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Chapitre 3

Complétion élémentaire de la preuve
de Gauss

It has often been said that attempts to prove the fundamental theo-
rem began with d’Alembert (1746), and that the first satisfactory
proof was given by Gauss (1799). This opinion should not be accep-
ted without question, as the source of it is Gauss himself.

Stillwell [voir [36][p.285-286] ], 2010

Introduction

Bien que les premières tentatives de démonstration remontent à d’Alembert en 1746 [9], Carl
Friedrich Gauss est souvent considéré (voir [22]) comme le premier à avoir fourni une démonstra-
tion satisfaisante, ou du moins dont les lacunes sont prétendument aisées à combler, du Théorème
Fondamental de l’Algèbre. Ce point de vue a été décrit et, surtout, commenté dans le chapitre
précédent 1. Dans leur article 2 [5] qui est le sujet de ce chapitre, deux mathématiciens, S. Basu 3

et Daniel J. Velleman 4 ont présenté une méthode élémentaire pour conclure rigoureusement la
preuve géométrique de Gauss, permettant ainsi de contourner les développements d’Ostrowski.
Dans ce chapitre, nous étudions de près l’article [5] de Basu et Velleman et complétons chaque
fois qu’il est nécessaire leurs arguments afin de faciliter la lecture de leur travail.

L’article en question est divisé en quatre section : la première consiste en une longue citation
de J. Stillwell à laquelle nous avons déjà fait allusion. La seconde est un résumé rapide des
développements menés par Gauss dans sa thèse. C’est l’occasion pour eux de fixer quelques
notations et d’expliquer pourquoi il suffit, en suivant Gauss, de traiter le cas des polynômes
à coefficients réels : cette discussion menée de manière informelle se résume au lemme 4 traité
précédemment. La troisième section est celle qui nous a intéressé tout particulièrement : en effet,
c’est précisément dans cette dernière qu’ils décrivent leur méthode pour compléter de manière
élémentaire la preuve de Gauss. Cependant, leur exposition se décline, il faut le constater, souvent
dans un mode explicatif, les assertions, raisonnements et ébauches de preuve s’enchaînant de
manière peu structurée. Le travail présenté ci-dessous consiste dès lors en la (re)formulation des
assertions rencontrées et la (re)structuration de leurs arguments en preuves mathématiques 5.

1. Contrairement à ce point de vue, J. Stillwell affirme dans [36] que la preuve initialement proposée par
d’Alembert en 1746 s’avère plus commode en réalité à compléter, notamment si on compare, ces développements
à ceux menés par A. Ostrowski dans [23].

2. "On Gauss’s First Proof of the Fundamental Theorem of Algèbre"
3. Soham Basu est diplômé en B.Tech. de l’IIT Bombay (2011).
4. D. J. Velleman est professeur adjoint à l’Université du Vermont.
5. Remarquons que le style d’exposition est certainement lié au moyen de publication choisi par les auteurs...

C’est dommage vu que, précisément, il s’agissait de savoir, enfin, s’il était bien vrai que la preuve de Gauss pouvait

47
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3.1 La preuve de Basu et Velleman : analyse et détails
Le début de la preuve de Basu et Velleman est identique à celui de Gauss : ils considèrent

les deux courbes algébriques étudiées par Gauss et naturellement associées à un polynôme

P (x) =
d∑

j=1
ajxj

à coefficients réels justifiant leurs propos par une discussion (voir nos définitions 1, 2 et 3).
Le lemme 2 et la définition 3 du chapitre précédent résument simplement leur démarche en la
recadrant dans le contexte naturel des polynômes de Tchebychev qu’ils ne mentionnent d’ailleurs
pas (voir l’annexe 6). La suite de leur argument est résumée dans le résultat ci-dessous (voir
théorème 4) :

Théorème 6.
1) Pour tout r ∈ R+, les équations RP (r, ϕ) = 0 et IP (r, ϕ) = 0 admettent au plus 2d solutions

dans l’intervalle [0, 2π[.
2) Il existe R > 0 tel que pour tout r > R, les équations RP (r, ϕ) = 0 et IP (r, ϕ) = 0 admettent

exactement 2d solutions dans [0, 2π[.
3) Soit R > 0 satisfaisant les conditions du point précédent et fixons r > R. Si on dénote par

α0(r) < . . . < α2d−1(r) ∈ [0, 2π[ les racines de RP (r, ϕ) = 0 et β0(r) < . . . < β2d−1(r) ∈
[0, 2π[ les racines de IP (r, ϕ) = 0 alors , on a

βi−1(r) < αi−1(r) < βi(r) < αi(r), pour tout i ∈ {1, . . . , 2d − 1}. (3.1)

Le résultat ci-dessus correspond au lemme 2 du chapitre précédent. Pour rappel, en s’ins-
pirant de la preuve de Gauss, nous l’avions prouvé en deux temps : d’abord en établissant, au
moyen d’une étude de signe, que le nombre de solutions des équations considérées était minoré
par 2d puis en recourant au théorème de Rolle. Comme on va s’en rendre compte, Basu et
Velleman procèdent à rebours.

Démonstration.
1) C’est une conséquence directe du théorème 9 et du lemme 2.
2) Le second point repose sur une analyse du comportement asymptotique des termes dominants

de RP (r, ϕ) et IP (r, ϕ) : voir la preuve du théorème 4.
3) Leurs arguments sont similaires à ce que nous avons donné en détail dans la preuve du

théorème 4.

Nous allons voir qu’un changement de stratégie dans la preuve de Gauss permet à Basu et
Velleman de conclure en recourant uniquement à des notions d’analyse élémentaire : en effet, ces
deniers adoptent une approche assez minimaliste qui, il faut le reconnaître cependant, n’apporte
rien à la compréhension de la topologie des courbes algébriques abordées par Gauss et établie
par Ostrowski, mais suffit pour conclure la preuve. L’apport central de Basu et Velleman est,
après analyse, la définition suivante de rayon d’entrelacement d’un polynôme à coefficients réels
et l’étude subséquente de la topologie de l’ensemble de ces nombres.

Definition 5. Soit P ∈ R[x]. On dit qu’un nombre R > 0 est un rayon d’entrelacement pour P
s’il satisfait les conditions 2), 3) du théorème 6. On note

EP = {R > 0 : R est un rayon d’entrelacement pour P} (3.2)

l’ensemble des rayons d’entrelacement de P . Pour tout r > R, on dit aussi que les racines des
équations RP (r, θ) = IP (r, θ) = 0 sont entrelacées.

être complétée de manière élémentaire...



3.1. LA PREUVE DE BASU ET VELLEMAN : ANALYSE ET DÉTAILS 49

La figure suivante (inspirée de [5]) suggère que le rayon du cercle pointillé est un rayon
d’entrelacement pour le polynôme P0(z) = z8+0.2z7−0.1z6−0.3z5−0.1z3+0.2z2−0.3z+0.1. Les
lignes rouges continues (resp. lignes bleues en pointillés) décrivent les solutions de RP0(x, y) = 0
(resp. IP0(x, y) = 0) :

Figure 3.1 – Un rayon d’entrelacement du polynôme P0.

Le théorème 6 garantit que l’ensemble des rayons d’entrelacement est une partie non-vide
de R+. L’idée de Gauss pour conclure sa preuve revient alors à, après avoir choisi un rayon
d’entrelacement R et r0 > R, suivre la courbe 6 RP (r, θ) = 0 depuis un point sur le cercle
|z| = r0 vers l’intérieur du cercle, affirmant ensuite - sans justification (voir 2.4 ) - que cette
dernière devait émerger du disque {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ r0} après avoir intersecter la courbe
d’équation IP (r, ϕ) = 0. En revanche, Basu et Velleman se contente de prouver l’intersection de
ces deux courbes de manière indirecte après avoir étudié précisément l’ensemble EP des rayons
d’entrelacement du polynôme P considéré.

Lemme 5. Soit P ∈ R[x] un polynôme à coefficients réels et de degré d.

1) L’ensemble EP des rayons d’entrelacement est un ouvert 7 ;
2) Pour 0 ≤ j ≤ 2d − 1, les fonctions αi : EP → R et βi : EP → R du théorème 6 sont continues.

Démonstration.

1) Soient P ∈ R[x] un polynôme de degré d et r ∈ EP un rayon d’entrelacement de P . Par
définition, on sait que

0 = β0(r) < α0(r) < β1(r) < . . . < β2d−1 < α2d−1 < 2π.

En posant β2d(r) = 2π, ∀r ∈ R+ pour simplifier les notations, on constate que les nombres
αj(r) − βj(r), βj+1 − αj(r), j = 0, . . . , 2d sont tous strictement positifs.
On note alors

δr = min
{

αj(r) − βj(r)
2 ,

βj+1 − αj(r)
2 : j = 0, . . . , 2d

}
et on déduit que δr > 0 et que pour tout 0 < t < δr, on a

6. Plus précisément, son image dans R2 par l’application φ−1 voir définition 1.
7. Par définition, une partie U de R est ouverte si, pour tout x ∈ U , il existe un intervalle ouvert I satisfaisant

x ∈ I ⊂ U . Voir [32].
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β0(r) + t < α0(r) − t,
α0(r) + t < β1(r) − t,

. . .
β2d−1(r) + t < α2d−1(r) − t
α2d−1(r) + t < β2d(r) − t.

(3.3)

La remarque 1 garantit que la fonction RP (r, .) (resp. IP (r, .)) change de signe en chacun de ses
zéros α0(r), . . . , α2d−1(r) (resp. β0(r), . . . , β2d−1(r)). Il s’ensuit que les nombres RP (r, αj(r)−
t) et RP (r, αj(r) + t) (resp. IP (r, βj(r) − t) et IP (r, βj(r) + t)) ont des signes opposés. Vu la
continuité des fonctions RP et IP , il existe δ1 > 0 tel que pour tout 0 < |r − s| < δ1, on a

σ(RP (s, αj(r) − t)) = σ(RP (r, αj(r) − t))
σ(RP (s, αj(r) + t)) = σ(RP (r, αj(r) + t))
σ(IP (s, βj(r) − t)) = σ(IP (r, αj(r) − t))
σ(IP (s, βj(r) + t)) = σ(IP (r, αj(r) + t)).

On en déduit que la fonction RP (s, .) (resp. IP (s, .)) admet au moins un zéro dans chacun
des 2d intervalles

]αj(r) − t, αj(r) + t[, j = 0, . . . , 2d − 1 (resp. ]βj(r) − t, βj(r) + t[, j = 0, . . . , 2d − 1). (3.4)

En procédant comme plus haut, on conclut que la fonction RP (s, .) (resp. IP (s, .)) admet
précisément 2d zéros dans l’intervalle [0, 2π[ vu la relation

RP (s, θ) = pr(cos(θ)) (resp. IP (s, θ) = sin(θ)qr(cos(θ)).

Les relations (3.3) ci-dessus garantissent que les zéros de RP (s, .) et IP (s, .) sont entrelacés.
On a bien démontré que l’ensemble est EP est un ouvert vu que s ∈ EP pour tout s satisfaisant
|r − s| < δ1.

2) Nous poursuivons avec les notations du point précédent et nous voulons démontrer que pour
tout j = 0, . . . , 2d − 1, la fonction αj (resp. βj) est continue sur EP . Pour ce faire, nous fixons
j ∈ {0, . . . , 2d − 1} et r ∈ EP . Alors, on observe que pour tout 0 < ε < δr, on a

|r − s| < δ1 =⇒ αj(s) ∈]αj(r) − ε, αj(r) + ε[

vu les intervalles (3.4).

Le théorème ci-dessous résume l’approche élémentaire proposée par Basu et Velleman pour
compléter la preuve de Gauss.

Théorème 7. Soit P ∈ R[x] un polynôme de degré d satisfaisant P (0) ̸= 0. Alors l’ensemble
EP des rayons d’entrelacement de P est un ouvert de R+ satisfaisant

ιP = inf EP > 0.

En particulier, il existe α ∈ [0, 2π[ tel que RP (ιP , α) = IP (ιP , α).

Démonstration. Soit P ∈ R[x] satisfaisant P (0) ̸= 0. Nous savons déjà que EP est un ouvert
de R+. Il s’agit donc d’une partie minorée de R et, par conséquent, admet une borne inférieure
inf EP /∈ EP (voir [32]).
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1. Supposons par l’absurde que inf EP = 0. On en déduit par définition qu’il existe une suite
de rayons d’entrelacement (rn)n∈N satisfaisant

lim
n→∞

rn = 0.

Par ailleurs, vu la définition 2, on a l’identité P (x) = R̃P (x, 0) pour tout x ∈ R et on
conclut

P (0) = R̃P (0, 0)
= lim

n→∞
R̃P (rn cos(αj(rn)), rn sin(αj(rn)))

= lim
n→∞

RP (rn, αj(rn)) = 0

par (2.5) et la définition des rayons d’entrelacement.
2. Vu ce qui précède, on sait que 0 < ιP = inf EP /∈ EP . On sait alors qu’il existe une suite de

rayons d’entrelacement (rn)n∈N convergente vers ιP . En appliquant à répétition le théorème
de Bolzano-Weierstrass 8, on peut supposer que, pour tout j ∈ {0, . . . , 2d − 1}, les suites
(αj(rn))n∈N et (βj(rn))n∈N sont convergentes vers aj et bj respectivement. Par continuité
des fonctions RP et IP , nous déduisons d’abord que, pour tout j ∈ {0, . . . , 2d − 1}, on a

RP (ιP , aj) = lim
n→∞

RP (rn, αj(rn)) = 0 (3.5)

et
IP (ιP , bj) = lim

n→∞
IP (rn, βj(rn)) = 0. (3.6)

Ensuite, vu que, pour tout n ∈ N, on a

β0(rn) < α0(rn) < β1(rn) < . . . < β2d−1(rn) < α2d−1(rn) (3.7)

par définition des rayons d’entrelacement, on déduit les inégalités

0 = b0 ≤ a0 ≤ b1 ≤ . . . ≤ b2d−1 ≤ a2d−1 ≤ 2π.

Supposons à présent que toutes ces inégalités sont strictes. On déduit de (3.5), (3.6),(3.7)
que ιP est un rayon d’entrelacement. Il s’agit d’une contradiction. Par conséquent, au
moins une des inégalités est non stricte. Il existe alors j, k ∈ {0, . . . , 2d − 1} tels que

aj ≡ bk

et on déduit RP (ιP , aj) = 0 et IP (ιP , aj) = IP (ιP , bk) = 0.

3.2 Perspectives sur l’article de Basu et Velleman
La démonstration proposée par Basu et Velleman [5] complète la méthode de Gauss en

introduisant la notion de rayon d’entrelacement associé à tout polynôme P à coefficients réels.
Ils établissent l’existence de la borne inférieurs de l’ensemble de ces rayon, notée ιP et satisfaisant
ιP > 0 si P (0) ̸= 0. Ils démontre que le cercle centré à l’origine et de rayon ιP doit nécessairement
contenir au moins une racine du polynôme P .

Cette approche, bien que fondée sur des concepts élémentaires, repose néanmoins sur des
notions fines : topologie des parties de R, définition précises des ouverts, existence d’une borne

8. Le théorème de Bolzano-Weierstrass (voir [32]), énonce que toute suite bornée de Rn admet une sous-suite
convergente.
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inférieure, . . .. En utilisant des arguments topologiques de base, ils parviennent à combler les
lacunes laissées par Gauss 9.

Cependant, on peut reprocher à Basu et Velleman de ne pas avoir su tirer pleinement parti
des outils modernes dont ils disposent. Gauss, à son époque, avait laissé certaines parties de
sa démonstration dans le vague, probablement par manque d’outils rigoureux. De manière sur-
prenante, Basu et Velleman semblent reproduire ce flou, malgré ce qu’ils annoncent dans leur
article et contrairement à ce qu’on aurait pu attendre dans ce cas de figure. Leur prétention à
compléter de manière rigoureuse la démonstration de Gauss semble donc à remettre en ques-
tion, de ce point de vue-là, d’autant plus que certaines de leurs assertions ne sont pas justifiées
complètement, et que les explications fournies ne suffisent pas toujours à combler ces lacunes.
Nous avons tenté de remédier à ces différents problèmes dans la section précédente.

On peut se demander pourquoi Gauss n’avait pas développé les arguments mentionnés par
Basu et Velleman. Une supposition plausible est que ces concepts, bien que connus et utilisés à
son époque, n’étaient pas encore suffisamment formalisés pour être intégrés dans une démons-
tration rigoureuse. Il se pourrait également que Gauss ait perçu ces notions, mais qu’il ait choisi
de ne pas les utiliser faute de formalisation adéquate.

9. Il est intéressant de noter que parmi les étudiants de Gauss figurent des figures fondatrices de la topologie
Listing (1808-1882) et Riemann (1826-1866).
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Chapitre 4

Corps réels clos

Introduction
Dans ce dernier chapitre, nous allons nous intéresser au caractère algébrique de la preuve

du Théorème Fondamental de l’Algèbre. On pourrait se demander pourquoi ce théorème porte
désormais le nom de Théorème Fondamental de l’Algèbre car nous ne savons pas si une démons-
tration exclusivement basée sur des principes algébriques permet de démontrer ce théorème. En
effet, dans toutes les preuves que nous avons lues durant nos recherches pour ce travail, toutes
font appel à des résultats issus de la topologie ou de l’analyse. On est alors amené à se poser la
question suivante :

Existe-t-il une preuve purement algébrique du TFA ?

En prenant du recul et en réalisant des recherches pour tenter de répondre à cette question,
une première réponse intéressante a été trouvée sur un forum de discussion mathématique 1 à
laquelle il nous semblait intéressant de réfléchir :

"Il n’existe pas de preuve purement algébrique du TFA car R est lui-même un objet analytique."

En effet, pour définir l’ensemble des nombres réels, nous devons recourir à l’analyse 2. Ce-
pendant, il existe une preuve de Emil Artin et Otto Schreier [1] dont la première partie est
totalement algébrique et la deuxième partie est elle par contre analytique. Cette preuve repose
sur la notion de corps réel clos et démontre que l’adjonction de i à tout corps réel clos engendre
un corps algébriquement clos. Cette partie de la preuve est purement algébrique. Pour conclure
et obtenir le Théorème Fondamental de l’Algèbre, il restera à montrer que R est un corps réel
clos.

4.1 Corps réels clos et premières propriétés
Dans cette section, nous allons définir la définition de corps réels clos pour ensuite établir les

premiers résultats de base de ces corps. La définition de corps réels clos et les différents résultats
développés dans la section ci-dessous proviennent de [4].

Dans un premier temps, définissons la notion d’ordre total pour ensuite définir celle de corps
totalement ordonné :

1. https ://les-mathematiques.net/vanilla/discussion/comment/641341
2. Pour rappel, on dispose notamment des deux méthodes suivantes pour définir les nombres réels : celle de

Dedekind via la notion de coupure et celle de Cantor via les suites de Cauchy. Voir, par exemple, [38].

55
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Definition 6. Une relation binaire ≤ sur un ensemble E est un ordre total si pour tous éléments
x, y et z appartenant à E, on a les propriétés suivantes :

• réflexivité : x ≤ x ;
• anti-symétrie : si x ≤ y et y ≤ x, alors x = y
• transitivité : si x ≤ y et y ≤ z, alors x ≤ z
• totalité : x ≤ y ou y ≤ x

Les trois premières propriétés implique que ≤ est une relation d’ordre alors que la quatrième
propriété fait de cet ordre un ordre total.

Definition 7. Un corps K est dit totalement ordonné si la condition d’être positif, pour les
éléments de ce corps est définie par les propriétés suivantes :
1) Pour tout élément a de K, on a exactement l’une des relations suivantes :

a = 0, a > 0, −a > 0.

2) Si a > 0 et b > 0, alors a + b > 0 et a · b > 0.
En particulier, si −a > 0, alors on dira que a est négatif.

Exemple. Le corps R des réels, muni de la relation d’ordre habituelle, est un corps totale-
ment ordonné, donc cela implique que tous ses sous-corps (comme par exemple le corps Q des
rationnels) l’est également (pour l’ordre induit).

Voici une proposition qui nous sera utile pour démontrer que l’adjonction de i à tout corps
réel clos engendre un corps algébriquement clos dans le théorème de caractérisation des corps
réels clos :

Proposition 6. Soit P = apXp + . . . + a0 tel que ap ̸= 0 un polynôme avec tous ses coefficients
dans un champ ordonné F . Si |x| est plus grand que 2

∑
0≤i≤p

|ai|
|ap| , alors P (x) et apxp sont de

même signe.

Démonstration. Supposons que

|x| > 2
∑

0≤i≤p

∣∣∣∣∣ ai

ap

∣∣∣∣∣ ,
ce qui implique |x| > 2. Puisque

P (x) = apxp +
∑

0≤i≤p−1
aix

i,

nous pouvons écrire
P (x)
apxp

= 1 +
∑

0≤i≤p−1

ai

ap
xi−p.

Ainsi,
P (x)
apxp

≥ 1 − (
∑

0≤i≤p−1

|ai|
|ap|

|x|i−p).

Étant donné que |x| > 2
∑

0≤i≤p
|ai|
|ap| , nous avons

P (x)
apxp

≥ 1 − (
∑

0≤i≤p

|ai|
|ap|

)
(
|x|−1 + |x|−2 + · · · + |x|−p

)
.

Puisque |x| > 2, il s’ensuit que

P (x)
apxp

≥ 1 − 1
2
(
1 + |x|−1 + · · · + |x|−(p−1)

)
.
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Cela peut être écrit comme

P (x)
apxp

≥ 1 − 1
2

(
1 − |x|−p

1 − |x|−1

)
> 0.

En effet, pour |x| > 2, on a 0 < |x|−1 < 1
2 , donc 1−|x|−1 > 1

2 . De plus, 1−|x|−p est toujours po-
sitif et inférieur à 1. Ainsi, 1−|x|−p

1−|x|−1 est une fraction positive et inférieure à 2 (car 1−|x|−p

1−|x|−1 < 1
1
2

= 2).

Donc,
1
2

(
1 − |x|−p

1 − |x|−1

)
< 1.

Cela implique que :

1 − 1
2

(
1 − |x|−p

1 − |x|−1

)
> 0.

Par conséquent, nous avons bien que :

P (x)
apxp

≥ 1 − 1
2

(
1 − |x|−p

1 − |x|−1

)
> 0.

Cela montre que P (x)
apxp est positif, donc P (x) et apxp sont de même signe sous les conditions

données.

Nous définissons à présent la notion de cône d’un corps qui nous sera utile afin de définir les
corps réels clos et que l’on doit envisager comme un ensemble d’éléments non négatifs :

Definition 8. Un cône du corps F est un sous-ensemble C de F tel que :
• x ∈ C, y ∈ C ⇒ x + y ∈ C,
• x ∈ C, y ∈ C ⇒ xy ∈ C,
• x ∈ F ⇒ x2 ∈ C.

En particulier, un cône C est propre si, de plus, −1 /∈ C.

Definition 9. Soit (F, ≤) un corps ordonné. Le sous-ensemble C = {x ∈ F | x ≥ 0} est un
cône, le cône positif de (F, ≤).

Notation 1. Soit K un corps. Nous notons par K(2) l’ensemble des carrés des éléments de K
et par

∑
K(2) l’ensemble des sommes de carrés des éléments de K.

Nous sommes alors en mesure de définir un corps réel clos :

Definition 10. Un corps K est un corps réel si −1 /∈
∑

K(2). Autrement dit, un corps est dit
réel si dans ce corps, −1 n’est pas représentable par une somme de carrés.

Avec ces outils en main, nous pouvons maintenant formuler la définition précise d’un corps
réel clos.

Definition 11. Un corps réel clos R est un corps ordonné dont le cône positif est l’ensemble
des carrés R(2) et tel que tout polynôme de degré impair dans R[X] ait une racine dans R.

Remarque 2. Observons que la condition stipulant que le cône positif d’un corps réel clos R
est R(2) implique que R possède un ordre unique en tant que corps ordonné, car le cône positif
de tout ordre doit nécessairement inclure R(2).

Avant d’être en mesure de pouvoir démontrer le théorème de caractérisation des corps réels
clos, il nous faut d’abord définir de nouvelles notions et établir quelques nouveaux résultats à
propos des polynômes symétriques :



58 CHAPITRE 4. CORPS RÉELS CLOS

Definition 12. Soit K un corps. Un polynôme Q(X1, . . . , Xk) ∈ K[X1, . . . , Xk] est symétrique
si, pour toute permutation µ de {1, . . . , k},

Q(Xµ(1), . . . , Xµ(k)) = Q(X1, . . . , Xk).

Definition 13. Pour i = 1, . . . , k, la i-ème fonction symétrique élémentaire est

Ei =
∑

1≤j1<···<ji≤k

Xj1 · · · Xji .

Les fonctions symétriques élémentaires sont en relation avec les coefficients des polynômes
de la manière suivante :

Lemme 6. Soient X1, . . . , Xk des éléments d’un corps K et

P = (X − X1) · · · (X − Xk) = Xk + C1Xk−1 + · · · + Ck,

alors Ci = (−1)iEi

Démonstration. Identifions le coefficient de Xi des deux côtés de

(X − X1) · · · (X − Xk) = Xk + C1Xk−1 + · · · + Ck.

En effet, pour chaque i, les termes du produit développé comprennent toutes les combinaisons
des produits des Xj et des constantes 1 issues de chaque facteur (X − Xj). En particulier :
1) Le coefficient de Xk−1 est la somme des racines (en tenant compte des signes), c’est-à-dire :

C1 = −(X1 + X2 + · · · + Xk).

2) Le coefficient de Xk−2 est la somme de tous les produits possibles de deux racines prises
parmi X1, X2, . . . , Xk, c’est-à-dire :

C2 = X1X2 + X1X3 + · · · + Xk−1Xk.

3) Le coefficient de Xk−3 est la somme de tous les produits possibles de trois racines prises
parmi X1, X2, . . . , Xk, et ainsi de suite.

4) Enfin, le terme constant Ck est le produit des racines avec un signe alterné en fonction de k :

Ck = (−1)kX1X2 · · · Xk.

Mais nous savons que les fonctions symétriques élémentaires sont définies comme suit :

Ei =
∑

1≤j1<j2<···<ji≤k

Xj1Xj2 · · · Xji .

Pour i = 1, . . . , k, chaque Ei est la somme de tous les produits possibles de i racines distinctes
parmi X1, X2, . . . , Xk.

Ainsi, en comparant les coefficients Ci avec les Ei, nous observons que chaque coefficient Ci

est donné par (−1)i multiplié par Ei. Plus formellement :
• C1 est la somme des racines prises une à une, donc :

C1 = −(X1 + X2 + · · · + Xk) = −E1.

• C2 est la somme des produits des racines prises deux à deux, donc :

C2 = X1X2 + X1X3 + · · · + Xk−1Xk = E2.
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• En général, Ci est (−1)i fois la somme des produits des racines prises i à i, c’est-à-dire :

Ci = (−1)iEi.

Proposition 7. Soit K un corps et soit

Q(X1, . . . , Xk) ∈ K[X1, . . . , Xk]

un polynôme symétrique. Il existe un polynôme

R(T1, . . . , Tk) ∈ K[T1, . . . , Tk]

tel que Q(X1, . . . , Xk) = R(E1, . . . , Ek).

Pour démontrer la proposition 7, nous utilisons le concept d’ordre lexicographique gradué.
Nous commençons par définir l’ordre lexicographique, qui est l’ordre alphabétique, afin de pou-
voir ensuite introduire la notion d’ordre lexicographique gradué :

Notation 2. Nous désignons par Mk l’ensemble des monômes en k variables. Remarquons que
Mk peut être identifié avec Nk en posant Xα = Xα1

1 . . . Xαk
k .

Definition 14. Soit (B, <) un ensemble totalement ordonné. L’ordre lexicographique <lex sur
les séquences finies de k éléments de B est l’ordre total <lex défini par induction sur k par :

b <lex b′ ⇔ b < b′

(b1, . . . , bk) <lex (b′
1, . . . , b′

k) ⇔ (b1 < b′
1) ∨ (b1 = b′

1 ∧ (b2, . . . , bk) <lex (b′
2, . . . , b′

k)).

Definition 15. L’ordre lexicographique gradué <grlex sur l’ensemble des monômes dans k va-
riables Mk est l’ordre total Xα <grlex Xβ défini par :

Xα <grlex Xβ ⇔ (deg(Xα) < deg(Xβ)) ∨ (deg(Xα) = deg(Xβ) ∧ α <lex β),

avec α = (α1, . . . , αk), β = (β1, . . . , βk), Xα = Xα1
1 · · · Xαk

k , Xβ = Xβ1
1 · · · Xβk

k .

Grâce à ces deux définitions, nous pouvons désormais démontrer la proposition 7 :

Démonstration. Étant donné que Q(X1, . . . , Xk) est symétrique, cela signifie que pour toute
permutation µ des indices {1, . . . , k},

Q(Xµ(1), . . . , Xµ(k)) = Q(X1, . . . , Xk).

Considérons le monôme principal de Q dans l’ordre lexicographique gradué. Disons qu’il
s’agit de cαXα = cαXα1

1 · · · Xαk
k où α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αk.

Il existe une combinaison des fonctions symétriques élémentaires E1, . . . , Ek telle que le
monôme principal de cette combinaison dans l’ordre lexicographique gradué est exactement
cαXα.

En particulier, pour les fonctions symétriques élémentaires, nous avons

Ei =
∑

1≤j1<···<ji≤k

Xj1 · · · Xji .

Les Ei sont des sommes de produits de variables, prises i à i.
Construisons alors un polynôme P (E1, . . . , Ek) tel que son monôme principal correspond au

monôme principal de Q. Supposons que le monôme principal de Q soit cαXα1
1 · · · Xαk

k . Nous
trouvons un polynôme P (E1, . . . , Ek) de la forme

P (E1, . . . , Ek) = cαEα1−α2
1 Eα2−α3

2 · · · Eαk
k .
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Le monôme principal de ce polynôme est également cαXα1
1 · · · Xαk

k .
Définissons un nouveau polynôme Q1 comme suit :

Q1 = Q(X1, . . . , Xk) − P (E1, . . . , Ek).

Si Q1 = 0, la démonstration est terminée. Sinon, le monôme principal de Q1 est strictement plus
petit que Xα1

1 · · · Xαk
k dans l’ordre lexicographique gradué. Et nous répétons alors le processus

avec Q1. Puisque le processus de soustraction réduit le degré lexicographique à chaque étape,
nous finirons par atteindre un polynôme nul après un nombre fini d’étapes.

Finalement, nous aurons exprimé Q(X1, . . . , Xk) comme une combinaison finie des fonctions
symétriques élémentaires E1, . . . , Ek.

Ainsi, nous avons prouvé qu’il existe un polynôme R(T1, . . . , Tk) ∈ K[T1, . . . , Tk] tel que

Q(X1, . . . , Xk) = R(E1, . . . , Ek).

Proposition 8. Soit P ∈ K[X], de degré k, et x1, . . . , xk les racines de P (comptées avec leurs
multiplicités) dans un corps algébriquement clos C contenant K. Si un polynôme Q(X1, . . . , Xk) ∈
K[X1, . . . , Xk] est symétrique, alors Q(x1, . . . , xk) ∈ K.

Démonstration. Soient ei, pour 1 ≤ i ≤ k, les i-èmes fonctions symétriques élémentaires évaluées
en x1, . . . , xk. Puisque P ∈ K[X], d’après le lemme 6, on a ei ∈ K. Par la proposition 7, il existe
R(T1, . . . , Tk) ∈ K[T1, . . . , Tk] tel que

Q(X1, . . . , Xk) = R(E1, . . . , Ek).

Ainsi, Q(x1, . . . , xk) = R(e1, . . . , ek) ∈ K.

4.2 Caractérisation des corps réels clos
Après avoir établi les résultats fondamentaux dans la section précédente, nous pouvons à

présent nous atteler à la démonstration du théorème de caractérisation des corps réels clos, en
lien avec l’énoncé du Théorème Fondamental de l’Algèbre. Commençons par définir ce que l’on
entend par la propriété des valeurs intermédiaires :

Propriété 1. Un corps R possède la propriété des valeurs intermédiaires si R est un corps
ordonné tel que, pour tout P ∈ R[X], s’il existe a ∈ R et b ∈ R avec a < b tels que P (a)·P (b) < 0,
alors il existe x ∈ (a, b) tel que P (x) = 0.

Théorème 8. Si R est un corps, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) R est réel clos.
2) R[i] = R[T ]/(T 2 + 1) est un corps algébriquement clos.
3) R possède la propriété des valeurs intermédiaires.
4) R est un corps réel qui n’a pas d’extension algébrique réelle non triviale, c’est-à-dire qu’il

n’existe pas de corps réel R1 qui soit algébrique sur R et différent de R.
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Démonstration.

1) a ⇒ b. Soit P ∈ R[X] un polynôme séparable 3 monique de degré p = 2mn avec n impair.
Nous montrons par induction sur m que P a une racine dans R[i].
Cas de base : Lorsque m = 0, le polynôme P possède une racine dans R par définition,
puisque R est réel clos et que p est impair.

Induction : Soit x1, . . . , xp les racines de P dans un corps algébriquement clos C. On
introduit une nouvelle indéterminée Z et le polynôme monique Q(Z, Y ) dont les racines sont
xi + xj + Zxixj pour i < j :

Q(Z, Y ) =
∏
i<j

(Y − (xi + xj + Zxixj)).

Les coefficients de Q(Z, Y ) sont calculés explicitement en termes des coefficients de P , en
utilisant la proposition précédente 8, ce qui montre que Q(Z, Y ) ∈ R[Z, Y ]. Le degré de
Q(Z, Y ) en Y et Z est p(p−1)

2 .
En ordonnant lexicographiquement les couples (i, j) avec i < j, nous définissons le discrimi-
nant de Q comme

D(Z) =
∏

i<j,k<ℓ,(i,j)<(k,ℓ)
((xi + xj + Zxixj) − (xk + xℓ + Zxkxℓ))2

=
∏

i<j,k<ℓ,(i,j)<(k,ℓ)
(αi,j,k,ℓ + Zβi,j,k,ℓ)2,

où αi,j,k,ℓ = xi + xj − xk + xℓ et βi,j,k,ℓ = xixj − xkxℓ. La proposition 8 implique que
D(Z) ∈ R[Z]. Puisque les racines de P sont toutes distinctes, chaque facteur αi,j,k,ℓ +Zβi,j,k,ℓ

est non nul au vu de l’implication suivante :

i < j, k < ℓ, (i, j) < (k, ℓ), xixj = xkxℓ ⇒ xi + xj ̸= xk + xℓ.

Donc chaque facteur αi,j,k,ℓ + Zβi,j,k,ℓ est non nul, garantissant ainsi que D(Z) n’est pas
identiquement nul.
En choisissant z ∈ N tel que D(z) ̸= 0, le polynôme Q(z, Y ) est sans carré, car toutes ses
racines sont distinctes.
Nous démontrons ensuite qu’il est possible d’exprimer rationnellement xi + xj et xixj pour
tout 1 ≤ i < j ≤ p en termes de γi,j = xi + xj + zxixj . Définissons les trois polynômes
suivants à partir de Q :

F (Z, Y ) = ∂Q

∂Y
(Z, Y ) =

∑
i<j

 ∏
k<ℓ,(k,ℓ)̸=(i,j)

(Y − (xk + xℓ + Zxkxℓ))

 ,

G(Z, Y ) =
∑
i<j

(xi + xj)

 ∏
k<ℓ,(k,ℓ)̸=(i,j)

(Y − (xk + xℓ + Zxkxℓ))

 ,

H(Z, Y ) =
∑
i<j

xixj

 ∏
k<ℓ,(k,ℓ)̸=(i,j)

(Y − (xk + xℓ + Zxkxℓ))

 .

3. Un polynôme p ∈ K[X] est dit séparable si le plus grand diviseur commun de P et de sa dérivée est un
élément de K \ {0}.
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Or, d’après la proposition 8 , F (Z, Y ), G(Z, Y ) et H(Z, Y ) sont des éléments de R[Z, Y ].
Ainsi, pour tout 1 ≤ i < j ≤ p,

F (z, γi,j) =
∏
k<ℓ

(k,ℓ) ̸=(i,j)

(γi,j − γk,ℓ),

G(z, γi,j) = (xi + xj)
∏
k<ℓ

(k,ℓ)̸=(i,j)

(γi,j − γk,ℓ),

H(z, γi,j) = (xixj)
∏
k<ℓ

(k,ℓ) ̸=(i,j)

(γi,j − γk,ℓ).

Il en découle que

xi + xj = G(z, γi,j)
F (z, γi,j)

xixj = H(z, γi,j)
F (z, γi,j)

En d’autres termes, les racines du polynôme du second degré

F (z, γi,j)X2 − G(z, γi,j)X + H(z, γi,j)

sont des racines de P. Le polynôme Q(z, Y) est de degré p(p−1)
2 , c’est-à-dire de la forme

2m−1n′ avec n′ impair. Par hypothèse d’induction, il possède une racine γ dans R[i]. Puisque
la méthode classique pour résoudre les polynômes du second degré fonctionne dans R[i]
lorsque R est réel clos, les racines du polynôme du second degré

F (z, γ)X2 − G(z, γ)X + H(z, γ)

sont des racines de P qui appartiennent à R[i]. Nous avons donc prouvé que le polynôme P a
une racine dans R[i]. Pour P = apXp + . . .+a0 ∈ R[i][X], nous écrivons P̄ = āpXp + . . .+ ā0.
Puisque PP̄ ∈ R[X], PP̄ a une racine x dans R[i]. Ainsi P (x) = 0 ou P̄ (x) = 0. Dans le
premier cas, nous avons terminé et dans le second, P (x̄) = 0.

2) b ⇒ c. Étant donné que C = R[i] est un corps algébriquement clos, le polynôme P se factorise
en facteurs linéaires sur C. Ainsi, si c + id est une racine de P , alors c − id est aussi une
racine de P , car les facteurs irréductibles de P sur C sont soit linéaires, soit de la forme

(X − c)2 + d2 = (X − c − id)(X − c + id) avec d ̸= 0.

Si P (a) et P (b) ont des signes opposés, cela signifie que pour certains facteurs linéaires Q de
P , les évaluations Q(a) et Q(b) ont également des signes opposés. Par conséquent, la racine
de Q se trouve dans l’intervalle (a, b).

3) c ⇒ a. Selon la proposition6, si y est positif, le polynôme X2 − y prend une valeur négative
pour X = 0 et une valeur positive pour X suffisamment grand. Par conséquent, X2 − y
possède une racine, qui est la racine carrée de y.
De manière analogue, un polynôme de degré impair avec des coefficients dans R (un corps
réel clos) prend des valeurs de signe opposé pour des valeurs de X suffisamment grandes et
négatives, et pour X suffisamment petites et négatives, en utilisant à nouveau la proposition
6. Ainsi, ce polynôme a une racine dans R.
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4) b ⇒ d. Étant donné que R[i] = R[T ]/(T 2 + 1) est un corps, T 2 + 1 est irréductible sur R.
Cela implique que −1 n’est pas un carré dans R.
De plus, dans R, toute somme de carrés est elle-même un carré : pour a, b ∈ R et c, d ∈ R
tels que a + ib = (c + id)2, on a a2 + b2 = (c2 + d2)2. Cela montre que R est un corps réel.
Enfin, puisque les seuls polynômes irréductibles de R[X] de degré supérieur à 1 sont de la
forme

(X − c)2 + d2 = (X − c − id)(X − c + id), avec d ̸= 0,

et R[X]/((X − c)2 + d2) = R[i], les seules extensions algébriques non triviales de R sont de
la forme R[i], qui n’est pas réelle.

5) d ⇒ a. Supposons que a ∈ R. Si a n’est pas un carré dans R, alors R[
√

a] = R[X]/(X2 − a)
est une extension algébrique non triviale de R, et donc R[

√
a] n’est pas réelle. Ainsi,

−1 =
n∑

i=1
(xi +

√
ayi)2 =

n∑
i=1

x2
i + a

n∑
i=1

y2
i ∈ R.

Puisque R est réel, −1 ̸=
∑n

i=1 x2
i et donc y =

∑n
i=1 y2

i ̸= 0. Par conséquent,

−a = (
n∑

i=1
y2

i )−1
(

1 +
n∑

i=1
x2

i

)

= (
n∑

i=1

(
yi

y

)2
)
(

1 +
n∑

i=1
x2

i

)
∈
∑

R(2).

Cela montre que R(2) ∪ −
∑

R(2) = R et donc qu’il n’y a qu’un seul ordre possible sur R avec
R(2) =

∑
R(2) comme cône positif.

Il reste à montrer que si P ∈ R[X] a un degré impair, alors P a une racine dans R. Si
ce n’est pas le cas, soit P un polynôme de degré impair p > 1 tel que tout polynôme de
degré impair < p a une racine dans R. Comme un polynôme de degré impair a au moins un
facteur irréductible impair, nous supposons sans perte de généralité que P est irréductible. Le
quotient R[X]/(P ) est une extension algébrique non triviale de R et donc −1 =

∑n
i=1 H2

i +PQ
avec deg(Hi) < p.
Étant donné que le terme de plus haut degré dans l’expansion de

∑n
i=1 H2

i a une somme de
carrés comme coefficient et que R est réel,

∑n
i=1 H2

i est un polynôme de degré pair ≤ 2p − 2.
Par conséquent, le polynôme Q a un degré impair ≤ p − 2 et donc a une racine x dans R.
Mais alors −1 =

∑n
i=1 Hi(x)2, ce qui contredit le fait que R est réel.

Ainsi, lorsque R = R, l’implication de a ⇒ b dans le théorème 8 n’est rien d’autre qu’une
preuve algébrique du Théorème Fondamental de l’Algèbre. En effet, au vu du cours d’analyse
[32], nous savons que R vérifie la propriété de la valeur intermédiaire. On a donc le point c) du
théorème 8 ce qui implique donc que R est réel clos vu la caractérisation. Et donc par le point
b) on obtient directement que C est algébriquement clos et donc l’énoncé du TFA. Dans cette
démonstration, tout est algébrique, le seul recours à l’analyse se fait pour montrer que R vérifie
le théorème des valeurs intermédiaires.
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Chapitre 5

La thèse de Gauss (1799)

Dans le premier chapitre de l’annexe se trouve la thèse de Gauss intitulée "Demonstratio nova
theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in factores reals
primi vel secundi gradus resolvi posse" 1[22], datant de 1799.

Il est intéressant de noter que la thèse de Gauss, rédigée en latin, peut être facilement trouvée
dans ses Werke. En effet, les œuvres mathématiques et scientifiques de Gauss sont rassemblées
dans ses Werke [20], une collection exhaustive de ses publications. Les trois premiers travaux
du troisième volume de cet opus sont précisément ses trois premières contributions à l’étude du
TFA. Ce volume des Werke a été édité par le célèbre mathématicien Felix Klein, avec Alexander
Ostrowski en tant que responsable de la troisième partie. Ces éditions offrent un aperçu précieux
des travaux originaux de Gauss et de leur contexte historique.

On peut également trouver en ligne une traduction française non référencée (sans auteur ni
bibliographie) des 29 premières pages, bien que la suite soit absente. Cette traduction partielle
permet d’accéder à une partie de l’œuvre de Gauss, mais elle reste insuffisante pour une com-
préhension complète de son travail. Par ailleurs, une traduction anglaise a été réalisée par un
enseignant retraité, Ernest Fandeyer [24]. Cette traduction, bien qu’elle ne soit pas officielle et
n’ait pas été publiée, a été citée par des mathématiciens de renom.

Il est donc assez surprenant qu’un résultat aussi connu et important n’ait pas encore bénéficié
d’une traduction rigoureuse et officielle dans plusieurs langues modernes. La preuve du Théorème
Fondamental de l’Algèbre commence à la page 20 de sa thèse, les 19 premières pages étant une
critique des preuves de ses prédécesseurs. En effet, Gauss a analysé les preuves antérieures et
a souligné leurs failles avant de présenter la sienne, visant à prouver qu’elle était la première
valide. Cependant, même sa démonstration s’est révélée incomplète.

1. Nouvelle démonstration du théorème : toute fonction algébrique entière d’une variable est décomposable en
facteurs réels du premier ou du second degré.
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Chapitre 6

Les polynômes de Tchebychev

Dans ce deuxième chapitre de l’annexe, nous présentons un premier résultat concernant les
polynômes de Tchebychev [34]. Nous y incluons également une définition des polynômes de Tche-
bychev de première et de deuxième espèce. Les polynômes de Tchebychev, dont le nom provient
du mathématicien russe Pafnouti Tchebychev, sont définis de manière récurrente et possèdent
des propriétés orthogonales remarquables sur l’intervalle [−1, 1] avec des poids appropriés. Nous
avons remarqué dans le chapitre concernant l’analyse de la thèse de Gauss 2, ainsi que celui
portant sur l’approche élémentaire de Basu et Velleman 3, que les polynômes de Tchebychev
interviennent de manière substantielle dans les démonstrations. Il est d’ailleurs assez surprenant
que Basu et Velleman ne les mentionnent pas explicitement dans leur travail, malgré leur pré-
sence implicite dans les techniques employées. Nous avons néanmoins décidé de nous intéresser
à ces polynômes afin de faciliter la compréhension de leur démonstration dite élémentaire.

Théorème 9. Pour tout n ∈ N∗, il existe Tn ∈ Rn[x] de degré n et Un ∈ Rn−1[x] de degré n − 1
tels que

cos(nθ) = Tn(cos(θ)) (6.1)

et
sin(nθ) = sin(θ)Un(cos(θ)). (6.2)

Démonstration. Il s’agit d’une démonstration par récurrence. Si n = 1, le résultat est direct :
on a T1(x) = x et U1(x) = 1 pour tout x ∈ R. Supposons à présent qu’il existe Tn ∈ Rn[x] de
degré n et Un ∈ Rn−1[x] de degré n − 1 tels que

cos(nθ) = Tn(cos(θ)) (6.3)

et
sin(nθ) = sin(θ)Un(cos(θ)). (6.4)

Alors on obtient d’une part :

cos((n + 1)θ) = cos(nθ) cos(θ) − sin(nθ) sin(θ)
= Tn(cos(θ)) cos(θ) − Un(cos(θ)) sin2(θ)
= Tn(cos(θ)) cos(θ) − Un(cos(θ))(1 − cos2(θ)).

D’autre part :

sin((n + 1)θ) = sin(nθ) cos(θ) + cos(nθ) sin(θ)
= sin(θ)Un(cos(θ)) cos(θ) + Tn(cos(θ)) sin(θ)
= sin(θ)(Un(cos(θ)) cos(θ) + Tn(cos(θ))).
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On déduit des développements précédents que

Tn+1(x) = Tn(x)x − Un(x)(1 − x2)

est un polynôme à coefficients réels de degré n + 1 et que

Un+1(x) = Un(x)x + Tn(x)

est un polynôme de degré n.

Il existe deux types principaux de polynômes de Tchebychev : ceux de premier type Tn(x)
et ceux de second type Un(x) dont voici une définition.

Definition 16. Les polynômes de Tchebychev de premier type sont définis par la relation de
récurrence suivante :

T0(x) = 1

T1(x) = x

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x) pour n ≥ 1

Ces polynômes sont définis pour x dans l’intervalle [−1, 1].

Exemple. Les premiers polynômes de Tchebychev de la première espèce sont :

T0 = 1
T1 = x

T2 = 2x2 − 1
T3 = 4x3 − 3x

T4 = 8x4 − 8x2 + 1
T5 = 16x5 − 20x3 + 5x

T6 = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1
T7 = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x

T8 = 128x8 − 256x6 + 160x4 − 32x2 + 1
T9 = 256x9 − 576x7 + 432x5 − 120x3 + 9x

Definition 17. Les polynômes de Tchebychev de second type sont définis par la relation de
récurrence suivante :

U0(x) = 1

U1(x) = 2x

Un+1(x) = 2xUn(x) − Un−1(x) pour n ≥ 1

Ces polynômes sont définis pour x dans l’intervalle [−1, 1].
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Exemple. Les premiers polynômes de Tchebychev de la seconde espèce sont :

U0 = 1
U1 = 2x

U2 = 4x2 − 1
U3 = 8x3 − 4x

U4 = 16x4 − 12x2 + 1
U5 = 32x5 − 32x3 + 6x

U6 = 64x6 − 80x4 + 24x2 − 1
U7 = 128x7 − 192x5 + 80x3 − 8x

U8 = 256x8 − 448x6 + 240x4 − 40x2 + 1
U9 = 512x9 − 1024x7 + 672x5 − 160x3 + 10x

Nous pouvons utiliser les polynômes de Tchebychev pour démontrer les égalités suivantes
qui nous sont utiles dans la démonstration de lemme 2 dans le chapitre 2.

Proposition 9. Pour tout ϕ ∈ R, on a les égalités

cos(jϕ) =
∑

k∈{0,...,j}
k pair

Ck
j (−1)

k
2 cosj−k(ϕ) sink(ϕ)

et
sin(jϕ) =

∑
k∈{1,...,j}
k impair

Ck
j (−1)

k−1
2 cosj−k(ϕ) sink(ϕ)

Démonstration. D’après le théorème 9, on sait qu’on a l’égalité suivante :

Tj(cos(ϕ)) = cos(jϕ)

En utilisant la formule binomiale et les identités trigonométriques, on peut développer cos(jϕ).
Sachant que

cos(jϕ) = ℜ((cos(ϕ) + i sin(ϕ))j)

on peut écrire :

(cos(ϕ) + i sin(ϕ))j =
j∑

k=0
Ck

j cosj−k(ϕ)(i sin(ϕ))k

En séparant la partie réelle, on a :

cos(jϕ) = ℜ

 j∑
k=0

Ck
j cosj−k(ϕ)(i sin(ϕ))k


La partie réelle est obtenue en considérant les termes où k est pair, car pour ces termes (ik) =
(−1)k/2 et ik est imaginaire pour k impair. Donc,

cos(jϕ) =
∑

k∈{0,...,j}
k pair

Ck
j cosj−k(ϕ)(ik)(sin(ϕ))k
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cos(jϕ) =
∑

k∈{0,...,j}
k pair

Ck
j (−1)k/2 cosj−k(ϕ) sink(ϕ)

De la même manière, on sait que

sin(jϕ) = ℑ((cos(ϕ) + i sin(ϕ))j).

En développant le binôme de Newton pour (cos(ϕ) + i sin(ϕ))j , on obtient :

(cos(ϕ) + i sin(ϕ))j =
j∑

k=0
Ck

j cosj−k(ϕ)(i sin(ϕ))k

La partie imaginaire de cette somme est donnée par les termes où k est impair. Plus précisément,
pour k impair, ik = i(i2)(k−1)/2 = i(−1)(k−1)/2.

Ainsi, on peut écrire :

sin(jϕ) = ℑ

 j∑
k=0

Ck
j cosj−k(ϕ)(i sin(ϕ))k


En séparant les termes avec k impair, on a :

sin(jϕ) =
∑

k∈{1,...,j}
k impair

Ck
j cosj−k(ϕ)ik sink(ϕ)

Comme ik = i(−1)(k−1)/2 pour k impair, on obtient :

sin(jϕ) =
∑

k∈{1,...,j}
k impair

Ck
j cosj−k(ϕ)i(−1)(k−1)/2 sink(ϕ)

En prenant la partie imaginaire, on a :

sin(jϕ) =
∑

k∈{1,...,j}
k impair

Ck
j (−1)(k−1)/2 cosj−k(ϕ) sink(ϕ)



Chapitre 7

Démonstration du TFA étudiée en
premier bachelier

Introduction
Dans ce troisième chapitre de l’annexe se trouve une preuve alternative du Théorème Fon-

damental de l’Algèbre, utilisant une approche différente de celle employée par Carl Friedrich
Gauss dans sa première démonstration de 1799 [22], ayant recours quelque peu à l’analyse et la
topologie de C. Cette preuve, tirée du syllabus d’algèbre linéaire de Michel Rigo [33], n’a pas
été étudiée dans son intégralité lors de la première année de bachelier. On peut remarquer que
la démonstration qui est enseignée aujourd’hui est bien différente de la première démonstration
du TFA.

Cette démonstration plus moderne, souvent enseignée aujourd’hui dans les cours d’algèbre,
se distingue nettement par son élégance et sa rigueur, illustrant le développement des mathé-
matiques depuis la fin du XVIIIe siècle. En comparant cette preuve contemporaine avec celle de
Gauss, nous pouvons remarquer non seulement les progrès techniques, mais aussi l’évolution de
la pensée mathématique. La démarche de Gauss en 1799, bien que révolutionnaire à son époque,
apparaît aujourd’hui comme une première étape d’un long processus, menant à des outils ana-
lytiques et topologiques sophistiqués qui rendent la compréhension du théorème plus accessible
et plus complète.

Ainsi, l’étude de cette preuve alternative non seulement enrichit notre compréhension du
Théorème Fondamental de l’Algèbre, mais met également en lumière le chemin parcouru par les
mathématiques au fil des siècles. La comparaison de cette approche avec celle de Gauss souligne
l’importance des méthodes analytiques et topologiques dans la résolution des problèmes algé-
briques modernes et démontre la richesse et la profondeur des mathématiques contemporaines.

7.1 Rudiments concernant la théorie des polynômes
Cette section développe un résultat de base concernant les polynômes, utilisés par Gauss dans

sa thèse et présenté dans le syllabus d’algèbre de M.Rigo [33]. En effet, Gauss a énoncé plusieurs
théorèmes concernant les racines de polynômes dont les démonstrations étaient acceptées à son
époque. Un théorème en particulier, que nous appellerons Théorème du Facteur, est important
pour comprendre son argumentation. Voici une démonstration de ce résultat :

Théorème 10. (Théorème du Facteur) Étant donné un polynôme X de degré m, si X s’annule
en x = a, alors X peut être factorisé en un produit de x − a et d’un polynôme de degré m − 1.
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Ce théorème est une conséquence directe de la proposition suivante (voir [33]) :

Proposition 10. Un nombre complexe z0 est une zéro α-uple d’un polynôme P si et seulement
s’il existe un polynôme Q tel que

P (z) = (z − z0)αQ(z) et Q(z0) ̸= 0

De plus, les zéros de P distincts de z0 sont les zéros de Q et la multiplicité d’un tel zéro de P
est égale à la multiplicité de ce zéro en tant que zéro de Q.

Démonstration. Soit P un polynôme de degré k.
Montrons que la condition est nécessaire et supposons que z0 est un zéro α-uple de P . Par la
formule de Taylor, il vient

P (z) =
k∑

i=α

(Di
zP )(z0)

i! (z − z0)i = (z − z0)α(
k∑

i=α

(Di
zP )(z0)

i! (z − z0)i−α)

où on pose que Q(z) =
∑k

i=α
(Di

zP )(z0)
i! (z − z0)i−α

On conclut en remarquant que Q(z0) diffère de zéro, car (Dα
z P )(z0) ̸= 0.

Montrons maintenant que la condition et suffisante et supposons que

P (z) = (z − z0)αQ(z) avec Q(z0) ̸= 0.

Par la formule de Leibniz 1, il s’ensuit que pour m ≤ α,

Dm
z ((z − z0)αQ(z)) =

m∑
i=0

Ci
mDi

z(z − z0)αDm−i
z Q(z).

Si on évalue cette dérivée en z0, on trouve

Dm
z ((z − z0)αQ(z))(z0) =

{
α! si m = α

0 si 0 ≤ m < α.

car si 0 ≤ i < α, alors (Di
z(z − z0)α)(z0) = 0. Cela signifie ainsi que z0 est un zéro α-uple de P .

Passons à la seconde partie de la preuve. Tout d’abord, il est clair que les zéros de P distincts
de z0 et les zéros de Q coïncident. Soit z1 un zéro de Q de multiplicité β. En appliquant encore
une fois la formule de Leibniz, on a

Dm
z P (z) =

m∑
i=0

Ci
mDm−i

z (z − z0)αDi
zQ(z).

Si m < β, alors (Di
zQ)(z1) = 0 pour tout i ≤ m et on en conclut que (Dm

z P )(z1) = 0. Si m = β,
alors

(Dβ
z P )(z1) = (z1 − z0)α(Dβ

z Q)(z1) ̸= 0.

Cela signifie que z1 est un zéro β-uple de P .

1. La formule de Leibniz est une formule permettant de calculer la dérivée d’ordre n d’un produit de deux
fonctions. Soient f, g : I− > C deux fonctions n fois dérivable sur I. Alors f · g est n fois dérivable sur I et
(f · g)n =

∑n

k=0 Ck
nf (n−k)g(k).
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7.2 Lemmes et démonstration du TFA présentés par M.Rigo
La démonstration du TFA repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 7 (Lemme de Gauss). Soient Ω un ouvert 2 de C et P un polynôme à coefficients
complexes de degré m ≥ 1. Si z0 ∈ Ω est tel que

|P (z0)| = inf
z∈Ω

|P (z)|,

alors z0 est un zéro de P .
Démonstration. Procédons par l’absurde et supposons que P (z0) ̸= 0. Puisque P est un po-
lynôme de degré au moins un, il existe un entier k ≥ 1 tel que (Dk

z P )(z0) ̸= 0. On peut
même supposer que k est le plus petit entier ayant cette propriété. Ainsi, pour tout l tel que
l ∈ {1, . . . , k − 1}, on a

(Dl
zP )(z0) = 0.

En appliquant la formule de Taylor, on obtient

P (z) =
m∑

i=0

(Di
zP )(z0)

i! (z − z0)i

= P (z0) + (Dk
z P )(z0)

k! (z − z0)k +
m∑

i=k+1

(Di
zP )(z0)

i! (z − z0)i.

Puisque P (z0) ̸= 0, en procédant à une mise en évidence, cela peut se réécrire de la manière
suivante :

P (z) = P (z0)(1 + (Dk
z P )(z0)

k!P (z0) (z − z0)k + (z − z0)k+1Q(z))

où Q est un polynôme. On pose α un nombre complexe tel que

αk = − k!P (z0)
(Dk

z P )(z0)
Au vu de la formule précédente, pour tout t ∈]0, 1[, et en remplaçant z par z0 + tα, on obtient

P (z0 + tα) = P (z0)(1 + (Dk
z P )(z0)

k!P (z0) αktk + tk+1αk+1Q(z0 + tα)).

Or vu la définition de α, on a (Dk
z P )(z0)

k!P (z0) = −1
αk et donc (Dk

z P )(z0)
k!P (z0) αk = −1. Puisque t ∈]0, 1[, on a

1 − tk > 0 et |1 − tk| = 1 − tk, ce qui implique que

|P (z0 + tα)| ≤ (1 − tk)|P (z0)| + tk+1|P (z0)αk+1Q(z0 + tα)|.

Or, on a
lim

t→0+
tαk+1Q(z0 + tα) = 0.

En effet, P (z0) et αt+1 ne dépendent pas de t et Q est une fonction polynomiale donc continue.
Ainsi, limt→0+ Q(z0 + tα) = Q(z0). En d’autres termes, cela signifie qu’il existe ϵ tel que, si
0 < t < ϵ,

z0 + tα ∈ Ω et t|αk+1Q(z0 + tα)| < 1
Ω étant un ensemble ouvert et z0 appartenant à Ω.

Par conséquent, si 0 < t < ϵ, on a

|P (z0 + tα)| < (1 − tk)|P (z0)| + tk|P (z0)| = |P (z0)|.

On vient de trouver un point z0 + tα de Ω tel que le module de P évalué en ce point soit
strictement inférieur à |P (z0)| = infz∈Ω |P (z)|, ce qui est impossible.

2. Un ensemble ω est un ouvert si tout point de ω est le centre d’une boule incluse dans Ω.
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Lemme 8 (Lemme de d’Alembert). Tout polynôme P de C[z] de degré au moins un possède un
zéro dans C.

Démonstration. Il faut montrer que tout polynôme P de degré au moins un possède au moins
un zéro. D’une part on sait que

lim
z→∞

P (z) = ∞.

Ainsi, il existe R > 0 tel que

|z| ≥ R ⇒ |P (z)| ≥ |P (0)| + 1.

D’autre part, vu le théorème des bornes atteintes 3, la borne inférieure de la fonction

z 7→ |P (z)|

réelle et continue sur le compact K = {z ∈ C : |z| ≤ R} est réalisée en un point z0, i.e.,

|P (z0)| = inf
z∈K

|P (z)|.

En particulier, 0 appartient à K et donc

|P (z0)| ≤ |P (0)|.

Par contraposition de |z| ≥ R ⇒ |P (z)| ≥ |P (0)| + 1, cela entraîne donc que |z0| < R et donc z0
est un point de l’ouvert Ω = {z ∈ C : |z| < R} tel que

|P (z0)| = inf
z∈Ω

|P (z)|.

Par le lemme 7 de Gauss, on peut conclure que z0 est un zéro de P .

Théorème 11 (Théorème Fondamental de l’Algèbre). Tout polynôme P de degré k ≥ 1 possède
exactement k zéros si on les compte avec leur multiplicité. Ainsi, si z1, . . . , zm sont les m (m ≤ k)
zéros de P de multiplicité respective α1, . . . , αm, alors

α1 + . . . + αm = k,

et si ck est le coefficient dominant de P , alors

P (z) = ck

m∏
i=1

(z − zi)αi .

Démonstration. Procédons par récurrence sur k.
Cas de base : Si k = 1, le polynôme P est de la forme c1z + c0, c1 ̸= 0. Ainsi, −c0

c1
est le seul

zéro simple du polynôme P .
Induction :Supposons le résultat satisfait pour les polynômes de degré strictement inférieur à
k et vérifions-le pour un polynôme P de degré k > 1. Par le lemme 8, le polynôme P possède
au moins un zéro z1 de multiplicité α1 ≥ 1.

3. Théorème des bornes atteintes : si la fonction f est réelle et continue sur le compact non vide K de Rn,
alors il existe x0 et y0 dans K tels que

f(x0) = inf
x∈K

f(x) et f(y0) = sup
x∈K

f(x).

Pour une fonction continue définie sur un intervalle fermé, nous pouvons être certains qu’un point de minimum
et qu’un point de maximum existe, mais il ne nous dit pas comment les trouver. Remarquons qu’on dit qu’une
partie A d’un espace métrique est compact si toute suite de A possède une suite extraite convergente dans A. [32]
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Ainsi 4, on a
P (z) = (z − z1)α1Q(z)

avec Q(z) un polynôme tel que Q(z1) ̸= 0. On peut en déduire 5 que

deg Q = deg P − α1 < deg P.

On peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence au polynôme Q. Ce dernier polynôme possède
des zéros z2, . . . , zm de multiplicité respective α2, . . . , αm tels que

α2 + . . . + αm = deg Q = deg P − α1

et

Q(z) = d
m∏

i=2
(z − zi)αi

où d est le coefficient dominant de Q. Or, on sait que les zéros de P distincts de z1 coïncident
avec ceux de Q et possèdent la même multiplicité. Ainsi, les zéros de P sont z1, z2, . . . , zm de
multiplicité α1, α2, . . . , αm et on a

α1 + (α2 + . . . + αm) = α1 + (deg P − α1) = deg P.

Il est clair que le coefficient dominant de Q est égal à celui de P , donc

P = d
m∏

i=1
(z − zi)αi .

En résumé, la preuve issue du syllabus M. Rigo est une preuve par récurrence, dont l’ini-
tialisation est triviale. Pour enclencher la récurrence, on utilise le lemme de d’Alembert 8 ainsi
qu’une proposition concernant le degré d’un produit. La seconde moitié de la preuve repose sur
une proposition relative à la multiplicité des racines d’un polynôme, ce qui permet de manipu-
ler précisément les multiplicités des racines en jeu. Le lemme de d’Alembert 8 s’appuie quant
à lui sur le lemme de Gauss 7, démontré par l’absurde en utilisant la formule de Taylor pour
les polynômes et certaines propriétés analytiques de ces derniers. On constate directement que
cette preuve est rigoureuse et bien structurée, reposant sur des outils mathématiques classiques
et solides tout en illustrant l’interconnexion de différentes branches des mathématiques telles
que l’algèbre et l’analyse.

4. On sait qu’un nombre complexe z0 est un zéro α-uple d’un polynôme P si et seulement s’il existe un
polynôme Q tel que

P (z) = (z − z0)αQ(z) et Q(z0) ̸= 0.

De plus, les zéros de P distincts de z0 sont les zéros de Q et la multiplicité d’un tel zéro de P est égale à la
multiplicité de ce zéro en tant que zéro de Q.

5. Si on considère deux polynômes P = c0 + . . . + ckzk et Q = d0 + . . . + dlz
l, alors, pour tous α, β ∈ C, on a

deg(αP + βQ) ≤ sup(deg P, deg Q).

Si P et Q sont non nuls, alors le produit de P et de Q est un polynôme et

deg(P Q) = deg P + deg Q.
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7.3 Contributions de d’Alembert

Jean-Baptiste le Rond d’Alembert (1717-1783) est un mathématicien et physicien français
dont les contributions ont été fondamentales pour le développement de la théorie des polynômes
et de l’analyse complexe, deux domaines cruciaux pour comprendre le Théorème Fondamental de
l’Algèbre. Son travail, bien que précédant la démonstration formelle du TFA par Carl Friedrich
Gauss, a été essentiel pour préparer le terrain pour cette avancée théorique.

Le lemme de d’Alembert, un résultat important de ses recherches et présenté dans son mé-
moire "Recherches sur le calcul intégral" à l’Académie de Berlin le 6 décembre 1746 [9], affirme
que tout polynôme à coefficients complexes de degré au moins 1 possède au moins une racine
complexe. Ce lemme est un outil crucial pour démontrer l’existence des racines complexes des
polynômes, ce qui est au cœur du TFA.

D’Alembert a également développé des méthodes analytiques influentes, comme le critère de
d’Alembert pour la convergence des séries infinies. Ces méthodes ont joué un rôle clé dans l’étude
des polynômes et ont contribué à l’avancement des connaissances en analyse complexe. Bien qu’il
n’ait pas directement démontré le TFA, ses travaux ont fortement influencé les développements
ultérieurs dans ce domaine.

Ainsi, les idées de d’Alembert ont eu un impact durable sur la théorie des polynômes. Le
Théorème Fondamental de l’Algèbre, démontré par Gauss, a bénéficié des bases mathématiques
établies par d’Alembert et ses contemporains, soulignant l’importance de ses contributions dans
ce domaine fondamental des mathématiques. Celles-ci sont développées plus en détails dans le
quatrième chapitre de cette annexe concernant les perspectives historiques du TFA 8.5.

7.4 Comparaison des différentes démonstrations

La preuve présentée par M. Rigo dans le cours d’algèbre, étudiée en première année de
bachelier, présente une approche beaucoup plus simple et rigoureuse du Théorème Fondamental
de l’Algèbre comparée à la première preuve de Gauss de 1799. En effet, cette dernière souffre de
plusieurs difficultés liées à la langue et au vocabulaire qui rend difficile sa lecture. Le manque
de définitions précises et la rigueur mathématique moins développée à cette époque rend la
compréhension et l’interprétation de la preuve plus complexes et sujettes à des ambiguïtés. De
plus, Gauss ne disposait pas des nombreux théorèmes et outils mathématiques que nous avons
aujourd’hui, ce qui compliquait davantage ses démonstrations.

Cependant, la preuve présentée par M. Rigo est basée sur la quatrième preuve de Gauss, bien
plus aboutie et enrichie par des concepts développés après la première preuve de 1799. Cette
version est considérablement simplifiée grâce à la disponibilité de nouveaux théorèmes et outils
mathématiques, tels que les formules de Newton, Taylor et Leibniz, qui n’étaient pas accessibles
à Gauss. Cette preuve bénéficie également d’une rigueur accrue selon les standards modernes,
avec chaque étape clairement définie et justifiée, réduisant ainsi les ambiguïtés et augmentant la
précision de la démonstration.

La comparaison entre la première preuve de Gauss et celle présentée dans ce chapitre met en
évidence l’évolution significative des mathématiques au fil des siècles. Le chemin parcouru est
immense, rendu possible grâce aux contributions de nombreux mathématiciens qui ont enrichi et
perfectionné les outils mathématiques disponibles. Alors que la première preuve de Gauss était
innovante et fondamentale, elle était entravée par les limitations de l’époque. En revanche, la
preuve présentée par M. Rigo est plus accessible et compréhensible pour les étudiants d’aujour-
d’hui, démontrant ainsi le progrès remarquable réalisé dans le domaine des mathématiques.

En effet, l’étude de la première démonstration de Gauss met en avant la complexité de com-
prendre des textes mathématiques historiques qui souvent manquent de la structure pédagogique
que l’on trouve dans les cours universitaires d’aujourd’hui. Cette analyse permet de percevoir
l’écart significatif entre les premiers développements mathématiques, souvent bruts et dépourvus
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de formalisme moderne, et les enseignements structurés que nous recevons aujourd’hui. Dans
les textes historiques comme ceux de Gauss, il est fréquent de trouver des raisonnements qui ne
sont pas explicitement détaillés ou qui reposent sur des connaissances tacites de l’époque. Cela
contraste fortement avec les cours universitaires actuels, où chaque étape de la démonstration
est soigneusement décomposée et expliquée, souvent avec des notations standardisées et une
terminologie précise.
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Chapitre 8

Introduction historique au TFA

Cette annexe permet de restituer le cadre historique dans lequel le TFA s’est développé et de
retracer les grandes étapes de son histoire avant les travaux de Gauss en 1799. Les informations
présentées dans ce chapitre proviennent essentiellement de l’article "Sur l’histoire du Théorème
Fondamental de l’Algèbre : théorie des équations et calcul intégral" de Christian Gilain [25].

8.1 Ligne du temps

La ligne du temps suivante permet d’avoir une vue d’ensemble sur l’histoire du Théorème
Fondamental de l’Algèbre et permet de retracer les grandes étapes de son évolution :

1608 : En 1608, Peter Roth, un mathématicien allemand du seizième et dix-septième siècle,
a avancé l’idée selon laquelle le nombre de solutions d’une équation polynomiale est limité par
son degré. Cependant, lorsqu’il parle de "racine", il ne se réfère pas forcément aux racines de type
a + ib [14]. C’est la première fois que cette idée est formulée dans des textes mathématiques,
et cela survient après les travaux de François Viète [18], ayant remarqué qu’il était toujours
possible de construire une équation ayant exactement n racines données.

1629 : Dans son traité Inventions nouvelles en l’algèbre datant de 1629, Albert Girard
propose ensuite le premier énoncé correct mais non démontré :"Toutes les équations d’algèbre
reçoivent autant de solutions que la dénomination de la plus haute quantité le démontre" [10].

Entre 1630 et 1799 : Entre 1630 et 1799, on assiste à l’émergence des nombres complexes.
Il a fallu plus d’un siècle pour que les notions de nombres imaginaires évoluent, considérés
comme fictifs ou impossibles par Girard et Descartes, à la formalisation des nombres complexes
sous la forme a + ib, où a et b sont des nombres réels. Progressivement, les mathématiciens
commencent à comprendre et à maîtriser les nombres complexes. Pendant cette période, deux
essais de démonstration sont présentés, l’un par Leonhard Euler et l’autre par Joseph-Louis
Lagrange. Ces deux approches se succèdent, Lagrange cherchant à corriger les lacunes laissées
par Euler. La démonstration d’Euler est solide pour le cas du degré 4, mais elle reste seulement
esquissée pour le cas général. En revanche, celle de Lagrange repose sur des fonctions rationnelles
qui restent invariantes sous ce qui est maintenant appelé un groupe de permutations des racines.
D’autres tentatives similaires sont également entreprises par Foncenex et Laplace ainsi que
d’Alembert [9].

1799 : La première démonstration de Gauss, exposée en 1799 [22] et basée sur la struc-
ture de celle de d’Alembert [3], demeure toujours incomplète. Gauss critique la méthodologie
peu rigoureuse de ses prédécesseurs, à l’exception de d’Alembert, qui utilise un raisonnement
analytique d’une nature différente.

1814 : En 1814, un mathématicien suisse du nom de Jean-Robert Argand propose une
démonstration à la fois robuste et accessible, basée sur le modèle de raisonnement de d’Alembert
[29].
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1815 : Gauss présente sa deuxième démonstration [21], s’inspirant des approches d’Euler et
de Lagrange. Cette fois, il substitue les racines par des variables indéterminées, conduisant ainsi
à une démonstration plus rigoureuse mais postérieure à celle d’Argand. Gauss énonce seulement
deux hypothèses : premièrement, que toute équation algébrique de degré impair possède au
moins une racine réelle ; deuxièmement, que toute équation quadratique à coefficients complexes
possède deux racines complexes.

1816 : Gauss propose sa troisième démonstration [20], qui concerne la localisation des zéros
des fonctions polynomiales. Cette idée sera généralisée en 1862 aux fonctions holomorphes,
connue maintenant sous le nom de théorème de Rouché.

1849 : En 1849, Gauss présente sa quatrième démonstration, une variation de sa première
approche, cette fois-ci en considérant des polynômes avec des coefficients complexes et s’autori-
sant l’utilisation des nombres complexes[13].

1920 : La première démonstration de Gauss, bien que géométriquement élégante, reste
incomplète. Elle interprète les zéros comme les points d’intersection des courbes réelles ℜP = 0
et ℑP = 0. Les lacunes de cette première preuve ne seront comblées qu’en 1920, grâce à Ostrowski
[23].

8.2 Distinction entre deux théorèmes : TFA et TFL

L’évolution de la compréhension du Théorème Fondamental de l’Algèbre peut être divisée
en trois périodes marquantes :

• Début du XV IIe siècle : Les premières formulations du théorème apparaissent, notam-
ment avec Girard, mais sans démonstration.

• Entre le milieu du XV IIIe siècle et la fin du XIXe : Argand exprime le besoin de dé-
montrer le Théorème Fondamental de l’Algèbre et s’ensuit les premières tentatives de
démonstration avec celles par exemple de D’Alembert et Euler mais qui restent insatis-
faisantes.

• Fin du XIXe siècle : Gauss propose la première démonstration rigoureuse du théorème.
Néanmoins, cette présentation classique de l’histoire du Théorème Fondamental de l’Algèbre

est incomplète car elle mélange des éléments appartenant en réalité à deux théorèmes distincts.
Il est essentiel de différencier les deux théorèmes suivants :
1) Le Théorème Fondamental de l’Algèbre (TFA), également appelé théorème de D’Alembert

ou de D’Alembert-Gauss.
2) Le théorème de factorisation linéaire (TFL), parfois connu sous le nom de théorème de

Kronecker.
Le TFA énonce qu’un polynôme de degré n à coefficients complexes possède au moins une

racine complexe, bien que cette idée puisse se formuler de plusieurs manières équivalentes. En
revanche, le TFL affirme que tout polynôme de degré n peut être décomposé en un produit
de n facteurs linéaires. Ces deux théorèmes sont indépendants l’un de l’autre et peuvent être
démontrés séparément, bien que le TFL soit souvent utilisé dans les démonstrations du TFA.

Distinguer ces deux théorèmes est crucial pour comprendre l’évolution du TFA et de la théo-
rie des équations algébriques. En 1629, Albert Girard, dans son ouvrage Invention nouvelle en
algèbre [26], énonce un théorème qui préfigure le TFL, posant ainsi les bases de la théorie des
équations algébriques générales. De même, en 1637, René Descartes, dans La Géométrie [11],
avance que toute équation de degré n peut se décomposer en n facteurs linéaires. À cette époque,
cette décomposition était considérée comme un principe fondamental sans démonstration for-
melle.

L’absence de définition précise des nombres imaginaires au XV IIe siècle montre que les
énoncés généraux sur la factorisation linéaire et le nombre de racines appartiennent au TFL,
plutôt qu’au TFA. Cette distinction devient plus claire au XV IIIe siècle, avec l’émergence du
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problème spécifique du TFA, qui représente un progrès distinct par rapport aux énoncés de
factorisation linéaire du siècle précédent.

8.3 Le Mémoire de 1702 de Leibniz

En 1702, un tournant décisif se produit dans le domaine émergent du calcul infinitésimal avec
la publication par Gottfried Wilhelm Leibniz d’un mémoire sur l’intégration des différentielles
rationnelles [30]. Bien qu’il reconnaisse les limitations des connaissances algébriques de son temps
pour calculer précisément les racines, Leibniz s’appuie sur l’existence présumée de la factorisation
linéaire, écrivant le dénominateur d’une fraction sous la forme l · m · n avec l = x + b, m = x + c,
n = x + d, etc. Ainsi, il utilise implicitement le théorème de factorisation linéaire (TFL) tout au
long de son travail.

Le mémoire de Leibniz présente un aspect paradoxal. D’une part, il énonce clairement le
Théorème Fondamental de l’Algèbre (TFA), mais d’autre part, il refuse de l’accepter comme
vrai. Cette dualité donne à son travail une importance cruciale dans l’histoire des équations
algébriques. Pour la première fois, Leibniz pose de manière explicite le problème du TFA :
tout polynôme à coefficients réels peut-il se décomposer en facteurs réels du premier ou du
second degré ? Sa réponse négative révèle la distinction entre le TFL, qu’il considère comme
incontestable, et le TFA, qu’il rejette. Ce contexte conduit à une reformulation plus précise du
problème du TFA à travers le calcul intégral.

L’importance du mémoire de Leibniz ne réside pas tant dans sa remise en question du TFA
que dans la clarté avec laquelle il formule le problème. Il pose la question fondamentale de la
décomposition des polynômes en facteurs linéaires ou quadratiques réels, et bien que sa réponse
soit négative, elle souligne la rupture entre cet énoncé et le principe de factorisation linéaire du
XV Ie siècle, qui continue d’exister parallèlement et inchangé.

Ainsi, le mémoire de 1702 de Leibniz marque le début de la préhistoire du TFA, ouvrant
la voie à des recherches approfondies sur la décomposition réelle des polynômes. Ces investiga-
tions se concrétiseront au milieu du XVIIIe siècle avec les travaux d’Euler et de D’Alembert,
aboutissant à un consensus parmi les mathématiciens sur la validité du TFA.

8.4 Euler et l’Évolution du Théorème Fondamental de l’Algèbre

Dans les années 1740, le calcul intégral voit émerger un problème central : l’intégration des
équations différentielles linéaires d’ordre n à coefficients constants, sans second membre, soule-
vant ainsi la question du Théorème Fondamental de l’Algèbre (TFA). Leonhard Euler aborde
ce défi dans son mémoire De integratione aequationum differentialium altiorum graduum, publié
en 1743 [15]. Cependant, la validité de ses résultats en calcul intégral dépend étroitement de
l’exactitude du TFA. Euler exploite la capacité d’apparier les racines imaginaires de manière à
produire des résultats réels, une technique cruciale dans ses démonstrations.

Dans une lettre datée du 15 septembre 1739 à Jean Bernoulli, Euler pose pour la première
fois une affirmation générale du TFA, exprimant sa conviction que tout polynôme peut être
décomposé en facteurs réels du premier ou du second degré. Cette affirmation est renforcée dans
une lettre à Nicolas Bernoulli datée du 1er septembre 1742, où Euler reformule sa position en
soulignant que même les racines imaginaires, si elles apparaissent dans le dénominateur, peuvent
être appariées de manière à produire un résultat réel. Malgré ces affirmations, Euler reconnaît
dans une correspondance ultérieure, notamment dans une réponse à Nicolas Bernoulli datée
du 24 octobre 1742, qu’il n’a pas encore trouvé une démonstration générale du TFA. Nicolas
Bernoulli conteste cette universalité en présentant le polynôme x4 −4x3 +2x2 +4x+4 comme un
contre-exemple, démontrant que ses racines imaginaires ne peuvent pas être appariées en facteurs
quadratiques réels. Euler persiste dans sa conviction du TFA, comme en témoigne sa réponse
à Nicolas Bernoulli le 10 novembre 1742, où il affirme avoir une démonstration rigoureuse pour
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les polynômes jusqu’au quatrième degré. Avec l’aide de Nicolas Bernoulli, Euler développe les
fondements de sa démonstration du TFA, qu’il publiera en 1751 dans son mémoire Recherches sur
les racines imaginaires des équations [16], bien que ce texte présente des lacunes mathématiques
corrigées par Lagrange et critiquées par Gauss pour leur présupposition sur la nature des racines.
En effet, une lacune de principe sera mise en évidence par Gauss : la démonstration d’Euler de
la décomposition de tout polynôme en facteurs réels linéaires ou quadratiques suppose a priori
l’existence de n racines et utilise des opérations algébriques sur ces racines, alors que leur nature
est inconnue, ce qui constitue une véritable lacune logique de la démonstration selon Gauss.

Cela met en avant la dualité historique entre le TFA et le TFL. En effet, pendant que le TFA
est sujet à des recherches intenses et à des controverses, le théorème de factorisation linéaire
reste incontesté et non démontré à cette époque. Les contributions de Lagrange et de Laplace
continuent de souligner cette dualité dans la théorie des équations, une dualité qui sera remise
en question par Gauss à la fin du XV IIIe siècle.

Cette période marque ainsi une phase cruciale dans l’évolution des mathématiques, où le
TFA devient un point central de débats et de recherches, anticipant des avancées significatives
à venir.

8.5 L’apport de D’Alembert

D’Alembert aborde la démonstration du Théorème Fondamental de l’Algèbre dans son mé-
moire Recherches sur le calcul intégral présenté à l’Académie de Berlin le 6 décembre 1746 [9].
Son étude s’inscrit dans la résolution de l’intégration des fractions rationnelles et la généralisation
de ces intégrales à la quadrature du cercle ou de l’hyperbole.

D’Alembert adopte une approche novatrice en démontrant la stabilité des quantités de la
forme a + b

√
−1 (où a et b sont réels) sous les opérations algébriques et analytiques. Il conclut

que toute fonction de quantités du type x + y
√

−1 peut toujours être exprimée sous la forme
p + q

√
−1. À partir de cette base, il établit que toute racine imaginaire d’une équation peut être

associée à une autre de la forme p − q
√

−1, affirmant ainsi que les équations dont les racines
sont imaginaires peuvent se diviser en trinômes à coefficients réels.

Cependant, la démonstration de D’Alembert est critiquée pour avoir supposé que les racines
des équations algébriques peuvent être trouvées explicitement à l’aide de fonctions élémentaires.
On sait aujourd’hui, notamment pour les polynômes de degré 5 ou plus, qu’il n’existe pas de
méthode générale utilisant uniquement les fonctions élémentaires pour trouver les racines. Malgré
cette erreur, sa démonstration souligne l’importance des quantités imaginaires dans la théorie
des équations algébriques.

Dans sa seconde démonstration du TFA, D’Alembert développe x en série de puissances
fractionnaires par rapport à y autour de zéro, en utilisant une approche par l’absurde et en
appliquant une propriété locale précédemment établie. Cette méthode montre qu’il existe au
moins une racine parmi les quantités p + q

√
−1, pour tout y réel. Bien que cette démonstration

comporte des lacunes mathématiques, elle pose le TFA comme un théorème d’existence des
racines, contrairement à d’autres interprétations de son époque.

En fin de compte, D’Alembert donne au TFA un statut de théorème fondamental d’existence
des racines à travers une approche analytique distincte. Sa méthode a ouvert la voie à des
discussions critiques sur la nature des équations algébriques et des quantités imaginaires, jetant
les bases pour des développements ultérieurs dans la théorie des équations. Malgré les critiques,
son travail a contribué à élargir la perspective mathématique de son temps et à explorer de
nouvelles voies dans la résolution des équations algébriques.
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8.6 Travaux de Gauss de 1799

D’Alembert et Gauss, malgré des approches distinctes, partagent une organisation de la théo-
rie des équations algébriques centrée exclusivement sur le Théorème Fondamental de l’Algèbre
(TFA), en excluant l’énoncé autonome du Théorème Fondamental de l’Arithmétique (TFL). Ce
choix fait du TFA le pilier fondamental et rigoureux de toute la théorie, souvent qualifié de "pro-
position fondamentale de l’algèbre" ou de "théorème fondamental de la théorie des équations",
termes adoptés largement au XIXe siècle.

Précédemment, dans son mémoire de 1746 [9], D’Alembert utilise le TFA pour démontrer
l’existence et les propriétés des racines des équations algébriques. Son approche, bien que cri-
tiquée pour ses limitations, pose les bases pour une réflexion approfondie sur la nature des
problèmes liés aux équations algébriques. Mais en 1799, Gauss révolutionne la compréhension
du TFA avec une démonstration plus rigoureuse et une critique pointue des approches anté-
rieures. Il remet en question l’hypothèse d’une factorisation systématique des polynômes en
racines linéaires, soulignant des erreurs logiques dans les démonstrations d’Euler et d’autres
mathématiciens antérieurs. Cette approche marque un progrès significatif vers une compréhen-
sion plus profonde des fondements de la théorie des équations. Cette critique met en lumière
l’importance de la rigueur logique dans le développement théorique. En effet, on constate à la
fois sa pertinence et la nécessité de nuancer ses critiques. Elle est pertinente lorsqu’il remet
en question la démonstration d’Euler selon laquelle il semble plus raisonnable de supposer que
les racines d’une équation de degré supérieur à 4 ne peuvent généralement pas être exprimées
à l’aide de radicaux. De même, Gauss pointe du doigt une erreur logique commune dans la
première démonstration d’Euler ainsi que dans celles de Foncenex et de Lagrange, consistant à
admettre a priori que l’équation de degré n se décompose en n facteurs linéaires, possédant ainsi
n racines. Cependant, il va jusqu’à considérer leur raisonnement comme basés sur une véritable
erreur de principe, comme si Euler ou Lagrange supposaient ce qu’ils ils sont censés démontrer.
Ces remarques de Gauss soulignent cependant une préoccupation pour la rigueur logique.

Ainsi, bien que le TFA ait dominé la théorie des équations algébriques jusqu’au XIXe siècle,
l’évolution moderne a progressivement intégré le TFL comme le théorème général d’existence
des racines d’un polynôme. Cela reflète une dualité historique entre les deux énoncés, présente
dès le XV IIIe siècle avec Euler, Lagrange et Laplace, et dont les implications continuent de
marquer la théorie moderne des équations.

En résumé, l’histoire du TFA peut être divisée en une "préhistoire" jusqu’à la fin du XV IIIe

siècle, suivie par une "histoire" proprement dite débutant avec le mémoire de Gauss de 1799.
Cette évolution met en évidence une dualité essentielle entre les approches du TFL et du TFA
dans l’histoire de la théorie des équations algébriques, influençant significativement notre com-
préhension contemporaine des problèmes d’existence des racines.

Dans le chapitre 2 , nous avons exploré les origines de cette réflexion en examinant l’une
des premières démonstrations du théorème, celle que Gauss a développée à l’âge de 20 ans et
présentée comme sa thèse doctorale à l’université de Helmstedt en 1799. Le choix de l’analyse
de cette démonstration se justifie dans le but de comprendre le contexte de la problématique
et d’approfondir notre compréhension des démonstrations initiales qui ont façonné l’histoire des
théorèmes enseignés aujourd’hui. De plus, cette démonstration est la première à formuler clai-
rement et précisément le problème, explicitant tout ce qui était auparavant accepté de manière
plus ou moins implicite.

Cette démonstration se trouve dans la dissertation de Gauss qui est un texte de 25 pages
dont les deux tiers sont consacrés à la critique des démonstrations de ses prédécesseurs Euler,
d’Alembert et Lagrange. Le titre de sa dissertation est le suivant [22] :

Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius
variabilis in factores reals primi vel secundi gradus resolvi posse. 1

1. Nouvelle démonstration du théorème : toute fonction algébrique entière d’une variable est décomposable en
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Gauss et les nombres complexes

Carl Friedrich Gauss, l’un des plus grands mathématiciens de son époque, a joué un rôle
essentiel dans le développement de plusieurs domaines mathématiques. Bien qu’il ait eu une
connaissance avancée des nombres complexes, il a choisi de ne pas les utiliser explicitement
dans son mémoire de 1799, malgré leur présence dans d’autres de ses travaux. Cette volonté
pourrait s’expliquer par une préférence pour la méthode géométrique et les outils algébriques
plus traditionnels de son époque, et pour éviter une critique de ses contemporains qui n’ont pas
encore confiance en cette nouvelle notion de nombres imaginaires.

Alors que Gauss précise explicitement qu’il n’utilisera pas les nombres complexes dans son
mémoire de 1799, il semble qu’il ait quand même une parfaite connaissance de ceux-ci dans
ses démonstrations. En effet, il est possible que Gauss avant de passer par un raisonnement
géométrique soit auparavant passé par les complexes afin d’obtenir une idée générale de la
preuve. En particulier, ses travaux sur les courbes algébriques et les surfaces montrent une
utilisation implicite des nombres complexes, même s’il ne les formalisait pas dans ses écrits. Sa
démarche consistait à visualiser les équations comme des fonctions de deux variables, r et ϕ,
utilisant des coordonnées polaires pour interpréter ces expressions.

Interprétation Géométrique des Équations

Dans son mémoire, Gauss a adopté une approche visuelle pour interpréter les équations
et définir les courbes algébriques. Il envisageait les expressions comme des fonctions de deux
variables en coordonnées polaires. Ici, r représente la distance au centre C et ϕ est l’angle
mesuré par rapport à une direction fixe. La valeur de la fonction en chaque point (r, ϕ) est
interprétée comme la hauteur d’une surface au-dessus de ce point. En utilisant cette approche,
Gauss pouvait représenter les équations de manière géométrique en considérant les surfaces
formées par les différentes valeurs des fonctions.

Figure 8.1 – Figure 1 de la thèse de Gauss 1977.

Il est intéressant de noter que l’orientation du plan de Gauss est différente de la nôtre. Pour
Gauss, en considérant le plan en coordonnées polaires, le point (r, ϕ) est le point dans le plan
situé à une distance r du centre, avec un angle ϕ mesuré dans le sens horaire à partir de l’axe
horizontal gauche. Dans la figure de Gauss ci-dessus 8.1, le point C est l’origine, le point G
se trouve sur l’axe des x positif (G′ se trouve sur l’axe des x négatif), et le point P a pour
coordonnées polaires (r, ϕ) où ϕ est un angle aigu. Voici comment Gauss a procédé pour définir
les surfaces que nous avons renommées RP et IP dans le chapitre concernant l’analyse de son
mémoire 2 :

facteurs réels du premier ou du second degré.
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Construction de la Première Surface :

Gauss a construit ce qu’il nomme la première surface en partant d’un plan fixe infini et d’une
droite fixe GC passant par un point fixe C. Pour chaque point P sur ce plan, à une distance r
du centre C et à un angle ϕ par rapport à GCP , Gauss érige une perpendiculaire de hauteur
donnée par l’expression :

T = rm sin(mϕ) + Arm−1 sin((m − 1)ϕ) + . . . + Lr sin(ϕ).

Ici, T représente la valeur de la fonction en (r, ϕ). Les perpendiculaires élevées au-dessus du
plan pour des valeurs positives de T et celles abaissées pour des valeurs négatives de T forment
une surface courbe continue et infinie, que Gauss appelle la "première surface".

Construction de la Seconde Surface :

De manière similaire, Gauss définit une seconde surface en utilisant l’expression :

U = rm cos(mϕ) + Arm−1 cos((m − 1)ϕ) + . . . + Lr cos(ϕ) + M.

Cette surface, également continue et infinie dans toutes les directions, est distinguée de la
première surface par Gauss comme la "seconde surface".

Il est remarquable que Gauss, dans ses travaux, se contente encore de tracer des perpen-
diculaires sans faire explicitement référence à la notion de graphe. Sa méthode est davantage
ancrée dans une approche géométrique traditionnelle, sans recourir aux outils algébriques ou
graphiques que nous utiliserions aujourd’hui. Cela témoigne de son profond engagement envers
une visualisation concrète des mathématiques et de sa capacité à interpréter les équations en
termes géométriques sans l’appui des notations modernes.

Ainsi, bien que Gauss ait évité d’utiliser directement les nombres complexes dans son mé-
moire, son travail montre une compréhension intuitive des concepts sous-jacents et une capacité
à les appliquer de manière indirecte.
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