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Introduction

L’étude des processus stochastiques occupe une place importante en probabilités et
posséde de nombreuses applications notamment en statistiques [19], en informatique |48,
en finance |40} 64, 14], en biologie |63, 53, 29, |36] et bien d’autres domaines encore. Re-
marquons que ces applications nécessitent souvent 'utilisation d’outils statistiques afin
d’évaluer la pertinence des modeéles développés. Ainsi, toute une branche des statistiques
s’intéresse a la construction d’estimateurs et de tests statistiques dans ce cadre |6, |7}, [22,
39].

Une question d’intérét consiste a déterminer la régularité des trajectoires d’un proces-
sus stochastique donné. Pour ce faire, le premier outil du probabiliste est sans nul doute le
théoréme de Kolmogorov-Centsov qui permet d’obtenir un minorant concernant la régula-
rité de Holder (uniforme) des trajectoires du processus considéré. Cependant, rien n’assure
que ce minorant soit optimal et il est donc difficile de s’en contenter. Dans le cas de pro-
cessus gaussiens par exemple, on sait que ce théoréme posséde un raffinement permettant
d’obtenir un minorant plus grand.

Il est donc clair que, pour un processus stochastique donné, il est en général possible de
faire mieux et cela améne plusieurs questions. Parmi ces questions, I'une nous parait par-
ticulierement importante : Peut-on obtenir un bon majorant pour la régularité de Holder
d’un processus stochastique donné? L’intérét de cette questions est multiple. Premiére-
ment, si ce majorant coincide avec le minorant donné par le théoréme de Kolmogorov-
Centsov, alors nous sommes certains d’avoir obtenu la meilleure régularité possible pour
les trajectoires du processus considéré. Deuxiémement, ce majorant permet bien souvent
de prouver la non-dérivabilité des trajectoires.

L’un des principaux défis provient du fait qu’obtenir ce majorant revient & minorer des
expressions de la forme

[ X(t) — X(s)]
|t — s

alors qu’il est en général plus simple de les majorer. Pour pallier a cette difficulté, nous
aurons recours a 1’outil principal du présent mémoire : le temps local. Le temps local peut
étre défini intuitivement comme le temps passé par un processus a un certain point pendant
un moment donné. Ce qui nous intéressera tout particuliérement & propos du temps local
a été énoncé et formalisé par S. Berman dans ses papiers sur le sujet [9, (10, |11} [12] et
est maintenant connu sous le nom de principe de Berman. Ce principe s’énonce comme
suit : "la régularité du temps local d’une fonction implique l'irrégularité de la fonction
elle-méme". Cette phrase représente notre principale motivation et se présentera sous bien
des formes au fil des chapitres.

Un autre intérét du temps local réside bien siir dans 1’étude des ensembles de niveau
d’un processus stochastique. Nous nous intéresserons particuliérement au caractére fractal
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des trajectoires de processus stochastiques a travers la notion de dimension de Hausdorff.

Le temps local posséde bien d’autres applications notamment dans la résolution d’équa-
tions différentielles stochastiques [49]. Notons qu’il existe aussi des estimateurs pour le
temps local permettant son utilisation en pratique |1}, 30]. Nous n’explorerons pas ces as-
pects du temps local qui nécessitent des raisonnements bien différents de ceux développés
ici.

De plus, nous nous détournerons bien vite des processus stochastiques généraux afin
d’étudier plus spécifiquement les processus et champs gaussiens. Cette restriction nous
permettra d’utiliser un second outil puissant mais qui, a notre connaissance, n’a été uti-
lisé que pour des processus a-stables [61] qui peuvent étre vus comme une généralisations
des processus gaussiens. Ce concept nommé non-déterminisme local a été introduit par
Berman [11] dans le but de généraliser certains de ses premiers travaux sur le temps local
et a pris une place non-négligeable dans 1’étude des processus gaussiens. L’idée derriére le
non-déterminisme local est de regarder si la connaissance du processus stochastique étudié
en quelques points du passé permet de prédire un point futur. En d’autres termes, le pro-
cessus devient-il déterministe a la connaissance de quelques points? Si on peut répondre
a cette questions par la négative, alors il est raisonnable de penser que les trajectoires
posséde un comportement erratiques et nous verrons que cette conjecture se vérifie no-
tamment grace aux travaux de Pitt [47]. Une question naturelle consiste a se demander
pourquoi le non-déterminisme local n’est pas utilisé pour des processus plus généraux. Un
élément de réponse réside dans les propriétés du conditionnement gaussien qui permettent
en particulier a la variance conditionnelle d’étre réduite & un nombre qui est évidemment
plus facilement manipulable qu'une variable aléatoire.

Pour pouvoir aborder ce mémoire, il est nécessaire de maitriser les bases des probabi-
lités, de la théorie des processus et de ’analyse stochastiques, de la théorie de la mesure
et de l'analyse harmonique. En particulier, les contenus des syllabi |8, |20} 37| 38, 44] sont
considérés connus. Au vu de I'importance de la théorie des processus stochastiques pour
ce document, nous rappelons quelques bases au Chapitre [0] sans aucune prétention que
ce rappel ne soit complet. Il se veut néanmoins suffisant pour aborder la majorité des
raisonnements des chapitres suivants.

Dans le Chapitre [T nous présentons et étudions les propriétés du temps local. Nous
commengons par une étude dans un cadre tout a fait déterministe (le temps local étant
deéfini de fagon trajectorielle) avant de passer a I’étude dans le cas aléatoire ot nous nous
concentrerons rapidement sur les processus gaussiens. Des critéres d’existence pour le
temps local notamment via la transformée de Fourier seront donnés ainsi que de nombreux
théorémes de régularité mettant en lumiére le principe de Berman. Ce chapitre se base en
grande partie sur I'article exhaustif de Geman et Horowitz [26] et sur les nombreux travaux
de Berman que nous avons déja cités. Nous avons essayé autant que possible de remonter
aux sources initiales des théorémes présentés dont on reprendra alors la démonstration que
nous prendrons le soin de détailler.

Le Chapitre [2| s’intéressera dans un premier temps aux processus gaussiens localement
non-déterministes et se basera sur les travaux de Pitt [47] afin d’obtenir notamment la
bicontinuité du temps local dans ce cadre. La seconde partie du chapitre s’intéresse quant
a elle aux travaux de Xiao [60]. Nous donnons et démontrons notamment une loi du
logarithme itéré dans le cas de processus gaussiens & accroissements stationnaires fortement
localement non-déterministes. Les Théorémes [2.4.17] et 2.5.1] sont certainement les deux
résultats les plus importants de ce chapitre. Remarquons que ces théorémes s’appliquent
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notamment au mouvement Brownien fractionnaire.

Dans le Chapitre [3, nous développons des résultats similaires & ceux du chapitre pré-
cédent dans le cas du drap Brownien fractionnaire. Ce processus n’étant ni localement
non-déterministe, ni a accroissements stationnaires, le but de ce chapitre est de montrer
que, méme dans ce cas, il est quand-méme possible d’obtenir des résultats puissants. Nous
mettons aussi en lumiére le caractére trop restrictif du non-déterminisme local. En effet,
il est possible d’affaiblir cette condition pour la remplacer par le non-déterminisme local
sectoriel. Nous verrons aussi qu’il est possible de décomposer un processus non-localement
déterministe afin d’obtenir une composante qui I’est. L'un de nos buts pour ce chapitre
est de mettre en évidence les différences et surtout les similarités des raisonnements dé-
veloppés avec ceux traités au chapitre précédent. Nous incitons ainsi le lecteur a faire le
paralléle autant que possible. Nous nous permettrons aussi de passer certaines démonstra-
tions lorsque ces derniéres n’apportent aucun élément nouveau et relévent davantage du
copiage des démonstrations du chapitre précédent.

Enfin, ce document comprend une annexe fournissant quelques rappels concernant la
régularité de Holder et la mesure de Hausdorff. Quelques notions plus avancées de théorie
de la mesure seront aussi rappelées. Cependant, I’annexe la plus importante concerne la
limite approximative et surtout les fonctions de Jarnik qui nous permettront d’exprimer
la maximalité de la régularité de Holder dans le Chapitre [T}
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Notations

e Nous noterons R I’ensemble des réels, N 'ensemble des naturels 0,1,2,..., Ny 'en-
semble des naturels privés de 0, Q I'ensemble des rationnels et C I’ensemble des
nombres complexes. Nous utiliserons aussi la notation R, pour désigner les réels
positifs ou nuls. Enfin, pour un ensemble A, on dénotera par A? le produit cartésien
de A avec lui-méme d fois.

e Sizy,...,zq € RY, nous noterons parfois  pour dénoter le vecteur (x1,...,2q) de
R

e Soit F un ensemble muni d’une topologie. Nous noterons Z(F) la o-algébre boré-
lienne sur E. Si E = R, on notera parfois #* pour Z(R?).

e Nous dénoterons par Ay la mesure de Lebesgue dans RY. Lorsque qu’aucune confu-

sion n’est possible, on s’autorisera toutefois & omettre le NV et écrirons simplement
A

e Nous nous placerons toujours dans un espace probabilisé (€2, F,P) et noterons tou-
jours E, V, Cov pour l'espérance, la variance et la covariance respectivement.

e f dénotera toujours une fonction déterministe. Les lettres X,Y et Z dénoterons
toujours des processus stochastiques (éventuellement a plusieurs dimensions), ou
des variables aléatoires. Leur caractére aléatoire étant toujours présent, nous nous
permettront de ne pas le mentionner dans nos écritures afin d’alléger nos notations.

e Nous dénoterons pi4(-) la mesure d’occupation sur A. Dans le cas aléatoire, nous
pourrons parfois mentionner spécifiquement w € €2, on écrira alors p4(+,w).

e Nous dénoterons le temps local par (x,A) — a(x,A). Lorsque nous prenons une
version qui est une mesure d’occupation, nous la noterons «(x,dt). Nous noterons
aussi a(z,t) = a(x) = a(z, [0,4]"). Dans le cas aléatoire, on pourra lorsque cela est
nécessaire indiquer le caractére aléatoire en notant a(x,w, A) pour w € €.

e La transformée de Fourier moins d’une fonction f sera notée F f ou f. Nous utili-
serons la méme convention pour la transformée de Fourier d’une mesure.

e Nous noterons B(z,r) la boule ouverte de R? centrée en = € R? et de rayon r > 0.
Nous spécifierons parfois la dimension de la boule en notant By(z, ). Pour la boule
fermée, on notera B(x,r). De maniére plus générale, on notera £ l'adhérence de
I’ensemble E.

e Nous dénoterons par ¢, ¢y, ca, ... des constantes fixées. Nous pourrons avoir recours
a C, K, A qui représentent des constantes dont la valeur peut varier de ligne en ligne
au cours d’une démonstration sauf mention explicite du contraire. Nous veillerons
toutefois a toujours préciser dans nos énoncés les dépendances éventuelles de ces
constantes.
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Lorsqu’une fonction ou un processus stochastique admet un temps local, nous dirons
qu’il/elle est (LT). Dans le cas des processus gaussien, nous noterons aussi (LND)
pour dire que ce processus est localement non-déterministe.

Si A est un ensemble, nous noterons |A| le diamétre de A. Sans que cela ne pose de
probléme, nous noterons aussi | M| le déterminant d’une matrice carrée M.

Soit A une fonction de dimension. La mesure de Hausdorfl associée a h sera notée
Hh

Soit g une mesure borélienne et soit f une fonction p-intégrable. Nous noterons
[ fr(dt), Vintégrale de f par rapport & p.

Soient u,r deux mesures définies sur une méme o-algébre. Si p est absolument
continu par rapport a v, nous noterons p < v.

Si f est une fonction dérivable n fois, nous noterons D" f ou f™ sa dérivée n—iéme.

si f est une fonction ¢—Jarnik, on note (J,). De plus, si ¢(x) = z", on écrira plus
simplement f est (J;.).
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Chapitre 0

Introduction a la théorie des processus
stochastiques

Ce chapitre a pour but principal de présenter ce qu’est un processus stochastique ainsi
que des résultats "élémentaires" nécessaires pour aborder le contenu du présent mémoire.
Le lecteur aguerri sur la théorie des probabilités et des processus stochastiques peut bien
stir se contenter de survoler ce chapitre. Ce chapitre se base essentiellement sur le livre de
Ivan Nourdin [45] mais aussi sur les syllabi de Laurent Loosveldt |37, 38| (voir aussi [20]).

0.1 Sur les processus stochastiques généraux

Dans cette section, nous définissons la notion de processus stochastiques ainsi que
certains résultats élémentaires. Nous en profitons pour poser certaines notations que nous
utiliserons tout au long de ce document.

Nous supposerons toujours disposer d’un espace probabilisé (€2, F,P) et noterons Z(A)
la o-algebre de Borel sur Pensemble A, nous noterons parfois plus simplement %% pour
B(RY). Nous noterons aussi Ay la mesure de Lebesgue sur RY. Lorsque la dimension est
claire, nous écrirons A pour Ay.

Définition 0.1.1. Soit 7" un ensemble d’indexation. Un processus stochastique est une
collection de variables aléatoires (X;)i e définie sur un méme espace probabilisé.

Remarque 0.1.2. Nous étudierons principalement des processus a temps continu, en
particulier, nous utiliserons fréquemment [0, 1]Y, RY ou encore Rf comme ensemble d’in-
dexation (N € Np) et les processus que nous considérerons seront généralement & valeurs

dans R? (d € Ny).

Notation 0.1.3. Nous utiliserons les notations X : T — R% ou {X(¢) : t € T} pour
dénoter un processus stochastique indicé par RY et a valeurs dans R?. Le caractére aléatoire
n’étant pas spécifié (mais bien présent) afin de ne pas alourdir les notations. Nous noterons
parfois aussi X;(w) pour X (t,w) (t € T,w € Q) ou plus simplement X; ou X (¢), omettant
le caractére aléatoire de nos écritures (et uniquement de nos écritures) lorsque cela ne
porte pas a confusion.

Le but de ce mémoire consiste principalement a étudier la régularité d’'un processus
stochastique en fonction de t € T pour w € € fixé. La fonction ¢ — X;(w) ot w € 2 est



fixé est appelée trajectoire du processus stochastique X. Bien siir, méme si w € €2 est fixé,
le caractére aléatoire garde toute son importance dans notre étude. Nous chercherons en
effet & obtenir des résultats presque siir, c’est-a-dire pour P-presque toutes trajectoires.
Cela motive la définition suivante.

Définition 0.1.4. Soient (X;);er et (Yi)ier deux processus stochastiques définis sur le
méme ensemble d’indexation T" et sur le méme espace probabilisé (2, F,P). On dit que X
et Y sont versions I'un de 'autre si

PX;,=Y,) =1
pour tout t € T

Remarque 0.1.5. Il est important de remarquer dans la définition précédente que le "pour
tout t" est a I'extérieur de la probabilité. Il n’est en général pas possible de le "rentrer"
dans la probabilité. Lorsque cela est possible, on parle de processus indistinguables.

Lorsque I'on souhaite étudier la régularité d’un processus stochastique, le premier théo-
réme utilisé par un probabiliste est sans nul doute le théoréme de Kolmogorov-Centsov
aussi appelé théoréme de continuité de Kolmogorov.

Théoréme 0.1.6 (Kolmogorov-Centsov). Soit T C R un intervalle. Si (Xi)ier est un
processus stochastique sur (2, F,P) pour lequel il existe o, 3 > 0 et C' > 0 tels que pour
tous s,t €T,

E[| X, — X,|*] < C|t — 5|7

alors le processus admet une version dont les trajectoires sont localement Héldériennes
B
d’ordre vy pour tout y €]0, 2.

Ce théoréme nous donne directement un minorant pour l'exposant de Holder. Une
question naturelle est alors de se demander si ce minorant est optimal. En d’autres termes,
peut-on trouver un majorant pour la régularité de Holder et si oui, ce majorant coincide-
t-il avec le minorant donné par le théoréme de continuité de Kolmogorov ? Cette question
sera centrale tout au long du présent mémoire.

0.2 Les processus gaussiens

Lorsque 'on travaille avec des variables aléatoires (ou méme des vecteurs aléatoires),
il est commun de définir les variables en présence via leur loi. Nous pouvons faire la méme
chose avec les processus stochastiques.

Définition 0.2.1. Soient (X;)ier et (Yi)ier deux processus stochastiques définis sur le
méme ensemble d’indexation T mais pas forcément sur le méme espace probabilisé. On dit
que X et Y sont de méme loi si les vecteurs (Xy,, ..., Xy,) et (Yy,,...,Y:,) sont de méme
loi pour tout d € Ny et tous ty,...t; € T.

Remarque 0.2.2. [’égalité en loi est plus faible qu’étre version. Par exemple, si (X;)ier
est un processus stochastique dont les variables aléatoires X; sont des lois normales indé-
pendantes non-dégénérées et si (Y;)ier est défini par Y; = —Xj, il est clair que les deux
processus sont égaux en loi mais ne sont pas versions I'un de 'autre.



La théorie que nous entreprenons de développer dans ce mémoire est vaste et s’intéresse
a de nombreux processus stochastiques différents. Les plus étudiés sont trés probablement
les processus gaussiens qui seront les processus étudiés dans les chapitres [2] et [3]

Définition 0.2.3. Soit X = (X;);er un processus stochastique. On dit que X est gaussien
si pour tout d € Ny et tout tq,...,t5 € T, le vecteur (Xy,,...,X;,) est gaussien. De plus,
dans ce cas, on définit la fonction moyenne p : 7' — R : ¢t — E[X,] et la fonction de
variance-covariance ' : T% — [0, +oc[: (s,t) = Cov[X,, X{].

On sait qu’une variable aléatoire normale est entiérement définie par son espérance et
sa variance. Ce résultat peut étre étendu aux processus stochastique.

Définition 0.2.4. Une fonction ' : T? — [0, +o00[ est de type positif si elle est symétrique
et si la matrice (I'(¢;,t;))1<; j<a €st semi-définie positive pour tout d € Ny et tous ¢y, ...t4 €
T.

Proposition 0.2.5. Deux processus gaussiens sont égaux en loi si et seulement si leurs
fonctions moyenne et de variance-covariance sont respectivement égales. De plus, si on
se donne p 2 T — R et une fonction de type positif T : T? — [0, +oo| alors il existe
un processus stochastique gaussien de fonction moyenne u et de fonction de variance-
covariance 1.

Dans le cas de processus gaussiens, le théoréme de continuité de Kolmogorov peut étre
amélioré.
Théoréme 0.2.6 (Kolmogorov-Centsov gaussien). Soit T' C R un intervalle. Si (X;)ier
est un processus stochastique gaussien sur (2, F,P) pour lequel il existe n,C' > 0 tels que

pour tous s,t € T,
E[|X; — X,|*] < Ot — s|"

alors le processus admet une version dont les trajectoires sont localement Holdérienne
d’ordre v pour tout v €]0, Z[.

Le processus stochastique le plus connu est sans nul doute le mouvement Brownien qui
est un cas particulier des processus étudiés au chapitre

Définition 0.2.7. Un mouvement Brownien (B;);c(o,+oo[ €St Un processus gaussien centréﬂ
a trajectoires presque siirement continues et d’opérateur de covariance donné par I'(s,t) =
min(s,t) pour s,t € [0, +0o0.

Le mouvement Brownien se généralise de plusieurs fagons. Nous étudierons (et défi-
nirons) spécifiquement le cas du drap Brownien fractionnaire au chapitre [3| Le cas du
mouvement Brownien fractionnaire, quant a lui, est aussi un cas particulier des dévelop-
pements établis au chapitre 2 Nous le définissons maintenant dans le cas réel.

Définition 0.2.8. Un mouvement Brownien fractionnaire (B} )se(o,+o0f d'indice de Hurst
H €]0,1] est un processus stochastique gaussien centré a trajectoires presque sirement
continues et de fonction de variance-covariance I' donnée par

1
D(s,t) = 5(s” + 2 — |t = ")

pour tous ¢, s € [0, 400

1. C’est-a-dire de fonction moyenne nulle



Remarquons que si H = 1/2 dans la définition précédente, alors on retrouve la définition
du mouvement Brownien.

Remarque 0.2.9. Vu le théoréme de Kolmogorov-Centsov gaussien, on sait que le mou-
vement Brownien fractionnaire posséde des trajectoires y-Holderiennes sur tout compact
pour tout vy €]0, H|.

Le mouvement Brownien fractionnaire posséde de nombreuses propriétés, nous utilise-
rons essentiellement la stationnarité des accroissements.

Proposition 0.2.10. Soit (B{")icjo,+00[ un mouvement Brownien fractionnaire d’indice de
Hurst H €]0,1[. Pour tout h >0, on a

(B, — B neporool = (B ) hefo, 000>

[’égalité étant a comprendre en loi.

0.3 Sur lintégrale stochastique

Il n’est pas rare de recourir & des caractérisations d’un processus stochastique sous
forme intégrale. Nous utiliserons particuliérement ces représentations pour désigner une
classe générale de processus gaussiens au Chapitre [2] ainsi que pour obtenir certaines
propriétés du drap Brownien fractionnairef] au Chapitre [3} Nous n’aurons cependant pas
besoin d’utiliser des outils poussés sur cette théorie. Ainsi, nous nous focaliserons ici sur
une approche plus intuitive mais suffisante pour aborder les développements des chapitres
suivants.

Considérons un espace mesuré (X, A, ) ot p est une mesure o-finie sans atome et
X est un espace polonais (c’est-a-dire métrique complet et séparable). On définit le bruit
blanc gaussien

{W(A): Ae A pu(A) < +oo}
en imposant que
e Pour tout A € A tel que u(A) < +oo0, W(A) ~ N(0,u(A));
e Pour tous A, B € A tels que p(A), u(B) < 400, on a E[W(A)W(B)] = n(AN B).

On peut voir W comme une mesure aléatoire (finiment additive) et puisqu’on a pris X
polonais, on sait que les fonctions simples sont denses dans L?(X, A, ). On peut donc
définir une intégrale de la maniére suivante. Considérons h = 7, a;xa, une fonction
simple telle que pour tout j € {1,...,J}, a; € R, u(A;) < +oo et sij #k, A;N A, =0.
On pose alors

[ b Wi = Y ajua)

En particulier, on vérifie aisément que si h et g sont deux fonctions simples, alors

B | [ 00w [ o0 W] = tughcean,

2. Nous le définirons aussi au chapitre



Si maintenant h € L*(X, A, i), on sait qu'il existe une suite (h;); de fonctions simples qui
converge vers h dans L?(X, A, u). L’égalité précédente assure alors la convergence de la
suite des intégrales associées dans L?*(€2). On définit donc

/ h(a)W (de) = lim / hy(2)W (dz).

En particulier, si h,g € L*(X, A, i), on obtient comme précédemment

B | [ 10w [ o) Wid)| = (g 1)

Cette derniére égalité est appelée isométrie de Wiener-Ito.

Enfin, si on prend X = R , A la o-algeébre des ensembles Lebesgue-mesurables et p la
mesure de Lebesgue, alors il est possible de montrer que {W([0,t]) };cr est un mouvement
Brownien. La construction précédente permet alors de définir I'intégration par rapport au
mouvement Brownien.






Chapitre 1

Temps local

Dans ce premier chapitre, nous présentons le concept principal de ce mémoire appelé
temps local. Cet outil, bien qu’il puisse étre défini dans un cadre complétement déter-
ministe, est principalement utilisé pour 1’étude de processus stochastiques. Nous nous
intéresserons tout particuliérement au temps local comme outil pour étudier la régularité
(de Holder) des trajectoires d’un processus stochastique. Nous nous intéresserons aussi a
la mesure de Hausdorff des ensembles de niveau de ces trajectoires.

Ce chapitre est structuré en deux parties principales. La premiére concerne 1’étude
du temps local dans un cadre tout & fait déterministe[[] Aprés avoir exploré les propriétés
élémentaires du temps local d’une fonction f, nous donnerons de nombreuses conditions sur
le temps local inférant des propriétés de régularité sur f. Notons en particulier le Corollaire
souvent utilisé en pratique. La deuxiéme partie concernera 1’étude du temps local
dans le cadre (principal de ce document) des processus stochastiques. Aprés avoir donné
des équivalents pour les propositions élémentaires fournies dans le cadre déterministe,
nous donnons des conditions souvent simples a vérifier impliquant (presque strement) les
hypothéses des théorémes de la premiére partie aux trajectoires du processus stochastique
étudié. Une attention particuliére sera portée aux processus gaussiens.

Sauf mention explicite du contraire, I’ensemble des résultats de ce chapitre sont ti-
rés du papier de Geman et Horowitz [26]. Notons cependant que de nombreux résultats
présentés ne sont pas attribués directement a ces auteurs (malgré leurs contributions non-
négligeables sur la théorie développée ici) et que nous avons essayé, lorsque cela était
possible, de remonter a la source originale dont nous reprenons alors les preuves que nous
détaillons. Ainsi, de nombreux résultats sont dis par exemple & Berman (voir par exemple
[12] dont les principaux résultats sont reproduits a la section .

1.1 Généralités et premiéres propriétés

Définition 1.1.1. Soit f : [0,1]Y — R une fonction borélienne. La mesure d’occupation
de f sur A est la mesure pa(B) = Ay({ANf71(B)}) ot Ay désigne la mesure de Lebesgue
dans R, A € 2(]0,1)V), B € #°*. Lorsque A = [0,1]", nous noterons simplement z1 = ji4
pour dénoter la mesure d’occupation.

Définition 1.1.2. Dans les mémes conditions, supposons que ps < Ay pour tout

1. Chaque trajectoire d’un processus étant une fonction déterministe, cette étude est primordiale méme
si le temps local est rarement usité dans un cadre déterministe.
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A€ $(]0,1]Y). Dans ce cas, on définit le temps local a(., A) de f comme étant la dérivée
de Radon-Nikodym de sa mesure d’occupation sur A. En d’autres termes,

ja(B) = /B a(x, A)dz,

pour tout A € A([0,1]V) et B € A",

Si la condition pa < Ag pour tout A € Z([0,1]V) est satisfaite, on dit que f est (LT).
Comme pour la mesure d’occupation, si A = [0, 1]V, nous noterons a(-) = a(-, A) le temps
local de f.

Remarque 1.1.3. Pour qu'une fonction f soit (LT), il suffit de vérifier que pp v < Ag

puisque gy 1~ (B) > pa(B) pour tout ensemble borélien B de R? et tout ensemble borélien
A de [0,1]V.

Remarque 1.1.4. Dans les définitions précédentes et dans tous les résultats de cette
section, I'ensemble [0, 1]V peut-étre remplacé par n’importe quel intervalle compact de
RY. Cette restriction a [0, 1] n’existant que pour simplifier les notations.

De plus, le temps local peut étre défini de maniére analogue en remplagant [0, 1]V
par un ensemble borélien quelconque (en particulier par RY). Cependant les résultats qui
suivent pourraient ne plus étre vrai dans ce cadres.

Hypothéses générales : Dans la suite de ce chapitre, sauf mention explicite du
contraire, nous supposerons toujours disposer d'une fonction f : [0,1]Y — R? qui est
(LT). De plus, nous noterons toujours a = a(+, [0, 1]V) une version du temps local de f.

Théoréme 1.1.5. [l est possible de choisir (x, A) — a(x, A) qui soit un noyau, c’est-a-dire

e af., A) est mesurable pour tout A fixé;

o afz,.) est une mesure finie sur A([0,1]N) pour tout x € R®.

Une telle version de a est appelée un noyau d’occupation.

Démonstration. Nous partons d’une version quelconque du temps local (xz, A) — «a(x, A)
et allons construire la version de I’énoncé. Pour ce faire, commencons par remarquer que
si Ay, Ay € A([0,1]V) sont tels que A; C A, alors pour presque tout z € R?

alz, Ar) < a(z, As).
En effet, on a pour tout B € R?

pa,(B) = MA N f7H(B))
< ANA2 N fH(B)) = pa,(B).

Ainsi f14, — pta, est une mesure telle que pour tout B € Z(R?),
(kay = pa,)(B) = / a(r, Ay) — a(z, Ay)dz.
B

En particulier a(-, Ay) —a(-, Ay) est égal presque partout a une dérivée de Radon-Nikodym
et est donc positive presque partout. Dans la suite, pour r € [0, 1]", nous noterons ]0, 7]



pour dénoter l'intervalle |0, r;] x -+ x]0,7y]. Soit E; ensemble négligeable tel que son
complémentaire satisfait pour tout rq,rs € [0, 1]N N QN tel que r1 < ry et tout x € EY
Oé(:L‘, }Oa 7“1]) < O‘(xa ]07 TQ])‘

De plus, il existe un ensemble négligeable Es tel que pour tout z € R? \E; et tout r €
0,1]¥nQ",
liIJ’I_l a(x,)0,r 4+ 1/n]) = a(z,]0,r]) (1.1)
n—-+0o0
our+1l/n=(r+1/n...,rxn+1/n) et
a(z,]0,1 —1/n]) — a(zx,]0,1]) < +o0, «(x,]0,1/n]) — 0. (1.2)

En effet, on a pour tout B € B(R?),

lim a(z,]0,r +1/n))de = Hm pyo,41/m(B) = oy (B) = / a(z,]0,r])dx
B

n—-+0o B n—-+00

ol la limite est calculée en utilisant la continuité des mesures.
Puisque |a(z,]0,7+1/n])| < |a(z,]0,1]V)| presque partout, le théoréme de la convergence
dominée et ce qui précéde impliquent que

lim a(z,]0,7+1/n]) = a(x,]0,r])

n—-+4o0o

pour presque tout 2 € R*\ E;. Ce qui montre (I.1)), (1.2) se montre de méme.
Notons F = F;, U E,. Pour tout 2 € R*\ F et tout s € [0,1]", posons

F(x,s) = inf{a(z,]0,7]) : » € [0, 1Y N QY,r > s}.

La fonction s — F'(x, s) ainsi définie est croissante continue a droite et bornée. Elle définit
donc une mesure de Lebesgue-Stieltjes (sur 2([0, 1]V)) a(z,-) qui est finie. De plus, on a

a(x,)0,7]) = a(z,]0,7]), Vre[0, 1]V NnQYN.

Si maintenant = € F, on pose simplement a(z,-) = 0.
Montrons que & définit bien un noyau. Commengons par établir la mesurabilité. Pour
tout € [0,1]¥ N QY, on sait que

a(x,]0,7]) = a(z,]0,7])
presque partout. La mesurabilité de z — «(x,]0,r]) implique alors la mesurabilité de
x + @(r,]0,7]). Remarquons que A = {]0,7] : r» € [0,1]Y N Q"} est un 7-systéme qui
engendre ([0, 1]). De plus, 'ensemble
D={Ac %([0,1]): 2 a(r, A) est mesurable}

est un A-systéme qui contient A. Le lemme de la classe monotone implique alors que
D = %([0,1]"), ce qui conclut concernant la mesurabilité.

2. on entend par cette inégalité que (r1); < (r2); pour tout j € {0,..., N —1}.
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Pou finir le preuve, il nous reste & montrer que &(-, A) est bien une dérivée de Radon-
Nikodym de p4 pour tout A € Z([0,1]V). Pour tout B € A(RY) et tout A € A, on
a

/Bd(:p,A) do = / afz, A)dz = pa(B).

B

Puisque les deux extrémités sont des mesures boréliennes finies (selon A)H qui sont égales
sur A, elles doivent étre égales sur A([0,1]Y) pour tout B € R? ce qui suffit pour
conclure. o

Définition 1.1.6. Une version du temps local a qui satisfait les deux points du théoreme
précédent est appelée noyau d’occupation. Pour € R? fixé, nous noterons a(z,dt) la
mesure définie par le temps local au point . En particulier, pour tout ensemble borélien
AcC0,1]V, on a

/Aa(x,dt) — alx, A).

Le théoréeme suivant, bien que simple & obtenir, nous donne une formule qui sera tres
utile dans la suite. Il est parfois appelé "occupation density formula" dans la littérature.

Théoréme 1.1.7. Soit o un noyau d’occupation de f. Pour toute fonction borélienne g
positive sur [0,1]Y x R?, on a

/MN g(t, f(t))dt = /Rd /[OJ]N g(t, )z, dt)dx.

En particulier, si A € B([0,1]V), alors pour toute fonction borélienne positive g sur R%,
on a

/Ag(f(t))dt—/ g(z)a(x, A)d.

Rd

Démonstration. Soit A € Z([0,1]V) et B € B(R?), posons g(t,r) = xa(t)xs(r). On a

/ g(t, f(£))dt = / alOxs(F)dt
[0,1]N

[0,1]¥
= pa(B)

:/Ba(x,A)dm
:/B/Aa(x,dt)da:

_ / / o(t, 2)a(z, dt)de.
R? J[0,1]N

On conclut alors aisément par le théoréme de la convergence monotone.

3. Tl est clair que A — p4(B) est une mesure pour tout B € B(R?).
4. Voir par exemple le Lemme 1.2.7 de [44].
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Pour le cas particulier, en reprenant les notations de I’énoncé, on a

/RN g(z)a(z, A) dx:/RN g(m)[la(x,dt) dz
- [ st as

- / g(£(1)) dt

ol la derniére égalité est obtenue via la premiére égalité de 1’énoncé. O

Ce théoréeme permet de démontrer aisément certaines propriétés basiques du temps
local. Nous avons par exemple la proposition suivante.

Proposition 1.1.8. Pour tout € > 0 et presque tout t, on a

a(f(t), By(t,e)) > 0.

Démonstration. 11 suffit de prendre, dans le théoréme précédent, la fonction g qui vaut 0
si a(x, By(t,€)) > 0 pour tout € > 0 et qui vaut 1 sinon. En effet, on obtient directement

que
/ / g(t,z)a(x,dt)dr =
R J[0,1]N

et donc que g(-, f(+)) = 0 presque partout. ]

Nous verrons que ’existence ou non d’atomes pour la mesure donnée par le temps local
a(x, dt) nous permettra d’obtenir des résultats intéressants (voir par exemple la Définition
1.3.3| et le Théoréme [1.3.5)). Nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.1.9. La mesure a(x,dt) est sans atome pour presque tout x € R? si et
seulement si a(f(t),{t}) = 0 pour presque tout t € [0, 1]V

Démonstration. On a, par le Théoréme [I.1.7]

/[O " a(f(t),{t})dt = /R ) /[0 i~ z, {t})a(z, dt) dz

Deés lors, si a(x,dt) est sans atome pour presque tout x, alors le membre de droite est nul
ce qui implique «a(f (), {t}) = 0 pour presque tout ¢.

Si maintenant a(f(¢),{t}) = 0 pour presque tout ¢, soit A ’ensemble des x tels que
a(z,-) posséde un atome. Pour un tel z € A, on a

/[OI}N afz, {t})a(z,dt) > o?(z, {to}) > 0

pour un t, bien choisi (dépendant de x). On en tire alors que A est négligeable puisque,
sinon,

[t e o

ce qui est impossible. O
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1.2 Condition d’existence

Pour définir le temps local, nous avons vu qu’il était nécessaire que la mesure d’oc-
cupation soit absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. En général, il
n’est pas toujours simple de prouver que cette condition est satisfaite. Nous donnons ici
une condition d’existence a l'aide de la transformée de Fourier de la mesure d’occupation
p = pjon, c'est-a-dire a partir de la fonction

i(0) = [ " utda).

Le résultat suivant est une généralisation du résultat de Berman [12] qui est a 'origine
de cette méthode.

Théoréme 1.2.1. i
\,&(9)\2d9 < 400
Rd

alors p est absolument continu par rapport a la mesure de Lebesqgue et sa dérivée de Radon-
Nikodym est de carré intégrable dans R®.

Démonstration. Définissons la fonctionnelle linéaire S sur L?(R%) par

S(9) = [ atui(-udu

On remarque directement que S est linéaire. En effet, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le
théoréme de Parseval impliquent directement qu’il existe une constante c telle que

S(9)I* < cllgllz= 121z

De plus, puisque L*(R?) est un espace de Hilbert, le théoréme de représentation de
Riesz assure Iexistence d’une fonction ¢ € L*(R?) telle que

S(9) = [ sta)otoe

Supposons que ¢ est la fonction indicatrice de produits d’intervalles bornés [] [a;, b;].
1<i<d
On obtient

S(g) = / . dgb(xl,...,xd)dxl...dxd = (2m)%u( H [a;, b;]).

d 1<i<d

La derniere égalité étant obtenue en appliquant l'isométrie de la transformée de FourierE]
1

(2m)

rapport a la mesure de Lebesgue) qui est de carré intégrable. On en tire directement la

conclusion. ]

dans la Définition de S. Il est donc clair que ¢ est une densité pour la mesure p (par

Le théoréme suivant découle alors directement. Rappelons la notation
a=a()=a(,[0,1%).
5. (f.9) = 2m)"(f.9) on f,g € L*(RY).
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Théoréme 1.2.2. Une fonction f est (LT) avec son temps local o € L*(R?) si et seulement

S
/ / / 0 =10 ds dt dh < oo. (1.3)
R4 Jjo,11N J[0,1]N

Démonstration. En utilisant le Théoréme [1.1.7] on remarque directement que (|1.3)) se
récrit

|1(0)]*d6.
Rd

Le théoréme précédent implique alors la condition suffisante. Pour la condition nécessaire,
il est clair au vu des hypothéses que a € L' N L?, ce qui implique que sa transformée de
Fourier est de carré intégrable, c¢’est-a-dire

/ / / U= dsdt do < .
R? J[0,1]N J[0,1]V

Nous donnons maintenant une deuxiéme condition d’existence découlant directement
de la définition d’une dérivée de Radon-Nikodym.
Pour ce faire, posons

]

V)= tim —— [ xpou(lf(s) = F(B)])ds

e—0t cged [0,1]V
cette expression étant bien définie par le Théoréme m (et potentiellement égale & 1'in-
fini) pour presque tout ¢t € [0, 1]V et ott A(By(0,¢)) = cqe?.

Théoréme 1.2.3. On a les équivalences suivantes :
a) f est (LT) si et seulement si V (t) < +00 pour presque tout t.

b) f est (LT) et son temps local v est de carré intégrable si et seulement si

e—0t

lim inf &?d/ / Xj0,e[(|f(s) = f(t)])dtds < oo.
(0,1 J[0,1]¥

De plus, sous ces conditions, on a V(t) = a(f(t)) presque partout.

Démonstration. Commencons par montrer le point a). Si f est (LT), il est clair que V () <

+00 pour presque tout ¢ car dans ce cas, V est la dérivée de Radon-Nikodym de p (par

rapport & la mesure de Lebesgue). La réciproque découle directement du lemme suivant

en remarquant que p(B) = 0 si et seulement si f(¢) ¢ B pour presque tout ¢ € [0, 1]V,
Pour le point b), il suffit de remarquer que

/[O o al(f(t))dt = /R (o) ds.
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Lemme 1.2.4. Si ) est une mesure borélienne finie sur R, alors elle est dém’vableﬁ (par
rapport & la mesure de Lebesque) presque partout. De plus, on a

Y K Ay si et seulement si ¢ (x) < 400
pour Y-presque tout x, ou ' est la dérivée de Radon-Nikodym de ).

Démonstration. L’existence de la dérivée est bien connue (voir le Théoréme m en an-
nexe). Pour I'équivalence, si 1) < A4, montrons que ¢'(x) < 400 pour i-presque tout x.
Pour ce faire, procédons par contraposition et supposons qu’il existe un ensemble borélien
E tel que ¥(E) > 0 et ¢'(x) = +o0 pour tout z € E. On va montrer que dans ce cas, 9
n’est pas absolument continu par rapport a la mesure de Lebesgue. Notons 1) = 9% + ¢+
ol ¥ est la partie absolument continue de u et 1 la partie singuliére de ¢ (par rapport
a la mesure de Lebesgue).

Remarquons que A\g(E) = 0 sinon ¢*(E) = 400 ce qui est impossible. En particulier,
on en déduit ¥*(E) = 0 et donc

0 < P(E) =y*(B) + ¢ (B) = ¢ (E).

Ce qui permet de conclure. Si maintenant 1)'(x) < 400 pour ¥-presque tout z, montrons
que ¥ < A. Pour ce faire, procédons par ’absurde et supposons que 1 n’est pas absolument
continu par rapport a A. Quitte a séparer les parties absolument continue et singuliére, on
peut supposer que 1L\ et on sait qu’il existe un ensemble borélien A tel que A(A) =0 et
¥(A°) = 0. On va montrer que

(B
r—=0 A\(B(z, 7))

pour ¥-presque tout x € A, ce qui permettra de conclure.
Pour ce faire, fixons ¢ > 0, il existe un ouvert O, tel que A C O, et A\(O,) < €. De la,
pour tout § > 0, posons

Y(B(z,7))

As = A : liminf
o= e AN B )

< d}.
Y(B(z,5r4))
AN B(zx,5r,))
utiliser le lemme de recouvrement de Vitali pour obtenir un ensemble dénombrable D C A;
tel que les boules B(x,r,) (x € D) soient deux a deux disjointes et As C UzepB(x, 5ry).
On en tire que

Pour tout x € Ay, il existe r, > 0 tel que B(z,r,) C O, et < ¢. On peut alors

zeD

< ch)\(OE) < chle.

En faisant tendre € vers 0, on obtient que 1)(As) = 0 pour tout § et la conclusion découle.

]

6. Voir la Définition
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1.3 Condition de régularité d’une fonction a partir de
son temps local

Pour aborder cette section, il est nécessaire de maitriser la notion de régularité de Hol-
der et celle de fonction de Jarnik. Nous renvoyons a I’Annexe [A] pour plus d’informations
sur ces notions. Nous allons en effet donner des majorants pour la régularité de Holder via
la notion de fonction de Jarnik.

1.3.1 Reégularité en fonction de «(z,.)

Nous allons donner des conditions qui limiteront la régularité (au sens de Holder) de la
fonction f. Pour ce faire, considérons deux fonctions ¢ et 1) définies sur [0, +00[, continues,
croissantes et telles que ¢(0) = ¢(0) = 0. Nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.1. Supposons qu’il existe une fonction réelle positive et localement inté-
grable g : RY — [0, +00] telle que pour toute boule B de centre et de rayon rationnels,

a(z, B) < g(2)¥(An(B))
presque partout. Si
1i{‘1f(1) e N p(e)p e (cne™) = 0

ot cy = An(Bn(0,1)), alors pour presque tout t (et pour tout t si g est continue),

L) = 0]
i ()

ot ap — lim désigne la limite approximative (voir annexe .
En d’autres termes, f est ¢-Jarnik.

Démonstration. Soit L I'ensemble de Lebesgue de ¢. Si g est continue, on a L = R? et
dans tous les cas, Ay(L¢) = 0. On en déduit donc que f(t) € L pour presque tout ¢ € [0, 1]V
(partout si g est continue) puisqu’on a, par définition du temps local,

w({te DAY £(0) ¢ 1)) = [ a(e.0.1%)de = 0.
Soient t € f~(L) et (€,)nen, une suite décroissante vers 0. Considérons une suite (¢,)nen,
de points de R" & coefficients rationnels et tels que [t —t,| < &, et soit (J,)nen, une suite
de rationnels décroissant vers 0 et telle que pour tout n € Ny, 2¢,, <9, < 3g,. Pour tout
g>0etneNy On a

¥ ({s € Bu(t.2) < 1£(s) — £ < adlls — 1)) (1.4)
< An({s € By(tur6,) : |£(5) — F(1)] < gd(en)}) (1.5)
:s;N/ a(x, By (t,, 0,)) dz (1.6)

Bgy(f(t),q ¢(en))
<erVip(endl) - / o(z) da. (L.7)
Ba(f(t),q ¢(en))

7. Voir Définition
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Puisque f(t) € L, on sait que

1

lim ————— ) — dr = 0.
w5 cag?((en))? /Mf(t),w(an)) () = 5(70)

On en déduit donc directement que l'intégrale de ((1.7)) est un O((¢(g,))%). On conclut
alors en remarquant que (|1.7]) est bornée par

C(0,/3) " (endy ) (a(6,))

ou C est une constante et il est clair, vu nos hypothéses, que ’expression converge vers

0. O
Le théoréme suivant découle alors directement

Théoréme 1.3.2. Si f est (LT) avec a € L* (resp. « est essentiellement borné) alors f
n’est pas y-Hélder pour tout v > N/d presque partout.

Démonstration. 11 suffit de prendre v = 1, g(z) = a(x) et ¢(e) = €7 dans le théoréme
précédent. O

Nous donnons maintenant une tout autre condition pour qu'une fonction soit (.J,)
appelée condition [AC-p|. Cette notion est due & Geman et provient de |25].

Définition 1.3.3 (Conditions [AC-p|). On dit que f satisfait la condition [AC-0/ si son
temps local a(x,dt) est sans atome pour presque tout z € R Sipe {0,1,...,.N—1}, f
satisfait la condition [AC-p/ si pour presque tout x € R%, on a

a(x, Ay x An_p) = / B(s,x, An_p)ds
Ap

pour tout A, € %([0,1]7) et tout Ax_, € B([0,1]VP) ou B(s,x, A) est un noyau d’occu-
pation sur [0,1]7 x R? x 2(]0, 1]¥=P) qui est sans atome pour presque tout (s, ).

Remarque 1.3.4. Dans la Définition précédente, nous avons fixé les p premiéres compo-
santes par simplicité d’écriture mais nous aurions pu choisir n’importe quel ensemble de p
composantes.

Théoréme 1.3.5. Si f est [AC-p/, alors f est (J,) pour v = (N —p)/d.

Démonstration. Nous traitons ici le cas p > 0, le cas p = 0 est un cas particulier dont la
démonstration s’obtient facilement en adaptant le raisonnement ci-dessous. Nous reprenons
aussi les notations de la Définition précédente.
Sans perte de généralité, on peut supposer que (s, z, {t}) = 0 pour tous s, x, t.
Posons ensuite H l’ensemble des rectangles a bord rationnels de [0,1]¥ =7 et posons
fr(s,y) = B(s,y,J) € L*([0,1]? x RY) pour tout J € H. On a alors

1
_ d\
fi(s,y) s A(B((s,y),eN/(@+p)) /B((S,y),gzv/(dw))f(]

pour presque tout (s,y).

8. voir la Définition m
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Considérons maintenant une famille dénombrable d’ensembles boréliens (de [0, 1]7 x RY)
E;, J € H telle que A(ES) = 0 et 'égalité précédente est réalisée pour tout (s,y) € Ej.
On a alors directement que (f(t),t1,...,t,) € E; pour tout J € H pour presque tout
t € [0,1]". Pour un tel t et ¢ > 1, on obtient

< / Xtoaer— (1 F(s) — F(H)])ds
BN(t7€)
N
S/ aly, | |lti —e.ti +e))dy
B(f(t),qe(N—7) H

i=1

< / fo(s,y)dyds
[12_, [ti—etite] J B(f(t),qsN—P))

< f1(s,y)dyds

/B((f(t)7t17...,tk),q5N/(li+p))

pour tout € suffisamment petit si (tg41,...,ty) € J € H.
On obtient alors

N () = £(5)]
3 )\({SEBN(t,s) P SC]})
< CB((t1,....tp), f(1),J)

pour tout J € H qui contient (f,11,...,tx). Il suffit alors de faire tendre J vers {(tp11,...,tn)}
et d’utiliser le fait que (s, x, {t}) = 0 pour conclure. ]

Remarque 1.3.6. Il est clair qu’il est impossible de prendre p = N dans le théoréeme
précédent. En effet, on montrera plus tard que a(x,dt) prend ses valeurs dans I’ensemble
de niveau M, qui est de mesure de Lebesgue nulle (voir Proposition [1.4.3)).

Le corollaire suivant découle alors directement. Ce corollaire est particuliérement im-
portant et est une formulation courante du principe de Berman.

Corollaire 1.3.7. Si f : [0,1] = R est (LT) et si ax(x) = a(x,[0,t]) est continu en tout
(t,z) alors f est (J1). En particulier, f est dérivable au plus sur un ensemble négligeable.

Démonstration. 11 suffit de prendre p = 0 dans le théoréme précédent. O]
On pourrait alors se demander si toute fonction de Jarnik est (LT'). Il a été montré

dans [13]| que ce n’était pas le cas.

1.3.2 Reégularité en fonction de af., B)

Dans cette section, nous donnons d’autres conditions sur a qui nous permettrons une
étude locale de la régularité de f.
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Soit B € 4([0,1]") ouvert et considérons ty € B et £ = f(t). Nous supposons aussi
que (&, B) = 0. Considérons alors ¢ : [0, +0o[— [0, +00[ une fonction positive, strictement
croissante s’annulant en 0 et posons

(u) = ess.supmegd(&u)\a(a:, B) — «a(§, B)|.

On a alors le résultat suivant.

Théoréme 1.3.8. Supposons que

/0 () (67 ()Mt ldu < oo

et
lim i(I)lf ¢ (g ') /o (u) > 0, pour tout q > 0.
u—>

Alors f est (J4(to)).

Démonstration. On doit montrer que

e "An({s € Bu(to, ) : [f(s) — f(to)| < qo(ls —to])})

tend vers 0 pour tout ¢ > 0.
On a

N aw({s € Byltor2) : [f(s) — <to>|<q¢<|s—to|>}>
e ()= 3
S/BN@O,@‘S Wl 0‘”( B )d
)

< / @)~ SN

Pour montrer que cette derniére expression tend vers 0 si € tend vers 0, il suffit d’établir
que

[ 67156~ €y s < o
On a

(67 (a7 f(s) — &) Nds
= [ o7 e = ) Nate Byda
: /Bd(m(d)l(ql’x = &) (|l — €l + / o(x, B)dz (67 (¢7'9))"

Bd (515)6

S

s
< [ ut i wpiu) du+ (67 a7 5) M aw(E)
0
ou 6 > 0. La derniére inégalité est obtenue en effectuant un changement de variable en

coordonnées polaires pour la premiére intégrale et en majorant la deuxiéme par A\y(B).
On conclut alors en utilisant I'intégrabilité du premier terme vu nos hypothéses. [
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On obtient le corollaire immédiat suivant

Corollaire 1.3.9. Si a(z, B) admet une condition de Hélder d’ordre  en &, alors pour
tout v > N/(d+ B), [ est (J,(to))-

Jusqu’a la fin de cette section, nous nous restreignons a I’étude d’une fonction
f:10,1] — R qui est (LT). Les résultats qui suivent proviennent de Berman [10] et nous
seront, particulierement utile dans I’étude des trajectoires d’un processus gaussien.

Lemme 1.3.10. Soit I C [0, 1] un intervalle et posons
c=ess.sup; f, b=ess.inf; f, |f(I)| =c—b.

Pour tout naturel m et tout € € [0,1], on a

CN2(I)
T g [Pt () [Pdu

F(Dfmeest

ot C' est une constante strictement positive et ji(u f e qt.

Démonstration. On peut bien str supposer b et ¢ fini. On a d’une part, par la formule
d’inversion de Fourier pour les mesuresﬂ,

/\(I) - / e~ tuc _ efiub A( )d (1 8)
Jr —2miu gy o '

et d’autre part, puisque « est nulle en dehors de [b, ¢,

NI = u(loel) = [ ala)d.
b
Commengcons par traiter le cas m = 0. L’intégrale (|1.8) est majorée par

B ’e—zuc _ e—zub|
[ i)

On obtient alors directement par I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

—iuc __ —zub 2
v [ [ Pl < o=y [ latorhau
R

La derniére égalité étant obtenue en effectuant la substitution ¢ = (¢—b)u dans la premiére
intégrale.

Traitons maintenant le cas m > 0. On peut bien évidemment supposer 'intégrale de
I’énoncé finie, le résultat étant évident sinon. En particulier cela impliquelﬂ que « et ses
m premiéres dérivées existent et sont de carrés intégrables. On obtient alors en intégrant

par parties que
c —1)m c
/ a(zx)dr = ( |> / (x —b0)"D"o(z)dx
b m-Jy

9. Voir par exemple le théoréme 16.1.1 de |24].
10. Voir par exemple le théoréme 68 de [56).
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puisque par continuité, « et ses m — 1 premiéres dérivées s’annulent en b et ¢ et ou
D est l'opérateur de dérivation. En appliquant la relation de Parseval, on obtient alors
directement que

/bco‘@)dx = ot /R /b e (@ — b)"dr u™ () du.

On conclut alors comme dans le cas m = 0 en faisant apparaitre |u|/2 et |u|™5/2 et en
appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
]

Pour tout n € Ny, considérons I,,x, k € {1,...,2"}, un découpage de I en intervalles
de longueur 27" et posons (i, la transformée de Fourier de af., I,, ). Le résultat suivant
exploite la notion de ~-variation que nous définissons maintenant.

Définition 1.3.11. Soit f : [0, 1] — R, la y-variation de f (v > 1) est définie par

1
lim sup Z |f(tje) — f(E5)].

noEee o<t <<t <1 5T

Remarque 1.3.12. La limite de la définition existe bien (mais est éventuellement égale
a 4+00). En effet, il est clair que la suite

( sup i |f(tjz1) — f(tj)|7>

S

est croissante.

Proposition 1.3.13. St m € Ny et € > 0 sont tels que

2n
limian/ || *" 7 g (w) [Pdu = 0
k= /R

alors la y-variation de f est infinie pour v = 2m + ¢ + 1.

Démonstration. Par le Lemme [1.3.10| et en se rappelant que la moyenne harmonique est
toujours inférieure ou égale a la moyenne arithmétique, on obtient 'inégalité

C
f [n, 2m—+e+1 2 )
2o S o [Pl ()P

L’hypothése permet alors de conclure. ]

Nous pouvons obtenir un résultat similaire pour la condition de Holder. Commengons
par énoncer le résultat suivant qui ne nécessite pas l’'utilisation du temps local.

Lemme 1.3.14. Supposons que f satisfait la condition de Holder d’ordre 6 > 0 en xq
|f(x) = flzo)] < el — o’

pour |x — xo| < §. Si I est un intervalle de longueur |I| (strictement positive) inférieure a
0 qui contient xo alors
[F(D)] < 2|1
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Démonstration. Soient x,y € I. On peut supposer z,y, xo distinct sinon le résultat est
évident. On obtient directement par l'inégalité triangulaire que

(@) = fW)l _ (@) = (o)l | = xol” S (y) = f (o)l [y — 2ol”

L 717 ly —wol” [

+

et le résultat annoncé en résulte. O]
On en tire le corollaire suivant
Corollaire 1.3.15. 5%
lim sup 2" m}jn |f(Lng)] = +o00
n

alors f ne satisfait pas de condition de Hélder d’ordre 0 en un point de [0, 1].

Ce corollaire nous meéne alors & un résultat similaire a la Proposition [1.3.13| pour la
condition de Holder.

Proposition 1.3.16. Sim € Ny et ¢ > 0 sont tels que

2”
lim inf S / 27 | () Pl = 0
"o k= /R
alors [ ne satisfait nulle part une condition de Hélder d’ordre p=2/(2m + ¢+ 1).

Démonstration. On obtient facilement a partir du Lemme [1.3.10] que

. e C
min | (L) 2 e _
k 2 Y7 e [l ()P

On tire alors vu 'hypothése que lim sup,, 22" ming, | f (1, x)|*" ™+ = 400 et on peut donc

conclure par le corollaire précédent. O

Les Propositions [1.3.13| et [L.3.16] ne semblent pas pratiques a utiliser & premiére vue
puisque leur hypothése ne parait pas simple & vérifier. Nous verrons cependant qu’elles le
sont (notamment pour les processus gaussiens) sous une hypothése d’intégrabilité de la
fonction de covariance.

1.4 Ensembles de niveau

Dans cette section, nous nous intéressons aux ensembles de niveau d’une fonction f :
R — R qui est (LT).

Définition 1.4.1. L’ensemble de niveau de f en x € R est I’ensemble
M, ={te0,1)V: f(t)=x.}

On définit aussi 'ensemble
Ly = My

pour ¢ € [0, 1]V,

21



On obtient la propriété immédiate suivante liant M, a «.
Proposition 1.4.2. Pour presque tout x € R, on a a(z, MS) = 0.

Démonstration. Considérons la fonction g : [0, 1]V x RY — R telle que g(t,z) = 0sit € M,
et 1 sinon. Par le Théoreme [1.1.7] on obtient

/[o,lw g(t, f(t))dt = /Rd/éa(x,dt)dx:/Rda(Lch)dx_

Il suffit alors de remarquer que la premiére intégrale est nulle puisque g(t, f(t)) = 0 quel
que soit ¢. n

La propriété suivante est aussi immédiate

Proposition 1.4.3. Si f est (LT), alors pour tout x € R, on a
A(M,) = 0.

Démonstration. On a A(M,) = py v ({2}) = 0 car p est absolument continu par rapport
a A O

Dans la suite de cette section, nous nous restreignons a ’étude de fonctions f : [0,1] —
R qui sont (LT). Nous donnons maintenant quelques résultats sur la cardinalité des en-
sembles M, et L,.

Théoréme 1.4.4. Supposons que [ soit [AC' — 0] et continu, alors pour presque tout
t €10,1], Ly est indénombrable.

Démonstration. Rappelons que 'on peut définir le support d’'une mesure comme étant le
complémentaire du plus grand ouvert de mesure nulle. De plus, par hypothése, on sait que,
pour presque tout z € R, le support de a(x,dt) est soit vide soit indénombrable, cette
seconde possibilité apparaissant lorsque a(z, [0, 1]) > 0. Or on sait que pour presque tout
t €0,1], a(f(t),[0,1]) > 0, ce qui implique que le support de a(f(t), dt) est indénombrable
pour presque tout t. On conclut alors en se rappelant que le support de a(x, dt) est inclus
dans M,,. O

Le résultat suivant est dit & Berman [12].

Théoréme 1.4.5. Si (z,t) — a(x) = a(z,[0,t]) est continu en tout (t,x), alors {z :
M, est dénombrable} n’est nulle part dense dans ['image de f.

Avant de passer a la preuve, nous énoncons un résultat de théorie de la mesure appelé
théoréeme de Lusin. Le résultat est par exemple montré dans [44].

Théoréme 1.4.6. Soit f : [0,1] — R une fonction mesurable. Pour tout ¢ > 0, il existe
un compact K C [0,1] tel que N([0,1] \ K) < ¢ et tel que f est continu sur K (pour la
topologie induite sur K ).
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Démonstration du Théoréeme[1.4.5 On va en fait montrer que l'ensemble {z : a(z) = 0}
n’est nulle part dense dans I'image de f. Pour ce faire, par le théoréme de Lusin, il suffit
d’établir le résultat pour f continu.

Soit alors I I'image de f. Il est clair que I est un intervalle fermé. Puisque I’ensemble
des zéros de a est fermé (par continuité), il suffit d’établir que tout intervalle ouvert (2
inclus dans [ n’est pas inclus dans {z : a(x) = 0}. Procédons par I’absurde et supposons
qu’il existe un intervalle ouvert Q C I N {z : a(z) = 0}. L’ensemble f~1(Q) est de mesure
nulle (puisque le temps local de f est nul sur ). On en tire que f~(2) est vide car, par
continuité, cet ensemble est un intervalle ouvert (de mesure nulle). Or cela implique que
I n’est pas connexe, ce qui est absurde. O]

Nous nous intéressons maintenant a la dimension de Hausdorff (notée dimy) des en-
sembles de niveau de f. Pour une introduction a la mesure de Hausdorff, nous renvoyons
a 'annexe [A] Pour rappel, la dimension de Hausdorff permet de caractériser et de classer
les ensembles fractales. Le théoréme suivant est dt a Berman [9).

Théoréme 1.4.7. Supposons que f est continu et que (x,t) — ay(x) est continu en (x,t)
et satisfait une condition de Hélder uniforme en t d’ordre (5 i.e. il existe C' > 0 et hg > 0
tels que

sup Japyn(z) — ()| < C|hf?
z€R;t€(0,1]

pour tout h < hg. On a alors
{z :dimy M, < B} C {z: a(z) = 0}.

Avant de passer a la preuve, rappelons que nous avons montré & la Proposition [1.1.8
que a(f(t)) > 0 pour presque tout ¢ € [0, 1].

Démonstration. Puisque (x,t) — «ay(x) est continu, il s’agit d’une fonction croissante et
bornée en ¢ pour tout x. De plus, par continuité de f, on sait que le support de t — ()
est inclus dans M,. De la, si cet ensemble est de dimension inférieure a 3, alors, vu le
lemme suivant, on a a(z, M,) = 0 et donc a(x) = a(z,[0,1]) = 0. O

Lemme 1.4.8. 5@ G est une fonction bornée et croissante sur un intervalle I et satisfaisant
une condition de Hélder uniforme d’ordre v < 1 et si B C I est de dimension de Hausdorff

B <, alors
/ dG(t) = 0
B

ot l’intégrale est a comprendre au sens de Lebesque-Stieltjes.

Démonstration. Rappelons que nous notons |I| le diamétre de ’ensemble I. Par définition
de la mesure de Hausdorff, pour tout ¢ tel que 5 < § < v et pour tout n > 0, il existe un
recouvrement de B par des ouverts I, & € Ny tels que

e |, x| <1/n pour tout k.

o lim > 7% |14 < +oo.

n—-+o0o
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On en tire alors directement ’existence de recouvrements satisfaisant ces propriétés et tels
que

n—-+40o

—+00
lim > " |I|" = 0.
k=1

On obtient alors

/B dG (1) gnmsupio /I dG(t)

n—-4o0o =1 n.k

n—-+o0o

+o0
<(C lim Z |L,x]" = 0.
k=1

1.5 Temps local d’un processus stochastique

Nous nous attaquons maintenant au temps local d’un processus stochastique qui consti-
tue la partie principale de ce document. En effet, le temps local est bien plus utilisé en
pratique pour I’étude de processus stochastiques. Dans toute cette partie, nous suppose-
rons toujours disposer d'un espace probabilis¢ (2, F,P).

1.5.1 Existence et généralités

Dans cette sous-section, nous généralisons les énoncés des sections [I.1] et [I.2] & 'étude
de processus stochastiques.

Définition 1.5.1. Soit X : [0, 1]V x Q — R%: (t,w) + X,(w) un processus stochastique
mesurable. Pour tout w € Q, la mesure d’occupation de t — X;(w) sur A est la mesure
pa(B,w) = Av{ANX (W) (B)}), A€ B([0,1]N), B € B

Définition 1.5.2. Dans les mémes conditions, supposons que pa(+,w) < Ay pour tout
A € 2([0,1]") presque stirement. Dans ce cas, on définit le temps local a(.,w, A) de X
comme étant la dérivée de Radon-Nikodym de sa mesure d’occupation sur A. En d’autres
termes,

pa(B,w) = / alz,w, A)dz,
B
pour tout A € A([0,1]V) et B € A",
Dans ce cas, on dit que X est (LT).

Dans ce qui suit, on se permettra d’omettre w dans nos écritures pour plus de lisibilité
lorsque cela ne crée pas de confusion.

Comme dans le cas déterministe, on peut obtenir l'existence du temps local via la
transformée de Fourier. Le résultat suivant découle directement du Théoréme [1.2.2]

Théoréme 1.5.3. Si

// / E[eX:=X)]ds dt df < oo,
R? J[0,1]N J[0,1]V

alors X est (LT) avec son temps local of-,w) € L*(R?) presque sirement.
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Démonstration. On a, par le théoréme de Fubini,

EU/ / e (X=X qs dt df| < oo.
R? J[0,1]N J[0,1]V

En effet, comme au Théoréme [1.2.2] cette derniére expression implique|’]

/RdE[m(e)mde < 400,

Le théoréme de Fubini s’applique donc bien et on en tire presque stirement,

/ / / e Xs=X) s dt df < oo.
R J[0,1]N J[0,1]N

On conclut alors directement par le Théoréme [1.2.2] [
Ce théoréme admet une réécriture utilisant la densité (si elle existe) de X; — X.

Corollaire 1.5.4. Si pour tous s,t € [0,1]V,

| E[e? X:=XD]|dg < oo,
Rd

alors la densité x — p(x;t,s) de la variable aléatoire X; — X existe et est continue.
En particulier, les hypotheses du théoréeme précédent sont équivalentes a

/ / p(0; ¢, s)dsdt < 4o0.
[0,1N J[o,1)¥

Démonstration. La premiére assertion découle du théoréme d’inversion des fonctions ca-
ractéristiques. En effet, si la fonction caractéristique ¢ d’une variable aléatoire Y est L',
on peut considérer sa transformée de Fourier

Py 1T ﬁ /R ) e "0%(0)de.

On obtient alors, pour tout 6,

o(0) = /Rd e py (z)da.

On en tire alors, par caractérisation de la loi d’une variable aléatoire par sa fonction
caractéristique, que Y admet py comme fonction de densité.
La seconde assertion est alors évidente puisque, pour tout s, ¢,

1 —i0- i0-(X,—
p<07t75) = W/Rde OO]E[eO(X XS))]dQ

]

11. nous avons pii inverser les intégrales sur [0, 1] avec I'espérance par le théoréme de Fubini, puisque
la fonction & intégrer est continue et de module 1, ce dernier théoréme s’applique bien.
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Nous pouvons aussi donner l’existence du temps local via une limite. Les résultats qui
suivent sont des analogues au Théoréme dans le cas déterministe.

Théoréme 1.5.5. Si

liminfed/ P(|X(£) — X(s)| < £)ds < 400
(0,1~

e—0

pour presque tout t, alors X est (LT).

Démonstration. 11 suffit de se référer au Théoréme dans lequel on a pris I'espérance
de V' et appliqué le lemme de Fatou. [

On peut méme se contenter d’une condition locale pour obtenir le résultat.

Théoréme 1.5.6. Soient T), 7 [0,1]V et T, /' R Si pour tout n € N et presque tout
teT,,

nmionfg—d/ P(IX(t) = X(s)| < & X(s) € T, X(t) € ) ds < o0,
e—>

alors X est (LT).
Enfin, nous pouvons obtenir ’analogue de la condition b) du Théoréme m

Théoréme 1.5.7. Le processus X est (LT) avec o € L?*(\g X P) si et seulement si

e—0

liminfs_d/ / P(|X(s) — X(t)| <e)ds dt < +oo.
(0,1 J[0,1]¥

Les résultats obtenus dans le cas déterministe peuvent se transposer au cas aléatoire.
On a les résultats suivants donnant des conditions pour qu'un processus soit [AC' — pl.

Théoréme 1.5.8. Soit T, une suite d’ensemble croissante telle que T, /R et pour tout
n?
/ supe ¢ PH{|X; — X¢| <e,Xsel,, Xy el })ds < +o0
[0

)NV >0

pour presque tout t. Alors X est (LT) et pour presque tout x € R?, a(x, dt) est sans atome
(i.e. X est [AC —0]).

Démonstration. L’existence de o découle directement du Théoréme [I.5.6, Posons ¢, la
mesure de la boule unité de R?, on a clairement si B € & ([0,1]Y) que , pour presque tout

t,
P(a(X(t), BNX (') = limL/BXrn(Xs)X}o,a[ﬂX(t) — X(s))ds) = 1.

On obtient alors, par le lemme de Fatou, pour presque tout ¢ € [0, 1]V,

Eja(X (£), BAX~(T)xr (X ()] < — / supe~ P(|X (s)—X(t)] < &, X(s) € T, X(t) € T)) ds.

Cd e>0
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En particulier, cette derniére égalité est vraie pour presque tout ¢ simultanément pour
tous les intervalles B & bords rationnels. Pour un tel ¢, on peut alors choisir une suite (B;)
de tels ensembles telle que B; N\, {t}. On obtient alors

Ela(X(#), {t})xr, (X (?)] = 0.
En faisant tendre T',, vers R?, on a finalement
P(a(X (1), {t}) = 0) = 1

presque partout, ce qui suffit pour obtenir que « est sans atome presque siirement presque
partout et on conclut par la Proposition [1.1.9] O

Ce théoréme admet une extension pour des conditions [AC' — p| avec p > 0.

Théoréme 1.5.9. Soit p € N tel que 0 < p < N et supposons que

/ supe P P({|X (t1, ... tp, 51, 5n—p) — X(t1, .. tn)] < eP)Av_a(ds) < o0
[0,1]

N-p >0

pour presque tout t € [0, 1]7.
Alors X est (LT) et satisfait la condition [AC — p].

Démonstration. Posons t* = (t1,...,t,) et remarquons que s € [0,1]V? — X(t*,s) est
(LT) et admet comme temps local a(t*;z, A) (A € %([0,1]V7P)). 1l est clair que ce
processus est [AC-0] vu la démonstration du théoréme précédent.

Considérons alors les boréliens de [0, 1]" de la forme B, x By_, ot B, est un borélien
de %(]0,1]?). On a

/ xr(X(t))dt :// a(t;x, B,_p)dt" dx
BpXBN,p r Bp

ce qui prouve que X est (LT) et satisfait la condition |[AC-p. O

1.5.2 Quelques mots sur les processus Gaussien

Nous nous attaquons maintenant a 1’étude du temps local des processus et champs
gaussiens. Pour rappel, un processus est dit gaussien si toutes ses lois fini-dimensionnelles
sont des vecteurs gaussiens. Dans ce cas, le processus est entiérement caractérisé par sa
fonction moyenne p et son opérateur de covariance K.

Avant d’étudier le temps local de tels processus, nous pouvons déja donner une condi-
tion suffisante d’existence de ce dernier via le Corollaire [1.5.4]

Proposition 1.5.10. Soit X un champ gaussien. Si
/ A(s, 1) Y2dsdt < +o0
(0,1~ J[o,1]¥

ot A(s,t) est le déterminant de la matrice de variance-covariance du vecteur aléatoire
X5 — Xy, alors X est (LT).
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On peut utiliser une intégrale du méme type afin de prouver un résultat plus important
dans le cas N = d = 1. Le théoréme suivant provient de Berman [10].

Théoréme 1.5.11. Soit X; (t € [0,1]) un processus gaussien réel et soient m € N et
e € [0,1[. Posons p=2m+ ¢ et supposons que

/ / A(s, 1)~ P25 dt < 400, (1.9)
[0,1] J/[0,1]

ot A a été défini a la Proposition[1.5.10. Alors

e les trajectoires me satisfont pas de condition de Hélder d’ordre 2/(p + 1) presque
sturement ;

o Les trajectoires ont une y-variation infinie pour v = p + 1 presque sirement.

Démonstration. Supposons d’abord sans perte de généralité que le processus est centré.
Vu les Propositions [1.3.13] et [1.3.16] dont on reprend les notations, il suffit d’établir que

2n
limian/ |2 2™ |t (u) Pdu = 0
=

presque slirement.
Pour ce faire, posons I = [0, 1] commengons par remarquer que

E / P () Pl
R

:/|u]p//E[ei“(X(t)X(s))] ds dt du

R 1J1

= / Jul? / / ez EXO-XO) 45 dt du
R 1J1

=) [ [ BIX() = X (00 as

pour tout p > 0 ot C'(p) est une constante dépendant de p et la derniére égalité est obtenue
via le changement de variable v? = u?E[(X(s) — X (¢))?]. La derniére intégrale obtenue
étant finie par hypothése.

Puisque la mesure de I,,;, vaut 27" et puisque E[(X(s) — X (t))?] est intégrable, on
obtient

2n
limZ/ / E[(X(s) — X ()% ®*D/2ds dt =0
"= Yk Ik

ce qui implique directement

2'"/
liminf B[S / 27 1 () 2] = 0.
" k=1 R

Le lemme de Fatou permet alors de conclure. O
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Nous avions montré précédemment que si o est L2, alors, presque stirement, les trajec-
toires ne satisfont pas de condition de Holder d’ordre supérieures a N/d presque partout.
Le résultat précédent est donc un raffinement de ce premier résultat dans le cas N = d = 1.
En particulier si m est au moins égal a 1, on a que, presque stirement, les trajectoires du
processus gaussien ne sont nulle part dérivables.

Pour le résultat suivant, nous nous restreignons a 1’étude des processus gaussiens réels
a valeurs réelles (c’est-a-dire N = d = 1). Nous allons donner une réécriture du temps local
d’un processus gaussien sous une forme intégrale faisant penser au théoréme de Fourier.
La proposition suivante provient de [12].

Proposition 1.5.12. Si X est un processus gaussien tel que lintégrale (1.9)) eziste et est
finie, alors son temps local existe et peut s’écrire sous la forme

1 . L
Ck(xa [07 1]) = 2_ / ezux/ eZuXtdt du.
™ Jr 0

Démonstration. Pour tout n naturel non nul, posons

1 [ L
(2, w) = 2—/ e‘“‘"”/ X @) qt du .
T J—n 0

Commengons par montrer que sous nos hypothéses, il existe une variable aléatoire ()
telle que

lim E[|yn(2) — ()] =0

n——+oo

uniformément en z. Sin > m, on a

Un(2) — Ym(z) = 217T </_nmei“:’”/o1 wX() g olqu/:ei“I/o1 WX () g du)

et en utilisant 'inégalité |z + y|> < 2|z|* + 2|y|? (x,y € C), on obtient
2]

1
‘_ —zux/ wX(t dt du
0
2]

1 n } 1
/ o~z / wX(t dt du
2m 0
Le premier terme est majoré par

2 —-m —-m 1 1 ) ]
E wX(s)—ivX(t)
—(27r)2 /_n /_n /0 /0 | Ele || ds dt du dv

qui converge uniformément vers 0 si n,m — 400 par intégrabilité (vu I'hypothése). En
procédant de maniére analogue avec le second terme, on obtient que (1),),, forme une suite
uniformément de Cauchy, ce qui suffit.

Il nous faut maintenant établir que la fonction ¢ correspond bien au temps local
a(+,[0,1]). Pour ce faire, nous allons montrer que 1 est intégrable sur tous les intervalles
bornés de R et que

Ellton () = thm(x

+2K

[ vz = (o)
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ou u est la mesure d’occupation de X. Puisque 1, est continu, 'intégrale

/ab Y (x)de

est bien définie (a < b) et puisque p est sans atome, la formule d’inversion des fonctions
caractéristiques donne directement

b
lim [ o(@)de = (. b]).

Il nous reste donc & montrer que la limite peut "rentrer" dans l'intégrale. Puisque ¥,
est a la fois continu et borné (par n/7), on obtient, par le théoréme de la convergence mo-
notone, que z — E[|1),,(x)]?] est continu. On en déduit que x — E[[1)(z)]?] est aussi continu
(par convergence uniforme). On obtient donc U'intégrabilité de cette derniére expression
sur tous les intervalles bornés et le théoréme de Tonelli-Fubini implique alors que v est de
carré intégrable presque stirement et donc absolument intégrable sur tous les intervalles
bornés de R presque stirement. Il nous reste alors & montrer que cette intégrale vaut bien
la mesure d’occupation de l'intervalle sur lequel on intégre. On a

’N[o,l]([%b]) — /abw(x)da;

< Juaatin )~ [ vntonta] + [ 1060~ vatoiar

Vu ce qui précéde, on sait déja que le premier terme converge vers 0 si n tend vers I'infini.
Pour le second terme, on tire de l'inégalité de Cauchy-Schwarz que son espérance est
majorée par la racine carrée de

b—al [ Elloa) — vu(o)lds

qui converge vers 0 si n tend vers 'infini. Ainsi, par le théoréme de Fubini, on en tire que

b
/ (e)de = o ([a, B)

pour presque tous a,b € R presque stirement. On étend le résultat a tous a,b € R presque
stirement par (absolue) intégrabilité de ¢ et absolue continuité de . [

30



Chapitre 2

Non-déterminisme local

Dans ce chapitre, nous présentons la notion de non-déterminisme local et mettons en
évidence la puissance de cette propriété associée au temps local. Nous commencgons ce
chapitre en remontant a la genése de ce concept dit & Berman [11] dans le cadre de proces-
sus gaussien réels a valeurs réelles. Nous étendons ensuite pas & pas la définition pour des
processus de dimensions arbitraires (qui devient bien moins intuitive). Une fois le concept
posé, nous nous attaquons a la reproduction des résultats de Pitt [47] qui montre notam-
ment la bicontinuité du temps local dans ce cas et des conditions de régularités de Holder
précises. Ensuite, nous donnons un exemple de processus localement non-déterministe et
montrons en particulier que le mouvement Brownien fractionnaire ’est.

Nous développons ensuite les résultats de Xiao |60] dans le cadre de processus fortement
localement non-déterministes. Plus précisément, nous présentons la loi du logarithme itéré
(qui raffine la régularité de Holder) et étudions les ensembles de niveau en déterminant
leur fonction de dimension (de Hausdorff).

2.1 Introduction

Nous nous attaquons maintenant au concept de non-déterminisme local (LND). Ce
concept introduit par Berman en 1973 [11] pour généraliser ses précédents papiers sur le
temps local de processus gaussiens joue maintenant un role central dans I’étude du temps
local. Nous introduisons d’abord le non-déterminisme en suivant les pas de Berman.

Considérons X (t), t € R un processus gaussien (réel) centré. On sait que la meilleure
maniére d’estimer la future valeur X (¢ + h) pour h > 0 sachant X(s),s <t est donné par
I'espérance conditionnelle E[X (¢ 4+ h)| X (s), s < t]. L’erreur de prédiction est alors donnée
par la variance conditionnelle V[X (¢ 4+ h)| X (s), s < t] et le processus est non-déterministe
si cette derniére quantité est strictement positive pour i > 0.

Soit alors J C R un intervalle ouvert. Supposons qu’il existe d > 0 tel que

(1) VIX(t) — X(s)] >0sit,seJet 0< |t —s| <d;
(2) V[X(t)] > 0 pour tout t € J.
Considérons alors m > 2 points arbitraires tq,...,t,, € J tels que
th <o <ty
Comme précédemment, on peut estimer la valeur de X (¢,,,) via E[X (£,,,)| X (¢1), ..., X (tm-1)]

et I'erreur de prédiction est toujours donnée par la variance conditionnelle

31



VIX ()| X (t1), ..., X(tm-1)]. Cette derniére quantité est bien str égale a
VIX (tm) — X (tm—1)| X (t1), - -, X (E1)]-

On aimerait mesurer l'impact du conditionnement sur la variabilité de X (t,,) — X (t;n—1).
Pour ce faire, définissons ’erreur de prédiction relative

VX (t) = X (tm-1)| X (t1), - .. ,X(tm_l)]‘

Vm = VIX (t) — X (b))

Il est clair que 0 < V,,, < 1. De plus, si V,,, = 1 alors I'incrément est complétement
imprévisible puisque 'ajout de I'information X (¢1), ..., X (¢,,_1) n’impacte pas la variance.
Au contraire, si V;,, = 0 alors l'incrément est complétement prévisible. On en tire la
définition suivante

Définition 2.1.1. Soit X un processus gaussien centré et réel et soit J C R un intervalle.
Supposons que X satisfait les conditions et Le processus X est localement non-
déterministe (LND) sur J si

lim inf V,>0

e—0 ty—t1<e
pour tout entier m > 2 et tous ty,...,t, € J tels que t; < --- < t,,.
Remarque 2.1.2. Il est clair que V,, ne peut que décroitre si on augmente le nombre de

variables dans le conditionnement. Dés lors, une condition suffisante pour étre (LND) est
donnée par

lim inf
e—0 t—u<e V[X(t) — X(S)]
pour u, s,t € J tels que u < s < t.
Il n’est par contre pas clair de savoir si cette condition est aussi nécessaire pour étre
(LND). Dans son papier [L1], Berman écrit[[] "nous n’avons pas été capables de déterminer
si cette condition est nécessaire ou non pour le non-déterminisme local".

>0 (2.1)

Il existe de nombreuses conditions pour qu'un processus gaussien réel soit (LND), nous
référons a [11] pour une étude plus approfondie. Nous nous attaquons maintenant a une
généralisation du non-déterminisme local aux processus gaussiens a plusieurs dimensions.
Cette généralisation est due a Pitt [47] et est aussi abordée dans [26] et [2].

Nous commengons par donner la version de Ayache [2| dont la formulation se rapproche
de celle de Berman.

Définition 2.1.3. Soit X(¢),t € I C R", un processus gaussien centré a valeurs réelles.
On dit que X est localement non déterministe (LND) sur 'intervalle compact I si

inf V(X (t) > 0

tel

et s’il existe § > 0 tel que
1. V(X(t1) — X(t2)) # 0 pour tout t1,ty € I tels que |t; — to] < §;

1. Nous avons pris le soin de traduire cette citation de I’anglais.
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2. pour tout n > 2 naturel, il existe ¢ €]0, 1] tel que
VIX ()| X (t1), s X(tn1)] > ¢ VX (t,) — X (t,-1)] (2.2)
pour tous ty,...,t, € I tels que
tjr =t < |tj —ti] <0

pour 1 <7< 5 < n.

Si de plus la constante ¢ peut étre choisie indépendamment de n alors le processus est
dit fortement localement non-déterministe.

Remarque 2.1.4. A ce stade, il est naturel de se demander s’il existe des processus
LND. Nous montrerons que le mouvement brownien fractionnaire est fortement LND. Des
exemples de processus qui ne sont pas localement non-déterministes sont donnés par Xiao
dans [60].

Le lemme suivant est di a Ayache |2]| et nous sera particuliérement utile puisqu’il lie
la matrice de variance-covariance a la variance conditionnelle qui interviennent dans la
définition du non-déterminisme local.

Lemme 2.1.5. Soit un naturel p > 2 et Z = (Zy, ..., Z,) un vecteur gaussien centré. On
¢ p
det(V(2)) =V(Z) [[V(Zul 21, .., Z0 = 1)
n=2
Démonstration. Posons Z = (Z,. .., Z,_1) et considérons le vecteur colonne (détermi-

niste) R de taille p — 1 telle que 5 .
E[Z,|Z] = RZ.

(1= O
o= (" 1)
Si * dénote la transposée, on a

V(QZ) = E[QZ(QZ)"] = QE[ZZ1Q" = QV[Z)Q".

Posons alors

En remarquant que Z et Z, — E[Z,|Z] sont indépendants, on obtient aussi
Q7 = (2,2, ~E|Z,|2))

et donc

V(Z2) 0
Z) = ~ .
v@n=("" yz)
Ainsi, en remarquant que det () = 1, on obtient

det(V(2)) = det(V(QZ)) = V(Z,| Z1. ..., Z,_1) det(V(Z)).

Une simple récurrence permet alors de conclure. O
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2.2 Continuité et conditions de Holder du temps local
de processus LND

Nous nous attaquons maintenant a la reproduction des principaux résultats de Pitt]47].
Pour commencer, nous donnons une formulation équivalente (et s’étendant aux processus
a valeurs dans R?) du non-déterminisme local qui met davantage en évidence l'idée d’ac-
croissements orthogonaux cachée derriére ce concept.

Nous aurons besoin de la notation suivante. Pour t¢q, ..., ¢, € R", notons
0f = V(X(tj) = X(tj-1)), 5= 2,-..,k
o =V(X(t)).

De plus, on notera o; la matrice qui multipliée a sa transposée rend 032-.

Définition 2.2.1. Soit X : R" — R? un processus gaussien centré. On dit que X est
localement non-déterministe (LND) sur I C R" §’il existe une partition (finie) (I;)N,
mesurable de [ telle que pour tout k£ > 2 naturel et tout 5 € {1,..., N}, on a

k k
VY g0 (X () = X(t-0) + (w0 ' X (0)) | = e Juyl (2.3)
j=2 j=1
pour une constante ¢ > 0 et pour uq,...,u; € R? arbitraires et t; ...t € I arbitraires

tels que
[0 = 4] <[t — il
pour 1 <i< g <k.
Proposition 2.2.2. Soit X : R" — R un processus gaussien centré. Alors X est (LND)

au sens de la Définition si et seulement si X est (LND) au sens de la Définition
2. 1.5

Pour aborder cette preuve, nous aurons besoin d’utiliser les propriétés du condition-
nement gaussien. Le lecteur n’étant pas familier avec ces notions est invité a consulter le
chapitre de [20] y attenant.

Démonstration. Commencons par remarquer que ([2.3)) se récrit dans ce cas

k

> uio (X () — X (t51)) + Ulffj_lX(tl)] > CZ s ?

=2

A%

De plus, quitte a effectuer des mises en évidence et a renormaliser, on peut supposer que
o k—1 2 . . , . .
u, = og et Y, |u;|* = 1. Cela permet de simplifier encore I'expression (2.3) pour obtenir

V (X, — Xi ) + EUjU;1<X(tj) — X(tj—1)) + ulale(tl)] > c(1+07). (2.4)
On a

VIX ()| X (1), - -, X (E—1)] = VIX (5) =X (1) | X (81), X (£) =X (£1), - - s X (ths) =X (tp_1)].
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Puisqu’on travaille avec des variables aléatoires gaussiennes, on sait qu’il existe
a,...,ax—1 € R tels que

ELX ()X (b )| X (1), X (1)~ X (0), -, X (tpn) =X ()] = 3 a5 (X (1) =X (b)) a1 X (1),

=2

On sait aussi que 'espérance conditionnelle, dans ce cas, correspond a la projection sur le
sous-espace V de L%(Q) formé par les variables aléatoires par lesquels on conditionne. En
particulier,

X(ty) — X(te—1) — E[X (tr) — X(tr_1)| X (t1), X (t2) — X(t1), .., X(tp—2) — X (tp_1)]
correspond a la projection sur I'orthogonal de V' dans L?(€2). Dés lors, on a

VIX () — X (tr- 1)|X(t1),X( 9) = X(t1), -, X(th—2) — X(ts-1)]
= V[X () — X (ts_1) a;(X X(tj-1)) — e X ()]

=2

.

De 1a, si X satisfait les conditions de la Définition [2.1.3 cette derniére expression est
minorée par co; ol ¢ est une constante positive, ce qui permet d’obtenir (2.4) et donc (2.3)).
De maniére similaire, il est clair que (2.3]) implique (2.2), ce qui permet de conclure. [

Notre objectif est de montrer qu'un processus gaussien LND admet un temps local
continu. Pour se faire, nous allons poser deux conditions plus générales puis montrer que,
sous ces conditions, nous avons bien les résultats recherchés. Nous montrerons ensuite que
tout processus gaussien LND satisfait les conditions posées. Dans la suite, on supposera
toujours avoir un processus X : R" — R? Posons quelques notations qui nous serons
utiles. Pour £ = (t1,...,t;) € R™ et un ensemble borélien B € R%, posons

P B) =P({(X(t1), ..., X(t)) € BY). (2.5)

Il est clair que P, est mesurable en ¢. Pour I C R” un ensemble borélien et borné, définis-
sons Vi (I, B) = Vi(B) par

m@mzﬁa@m&. (2.6)

De plus, nous supposerons toujours que pour ti, ..., t;, € I distincts, la mesure Py (¢, ) est
absolument continue. Nous noterons alors sa den81te pi(t, ). On en tire alors que Vi (I,-)
est absolument continu et admet comme densité

vp t T [ p(t,T)dE.
Ik

Remarquons déja que Vi (I, ) est lié a l'espérance de la mesure d’occupation.

Proposition 2.2.3. Pour tout B € ZB(R%), on a

E[(1u(B))"] = Vi(l, B").
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Démonstration. On a

]

Dans toute la suite de cette section, nous considérons un ouvert U ¢ R%. Les conditions
suivantes nous permettrons d’assurer l'existence et la continuité du temps local sur U.

Définition 2.2.4. Le processus X satisfait la condition A, sur I pour k € Ny s’il existe
une fonction mesurable £, > 0 définie sur I* et telle que

/ le(t) dt < +o0

I+

et telle que pour ty,. ..t € I distincts et t = (ty,...,11),
pe(t,T) < Lp(1)

pour presque tout = € U*.

Pour aborder la définition suivante, nous aurons besoin de la notation suivante. Soit
T,y € Rd, on pose

0,f(@) = f(z1,. .., xj—1, 2, Tjg1, -, ) — f(@1, 0 B0, Y, T, - - o, Tp)

et on définit 0;, _j, de maniére analogue en remplacant les composantes ji, ..., j; par et
y dans le premier et second terme de la différence respectivement.

Définition 2.2.5. Le processus X satisfait la condition By si pour tq,...,t; € I distincts,
la densité py(f,T) est continue en T € U et satisfait une inégalité de la forme

001, e 7)| < mi(®)|z — y| 7P

ol > 0 et my, est une fonction positive et intégrable sur I*.

Ces notations étant posées, nous avons le théoréme suivant traitant de ’existence et
des moment d’ordre k& du temps local.

Théoréme 2.2.6. Supposons que la condition Ay est satisfaite pour un k > 1. Alors le
temps local (-, J) existe pour tout J C I mesurable. De plus, on peut choisir une version
du temps local qui est mesurable en (w,x) et telle que

]E/ |z, J)|Fda < +o0
K
pour tout compact K C U.
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Démonstration. L'idée de la preuve est de construire une suite oy, (-, J) = a,(+) telle que
an(-) — a(-, J) presque partout presque stirement dans L*(K) pour tout compact K C U.
Pour ce faire, définissons les o-algébres 4, sur R? définies par les partitions de R? via les
cubes dyadiques @ =|j/2", (5 +1)/2"] ou j = (j1, ..., ja) est un multi-indice (j1,...,7q €
Z) et 1=(1,...,1). Définissons alors

an () =2"u;(Q), r€Q € B, .

Il est alors clair que (oy,, #,), forme une martingale (dans L'(R?), w € Q fixé) puisque,

pour tout B € 4,
/ Qpt1(z)de = / oy, (x)de.
B B

[ anto)e = (R,

Par la théorie des martingales (voir par exemple [20]), si K C U est un compact
appartenant a %,, alors a,, convergera dans LF(K) si et seulement si

De plus, on a

sup/ v, (7)[F dz < +o0.
n JK
Or, sin > m alors [, |oy ()| dz est croissant et il suffit donc de vérifier que
lim ]E/ | (2)|Fdz = lim E[|a, (z)|*] dz < 4o0.
n—-+00 K n—+oo [r-
Or, on a

Elay, (2)*] = 2"V, (1, Q%)

ol @, est le plus petit cube dyadique dans %, contenant z. En utilisant la condition Ay,
on obtient alors

E[an(x)k]:/ / 2" (t, 7) da df
IR JQR
g/ 04(8) F < +o0.
Jk

Puisque K est de mesure finie, on obtient la conclusion. Il suffit alors de poser
a(z,J) = liminf, a,(x) et il est clair sous ces conditions que a est mesurable en (w, z). [

La proposition suivante a pour but d’étudier plus en profondeur la limite des «,,.

Proposition 2.2.7. Si la condition Ay est satisfaite pour un naturel pair non-nul k et
si pr(t,T) est continu en T pour ty,...,tp € I distincts, alors pour tout x € U et tout
ensemble borélien J C I,

lim a,() =a(,J)

n—-+oo

existe dans L*(Q).
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Démonstration. En reprenant les notations de la preuve du théoréme précédent, soit Q,,(z)
le plus petit cube de 4, contenant = et posons x, . la fonction caractéristique de Q,(z).
On a, vu la définition de a,,, pour tous z,y € R? et tous n,m € N,

El(an (@) = am(y))"] :/U H(Qnan,x(xj> = 2" Xy (7)) Vi(J, dT). (2.7)

On aimerait passer a la limite pour n, m — oo dans ’expression précédente. Pour ce faire,
montrons que vy (J,T) = [, pr(t,T) dt est continu. On a

on(1, ) — ()] < / pe(E.T) — pu(E,7)| dE — 0
Jk

lorsque © — y car py est continu en ¥ et le théoréme de la convergence dominée s’applique
puisque
(8, @) — pi(t,9)| < 265(2)
par la condition Aj. On peut alors passer a la limite dans I’équation (2.7)), on a
dim Bl (@) = an ()] = b1 (,7),
Il suffit alors de prendre = y pour constater que a,(z) converge dans L*(Q) lorsque
n — —+oo. UJ

Pour la suite, nous aurons besoin du lemme de Garsia [23| que nous introduisons
maintenant.

Lemme 2.2.8. Soit un cube T C R? et soient p et 1) deux fonctions positives et croissantes
sur [0, +oo] telles que
limp(u) =0 et lim ¥(u) = +o0.

u—0 u——+00

Si de plus, 1V est convezre, f : T — R est mesurable et il existe une constante C' > 0 telle

que
O f) = // (m-;;ﬁ%) drdy = ¢

alors, quitte a modifier f sur un ensemble au plus négligeable, on a

- swi<s [ (5) s, et

Nous pouvons alors obtenir le théoréme suivant donnant une condition de Holder sur
le temps local.

Théoréme 2.2.9. Si k > 2 est pair et si les conditions Ay et By sont satisfaites alors
pour tout J C I mesurable, x — «(x,J) est presque sirement continu et satisfait une
condition de Hélder locale

|Ck($, J) - a(y7 J)' < C‘LE - y‘é

pour tout 6 < B/k, ou C est une constante strictement positive et B est défini par la
condition By.
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Démonstration. L’idée de la preuve est d’utiliser une version généralisée du théoréme de
Kolmogorov-Centsov. Nous cherchons donc a montrer une inégalité de la forme

El(a(w, J) = aly, J))"] < Cla = y|**"

pour z,y € U et ou C ne dépend que de k et J.

Des preuves de la proposition et du théoreme [2.2.6| on sait que la continuité de
pi(t,T) avec la condition A, implique la continuité de v (J, Z) et qu'une version du temps
local sur U existe et satisfait

E[(a(z,J) — a(y, J))F] = 01, xvr(J,T).

Or, par la condition By, on a
b a2 = | [ 01
J

S/ my(t) dt |z — y|*TP. (2.8)
Jk

Dans le cas ot d = 1, le théoréme de continuité de Kolmogorov permet de conclure. Si
d > 1, posons M;(J) I'expression intégrale . La conclusion découle alors du lemme de
Garsia. En effet, en reprenant les notations de ce lemme, posons ¥(u) = u* et p(u) = u?
pour v = (2d)/k +  avec 0 < 6 < C'/k. On a alors pour tout cube T'C U

EC(T, ol )] =B | ] / (e ) o]

< Mk (T)CH-,B ké < 400

ot D > 0 est une constante ne dépendant que de d, k et 8 et ou e(T") est la longueur des
bords de T'.
On tire alors du lemme de Garsia que, presque stirement,

la(z) = aly)| < C'O(T, )Mo — .

Puisque ce raisonnement est valide pour tout cube T' C U et que U est ouvert, la conclusion
découle. ]

On peut de plus montrer le théoréme suivant

Théoréme 2.2.10. Dans les mémes conditions que le théoréeme précédent, (x,t) € U x
RY — a(x, [0,t]) est presque strement continu.

Nous nous contentons de donner une idée de la preuve. Sans perte de généralité, on
peut supposer I C [0,1]". L’idée est de poser pour tout nombre rationnel s

aj(z,s) =a(z, IN{t:t; <s}),j=1,...,N

puis de montrer que pour tout cube fermé 7" C Uet tout j, s — «;(-,s) défini une
application continue entre les rationnels de [0, 1] et 'ensemble des fonctions continues
sur [0,1] muni de sa norme usuelle. Cette continuité se prouve essentiellement via une
application du lemme de Garsia. Pour les détails, nous renvoyons vers [47].

Nous nous attaquons maintenant a montrer que les résultats précédents s’appliquent
dans le cas d’un processus LND.
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Théoréme 2.2.11. Soit X : RY — R un processus gaussien centré et pour tout k > 2 et
tout T € RV soit Dy(T) le déterminant de la matrice de variance-covariance du vecteur
aléatoire de R™ (X (t1),..., X (tx)). Si pour un k > 2,

1 _
—_dt < +OO,
/Ik \/Dk(t)

alors le temps local existe sur RY pour tout J C I mesurable et

E [/Kozk(x) dx] < +00

Démonstration. Notons X (¢) la matrice de variance-covariance de (X (t1),..., X (tx)), ce
vecteur admet la densité

pour tout compact K C R%.

pi(E.) = (27) 2| Dy(B)] 2 exp (—%@ z,:(%m) . TR

Il est clair que le maximum de py(t, ) est atteint en T = 0 et que la condition Ay, est alors
satisfaite avec U = R? si et seulement si

1 -
—=dt < +o0.
VLAV Dk (t)
On en tire alors directement la conclusion en appliquant le Théoréme 2.2.6] O

Remarque 2.2.12. Le cas k = 2 du théoréme précédent est particuliérement important en
théorie du potentiel qui étudie notamment les fonctions harmoniques a travers le Laplacien.
Pour plus de détails, nous renvoyons a [47].

La proposition suivante donne une condition nécessaire simple pour obtenir la condition
By, dans le cas gaussien.

Proposition 2.2.13. Soit X : RY — R? un processus gaussien. Si k > 2 est pair et si

1>~ >d/k, posons
k
v _Z
/dkH]u]] eXp< ;u], ]) du.

Simy () est intégrable sur I* alors la condition By, est satisfaite pour U = R et § = ky—d.

Démonstration. Commengons par remarquer que la transformée de Fourier de py(¢,7) est

donnée par
Z(Uj7X(tj)>]> :

j=1

- 1
ﬁk(taﬂ) = exp <_§V
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Par le théoréme de Fourier, on obtient alors pour tout v €]0, 1]

k

o in =¥ [ Tl orta
de] 1
—iuj-(—y) _ 114, (F 77) A7

k
< /R [T w75 (2 wd) |z — y*
j=1

ou C et (' sont des constantes strictement positives. La derniére inégalité étant obtenue
en remarquant que |e”* — 1| < K |z|” pour tout z € C ou K >, 0 est une constante bien
choisie (dépendant de 7). O

Nous en arrivons au résultat principal de [47] donnant une condition de Hoélder sur le
temps local d'un processus gaussien LND.

Théoréme 2.2.14. Soit X : RY — R? un processus gaussien LND sur I C RY. Supposons
qu’il existe § €]0,2[ tel que

1
/ T dt < +o0
I A\/|V(X(t))]
et
dt < 4+o0

1
sa/mf XE)

ot |.| dénote le déterminant. Alors, pour tout J C I, le temps local o, J) existe et est
continu sur RY mesurable et satisfait une condition de Hélder locale : pour tout x,y € RY,

la(z, J) — a(y, J)| < Clz —y|*, pour tout §' < §/2.

Démonstration. Sans perte de généralité (puisqu’on regarde une condition locale), on peut
supposer que l'inégalité (2.3]) est satisfaite pour des points 1, ..., ¢ € I tels que

[tisn —t;] <|tjy1 —ti], 1 <i<j <k,

En reprenant les notations de ({2.3)), posons uy = vy, et v; = uj+v;41 pour j € {1,2,...,k—
1}, on a alors

k k
Z u'm Ula _'_Z v]a (tj71>>-
Jj=2

7=1
On tire alors de la définition du non-déterminisme local que

k

Z<Uj7X(tj)>] > CZ ;|2

J=1

\Y%

ot 02 = V(X (t;) — X(t;_1)) sij € {2,... k} et 0? = V(X(ty)).

J
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De plus, en utilisant le fait que |z — y|” < |z|” + |y|” pour 0 < v < 1, on peut majorer
Hle |u;|” par une somme de termes de la forme Hle |vj|#77 ot ; peut prendre les valeurs
0,1 ou 2. En considérant la fonction m, de la proposition précédente, on obtient

k k
_ _ ) C,_ 1 —
me® < ¢ [ TLloy wil# exo (=5 ) [ oyl
j=1 j=1

ou on a posé w; = o;v; et oil |o;| dénote le déterminant de o;. Remarquons alors que
(s,t) — V(X (t) — X(s)) est continu sur le compact I? et est donc borné. On en tire en
particulier que |0 'w;| < ¢”|w;||o; | sur I2. On en tire alors

k k

- _ , c._ _

my(t) < c3 H |0 e /de H [w;| 777 exp (‘5”“’”2) dw .
j=1 J=1

En remarquant que l'intégrale précédente est finie, on obtient alors, pour tout ¢ € I*,
k
mi(t) < s [ ] oy ',
j=1

En posant v = §/2 et en utilisant la finitude des intégrales de ’énoncé, on obtient

S 1 -
my(t) dt < 06/ 5 dt < 4o0.

) T VX () = X(ty0)

Ik

On en tire que la condition Ay est satisfaite. De plus, pour k& > d/~, la proposition
précédente permet d’affirmer que la condition B est satisfaite pour g = kv — d. 1l suffit
alors de faire tendre k vers 400 et d’utiliser le Théoréme [2.2.9) pour obtenir la conclusion.

]

2.3 Exemple de processus LND

Nous nous attelons maintenant a donner un exemple de processus LND.
Considérons un processus gaussien centré et continu X : RY — R d’opérateur de
covariance

p(ts) = E[X (1) X(s)] = g(ISIC“ + " =t = s]%) (2.9)

o ¢ > 0 et a €]0,2[. En particulier, si on pose a = 2H, N =1 et ¢ = 1 alors X est un
mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H.
Commencons par le lemme suivant traitant de la variance conditionnelle du processus.

Lemme 2.3.1. Il existe une constante strictement positive C' ne dépendant que de N, «
et ¢ telle que pour tout t € RY et tout r < |t| strictement positif, on a

VIX()|X(s): |t —s|>r]=Cre.
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Démonstration. Le cas t = 0 est évident. Si ¢t # 0 et r < |t] est fixé, posons h = (r/|t])t.
On a

VIX(#)|X(s): [t—s|>r]=V[X(t)— X({t—h)|X(s)—X(o):|s—t| >r|o—t >r].
Puisque X est & accroissements stationnaires, cette derniére expression est encore égale

VIX () — X(0)[X(s) : |s — h| > = |h]l. (2.10)

Posons alors Y (t) = |h|*/2X (|h|~'t). Alors, Y posséde la méme fonction de variance-
covariance que X et on peut montrer que

_ (eit~)\ _ 1>(e—is~>\ _ 1)
p@,@-—cljgN BVEE dA.

L’expression (2.10]) est alors égale a
VY (WY (s) : [s = hl = 7 = [h]] = [R[* V[X(|A| " h)|X(s) : [s — [A|7'h| > 1] = C|A[*

pour une constante C' > 0, puisque pour tout s fixé et pour tous ul, u2 tels que |u;| = |usl,
p(s,u1) = p(s,uz) . Montrons que C' > 0. Sinon C = 0 et pour tout h € RY il existe une
suite de variables aléatoires Y,, de la forme ) a;(n) X (t;) avec [t; — h| > |h] telle que

E[| X (h) — Y,|*] = 0.

Cependant, vu la forme intégrale de p, cela implique que f,(A) == >, a;(n)(eir — 1)
dA

converge vers (e** —1) dans L*(R", AN+l

). Soit une fonction a décroissance rapide non-

nulle ¢ dont la transformée de Fourier est & support dans {t : [¢t| < 3|h[}. On a alors que
(fn(A)+1)p(N) converge vers e *¢(\) dans L*(R", d)) puisque ¢ est a décroissance rapide.
En particulier, la transformée de Fourier de (f,,(\) + 1)¢(A) converge vers la transformée

de Fourier de e"*¢(\). On a

F (fal) + 1)) = Y as(n)(lt; + 1) + (1))

J

Son support est inclus dans {t : [t + k| > 2|h|}. En effet, on a par exemple
1
it —h+h+t] < §|h|

vu le support de ngS, en appliquant I'inégalité triangulaire inversée et en se rappelant que
|t; —h| > |h|, on obtient [t + h| > 2|h|. On procéde de la méme maniére pour montrer que
|t| < 3|h| implique [t 4 h| > 2|h].

Cela étant, on a aussi

F(e™o(1)) = d(t + h)

qui est & support dans {¢ : [t + h| < 3|h[}.
En particulier les supports des deux transformées de Fourier sont disjoints, ce qui est
absurde vu la convergence dans L*(R™). On en tire alors que C' > 0. O
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Nous pouvons alors montrer que X est LND.
Proposition 2.3.2. Pour tout € > 0, X est localement non-déterministe sur
I={teRY:e<|t| <!}

Démonstration. Procédons par I'absurde. Si X n’est pas LND alors il existe un naturel
k > 2, des réels non tous nuls uq, ..., u; et une suite {tg”), . ,t,(:)}n telle que tgn) €1rlet

]tyjr)l — t&")| < \tyfl — tz(")| pour 1 <:i:<j<ket
zk: (n)) X(t(n) )
= t(” |a/2

converge vers 0 si n — oo, oll on a posé t(()") = 0. De plus, supposons que k est minimal.

En particulier, u; # 0. On a

t% X))
Z“ﬂ ) Ja/2
tj—l‘
#
T =
u_i
T — e

VIX )X (s) : |6 — s| > min{[tl”], |1 — 67, }]

Cmin{|t], [£7 — )],

Puisque u, # 0 et |t,(€n)| > ¢, cette derniére expression est minoré par une constante
strictement positive, ce qui est absurde. On en tire alors que X est LND. ]

Remarque 2.3.3. Dans le théoréme précédent, il est nécessaire de prendre un ensemble
I qui ne contient pas 0. Cette condition peut étre omise si I'on modifie légérement la
Définition du non-déterminisme local pour imposer la condition supplémentaire |t;| >
;] si 1 < j < k. Dans ce cas, le théoréme précédent est vrai pour I = RY. Notons aussi
que les autres théoréemes de cette section restent vrai avec cette condition supplémentaire.

La proposition suivante est alors immeédiate.

Proposition 2.3.4. Si I est compact et s’il existe 6 > 0 tel que

/ L dt < +
Ssu e 0
Se]? ||t — s[o/2+3

alors le temps local a(-,I) de X existe et est continu sur RY.

2.4 Loi du logarithme itéré

Le but de cette section est d’obtenir, pour les processus LND, la loi du logarithme itéré
bien connue dans le cas du mouvement Brownien. Les développements qui suivent sont
dis & Xiao [60]. Notons que ces résultats sont d’une grande importance, en effet, la loi
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du log itéré donne des conditions fines de régularité des trajectoires d’un processus. Notre
objectif est notamment d’obtenir un résultat du typeE| :
Pour tout 7 € R, presque siirement, il existe une constante K > 0 telle que

minf su ’X(S) _ X<T)|
Tt S ot/ (log(log(1/r))7N) = &

De méme, pour tout rectangle T C R”, presque sirement, il existe K > 0 tel que

liminf inf sup [X(s) — X(7'1)|N > K.
r—0 7eT s€B(r,r) O (r/(log(l/T)) / )

Ici, X est un processus gaussien fortement LND & accroissements stationnaires et o est une
fonction bien choisie que nous spécifions dans les développements ci-dessous. Remarquons
que le résultat nous donne un minorant, ce qui est en général plus compliqué a obtenir
qu'un majorant. Cela montre toute la force du temps local, ce dernier permettant dans
bien des cas de transformer des minorations en majorations et inversement via le principe
de Berman comme l'illustre la démonstration du Théoréme

Nous commengons par poser le cadre dans lequel nous travaillerons tout au long de
cette section. Considérons Y (¢) (t € RY) un processus gaussien centré tel que Y (0) = 0.
Supposons de plus que le processus posséde des accroissements stationnaires et sa fonction
de variance-covariance peut s’écrire sous la forme

K(t,s) = /R (1) (e - 1) Ay

oil A est une mesure symétrique sur R \{0} telle que

/ AP Afan) < 100
gy 1+ |A]2 '

En pawticulierﬂ7 il existe une mesure centrée, complexe et gaussienne W telle que
Y (t) = /R N (e"M — 1) W(dN)

et pour tout A, B € B(R")
E (W(A)W) — A(AN B)

et W(—A) =W(A).
On en tire directement que

E[(Y(t+h) — Y ()] = z/RNu — cos({h, \))A(dN).

2. Ce résultat et d’autres du méme type sont présentés et démontrés & la Sous-section m
3. Voir par exemple le chapitre 1 de [2]
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Nous imposons de plus & Y d’étre fortement localement non-déterministe dans un sens
que nous précisons maintenant. Nous aurons besoin d’une fonction auxiliaire L : [0, dp[—
[0, +00[ (dp > 0) qui peut étre représentée par

L(s) = exp (n(s) + /: %t)dt) (2.11)

oun:[0,0)] — R et £:]0,a] — R sont mesurables, bornées et telles que
E_I}I(l) n(s) =ceR; ll_lg% e(s) = 0.

Définition 2.4.1. Soit une fonction croissante continue o telle qu’il existe x €0, 1] tel
que o(s) = s"L(s). On dit que Y est fortement o-localement non déterministe s’il existe
des constantes dy >,0 < ¢; < ¢ < +00 et pour tout t,h € RY avec |h| < &

E[Y(t+h) = Y (t))’] < cio®(|h]);
et si pour tout t € RY et tout r tel que 0 < < min{|¢|, 0o}
VY)Y (s) 17 < |s—t] < 6)] > (7).

Remarque 2.4.2. En particulier, le processus défini a la section précédente (voir notam-

ment (2.9))) satisfait ces conditions vu le Lemme et la Proposition [2.3.2

Remarque 2.4.3. On dit que la fonction L que nous avons définie est varie lentement a
Iorigine dans le sens de Karamata. De plus, dans le cas qui nous occupe, nous supposerons
toujours 7 = 0 sans que cela ne représente une réelle restrictionﬂ Nous considérerons aussi
que L est C* au voisinage de 0 et que

-0 (2.12)

lorsque s — 0 pour tout n > 1 ot L™ représente la n° dérivée de L. Cette condition
supplémentaire est en fait toujours assurée, nous renvoyons a la section 2 de [60] pour plus
de détails.

Remarque 2.4.4. Cette nouvelle définition est bien str plus forte que le non-déterminisme
local tel que défini a la Définition 2.2.1] Cela se montre de maniére analogue a la Propo-
sition [2.3.2)

Enfin, nous définissons X : RY — R? un champs gaussien décrit par
X(t) = (Xa(t), .., Xa(t)) (2.13)

ou Xq,..., Xy sont des copies indépendantes de Y.

4. Nous n’utilisons en effet L qu’au travers de o, on récupére alors toutes les fonctions o possible en
modifiant les constantes ¢ et ¢y de la définition précédente.
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2.4.1 Quelques lemmes

Les bases étant posées, nous aurons besoin d’établir de nombreux lemmes avant de
pouvoir démontrer la loi du logarithme itéré dans le cas des processus X définis par
(2.13). Nous noterons toujours o(s) = s*L(s) la fonction intervenant dans la Définition
[2.4.7] pour les composantes de X. Afin de ne pas trop s’éparpiller, nous admettrons un
certain nombre de résultats lorsque leur preuve nous parait peu intéressante soit parce
qu’elle reléve d'un calcul direct et fastidieux, soit parce qu’elle ne fait pas rentrer en jeu
les concepts qui nous intéressent ici.

Nous commencons cette section par quelques lemmes permettant de mieux comprendre
le comportement de ¢. Ensuite, nous donnons des majorations pour les moments d’ordre
n € Ny du temps local faisant intervenir o. Cela nous permettra de calculer, via 'inégalité
de Bienaymé-Tchebychev, certaines probabilités liant le temps local et 0. Ces probabilités
nous permettront enfin d’obtenir & la sous-section suivante les théorémes attenant a la loi
du log itéré.

Lemme 2.4.5. Pour tout 8 > 0, posons

B s
= S
Si kB < N, alors il existe § > 0 tel que 75 est concave sur ]0,0].
Démonstration. La preuve découle d'un calcul direct en utilisant (2.12)). ]

Le lemme suivant provient de [15].

Lemme 2.4.6. Si N > k[ alors il existe une constante C' > 0 telle que pour ¢ > 0
suffisamment petit, on a

/0 st < Co(r)?.

Nous acceptons aussi les deux lemmes suivants.

Lemme 2.4.7. Soient > 0 avec kf < N, 0 <r < 4§ et s € RY. Alors pour tout naturel
n > 1 et tout tq,...,t, € B(s,r) distincts, on a

dt N
B(sy) (o(min{|t —;],5 € {1,...,n}}) (o(rn ))
ou K est une constante strictement positive ne dépendant que de n,d et o.

Lemme 2.4.8. Soient Z1,..., 7, des variables aléatoires normales centrées linéairement
indépendantes et supposons que

/g(u)e_‘”‘2 du < +o0
R
pour tout € > 0. Alors

1 - (2m)nt U\ 2
N V4 E 7| dv = 2L - v?/2 4
/ng(“1>eXp< 2" | ) RENE /Rg<m>e -

ou ot =VI[Z|Zy,...,7Z,] et A =det Cov(Zy,...,2Z,).
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Le lemme suivant provient de [26] et découle essentiellement des raisonnements de la
section dont nous reprenons les notationsﬂ Rappelons aussi que l'existence du temps
local dans le cas qui nous occupe est assurée par la Proposition [1.5.10]

Lemme 2.4.9. Soient z,y € R?, B € ZB(R"Y) et un naturel n > 1, on a

E[(a(z, B))"] = (2) ”d/Bn /Rnd exp <—ZZ uj, T ) exp (iZ(u],X( )>>] du dt.

j=1
Si de plus n est pair, alors

Bllaa+9.5) —a@. B = en ™ [ [ IT expl=il ) = expl=ifu )

exp <z Z(uj, X(Q)))] dudt.

=1

-E

Ces formules nous permettent d’obtenir quelques inégalités utiles sur les moments
d’ordre n du temps local.

Lemme 2.4.10. Supposons N > kd. Il existe 6 > 0 tel que pour tout r €]0,6[, B = B(0,r),
z,y € R, tout naturel pair n > 2 et tout v €]0, min{1, (N/x — d)/2}, on a

K Nn
[Tj=i(o(rj=/~))4

El(a(z, B))"] <

et
Kn|y|n'yTNn

2y a L(r) !
H;}ZI(U(M—M\/)WM(H!) H(—L(Tj_l/N)>

ou K > 0 est une constante ne dépendant que de n,d et o.

El(a(z +y, B) — a(z, B))"] <

Démonstration. Dans toute cette preuve, K définira une constante strictement positive
dont la valeur pourra changer de ligne en ligne et ne dépendant que de N,d et o. Com-
mencons par démontrer la premiére inégalité. Puisque X1, ... Xy sont iid de méme loi que
Y, on obtient en utilisant les formules du lemme précédent

E[(a(z, B))"] < (27)~" /B 11 [ / n exp( (ZukY )) AUt

" k=1

dt

ot UF = (u},...,u¥) € R". Notons alors R(ty,...,t,) la matrice de variance-covariance de
(Y(t1),...,Y(ts)). De plus, pour ty,...t, € B\{0}, soit (Z1,...,Z,) un vecteur gaussien
centré de matrice de variance-covariance R™'(t,...,t,). La densité de (Z,...,Z,) est
alors donnée par

U (20)2(det(R(t1, ..., t2)))Y? exp (—%UR(tl, . ,tn)U’)

5. Ce lemme reste vrai pour n’importe quel champs gaussiens qui est (LT).
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oun U = (uy,...,u,) € R" et U’ est la transposée de U. On en tire pour tout 1 < k < d

que
z o
Lo <_§V (Z “ m‘”)) W = @',

On déduit alors

1 -

E[(a(z, B))"] < (2m)"? /Bn et (e, )

puisque
est de mesure de Lebesgue nulle. De plus, on sait queﬁ
det(R(t1, ... 1)) = VYV () [[ VY ()Y (t) i = 1,2,...,5 = 1). (2.14)
j=2

On en tire alors en utilisant le non-déterminisme local de Y que

n n - L t
E[(a(z, B))"] < K /"31;[1 (U(min{|tj —t4,0<i<j— 1}))ddt

ol on a posé ty = 0. Enfin, puisque N > kd, la conclusion découle du Lemme [2.4.7]

Passons maintenant a la démonstration de la seconde inégalité. En remarquant que
e — 1| < 2'77u]” (u € R,y €]0, 1]) et en utilisant le lemme précédent, on a

El(a(z +y, B) = a(z, B))"] < (2m) 2070 |y|™

/n/RndHMgIVexp (—— (Z(u]‘,X(t]‘)))) dadt

_ (2’/T) nd2(1 n|y|nFyTNnO_(r)—n(d+'y)

. /B(O 1)n /Rnd H |uj|7 exp (_% v (Z<uj7 X(th)/U(T»)) dudt. (2.15)

La derniére égalité étant obtenue en effectuant le changement de variable t; = rt et
u; = U(T)*lu;, j=1,...,n
Afin de simplifier les notations, posons

Y (rt)
o(r)

Z(t) = et £(s) = 203 _ gnp(s),

Alors Z est aussi LND ot o est remplacé par £ et £ posséde les mémes propriétés que L. En
particulier, le Lemme est toujours vrai si on remplace o et B(s,r) par £ et B(s,1).

6. voir le Lemme |2.1.5
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Posons alors Z(t) = (Zy(t), ..., Zy(t)), ot Zy, ..., Zy sont des copies indépendantes de Z.
Puisque |a + b|” < |a]” + [b]” (7 €]0,1[), on a[]

n n

k;.
[Llwr< > TLhr
j=1

ke{l,..din j=1

Fixons alors k = (ki,...,k,) € {1,...,d}" et considérons
Tk 1 - = _
J = /R"dg |uj’[" exp <_§V (jz_;(uj,Z(tj»)) da.

De plus, pour ti,...,t, € B(0,1)\{0} distincts, on sait que Z;(t;) (I € {1,...,d}, j €
{1,...,n}) sont linéairement indépendants (car LND). A l'aide de I'inégalité de Holder et
du Lemme [2.4.8, on obtient

LT (o (5 ]W

(27T>nd—1 / |v|n'ye 2 ﬁ 1
pr— X 7
([det(Cov(Zi(t,), 1< I<d1<j<n) P o

k;

= [et(Cov(Z (), - Z(ta))) 7 H o7

ot 07 = V[Z,(t;)| Zi(t;) : 1 # k; ou | = kj,i # j], la dernicre inégalité étant alors obtenue
grace a la formule de Stirling. En effet, 'intégrale vaut (& une constante prés)

() =2 R

En utilisant la formule de Stirling, cette derniére expression est majorée par
K"TI'(ny) < K"I'(n)? < K"(n!)?.
En utilisant 'indépendance de 71, ..., Z, et le non-déterminisme local, on obtient
o7 > comin{&*(|t; — t;]) i =0 oui # j}
ou on a posé ty = 0.
Nous allons maintenant ordonner les ¢; afin d’utiliser la monotonicité de . Pour ce
faire, définissons la permutation m par
ltry| = min{|t;|,s = 1,...,n}
et
|t7r(j) — tﬂ—(jfl)‘ = min {‘tl — tﬂ(jfl)’,i € {1, c. ,n}\{ﬂ'(l), c. ,7T(j — 1)}} y ] = 2, o,
d

; — (L
7. Ot on note u; = (uj,...,us).
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On obtient alors (en se rappelant de ([2.14)))

5 = i@~y 1= oo i 2700

o T 1
=t alj[l E(trg) — trg-1))*
W T 1
=t 31:[1 (V(Z(tW(J))‘Z(tTr(z))ai =1,...,5—1)
Kn
= (det(Cov(Z(t1),...,Z(tn)))" (2.16)

La quatriéme inégalité etant obtenue en utilisant la premiére inégalité de la définition du
non-déterminisme local :

E[(Z(t+h) = Z(t)"] < a&(h))-

On a en effet

V(Z(tx)|Z (tr(i)) i = 1, .., j=1) SE[Z(tri)+En—n—tx())—Z (tx())?] < 1€ (Jtr—1)—tx(3)])-

On tire alors de (2.16) que
K" (n!)"
(det(Cov(Z(ty), ..., Z(t,))))H/ >+
< K™(n!)"
~ I (E(min{ft; — ],0 <@ < j — 1}))%/20

J <

Considérons alors

En réinjectant J dans (2.15)) et en utilisant le Lemme avec 3 = d + 27, on obtient
El(a(z +y. B) — a(z, B))"] < K"|y|" (1) r""o (r) ")

n 1 B
. - - - dt
/@m,m H (€(min{]t; —],0<i < j— 1})&™
o 1
< K"y ()N o (r) D T e
L eGmys

Kn‘y’n'yTNn

a2 - L(r) !
et ()

Jj=1 j

<

o1



Ce lemme nous permet d’obtenir immédiatement le résultat suivant, puisque X est a
accroissements stationnaires.

Lemme 2.4.11. Pour tout 7 € R, soit B = B(7,7) avec r €]0,0[. Alors pour tous
z,y € RY, tout naturel pair n > 2 et tout 0 < v < min{1, (N/x — d)/2}, on a

Kn,an

[Tj=i (o (ri=/N))4

El(a(z + X (1), B))"] <

et

e B (L)
E[(a(z+y+X(7), B)—a(z+X(1),B))"] < [T, (o(rj V) (n!) 11 (W) '

J

Nous pouvons alors prouver le lemme suivant.

Lemme 2.4.12. Awvec les notations du lemme précédent, pour tout ¢ > 0, il existe une
constante A > 0 (ne dépendant que de N,d et o) telle que pour tout u > 0 suffisamment
petit,

ArN

P (Oé(ZE+X(T),B) > W

) < exp(—c/u")

et

— ol T ATN|y|’Y expl—=c¢ UN
P (late 3+ X(0). B) = ala 4 X(). B 2 (il ) < expl-cfa),

Démonstration. Nous nous contentons de prouver la premiére inégalité, la seconde étant
analogue. Posons
alx+ X(7),B)

A= =

et u, = ——.
nT N

Par I'inégalité de Markov et le lemme précédent, on a

P (a(a:+X(T),B) > %)

_ EA"](o(ru,))™
< 2Aon

<(5) o M

n nk nd " . Kd —d
~(5) G e G () # (i)

Cette derniére expression peut encore étre majorée a l'aide de la formule de Stirling par

(5 o (-5 oo () T ()
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En utilisant la représentation sous forme intégrale de L (voir equation (2.11) avec n =0
comme nous l’avons remarqué), on obtient

ro\nd r —d
L () EL<EJ1/N>
a n—1 o
=L (#)ndexp (—nd/ ) %t)le—le/i/N g(Tt)dt>
=

/N W1/N

n

=TGN
5d n—1
< exp (—Zjlog (1 + —))
j=1

ol § = sup,., |e(t)| < k/2 si r suffisamment petit. La derniére inégalité étant encore une
fois obtenue via la formule de Stirling en remarquant que

pour n suffisamment grand. En rassemblant les morceaux, on obtient que pour tout ¢ > 0,
il existe une constante A > K et un naturel ny suffisamment grand tel que pour tout
n 2 Ny,

P (A > A/(o(ru,))?)
< exp (n (log (%) _ = N‘S)d) G = ]\f)d(log(n) + log(27r))>

< exp(—2cn) = exp(—2c/ul).

Cela étant, pour v > 0 suffisamment petit, il existe n > nq tel que
Upt1 S U < Up.

Des lors, en utilisant I'inégalité

>1/2 >1

on obtient finalement
P(A>A/(o(ru)?) <P (A > A/(o(ru,))?)
< exp(—2¢/uy) < exp(—2c/uy1)
< exp(—c/u).
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Nous énongons enfin le lemme suivant di a Talagrand [54] que nous avons pris le soin
de spécifier pour le cas qui nous occupe ici.

Lemme 2.4.13. Soit Y : RY — R? un processus gaussien satisfaisant Y(0)=0 et
E[Y (t +h) = Y (t))’] < ci0*(|h])

pour une constante ¢c; > 0 et |h| suffisamment petit. Pour tout r > 0 suffisamment petit et

u>Ko(r), ona
w2
PlsuplY()| >u] <exp| —— | .
|t\§€| O 2w < p( KUQ(T))

2.4.2 Présentation des théorémes

Nous énongons et démontrons maintenant les théorémes donnant la loi du log itéré des
processus fortement LND & accroissement stationnaires. Pour tout B € Z(RY), posons
a*(B) = sup, a(z, B).

Théoréme 2.4.14. Soit X défini par (2.13) et supposons N > rd. Alors il existe une
constante strictement positive K telle que pour tout T € RY presque sarement

: o (B(T,7))
limsup ———= < K
ot ()
o
N

) = loglog(1/m) V)

Démonstration. Fixons 7 € RY et posons B,, = B(1,27"),n € Ny. Par le Lemme [2.4.13
et puisque X est a accroissements stationnaires, on sait que
P (Sup (X (t) = X(7)| 2 0(27") 2Klog(n)) <n?%
t€By,

Ainsi par le lemme de Borel-Cantelli, on sait qu’il existe presque strement n; (dépendant
de w) tel que, pour tout n > ny,

sup | X (t) — X(7)| < 0(27")v/2K log(n). (2.17)

teBy,
Posons 0,, = o (27"/(log log 2")/V) (loglog(2")) 2 et
G, ={zeR?: |z| < o(27")\/2K log(n), x=0,p pour un p € Z%}.
Pour n suffisamment grand, il est clair que la cardinalité de G,, satisfait
#G,, < K (log(n))***.
Par le Lemme [2.4.12] on obtient

P (o(z + X(7), Bn) > A¢1(27") pour un = € G,,)
< K (log(n))***! exp(~2log(log(2")))
< K(log(n))3+n=2,
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Comme précédemment, via le lemme de Borel-Cantelli, on obtient presque stirement 1’exis-
tence de ng (dépendant de w) tel que pour tout n > ng,

sup a(z + X (1), B,) < Ap1(277). (2.18)

CCEGn

Fixons n tel que n? > 2¢, pour h > 1 naturel et z € G,,, posons
h
F(n,h,z) = {y eERY:y=zx+ enzgjw, g; € {0, 1}d} .
j=1
Si y1,y2 € F(n,h,x), on dira que y; et y, forment une paire liée si yo — y; = 0,e2~" pour
un € € {0,1}%. Encore une fois, par le Lemme [2.4.12} on a
A27" Ny — o[ (R loglog 2)*

(0 (27/(hloglog 2m)1/N )™
pour z € G,,h > 1 et une paire liée y;,ys € F(n,h,x))

P(la(ys + X(7), Bn) — a(y2 + X(7), Bn)| =

—+00

< #G, Y 2 exp(~2hlog(n)
h=1

2d/n2

< K(lo Sdtl_Z

Puisqu’il s’agit du terme général d’une série absolument convergente, par Borel-Cantelli,

il existe presque stirement ns tel que pour tout n > ns,

A27™N |y — yp|? (R 1og log 27)*
(o (277 (hloglog 27) /)"
pour tout z € G,,, h > 1 et une paire quelconque liée y1,y, € F(n, h, ).

Posons alors g C Q I'événement tel que (2.17)), (2.18]) et (2.19) se réalisent (pour n
suffisamment grand). On a alors dlrectement P(Qy) = 1 Pour w € ), soient n > ny =

sup{ni,na,n3} et y € R? tel que |y| < 0(27™)+/2K log(n). Posons alors yy = z et

a(yr + X(7), Bn) — alys + X(7), By)| < (2.19)

h
yh=2+0, 27 (g;€{0,1})

J=1

pour un = € G, tels que y = limy,_, o y,. Remarquons que y,_; et y, forment une paire
lice, en utilisant la continuité de a et (2.19)), on obtient

oy + X (7), Bn) — alz + X(7), By)|
- f A27N6,27R 7 (hloglog 2)%7
15 (0 (277/(hloglog 2n)/N) )Y

400 n
< KNy § g mpresary_ (hloglog 27
- e (o (27" /(loglog 2m)V/N)) "+
< Ko~V (hloglog 2™)*

(0 (27" /(log log 2) /N )™+
=Ko (27").
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On tire de cette derniére inégalité et de (2.18) que presque stirement pour n > n4(w)
aly + X (1), Bn) < Ké1(27")

pour tout y € R? tel que ly| < /2K log(n). De la, en se rappelant de la Proposition m,
on obtient presque stirement, pour tout n > ny,

sup aw, B,) = sup_a(z, B,) < Koy(27).

zcR? z€X (Bn)

Pour conclure, pour tout r > 0 suffisamment petit, il existe n > ny tel que 27" < r < 277F!
donc
sup a(z, B(1,7r)) < Koy(r).

zeR?

]

Le théoréme suivant est du méme type mais s’intéresse aux rectangles et non plus
aux boules. Sa démonstration s’obtient par une suite d’arguments similaires a ceux de la
preuve précédente, nous ne la développerons donc pas. Le lecteur intéressé par une preuve
est néanmoins invité a consulter [60] p145-146.

Théoréme 2.4.15. Soit X défini par (2.13) et supposons N > kd. Alors pour tout rec-
tangle T C RY | il existe une constante strictement positive I telle que, presque sdrement,

(B
r—0 71T ¢2(7a)
ou
TN

Ga(r) =

o (r(log(1/r))~1/N)"

Le corollaire suivant est alors immédiat en prenant o(t) = t et en se rappelant du

Lemme 2.3.11.

Corollaire 2.4.16. Soit X : RY — R? un mouvement Brownien fractionnaire d-dimensionnel
d’indice de Hurst H €]0,1[. Si N > Hd, alors pour tout T € RY presque sirement

| o*(B(7,7))
1 < K
Lo PN —Hd(log(log(1/r)))HaN =

et pour tout rectangle T C RY | presque strement

. o (B(t, 7))
1 < K.
DL eE PN-Hd(log(1/r))HAN =

Les théorémes précédents permettent d’obtenir des informations sur la régularité des
trajectoires de X.

Théoréme 2.4.17. Soit X défini par (2.13). Pour tout 7 € RY, il existe une constante
K > 0 telle que, presque strement,

minf su |X(S) _ X<T>|
it S o (log(log(1/m)7A) = &
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De méme, pour tout rectangle T C RY,

X — X
liminf inf sup [X(s) (Tl) | = K
r=0 €T sep(ryr) O (T/(log(l/r)) / )

presque sturement.
En particulier, X est presque sirement dérivable nulle part sur RY.

Démonstration. 11 est clair qu’il suffit d’établir le cas d = 1. Pour toute boule ou tout
rectangle Q c RY,

M@ = () = [ otz Qr <0°(@) sup X(5) = X()

ol u est la mesure d’occupation associée a X.
On conclut alors aisément a l’aide des théorémes précédents. [

Selon Xiao [60], il est aussi possible de montrer (avec beaucoup plus de travail) le
théoréme suivant qui vient complémenter le théoréme précédent. Il ne donne cependant
pas de preuve de cette affirmation qui nous parait loin d’étre évidenteﬂ

Théoréme 2.4.18. Soit X défini par (2.13). Pour tout 7 € RY, il existe une constante
K > 0 telle que

iminf su ‘X(S) _ X(T)‘
it S ot/ (log(log(L/m))N) = &

presque surement.

2.5 Ensembles de niveau

Pour terminer ce chapitre, nous nous attardons sur la mesure de Hausdorfff] des en-
sembles de niveaux du processus X défini par (2.13). Cette section est encore une fois
basée sur [60]. Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.5.1. Soit X le processus défini par (2.13|) avec la condition supplémentaire
sur'Y suivante :

E[(Y(t+h) =Y ()] = o*(|h]) (2.20)

et N > rd. Si T est un cube fermé de RV \{0}, alors il existe une constante K > 0 telle
que pour tout x € R? fizé,

P (Ko(z,T) <H" (X '(z)NT) < +o0) =1,
ou ¢y a €té défini au Théoréeme|2.4.14)

Nous nous attaquons a la démonstration de ce résultat. Pour ce faire, nous aurons
besoin de quelques propositions intermédiaires. Considérons 7' C RY un cube fermé.

8. Nous soupgonnons que la preuve revient a tenter de mimer les résultats précédents en remplagant
le temps local par le processus.

9. Pour rappel, a ’Annexe |A| se trouve une introduction & la mesure de Hausdorff. Nous reprendrons
librement les notations s’y trouvant.
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Lemme 2.5.2. Soit u,, une mesure aléatoire sur T et soit (t,w) — fp(t,w) = fr(t) une
suite de fonctions positives aléatoires. S’il existe une constante K > 0 telle que pour tout

n,k €N,
2—nNk

E [ / [fk<t>]”uw<dt>} S A Rt

Alors

T(t)
v (hiii‘ip h(@h)

ou ¢y a €té défini au Théoreme|2.4.14)

< K pour p,, presque toutt € T) =1,

Démonstration. Soit une constante A > 0, posons

Ap(w) ={t e T: fi(t) > Ap1(27%)} .
Par hypotheése, on obtient alors

[fT fk :U’w( )]
(Adr(275))

Jj=1

E[p,(Ar)] <

K\" —nkd/N, nrd —k 1/N\"d - 1

En posant n = logk et en procédant comme a la démonstration du Lemme [2.4.12 on
obtient, pour tout A suffisamment grand,

Elp(Ar)] < k72

En particulier

+o0o
E Zﬂw<Ak) < +o0.
k=1
Une application du lemme de Borel-Cantelli permet alors de conclure. O

Proposition 2.5.3. Soit X le processus défini par et supposons N > kd. Soit
x € R? firé et considérons une version de o(z,-) qui sozt une mesure a support dans
X~Yz). Alors, presque sirement pour a(x,-) presque toutt € T

B
s 2422 BT21)

r—0 (bl (T)

ou K > 0 est une constante qui ne dépend pas de x.

<K,

Démonstration. Posons fi,(t) = a(z, B(t,27%)) et pour tout borélien B € B(RY),

po(B) =alz,BNT).

10. C’est-a-dire un noyau d’occupation.
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Par un raisonnement similaire & la preuve de la Proposition [2.2.7], on a, pour tout n € Ny,

B | [ 1otz )]
— (%)("H)d/T/BWk)n /R(W)d exp (—ig(x,uj>)

exp (Z Z(uj, X(sj))>] duds

j=1

x E

o€ R et 5€T x B(t,27F)".
En procédant comme dans la preuve du Lemme [2.4.10, on obtient alors

2nNk
H?:l U(Q—kj—l/N)d'

Le lemme précédent permet de conclure. O

E| / Fe®ale, di)] < K

Théoréme 2.5.4. Soit X le processus défini par et supposons N > rd. Si T c RY
est un cube fermé alors il existe une constante K > 0 telle que pour tout v € R?,

P(H" (X Y2)NT) > Ka(x,T)) = 1.
Démonstration. Posons ’ensemble borélien

D:{tET:Iiriljypa(I%W>K}

ol K est la constante de la Proposition [2.5.3] Par cette méme proposition, on sait que
a(z, D) = 0 presque stirement. Il découle alors de Théoréme (voir annexe) que

HNX Yz)NT) > H" (X Hz)N (T \ D))
> Ka(x, T\ D) = Ka(x,T).

Ce qui suffit. O

Il nous reste a obtenir la borne supérieure pour démontrer le Théoréme [2.5.1. Dans
la suite, nous nous placerons toujours dans les hypothéses de ce théoréme, sauf mention
explicite du contraire.

Considérons un cube fermé 7' C R"\{0} et posons e = minser o(]t|). En particulier,
on a e > 0 et puisque 0(0) = 0 et o est une fonction continue, il existe n > 0 tel que pour
tout 0 < h <, o(h) < &/2. 1l est clair que T peut-étre recouvert par un nombre fini de
boule fermée de rayon 1. Si {B(t;,n) : j =1,2,..., M} est un recouvrement de 7, il suffit
de prouver que

HO (X (2) N B(tj,n)) < +o0

presque strement pour tout j € {1,2,..., M} pour obtenir

HONX N2)NT) < 400.
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On peut alors supposer sans perte de généralité que T = B(tg,n) ot to € RV \{0}. Pour
simplifier les notations qui suivent, posons de plus

Z(t) = E[X ()| X (to)] et S(t) = X () — Z(¢t). (2.21)

I1 est clair que ces deux processus sont indépendants. Avant d’énoncer le prochain lemme,

rappelons que o est de la forme
o(s) = s"L(s)

ot L est défini par (2.11)).

Lemme 2.5.5. Pour tous s,t € T,
1Z(s) = 2(t)| < Kls —t|"| X (to)

oy =2k sik<1/2,y=1sik>1/2 et K > 0 est une constante dépendant de N, 0,1,
et n.

Démonstration. 1l est suffisant de considérer le cas d = 1. Par les propriétés du condition-
nement gaussien[", on obtient

| E[(X(s) = X()X(to)]

|
Xy ok

12(s) - 2(1)| =

En utilisant (2.20]), remarquons que

E[X (5)X(t0)] = 5 E[(X(s) — X(t0))? — X*(s) ~ X*(t0)]
L, 2 2
= 5(0%(|s = tol) = *(|s]) = o*([to]))-
On en tire
’Z(S) . Z(Zf)’ _ |O-2(‘S|> — U2(|t‘) + 02(|t B t0|> — 02(|5 — t0|)| ’X(t0)|

20(|to])
De plus, puisque L est infiniment continument dérivable, on a pour tout s,t € T
o (Is]) = ([t < [[s]* = [t L(Is[) + [t L2(Is]) — L2([¢])
< K|s—t|"
ou v est pris comme dans I’énoncé. La conclusion découle alors. ]

Nous accepterons le lemme suivantE, sa preuve étant fort longue et nécessitant plu-
sieurs résultats intermédiaires.

Lemme 2.5.6. [ existe une constante 61 > 0 telle que pour tout 0 < ro <y, on a

1\ VN 1\ 12
P(3reir): sup |XH)|<Kolr (loglog —) > 1l—exp | — (log —) :
|t|<2v/Nr r To

11. Voir, par exemple, [20] p158-159.
12. Voir |59] Proposition 3.1 pour une preuve.
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Le résultat suivant, que nous admettons également pour des raisons similaires, est tiré

de [54].

Lemme 2.5.7. Soit (Z(t)) un processus gaussien défini sur un ensemble S. Notons Ny(S,€)
le nombre minimal de boules ouvertes de rayon & nécessaires pour recouvrir S. Si, de plus,
D est le diamétre de S, on a

(s 260 - 2012 & ([ ViR ae) ) <ow(-5).

Nous pouvons alors obtenir la borne supérieure recherchée. On a le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.8. Dans les conditions du Théoreme pour tout x € R? fizé, on a
P(H"(X Y2)NT) < +o0) = 1.
Démonstration. 1l est clair qu’il suffit d’établir I’existence d’une constante K > 0 telle que
E[H" (X Yx)NT)] < K.

Nous commencons par définir plusieurs événements qui nous seront utiles plus tard dans
la preuve. Pour k£ > 1, posons

1\ VN
Rp,=3teT:Ire27*27%: sup |X(t)—X(s) <Ko r(loglog—) .
|t—s|<2v/Nr r
Par le lemme précédent, on a directement
P(t € Ry) > 1 —exp(—+/k/2). (2.22)
En posant
QkJ = {w . )\N(Rk> Z )\N(T) (1 — €Xp(—\/E/4)>} ,

on obtient par (2.22)), I'inégalité de Markov et le théoréme de Fubini que
+00
> P(9,) < +oo.

En effet, on a

P(05,) = P (A (T \ i) > An(T) exp(—Vk/4))
EAn(T'\ Ry)]

~ () exp(—Vk/4)

1 C
() expl= f/4>/MtER")dt

1
= D) exp(—VE /4>/ Sy E/z 0o
= exp(Vk/4 — \/k/2).
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Considérons

Qo = {w: pour tout cube dyadique C' d’ordre k tel que CNT # (),
ona sup |X(s) — X(t)| < Ko(27")Vk}.

s,te

Il découle alors du Lemme que pour K > 0 suffisamment grand, on a
+oo
ZIP’( ox) < oo
k=1

Considérons maintenant 5 > 0 tel que kK + 5 < v = min(2k, 1) et posonsﬁ
Qs = {w | X (to)] < 21
Il est clair que

+oo
> P( ) < +o0.
k=1

En effet, il suffit de majorer une intégrale du type

+o0 )
/ e 2 g
2kB

par le terme général d'une série convergente. Pour k suffisamment grand, puisque z +—
_p2 N , . . . . , .

e~ /2 est & décroissance rapide, on peut majorer I'intégrant par la fonction x — 1/2% et

un rapide calcul permet d’obtenir la convergence annoncée. Enfin, posons|E|

“1N
R, = {t eT:Fre2?27%: sup |[S(t)—5(s)| < Ko ('r (loglog 1) ) }
,

[t—s|<2v/Nr
“ Qh4::{w:AN(R@;zAN(T)<1—fmpG;V%ﬁQ>}.

Il découle alors du Lemme 2.5.5 que Q1 N Q3 C Qg et donc
+o00
ZIP’( pa) < 00,
k=1

Cela étant, soit z € R%, construisons un recouvrement de X ' (2)N7". Pour tout n € Ny
et t € T, notons C,(t) le cube dyadique d’ordre n contenant t. Nous dirons que C,, () est
un bon cube dyadique si

sup  |S(u) — S(v)| < Ko (27" (loglog 2”)’1/1\7) :

u,veCy (t)NT

Sit € Ry, alors il existe n € [k, 2k| tel que ¢ appartient & un bon cube dyadique d’ordre
n. Ainsi,

2k
R,cV=|JW
n==k

13. Rappelons que nous avons précédemment fixé T = B(tg, 7).
14. Rappelons que S est défini par (2.21])
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ou V,, est une union de bons cubes dyadiques C,, d’ordre n. Posons 4, (k) ’ensemble des
cubes dyadiques de V. Remarquons aussi que 7'\ V' est inclus dans une union de cubes
dyadiques d’ordre ¢ = 2k disjoints de R;. Notons A, (k) Pensemble de ces cubes dyadiques.
Si Q4 se produit, alors Ay (k) contient au plus

ININN(T\ V) < KAn(T)2V exp(—Vk/4)

cubes. Enfin, posons A(k) = A;(k) U As(k) et remarquons que A(k) ne dépend que du
processus S. Si A € A(k) est un cube dyadique d’ordre n, on pose

Ko (27"(loglog2")~V/N)  si A € A;(k)
rA= .
AT K2 si A€ Ay(k)

Pour tout A € A(k), soient vqg € ANT et
QA = {lX(UA> — Z“ S 2TA}.
Posons encore
U(k) ={A € A(k) : Q4 se réalise}
et QO = Qg2 N Q3N Qs En particulier, on a

“+o0o
Z]P’(Qi) < +o00.
k=1
Par le lemme de Borel-Cantelli, on sait que presque siirement pour k suffisamment grand,
Q se réalise. Posons D = liminf, Q. Il est clair que P(D) = 1. Notons de plus A =

;::i A(k) et remarquons que A ne dépend que de la o-algébre X générée par le processus
S(t), t € T. Nous pouvons alors afﬁrmerﬁ] que

1. Pour k suffisamment grand, sur Qy, U(k) recouvre X (z) NT';

2. Pour tout A € A,
P(Q4]%) < Krj,
ou K > 0 est une constante ne dépendant pas de A.

Pour k suffisamment grand, il découle alors du deuxiéme point que[l;gl

E X4 Z ¢1(|A|) =E |E X 4 Z ¢1(|A|)|E

Aeu(k) i Aeut(k)

=E |xor. Y, Elxacumy|Z)ér(|A))
AeA(k)

=E | xa.. Z PH{A e U(k)HE)o1(JA])

A€ A(k)

< KE X .a Z |A|N SK}‘N(T)
AEA(k)

15. Voir le lemme suivant pour la démonstration
16. Rappelons que |A| dénote le diamétre de A
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En utilisant le lemme de Fatou, on obtient alors

EH" (X7 (x) NT)] = E[xp H* (X' (z) N T)]

<liminfE | xo,, Z o1(|Al)
Acu(k)

< KAn(T),
ce qui suffit pour conclure. ]

Nous montrons maintenant les deux affirmations laissées en suspens dans la preuve
précédente dont nous reprenons les notations.

Lemme 2.5.9. On a
1. Pour k suffisamment grand, sur , U(k) recouvre X 1 (z) N'T ;
2. Pour tout A € A,
P(Qu%) < K7,
ot K > 0 est une constante ne dépendant pas de A.

Démonstration. Nous commengons par établir le premier point. Pour tout t € X ! (x)NT,

on a X(t) = x. Commengons par supposer que ¢ appartient a un cube dyadique A d’ordre
n de A; (k). Pour w € , le Lemme implique[[’]

| X (va) — 2 <|S(va) = S(t)| +1Z(va) — Z(1))
<ry4+ K272°F <oy,

ou nous rappelons que n € [k,2k]. On en tire que A € U(k). De méme, si A appartient
maintenant a Ay (k), en se rappelant de la définition de €2 3, on obtient directement

[ X (va) — 2| = [X(va) = X ()| < 7a

Passons maintenant a la démonstration du deuxiéme point. Il suffit d’établir que pour
tout v € T et tout y € R?,
P(|Z(v) —y| <) < Kre.

Cela découle directement du fait que les composantes Z;(v) de Z(v) sont des variables
aléatoires gaussiennes centrées et de variance donnée par

(0*(Jv]) + a*([tol) — o*(Jv — to]))?
102(to)

> K > 0.

O

Pour terminer cette section, nous énongons un théoréme de Baraka et Mountford [5)
qui raffine le Théoréme dans le cas du mouvement Brownien fractionnaire.

Théoréme 2.5.10. Soit {X(t) : t € RN} un mouvement Brownien fractionnaire a valeurs
dans R? et d’indice de Hurst H. Il existe une constante ¢ > 0 dépendant seulement de N, d
et H telle que pour tout intervalle compact I C RY,

P(H*(X'0)NI)=ca(0,1)) =1
ot ¢4(x) = 2N~ (loglog 1 /x) /N,

17. Rappelons les notations 1)
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Chapitre 3

Le cas du drap Brownien fractionnaire

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés aux processus gaussiens (for-
tement) LND & accroissements stationnaires. Nous nous attaquons maintenant & un pro-
cessus n’ayant pas ces propriétés. Ce chapitre reprend principalement les résultats obtenus
par Ayache, Wu et Xiao dans [3].

3.1 Introduction

Nous commengons par définir le drap Brownien fractionnaire.

Définition 3.1.1. Soit H = (Hy,...,Hy) €]0,1[Y, un drap Brownien fractionnaire a
valeurs réelles B! = {BE(t) : t € RY} d’indice H est un processus gaussien centré dont
la fonction de variance-covariance est donnée par

N
L, om,  om, v
E[B(l)q(s)B(l)g(t)] = H 5(3]' +t;, 7 = |s; — tj|2H]), s,t € Rf.
j=1
Considérons Bf ... BH des copies indépendantes de BEY. Le (N, d)-drap Brownien frac-

tionnaire d’indice H est alors défini par
BH(t) = (BI(t),...,BI(®t), teRY

Remarque 3.1.2. Remarquons que le drap Brownien (fractionnaire) posséde une struc-
ture en mailles. En particulier, il n’est pas isotrope et ses accroissements ne sont pas
stationnaires. C’est la différence principale avec le mouvement Brownien fractionnaire
W : RY — R? que nous avons considéré au chapitre précédent défini en remplacant la
norme de R dans la Définition par une norme de RV,

Nous utiliserons quelques propriétés élémentaires de ce processus que nous énongons
maintenant. Ces propriétés proviennent de [3].

Proposition 3.1.3. Le drap Brownien fractionnaire a valeurs réelles B admet la repré-
sentation

t1 tn N
Bf(t) = ,‘4{,;{1 / e / HgH] (t]7 S]) W(ds),
—o0 —00 jq
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ot W(s), s € RY est un drap brownien & valeurs réelles et pour tout j € {1,...,N},

gu, (ts,55) = ((t; — §;)4 )2 (—gp) )12,

De plus, kg est la constante de normalisation donnée par

N e

Dans la suite, nous noterons toujours g 'intégrant

N

(t,8) = [ [ om, (4. 55)-

j=1

Proposition 3.1.4. Le drap Brownien fractionnaire BY est anisotmpeﬂ (si Hy,...,Hy
ne sont pas égauz) et satisfait la propriété d’auto similarité suivante :

Si A est une matrice diagonale de taille N telle que Aj; = a; > 0 pour tout j €
{1,...,N} alors

N
{B"(At),t € RY} @) {H a;" B ().t € Rf}

Jj=1
(@ . .
ou = signifie que les deux processus sont égaux en loi.

L’intérét du présent chapitre est d’obtenir des résultats similaires & ceux du chapitre
précédent pour un processus n’ayant pas la propriété de non-déterminisme local. La pro-
position suivante a pour but de montrer que le drap brownien fractionnaire n’est en effet
pas LND.

Proposition 3.1.5. Le drap brownien fractionnaire B n’est pas localement non-déterministe.

Démonstration. Par simplicité, nous considérons le cas N = 2 et le drap Brownien (H; =
Hy = 1/2) sur I'intervalle [0, 1]*. Pour tout € €]0, 1], considérons un intervalle T C I dont
la longueur des cotés est . Soit ¢ le point supérieur droit de T et s',s? et s% les trois
autres extrémités de T'. Par un calcul élémentaire d’espérance conditionnelle dans le cas

gaussien, on obtient
V[By (8)|By'(s"), By' (s%), By' (s%)] = €.

Or, on a |t — s/| > ¢ pour j = 1,2,3. Cela assure que BE ne peut étre localement non-
déterministe. H

Nous introduisons aussi un processus auxiliaire qui nous sera utile dans les développe-
ments de ce chapitre.

Définition 3.1.6. Un drap fractionnaire de Liouville de paramétre a = (ay,...,ay) €
]0, +0o[" est un processus gaussien centré X§ = {Xg(¢),t € RY} défini par

h t 5 i—1/2 N
Xg(t):/o /0 H(tj—Sj)a]_/ W(dS), t€R+,
J=1

ou W est un drap Brownien.

1. C’est-a-dire que ses propriétés varient en fonction de la direction.
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La proposition suivante découle de la Proposition
Proposition 3.1.7. Le drap Brownien fractionnaire se décompose de la maniére suivante
B () = r XY+ [ HgH (t1,5,)W(ds).
J—o0,t]\[0,t] §
De plus, les deux processus du membre de droite sont indépendants.

Cette proposition permet également d’obtenir I'inégalité suivante. Pour tous n > 2,
th . tmeRY etuy,...u, ER,ona

\% (Zn: ungf(tj)> >k V (Zn: quéH(tj)> : (3.1)

Nous nous attelons maintenant & décomposer le processus X{. Soit ¢ > 0, pour tout
t € [e,+o0[", on décompose le rectangle [0,¢] en 'union disjointe suivante :

[0,¢] = [0, €] UUR YU (e, t),

ot R;(t) = Rj(e,t) ={r € [0,t]N : 0 <r; <esii#je<r; <t;}etdet) peut étre
écrit comme une union de 2% — N — 1 rectangles. On obtient pour tout ¢ € [e, +oo[¥

Xéq(t):/[o . g(t,r)W(dr) +Z/ W (dr) + /5< t)g(t,r)W(dr) (3.2)

= X(c,t) + ) _Yj(t) + Z(e,1). (3.3)

=1

En particulier, les processus { X (¢,t),t € [e, +00[V}, {Y}(e,1),t € [e, +o0[V}(j € {1,...,N})
et {Z(e,t),t € [e,+00[N} sont des champs gaussiens indépendants puisqu’ils sont définis
via une intégrale par rapport au mouvement brownien sur des ensembles disjoints.

Un élément qui sera crucial dans la suite est le non-déterminisme local de Y; (dans la
j-éme direction) que nous démontrons maintenant.

Lemme 3.1.8. Soit j € {0,1,...,N} et soit un intervalle I = [a,b] C]0,+oo[". Pour
tout n > 2 naturel et tous t',... t" € [a,b] tels que

on a linégalité suivante :

V(YY) : 1<k <n—1) > K[t} — 7",

ou K > 0 est une constante ne dépendant que de €,1 et H.
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Démonstration. Comme nous travaillons avec des variables aléatoires gaussiennes, il est
suffisant d’établir qu'il existe K > 0 tel que pour tout ax € Rk € {1,...,n— 1},

n—1 2
E (Yj(t") - ZakY}(tk)> > K|tn — P
k=1

En se rappelant que le membre de gauche est minimal lorsque les coefficients a; sont tels
que lexpression a l'intérieur de l'espérance correspond a la projection de Y;(t") sur le
complémentaire de la o-algébre engendrée par {Y;(t*),k € {1,...,n — 1}}, on remarque
en "séparant" R;(t") en deux ensembles disjoints et en utilisant I'indépendance que

n—1 2
E (Yj(t") - Zaij(tk)> >E (/ g(tnar)X(dT))
k=1 R;j(tm)\R;(t"1)
€ t;? e N
:/ / H(tZ—TkVHrld?”
0 et

0 k=1
Z K|t;l _ t?_1|2Hj,

2

oil I'égalité est obtenue via les isométries habituellesP} O
Nous montrons maintenant une inégalité similaire a (3.1)).

Lemme 3.1.9. Soit I = [a,b] C|0,+oo[N. Pour tout naturel n > 2, t*, ... t" € [a,b] et
Uy, ..., U, € R, on a

\Y% (2”: ukBé{(tk)) >k YV (Zn: ukx/j(tk)> :

De plus, pour tout ¢ € {1,..., N} et tous nombres positifs py,...,pe > 1 tels que Zﬁzl p{l =1,
on a

14

1 < H K"
(det Con(BE), -~ BE(E)2 = LA {det Con(V (a1, ¥, (7)) /)

J]=

Démonstration. La premiére inégalité découle directement de et de I'indépendance
des processus intervenant dans la décomposition de X.

Pour la seconde inégalité, rappelons que pour toute matrice carrée semi-définie positive
>. de dimension n, on a

1 1 1,
qet (o /n @) exp (—51’ Ex> dz

2. voir .
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ou ' est la transposée de x. L’inégalité de Holder généralisée donne alors

1
(det Cov(BE(t1),. .., B (t7)))1/?

(2 n/2 eXp ( ( kB(l)q(tk))> dul R dun

< (27?)"/2 / exp (—CZV (Z u,Y;(t )) duy ... du,

3.2 Bicontinuité du temps local

Les éléments de base étant posés, nous nous attaquons maintenant & montrer que
le temps local du drap Brownien fractionnaire est bicontinurf]. Plus précisément, nous
cherchons & démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1. Soit BY = {B*(t) : t € RY} un drap Brownien fractionnaire a valeurs
dans R? et d’indice H = (Hy,..., Hy) €]0,1[N. Si d < SN 1, alors pour tous les

J=1 Hj;’
intervalles fermés I C|0,+oo[™, BHE admet un temps local
(z,t) € R xI — afx,t) = a(z, [inf I,t]) continu sur R? xI presque sirement.

Pour démontrer ce résultats, nous aurons besoin de quelques lemmes. Le premier lemme
consiste & montrer que le drap Brownien fractionnaire satisfait une propriété similaire
(bien que plus faible) au non-déterminisme local. Cette propriété porte le nom de non-
déterminisme local sectoriel et a été démontrée par Wu et Xiao dans [58]. Leur preuve
reposant sur une autre représentation stochastique du drap Brownien fractionnaire que
celle que nous avons présentée, nous ne ferons pas la démonstration ici.

Lemme 3.2.2. Soit B’ un drap brownien fractionnaire a valeurs réelles d’indice H =
(Hy,...,Hy). Pour tout ¢ > 0, il existe K > 0 tel que pour tout naturel n > 2 et tous
th .. t" € [g, +oolV,

N
V(B (t")|BY (1), # n] > K> min{|ty — 4,0 <j <n—1},
k=1

ou tY =0 pour tout k € {1,...,n}.

3. Rappelons que la bicontinuité implique la non-dérivabilité (presque stre) des trajectoires au vu du

Corollaire
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Remarque 3.2.3. Contrairement au non-déterminisme local, le non-déterminisme local
sectoriel "sépare" les directions. C’est ce qui rend cette propriété plus faible que le non-
déterminisme local classique. Il n’est donc pas étonnant d’avoir le non-déterminisme local
sectoriel du drap Brownien fractionnaire (qui "sépare" lui aussi les directions) mais pas le
non-déterminisme local.

Nous nous attaquons maintenant & l’estimation des moments du temps local, nous
commencons par le lemme suivant.

Lemme 3.2.4. Pour tout q € |0, Zjvzl Hj_l[, soit T € {1l,...,N} tel que

T—1 1 T 1
— < g< e
TR
7j=1 7=1
Alors il eziste une constante positive 0, < 1 dépendant de (Hy, ..., Hy) uniquement telle

que, pour tout 6 €)0,6,|, il existe T nombres réels py > 1 (1 < j < 1) satisfaisant :

1 H,
—=1, Sy vie{l,....} (3.4)
=1 Pi bj
et
—~ Hjq — H,
7j=1 7j=1
T 1

De plus, si on note c; ==Y —q > 0, alors pour tout nombre positif p €]0, 5[, il

i=1
existe un indice jo € {1,...,7} tel que

H.
Lq + QHjOP < 1.
Pjo

Remarque 3.2.5. Il découle de la preuve qu’on peut toujours prendre ¢, = 1 sauf dans
le cas ou 7 = 2.

Démonstration. Commencons par supposer que ’hypothése est vérifiée pour 7 = 1. Pour
tout 0 < ¢ < 1, il suffit de prendre p; = 1 pour obtenir la conclusion. Procédons alors par
récurrence pour prouver le résultat dans le cas 7 > 2. Commencgons par traiter le cas 7 = 2.
Dans un premier temps, supposons avoir H; = H,, dans ce cas, on a Hl_1 <g< 2H1_1.
Choisissons 1 > 0 tel que

2— HiqH
0 < ( 19)Hig
qu —1
et sans restriction si ¢ = H; *. Il suffit alors de poser
1 1
pr=Hiqg+net —=1——.
P2 p1

En effet, on a alors directement pil + p% =1, Hig/p1 < 1et

Hyq Hyq H, Hy
1-0)(—+—")=(1-0)Hg< Hg=Hyqg+2— — — —.
(1=0)( o T )= (1—06)Hiq < Hig= Haq 0
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Pour obtenir Hayq/ps < 1, il suffit d’écrire

H, 1
2 gl - ——
D2 1 Hiqg+n

puis de majorer 71 et de simplifier ’expression pour obtenir 1.
Supposons maintenant avoir H; # H,. Sans perte de généralité, on peut supposer
H, < H,. Puisque ¢ < H;* + H,*, on peut trouver d2 > 0 tel que pour tout & €]0, ds

HHyq(Hy — Hy + 0H,) < (Hy — Hy)(Hy + Hy — 6Hy).

Les inégalités recherchées s’obtiennent alors comme précédemment en posant

1 1 1 d H, ¢ 1 ] 1
— = - et —=1-——.
p 1=0Hiqg 1-0H—Hi p P1
Considérons alors le résultat vérifié pour 7 =n € {2,..., N —1} et considérons 7 = n+ 1.

On a

n n+1
1 1 1
Yoo<g <Y
~H, T H T &,
J= J=

Par hypothése de récurrence, soit alors 0 €]0, 1] fixé et posons ¢' €]0, min(0, d,,). Il existe
n constante pi > 1 (j =2,...,n+ 1) telles que

1 — 1/H,)H,
Z_ (¢ /H)

prd P
ot +1 +1
S H;(q—1/H,) 1 \ Hyq
1-4 —= T <H, - — — —.
=) 3 P S o= ) +n =3
j= Jj=
Choisissons alors n > 0 suffisamment petit tel que
1 qH;
1-—+np)—2~<1
( qH, ) P
et

(1 —06)(1 + (Hign)/(H1g — 1))
1=
De 14, on peut définir p; (j € {1,...,n+1}) par

1 1 1
— = ——+n), Vie{2,...,n+1
D) p;( Hyq { J
et
11
Y4 Hyq 7

Quelques calculs élémentaires similaires & ceux faits précédemment permettent alors de
conclure.

4. il suffit de le choisir tel que ¢ < H; ' + Hy ' — m
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Il nous reste a établir la derniére affirmation de I’énoncé. Pour tout j € {1,...,7}, il
existe £; €]0,1[ tel que 24 =1 —¢;. On en tire que

Ti:TL_‘rg:TL_: 0
;H]’ ;Hj ;pj ;Hj q=a;>0.

En particulier, il existe jo € {1,...,7} tel que €;, > ]0,5=[, on a
H: o,
2Hj0p < =L < €jo-
T
On en tire
+2H0p: 1—8j0+2Hj0p< ]_,
p]o
ce qui suffit pour conclure. O]

Le lemme suivant donne des majorations utiles sur des intégrales du méme type que
celle intervenant dans la Définition [3.1.6]

Lemme 3.2.6. Pour tout naturel n > 1 et tous nombres positifs a,r et 0 < b; <1 (j <n)
et un nombre arbitraire sy € [0,a/2], on a

\/a<31< <sp<a+r

ot K > 0 est une constante dépendant des nombres a et b; uniquement. En particulier, si
b = a pour tout j € {1,...,n}, alors

— s5;_1)"bdsy ... ds, < K™(n)/™ X bimlnm i b

::]:

J=1

/ [1(s5 — 55— dsy.. . ds, < K™ (nl)etpn(-0-1/mea),
<s1<Ssp<atr

J=1

La preuve étant classique, nous 'omettrons. Pour le lecteur intéressé, il suffit de faire
apparaitre la fonction eulérienne 8 par changement de variable et intégration successifs
puis d’utiliser les liens existant avec la fonction eulérienne I' et de conclure grace au
comportement asymptotique décrit par la formule de Stirling.

Nous en arrivons aux estimations des moments recherchées. A partir de maintenant,
nous supposons que d < Z] . HL et fixons un intervalle I C [0, +oco[". De plus, par
simplicité de notation, on assumera aussi avoir

O0< H, <---<Hy<l1

Lemme 3.2.7. Soit B = {BH( ), t € ]RN} un drap Brownien fractionnaire & valeurs
dans R? et d’indice H = (Hy, ..., Hy). Si pour un entier 7 € {1,..., N}, on a

=1 1
—<d —
;HJS <ZHJ
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alors il existe une constante K > 0 dépendant de N,d, H et I uniquement telle que pour
tout intervallel] T = [a,a + 1] C I dont les bords sont de longueur v €]0,1[ et pour tout
x € R et tous entiers n >1,0na

Ela(z, T)") < K" (n)N 5o,
avec B, = N —7 — Hyd+ 377 1H

Remarque 3.2.8. Le lecteur attentif aura remarqué qu’un résultat du méme type avait
été obtenu dans le cas des processus LND & accroissements stationnaires au chapitre [2|
La preuve qui suit posséde d’ailleurs de nombreuses similarités avec la preuve du Lemme
2.4.10] et nous invitons le lecteur a les mettre en paralléles. Aussi nous autoriserons-nous
a omettre certains détails lorsque les raisonnements sont identiques.

Démonstration. Fixons un intervalle fermé arbitraire T = Hj.vzl[aj,aj + ;] C I. Par le
Lemme et puisque Bf? ... BH sont des copies indépendantes de Bf | on a pour tout
nombre naturel n > 1,

dUk> dt

ot Uy = (up,...,uf) € R" et ou la notation 7 a été définie a la Section 2.2 Soit
k € {1,...,d}, notons I'intégrale a l'intérieur dans l’expression précédente par Jy. Par

le Lemme on aff

d

Ela(z, T)"] < (QW)—nd/ 11 (/Rd exp

n

k=1

5V (Z ul Bl <tﬂ'>)

j=1

Jkg/ exp ——liH ZV(ZUY%#) dU,

S/ exp ——IiH ZV(ZUJYZ tj> dUy.
j

On peut appliquer le Lemme avec 0 = 1/n et ¢ = d et on obtient des nombres

p1,...,pr > 1 satisfaisant (3.4) et (3.5)).

Par l'inégalité de Holder généralisée et en se rappelant de la densité d’un vecteur

gaussien, on obtient
n 1/pe
(/ exp [—%RJV (Z ui)@(t@) dUk>
=1 \/RY j=1

K™ | [det Cov(Ye(th), ..., Ye(t™))] Y/ 20,
En utilisant les Lemmes [2.1.5] et 3 on obtient que pour tout ¢ € {1,...,7} et tous
th,...,t" €T, il existe une permutatlon me de {1,..., N} telle que

K

Jk

IN

(=1

a <t <o <7 < a4y

5. ou pour un nombre réel r, on considére I’abus de notation r = (r...,r)
6. Remarquons que dans la deuxiéme inégalité, nous avons arrété la premiére somme & 7 et plus & V.
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et
det Cov(Yy(t"), ..., Ya(t")) = K" [ [t — ¢20~1)2He
j=1

ol on a posé t," 0 — ¢ < % min{ay, 1 < ¢ < N} de telle sorte a pouvoir appliquer le Lemme
[3.2.61 On obtient alors en utilisant ce lemme

/ [det Cov(Yy(th), ..., Yo ()]~ ¥ @ de) . .. Aty
[ag,ap+re]”

n

K" / dt;...dt}
er;n o<t <<t <ty jI:[l t;" — ”(7 1))Hed/m ¢ ¢
S Kn(n!)Hgd/pgre( —(1—1/71)Hed/p5)
ou S, représente I'ensemble des permutations de {1,...,n}. On en tire

Ela(z, T)"] < K™(n!)>i- lHed/peHT —(1=(/m)Hed/p) H .
=1 l=71+1

Considérons maintenant que 7' = [a,a + r|, en d’autre termes, r; = -+ = ry = 7.
L’inégalité précédente et (3.5) appliqué avec 6 = n~! et ¢ = d donnent

E[a(m,T)”] < Kn(n!)Zzzl Hed/pe.n(N=(1=1/n) 37—, Hed/py)
< K”(n!)N_’BW”BT.
]

Remarque 3.2.9. Dans la preuve précédente, si on avait appliqué 'inégalité de Holder

sur l'intégrale
T n l/pé
H (/ exp [—%HHQV <Z uiﬂ(tﬂ) dUk)
RN .
7j=1

=1
et non sur cette méme intégrale ou la somme est arrétée a 7 puis procédé de la méme
maniére dans la suite de la preuve, on aurait obtenu en choisissant pq, ... py tels que

NHZ

Do = E

i=1
I'inégalité

Ela(z, T)"] < K™ (n!)™ An (T)")
pour tout intervalle T C I ot v = d/(3 -, H; %) €]0,1].

Le lemme suivant donne une majoration sur les accroissements du temps local. La
Remarque [3.2.8| reste valable pour ce résultat.

Lemme 3.2.10. Soit BY = {BH( ),t € RYY} un drap Brownien fmctz'onnaire a valeurs
dans R* et d’indice H = (Hy, ..., Hy). Si pour un entier 7 € {1,..., N}, on a

7'11 7'1

i=1 J j=1
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alors il existe une constante K > 0 dépendant de N,d, H et I uniquement telle que pour
tout intervalle T = [a,a + 1] C I dont les bords sont de longueur r €]0,1[ et pour tous
z,y € RY tels que |v —y| < 1, tout entier pair n > 2 et tout v €]0, min(1, 52), on a

E[(Oz(x7 T) — a(y, T))”] < Kn(n!)N—BT+(1+HT)7|x _ y|mrn(57_Hﬂ)’
avec f; = N —7 — Hyd+ 3, 4=

Démonstration. La preuve étant une combinaison d’arguments des preuves du lemme pré-
cédent et du Lemme [2.4.10, nous nous contentons de donner les idées principales et omet-
trons certains calculs.

Soit v €]0, min(1, §=)[. Par des inégalités élémentaires, on obtient facilement que pour

tous ul,...,u", z,y € RY
n n
—ilud —ilud — 1
le iulx) _ o—iu ,y>| < 20 w)n‘l. —y|™ lul |
k;]
=1 kel,...d" j=1

En utilisant de plus le Lemme [2.4.9| et les inégalités de Holder, on obtient comme dans la
preuve du Lemme [2.4.10

El(a(z,T)—a(y,T))"] < K"z — y[" (3.6)
n n 1/n
1 , A _
X Z / H (/ lug! "7 exp —§V <Z<UJ,BH(t])>>] dﬂ) dt.
ke{l,....d}" j=1
(3.7)
Choisissons un vecteur k = (ki,...,k,) € {1,...,d}" et des points t',... t" € T tels que
ty,...,t} soient deux a deux distincts pour tout £ € {1,...,d}. On pose alors
n 1 n 1/n
=M=1]] </ [y, |7 exp | =5V (Z<uf,BH<tj>>>] dﬂ) -
m=1 \/R™ j=1

Par le Lemme [3.2.2] les variables aléatoires B (t7), (1 < ¢ < N,1 < j < n) sont linéaire-
ment indépendantes et le Lemme [2.4.8] on obtient en procédant une fois de plus comme
au Lemme [2.4.10)

[ e
n

ot 02, = V(B (t™)|BE(t7),i # kn ou (i = ky, et (j # m)).
On en tire que

1 i H _ K"(n!)Y 1
BN <Z<“ B )>>] WS et Cov(BE), . BIE)2 ol7

J=1

K"™(n!)Y L
M < —
= [det Cov(BE(t), ..., B (t")) WI;I Om
Nous souhaitons maintenant utiliser le Lemme [3.2.4] Pour ce faire, soit 6 = 1/n, ¢ = d
et pp (¢ € {1,...,7) des constantes définies comme dans ce lemme. Puisque E]O, sz, il
existe o € {1,...,7} tel que
Hy,d

DPey

—+ QHZO")/ < 1.
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Ainsi, en utilisant le Lemme on obtient

. 1 |
M < K™*(n!) —.
< K(nl) E [det Cov(Y,(th), .. )]/ (2pe) H om

m=1

Nous tentons maintenant de majorer le second produit. Du non-déterminisme local secto-
riel de B, on obtient que

N
o2 > KZminﬂt}” — 21§ £ m}.

Pour les points ¢, ..., ¢" € T, définissons les permutations 7y, ..., 7y de {1,...,n} telles
que pour tout £ € {1,..., N},

On obtient alors directement (en procédant comme dans la preuve du Lemme [2.4.10) que

n n

1 1
H 7 S KT 1)\ g
(00l i ey
0 0

7
Om m=1

ot (qj,.---,qp,) € {0,1,2}" est tel que Y | qi" = n et g, = 0.
Cela étant, le reste de la preuve est assez similaire a la preuve du lemme précédent.
On a

/ M@)dE < K" (nl)?

T n

x/ [[(det Cov(vi(t!), ... Yy(em)) /v H(t}rjo( ™ t’%(m DY~k Heon g7,
T

" =1 m=1

Commengons par intégrer dans la direction £. Par les Lemmes [3.2.6] et [3.1.8 on obtient

nyy— Tep(m) meg(m=1)\ —gp H, n
/[ +7) <det COV(}/&) (tl)a ce ’no (t )) 4/ 2to) H (té(fo B té(fO ) o eovdtéo e ‘dtfo
Gpgs@e0+Ten ™

m=1

< K" (n!)Hgod/ng +Hgo'yr?0[1*(1*1/n)Heod/Peo*HZO’Y]

N , . e (0
oll on a posé, comme dans la preuve précédente, tgoo( ) = €.

Considérons maintenant I'intégration dans les directions ¢ < 7 (¢ # {;). Comme a la
preuve précédente, on a

/ (det Cov(Ya()), ..., Yy(t"))~/C0dgl . dg
[ag,ap+rg™

< K”(n|>sz/P4 n(1—(1=1/n)Hed/pe)

Il reste alors & intégrer dans les directions £ = 7+ 1,... N (ce qui est direct puisque M
est constant dans ces directions). On obtient en rassemblant les morceaux que

M( )dt <Kn(n‘)2f 1 Hed/pg)" n(1—(1—=1/n)Heyd/pey—Hey )
™ 50

% H n(l (1-1/n)Hd/pe) H Tg

=100, t=r+1
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Pour obtenir la conclusion, il suffit alors de poser r; = --- = ry = r < 1 et d’utiliser la
majoration de I'intégrale de M dans ({3.7) tout en se rappelant que Hy, < H.. [

Nous pouvons maintenant démontrer le Théoréme [3.2.1}

Démonstration. Pour simplifier les écritures, supposons avoir I = [n, 1]. Par le lemme
précédent et le Lemme , on obtient que pour tout intervalle T C I, B¥ posséde un
temps local dont une version est presque sirement continue pour tout z € R%. Considérons
alors z,y € R et s,t € I, on a

E[(O‘(ajv [777 S]) - a(y’ [777 t] )n]
< 271—1 (E[(Oé(x, [7]7 8]) - Oé(l’, [777 t]))n} + E[(Oé((l,’7 [777 t]) - Oé(y7 [777 t]))n])
ou n est un nombre naturel pair quelconque. On remarque facilement que le premier terme

peut étre majoré a l'aide du Lemme [3.2.7] et de la Remarque [3.2.9| et que le second peut
étre majoré en utilisant le Lemme [3.2.10, En particulier, on obtient

El(a(z, [0, s]) = aly, [0, 1])"] < K"(lz =yl +|s — )™

pour un naturel pair non nul n et v €0, 1] suffisamment petit. Le Lemme permet
alors d’obtenir la conclusion. O

3.3 Loi du log itéré et ensembles de niveau

Nous nous intéressons maintenant & la loi du logarithme itéré et a la mesure de Haus-
dorff des ensembles de niveau de BY. Les raisonnements et les preuves étant analogues a
celles des Sections [2.4.2] et [2.5] nous les omettons. Le lecteur intéressé est néanmoins invité
a consulter [3| p742-747.

1
Théoréme 3.3.1. Supposons que d < Zévzl T et soit T € {1,..., N} un entier comme
¢

dans le Lemme . Considérons aussi un intervalle I C [0, +o0o[N et considérons une
version du temps local o de B qui soit une mesure & support dans l'ensemble de niveau
(BH)=Y(z) pour tout x € R* (c’est-a-dire un noyau d’occupation). Dans ce cas, il existe
une constante K > 0 indépendante de x telle que, presque strement,

a(n B(tr))
tsup ==

pour oz, -)-presque tout t € T oiff] ¢3(r) = 7P (loglog(1/r))N 7.

<K

Ce premier théoréme permet d’obtenir un résultat sur la mesure de Hausdorff des
ensembles de niveau de B de maniére analogue au théoréme [2.5.1}

Théoréme 3.3.2. Dans les mémes conditions qu’au théoréeme précédent, il existe une
constante K > 0 telle que pour tout x € RY,

HO (BT (2) N 1) > Ka(, 1)

presque sirement.

7. Rappelons que (a — b)" < 2"~ 1(a™ + b")
8. Rappelons que 3, a été défini au Lemme m
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Le théoréme suivant est analogue des Théorémes 2.4.14] et 2.4.15]

Théoréme 3.3.3. Soit B = {BA(t),t € RY} un drap Brownien fractionnaire & valeur
dans R d’indice de Hurst H = (Hy, ..., Hy). Supposons qu’il existe T € {1,..., N} tels
que Hy = --- = H, et Hid < 1. Alors il existe des constantes K1, Ko > 0 telles que presque
stirement, pour tout s € I,

SUp,cpd @(, [s — 7,5+ 7))

li <K
qunljélp rN=-Hid(loglog 1 /r)hd = !
o (s, )
. SUP,erd Q(Z, [S—T,8+ T
R ST L T VAL

De maniére similaire a ce qui a été fait au chapitre précédent, ce dernier théoréme per-
met d’obtenir facilement des informations sur la régularité du drap brownien fractionnaire.

Théoréme 3.3.4. Soit BY un (N, d)-drap Brownien fractionnaire et soit I C [0, +oo[V.
1l existe une constante K > 0 telle que presque sirement, pour tout s € I,

L |B"(t) — B"(s)]
| f
e tes;(i)’r) rHi(loglog1/r)~Ht —

et
BH(t) — BH
liminfinf sup | = ®) (ZN
r—0 Se[teB(sn*) r 1(10g 1/7")_ 1

> K.

En particulier, les trajectoires de BT sont presque sirement nulle part dérivables dans
10, +-00[V.

Remarque 3.3.5. Les résultats que nous avons présentés tout au long de ce chapitre
peuvent encore étre étendus & une classe plus grande de processus satisfaisant le non-
déterminisme local sectoriel. Ces résultats sont développés par Lee dans [35].
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Pour aller plus loin

Nous avons exploré la théorie du temps local en ayant comme principal objectif d’étu-
dier la régularité (presque siire) des trajectoires de processus gaussiens. Cependant, le
temps local posséde d’autres applications. D’un point de vue théorique, le temps local (en
particulier celui de mouvement Brownien) est utilisé pour résoudre certaines équations
différentielles stochastiques. Pour ce faire, il est nécessaire de développer des théorémes
bien différents de ceux présents dans ce mémoire, les plus importants étant la formule de
Tanaka et les théoréemes de Ray-Knights.

En effet, la formule de Tanaka apporte une représentation, via I'intégrale stochastique,
du temps local du mouvement Brownienﬂ [34, |41} 49, 62, 132].

Les théorémes de Ray-Knights, quant a eux, permettent de caractériser le temps local
du mouvement Brownien arrété par un temps d’arrét|34, |41, |49] |62) |32]. Nous faisons une
mention spéciale a [42] qui développe ces théorémes dans un cadre plus général (et en
développe d’autres du méme type).

Mentionnons aussi que le temps local posséde des applications dans des modélisations
de marché en finance. Une telle application est développée dans [14] pour le temps local
du mouvement Brownien fractionnaire.

9. Notons que cette formule est établie par plusieurs auteurs dans le cas plus générale d’une semi-
martingale.
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Annexe A

Notions de régularité et de théorie de la
mesure

A.1 Condition de Holder et mesure de Hausdorft

Nous rappelons ici les notions de condition de Hélder et de mesure de Hausdorff qui
nous serons utiles pour décrire le comportement de processus stochastique. Cette section
provient principalement de [21].

A.1.1 Mesure de Hausdorff

Définition A.1.1. Le diameétre d’un ensemble A non vide de R" est donné par
Al = sup{|z —y|: 2,y € A}
ol | - | est la norme euclidienne usuelle. De plus, on pose || = 0.

Définition A.1.2. Une collection dénombrable d’ensemble (A;);c; de R™ est un
d-recouvrement d'un ensemble £ C R" si pour tout i € I, [A;] < d et si B C ;o A

Définition A.1.3. Soient E un ensemble de R" et s > 0. Pour tout § > 0, posons
H;(F) = inf {Z |E;|° : (E;) est un d-recouvrement de E} .
i=1

On définit alors la s-mesure de Hausdorff par

He(E) = lim Hi(E).

0—0
La limite existant vu la croissance de Hj;(E) lorsque § décroit.

Proposition A.1.4. Soient s,t € R tels que 0 < s < t et soit E CR", on a

H:(E) < 0o = H(E) =0
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Démonstration. Soit § < 1, il est clair que Hj est décroissant par rapport a s.
Considérons un d-recouvrement (A;);ey de E. On a alors

DOAL =D AITIAR <670 AP
i=0 i=0 i=0

En prenant la borne inférieure, on obtient directement H5(E) < 6* Hi(E). 11 suffit

alors de prendre la limite pour 0 qui tend vers 0 pour conclure. O
Y
400 ‘
0 ‘ x
S

FIGURE A.1 — [llustration de la Proposition et de la Définition

Remarque A.1.5. Dans la figure précédente, la valeur en H*(E) n’est pas clairement
fixée. En effet, la dimension de F représente le point de passage entre +o0o et 0 mais ne
donne aucune information sur la valeur de H*(FE) € [0, 4+00].

Définition A.1.6. La dimension de Hausdorff d'un ensemble E de R" (notée dimy(FE))
est donnée par

dimy(F) = inf{s: H*(E) = 0} = sup{s: H*(E) = oo}
ol on pose sup () = 0.
Nous pouvons raffiner cette notion en utilisant une fonction de dimension.

Définition A.1.7. Soit h : [0,] — R (b > 0) une fonction croissante et continue a
droite telle que h(0) = O[f] et soit § €]0, b[. Posons

HE(E) = inf {Z h(|E;]) : (E;) est un d-recouvrement de E} :
i=1

La mesure de Hausdorff selon h est alors définie par

H'E) = lim HIE).

1. h est appelée une fonction de dimension.
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Il est parfois utile de recourir & des mesures intermédiaires pour calculer la mesure de
Hausdorff d’un ensemble. C’est 'objet de la définition et du théoréme suivants.

Définition A.1.8. Soit h une fonction de dimension et soit p une mesure borélienne finie
sur R". La h-densité supérieure de p en x € R"™ est définie par

TH 1 M(B(ZL‘,T))
D, (z) = l1r71£1_§élp )

Nous terminons cette section en énoncant le "upper density theorem" de Rogers et
Taylor [50] (voir aussi le Théoréme 2.1 de [55] ou le Lemme 2.1 de [35]).

Théoréme A.1.9. Soit h une fonction de dimension et soit 1 une mesure borélienne finie
sur R"™. Pour tout ensemble borélien B C R"™, on a

p(B) < H"(B)sup Dy ().

zeB

A.1.2 Condition de Holder

Définition A.1.10. Une fonction localement bornée f appartient a 1'espace de Hdélder
A%(zg) avec o €]0,1] §'il existe un voisinage V,, de x et une constante C' > 0 tels que,
pour tout x € V,,,

|[f(xo) — f(2)] < Clwg — [,

L’exposant de Holder de f en z( est alors définit par
sup{a €]0,1[: f € A%(x0)}.

Remarquons que les espaces de Holder sont emboités (i.e. A*¢(zg) C A*(zg) pour tout
aet e tels que 0 < @ < a+¢ < 1) ce qui permet d’interpréter ’exposant de Holder comme
la régularité maximale de la fonction f.

Comme pour la mesure de Hausdorff, nous pouvons remplacer I'exposant de Hélder
par une fonction de Holder.

Définition A.1.11. Soit h : [0,0] — R (b > 0) une fonction strictement croissante telle
que h(0) = 0. Une fonction localement bornée f appartient a 1'espace de Hélder A™(wq)
s’il existe un voisinage V,, de z( et une constante C' > 0 tels que, pour tout = € V,,,

|[f(z0) = f(@)| < Ch(|zo — z|).

h est appelée une fonction de Holder de f en z.

A.2 Limite approximative et fonction de Jarnik

A.2.1 Limite approximative

Nous développons ici une notion de limite qui nous sera d’intérét pour définir les
fonctions de Jarnik. les résultats de cette section proviennent essentiellement de [26] (voir
aussi [51]).

Commencons par rappeler la notion de point de densité de Lebesgue.
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Définition A.2.1. Soient A € Z(R*) et = € R”. Posons
Me(Bp(x,e) N A

Alors x est un point de densité (resp. de dispersion) de A si lim._,o g(g) existe et est égal
a1 (resp. 0).

Nous rappelons aussi la proposition suivante qui permet de donner plus d’intuition a
cette notion.

Proposition A.2.2. §i A un ensemble borélien alors presque tout v € A est un point de
densité de A et presque tout v € A¢ est un point de dispersion de A.

Cela étant, nous pouvons maintenant introduire la notion de limite approximative.

Définition A.2.3. Soit f une fonction borélienne a valeurs réelles définie sur £ € 2B(RF)
et soit £ un point de densité de E.
On définit la limite approrimative supérieure par

ap — limsup f(s) = inf{a € R : ¢ est un point de dispersion de {s € E: f(s) > a}}.

s—t

De méme, On définit la limite approximative inférieure par
ap — lim inf;f(s) = sup{a € R : t est un point de dispersion de {s € E : f(s) < a}}.
S—>
Enfin, la limite approximative existera et vaudra L si et seulement si

ap — limsup f(s) = ap — lim ;gftf(s) = L.

s—t
On note ap — lim,_,; f(s) = L.

Remarque A.2.4. Dans la définition précédente, I'existence de a n’est pas garantie, les
conventions usuelles s’appliquent alors.

Nous allons essayer de donner, au travers des propositions qui suivent, une meilleure
intuition de cette notion.

Proposition A.2.5. Soient f une fonction borélienne a valeurs réelles définie sur E €
B(R®), t un point de densité de E et L un nombre réel. On a ap — lim,_,, f(s) = L si et
seulement si pour tout € > 0, t est un point de densité de {s € E : |f(s) — L| < €}.

Démonstration. Posons Ai(a) = {s € E|f(s) > a} et As(a) = {s € E|f(s) < a}. Posons
aussi, pour tout ¢ > 0, B. = {s € E||f(s) — L| < }.

Montrons que la condition est nécessaire. Commencgons par montrer que L = inf{a €
R |t est un point de dispertion de A;(a)}. Si @ > L, alors f(s) > a > L implique qu’il
existe € > 0 tel que |f(s) — L| > € et donc Ay(a) C BE. Ainsi t est un point de dispersion
de Aj(a) pour tout @ > L. On remarque de plus que si a < L, alors A;(a) D B. On en
déduit alors que ap — limsup,_,, f(s) = L.
On montre de maniére similaire que ap — liminf,_; f(s) = L.

Montrons que la condition est suffisante. Soit € > 0. On remarque aisément que B, =
A (L —e)U As(L +¢) et que le membre de droite admet ¢ comme point de densité, ce qui
permet de conclure. O
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Les résultats suivants lient les limites approximatives aux limites classiques.

Proposition A.2.6. On a toujours

—o0 < lim inftf(s) < ap — lim inftf(s) < ap — limsup f(s) < limsup f(s) < 0.
S—r S—

s—t s—t

En particulier si la limite existe alors la limite approximative aussiﬂ et les deux limites
auront la méme valeur.

Démonstration. Montrons 'inégalité des limites supérieures. Le cas des limites inférieures
se traitant de méme. Il suffit de remarquer que

limsup f(z) = inf{alt n’est pas adhérent & {s € E|f(x) > y}}.

s—t

]

Théoréme A.2.7. On a ap — limg_,; f(s) = L si et seulement si il existe un ensemble
borélien G C E dont t est un point de densité tel que

lim f(s) =

s—t;8€G

Démonstration. La condition suffisante est évidente. Montrons la condition nécessaire dans
le cas ou L est fini et supposons, sans perte de généralité, que ¢ = 0.
Pour tout n € Ny, posons

A, ={seE:L—-1/n< f(s) < L+1/n}.

Il est clair que A,, est borélien et que 0 est un point de densité de A,. posons ¢ =
k(B (0,1)) et soient (cv,), une suite croissante vers ¢ et (d,), une suite décroissante vers
0. On construit une suite (&,), décroissante vers 0 et telle que :

o M\i(Bi(0,6) N A,) > a,e” pour tout € < &,
o cF < apdneh.

Posons alors

= U (1 (B0 2\ B0 )

Il est alors clair que lims e f(s) = L et il ne nous reste qu’a montrer que 0 est un point
de densité de G. Soit ¢, < € < €,41, On a

e A(BR(0,6) N G) = e *Au(Bi(0,2,) N G) 4+ e FA((B(0,)\Bi(0,,)) N G)
e P A(Br(0,2,) N Ap) — e M\u(Br(0, £041) N Ay)
+ e " N (Br(0,8) N Apy) — e FA(Br(0,2,) N Apy)
> e M ane® — crombne® + an_1e — cpeh)

= Qp_q — (En/ez—:)k(ck + by, — @) = (N — 00).

2. La réciproque n’est pas vraie comme en atteste l’existence des fonctions de Jarnik.
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A.2.2 Fonction de Jarnik
On sait que pour toute fonctionf : R — R, I’ensemble des points t tels que

L 1£6) = S0

s—t |S—t| B

est négligeable. Ce résultat est par exemple démontré par Saks dans [51]. Cependant cette
affirmation n’est plus vraie si on remplace la limite par une limite approximative comme
I’a montré J arnikﬁ [31]. Cela méne naturellement a la définition suivante

Définition A.2.8. Soit f : R" — R? une fonction borélienne. f est dite de Jarnik si

O S0
s—t |5 — t|

pour presque tout t.

Nous allons établir un lien entre la propriété de Jarnik et les espaces de Holder. Pour
ce faire, nous allons généraliser la définition précédente en appliquant une fonction au
dénominateur.

Définition A.2.9. Soit ¢ une fonction réelle définie sur [0, 4+00| continue et croissante
s’annulant en 0 et soit f : R™ — R? une fonction borélienne. f est dite ¢-Jarnik si

[f(s) = f(®)]

ap — lim ————— = o0

s=t - ¢(]s — )
pour presque tout ¢. Dans ce cas, on dit que f est (J,) et si ¢(x) = 2", on écrit (J;).

Remarque A.2.10. Il est clair que la propriété de Jarnik donne un majorant sur ’expo-
sant de Holder. En effet, si f € I'"(z) (v €]0, 1]), alors il existe une constante positive C'

telle que
[f(x) = f(y)] < Cle—y[”
pour tout y au voisinage de x.
En particulier,
o 1im 6 =0
y—z  |s — |7

#+ 0.

Cela n’est possible que sur un ensemble négligeable au plus si f est (J,).

Obtenir un majorant pour l'exposant de Holder se révéle trés pratique dans ’étude
de la régularité des processus stochastiques. En effet, montrer que les trajectoires d’un
processus satisfont la propriété de Jarnik pour un exposant § nous donne un majorant
pour 'exposant de Holder pendant que le théoréme de Kolmogorov-Centsov[] nous affirme
qu’une version de ce méme processus posséde des trajectoires au moins vy-Holder.

A.3 Dérivation de mesures et ensemble de Lebesgue

Nous rappelons ici quelques notions avancées de théorie de la mesure. Les résultats
proviennent essentiellement de [44].

3. 1l a notamment montré qu’il existait des fonctions continues qui satisfont la propriété de Jarnik.
4. Voir par exemple |3§]

88



A.3.1 Sur la dérivation de mesure

Considérons
d
C = {H[a],bj]0<bj—a]:bk—ak <OO,V],]€E {1,,d}}
j=1
et posons (C') =b; —ay si C €C.

Définition A.3.1. Soit £ une mesure borélienne finie de RY. Les dérivées supérieure et
inférieure de p en x sont respectivement définies par

Du(x) = lir?jélp{% CelCrxelCet ()< 6}

et

Du(x) = ligiglf{% :CelCrxelCet (0)< e}.

De plis, on dira que p est dérivable en z € R? si Du(x) = Du(z) et, dans ce cas, on note
Dp(zx) ou p la dérivée de p est x.

La dérivée d'une mesure est particuliérement liée a la dérivée de Radon-Nikodym de
sa partie absolument continue.

Théoréme A.3.2. Soit i une mesure borélienne finie sur RY. 1 est dérivable presque
partout et la fonction définie par

D ] t dérivabl
:cr—>{ p(x) si p est dérivable en x

0 sinon

est la dérivée de Radon-Nikodym de la partie absolument continue de .

A.3.2 Sur les ensembles de Lebesgue

La notion de point de Lebesgue repose sur le résultat suivant

Proposition A.3.3. Soit g : R — R une fonction Lebesque-mesurable. Pour presque tout

t e Rd, on a
1
lim ————— —g(t)|x=0. Al
B o) /B(m) l9(x) — g(t)] x (A1)

Cela méne A la définition suivante.

Définition A.3.4. Dans les conditions de la proposition précédentes, on dit que ¢ € R?
est un point de Lebesgue de g si (A.1]) est vérifiée en t. De plus, on appelle ensemble de
Lebesgue de g, I'ensemble des points de Lebesgue de g.
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