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Introduction

L’étude des processus stochastiques occupe une place importante en probabilités et
possède de nombreuses applications notamment en statistiques [19], en informatique [48],
en finance [40, 64, 14], en biologie [63, 53, 29, 36] et bien d’autres domaines encore. Re-
marquons que ces applications nécessitent souvent l’utilisation d’outils statistiques afin
d’évaluer la pertinence des modèles développés. Ainsi, toute une branche des statistiques
s’intéresse à la construction d’estimateurs et de tests statistiques dans ce cadre [6, 7, 22,
39].

Une question d’intérêt consiste à déterminer la régularité des trajectoires d’un proces-
sus stochastique donné. Pour ce faire, le premier outil du probabiliste est sans nul doute le
théorème de Kolmogorov-Centsov qui permet d’obtenir un minorant concernant la régula-
rité de Hölder (uniforme) des trajectoires du processus considéré. Cependant, rien n’assure
que ce minorant soit optimal et il est donc difficile de s’en contenter. Dans le cas de pro-
cessus gaussiens par exemple, on sait que ce théorème possède un raffinement permettant
d’obtenir un minorant plus grand.

Il est donc clair que, pour un processus stochastique donné, il est en général possible de
faire mieux et cela amène plusieurs questions. Parmi ces questions, l’une nous paraît par-
ticulièrement importante : Peut-on obtenir un bon majorant pour la régularité de Hölder
d’un processus stochastique donné ? L’intérêt de cette questions est multiple. Première-
ment, si ce majorant coïncide avec le minorant donné par le théorème de Kolmogorov-
Centsov, alors nous sommes certains d’avoir obtenu la meilleure régularité possible pour
les trajectoires du processus considéré. Deuxièmement, ce majorant permet bien souvent
de prouver la non-dérivabilité des trajectoires.

L’un des principaux défis provient du fait qu’obtenir ce majorant revient à minorer des
expressions de la forme

|X(t)−X(s)|
|t− s|

alors qu’il est en général plus simple de les majorer. Pour pallier à cette difficulté, nous
aurons recours à l’outil principal du présent mémoire : le temps local. Le temps local peut
être défini intuitivement comme le temps passé par un processus à un certain point pendant
un moment donné. Ce qui nous intéressera tout particulièrement à propos du temps local
a été énoncé et formalisé par S. Berman dans ses papiers sur le sujet [9, 10, 11, 12] et
est maintenant connu sous le nom de principe de Berman. Ce principe s’énonce comme
suit : "la régularité du temps local d’une fonction implique l’irrégularité de la fonction
elle-même". Cette phrase représente notre principale motivation et se présentera sous bien
des formes au fil des chapitres.

Un autre intérêt du temps local réside bien sûr dans l’étude des ensembles de niveau
d’un processus stochastique. Nous nous intéresserons particulièrement au caractère fractal
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des trajectoires de processus stochastiques à travers la notion de dimension de Hausdorff.
Le temps local possède bien d’autres applications notamment dans la résolution d’équa-

tions différentielles stochastiques [49]. Notons qu’il existe aussi des estimateurs pour le
temps local permettant son utilisation en pratique [1, 30]. Nous n’explorerons pas ces as-
pects du temps local qui nécessitent des raisonnements bien différents de ceux développés
ici.

De plus, nous nous détournerons bien vite des processus stochastiques généraux afin
d’étudier plus spécifiquement les processus et champs gaussiens. Cette restriction nous
permettra d’utiliser un second outil puissant mais qui, à notre connaissance, n’a été uti-
lisé que pour des processus α-stables [61] qui peuvent être vus comme une généralisations
des processus gaussiens. Ce concept nommé non-déterminisme local a été introduit par
Berman [11] dans le but de généraliser certains de ses premiers travaux sur le temps local
et a pris une place non-négligeable dans l’étude des processus gaussiens. L’idée derrière le
non-déterminisme local est de regarder si la connaissance du processus stochastique étudié
en quelques points du passé permet de prédire un point futur. En d’autres termes, le pro-
cessus devient-il déterministe à la connaissance de quelques points ? Si on peut répondre
à cette questions par la négative, alors il est raisonnable de penser que les trajectoires
possède un comportement erratiques et nous verrons que cette conjecture se vérifie no-
tamment grâce aux travaux de Pitt [47]. Une question naturelle consiste à se demander
pourquoi le non-déterminisme local n’est pas utilisé pour des processus plus généraux. Un
élément de réponse réside dans les propriétés du conditionnement gaussien qui permettent
en particulier à la variance conditionnelle d’être réduite à un nombre qui est évidemment
plus facilement manipulable qu’une variable aléatoire.

Pour pouvoir aborder ce mémoire, il est nécessaire de maitriser les bases des probabi-
lités, de la théorie des processus et de l’analyse stochastiques, de la théorie de la mesure
et de l’analyse harmonique. En particulier, les contenus des syllabi [8, 20, 37, 38, 44] sont
considérés connus. Au vu de l’importance de la théorie des processus stochastiques pour
ce document, nous rappelons quelques bases au Chapitre 0 sans aucune prétention que
ce rappel ne soit complet. Il se veut néanmoins suffisant pour aborder la majorité des
raisonnements des chapitres suivants.

Dans le Chapitre 1, nous présentons et étudions les propriétés du temps local. Nous
commençons par une étude dans un cadre tout à fait déterministe (le temps local étant
défini de façon trajectorielle) avant de passer à l’étude dans le cas aléatoire où nous nous
concentrerons rapidement sur les processus gaussiens. Des critères d’existence pour le
temps local notamment via la transformée de Fourier seront donnés ainsi que de nombreux
théorèmes de régularité mettant en lumière le principe de Berman. Ce chapitre se base en
grande partie sur l’article exhaustif de Geman et Horowitz [26] et sur les nombreux travaux
de Berman que nous avons déjà cités. Nous avons essayé autant que possible de remonter
aux sources initiales des théorèmes présentés dont on reprendra alors la démonstration que
nous prendrons le soin de détailler.

Le Chapitre 2 s’intéressera dans un premier temps aux processus gaussiens localement
non-déterministes et se basera sur les travaux de Pitt [47] afin d’obtenir notamment la
bicontinuité du temps local dans ce cadre. La seconde partie du chapitre s’intéresse quant
à elle aux travaux de Xiao [60]. Nous donnons et démontrons notamment une loi du
logarithme itéré dans le cas de processus gaussiens à accroissements stationnaires fortement
localement non-déterministes. Les Théorèmes 2.4.17 et 2.5.1 sont certainement les deux
résultats les plus importants de ce chapitre. Remarquons que ces théorèmes s’appliquent
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notamment au mouvement Brownien fractionnaire.
Dans le Chapitre 3, nous développons des résultats similaires à ceux du chapitre pré-

cédent dans le cas du drap Brownien fractionnaire. Ce processus n’étant ni localement
non-déterministe, ni à accroissements stationnaires, le but de ce chapitre est de montrer
que, même dans ce cas, il est quand-même possible d’obtenir des résultats puissants. Nous
mettons aussi en lumière le caractère trop restrictif du non-déterminisme local. En effet,
il est possible d’affaiblir cette condition pour la remplacer par le non-déterminisme local
sectoriel. Nous verrons aussi qu’il est possible de décomposer un processus non-localement
déterministe afin d’obtenir une composante qui l’est. L’un de nos buts pour ce chapitre
est de mettre en évidence les différences et surtout les similarités des raisonnements dé-
veloppés avec ceux traités au chapitre précédent. Nous incitons ainsi le lecteur à faire le
parallèle autant que possible. Nous nous permettrons aussi de passer certaines démonstra-
tions lorsque ces dernières n’apportent aucun élément nouveau et relèvent davantage du
copiage des démonstrations du chapitre précédent.

Enfin, ce document comprend une annexe fournissant quelques rappels concernant la
régularité de Hölder et la mesure de Hausdorff. Quelques notions plus avancées de théorie
de la mesure seront aussi rappelées. Cependant, l’annexe la plus importante concerne la
limite approximative et surtout les fonctions de Jarnik qui nous permettront d’exprimer
la maximalité de la régularité de Hölder dans le Chapitre 1.
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Notations

• Nous noterons R l’ensemble des réels, N l’ensemble des naturels 0, 1, 2, . . . , N0 l’en-
semble des naturels privés de 0, Q l’ensemble des rationnels et C l’ensemble des
nombres complexes. Nous utiliserons aussi la notation R+ pour désigner les réels
positifs ou nuls. Enfin, pour un ensemble A, on dénotera par Ad le produit cartésien
de A avec lui-même d fois.

• Si x1, . . . , xd ∈ RN , nous noterons parfois x pour dénoter le vecteur (x1, . . . , xd) de
Rdn.

• Soit E un ensemble muni d’une topologie. Nous noterons B(E) la σ-algèbre boré-
lienne sur E. Si E = Rd, on notera parfois Bd pour B(Rd).

• Nous dénoterons par λN la mesure de Lebesgue dans RN . Lorsque qu’aucune confu-
sion n’est possible, on s’autorisera toutefois à omettre le N et écrirons simplement
λ.

• Nous nous placerons toujours dans un espace probabilisé (Ω,F ,P) et noterons tou-
jours E,V,Cov pour l’espérance, la variance et la covariance respectivement.

• f dénotera toujours une fonction déterministe. Les lettres X, Y et Z dénoterons
toujours des processus stochastiques (éventuellement à plusieurs dimensions), ou
des variables aléatoires. Leur caractère aléatoire étant toujours présent, nous nous
permettront de ne pas le mentionner dans nos écritures afin d’alléger nos notations.

• Nous dénoterons µA(·) la mesure d’occupation sur A. Dans le cas aléatoire, nous
pourrons parfois mentionner spécifiquement ω ∈ Ω, on écrira alors µA(·, ω).

• Nous dénoterons le temps local par (x,A) 7→ α(x,A). Lorsque nous prenons une
version qui est une mesure d’occupation, nous la noterons α(x, dt). Nous noterons
aussi α(x, t) = αt(x) = α(x, [0, t]N). Dans le cas aléatoire, on pourra lorsque cela est
nécessaire indiquer le caractère aléatoire en notant α(x, ω,A) pour ω ∈ Ω.

• La transformée de Fourier moins d’une fonction f sera notée F f ou f̂ . Nous utili-
serons la même convention pour la transformée de Fourier d’une mesure.

• Nous noterons B(x, r) la boule ouverte de Rd centrée en x ∈ Rd et de rayon r > 0.
Nous spécifierons parfois la dimension de la boule en notant Bd(x, r). Pour la boule
fermée, on notera B(x, r). De manière plus générale, on notera E l’adhérence de
l’ensemble E.

• Nous dénoterons par c, c1, c2, . . . des constantes fixées. Nous pourrons avoir recours
à C,K,A qui représentent des constantes dont la valeur peut varier de ligne en ligne
au cours d’une démonstration sauf mention explicite du contraire. Nous veillerons
toutefois à toujours préciser dans nos énoncés les dépendances éventuelles de ces
constantes.
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• Lorsqu’une fonction ou un processus stochastique admet un temps local, nous dirons
qu’il/elle est (LT). Dans le cas des processus gaussien, nous noterons aussi (LND)
pour dire que ce processus est localement non-déterministe.

• Si A est un ensemble, nous noterons |A| le diamètre de A. Sans que cela ne pose de
problème, nous noterons aussi |M | le déterminant d’une matrice carrée M .

• Soit h une fonction de dimension. La mesure de Hausdorff associée à h sera notée
Hh.

• Soit µ une mesure borélienne et soit f une fonction µ-intégrable. Nous noterons∫
fµ(dt), l’intégrale de f par rapport à µ.

• Soient µ, ν deux mesures définies sur une même σ-algèbre. Si µ est absolument
continu par rapport à ν, nous noterons µ≪ ν.

• Si f est une fonction dérivable n fois, nous noterons Dnf ou f (n) sa dérivée n−ième.
• si f est une fonction ϕ−Jarnik, on note (Jϕ). De plus, si ϕ(x) = xr, on écrira plus

simplement f est (Jr).
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Chapitre 0

Introduction à la théorie des processus
stochastiques

Ce chapitre a pour but principal de présenter ce qu’est un processus stochastique ainsi
que des résultats "élémentaires" nécessaires pour aborder le contenu du présent mémoire.
Le lecteur aguerri sur la théorie des probabilités et des processus stochastiques peut bien
sûr se contenter de survoler ce chapitre. Ce chapitre se base essentiellement sur le livre de
Ivan Nourdin [45] mais aussi sur les syllabi de Laurent Loosveldt [37, 38] (voir aussi [20]).

0.1 Sur les processus stochastiques généraux
Dans cette section, nous définissons la notion de processus stochastiques ainsi que

certains résultats élémentaires. Nous en profitons pour poser certaines notations que nous
utiliserons tout au long de ce document.

Nous supposerons toujours disposer d’un espace probabilisé (Ω,F ,P) et noterons B(A)
la σ-algèbre de Borel sur l’ensemble A, nous noterons parfois plus simplement Bd pour
B(Rd). Nous noterons aussi λN la mesure de Lebesgue sur RN . Lorsque la dimension est
claire, nous écrirons λ pour λN .

Définition 0.1.1. Soit T un ensemble d’indexation. Un processus stochastique est une
collection de variables aléatoires (Xt)t∈T définie sur un même espace probabilisé.

Remarque 0.1.2. Nous étudierons principalement des processus à temps continu, en
particulier, nous utiliserons fréquemment [0, 1]N ,RN ou encore RN

+ comme ensemble d’in-
dexation (N ∈ N0) et les processus que nous considérerons seront généralement à valeurs
dans Rd (d ∈ N0).

Notation 0.1.3. Nous utiliserons les notations X : T → Rd ou {X(t) : t ∈ T} pour
dénoter un processus stochastique indicé par RN et à valeurs dans Rd. Le caractère aléatoire
n’étant pas spécifié (mais bien présent) afin de ne pas alourdir les notations. Nous noterons
parfois aussi Xt(ω) pour X(t, ω) (t ∈ T, ω ∈ Ω) ou plus simplement Xt ou X(t), omettant
le caractère aléatoire de nos écritures (et uniquement de nos écritures) lorsque cela ne
porte pas à confusion.

Le but de ce mémoire consiste principalement à étudier la régularité d’un processus
stochastique en fonction de t ∈ T pour ω ∈ Ω fixé. La fonction t → Xt(ω) où ω ∈ Ω est
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fixé est appelée trajectoire du processus stochastique X. Bien sûr, même si ω ∈ Ω est fixé,
le caractère aléatoire garde toute son importance dans notre étude. Nous chercherons en
effet à obtenir des résultats presque sûr, c’est-à-dire pour P-presque toutes trajectoires.
Cela motive la définition suivante.

Définition 0.1.4. Soient (Xt)t∈T et (Yt)t∈T deux processus stochastiques définis sur le
même ensemble d’indexation T et sur le même espace probabilisé (Ω,F ,P). On dit que X
et Y sont versions l’un de l’autre si

P(Xt = Yt) = 1

pour tout t ∈ T .

Remarque 0.1.5. Il est important de remarquer dans la définition précédente que le "pour
tout t" est à l’extérieur de la probabilité. Il n’est en général pas possible de le "rentrer"
dans la probabilité. Lorsque cela est possible, on parle de processus indistinguables.

Lorsque l’on souhaite étudier la régularité d’un processus stochastique, le premier théo-
rème utilisé par un probabiliste est sans nul doute le théorème de Kolmogorov-Centsov
aussi appelé théorème de continuité de Kolmogorov.

Théorème 0.1.6 (Kolmogorov-Centsov). Soit T ⊂ R un intervalle. Si (Xt)t∈T est un
processus stochastique sur (Ω,F ,P) pour lequel il existe α, β > 0 et C > 0 tels que pour
tous s, t ∈ T ,

E[|Xt −Xs|α] < C|t− s|1+β

alors le processus admet une version dont les trajectoires sont localement Höldériennes
d’ordre γ pour tout γ ∈]0, β

α
[.

Ce théorème nous donne directement un minorant pour l’exposant de Hölder. Une
question naturelle est alors de se demander si ce minorant est optimal. En d’autres termes,
peut-on trouver un majorant pour la régularité de Hölder et si oui, ce majorant coïncide-
t-il avec le minorant donné par le théorème de continuité de Kolmogorov ? Cette question
sera centrale tout au long du présent mémoire.

0.2 Les processus gaussiens
Lorsque l’on travaille avec des variables aléatoires (ou même des vecteurs aléatoires),

il est commun de définir les variables en présence via leur loi. Nous pouvons faire la même
chose avec les processus stochastiques.

Définition 0.2.1. Soient (Xt)t∈T et (Yt)t∈T deux processus stochastiques définis sur le
même ensemble d’indexation T mais pas forcément sur le même espace probabilisé. On dit
que X et Y sont de même loi si les vecteurs (Xt1 , . . . , Xtd) et (Yt1 , . . . , Ytd) sont de même
loi pour tout d ∈ N0 et tous t1, . . . td ∈ T .

Remarque 0.2.2. L’égalité en loi est plus faible qu’être version. Par exemple, si (Xt)t∈T
est un processus stochastique dont les variables aléatoires Xt sont des lois normales indé-
pendantes non-dégénérées et si (Yt)t∈T est défini par Yt = −Xt, il est clair que les deux
processus sont égaux en loi mais ne sont pas versions l’un de l’autre.

2



La théorie que nous entreprenons de développer dans ce mémoire est vaste et s’intéresse
à de nombreux processus stochastiques différents. Les plus étudiés sont très probablement
les processus gaussiens qui seront les processus étudiés dans les chapitres 2 et 3.

Définition 0.2.3. Soit X = (Xt)t∈T un processus stochastique. On dit que X est gaussien
si pour tout d ∈ N0 et tout t1, . . . , td ∈ T , le vecteur (Xt1 , . . . , Xtd) est gaussien. De plus,
dans ce cas, on définit la fonction moyenne µ : T → R : t 7→ E[Xt] et la fonction de
variance-covariance Γ : T 2 → [0,+∞[: (s, t) 7→ Cov[Xs, Xt].

On sait qu’une variable aléatoire normale est entièrement définie par son espérance et
sa variance. Ce résultat peut être étendu aux processus stochastique.

Définition 0.2.4. Une fonction Γ : T 2 → [0,+∞[ est de type positif si elle est symétrique
et si la matrice (Γ(ti, tj))1≤i,j≤d est semi-définie positive pour tout d ∈ N0 et tous t1, . . . td ∈
T .

Proposition 0.2.5. Deux processus gaussiens sont égaux en loi si et seulement si leurs
fonctions moyenne et de variance-covariance sont respectivement égales. De plus, si on
se donne µ : T → R et une fonction de type positif Γ : T 2 → [0,+∞[ alors il existe
un processus stochastique gaussien de fonction moyenne µ et de fonction de variance-
covariance Γ.

Dans le cas de processus gaussiens, le théorème de continuité de Kolmogorov peut être
amélioré.

Théorème 0.2.6 (Kolmogorov-Centsov gaussien). Soit T ⊂ R un intervalle. Si (Xt)t∈T
est un processus stochastique gaussien sur (Ω,F ,P) pour lequel il existe η, C > 0 tels que
pour tous s, t ∈ T ,

E[|Xt −Xs|2] < C|t− s|η

alors le processus admet une version dont les trajectoires sont localement Höldérienne
d’ordre γ pour tout γ ∈]0, η

2
[.

Le processus stochastique le plus connu est sans nul doute le mouvement Brownien qui
est un cas particulier des processus étudiés au chapitre 2.

Définition 0.2.7. Un mouvement Brownien (Bt)t∈[0,+∞[ est un processus gaussien centré 1

à trajectoires presque sûrement continues et d’opérateur de covariance donné par Γ(s, t) =
min(s, t) pour s, t ∈ [0,+∞[.

Le mouvement Brownien se généralise de plusieurs façons. Nous étudierons (et défi-
nirons) spécifiquement le cas du drap Brownien fractionnaire au chapitre 3. Le cas du
mouvement Brownien fractionnaire, quant à lui, est aussi un cas particulier des dévelop-
pements établis au chapitre 2. Nous le définissons maintenant dans le cas réel.

Définition 0.2.8. Un mouvement Brownien fractionnaire (BH
t )t∈[0,+∞[ d’indice de Hurst

H ∈]0, 1[ est un processus stochastique gaussien centré à trajectoires presque sûrement
continues et de fonction de variance-covariance Γ donnée par

Γ(s, t) =
1

2
(s2H + t2H − |t− s|2H)

pour tous t, s ∈ [0,+∞[.

1. C’est-à-dire de fonction moyenne nulle
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Remarquons que siH = 1/2 dans la définition précédente, alors on retrouve la définition
du mouvement Brownien.

Remarque 0.2.9. Vu le théorème de Kolmogorov-Centsov gaussien, on sait que le mou-
vement Brownien fractionnaire possède des trajectoires γ-Hölderiennes sur tout compact
pour tout γ ∈]0, H[.

Le mouvement Brownien fractionnaire possède de nombreuses propriétés, nous utilise-
rons essentiellement la stationnarité des accroissements.

Proposition 0.2.10. Soit (BH
t )t∈[0,+∞[ un mouvement Brownien fractionnaire d’indice de

Hurst H ∈]0, 1[. Pour tout h > 0, on a

(BH
t+h −BH

t )h∈[0,+∞[ = (BH
h )h∈[0,+∞[,

l’égalité étant à comprendre en loi.

0.3 Sur l’intégrale stochastique
Il n’est pas rare de recourir à des caractérisations d’un processus stochastique sous

forme intégrale. Nous utiliserons particulièrement ces représentations pour désigner une
classe générale de processus gaussiens au Chapitre 2 ainsi que pour obtenir certaines
propriétés du drap Brownien fractionnaire 2 au Chapitre 3. Nous n’aurons cependant pas
besoin d’utiliser des outils poussés sur cette théorie. Ainsi, nous nous focaliserons ici sur
une approche plus intuitive mais suffisante pour aborder les développements des chapitres
suivants.

Considérons un espace mesuré (X,A, µ) où µ est une mesure σ-finie sans atome et
X est un espace polonais (c’est-à-dire métrique complet et séparable). On définit le bruit
blanc gaussien

{W (A) : A ∈ A, µ(A) < +∞}

en imposant que
• Pour tout A ∈ A tel que µ(A) < +∞, W (A) ∼ N (0, µ(A)) ;
• Pour tous A,B ∈ A tels que µ(A), µ(B) < +∞, on a E[W (A)W (B)] = µ(A ∩B).

On peut voir W comme une mesure aléatoire (finiment additive) et puisqu’on a pris X
polonais, on sait que les fonctions simples sont denses dans L2(X,A, µ). On peut donc
définir une intégrale de la manière suivante. Considérons h =

∑J
j=1 ajχAj

une fonction
simple telle que pour tout j ∈ {1, . . . , J}, aj ∈ R, µ(Aj) < +∞ et si j ̸= k, Aj ∩ Ak = ∅.
On pose alors ∫

h(x)W (dx) =
J∑

j=1

ajµ(Aj).

En particulier, on vérifie aisément que si h et g sont deux fonctions simples, alors

E
[∫

h(x)W (x)

∫
g(x)W (dx)

]
= ⟨h, g⟩L2(X,A,µ).

2. Nous le définirons aussi au chapitre 3.
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Si maintenant h ∈ L2(X,A, µ), on sait qu’il existe une suite (hj)j de fonctions simples qui
converge vers h dans L2(X,A, µ). L’égalité précédente assure alors la convergence de la
suite des intégrales associées dans L2(Ω). On définit donc∫

h(x)W (dx) = lim
j

∫
hj(x)W (dx).

En particulier, si h, g ∈ L2(X,A, µ), on obtient comme précédemment

E
[∫

h(x)W (x)

∫
g(x)W (dx)

]
= ⟨h, g⟩L2(X,A,µ). (1)

Cette dernière égalité est appelée isométrie de Wiener-Itô.
Enfin, si on prend X = R , A la σ-algèbre des ensembles Lebesgue-mesurables et µ la

mesure de Lebesgue, alors il est possible de montrer que {W ([0, t])}t∈R est un mouvement
Brownien. La construction précédente permet alors de définir l’intégration par rapport au
mouvement Brownien.
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Chapitre 1

Temps local

Dans ce premier chapitre, nous présentons le concept principal de ce mémoire appelé
temps local. Cet outil, bien qu’il puisse être défini dans un cadre complètement déter-
ministe, est principalement utilisé pour l’étude de processus stochastiques. Nous nous
intéresserons tout particulièrement au temps local comme outil pour étudier la régularité
(de Hölder) des trajectoires d’un processus stochastique. Nous nous intéresserons aussi à
la mesure de Hausdorff des ensembles de niveau de ces trajectoires.

Ce chapitre est structuré en deux parties principales. La première concerne l’étude
du temps local dans un cadre tout à fait déterministe 1. Après avoir exploré les propriétés
élémentaires du temps local d’une fonction f , nous donnerons de nombreuses conditions sur
le temps local inférant des propriétés de régularité sur f . Notons en particulier le Corollaire
1.3.7 souvent utilisé en pratique. La deuxième partie concernera l’étude du temps local
dans le cadre (principal de ce document) des processus stochastiques. Après avoir donné
des équivalents pour les propositions élémentaires fournies dans le cadre déterministe,
nous donnons des conditions souvent simples à vérifier impliquant (presque sûrement) les
hypothèses des théorèmes de la première partie aux trajectoires du processus stochastique
étudié. Une attention particulière sera portée aux processus gaussiens.

Sauf mention explicite du contraire, l’ensemble des résultats de ce chapitre sont ti-
rés du papier de Geman et Horowitz [26]. Notons cependant que de nombreux résultats
présentés ne sont pas attribués directement à ces auteurs (malgré leurs contributions non-
négligeables sur la théorie développée ici) et que nous avons essayé, lorsque cela était
possible, de remonter à la source originale dont nous reprenons alors les preuves que nous
détaillons. Ainsi, de nombreux résultats sont dûs par exemple à Berman (voir par exemple
[12] dont les principaux résultats sont reproduits à la section 1.2).

1.1 Généralités et premières propriétés
Définition 1.1.1. Soit f : [0, 1]N → Rd une fonction borélienne. La mesure d’occupation
de f sur A est la mesure µA(B) = λN({A∩f−1(B)}) où λN désigne la mesure de Lebesgue
dans RN , A ∈ B([0, 1]N), B ∈ Bd. Lorsque A = [0, 1]N , nous noterons simplement µ = µA

pour dénoter la mesure d’occupation.

Définition 1.1.2. Dans les mêmes conditions, supposons que µA ≪ λd pour tout

1. Chaque trajectoire d’un processus étant une fonction déterministe, cette étude est primordiale même
si le temps local est rarement usité dans un cadre déterministe.
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A ∈ B([0, 1]N). Dans ce cas, on définit le temps local α(., A) de f comme étant la dérivée
de Radon-Nikodym de sa mesure d’occupation sur A. En d’autres termes,

µA(B) =

∫
B

α(x,A)dx,

pour tout A ∈ B([0, 1]N) et B ∈ Bd.
Si la condition µA ≪ λd pour tout A ∈ B([0, 1]N) est satisfaite, on dit que f est (LT).

Comme pour la mesure d’occupation, si A = [0, 1]N , nous noterons α(·) = α(·, A) le temps
local de f .

Remarque 1.1.3. Pour qu’une fonction f soit (LT), il suffit de vérifier que µ[0,1]N ≪ λd
puisque µ[0,1]N (B) ≥ µA(B) pour tout ensemble borélien B de Rd et tout ensemble borélien
A de [0, 1]N .

Remarque 1.1.4. Dans les définitions précédentes et dans tous les résultats de cette
section, l’ensemble [0, 1]N peut-être remplacé par n’importe quel intervalle compact de
RN . Cette restriction à [0, 1]N n’existant que pour simplifier les notations.

De plus, le temps local peut être défini de manière analogue en remplaçant [0, 1]N

par un ensemble borélien quelconque (en particulier par RN). Cependant les résultats qui
suivent pourraient ne plus être vrai dans ce cadres.

Hypothèses générales : Dans la suite de ce chapitre, sauf mention explicite du
contraire, nous supposerons toujours disposer d’une fonction f : [0, 1]N → Rd qui est
(LT). De plus, nous noterons toujours α = α(·, [0, 1]N) une version du temps local de f .

Théorème 1.1.5. Il est possible de choisir (x,A) 7→ α(x,A) qui soit un noyau, c’est-à-dire

• α(., A) est mesurable pour tout A fixé ;
• α(x, .) est une mesure finie sur B([0, 1]N) pour tout x ∈ Rd.

Une telle version de α est appelée un noyau d’occupation.

Démonstration. Nous partons d’une version quelconque du temps local (x,A) → α(x,A)
et allons construire la version de l’énoncé. Pour ce faire, commençons par remarquer que
si A1, A2 ∈ B([0, 1]N) sont tels que A1 ⊂ A2 alors pour presque tout x ∈ Rd

α(x,A1) ≤ α(x,A2).

En effet, on a pour tout B ∈ Rd

µA1(B) = λ(A1 ∩ f−1(B))

≤ λ(A2 ∩ f−1(B)) = µA2(B).

Ainsi µA2 − µA1 est une mesure telle que pour tout B ∈ B(Rd),

(µA2 − µA1)(B) =

∫
B

α(x,A2)− α(x,A1)dx.

En particulier α(·, A2)−α(·, A1) est égal presque partout à une dérivée de Radon-Nikodym
et est donc positive presque partout. Dans la suite, pour r ∈ [0, 1]N , nous noterons ]0, r]
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pour dénoter l’intervalle ]0, r1] × · · ·×]0, rN ]. Soit E1 l’ensemble négligeable tel que son
complémentaire satisfait pour tout r1, r2 ∈ [0, 1]N ∩QN tel que 2 r1 ≤ r2 et tout x ∈ Ec

1

α(x, ]0, r1]) ≤ α(x, ]0, r2]).

De plus, il existe un ensemble négligeable E2 tel que pour tout x ∈ Rd \E2 et tout r ∈
[0, 1]N ∩QN ,

lim
n→+∞

α(x, ]0, r + 1/n]) = α(x, ]0, r]) (1.1)

où r + 1/n = (r1 + 1/n . . . , rN + 1/n) et

α(x, ]0, 1− 1/n]) → α(x, ]0, 1]) < +∞, α(x, ]0, 1/n]) → 0. (1.2)

En effet, on a pour tout B ∈ B(Rd),

lim
n→+∞

∫
B

α(x, ]0, r + 1/n])dx = lim
n→+∞

µ]0,r+1/n](B) = µ]0,r](B) =

∫
B

α(x, ]0, r])dx

où la limite est calculée en utilisant la continuité des mesures.
Puisque |α(x, ]0, r+1/n])| ≤ |α(x, ]0, 1]N)| presque partout, le théorème de la convergence
dominée et ce qui précède impliquent que

lim
n→+∞

α(x, ]0, r + 1/n]) = α(x, ]0, r])

pour presque tout x ∈ Rd \E1. Ce qui montre (1.1), (1.2) se montre de même.
Notons E = E1 ∪ E2. Pour tout x ∈ Rd \E et tout s ∈ [0, 1]N , posons

F (x, s) = inf{α(x, ]0, r]) : r ∈ [0, 1]N ∩QN , r ≥ s}.

La fonction s→ F (x, s) ainsi définie est croissante continue à droite et bornée. Elle définit
donc une mesure de Lebesgue-Stieltjes (sur B([0, 1]N)) α̃(x, ·) qui est finie. De plus, on a

α̃(x, ]0, r]) = α(x, ]0, r]), ∀r ∈ [0, 1]N ∩QN .

Si maintenant x ∈ E, on pose simplement α(x, ·) = 0.
Montrons que α̃ définit bien un noyau. Commençons par établir la mesurabilité. Pour

tout r ∈ [0, 1]N ∩QN , on sait que

α̃(x, ]0, r]) = α(x, ]0, r])

presque partout. La mesurabilité de x 7→ α(x, ]0, r]) implique alors la mesurabilité de
x 7→ α̃(x, ]0, r]). Remarquons que A = {]0, r] : r ∈ [0, 1]N ∩ QN} est un π-système qui
engendre B([0, 1]N). De plus, l’ensemble

D = {A ∈ B([0, 1]N) : x 7→ α̃(x,A) est mesurable}

est un λ-système qui contient A. Le lemme de la classe monotone implique alors que
D = B([0, 1]N), ce qui conclut concernant la mesurabilité.

2. on entend par cette inégalité que (r1)j ≤ (r2)j pour tout j ∈ {0, . . . , N − 1}.
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Pou finir le preuve, il nous reste à montrer que α̃(·, A) est bien une dérivée de Radon-
Nikodym de µA pour tout A ∈ B([0, 1]N). Pour tout B ∈ B(Rd) et tout A ∈ A, on
a ∫

B

α̃(x,A) dx =

∫
B

α(x,A) dx = µA(B).

Puisque les deux extrémités sont des mesures boréliennes finies (selon A) 3 qui sont égales
sur A, elles doivent être égales 4 sur B([0, 1]N) pour tout B ∈ Rd, ce qui suffit pour
conclure.

Définition 1.1.6. Une version du temps local α qui satisfait les deux points du théorème
précédent est appelée noyau d’occupation. Pour x ∈ Rd fixé, nous noterons α(x, dt) la
mesure définie par le temps local au point x. En particulier, pour tout ensemble borélien
A ⊂ [0, 1]N , on a ∫

A

α(x, dt) = α(x,A).

Le théorème suivant, bien que simple à obtenir, nous donne une formule qui sera très
utile dans la suite. Il est parfois appelé "occupation density formula" dans la littérature.

Théorème 1.1.7. Soit α un noyau d’occupation de f . Pour toute fonction borélienne g
positive sur [0, 1]N × Rd, on a∫

[0,1]N
g(t, f(t))dt =

∫
Rd

∫
[0,1]N

g(t, x)α(x, dt)dx.

En particulier, si A ∈ B([0, 1]N), alors pour toute fonction borélienne positive g sur Rd,
on a ∫

A

g(f(t))dt =

∫
Rd

g(x)α(x,A)dx.

Démonstration. Soit A ∈ B([0, 1]N) et B ∈ B(Rd), posons g(t, x) = χA(t)χB(x). On a

∫
[0,1]N

g(t, f(t))dt =

∫
[0,1]N

χA(t)χB(f(t))dt

= µA(B)

=

∫
B

α(x,A)dx

=

∫
B

∫
A

α(x, dt)dx

=

∫
Rd

∫
[0,1]N

g(t, x)α(x, dt)dx.

On conclut alors aisément par le théorème de la convergence monotone.

3. Il est clair que A 7→ µA(B) est une mesure pour tout B ∈ B(Rd).
4. Voir par exemple le Lemme 1.2.7 de [44].
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Pour le cas particulier, en reprenant les notations de l’énoncé, on a∫
RN

g(x)α(x,A) dx =

∫
RN

g(x)

∫
A

α(x, dt) dx

=

∫
RN

∫
[0,1]N

1A(t)g(x)α(x, dt) dx

=

∫
A

g(f(t)) dt

où la dernière égalité est obtenue via la première égalité de l’énoncé.

Ce théorème permet de démontrer aisément certaines propriétés basiques du temps
local. Nous avons par exemple la proposition suivante.

Proposition 1.1.8. Pour tout ε > 0 et presque tout t, on a

α(f(t), BN(t, ε)) > 0.

Démonstration. Il suffit de prendre, dans le théorème précédent, la fonction g qui vaut 0
si α(x,BN(t, ε)) > 0 pour tout ε > 0 et qui vaut 1 sinon. En effet, on obtient directement
que ∫

Rd

∫
[0,1]N

g(t, x)α(x, dt)dx = 0

et donc que g(·, f(·)) = 0 presque partout.

Nous verrons que l’existence ou non d’atomes pour la mesure donnée par le temps local
α(x, dt) nous permettra d’obtenir des résultats intéressants (voir par exemple la Définition
1.3.3 et le Théorème 1.3.5). Nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.1.9. La mesure α(x, dt) est sans atome pour presque tout x ∈ Rd si et
seulement si α(f(t), {t}) = 0 pour presque tout t ∈ [0, 1]N .

Démonstration. On a, par le Théorème 1.1.7,∫
[0,1]N

α(f(t), {t}) dt =

∫
Rd

∫
[0,1]N

α(x, {t})α(x, dt) dx .

Dès lors, si α(x, dt) est sans atome pour presque tout x, alors le membre de droite est nul
ce qui implique α(f(t), {t}) = 0 pour presque tout t.

Si maintenant α(f(t), {t}) = 0 pour presque tout t, soit A l’ensemble des x tels que
α(x, ·) possède un atome. Pour un tel x ∈ A, on a∫

[0,1]N
α(x, {t})α(x, dt) ≥ α2(x, {t0}) > 0

pour un t0 bien choisi (dépendant de x). On en tire alors que A est négligeable puisque,
sinon, ∫

[0,1]N
α(f(t), {t}) dt > 0,

ce qui est impossible.
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1.2 Condition d’existence
Pour définir le temps local, nous avons vu qu’il était nécessaire que la mesure d’oc-

cupation soit absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. En général, il
n’est pas toujours simple de prouver que cette condition est satisfaite. Nous donnons ici
une condition d’existence à l’aide de la transformée de Fourier de la mesure d’occupation
µ = µ[0,1]N , c’est-à-dire à partir de la fonction

µ̂(θ) =

∫
Rd

eiθ·xµ(dx).

Le résultat suivant est une généralisation du résultat de Berman [12] qui est à l’origine
de cette méthode.

Théorème 1.2.1. Si ∫
Rd

|µ̂(θ)|2dθ < +∞

alors µ est absolument continu par rapport à la mesure de Lebesgue et sa dérivée de Radon-
Nikodym est de carré intégrable dans Rd.

Démonstration. Définissons la fonctionnelle linéaire S sur L2(Rd) par

S(g) =

∫
Rd

ĝ(u)µ̂(−u)du.

On remarque directement que S est linéaire. En effet, l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le
théorème de Parseval impliquent directement qu’il existe une constante c telle que

|S(g)|2 ≤ c ||g||2L2 ||µ̂||2L2 .

De plus, puisque L2(Rd) est un espace de Hilbert, le théorème de représentation de
Riesz assure l’existence d’une fonction ϕ ∈ L2(Rd) telle que

S(g) =

∫
Rd

g(x)ϕ(x)dx.

Supposons que g est la fonction indicatrice de produits d’intervalles bornés
∏

1≤i≤d

[ai, bi].

On obtient

S(g) =

∫ b1

a1

· · ·
∫ bd

ad

ϕ(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxd = (2π)dµ(
∏

1≤i≤d

[ai, bi]).

La dernière égalité étant obtenue en appliquant l’isométrie de la transformée de Fourier 5

dans la Définition de S. Il est donc clair que
1

(2π)d
ϕ est une densité pour la mesure µ (par

rapport à la mesure de Lebesgue) qui est de carré intégrable. On en tire directement la
conclusion.

Le théorème suivant découle alors directement. Rappelons la notation

α = α(·) = α(·, [0, 1]N).
5. ⟨f̂ , ĝ⟩ = (2π)d⟨f, g⟩ où f, g ∈ L2(Rd).
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Théorème 1.2.2. Une fonction f est (LT) avec son temps local α ∈ L2(Rd) si et seulement
si ∫

Rd

∫
[0,1]N

∫
[0,1]N

eiθ·(f(s)−f(t))ds dt dθ <∞. (1.3)

Démonstration. En utilisant le Théorème 1.1.7, on remarque directement que (1.3) se
récrit ∫

Rd

|µ̂(θ)|2dθ.

Le théorème précédent implique alors la condition suffisante. Pour la condition nécessaire,
il est clair au vu des hypothèses que α ∈ L1 ∩ L2, ce qui implique que sa transformée de
Fourier est de carré intégrable, c’est-à-dire∫

Rd

∫
[0,1]N

∫
[0,1]N

eiθ·(f(s)−f(t))ds dt dθ <∞.

Nous donnons maintenant une deuxième condition d’existence découlant directement
de la définition d’une dérivée de Radon-Nikodym.

Pour ce faire, posons

V (t) = lim
ε→0+

1

cdεd

∫
[0,1]N

χ]0,ε[(|f(s)− f(t)|)ds

cette expression étant bien définie par le Théorème A.3.2 (et potentiellement égale à l’in-
fini) pour presque tout t ∈ [0, 1]N et où λ(Bd(0, ε)) = cdε

d.

Théorème 1.2.3. On a les équivalences suivantes :
a) f est (LT) si et seulement si V (t) < +∞ pour presque tout t.
b) f est (LT) et son temps local α est de carré intégrable si et seulement si

lim inf
ε→0+

ε−d

∫
[0,1]N

∫
[0,1]N

χ]0,ε[(|f(s)− f(t)|)dtds <∞.

De plus, sous ces conditions, on a V (t) = α(f(t)) presque partout.

Démonstration. Commençons par montrer le point a). Si f est (LT), il est clair que V (t) <
+∞ pour presque tout t car dans ce cas, V est la dérivée de Radon-Nikodym de µ (par
rapport à la mesure de Lebesgue). La réciproque découle directement du lemme suivant
en remarquant que µ(B) = 0 si et seulement si f(t) /∈ B pour presque tout t ∈ [0, 1]N .

Pour le point b), il suffit de remarquer que∫
[0,1]N

α(f(t))dt =

∫
Rd

α2(x) dx .
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Lemme 1.2.4. Si ψ est une mesure borélienne finie sur Rd, alors elle est dérivable 6 (par
rapport à la mesure de Lebesgue) presque partout. De plus, on a

ψ ≪ λd si et seulement si ψ′(x) < +∞

pour ψ-presque tout x, où ψ′ est la dérivée de Radon-Nikodym de ψ.

Démonstration. L’existence de la dérivée est bien connue (voir le Théorème A.3.2 en an-
nexe). Pour l’équivalence, si ψ ≪ λd, montrons que ψ′(x) < +∞ pour ψ-presque tout x.
Pour ce faire, procédons par contraposition et supposons qu’il existe un ensemble borélien
E tel que ψ(E) > 0 et ψ′(x) = +∞ pour tout x ∈ E. On va montrer que dans ce cas, ψ
n’est pas absolument continu par rapport à la mesure de Lebesgue. Notons ψ = ψa + ψ⊥

où ψa est la partie absolument continue de µ et ψ⊥ la partie singulière de ψ (par rapport
à la mesure de Lebesgue).

Remarquons que λd(E) = 0 sinon ψa(E) = +∞ ce qui est impossible. En particulier,
on en déduit ψa(E) = 0 et donc

0 < ψ(E) = ψa(E) + ψ⊥(E) = ψ⊥(E).

Ce qui permet de conclure. Si maintenant ψ′(x) < +∞ pour ψ-presque tout x, montrons
que ψ ≪ λ. Pour ce faire, procédons par l’absurde et supposons que ψ n’est pas absolument
continu par rapport à λ. Quitte à séparer les parties absolument continue et singulière, on
peut supposer que ψ⊥λ et on sait qu’il existe un ensemble borélien A tel que λ(A) = 0 et
ψ(Ac) = 0. On va montrer que

lim
r→0

ψ(B(x, r))

λ(B(x, r))
= +∞

pour ψ-presque tout x ∈ A, ce qui permettra de conclure.
Pour ce faire, fixons ε > 0, il existe un ouvert Oε tel que A ⊂ Oε et λ(Oε) < ε. De là,

pour tout δ > 0, posons

Aδ = {x ∈ A : lim inf
r→0

ψ(B(x, r))

λ(B(x, r))
< δ}.

Pour tout x ∈ Aδ, il existe rx > 0 tel que B(x, rx) ⊂ Oε et
ψ(B(x, 5rx))

λ(B(x, 5rx))
< c. On peut alors

utiliser le lemme de recouvrement de Vitali pour obtenir un ensemble dénombrable D ⊂ Aδ

tel que les boules B(x, rx) (x ∈ D) soient deux à deux disjointes et Aδ ⊂ ∪x∈DB(x, 5rx).
On en tire que

ψ(Aδ) ≤
∑
x∈D

ψ(B(x, 5rx))

≤ c
∑
x∈D

λ(B(x, 5rx))

≤ c5d
∑
x∈D

λ(B(x, rx))

≤ c5dλ(Oε) < c5dε.

En faisant tendre ε vers 0, on obtient que ψ(Aδ) = 0 pour tout δ et la conclusion découle.

6. Voir la Définition A.3.1.
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1.3 Condition de régularité d’une fonction à partir de
son temps local

Pour aborder cette section, il est nécessaire de maitriser la notion de régularité de Höl-
der et celle de fonction de Jarnik. Nous renvoyons à l’Annexe A pour plus d’informations
sur ces notions. Nous allons en effet donner des majorants pour la régularité de Hölder via
la notion de fonction de Jarnik.

1.3.1 Régularité en fonction de α(x, .)

Nous allons donner des conditions qui limiteront la régularité (au sens de Hölder) de la
fonction f . Pour ce faire, considérons deux fonctions ϕ et ψ définies sur [0,+∞[, continues,
croissantes et telles que ϕ(0) = ψ(0) = 0. Nous avons le théorème suivant.

Théorème 1.3.1. Supposons qu’il existe une fonction réelle positive et localement inté-
grable g : Rd → [0,+∞[ telle que pour toute boule B de centre et de rayon rationnels,

α(x,B) ≤ g(x)ψ(λN(B))

presque partout. Si
lim
ε↘0

ε−N/dϕ(ε)ψ1/d(cNε
N) = 0

où cN = λN(BN(0, 1)), alors pour presque tout t (et pour tout t si g est continue),

ap− lim
s→t

|f(s)− f(t)|
ϕ(|s− t|)

= ∞

où ap− lim désigne la limite approximative (voir annexe A).
En d’autres termes, f est ϕ-Jarnik.

Démonstration. Soit L l’ensemble de Lebesgue 7 de g. Si g est continue, on a L = Rd et
dans tous les cas, λd(Lc) = 0. On en déduit donc que f(t) ∈ L pour presque tout t ∈ [0, 1]N

(partout si g est continue) puisqu’on a, par définition du temps local,

λN({t ∈ [0, 1]N : f(t) /∈ L}) =
∫
Lc

α(x, [0, 1]N)dx = 0.

Soient t ∈ f−1(L) et (εn)n∈N0 une suite décroissante vers 0. Considérons une suite (tn)n∈N0

de points de Rn à coefficients rationnels et tels que |t− tn| < εn et soit (δn)n∈N0 une suite
de rationnels décroissant vers 0 et telle que pour tout n ∈ N0, 2εn ≤ δn ≤ 3εn. Pour tout
q > 0 et n ∈ N0, On a

ε−N
n λN({s ∈ BN(t, εn) : |f(s)− f(t)| ≤ qϕ(|s− t|)}) (1.4)

≤ ε−N
n λN({s ∈ BN(tn, δn) : |f(s)− f(t)| ≤ qϕ(εn)}) (1.5)

= ε−N
n

∫
Bd(f(t),q ϕ(εn))

α(x,BN(tn, δn)) dx (1.6)

≤ ε−N
n ψ(cNδ

N
n ) ·

∫
Bd(f(t),q ϕ(εn))

g(x) dx. (1.7)

7. Voir Définition A.3.4
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Puisque f(t) ∈ L, on sait que

lim
n→∞

1

cdqd(ϕ(εn))d

∫
Bd(f(t),q ϕ(εn))

|g(x)− g(f(t))|dx = 0.

On en déduit donc directement que l’intégrale de (1.7) est un O((ϕ(εn))d). On conclut
alors en remarquant que (1.7) est bornée par

C(δn/3)
−Nψ(cNδ

N
n )(qϕ(δn))

d

où C est une constante et il est clair, vu nos hypothèses, que l’expression converge vers
0.

Le théorème suivant découle alors directement

Théorème 1.3.2. Si f est (LT) avec α ∈ L2 (resp. α est essentiellement borné) alors f
n’est pas γ-Hölder pour tout γ > N/d presque partout.

Démonstration. Il suffit de prendre ψ = 1, g(x) = α(x) et ϕ(ε) = εγ dans le théorème
précédent.

Nous donnons maintenant une tout autre condition pour qu’une fonction soit (Jγ)
appelée condition [AC-p]. Cette notion est due à Geman et provient de [25].

Définition 1.3.3 (Conditions [AC-p]). On dit que f satisfait la condition [AC-0] si son
temps local α(x, dt) est sans atome pour presque tout x ∈ Rd. Si p ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, f
satisfait la condition [AC-p] si pour presque tout x ∈ Rd, on a

α(x,Ap × AN−p) =

∫
Ap

β(s, x, AN−p)ds

pour tout Ap ∈ B([0, 1]p) et tout AN−p ∈ B([0, 1]N−p) où β(s, x, A) est un noyau d’occu-
pation 8 sur [0, 1]p × Rd ×B([0, 1]N−p) qui est sans atome pour presque tout (s, x).

Remarque 1.3.4. Dans la Définition précédente, nous avons fixé les p premières compo-
santes par simplicité d’écriture mais nous aurions pu choisir n’importe quel ensemble de p
composantes.

Théorème 1.3.5. Si f est [AC-p], alors f est (Jγ) pour γ = (N − p)/d.

Démonstration. Nous traitons ici le cas p > 0, le cas p = 0 est un cas particulier dont la
démonstration s’obtient facilement en adaptant le raisonnement ci-dessous. Nous reprenons
aussi les notations de la Définition précédente.

Sans perte de généralité, on peut supposer que β(s, x, {t}) = 0 pour tous s, x, t.
Posons ensuite H l’ensemble des rectangles à bord rationnels de [0, 1]N−p et posons

fJ(s, y) = β(s, y, J) ∈ L1([0, 1]p × Rd) pour tout J ∈ H. On a alors

fJ(s, y) = lim
ε→0

1

λ(B((s, y), εN/(d+p)))

∫
B((s,y),εN/(d+p))

fJdλ

pour presque tout (s, y).

8. voir la Définition 1.1.6
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Considérons maintenant une famille dénombrable d’ensembles boréliens (de [0, 1]p×Rd)
EJ , J ∈ H telle que λ(Ec

J) = 0 et l’égalité précédente est réalisée pour tout (s, y) ∈ EJ .
On a alors directement que (f(t), t1, . . . , tp) ∈ EJ pour tout J ∈ H pour presque tout
t ∈ [0, 1]N . Pour un tel t et q > 1, on obtient

λ

({
s ∈ BN(t, ε) :

|f(t)− f(s)|
|s− t|N−p

≤ q

})
≤
∫
BN (t,ε)

χ[0,qεN−p](|f(s)− f(t)|)ds

≤
∫
B(f(t),qε(N−p))

α(y,
N∏
i=1

[ti − ε, ti + ε])dy

≤
∫
∏p

i=1[ti−ε,ti+ε]

∫
B(f(t),qε(N−p))

fJ(s, y)dyds

≤
∫
B((f(t),t1,...,tk),qεN/(d+p))

fJ(s, y)dyds

pour tout ε suffisamment petit si (tk+1, . . . , tN) ∈ J ∈ H.
On obtient alors

ε−Nλ

({
s ∈ BN(t, ε) :

|f(t)− f(s)|
|s− t|N−p

≤ q

})
≤ Cβ((t1, . . . , tp), f(t), J)

pour tout J ∈ H qui contient (tp+1, . . . , tN). Il suffit alors de faire tendre J vers {(tp+1, . . . , tN)}
et d’utiliser le fait que β(s, x, {t}) = 0 pour conclure.

Remarque 1.3.6. Il est clair qu’il est impossible de prendre p = N dans le théorème
précédent. En effet, on montrera plus tard que α(x, dt) prend ses valeurs dans l’ensemble
de niveau Mx qui est de mesure de Lebesgue nulle (voir Proposition 1.4.3).

Le corollaire suivant découle alors directement. Ce corollaire est particulièrement im-
portant et est une formulation courante du principe de Berman.

Corollaire 1.3.7. Si f : [0, 1] → R est (LT) et si αt(x) = α(x, [0, t]) est continu en tout
(t, x) alors f est (J1). En particulier, f est dérivable au plus sur un ensemble négligeable.

Démonstration. Il suffit de prendre p = 0 dans le théorème précédent.

On pourrait alors se demander si toute fonction de Jarnik est (LT ). Il a été montré
dans [13] que ce n’était pas le cas.

1.3.2 Régularité en fonction de α(., B)

Dans cette section, nous donnons d’autres conditions sur α qui nous permettrons une
étude locale de la régularité de f .
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Soit B ∈ B([0, 1]N) ouvert et considérons t0 ∈ B et ξ = f(t0). Nous supposons aussi
que α(ξ, B) = 0. Considérons alors ϕ : [0,+∞[→ [0,+∞[ une fonction positive, strictement
croissante s’annulant en 0 et posons

ψ(u) = ess.supx∈B̄d(ξ,u)
|α(x,B)− α(ξ, B)|.

On a alors le résultat suivant.

Théorème 1.3.8. Supposons que∫ δ

0

ψ(u)(ϕ−1(u))−Nud−1du <∞

et
lim inf
u→0

ϕ−1(q−1u)/ϕ−1(u) > 0, pour tout q > 0.

Alors f est (Jϕ(t0)).

Démonstration. On doit montrer que

ε−NλN({s ∈ BN(t0, ε) : |f(s)− f(t0)| ≤ qϕ(|s− t0|)})

tend vers 0 pour tout q > 0.
On a

ε−NλN({s ∈ BN(t0, ε) : |f(s)− f(t0)| ≤ qϕ(|s− t0|)})

≤
∫
BN (t0,ε)

|s− t0|−Nχ]0,q[

(
|f(s)− f(t0)|
ϕ(|s− t0|)

)
ds

≤
∫
BN (t0,ε)

(ϕ−1(q−1|f(s)− f(t0)|)−Nds.

Pour montrer que cette dernière expression tend vers 0 si ε tend vers 0, il suffit d’établir
que ∫

B

(ϕ−1(q−1|f(s)− ξ|))−Nds <∞.

On a ∫
B

(ϕ−1(q−1|f(s)− ξ|))−Nds

=

∫
Rd

(ϕ−1(q−1|x− ξ|))−Nα(x,B) dx

≤
∫
Bd(ξ,δ)

(ϕ−1(q−1|x− ξ|))−Nψ(|x− ξ|)dx+
∫
Bd(ξ,δ)c

α(x,B) dx (ϕ−1(q−1δ))−N

≤
∫ δ

0

ud−1ϕ−1(u)ψ(u) du+ (ϕ−1(q−1δ))−NλN(B)

où δ > 0. La dernière inégalité est obtenue en effectuant un changement de variable en
coordonnées polaires pour la première intégrale et en majorant la deuxième par λN(B).

On conclut alors en utilisant l’intégrabilité du premier terme vu nos hypothèses.
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On obtient le corollaire immédiat suivant

Corollaire 1.3.9. Si α(x,B) admet une condition de Hölder d’ordre β en ξ, alors pour
tout γ > N/(d+ β), f est (Jγ(t0)).

Jusqu’à la fin de cette section, nous nous restreignons à l’étude d’une fonction
f : [0, 1] → R qui est (LT). Les résultats qui suivent proviennent de Berman [10] et nous
seront particulièrement utile dans l’étude des trajectoires d’un processus gaussien.

Lemme 1.3.10. Soit I ⊂ [0, 1] un intervalle et posons

c = ess. supI f, b = ess. infI f, |f(I)| = c− b.

Pour tout naturel m et tout ε ∈ [0, 1[, on a

|f(I)|2m+ε+1 ≥ Cλ2(I)∫
R |u|2m+ε|µ̂(u)|2du

où C est une constante strictement positive et µ̂(u) =
∫
R e

iuf(t)dt.

Démonstration. On peut bien sûr supposer b et c fini. On a d’une part, par la formule
d’inversion de Fourier pour les mesures 9,

λ(I) =

∫
R

e−iuc − e−iub

−2πiu
µ̂(u)du (1.8)

et d’autre part, puisque α est nulle en dehors de [b, c],

λ(I) = µ([b, c]) =

∫ c

b

α(x)dx.

Commençons par traiter le cas m = 0. L’intégrale (1.8) est majorée par∫
R
|u|−ε/2 |e−iuc − e−iub|

2π|u|
|µ̂(u)||u|ε/2du.

On obtient alors directement par l’inégalité de Cauchy-Schwarz que

λ(I)2 ≤
∫
R
|u|−ε |e−iuc − e−iub|2

4π2|u|2
du

∫
R
|µ̂(u)|2|u|εdu ≤ C(c− b)1+ε

∫
R
|µ̂(u)|2|u|εdu.

La dernière égalité étant obtenue en effectuant la substitution t = (c−b)u dans la première
intégrale.

Traitons maintenant le cas m > 0. On peut bien évidemment supposer l’intégrale de
l’énoncé finie, le résultat étant évident sinon. En particulier cela implique 10 que α et ses
m premières dérivées existent et sont de carrés intégrables. On obtient alors en intégrant
par parties que ∫ c

b

α(x)dx =
(−1)m

m!

∫ c

b

(x− b)mDmα(x)dx

9. Voir par exemple le théorème 16.1.1 de [24].
10. Voir par exemple le théorème 68 de [56].
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puisque par continuité, α et ses m − 1 premières dérivées s’annulent en b et c et où
D est l’opérateur de dérivation. En appliquant la relation de Parseval, on obtient alors
directement que ∫ c

b

α(x)dx =
(−i)m

2πm!

∫
R

∫ c

b

eiux(x− b)mdxumµ̂(u) du.

On conclut alors comme dans le cas m = 0 en faisant apparaitre |u|ε/2 et |u|−ε/2 et en
appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour tout n ∈ N0, considérons In,k, k ∈ {1, . . . , 2n}, un découpage de I en intervalles
de longueur 2−n et posons µn,k la transformée de Fourier de α(., In,k). Le résultat suivant
exploite la notion de γ-variation que nous définissons maintenant.

Définition 1.3.11. Soit f : [0, 1] → R, la γ-variation de f (γ > 1) est définie par

lim
n→+∞

sup
0≤t1<···<tn≤1

n−1∑
j=1

|f(tj+1)− f(tj)|γ.

Remarque 1.3.12. La limite de la définition existe bien (mais est éventuellement égale
à +∞). En effet, il est clair que la suite(

sup
0≤t1<···<tn≤1

n−1∑
j=1

|f(tj+1)− f(tj)|γ
)

n≥2

est croissante.

Proposition 1.3.13. Si m ∈ N0 et ε > 0 sont tels que

lim inf
n

2n∑
k=1

∫
R
|u|2m+ε|µn,k(u)|2du = 0

alors la γ-variation de f est infinie pour γ = 2m+ ε+ 1.

Démonstration. Par le Lemme 1.3.10 et en se rappelant que la moyenne harmonique est
toujours inférieure ou égale à la moyenne arithmétique, on obtient l’inégalité∑

k

|f(In,k)|2m+ε+1 ≥ C∑
k

∫
R |u|2m+ε|µn,k(u)|2du

.

L’hypothèse permet alors de conclure.

Nous pouvons obtenir un résultat similaire pour la condition de Hölder. Commençons
par énoncer le résultat suivant qui ne nécessite pas l’utilisation du temps local.

Lemme 1.3.14. Supposons que f satisfait la condition de Hölder d’ordre θ > 0 en x0

|f(x)− f(x0)| ≤ c|x− x0|θ

pour |x− x0| < δ. Si I est un intervalle de longueur |I| (strictement positive) inférieure à
δ qui contient x0 alors

|f(I)| ≤ 2|I|θc.
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Démonstration. Soient x, y ∈ I. On peut supposer x, y, x0 distinct sinon le résultat est
évident. On obtient directement par l’inégalité triangulaire que

|f(x)− f(y)|
|I|θ

≤ |f(x)− f(x0)|
|x− x0|θ

|x− x0|θ

|I|θ
+

|f(y)− f(x0)|
|y − x0|θ

|y − x0|θ

|I|θ

et le résultat annoncé en résulte.

On en tire le corollaire suivant

Corollaire 1.3.15. Si
lim sup

n
2nθ min

k
|f(In,k)| = +∞

alors f ne satisfait pas de condition de Hölder d’ordre θ en un point de [0, 1].

Ce corollaire nous mène alors à un résultat similaire à la Proposition 1.3.13 pour la
condition de Hölder.

Proposition 1.3.16. Si m ∈ N0 et ε > 0 sont tels que

lim inf
n

2n∑
k=1

∫
R
|u|2m+ε|µn,k(u)|2du = 0

alors f ne satisfait nulle part une condition de Hölder d’ordre p = 2/(2m+ ε+ 1).

Démonstration. On obtient facilement à partir du Lemme 1.3.10 que

min
k

|f(In,k)|2m+1+ε ≥ C

22n
∑2n

k=1

∫
R |u|2m+ε|µn,k(u)|2du

.

On tire alors vu l’hypothèse que lim supn 2
2nmink |f(In,k)|2m+1+ε = +∞ et on peut donc

conclure par le corollaire précédent.

Les Propositions 1.3.13 et 1.3.16 ne semblent pas pratiques à utiliser à première vue
puisque leur hypothèse ne parait pas simple à vérifier. Nous verrons cependant qu’elles le
sont (notamment pour les processus gaussiens) sous une hypothèse d’intégrabilité de la
fonction de covariance.

1.4 Ensembles de niveau
Dans cette section, nous nous intéressons aux ensembles de niveau d’une fonction f :

R → R qui est (LT).

Définition 1.4.1. L’ensemble de niveau de f en x ∈ R est l’ensemble

Mx = {t ∈ [0, 1]N : f(t) = x.}

On définit aussi l’ensemble
Lt =Mf(t)

pour t ∈ [0, 1]N .
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On obtient la propriété immédiate suivante liant Mx à α.

Proposition 1.4.2. Pour presque tout x ∈ R, on a α(x,M c
x) = 0.

Démonstration. Considérons la fonction g : [0, 1]N×Rd → R telle que g(t, x) = 0 si t ∈Mx

et 1 sinon. Par le Théorème 1.1.7, on obtient∫
[0,1]N

g(t, f(t))dt =

∫
Rd

∫
Mc

x

α(x, dt)dx =

∫
Rd

α(x,M c
x)dx.

Il suffit alors de remarquer que la première intégrale est nulle puisque g(t, f(t)) = 0 quel
que soit t.

La propriété suivante est aussi immédiate

Proposition 1.4.3. Si f est (LT), alors pour tout x ∈ Rd, on a

λ(Mx) = 0.

Démonstration. On a λ(Mx) = µ[0,1]N ({x}) = 0 car µ est absolument continu par rapport
à λ.

Dans la suite de cette section, nous nous restreignons à l’étude de fonctions f : [0, 1] →
R qui sont (LT ). Nous donnons maintenant quelques résultats sur la cardinalité des en-
sembles Mx et Lt.

Théorème 1.4.4. Supposons que f soit [AC − 0] et continu, alors pour presque tout
t ∈ [0, 1], Lt est indénombrable.

Démonstration. Rappelons que l’on peut définir le support d’une mesure comme étant le
complémentaire du plus grand ouvert de mesure nulle. De plus, par hypothèse, on sait que,
pour presque tout x ∈ R, le support de α(x, dt) est soit vide soit indénombrable, cette
seconde possibilité apparaissant lorsque α(x, [0, 1]) > 0. Or on sait que pour presque tout
t ∈ [0, 1], α(f(t), [0, 1]) > 0, ce qui implique que le support de α(f(t), dt) est indénombrable
pour presque tout t. On conclut alors en se rappelant que le support de α(x, dt) est inclus
dans Mx.

Le résultat suivant est dû à Berman [12].

Théorème 1.4.5. Si (x, t) 7→ αt(x) = α(x, [0, t]) est continu en tout (t, x), alors {x :
Mx est dénombrable} n’est nulle part dense dans l’image de f .

Avant de passer à la preuve, nous énonçons un résultat de théorie de la mesure appelé
théorème de Lusin. Le résultat est par exemple montré dans [44].

Théorème 1.4.6. Soit f : [0, 1] → R une fonction mesurable. Pour tout ε > 0, il existe
un compact K ⊂ [0, 1] tel que λ([0, 1] \ K) < ε et tel que f est continu sur K (pour la
topologie induite sur K).
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Démonstration du Théorème 1.4.5. On va en fait montrer que l’ensemble {x : α(x) = 0}
n’est nulle part dense dans l’image de f . Pour ce faire, par le théorème de Lusin, il suffit
d’établir le résultat pour f continu.

Soit alors I l’image de f . Il est clair que I est un intervalle fermé. Puisque l’ensemble
des zéros de α est fermé (par continuité), il suffit d’établir que tout intervalle ouvert Ω
inclus dans I n’est pas inclus dans {x : α(x) = 0}. Procédons par l’absurde et supposons
qu’il existe un intervalle ouvert Ω ⊂ I ∩ {x : α(x) = 0}. L’ensemble f−1(Ω) est de mesure
nulle (puisque le temps local de f est nul sur Ω). On en tire que f−1(Ω) est vide car, par
continuité, cet ensemble est un intervalle ouvert (de mesure nulle). Or cela implique que
I n’est pas connexe, ce qui est absurde.

Nous nous intéressons maintenant à la dimension de Hausdorff (notée dimH) des en-
sembles de niveau de f . Pour une introduction à la mesure de Hausdorff, nous renvoyons
à l’annexe A. Pour rappel, la dimension de Hausdorff permet de caractériser et de classer
les ensembles fractales. Le théorème suivant est dû à Berman [9].

Théorème 1.4.7. Supposons que f est continu et que (x, t) 7→ αt(x) est continu en (x, t)
et satisfait une condition de Hölder uniforme en t d’ordre β i.e. il existe C > 0 et h0 > 0
tels que

sup
x∈R;t∈[0,1]

|αt+h(x)− αt(x)| ≤ C|h|β

pour tout h ≤ h0. On a alors

{x : dimH Mx < β} ⊂ {x : α(x) = 0}.

Avant de passer à la preuve, rappelons que nous avons montré à la Proposition 1.1.8
que α(f(t)) > 0 pour presque tout t ∈ [0, 1].

Démonstration. Puisque (x, t) 7→ αt(x) est continu, il s’agit d’une fonction croissante et
bornée en t pour tout x. De plus, par continuité de f , on sait que le support de t→ αt(x)
est inclus dans Mx. De là, si cet ensemble est de dimension inférieure à β, alors, vu le
lemme suivant, on a α(x,Mx) = 0 et donc α(x) = α(x, [0, 1]) = 0.

Lemme 1.4.8. Si G est une fonction bornée et croissante sur un intervalle I et satisfaisant
une condition de Hölder uniforme d’ordre γ < 1 et si B ⊂ I est de dimension de Hausdorff
β < γ, alors ∫

B

dG(t) = 0

où l’intégrale est à comprendre au sens de Lebesgue-Stieltjes.

Démonstration. Rappelons que nous notons |I| le diamètre de l’ensemble I. Par définition
de la mesure de Hausdorff, pour tout δ tel que β < δ < γ et pour tout n > 0, il existe un
recouvrement de B par des ouverts In,k k ∈ N0 tels que

• |In,k| ≤ 1/n pour tout k.
• lim

n→+∞

∑+∞
k=1 |In,k|δ < +∞.
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On en tire alors directement l’existence de recouvrements satisfaisant ces propriétés et tels
que

lim
n→+∞

+∞∑
k=1

|In,k|γ = 0.

On obtient alors ∫
B

dG(t) ≤ lim sup
n→+∞

+∞∑
k=1

∫
In,k

dG(t)

≤ C lim
n→+∞

+∞∑
k=1

|In,k|γ = 0.

1.5 Temps local d’un processus stochastique
Nous nous attaquons maintenant au temps local d’un processus stochastique qui consti-

tue la partie principale de ce document. En effet, le temps local est bien plus utilisé en
pratique pour l’étude de processus stochastiques. Dans toute cette partie, nous suppose-
rons toujours disposer d’un espace probabilisé (Ω,F ,P).

1.5.1 Existence et généralités

Dans cette sous-section, nous généralisons les énoncés des sections 1.1 et 1.2 à l’étude
de processus stochastiques.

Définition 1.5.1. Soit X : [0, 1]N × Ω → Rd : (t, ω) 7→ Xt(ω) un processus stochastique
mesurable. Pour tout ω ∈ Ω, la mesure d’occupation de t 7→ Xt(ω) sur A est la mesure
µA(B,ω) = λN({A ∩X.(ω)

−1(B)}), A ∈ B([0, 1]N), B ∈ Bd.

Définition 1.5.2. Dans les mêmes conditions, supposons que µA(·, ω) ≪ λd pour tout
A ∈ B([0, 1]N) presque sûrement. Dans ce cas, on définit le temps local α(., ω, A) de X
comme étant la dérivée de Radon-Nikodym de sa mesure d’occupation sur A. En d’autres
termes,

µA(B,ω) =

∫
B

α(x, ω,A)dx,

pour tout A ∈ B([0, 1]N) et B ∈ Bd.
Dans ce cas, on dit que X est (LT).

Dans ce qui suit, on se permettra d’omettre ω dans nos écritures pour plus de lisibilité
lorsque cela ne crée pas de confusion.

Comme dans le cas déterministe, on peut obtenir l’existence du temps local via la
transformée de Fourier. Le résultat suivant découle directement du Théorème 1.2.2.

Théorème 1.5.3. Si ∫
Rd

∫
[0,1]N

∫
[0,1]N

E[eiθ·(Xs−Xt)]ds dt dθ <∞,

alors X est (LT) avec son temps local α(·, ω) ∈ L2(Rd) presque sûrement.

24



Démonstration. On a, par le théorème de Fubini,

E
[∫

Rd

∫
[0,1]N

∫
[0,1]N

eiθ·(Xs−Xt)ds dt dθ

]
<∞.

En effet, comme au Théorème 1.2.2, cette dernière expression implique 11∫
Rd

E[|µ̂(θ)|2]dθ < +∞.

Le théorème de Fubini s’applique donc bien et on en tire presque sûrement,∫
Rd

∫
[0,1]N

∫
[0,1]N

eiθ·(Xs−Xt)ds dt dθ <∞.

On conclut alors directement par le Théorème 1.2.2.

Ce théorème admet une réécriture utilisant la densité (si elle existe) de Xt −Xs.

Corollaire 1.5.4. Si pour tous s, t ∈ [0, 1]N ,∫
Rd

|E[eiθ·(Xt−Xs))]|dθ <∞,

alors la densité x 7→ p(x; t, s) de la variable aléatoire Xt −Xs existe et est continue.
En particulier, les hypothèses du théorème précédent sont équivalentes à∫

[0,1]N

∫
[0,1]N

p(0; t, s)ds dt < +∞.

Démonstration. La première assertion découle du théorème d’inversion des fonctions ca-
ractéristiques. En effet, si la fonction caractéristique ϕ d’une variable aléatoire Y est L1,
on peut considérer sa transformée de Fourier

pY : x 7→ 1

(2π)N

∫
Rd

e−ix·θϕ(θ)dθ.

On obtient alors, pour tout θ,

ϕ(θ) =

∫
Rd

eiθ·xpY (x)dx.

On en tire alors, par caractérisation de la loi d’une variable aléatoire par sa fonction
caractéristique, que Y admet pY comme fonction de densité.

La seconde assertion est alors évidente puisque, pour tout s, t,

p(0; t, s) =
1

(2π)N

∫
Rd

e−i0·θ E[eiθ·(Xt−Xs))]dθ.

11. nous avons pû inverser les intégrales sur [0, 1]N avec l’espérance par le théorème de Fubini, puisque
la fonction à intégrer est continue et de module 1, ce dernier théorème s’applique bien.
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Nous pouvons aussi donner l’existence du temps local via une limite. Les résultats qui
suivent sont des analogues au Théorème 1.2.3 dans le cas déterministe.

Théorème 1.5.5. Si

lim inf
ε→0

ε−d

∫
[0,1]N

P(|X(t)−X(s)| ≤ ε) ds < +∞

pour presque tout t, alors X est (LT).

Démonstration. Il suffit de se référer au Théorème 1.2.3 dans lequel on a pris l’espérance
de V et appliqué le lemme de Fatou.

On peut même se contenter d’une condition locale pour obtenir le résultat.

Théorème 1.5.6. Soient Tn ↗ [0, 1]N et Γn ↗ Rd. Si pour tout n ∈ N et presque tout
t ∈ Tn,

lim inf
ε→0

ε−d

∫
Tn

P (|X(t)−X(s)| ≤ ε,X(s) ∈ Γn, X(t) ∈ Γn) ds < +∞,

alors X est (LT).

Enfin, nous pouvons obtenir l’analogue de la condition b) du Théorème 1.2.3.

Théorème 1.5.7. Le processus X est (LT) avec α ∈ L2(λd × P) si et seulement si

lim inf
ε→0

ε−d

∫
[0,1]N

∫
[0,1]N

P(|X(s)−X(t)| ≤ ε) ds dt ≤ +∞.

Les résultats obtenus dans le cas déterministe peuvent se transposer au cas aléatoire.
On a les résultats suivants donnant des conditions pour qu’un processus soit [AC − p].

Théorème 1.5.8. Soit Γn une suite d’ensemble croissante telle que Γn ↗ Rd et pour tout
n, ∫

[0,1]N
sup
ε>0

ε−d P({|Xs −Xt| ≤ ε,Xs ∈ Γn, Xt ∈ Γn}) ds < +∞

pour presque tout t. Alors X est (LT) et pour presque tout x ∈ Rd, α(x, dt) est sans atome
(i.e. X est [AC − 0]).

Démonstration. L’existence de α découle directement du Théorème 1.5.6. Posons cd la
mesure de la boule unité de Rd, on a clairement si B ∈ B([0, 1]N) que , pour presque tout
t,

P(α(X(t), B ∩X−1(Γn)) = lim
ε→0

1

cdεd

∫
B

χΓn(Xs)χ]0,ε[(|X(t)−X(s)|) ds ) = 1.

On obtient alors, par le lemme de Fatou, pour presque tout t ∈ [0, 1]N ,

E[α(X(t), B∩X−1(Γn))χΓn(X(t))] ≤ 1

cd

∫
B

sup
ε>0

ε−d P(|X(s)−X(t)| ≤ ε,X(s) ∈ Γn, X(t) ∈ Γn) ds .
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En particulier, cette dernière égalité est vraie pour presque tout t simultanément pour
tous les intervalles B à bords rationnels. Pour un tel t, on peut alors choisir une suite (Bj)
de tels ensembles telle que Bj ↘ {t}. On obtient alors

E[α(X(t), {t})χΓn(X(t))] = 0.

En faisant tendre Γn vers Rd, on a finalement

P(α(X(t), {t}) = 0) = 1

presque partout, ce qui suffit pour obtenir que α est sans atome presque sûrement presque
partout et on conclut par la Proposition 1.1.9.

Ce théorème admet une extension pour des conditions [AC − p] avec p > 0.

Théorème 1.5.9. Soit p ∈ N tel que 0 < p < N et supposons que∫
[0,1]N−p

sup
ε>0

ε−d P({|X(t1, . . . , tp, s1, . . . , sN−p)−X(t1, . . . , tN)| ≤ ε})λN−d(ds) < +∞

pour presque tout t ∈ [0, 1]N .
Alors X est (LT) et satisfait la condition [AC − p].

Démonstration. Posons t∗ = (t1, . . . , tp) et remarquons que s ∈ [0, 1]N−p 7→ X(t∗, s) est
(LT) et admet comme temps local α(t∗;x,A) ( A ∈ B([0, 1]N−p)). Il est clair que ce
processus est [AC-0] vu la démonstration du théorème précédent.

Considérons alors les boréliens de [0, 1]N de la forme Bp ×BN−p où Bp est un borélien
de B([0, 1]p). On a∫

Bp×BN−p

χΓ(X(t)) dt =

∫
Γ

∫
Bp

α(t∗;x,Bn−p) dt
∗ dx

ce qui prouve que X est (LT) et satisfait la condition [AC-p].

1.5.2 Quelques mots sur les processus Gaussien

Nous nous attaquons maintenant à l’étude du temps local des processus et champs
gaussiens. Pour rappel, un processus est dit gaussien si toutes ses lois fini-dimensionnelles
sont des vecteurs gaussiens. Dans ce cas, le processus est entièrement caractérisé par sa
fonction moyenne µ et son opérateur de covariance K.

Avant d’étudier le temps local de tels processus, nous pouvons déjà donner une condi-
tion suffisante d’existence de ce dernier via le Corollaire 1.5.4.

Proposition 1.5.10. Soit X un champ gaussien. Si∫
[0,1]N

∫
[0,1]N

∆(s, t)−1/2ds dt < +∞

où ∆(s, t) est le déterminant de la matrice de variance-covariance du vecteur aléatoire
Xs −Xt, alors X est (LT).
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On peut utiliser une intégrale du même type afin de prouver un résultat plus important
dans le cas N = d = 1. Le théorème suivant provient de Berman [10].

Théorème 1.5.11. Soit Xt (t ∈ [0, 1]) un processus gaussien réel et soient m ∈ N et
ε ∈ [0, 1[. Posons p = 2m+ ε et supposons que∫

[0,1]

∫
[0,1]

∆(s, t)−(p+1)/2ds dt < +∞, (1.9)

où ∆ a été défini à la Proposition 1.5.10. Alors
• les trajectoires ne satisfont pas de condition de Hölder d’ordre 2/(p + 1) presque

sûrement ;
• Les trajectoires ont une γ-variation infinie pour γ = p+ 1 presque sûrement.

Démonstration. Supposons d’abord sans perte de généralité que le processus est centré.
Vu les Propositions 1.3.13 et 1.3.16 dont on reprend les notations, il suffit d’établir que

lim inf
n

2n∑
k=1

∫
R
|u|2m+ε|µn,k(u)|2du = 0

presque sûrement.
Pour ce faire, posons I = [0, 1] commençons par remarquer que

E
∫
R
|u|p|µ(u)|2du

=

∫
R
|u|p

∫
I

∫
I

E[eiu(X(t)−X(s))] ds dt du

=

∫
R
|u|p

∫
I

∫
I

e−
1
2
u2 E[(X(t)−X(s))2] ds dt du

= C(p)

∫
I

∫
I

E[(X(s)−X(t))2]−(p+1)/2 ds dt

pour tout p ≥ 0 où C(p) est une constante dépendant de p et la dernière égalité est obtenue
via le changement de variable v2 = u2 E[(X(s) − X(t))2]. La dernière intégrale obtenue
étant finie par hypothèse.

Puisque la mesure de In,k vaut 2−n et puisque E[(X(s) − X(t))2] est intégrable, on
obtient

lim
n

2n∑
k=1

∫
In,k

∫
In,k

E[(X(s)−X(t))2]−(p+1)/2 ds dt = 0

ce qui implique directement

lim inf
n

E[
2n∑
k=1

∫
R
|u|2m+ε|µn,k(u)|2du] = 0.

Le lemme de Fatou permet alors de conclure.
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Nous avions montré précédemment que si α est L2, alors, presque sûrement, les trajec-
toires ne satisfont pas de condition de Hölder d’ordre supérieures à N/d presque partout.
Le résultat précédent est donc un raffinement de ce premier résultat dans le cas N = d = 1.
En particulier si m est au moins égal à 1, on a que, presque sûrement, les trajectoires du
processus gaussien ne sont nulle part dérivables.

Pour le résultat suivant, nous nous restreignons à l’étude des processus gaussiens réels
à valeurs réelles (c’est-à-dire N = d = 1). Nous allons donner une réécriture du temps local
d’un processus gaussien sous une forme intégrale faisant penser au théorème de Fourier.
La proposition suivante provient de [12].

Proposition 1.5.12. Si X est un processus gaussien tel que l’intégrale (1.9) existe et est
finie, alors son temps local existe et peut s’écrire sous la forme

α(x, [0, 1]) =
1

2π

∫
R
e−iux

∫ 1

0

eiuXtdt du.

Démonstration. Pour tout n naturel non nul, posons

ψn(x, ω) =
1

2π

∫ n

−n

e−iux

∫ 1

0

eiuX(t,ω) dt du .

Commençons par montrer que sous nos hypothèses, il existe une variable aléatoire ψ(x)
telle que

lim
n→+∞

E[|ψn(x)− ψ(x)|2] = 0

uniformément en x. Si n > m, on a

ψn(x)− ψm(x) =
1

2π

(∫ −m

−n

e−iux

∫ 1

0

eiuX(t) dt du +

∫ n

m

e−iux

∫ 1

0

eiuX(t) dt du

)
et en utilisant l’inégalité |x+ y|2 ≤ 2|x|2 + 2|y|2 (x, y ∈ C), on obtient

E[|ψn(x)− ψm(x)|2] ≤2E

[∣∣∣∣ 12π
∫ −m

−n

e−iux

∫ 1

0

eiuX(t) dt du

∣∣∣∣2
]

+ 2E

[∣∣∣∣ 12π
∫ n

m

e−iux

∫ 1

0

eiuX(t) dt du

∣∣∣∣2
]
.

Le premier terme est majoré par

2

(2π)2

∫ −m

−n

∫ −m

−n

∫ 1

0

∫ 1

0

|E[eiuX(s)−ivX(t)]| ds dt du dv

qui converge uniformément vers 0 si n,m → +∞ par intégrabilité (vu l’hypothèse). En
procédant de manière analogue avec le second terme, on obtient que (ψn)n forme une suite
uniformément de Cauchy, ce qui suffit.

Il nous faut maintenant établir que la fonction ψ correspond bien au temps local
α(·, [0, 1]). Pour ce faire, nous allons montrer que ψ est intégrable sur tous les intervalles
bornés de R et que ∫ b

a

ψ(x)dx = µ[0,1]([a, b])
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où µ est la mesure d’occupation de X. Puisque ψn est continu, l’intégrale∫ b

a

ψn(x)dx

est bien définie (a ≤ b) et puisque µ est sans atome, la formule d’inversion des fonctions
caractéristiques donne directement

lim
n→∞

∫ b

a

ψn(x)dx = µ[0,1]([a, b]).

Il nous reste donc à montrer que la limite peut "rentrer" dans l’intégrale. Puisque ψn

est à la fois continu et borné (par n/π), on obtient, par le théorème de la convergence mo-
notone, que x 7→ E[|ψn(x)|2] est continu. On en déduit que x 7→ E[|ψ(x)|2] est aussi continu
(par convergence uniforme). On obtient donc l’intégrabilité de cette dernière expression
sur tous les intervalles bornés et le théorème de Tonelli-Fubini implique alors que ψ est de
carré intégrable presque sûrement et donc absolument intégrable sur tous les intervalles
bornés de R presque sûrement. Il nous reste alors à montrer que cette intégrale vaut bien
la mesure d’occupation de l’intervalle sur lequel on intègre. On a

∣∣∣∣µ[0,1]([a, b])−
∫ b

a

ψ(x)dx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣µ[0,1]([a, b])−

∫ b

a

ψn(x)dx

∣∣∣∣+ ∫ b

a

|ψ(x)− ψn(x)|dx.

Vu ce qui précède, on sait déjà que le premier terme converge vers 0 si n tend vers l’infini.
Pour le second terme, on tire de l’inégalité de Cauchy-Schwarz que son espérance est
majorée par la racine carrée de

|b− a|
∫ b

a

E[|ψ(x)− ψn(x)|2]dx

qui converge vers 0 si n tend vers l’infini. Ainsi, par le théorème de Fubini, on en tire que∫ b

a

ψ(x)dx = µ[0,1]([a, b])

pour presque tous a, b ∈ R presque sûrement. On étend le résultat à tous a, b ∈ R presque
sûrement par (absolue) intégrabilité de ψ et absolue continuité de µ.
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Chapitre 2

Non-déterminisme local

Dans ce chapitre, nous présentons la notion de non-déterminisme local et mettons en
évidence la puissance de cette propriété associée au temps local. Nous commençons ce
chapitre en remontant à la genèse de ce concept dû à Berman [11] dans le cadre de proces-
sus gaussien réels à valeurs réelles. Nous étendons ensuite pas à pas la définition pour des
processus de dimensions arbitraires (qui devient bien moins intuitive). Une fois le concept
posé, nous nous attaquons à la reproduction des résultats de Pitt [47] qui montre notam-
ment la bicontinuité du temps local dans ce cas et des conditions de régularités de Hölder
précises. Ensuite, nous donnons un exemple de processus localement non-déterministe et
montrons en particulier que le mouvement Brownien fractionnaire l’est.

Nous développons ensuite les résultats de Xiao [60] dans le cadre de processus fortement
localement non-déterministes. Plus précisément, nous présentons la loi du logarithme itéré
(qui raffine la régularité de Hölder) et étudions les ensembles de niveau en déterminant
leur fonction de dimension (de Hausdorff).

2.1 Introduction
Nous nous attaquons maintenant au concept de non-déterminisme local (LND). Ce

concept introduit par Berman en 1973 [11] pour généraliser ses précédents papiers sur le
temps local de processus gaussiens joue maintenant un rôle central dans l’étude du temps
local. Nous introduisons d’abord le non-déterminisme en suivant les pas de Berman.

Considérons X(t), t ∈ R un processus gaussien (réel) centré. On sait que la meilleure
manière d’estimer la future valeur X(t+ h) pour h > 0 sachant X(s), s ≤ t est donné par
l’espérance conditionnelle E[X(t+ h)|X(s), s ≤ t]. L’erreur de prédiction est alors donnée
par la variance conditionnelle V[X(t+ h)|X(s), s ≤ t] et le processus est non-déterministe
si cette dernière quantité est strictement positive pour h > 0.

Soit alors J ⊂ R un intervalle ouvert. Supposons qu’il existe d > 0 tel que
(1) V[X(t)−X(s)] > 0 si t, s ∈ J et 0 < |t− s| ≤ d ;
(2) V[X(t)] > 0 pour tout t ∈ J .

Considérons alors m ≥ 2 points arbitraires t1, . . . , tm ∈ J tels que

t1 < · · · < tm.

Comme précédemment, on peut estimer la valeur deX(tm) via E[X(tm)|X(t1), . . . , X(tm−1)]
et l’erreur de prédiction est toujours donnée par la variance conditionnelle
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V[X(tm)|X(t1), . . . , X(tm−1)]. Cette dernière quantité est bien sûr égale à

V[X(tm)−X(tm−1)|X(t1), . . . , X(tm−1)].

On aimerait mesurer l’impact du conditionnement sur la variabilité de X(tm)−X(tm−1).
Pour ce faire, définissons l’erreur de prédiction relative

Vm =
V[X(tm)−X(tm−1)|X(t1), . . . , X(tm−1)]

V[X(tm)−X(tm−1)]
.

Il est clair que 0 ≤ Vm ≤ 1. De plus, si Vm = 1 alors l’incrément est complètement
imprévisible puisque l’ajout de l’informationX(t1), . . . , X(tm−1) n’impacte pas la variance.
Au contraire, si Vm = 0 alors l’incrément est complètement prévisible. On en tire la
définition suivante

Définition 2.1.1. Soit X un processus gaussien centré et réel et soit J ⊂ R un intervalle.
Supposons que X satisfait les conditions (1) et (2). Le processus X est localement non-
déterministe (LND) sur J si

lim
ε→0

inf
tm−t1≤ε

Vm > 0

pour tout entier m ≥ 2 et tous t1, . . . , tm ∈ J tels que t1 < · · · < tm.

Remarque 2.1.2. Il est clair que Vm ne peut que décroitre si on augmente le nombre de
variables dans le conditionnement. Dès lors, une condition suffisante pour être (LND) est
donnée par

lim
ε→0

inf
t−u≤ε

V[X(t)−X(s)|X(v), u ≤ v ≤ s]

V[X(t)−X(s)]
> 0 (2.1)

pour u, s, t ∈ J tels que u < s < t.
Il n’est par contre pas clair de savoir si cette condition est aussi nécessaire pour être

(LND). Dans son papier [11], Berman écrit 1 "nous n’avons pas été capables de déterminer
si cette condition est nécessaire ou non pour le non-déterminisme local".

Il existe de nombreuses conditions pour qu’un processus gaussien réel soit (LND), nous
référons à [11] pour une étude plus approfondie. Nous nous attaquons maintenant à une
généralisation du non-déterminisme local aux processus gaussiens à plusieurs dimensions.
Cette généralisation est due à Pitt [47] et est aussi abordée dans [26] et [2].

Nous commençons par donner la version de Ayache [2] dont la formulation se rapproche
de celle de Berman.

Définition 2.1.3. Soit X(t), t ∈ I ⊂ Rn, un processus gaussien centré à valeurs réelles.
On dit que X est localement non déterministe (LND) sur l’intervalle compact I si

inf
t∈I

V(X(t)) > 0

et s’il existe δ > 0 tel que
1. V(X(t1)−X(t2)) ̸= 0 pour tout t1, t2 ∈ I tels que |t1 − t2| ≤ δ ;

1. Nous avons pris le soin de traduire cette citation de l’anglais.
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2. pour tout n ≥ 2 naturel, il existe c ∈]0, 1[ tel que

V[X(tn)|X(t1), . . . , X(tn−1)] ≥ cV[X(tn)−X(tn−1)] (2.2)

pour tous t1, . . . , tn ∈ I tels que

|tj+1 − tj| ≤ |tj+1 − ti| ≤ δ

pour 1 ≤ i ≤ j < n.
Si de plus la constante c peut être choisie indépendamment de n alors le processus est

dit fortement localement non-déterministe.

Remarque 2.1.4. A ce stade, il est naturel de se demander s’il existe des processus
LND. Nous montrerons que le mouvement brownien fractionnaire est fortement LND. Des
exemples de processus qui ne sont pas localement non-déterministes sont donnés par Xiao
dans [60].

Le lemme suivant est dû à Ayache [2] et nous sera particulièrement utile puisqu’il lie
la matrice de variance-covariance à la variance conditionnelle qui interviennent dans la
définition du non-déterminisme local.

Lemme 2.1.5. Soit un naturel p ≥ 2 et Z = (Z1, . . . , Zp) un vecteur gaussien centré. On
a

det(V(Z)) = V(Z1)

p∏
n=2

V (Zn|Z1, . . . , Zn − 1)

Démonstration. Posons Z̃ = (Z1, . . . , Zp−1) et considérons le vecteur colonne (détermi-
niste) R de taille p− 1 telle que

E[Zp|Z̃] = RZ̃.

Posons alors
Q =

(
Ip−1 0
−R 1

)
.

Si ∗ dénote la transposée, on a

V(QZ) = E[QZ(QZ)∗] = QE[ZZ∗]Q∗ = QV[Z]Q∗.

En remarquant que Z̃ et Zp − E[Zp|Z̃] sont indépendants, on obtient aussi

QZ = (Z̃, Zp − E[Zp|Z̃])

et donc

V(QZ) =
(
V(Z̃) 0

0 V(Zp|Z̃)

)
.

Ainsi, en remarquant que detQ = 1, on obtient

det(V(Z)) = det(V(QZ)) = V(Zp|Z1, . . . , Zp−1) det(V(Z̃)).

Une simple récurrence permet alors de conclure.
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2.2 Continuité et conditions de Hölder du temps local
de processus LND

Nous nous attaquons maintenant à la reproduction des principaux résultats de Pitt[47].
Pour commencer, nous donnons une formulation équivalente (et s’étendant aux processus
à valeurs dans Rd) du non-déterminisme local qui met davantage en évidence l’idée d’ac-
croissements orthogonaux cachée derrière ce concept.

Nous aurons besoin de la notation suivante. Pour t1, . . . , tk ∈ Rn, notons

σ2
j = V(X(tj)−X(tj−1)), j = 2, . . . , k

σ2
1 = V(X(t1)).

De plus, on notera σj la matrice qui multipliée à sa transposée rend σ2
j .

Définition 2.2.1. Soit X : Rn → Rd un processus gaussien centré. On dit que X est
localement non-déterministe (LND) sur I ⊂ Rn s’il existe une partition (finie) (Ii)

N
i=1

mesurable de I telle que pour tout k ≥ 2 naturel et tout β ∈ {1, . . . , N}, on a

V

[
k∑

j=2

⟨uj, σ−1
j (X(tj)−X(tj−1))⟩+ ⟨u1, σ−1

j X(t1)⟩

]
≥ c

k∑
j=1

|uj|2 (2.3)

pour une constante c > 0 et pour u1, . . . , uk ∈ Rd arbitraires et t1 . . . tk ∈ Iβ arbitraires
tels que

|tj+1 − tj| ≤ |tj+1 − ti|
pour 1 ≤ i ≤ j < k.

Proposition 2.2.2. Soit X : Rn → R un processus gaussien centré. Alors X est (LND)
au sens de la Définition 2.2.1 si et seulement si X est (LND) au sens de la Définition
2.1.3.

Pour aborder cette preuve, nous aurons besoin d’utiliser les propriétés du condition-
nement gaussien. Le lecteur n’étant pas familier avec ces notions est invité à consulter le
chapitre de [20] y attenant.

Démonstration. Commençons par remarquer que (2.3) se récrit dans ce cas

V

[
k∑

j=2

ujσ
−1
j (X(tj)−X(tj−1)) + u1σ

−1
j X(t1)

]
≥ c

k∑
j=1

|uj|2

De plus, quitte à effectuer des mises en évidence et à renormaliser, on peut supposer que
uk = σk et

∑k−1
j=1 |uj|2 = 1. Cela permet de simplifier encore l’expression (2.3) pour obtenir

V

[
(Xtk −Xtk−1

) +
k−1∑
j=2

ujσ
−1
j (X(tj)−X(tj−1)) + u1σ

−1
j X(t1)

]
≥ c(1 + σ2

k). (2.4)

On a

V[X(tk)|X(t1), . . . , X(tk−1)] = V[X(tk)−X(tk−1)|X(t1), X(t2)−X(t1), . . . , X(tk−2)−X(tk−1)].
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Puisqu’on travaille avec des variables aléatoires gaussiennes, on sait qu’il existe
a1, . . . , ak−1 ∈ R tels que

E[X(tk)−X(tk−1)|X(t1), X(t2)−X(t1), . . . , X(tk−2)−X(tk−1)] =
k−1∑
j=2

aj(X(tj)−X(tj−1))+a1X(t1).

On sait aussi que l’espérance conditionnelle, dans ce cas, correspond à la projection sur le
sous-espace V de L2(Ω) formé par les variables aléatoires par lesquels on conditionne. En
particulier,

X(tk)−X(tk−1)− E[X(tk)−X(tk−1)|X(t1), X(t2)−X(t1), . . . , X(tk−2)−X(tk−1)]

correspond à la projection sur l’orthogonal de V dans L2(Ω). Dès lors, on a

V[X(tk)−X(tk−1)|X(t1), X(t2)−X(t1), . . . , X(tk−2)−X(tk−1)]

= V[X(tk)−X(tk−1)−
k−1∑
j=2

aj(X(tj)−X(tj−1))− a1X(t1)]

De là, si X satisfait les conditions de la Définition 2.1.3, cette dernière expression est
minorée par cσ2

k où c est une constante positive, ce qui permet d’obtenir (2.4) et donc (2.3).
De manière similaire, il est clair que (2.3) implique (2.2), ce qui permet de conclure.

Notre objectif est de montrer qu’un processus gaussien LND admet un temps local
continu. Pour se faire, nous allons poser deux conditions plus générales puis montrer que,
sous ces conditions, nous avons bien les résultats recherchés. Nous montrerons ensuite que
tout processus gaussien LND satisfait les conditions posées. Dans la suite, on supposera
toujours avoir un processus X : Rn → Rd. Posons quelques notations qui nous serons
utiles. Pour t = (t1, . . . , tk) ∈ Rnk et un ensemble borélien B ⊂ Rdk, posons

Pk(t;B) = P({(X(t1), . . . , X(tk)) ∈ B}). (2.5)

Il est clair que Pk est mesurable en t. Pour I ⊂ Rn un ensemble borélien et borné, définis-
sons Vk(I, B) = Vk(B) par

Vk(I, B) =

∫
Ik
Pk(t, B) dt . (2.6)

De plus, nous supposerons toujours que pour t1, . . . , tk ∈ I distincts, la mesure Pk(t, ·) est
absolument continue. Nous noterons alors sa densité pk(t, ·). On en tire alors que Vk(I, ·)
est absolument continu et admet comme densité

vk : x 7→
∫
Ik
pk(t, x) dt .

Remarquons déjà que Vk(I, ·) est lié à l’espérance de la mesure d’occupation.

Proposition 2.2.3. Pour tout B ∈ B(Rd), on a

E[(µI(B))k] = Vk(I, B
k).
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Démonstration. On a

E[(µI(B))k] = E

[
k∏

j=1

∫
I

χB(X(tj))dtj

]

=

∫
Ik
E

[
k∏

j=1

χB(X(tj))

]
dt

=

∫
Ik
Pk(t;B

k)dt.

Dans toute la suite de cette section, nous considérons un ouvert U ⊂ Rd. Les conditions
suivantes nous permettrons d’assurer l’existence et la continuité du temps local sur U .

Définition 2.2.4. Le processus X satisfait la condition Ak sur I pour k ∈ N0 s’il existe
une fonction mesurable ℓk ≥ 0 définie sur Ik et telle que∫

Ik
ℓk(t) dt < +∞

et telle que pour t1, . . . tk ∈ I distincts et t = (t1, . . . , tk),

pk(t, x) ≤ ℓk(t)

pour presque tout x ∈ Uk.

Pour aborder la définition suivante, nous aurons besoin de la notation suivante. Soit
x, y ∈ Rd, on pose

θjf(x) = f(x1, . . . , xj−1, x, xj+1, . . . , xk)− f(x1, . . . , xj−1, y, xj+1, . . . , xk)

et on définit θj1,...,jl de manière analogue en remplaçant les composantes j1, . . . , jl par x et
y dans le premier et second terme de la différence respectivement.

Définition 2.2.5. Le processus X satisfait la condition Bk si pour t1, . . . , tk ∈ I distincts,
la densité pk(t, x) est continue en x ∈ Uk et satisfait une inégalité de la forme

|θ{1,...,k}pk(t, x)| ≤ mk(t)|x− y|d+β

où β > 0 et mk est une fonction positive et intégrable sur Ik.

Ces notations étant posées, nous avons le théorème suivant traitant de l’existence et
des moment d’ordre k du temps local.

Théorème 2.2.6. Supposons que la condition Ak est satisfaite pour un k > 1. Alors le
temps local α(·, J) existe pour tout J ⊂ I mesurable. De plus, on peut choisir une version
du temps local qui est mesurable en (ω, x) et telle que

E
∫
K

|α(x, J)|k dx < +∞

pour tout compact K ⊂ U .
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Démonstration. L’idée de la preuve est de construire une suite αn(·, J) = αn(·) telle que
αn(·) → α(·, J) presque partout presque sûrement dans Lk(K) pour tout compact K ⊂ U .
Pour ce faire, définissons les σ-algèbres Bn sur Rd définies par les partitions de Rd via les
cubes dyadiques Q =]j/2n, (j + 1)/2n] où j = (j1, . . . , jd) est un multi-indice (j1, . . . , jd ∈
Z) et 1 = (1, . . . , 1). Définissons alors

αn(x) = 2ndµJ(Q), x ∈ Q ∈ Bn .

Il est alors clair que (αn,Bn)n forme une martingale (dans L1(Rd), ω ∈ Ω fixé) puisque,
pour tout B ∈ Bn, ∫

B

αn+1(x)dx =

∫
B

αn(x)dx.

De plus, on a ∫
Rd

αn(x)dx = µI(Rd).

Par la théorie des martingales (voir par exemple [20]), si K ⊂ U est un compact
appartenant à Bm alors αn convergera dans Lk(K) si et seulement si

sup
n

∫
K

|αn(x)|k dx < +∞.

Or, si n ≥ m alors
∫
K
|αn(x)|k dx est croissant et il suffit donc de vérifier que

lim
n→+∞

E
∫
K

|αn(x)|k dx = lim
n→+∞

∫
K

E[|αn(x)|k] dx < +∞.

Or, on a
E[αn(x)

k] = 2ndkVk(J,Q
k
n)

où Qn est le plus petit cube dyadique dans Bn contenant x. En utilisant la condition Ak,
on obtient alors

E[αn(x)
k] =

∫
Jk

∫
Qk

n

2ndkp(t, x) dx dt

≤
∫
Jk

ℓk(t) dt < +∞.

Puisque K est de mesure finie, on obtient la conclusion. Il suffit alors de poser
α(x, J) = lim infn αn(x) et il est clair sous ces conditions que α est mesurable en (ω, x).

La proposition suivante a pour but d’étudier plus en profondeur la limite des αn.

Proposition 2.2.7. Si la condition Ak est satisfaite pour un naturel pair non-nul k et
si pk(t, x) est continu en x pour t1, . . . , tk ∈ I distincts, alors pour tout x ∈ U et tout
ensemble borélien J ⊂ I,

lim
n→+∞

αn(·) = α(·, J)

existe dans Lk(Ω).
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Démonstration. En reprenant les notations de la preuve du théorème précédent, soit Qn(x)
le plus petit cube de Bn contenant x et posons χn,x la fonction caractéristique de Qn(x).
On a, vu la définition de αn, pour tous x, y ∈ Rd et tous n,m ∈ N,

E[(αn(x)− αm(y))
k] =

∫
U

k∏
j=1

(2ndχn,x(xj)− 2mdχm,y(xj))Vk(J, dx). (2.7)

On aimerait passer à la limite pour n,m→ ∞ dans l’expression précédente. Pour ce faire,
montrons que vk(J, x) =

∫
Jk pk(t, x) dt est continu. On a

|vk(J, x)− vk(J, y)| ≤
∫
Jk

|pk(t, x)− pk(t, y)| dt→ 0

lorsque x→ y car pk est continu en x et le théorème de la convergence dominée s’applique
puisque

|pk(t, x)− pk(t, y)| ≤ 2ℓk(t)

par la condition Ak. On peut alors passer à la limite dans l’équation (2.7), on a

lim
n,m→+∞

E[(αn(x)− αm(y))
k] = θ1,...,kvk(J, x).

Il suffit alors de prendre x = y pour constater que αn(x) converge dans Lk(Ω) lorsque
n→ +∞.

Pour la suite, nous aurons besoin du lemme de Garsia [23] que nous introduisons
maintenant.

Lemme 2.2.8. Soit un cube T ⊂ Rd et soient ρ et ψ deux fonctions positives et croissantes
sur [0,+∞[ telles que

lim
u→0

ρ(u) = 0 et lim
u→+∞

ψ(u) = +∞.

Si de plus, ψ est convexe, f : T → R est mesurable et il existe une constante C > 0 telle
que

C(T, f) =

∫
T

∫
T

ψ

(
|f(x)− f(y)|
ρ(|x− y|/

√
d)

)
dx dy ≤ C,

alors, quitte à modifier f sur un ensemble au plus négligeable, on a

|f(x)− f(y)| ≤ 8

∫ |x−y|

0

ψ−1

(
C

u2d

)
ρ(du), x, y ∈ T.

Nous pouvons alors obtenir le théorème suivant donnant une condition de Hölder sur
le temps local.

Théorème 2.2.9. Si k ≥ 2 est pair et si les conditions Ak et Bk sont satisfaites alors
pour tout J ⊂ I mesurable, x 7→ α(x, J) est presque sûrement continu et satisfait une
condition de Hölder locale

|α(x, J)− α(y, J)| ≤ C|x− y|δ

pour tout δ < β/k, où C est une constante strictement positive et β est défini par la
condition Bk.
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Démonstration. L’idée de la preuve est d’utiliser une version généralisée du théorème de
Kolmogorov-Centsov. Nous cherchons donc à montrer une inégalité de la forme

E[(α(x, J)− α(y, J))k] ≤ C|x− y|d+β

pour x, y ∈ U et où C ne dépend que de k et J .
Des preuves de la proposition 2.2.7 et du théorème 2.2.6, on sait que la continuité de

pk(t, x) avec la condition Ak implique la continuité de vk(J, x) et qu’une version du temps
local sur U existe et satisfait

E[(α(x, J)− α(y, J))k] = θ1,...,kvk(J, x).

Or, par la condition Bk, on a

θ1,...,kvk(J, x)| =
∣∣∣∣∫

Jk

θ1,...,kpk(t, x) dt

∣∣∣∣
≤
∫
Jk

mk(t) dt |x− y|d+β. (2.8)

Dans le cas où d = 1, le théorème de continuité de Kolmogorov permet de conclure. Si
d > 1, posons Mk(J) l’expression intégrale (2.8). La conclusion découle alors du lemme de
Garsia. En effet, en reprenant les notations de ce lemme, posons ψ(u) = uk et ρ(u) = uγ

pour γ = (2d)/k + δ avec 0 < δ < C/k. On a alors pour tout cube T ⊂ U

E[C(T, α(·, J))] = E
[∫

T

∫
T

ψ

(
|α(x, J)− α(y, J)|
ρ(|x− y|/

√
d)

)
dx dy

]
≤Mk(J)De(T )

d+β−kδ < +∞

où D > 0 est une constante ne dépendant que de d, k et β et où e(T ) est la longueur des
bords de T .

On tire alors du lemme de Garsia que, presque sûrement,

|α(x)− α(y)| ≤ C ′C(T, α)1/k|x− y|δ.

Puisque ce raisonnement est valide pour tout cube T ⊂ U et que U est ouvert, la conclusion
découle.

On peut de plus montrer le théorème suivant

Théorème 2.2.10. Dans les mêmes conditions que le théorème précédent, (x, t) ∈ U ×
RN 7→ α(x, [0, t]) est presque sûrement continu.

Nous nous contentons de donner une idée de la preuve. Sans perte de généralité, on
peut supposer I ⊂ [0, 1]N . L’idée est de poser pour tout nombre rationnel s

αj(x, s) = α(x, I ∩ {t : tj ≤ s}), j = 1, . . . , N

puis de montrer que pour tout cube fermé T ⊂ Uet tout j, s 7→ αj(·, s) défini une
application continue entre les rationnels de [0, 1] et l’ensemble des fonctions continues
sur [0, 1] muni de sa norme usuelle. Cette continuité se prouve essentiellement via une
application du lemme de Garsia. Pour les détails, nous renvoyons vers [47].

Nous nous attaquons maintenant à montrer que les résultats précédents s’appliquent
dans le cas d’un processus LND.
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Théorème 2.2.11. Soit X : RN → Rd un processus gaussien centré et pour tout k ≥ 2 et
tout t ∈ RNk, soit Dk(t) le déterminant de la matrice de variance-covariance du vecteur
aléatoire de Rdk (X(t1), . . . , X(tk)). Si pour un k ≥ 2,∫

Ik

1√
Dk(t)

dt < +∞,

alors le temps local existe sur Rd pour tout J ⊂ I mesurable et

E
[∫

K

αk(x) dx

]
< +∞

pour tout compact K ⊂ Rd.

Démonstration. Notons Σk(t) la matrice de variance-covariance de (X(t1), . . . , X(tk)), ce
vecteur admet la densité

pk(t, x) = (2π)−kd/2|Dk(t)|−1/2 exp

(
−1

2
⟨x,Σ−1

k (t)x⟩
)
, x ∈ Rdk .

Il est clair que le maximum de pk(t, ·) est atteint en x = 0 et que la condition Ak est alors
satisfaite avec U = Rd si et seulement si∫

Ik

1√
Dk(t)

dt < +∞.

On en tire alors directement la conclusion en appliquant le Théorème 2.2.6.

Remarque 2.2.12. Le cas k = 2 du théorème précédent est particulièrement important en
théorie du potentiel qui étudie notamment les fonctions harmoniques à travers le Laplacien.
Pour plus de détails, nous renvoyons à [47].

La proposition suivante donne une condition nécessaire simple pour obtenir la condition
Bk dans le cas gaussien.

Proposition 2.2.13. Soit X : RN → Rd un processus gaussien. Si k ≥ 2 est pair et si
1 > γ > d/k, posons

mk(t) =

∫
Rdk

k∏
j=1

|uj|γ exp

(
−1

2
V

[
k∑

j=1

⟨uj, X(tj)⟩

])
du .

Si mk(t) est intégrable sur Ik alors la condition Bk est satisfaite pour U = Rd et β = kγ−d.

Démonstration. Commençons par remarquer que la transformée de Fourier de pk(t, x) est
donnée par

p̂k(t, u) = exp

(
−1

2
V

[
k∑

j=1

⟨uj, X(tj)⟩

])
.
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Par le théorème de Fourier, on obtient alors pour tout γ ∈]0, 1[

θ1,...,kpk(t, x) = (2π)−
kd
2

∫
Rdk

k∏
j=1

[e−iuj ·x − e−iuj ·y]p̂k(t, u) du

≤ C

∫
Rdk

k∏
j=1

|e−iuj ·(x−y) − 1|p̂k(t, u) du

≤ C ′
∫
Rdk

k∏
j=1

|uj|γ p̂k(t, u du) |x− y|kγ

où C et C ′ sont des constantes strictement positives. La dernière inégalité étant obtenue
en remarquant que |eiz − 1| ≤ Kγ|z|γ pour tout z ∈ C où K >γ 0 est une constante bien
choisie (dépendant de γ).

Nous en arrivons au résultat principal de [47] donnant une condition de Hölder sur le
temps local d’un processus gaussien LND.

Théorème 2.2.14. Soit X : RN → Rd un processus gaussien LND sur I ⊂ RN . Supposons
qu’il existe δ ∈]0, 2[ tel que ∫

I

1√
|V(X(t))|1+δ

dt < +∞

et
sup
s∈I

∫
I

1√
|V(X(t)−X(s))|1+δ

dt < +∞

où |.| dénote le déterminant. Alors, pour tout J ⊂ I, le temps local α(·, J) existe et est
continu sur Rd mesurable et satisfait une condition de Hölder locale : pour tout x, y ∈ Rd,

|α(x, J)− α(y, J)| ≤ C|x− y|δ′ , pour tout δ′ < δ/2.

Démonstration. Sans perte de généralité (puisqu’on regarde une condition locale), on peut
supposer que l’inégalité (2.3) est satisfaite pour des points t1, . . . , tk ∈ I tels que

|tj+1 − tj| ≤ |tj+1 − ti|, 1 ≤ i ≤ j < k.

En reprenant les notations de (2.3), posons uk = vk et vj = uj+vj+1 pour j ∈ {1, 2, . . . , k−
1}, on a alors

k∑
j=1

⟨ui, X(tj)⟩ = ⟨v1, X(t1)⟩+
k∑

j=2

⟨vj, X(tj)−X(tj−1)⟩.

On tire alors de la définition du non-déterminisme local que

V

[
k∑

j=1

⟨uj, X(tj)⟩

]
≥ c

k∑
j=1

|σjvj|2

où σ2
j = V(X(tj)−X(tj−1)) si j ∈ {2, . . . , k} et σ2

1 = V(X(t1)).
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De plus, en utilisant le fait que |x− y|γ ≤ |x|γ + |y|γ pour 0 < γ < 1, on peut majorer∏k
j=1 |uj|γ par une somme de termes de la forme

∏k
j=1 |vj|φjγ où φj peut prendre les valeurs

0, 1 ou 2. En considérant la fonction mk de la proposition précédente, on obtient

mk(t) ≤ c′
∫
Rdk

k∏
j=1

|σ−1
j wj|φjγ exp

(
− c
2
∥w∥2

) k∏
j=1

|σj|−1 dw

où on a posé wj = σjvj et où |σj| dénote le déterminant de σj. Remarquons alors que
(s, t) → V(X(t) − X(s)) est continu sur le compact I2 et est donc borné. On en tire en
particulier que |σ−1

j wj| ≤ c”|wj||σ−1
j | sur I2. On en tire alors

mk(t) ≤ c3

k∏
j=1

|σ−1
j |1+2γ

∫
Rdk

k∏
j=1

|wj|φjγ exp
(
− c
2
∥w∥2

)
dw .

En remarquant que l’intégrale précédente est finie, on obtient alors, pour tout t ∈ Ik,

mk(t) ≤ c4

k∏
j=1

|σ−1
j |1+2γ.

En posant γ = δ/2 et en utilisant la finitude des intégrales de l’énoncé, on obtient∫
Ik
mk(t) dt ≤ c6

∫
Ik

1√
V(X(t1))

∏k
j=2V(X(tj)−X(tj−1))

1+δ
dt < +∞.

On en tire que la condition Ak est satisfaite. De plus, pour k > d/γ, la proposition
précédente permet d’affirmer que la condition Bk est satisfaite pour β = kγ − d. Il suffit
alors de faire tendre k vers +∞ et d’utiliser le Théorème 2.2.9 pour obtenir la conclusion.

2.3 Exemple de processus LND
Nous nous attelons maintenant à donner un exemple de processus LND.
Considérons un processus gaussien centré et continu X : RN → R d’opérateur de

covariance
ρ(t, s) = E[X(t)X(s)] =

c

2
(|s|α + |t|α − |t− s|α) (2.9)

où c > 0 et α ∈]0, 2[. En particulier, si on pose α = 2H, N = 1 et c = 1 alors X est un
mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H.

Commençons par le lemme suivant traitant de la variance conditionnelle du processus.

Lemme 2.3.1. Il existe une constante strictement positive C ne dépendant que de N,α
et c telle que pour tout t ∈ RN et tout r ≤ |t| strictement positif, on a

V[X(t)|X(s) : |t− s| ≥ r] = Crα.
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Démonstration. Le cas t = 0 est évident. Si t ̸= 0 et r ≤ |t| est fixé, posons h = (r/|t|)t.
On a

V[X(t)|X(s) : |t− s| ≥ r] = V[X(t)−X(t− h)|X(s)−X(σ) : |s− t| ≥ r, |σ − t| ≥ r].

Puisque X est à accroissements stationnaires, cette dernière expression est encore égale
à

V[X(h)−X(0)|X(s) : |s− h| ≥ r = |h|]. (2.10)

Posons alors Y (t) = |h|α/2X(|h|−1t). Alors, Y possède la même fonction de variance-
covariance que X et on peut montrer que

ρ(t, s) = c1

∫
RN

(eit·λ − 1)(e−is·λ − 1)

|λ|N+α
dλ .

L’expression (2.10) est alors égale à

V[Y (h)|Y (s) : |s− h| ≥ r = |h|] = |h|α V[X(|h|−1h)|X(s) : |s− |h|−1h| ≥ 1] = C|h|α

pour une constante C ≥ 0, puisque pour tout s fixé et pour tous u1, u2 tels que |u1| = |u2|,
ρ(s, u1) = ρ(s, u2) . Montrons que C > 0. Sinon C = 0 et pour tout h ∈ RN , il existe une
suite de variables aléatoires Yn de la forme

∑
j aj(n)X(tj) avec |tj − h| ≥ |h| telle que

E[|X(h)− Yn|2] → 0.

Cependant, vu la forme intégrale de ρ, cela implique que fn(λ) :=
∑

j aj(n)(e
itj ·λ − 1)

converge vers (eih·λ−1) dans L2(RN ,
dλ

|λN+α|
). Soit une fonction à décroissance rapide non-

nulle ϕ dont la transformée de Fourier est à support dans {t : |t| < 1
3
|h|}. On a alors que

(fn(λ)+1)ϕ(λ) converge vers eih·λϕ(λ) dans L2(Rn, dλ) puisque ϕ est à décroissance rapide.
En particulier, la transformée de Fourier de (fn(λ) + 1)ϕ(λ) converge vers la transformée
de Fourier de eih·λϕ(λ). On a

F (fn(.) + 1)ϕ(.)(t) =
∑
j

aj(n)(ϕ̂(tj + t) + ϕ̂(t)).

Son support est inclus dans {t : |t+ h| > 2
3
|h|}. En effet, on a par exemple

|tj − h+ h+ t| < 1

3
|h|

vu le support de ϕ̂, en appliquant l’inégalité triangulaire inversée et en se rappelant que
|tj −h| ≥ |h|, on obtient |t+h| > 2

3
|h|. On procède de la même manière pour montrer que

|t| < 1
3
|h| implique |t+ h| > 2

3
|h|.

Cela étant, on a aussi
F(eih·tϕ(t)) = ϕ̂(t+ h)

qui est à support dans {t : |t+ h| < 1
3
|h|}.

En particulier les supports des deux transformées de Fourier sont disjoints, ce qui est
absurde vu la convergence dans L2(RN). On en tire alors que C > 0.
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Nous pouvons alors montrer que X est LND.

Proposition 2.3.2. Pour tout ε > 0, X est localement non-déterministe sur

I = {t ∈ RN : ε ≤ |t| ≤ ε−1}.

Démonstration. Procédons par l’absurde. Si X n’est pas LND alors il existe un naturel
k ≥ 2, des réels non tous nuls u1, . . . , uk et une suite {t(n)1 , . . . , t

(n)
k }n telle que t(n)j ∈ I et

|t(n)j+1 − t
(n)
j | ≤ |t(n)j+1 − t

(n)
i | pour 1 ≤ i ≤ j < k et

V

[
k∑

j=1

uj
X(t

(n)
j )−X(t

(n)
j−1)

|t(n)j − t
(n)
j−1|α/2

]

converge vers 0 si n → ∞, où on a posé t(n)0 = 0. De plus, supposons que k est minimal.
En particulier, uk ̸= 0. On a

V

[
k∑

j=1

uj
X(t

(n)
j )−X(t

(n)
j−1)

|t(n)j − t
(n)
j−1|α/2

]

≥ u2k

|t(n)k − t
(n)
k−1|α

V[X(t
(n)
k )|X(s) : |t(n)k − s| ≥ min{|t(n)k |, |t(n)k − t

(n)
k−1|}]

≥ u2k

|t(n)k − t
(n)
k−1|α

Cmin{|t(n)k |, |t(n)k − t
(n)
k−1|}

α.

Puisque uk ̸= 0 et |t(n)k | ≥ ε, cette dernière expression est minoré par une constante
strictement positive, ce qui est absurde. On en tire alors que X est LND.

Remarque 2.3.3. Dans le théorème précédent, il est nécessaire de prendre un ensemble
I qui ne contient pas 0. Cette condition peut être omise si l’on modifie légèrement la
Définition 2.2.1 du non-déterminisme local pour imposer la condition supplémentaire |tk| ≥
|tj| si 1 ≤ j ≤ k. Dans ce cas, le théorème précédent est vrai pour I = RN . Notons aussi
que les autres théorèmes de cette section restent vrai avec cette condition supplémentaire.

La proposition suivante est alors immédiate.

Proposition 2.3.4. Si I est compact et s’il existe δ > 0 tel que

sup
s∈I

∫
I

1

|t− s|α/2+δ
dt < +∞

alors le temps local α(·, I) de X existe et est continu sur Rd.

2.4 Loi du logarithme itéré
Le but de cette section est d’obtenir, pour les processus LND, la loi du logarithme itéré

bien connue dans le cas du mouvement Brownien. Les développements qui suivent sont
dûs à Xiao [60]. Notons que ces résultats sont d’une grande importance, en effet, la loi
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du log itéré donne des conditions fines de régularité des trajectoires d’un processus. Notre
objectif est notamment d’obtenir un résultat du type 2 :

Pour tout τ ∈ RN , presque sûrement, il existe une constante K > 0 telle que

lim inf
r→0

sup
s∈B(τ,r)

|X(s)−X(τ)|
σ (r/(log(log(1/r)))1/N)

≥ K.

De même, pour tout rectangle T ⊂ RN , presque sûrement, il existe K > 0 tel que

lim inf
r→0

inf
τ∈T

sup
s∈B(τ,r)

|X(s)−X(τ)|
σ (r/(log(1/r))1/N)

≥ K.

Ici, X est un processus gaussien fortement LND à accroissements stationnaires et σ est une
fonction bien choisie que nous spécifions dans les développements ci-dessous. Remarquons
que le résultat nous donne un minorant, ce qui est en général plus compliqué à obtenir
qu’un majorant. Cela montre toute la force du temps local, ce dernier permettant dans
bien des cas de transformer des minorations en majorations et inversement via le principe
de Berman comme l’illustre la démonstration du Théorème 2.4.17.

Nous commençons par poser le cadre dans lequel nous travaillerons tout au long de
cette section. Considérons Y (t) (t ∈ RN) un processus gaussien centré tel que Y (0) = 0.
Supposons de plus que le processus possède des accroissements stationnaires et sa fonction
de variance-covariance peut s’écrire sous la forme

K(t, s) =

∫
RN

(
ei⟨t,λ⟩ − 1

) (
e−i⟨s,λ⟩ − 1

)
∆(dλ)

où ∆ est une mesure symétrique sur RN \{0} telle que∫
RN

|λ|2

1 + |λ|2
∆(dλ) < +∞.

En particulier 3, il existe une mesure centrée, complexe et gaussienne W telle que

Y (t) =

∫
RN

(
ei⟨t,λ⟩ − 1

)
W (dλ)

et pour tout A,B ∈ B(RN)

E
(
W (A)W (B)

)
= ∆(A ∩B)

et W (−A) = W (A).
On en tire directement que

E[(Y (t+ h)− Y (t))2] = 2

∫
RN

(1− cos(⟨h, λ⟩)∆(dλ).

2. Ce résultat et d’autres du même type sont présentés et démontrés à la Sous-section 2.4.2.
3. Voir par exemple le chapitre 1 de [2]
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Nous imposons de plus à Y d’être fortement localement non-déterministe dans un sens
que nous précisons maintenant. Nous aurons besoin d’une fonction auxiliaire L : [0, δ0[→
[0,+∞[ (δ0 > 0) qui peut être représentée par

L(s) = exp

(
η(s) +

∫ a

s

ε(t)

t
dt

)
(2.11)

où η : [0, δ0] → R et ε :]0, a] → R sont mesurables, bornées et telles que

lim
s→0

η(s) = c ∈ R; lim
s→0

ε(s) = 0.

Définition 2.4.1. Soit une fonction croissante continue σ telle qu’il existe κ ∈]0, 1[ tel
que σ(s) = sκL(s). On dit que Y est fortement σ-localement non déterministe s’il existe
des constantes δ0 >,0 < c1 ≤ c2 < +∞ et pour tout t, h ∈ RN avec |h| ≤ δ0

E[Y (t+ h)− Y (t))2] ≤ c1σ
2(|h|);

et si pour tout t ∈ RN et tout r tel que 0 < r ≤ min{|t|, δ0}

V[Y (t)|Y (s) : r ≤ |s− t| ≤ δ0)] ≥ c2σ
2(r).

Remarque 2.4.2. En particulier, le processus défini à la section précédente (voir notam-
ment (2.9)) satisfait ces conditions vu le Lemme 2.3.1 et la Proposition 2.3.2.

Remarque 2.4.3. On dit que la fonction L que nous avons définie est varie lentement à
l’origine dans le sens de Karamata. De plus, dans le cas qui nous occupe, nous supposerons
toujours η = 0 sans que cela ne représente une réelle restriction 4. Nous considérerons aussi
que L est C∞ au voisinage de 0 et que

snL(n)(s)

L(s)
→ 0 (2.12)

lorsque s → 0 pour tout n ≥ 1 où L(n) représente la ne dérivée de L. Cette condition
supplémentaire est en fait toujours assurée, nous renvoyons à la section 2 de [60] pour plus
de détails.

Remarque 2.4.4. Cette nouvelle définition est bien sûr plus forte que le non-déterminisme
local tel que défini à la Définition 2.2.1. Cela se montre de manière analogue à la Propo-
sition 2.3.2.

Enfin, nous définissons X : RN → Rd un champs gaussien décrit par

X(t) = (X1(t), . . . , Xd(t)) (2.13)

où X1, . . . , Xd sont des copies indépendantes de Y .

4. Nous n’utilisons en effet L qu’au travers de σ, on récupère alors toutes les fonctions σ possible en
modifiant les constantes c1 et c2 de la définition précédente.
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2.4.1 Quelques lemmes

Les bases étant posées, nous aurons besoin d’établir de nombreux lemmes avant de
pouvoir démontrer la loi du logarithme itéré dans le cas des processus X définis par
(2.13). Nous noterons toujours σ(s) = sκL(s) la fonction intervenant dans la Définition
2.4.1 pour les composantes de X. Afin de ne pas trop s’éparpiller, nous admettrons un
certain nombre de résultats lorsque leur preuve nous parait peu intéressante soit parce
qu’elle relève d’un calcul direct et fastidieux, soit parce qu’elle ne fait pas rentrer en jeu
les concepts qui nous intéressent ici.

Nous commençons cette section par quelques lemmes permettant de mieux comprendre
le comportement de σ. Ensuite, nous donnons des majorations pour les moments d’ordre
n ∈ N0 du temps local faisant intervenir σ. Cela nous permettra de calculer, via l’inégalité
de Bienaymé-Tchebychev, certaines probabilités liant le temps local et σ. Ces probabilités
nous permettront enfin d’obtenir à la sous-section suivante les théorèmes attenant à la loi
du log itéré.

Lemme 2.4.5. Pour tout β > 0, posons

τβ(s) =
s

σ(s1/N)β
.

Si κβ < N , alors il existe δ > 0 tel que τβ est concave sur ]0, δ[.

Démonstration. La preuve découle d’un calcul direct en utilisant (2.12).

Le lemme suivant provient de [15].

Lemme 2.4.6. Si N > κβ alors il existe une constante C > 0 telle que pour ε > 0
suffisamment petit, on a ∫ 1

0

sN−1

(σ(rs))β
ds ≤ C(σ(r))−β.

Nous acceptons aussi les deux lemmes suivants.

Lemme 2.4.7. Soient β > 0 avec κβ < N , 0 < r < δ et s ∈ RN . Alors pour tout naturel
n ≥ 1 et tout t1, . . . , tn ∈ B(s, r) distincts, on a∫

B(s,r)

dt

(σ(min{|t− tj|, j ∈ {1, . . . , n}})β
≤ K

rN

(σ(rn−1/N))β
,

où K est une constante strictement positive ne dépendant que de n, d et σ.

Lemme 2.4.8. Soient Z1, . . . , Zn des variables aléatoires normales centrées linéairement
indépendantes et supposons que ∫

R
g(u)e−εu2

du < +∞

pour tout ε > 0. Alors∫
Rn

g(v1) exp

(
−1

2
V

[
n∑

j=1

vjZj

])
dv =

(2π)n−1

∆1/2

∫
R
g

(
v

σ1

)
e−v2/2 dv ,

où σ2
1 = V[Z1|Z2, . . . , Zn] et ∆ = detCov(Z1, . . . , Zn).
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Le lemme suivant provient de [26] et découle essentiellement des raisonnements de la
section 2.2 dont nous reprenons les notations 5. Rappelons aussi que l’existence du temps
local dans le cas qui nous occupe est assurée par la Proposition 1.5.10.

Lemme 2.4.9. Soient x, y ∈ Rd, B ∈ B(RN) et un naturel n ≥ 1, on a

E[(α(x,B))n] = (2π)−nd

∫
Bn

∫
Rnd

exp

(
−i

n∑
j=1

⟨uj, x⟩

)
E

[
exp

(
i

n∑
j=1

⟨uj, X(tj)⟩

)]
du dt.

Si de plus n est pair, alors

E[(α(x+ y,B)− α(x,B))n] = (2π)−nd

∫
Bn

∫
Rnd

n∏
j=1

(exp(−i⟨uj, x+ y⟩)− exp(−i⟨uj, x⟩))

· E

[
exp

(
i

n∑
j=1

⟨uj, X(tj)⟩

)]
du dt.

Ces formules nous permettent d’obtenir quelques inégalités utiles sur les moments
d’ordre n du temps local.

Lemme 2.4.10. Supposons N > κd. Il existe δ > 0 tel que pour tout r ∈]0, δ[, B = B(0, r),
x, y ∈ Rd, tout naturel pair n ≥ 2 et tout γ ∈]0,min{1, (N/κ− d)/2}, on a

E[(α(x,B))n] ≤ KnrNn∏n
j=1(σ(rj

−1/N))d

et

E[(α(x+ y,B)− α(x,B))n] ≤ Kn|y|nγrNn∏n
j=1(σ(rj

−1/N))d+γ
(n!)2γ

n∏
j=1

(
L(r)

L(rj−1/N)

)γ

où K > 0 est une constante ne dépendant que de n, d et σ.

Démonstration. Dans toute cette preuve, K définira une constante strictement positive
dont la valeur pourra changer de ligne en ligne et ne dépendant que de N, d et σ. Com-
mençons par démontrer la première inégalité. Puisque X1, . . . Xd sont iid de même loi que
Y , on obtient en utilisant les formules du lemme précédent

E[(α(x,B))n] ≤ (2π)−nd

∫
Bn

d∏
k=1

[∫
Rn

exp

(
−1

2
V

(
n∑

j=1

ukjY (tj)

))
dUk

]
dt

où Uk = (uk1, . . . , u
k
n) ∈ Rn. Notons alors R(t1, . . . , tn) la matrice de variance-covariance de

(Y (t1), . . . , Y (tn)). De plus, pour t1, . . . tn ∈ B\{0}, soit (Z1, . . . , Zn) un vecteur gaussien
centré de matrice de variance-covariance R−1(t1, . . . , tn). La densité de (Z1, . . . , Zn) est
alors donnée par

U 7→ (2π)−n/2(det(R(t1, . . . , tn)))
1/2 exp

(
−1

2
UR(t1, . . . , tn)U

′
)

5. Ce lemme reste vrai pour n’importe quel champs gaussiens qui est (LT).
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où U = (u1, . . . , un) ∈ Rn et U ′ est la transposée de U . On en tire pour tout 1 ≤ k ≤ d
que ∫

Rn

exp

(
−1

2
V

(
n∑

j=1

ukjY (tj)

))
dUk =

(2π)n/2

(det(R(t1, . . . , tn)))1/2
.

On déduit alors

E[(α(x,B))n] ≤ (2π)n/2
∫
Bn

1

(det(R(t1, . . . , tn)))1/2
dt

puisque
{t : ∃i, j : ti ̸= tj, i ̸= j}

est de mesure de Lebesgue nulle. De plus, on sait que 6

det(R(t1, . . . , tn)) = V(Y (t1))
n∏

j=2

V(Y (tj)|Y (ti) : i = 1, 2, . . . , j − 1). (2.14)

On en tire alors en utilisant le non-déterminisme local de Y que

E[(α(x,B))n] ≤ Kn

∫
Bn

n∏
j=1

1

(σ(min{|tj − ti|, 0 ≤ i ≤ j − 1}))d
dt

où on a posé t0 = 0. Enfin, puisque N > κd, la conclusion découle du Lemme 2.4.7.

Passons maintenant à la démonstration de la seconde inégalité. En remarquant que
|eiu − 1| ≤ 21−γ|u|γ (u ∈ R, γ ∈]0, 1[) et en utilisant le lemme précédent, on a

E[(α(x+ y,B)− α(x,B))n] ≤ (2π)−nd2(1−γ)n|y|nγ

·
∫
Bn

∫
Rnd

n∏
j=1

|uj|γ exp

(
−1

2
V

(
n∑

j=1

⟨uj, X(tj)⟩

))
dudt

= (2π)−nd2(1−γ)n|y|nγrNnσ(r)−n(d+γ)

·
∫
B(0,1)n

∫
Rnd

n∏
j=1

|uj|γ exp

(
−1

2
V

(
n∑

j=1

⟨uj, X(rtj)/σ(r)⟩

))
dudt. (2.15)

La dernière égalité étant obtenue en effectuant le changement de variable tj = rt′j et
uj = σ(r)−1u′j, j = 1, . . . , n.

Afin de simplifier les notations, posons

Z(t) =
Y (rt)

σ(r)
et ξ(s) =

σ(rs)

σ(r)
= sκℓ(s).

Alors Z est aussi LND où σ est remplacé par ξ et ℓ possède les mêmes propriétés que L. En
particulier, le Lemme 2.4.7 est toujours vrai si on remplace σ et B(s, r) par ξ et B(s, 1).

6. voir le Lemme 2.1.5.
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Posons alors Z̃(t) = (Z1(t), . . . , Zd(t)), où Z1, . . . , Zd sont des copies indépendantes de Z.
Puisque |a+ b|γ ≤ |a|γ + |b|γ (γ ∈]0, 1[), on a 7

n∏
j=1

|uj|γ ≤
∑

k∈{1,...,d}n

n∏
j=1

|ukjj |γ.

Fixons alors k = (k1, . . . , kn) ∈ {1, . . . , d}n et considérons

J =

∫
Rnd

n∏
j=1

|ukjj |γ exp

(
−1

2
V

(
n∑

j=1

⟨uj, Z̃(tj)⟩

))
du.

De plus, pour t1, . . . , tn ∈ B(0, 1)\{0} distincts, on sait que Zl(tj) (l ∈ {1, . . . , d}, j ∈
{1, . . . , n}) sont linéairement indépendants (car LND). A l’aide de l’inégalité de Hölder et
du Lemme 2.4.8, on obtient

J ≤
n∏

j=1

[∫
Rnd

∣∣∣ukjj ∣∣∣nγ exp
(
−1

2
V

(
n∑

j=1

d∑
l=1

uljZl(tj)

))
du

]1/n

=
(2π)nd−1

(det(Cov(Zl(tj), 1 ≤ l ≤ d, 1 ≤ j ≤ n)))1/2

∫
R
|v|nγ exp

(
−v

2

2

)
dv

n∏
j=1

1

σγ
j

≤ Kn(n!)γ

(det(Cov(Z(t1), . . . , Z(tn))))d/2

n∏
j=1

1

σγ
j

où σ2
j = V[Zkj(tj)|Zl(ti) : l ̸= kj ou l = kj, i ̸= j], la dernière inégalité étant alors obtenue

grâce à la formule de Stirling. En effet, l’intégrale vaut (à une constante près)

2nγ/2Γ(
nγ + 1

2
) = 21−nγ/2

√
π

Γ(nγ)

Γ(nγ/2)

En utilisant la formule de Stirling, cette dernière expression est majorée par

KnΓ(nγ) ≤ KnΓ(n)γ ≤ Kn(n!)γ.

En utilisant l’indépendance de Z1, . . . , Zn et le non-déterminisme local, on obtient

σ2
j ≥ c2min{ξ2(|tj − ti|) : i = 0 ou i ̸= j}

où on a posé t0 = 0.
Nous allons maintenant ordonner les tj afin d’utiliser la monotonicité de ξ. Pour ce

faire, définissons la permutation π par

|tπ(1)| = min{|ti|, i = 1, . . . , n}

et

|tπ(j) − tπ(j−1)| = min
{
|ti − tπ(j−1)|, i ∈ {1, . . . , n}\{π(1), . . . , π(j − 1)}

}
, j = 2, . . . , n.

7. Où on note uj = (u1
j , . . . , u

d
j ).
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On obtient alors (en se rappelant de (2.14))
n∏

j=1

1

σγ
j

≤ Kn

n∏
j=1

1

min{(ξ(|tπ(j) − ti|))γ : i = 0 ou i ̸= π(j)}

≤ Kn

n∏
j=1

1

min{(ξ(|tπ(j) − tπ(j−1)|))γ, (ξ(|tπ(j) − tπ(j+1)|))γ}

≤ Kn

n∏
j=1

1

(ξ(|tπ(j) − tπ(j−1)|))2γ

≤ Kn

n∏
j=1

1

(V(Z(tπ(j))|Z(tπ(i)), i = 1, . . . , j − 1))γ

≤ Kn

(det(Cov(Z(t1), . . . , Z(tn)))γ
. (2.16)

La quatrième inégalité etant obtenue en utilisant la première inégalité de la définition du
non-déterminisme local :

E[(Z(t+ h)− Z(t))2] ≤ c1ξ
2(|h|).

On a en effet

V(Z(tπ(j))|Z(tπ(i)), i = 1, . . . , j−1) ≤ E[(Z(tπ(j)+(tπ(j−1)−tπ(j)))−Z(tπ(j)))2] ≤ c1ξ
2(|tπ(j−1)−tπ(j)|).

On tire alors de (2.16) que

J ≤ Kn(n!)γ

(det(Cov(Z(t1), . . . , Z(tn))))d/2+γ

≤ Kn(n!)γ∏n
j=1(ξ(min{|tj − ti|, 0 ≤ i ≤ j − 1}))d/2+γ

Considérons alors
0 < γ < min

{
1,

1

2

(
N

κ
− d

)}
.

En réinjectant J dans (2.15) et en utilisant le Lemme 2.4.7 avec β = d+ 2γ, on obtient

E[(α(x+ y,B)− α(x,B))n] ≤ Kn|y|nγ(n!)γrNnσ(r)−n(d+γ)

·
∫

B(0,1)n

n∏
j=1

1

(ξ(min{|tj − ti|, 0 ≤ i ≤ j − 1}))d+2γ
dt

≤ Kn|y|nγ(n!)γrNnσ(r)−n(d+γ) ·
n∏

j=1

1

(ξ(j−1/N))d+2γ

≤ Kn|y|nγrNn∏n
j=1(σ(rj

−1/N))d+γ
(n!)2γ

n∏
j=1

(
L(r)

L(rj−1/N)

)γ

.
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Ce lemme nous permet d’obtenir immédiatement le résultat suivant, puisque X est à
accroissements stationnaires.

Lemme 2.4.11. Pour tout τ ∈ RN , soit B = B(τ, r) avec r ∈]0, θ[. Alors pour tous
x, y ∈ Rd, tout naturel pair n ≥ 2 et tout 0 < γ < min{1, (N/κ− d)/2}, on a

E[(α(x+X(τ), B))n] ≤ KnrNn∏n
j=1(σ(rj

−1/N))d

et

E[(α(x+y+X(τ), B)−α(x+X(τ), B))n] ≤ Kn|y|nγrNn∏n
j=1(σ(rj

−1/N))d+γ
(n!)2γ

n∏
j=1

(
L(r)

L(rj−1/N)

)γ

.

Nous pouvons alors prouver le lemme suivant.

Lemme 2.4.12. Avec les notations du lemme précédent, pour tout c > 0, il existe une
constante A > 0 (ne dépendant que de N, d et σ) telle que pour tout u > 0 suffisamment
petit,

P
(
α(x+X(τ), B) ≥ ArN

(σ(ru))d

)
≤ exp(−c/uN)

et

P
(
|α(x+ y +X(τ), B)− α(x+X(τ), B)| ≥ ArN |y|γ

(σ(ru))d+γu2Nγ)

)
≤ exp(−c/uN).

Démonstration. Nous nous contentons de prouver la première inégalité, la seconde étant
analogue. Posons

Λ =
α(x+X(τ), B)

rN
et un =

1

n1/N
.

Par l’inégalité de Markov et le lemme précédent, on a

P
(
α(x+X(τ), B) ≥ ArN

(σ(ru))d

)
≤ E[Λn](σ(run))

nd

An

≤
(
K

A

)n

(σ(run))
nd

n∏
j=1

1

(σ(rj−1/N))d

=

(
K

A

)n ( r

n1/N

)nκd
L
( r

n1/N

)nd n∏
j=1

(
j1/N

r

)κd

L

(
r

j1/N

)−d

.

Cette dernière expression peut encore être majorée à l’aide de la formule de Stirling par(
K

A

)n

exp

(
−κd
N
n

)
(2πn)κd/(2N)L

( r

n1/N

)nd n∏
j=1

L
( r
R
j1/N

)−d

.
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En utilisant la représentation sous forme intégrale de L (voir equation (2.11) avec η = 0
comme nous l’avons remarqué), on obtient

L
( r

n1/N

)nd n∏
j=1

L
( r
R
j1/N

)−d

= L
( r

n1/N

)nd
exp

(
−nd

∫ a

r

n1/N

ε(t)

t
dt+ d

n−1∑
j=1

∫ r

j1/N

r

n1/N

ε(t)

t
dt

)

= exp

d n−1∑
j=1

j

∫ r

j1/N

r

(j+1)1/N

ε(t)

t
dt


≤ exp

(
δd

N

n−1∑
j=1

j log

(
1 +

1

j

))

≤ exp

(
δd

N

(
n− 1

2
log(n)− 1

2
log(2π)

))
où δ = supt≤r |ε(t)| < κ/2 si r suffisamment petit. La dernière inégalité étant encore une
fois obtenue via la formule de Stirling en remarquant que

n∏
j=1

(1 +
1

j
)j ≤ nn

n!

pour n suffisamment grand. En rassemblant les morceaux, on obtient que pour tout c > 0,
il existe une constante A > K et un naturel n0 suffisamment grand tel que pour tout
n ≥ n0,

P
(
Λ ≥ A/(σ(run))

d
)

≤ exp

(
n

(
log

(
K

A

)
− (κ− δ)d

2N

)
+

(κ− ε)d

2N
(log(n) + log(2π))

)
≤ exp(−2cn) = exp(−2c/uNn ).

Cela étant, pour u > 0 suffisamment petit, il existe n > n0 tel que

un+1 ≤ u < un.

Dès lors, en utilisant l’inégalité

n

n+ 1
≥ 1/2 (n ≥ 1),

on obtient finalement

P
(
Λ ≥ A/(σ(ru))d

)
≤ P

(
Λ ≥ A/(σ(run))

d
)

≤ exp(−2c/uNn ) ≤ exp(−2c/uNn+1)

≤ exp(−c/uN).
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Nous énonçons enfin le lemme suivant dû à Talagrand [54] que nous avons pris le soin
de spécifier pour le cas qui nous occupe ici.

Lemme 2.4.13. Soit Y : RN → Rd un processus gaussien satisfaisant Y (0) = 0 et

E[Y (t+ h)− Y (t))2] ≤ c1σ
2(|h|)

pour une constante c1 > 0 et |h| suffisamment petit. Pour tout r > 0 suffisamment petit et
u ≥ Kσ(r), on a

P

(
sup
|t|≤r

|Y (t)| ≥ u

)
≤ exp

(
− u2

Kσ2(r)

)
.

2.4.2 Présentation des théorèmes

Nous énonçons et démontrons maintenant les théorèmes donnant la loi du log itéré des
processus fortement LND à accroissement stationnaires. Pour tout B ∈ B(RN), posons
α∗(B) = supx α(x,B).

Théorème 2.4.14. Soit X défini par (2.13) et supposons N > κd. Alors il existe une
constante strictement positive K telle que pour tout τ ∈ RN presque sûrement

lim sup
r→0

α∗(B(τ, r))

ϕ1(r)
≤ K

où

ϕ1(r) =
rN

σ (r(log(log(1/r)))−1/N)
d
.

Démonstration. Fixons τ ∈ RN et posons Bn = B(τ, 2−n), n ∈ N0. Par le Lemme 2.4.13
et puisque X est à accroissements stationnaires, on sait que

P
(
sup
t∈Bn

|X(t)−X(τ)| ≥ σ(2−n)
√

2K log(n)

)
≤ n−2.

Ainsi par le lemme de Borel-Cantelli, on sait qu’il existe presque sûrement n1 (dépendant
de ω) tel que, pour tout n ≥ n1,

sup
t∈Bn

|X(t)−X(τ)| ≤ σ(2−n)
√

2K log(n). (2.17)

Posons θn = σ
(
2−n/(log log 2n)1/N

)
(log log(2n))−2 et

Gn = {x ∈ Rd : |x| ≤ σ(2−n)
√

2K log(n), x = θnp pour un p ∈ Zd}.

Pour n suffisamment grand, il est clair que la cardinalité de Gn satisfait

#Gn ≤ K(log(n))3d+1.

Par le Lemme 2.4.12, on obtient

P
(
α(x+X(τ), Bn) ≥ Aϕ1(2

−n) pour un x ∈ Gn

)
≤ K(log(n))3d+1 exp(−2 log(log(2n)))

≤ K(log(n))3d+1n−2.
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Comme précédemment, via le lemme de Borel-Cantelli, on obtient presque sûrement l’exis-
tence de n2 (dépendant de ω) tel que pour tout n ≥ n2,

sup
x∈Gn

α(x+X(τ), Bn) ≤ Aϕ1(2
−n). (2.18)

Fixons n tel que n2 > 2d, pour h ≥ 1 naturel et x ∈ Gn, posons

F (n, h, x) =

{
y ∈ Rd : y = x+ θn

h∑
j=1

εj2
−j, εj ∈ {0, 1}d

}
.

Si y1, y2 ∈ F (n, h, x), on dira que y1 et y2 forment une paire liée si y2 − y1 = θnε2
−h pour

un ε ∈ {0, 1}d. Encore une fois, par le Lemme 2.4.12, on a

P(|α(y1 +X(τ), Bn)− α(y2 +X(τ), Bn)| ≥
A2−nN |y1 − y2|γ(h log log 2n)2γ

(σ (2−n/(h log log 2n)1/N))
d+γ

pour x ∈ Gn, h ≥ 1 et une paire liée y1, y2 ∈ F (n, h, x))

≤ #Gn

+∞∑
h=1

2hd exp(−2h log(n))

≤ K(log(n))3d+1 2d/n2

1− 2d/n2
.

Puisqu’il s’agit du terme général d’une série absolument convergente, par Borel-Cantelli,
il existe presque sûrement n3 tel que pour tout n ≥ n3,

|α(y1 +X(τ), Bn)− α(y2 +X(τ), Bn)| ≤
A2−nN |y1 − y2|γ(h log log 2n)2γ

(σ (2−n/(h log log 2n)1/N))
d+γ

(2.19)

pour tout x ∈ Gn, h ≥ 1 et une paire quelconque liée y1, y2 ∈ F (n, h, x).
Posons alors Ω0 ⊂ Ω l’évènement tel que (2.17), (2.18) et (2.19) se réalisent (pour n

suffisamment grand). On a alors directement P(Ω0) = 1. Pour ω ∈ Ω0, soient n ≥ n4 =
sup{n1, n2, n3} et y ∈ Rd tel que |y| ≤ σ(2−n)

√
2K log(n). Posons alors y0 = x et

yh = x+ θn

h∑
j=1

εj2
−j (εj ∈ {0, 1}d)

pour un x ∈ Gn tels que y = limh→+∞ yh. Remarquons que yh−1 et yh forment une paire
liée, en utilisant la continuité de α et (2.19), on obtient

|α(y +X(τ), Bn)− α(x+X(τ), Bn)|

≤
+∞∑
h=1

A2−nN |θn2−h|γ(h log log 2n)2γ

(σ (2−n/(h log log 2n)1/N))
d+γ

≤ K2−Nnθγn

+∞∑
h=1

2−hγh2γ+κ(d+γ)/N (h log log 2n)2γ

(σ (2−n/(log log 2n)1/N))
d+γ

≤ K2−Nnθγn
(h log log 2n)2γ

(σ (2−n/(log log 2n)1/N))
d+γ

= Kϕ1(2
−n).
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On tire de cette dernière inégalité et de (2.18) que presque sûrement pour n ≥ n4(ω)

α(y +X(τ), Bn) ≤ Kϕ1(2
−n)

pour tout y ∈ Rd tel que |y| ≤
√

2K log(n). De là, en se rappelant de la Proposition 1.4.2,
on obtient presque sûrement, pour tout n ≥ n4,

sup
x∈Rd

α(x,Bn) = sup
x∈X(Bn)

α(x,Bn) ≤ Kϕ1(2
−n).

Pour conclure, pour tout r > 0 suffisamment petit, il existe n ≥ n4 tel que 2−n ≤ r < 2−n+1

donc
sup
x∈Rd

α(x,B(τ, r)) ≤ Kϕ1(r).

Le théorème suivant est du même type mais s’intéresse aux rectangles et non plus
aux boules. Sa démonstration s’obtient par une suite d’arguments similaires à ceux de la
preuve précédente, nous ne la développerons donc pas. Le lecteur intéressé par une preuve
est néanmoins invité à consulter [60] p145-146.

Théorème 2.4.15. Soit X défini par (2.13) et supposons N > κd. Alors pour tout rec-
tangle T ⊂ RN , il existe une constante strictement positive K telle que, presque sûrement,

lim sup
r→0

sup
τ∈T

α∗(B(τ, r))

ϕ2(r)
≤ K

où

ϕ2(r) =
rN

σ (r(log(1/r))−1/N)
d
.

Le corollaire suivant est alors immédiat en prenant σ(t) = tH et en se rappelant du
Lemme 2.3.1.

Corollaire 2.4.16. Soit X : RN → Rd un mouvement Brownien fractionnaire d-dimensionnel
d’indice de Hurst H ∈]0, 1[. Si N > Hd, alors pour tout τ ∈ RN presque sûrement

lim sup
r→0

α∗(B(τ, r))

rN−Hd(log(log(1/r)))Hd/N
≤ K,

et pour tout rectangle T ⊂ RN , presque sûrement

lim sup
r→0

sup
t∈T

α∗(B(t, r))

rN−Hd(log(1/r))Hd/N
≤ K.

Les théorèmes précédents permettent d’obtenir des informations sur la régularité des
trajectoires de X.

Théorème 2.4.17. Soit X défini par (2.13). Pour tout τ ∈ RN , il existe une constante
K > 0 telle que, presque sûrement,

lim inf
r→0

sup
s∈B(τ,r)

|X(s)−X(τ)|
σ (r/(log(log(1/r)))1/N)

≥ K.

56



De même, pour tout rectangle T ⊂ RN ,

lim inf
r→0

inf
t∈T

sup
s∈B(τ,r)

|X(s)−X(τ)|
σ (r/(log(1/r))1/N)

≥ K

presque sûrement.
En particulier, X est presque sûrement dérivable nulle part sur RN .

Démonstration. Il est clair qu’il suffit d’établir le cas d = 1. Pour toute boule ou tout
rectangle Q ⊂ RN ,

λ(Q) = µQ(Rd) =

∫
X(Q)

α(x,Q)dx ≤ α∗(Q) sup
s,t∈Q

|X(s)−X(t)|

où µ est la mesure d’occupation associée à X.
On conclut alors aisément à l’aide des théorèmes précédents.

Selon Xiao [60], il est aussi possible de montrer (avec beaucoup plus de travail) le
théorème suivant qui vient complémenter le théorème précédent. Il ne donne cependant
pas de preuve de cette affirmation qui nous parait loin d’être évidente 8.

Théorème 2.4.18. Soit X défini par (2.13). Pour tout τ ∈ RN , il existe une constante
K > 0 telle que

lim inf
r→0

sup
s∈B(τ,r)

|X(s)−X(τ)|
σ (r/(log(log(1/r)))1/N)

≤ K

presque sûrement.

2.5 Ensembles de niveau
Pour terminer ce chapitre, nous nous attardons sur la mesure de Hausdorff 9 des en-

sembles de niveaux du processus X défini par (2.13). Cette section est encore une fois
basée sur [60]. Nous avons le résultat suivant.

Théorème 2.5.1. Soit X le processus défini par (2.13) avec la condition supplémentaire
sur Y suivante :

E[(Y (t+ h)− Y (t))2] = σ2(|h|) (2.20)

et N > κd. Si T est un cube fermé de RN \{0}, alors il existe une constante K > 0 telle
que pour tout x ∈ Rd fixé,

P
(
Kα(x, T ) ≤ Hϕ1(X−1(x) ∩ T ) < +∞

)
= 1,

où ϕ1 a été défini au Théorème 2.4.14.

Nous nous attaquons à la démonstration de ce résultat. Pour ce faire, nous aurons
besoin de quelques propositions intermédiaires. Considérons T ⊂ RN un cube fermé.

8. Nous soupçonnons que la preuve revient à tenter de mimer les résultats précédents en remplaçant
le temps local par le processus.

9. Pour rappel, à l’Annexe A se trouve une introduction à la mesure de Hausdorff. Nous reprendrons
librement les notations s’y trouvant.
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Lemme 2.5.2. Soit µω une mesure aléatoire sur T et soit (t, ω) → fk(t, ω) = fk(t) une
suite de fonctions positives aléatoires. S’il existe une constante K > 0 telle que pour tout
n, k ∈ N,

E
[∫

T

[fk(t)]
nµω(dt)

]
≤ Kn 2−nNk∏n

j=1 σ(2
−kj−1/N)d

.

Alors
P
(
lim sup
k→∞

fk(t)

ϕ1(2−k)
≤ K pour µω presque tout t ∈ T

)
= 1,

où ϕ1 a été défini au Théorème 2.4.14.

Démonstration. Soit une constante A > 0, posons

Ak(ω) =
{
t ∈ T : fk(t) ≥ Aϕ1(2

−k)
}
.

Par hypothèse, on obtient alors

E[µω(Ak)] ≤
E
[∫

T
(fk(t))

nµω(dt)
]

(Aϕ1(2−k))n

≤
(
K

A

)n

σ(2−k
(
log log 2k)−1/N

)nd n∏
j=1

1

σ(2−kj−1/N)d

≤
(
K

A

)n

(log k)−nκd/NnnκdL
(
2−k(log k)1/N

)nd n∏
j=1

1

L(2−kj−1/N)d
.

En posant n = log k et en procédant comme à la démonstration du Lemme 2.4.12, on
obtient, pour tout A suffisamment grand,

E[µω(Ak)] ≤ k−2.

En particulier

E

[
+∞∑
k=1

µω(Ak)

]
< +∞.

Une application du lemme de Borel-Cantelli permet alors de conclure.

Proposition 2.5.3. Soit X le processus défini par (2.13) et supposons N > κd. Soit
x ∈ Rd fixé et considérons une version de α(x, ·) qui soit une mesure 10 à support dans
X−1(x). Alors, presque sûrement pour α(x, ·) presque tout t ∈ T

lim sup
r→0

α(x,B(τ, r))

ϕ1(r)
≤ K,

où K > 0 est une constante qui ne dépend pas de x.

Démonstration. Posons fk(t) = α(x,B(t, 2−k)) et pour tout borélien B ∈ B(RN),

µω(B) = α(x,B ∩ T ).

10. C’est-à-dire un noyau d’occupation.
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Par un raisonnement similaire à la preuve de la Proposition 2.2.7, on a, pour tout n ∈ N0,

E
[∫

T

[fk(t)]
nα(x, dt)

]
=

(
1

2π

)(n+1)d ∫
T

∫
B(t,2−k)n

∫
R(n+1)d

exp

(
−i

n+1∑
j=1

⟨x, uj⟩

)

× E

[
exp

(
i
n+1∑
j=1

⟨uj, X(sj)⟩

)]
du ds

où u ∈ Rn+1 et s ∈ T ×B(t, 2−k)n.
En procédant comme dans la preuve du Lemme 2.4.10, on obtient alors

E[
∫
T

[fk(t)]
nα(x, dt)] ≤ Kn 2nNk∏n

j=1 σ(2
−kj−1/N)d

.

Le lemme précédent permet de conclure.

Théorème 2.5.4. Soit X le processus défini par 2.13 et supposons N > κd. Si T ⊂ RN

est un cube fermé alors il existe une constante K > 0 telle que pour tout x ∈ Rd,

P
(
Hϕ1

(
X−1(x) ∩ T

)
≥ Kα(x, T )

)
= 1.

Démonstration. Posons l’ensemble borélien

D =

{
t ∈ T : lim sup

r→0

α(x,B(t, r))

ϕ1(r)
> K

}
où K est la constante de la Proposition 2.5.3. Par cette même proposition, on sait que
α(x,D) = 0 presque sûrement. Il découle alors de Théorème A.1.9 (voir annexe) que

Hϕ1(X−1(x) ∩ T ) ≥ Hϕ1
(
X−1(x) ∩ (T \D)

)
≥ Kα(x, T \D) = Kα(x, T ).

Ce qui suffit.

Il nous reste à obtenir la borne supérieure pour démontrer le Théorème 2.5.1. Dans
la suite, nous nous placerons toujours dans les hypothèses de ce théorème, sauf mention
explicite du contraire.

Considérons un cube fermé T ⊂ Rn \{0} et posons ε = mint∈T σ(|t|). En particulier,
on a ε > 0 et puisque σ(0) = 0 et σ est une fonction continue, il existe η > 0 tel que pour
tout 0 < h < η, σ(h) < ε/2. Il est clair que T peut-être recouvert par un nombre fini de
boule fermée de rayon η. Si {B(tj, η) : j = 1, 2, . . . ,M} est un recouvrement de T , il suffit
de prouver que

Hϕ1(X−1(x) ∩B(tj, η)) < +∞

presque sûrement pour tout j ∈ {1, 2, . . . ,M} pour obtenir

Hϕ1(X−1(x) ∩ T ) < +∞.
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On peut alors supposer sans perte de généralité que T = B(t0, η) où t0 ∈ RN \{0}. Pour
simplifier les notations qui suivent, posons de plus

Z(t) = E[X(t)|X(t0)] et S(t) = X(t)− Z(t). (2.21)

Il est clair que ces deux processus sont indépendants. Avant d’énoncer le prochain lemme,
rappelons que σ est de la forme

σ(s) = sκL(s)

où L est défini par (2.11).

Lemme 2.5.5. Pour tous s, t ∈ T ,

|Z(s)− Z(t)| ≤ K|s− t|γ|X(t0)|

où γ = 2κ si κ ≤ 1/2, γ = 1 si κ > 1/2 et K > 0 est une constante dépendant de N, σ, t0
et η.

Démonstration. Il est suffisant de considérer le cas d = 1. Par les propriétés du condition-
nement gaussien 11, on obtient

|Z(s)− Z(t)| = |E[(X(s)−X(t))X(t0)]|
E[X2(t0)]

|X(t0)|.

En utilisant (2.20), remarquons que

E[X(s)X(t0)] =
1

2
E[(X(s)−X(t0))

2 −X2(s)−X2(t0)]

=
1

2
(σ2(|s− t0|)− σ2(|s|)− σ2(|t0|)).

On en tire

|Z(s)− Z(t)| = |σ2(|s|)− σ2(|t|) + σ2(|t− t0|)− σ2(|s− t0|)|
2σ2(|t0|)

|X(t0)|.

De plus, puisque L est infiniment continument dérivable, on a pour tout s, t ∈ T

|σ2(|s|)− σ2(|t|)| ≤
∣∣|s|2κ − |t|2κ

∣∣L2(|s|) + |t|2κ|L2(|s|)− L2(|t|)|
≤ K|s− t|γ

où γ est pris comme dans l’énoncé. La conclusion découle alors.

Nous accepterons le lemme suivant 12, sa preuve étant fort longue et nécessitant plu-
sieurs résultats intermédiaires.

Lemme 2.5.6. Il existe une constante δ1 > 0 telle que pour tout 0 < r0 ≤ δ1, on a

P

(
∃r ∈ [r20, r0] : sup

|t|≤2
√
Nr

|X(t)| ≤ Kσ

(
r

(
log log

1

r

)−1/N
))

≥ 1−exp

(
−
(
log

1

r0

)1/2
)
.

11. Voir, par exemple, [20] p158-159.
12. Voir [59] Proposition 3.1 pour une preuve.

60



Le résultat suivant, que nous admettons également pour des raisons similaires, est tiré
de [54].

Lemme 2.5.7. Soit (Z(t)) un processus gaussien défini sur un ensemble S. Notons Nd(S, ε)
le nombre minimal de boules ouvertes de rayon ε nécessaires pour recouvrir S. Si, de plus,
D est le diamètre de S, on a

P
(
sup
s,t∈S

|Z(s)− Z(t)| ≥ K

(
u+

∫ D

0

√
logNd(S, ε) dε

))
≤ exp

(
−u

2

D

)
.

Nous pouvons alors obtenir la borne supérieure recherchée. On a le théorème suivant.

Théorème 2.5.8. Dans les conditions du Théorème 2.5.1, pour tout x ∈ Rd fixé, on a

P
(
Hϕ1(X−1(x) ∩ T ) < +∞

)
= 1.

Démonstration. Il est clair qu’il suffit d’établir l’existence d’une constante K > 0 telle que

E[Hϕ1(X−1(x) ∩ T )] ≤ K.

Nous commençons par définir plusieurs évènements qui nous seront utiles plus tard dans
la preuve. Pour k ≥ 1, posons

Rk =

{
t ∈ T : ∃r ∈ [2−2k, 2−k] : sup

|t−s|≤2
√
Nr

|X(t)−X(s)| ≤ Kσ

(
r

(
log log

1

r

)−1/N
)}

.

Par le lemme précédent, on a directement

P(t ∈ Rk) ≥ 1− exp(−
√
k/2). (2.22)

En posant
Ωk,1 =

{
ω : λN(Rk) ≥ λN(T )

(
1− exp(−

√
k/4)

)}
,

on obtient par (2.22), l’inégalité de Markov et le théorème de Fubini que

+∞∑
k=1

P(Ωc
k,1) < +∞.

En effet, on a

P(Ωc
k,1) = P

(
λN(T \Rk) ≥ λN(T ) exp(−

√
k/4)

)
≤ E[λN(T \Rk)]

λN(T ) exp(−
√
k/4)

=
1

λN(T ) exp(−
√
k/4)

∫
T

P(t ∈ Rc
k) dt

≤ 1

λN(T ) exp(−
√
k/4)

∫
T

exp(−
√
k/2) dt

= exp(
√
k/4−

√
k/2).
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Considérons

Ωk,2 = {ω : pour tout cube dyadique C d’ordre k tel que C ∩ T ̸= ∅,
on a sup

s,t∈C
|X(s)−X(t)| ≤ Kσ(2−k)

√
k}.

Il découle alors du Lemme 2.5.7 que pour K > 0 suffisamment grand, on a
+∞∑
k=1

P(Ωc
2,k) < +∞.

Considérons maintenant β > 0 tel que κ+ β < γ = min(2κ, 1) et posons 13

Ωk,3 = {ω : |X(t0)| ≤ 2kβ}.

Il est clair que
+∞∑
k=1

P(Ωc
k,3) < +∞.

En effet, il suffit de majorer une intégrale du type∫ +∞

2kβ
e−x2/2 dx

par le terme général d’une série convergente. Pour k suffisamment grand, puisque x 7→
e−x2/2 est à décroissance rapide, on peut majorer l’intégrant par la fonction x → 1/x3 et
un rapide calcul permet d’obtenir la convergence annoncée. Enfin, posons 14

R′
k =

{
t ∈ T : ∃r ∈ [2−2k, 2−k] : sup

|t−s|≤2
√
Nr

|S(t)− S(s)| ≤ Kσ

(
r

(
log log

1

r

)−1/N
)}

et
Ωk,4 =

{
ω : λN(R

′
k) ≥ λN(T )

(
1− exp(−

√
k/4)

)}
.

Il découle alors du Lemme 2.5.5 que Ωk,1 ∩ Ωk,3 ⊂ Ωk,4 et donc

+∞∑
k=1

P(Ωc
k,4) < +∞.

Cela étant, soit x ∈ Rd, construisons un recouvrement de X−1(x)∩T . Pour tout n ∈ N0

et t ∈ T , notons Cn(t) le cube dyadique d’ordre n contenant t. Nous dirons que Cn(t) est
un bon cube dyadique si

sup
u,v∈Cn(t)∩T

|S(u)− S(v)| ≤ Kσ
(
2−n(log log 2n)−1/N

)
.

Si t ∈ R′
k, alors il existe n ∈ [k, 2k] tel que t appartient à un bon cube dyadique d’ordre

n. Ainsi,

R′
k ⊂ V =

2k⋃
n=k

Vn

13. Rappelons que nous avons précédemment fixé T = B(t0, η).
14. Rappelons que S est défini par (2.21)
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où Vn est une union de bons cubes dyadiques Cn d’ordre n. Posons A1(k) l’ensemble des
cubes dyadiques de V . Remarquons aussi que T \ V est inclus dans une union de cubes
dyadiques d’ordre q = 2k disjoints de R′

k. Notons A2(k) l’ensemble de ces cubes dyadiques.
Si Ωk,4 se produit, alors A2(k) contient au plus

2NqλN(T \ V ) ≤ KλN(T )2
Nq exp(−

√
k/4)

cubes. Enfin, posons A(k) = A1(k) ∪ A2(k) et remarquons que A(k) ne dépend que du
processus S. Si A ∈ A(k) est un cube dyadique d’ordre n, on pose

rA =

{
Kσ

(
2−n(log log 2n)−1/N

)
si A ∈ A1(k)

Kσ(2−n)
√
n si A ∈ A2(k)

.

Pour tout A ∈ A(k), soient vA ∈ A ∩ T et

ΩA = {|X(vA)− x| ≤ 2rA}.

Posons encore
U(k) = {A ∈ A(k) : ΩA se réalise}

et Ωk = Ωk,2 ∩ Ωk,3 ∩ Ωk,4. En particulier, on a
+∞∑
k=1

P(Ωc
k) < +∞.

Par le lemme de Borel-Cantelli, on sait que presque sûrement pour k suffisamment grand,
Ωk se réalise. Posons D = lim infk Ωk. Il est clair que P(D) = 1. Notons de plus A =⋃+∞

k=1A(k) et remarquons que A ne dépend que de la σ-algèbre Σ générée par le processus
S(t), t ∈ T . Nous pouvons alors affirmer 15 que

1. Pour k suffisamment grand, sur Ωk, U(k) recouvre X−1(x) ∩ T ;
2. Pour tout A ∈ A,

P(ΩA|Σ) ≤ KrdA,

où K > 0 est une constante ne dépendant pas de A.
Pour k suffisamment grand, il découle alors du deuxième point que 16

E

χΩk,4

∑
A∈U(k)

ϕ1(|A|)

 = E

E
χΩk,4

∑
A∈U(k)

ϕ1(|A|)|Σ


= E

χΩk,4

∑
A∈A(k)

E(χ{A∈U(k)}|Σ)ϕ1(|A|)


= E

χΩk,4

∑
A∈A(k)

P({A ∈ U(k)}|Σ)ϕ1(|A|)


≤ K E

χΩk,4

∑
A∈A(k)

|A|N
 ≤ KλN(T ).

15. Voir le lemme suivant pour la démonstration
16. Rappelons que |A| dénote le diamètre de A
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En utilisant le lemme de Fatou, on obtient alors

E[Hϕ1(X−1(x) ∩ T )] = E[χD Hϕ1(X−1(x) ∩ T )]

≤ lim inf
k

E

χΩk,4

∑
A∈U(k)

ϕ1(|A|)


≤ KλN(T ),

ce qui suffit pour conclure.

Nous montrons maintenant les deux affirmations laissées en suspens dans la preuve
précédente dont nous reprenons les notations.

Lemme 2.5.9. On a
1. Pour k suffisamment grand, sur Ωk, U(k) recouvre X−1(x) ∩ T ;
2. Pour tout A ∈ A,

P(ΩA|Σ) ≤ KrdA,

où K > 0 est une constante ne dépendant pas de A.

Démonstration. Nous commençons par établir le premier point. Pour tout t ∈ X−1(x)∩T ,
on a X(t) = x. Commençons par supposer que t appartient à un cube dyadique A d’ordre
n de A1(k). Pour ω ∈ Ωk, le Lemme 2.5.5 implique 17

|X(vA)− x| ≤ |S(vA)− S(t)|+ |Z(vA)− Z(t)|
≤ rA +K2−nγ2βk ≤ 2rA,

où nous rappelons que n ∈ [k, 2k]. On en tire que A ∈ U(k). De même, si A appartient
maintenant à A2(k), en se rappelant de la définition de Ωk,3, on obtient directement

|X(vA)− x| = |X(vA)−X(t)| ≤ rA

Passons maintenant à la démonstration du deuxième point. Il suffit d’établir que pour
tout v ∈ T et tout y ∈ Rd,

P(|Z(v)− y| ≤ r) ≤ Krd.

Cela découle directement du fait que les composantes Zj(v) de Z(v) sont des variables
aléatoires gaussiennes centrées et de variance donnée par

(σ2(|v|) + σ2(|t0|)− σ2(|v − t0|))2

4σ2(t0)
≥ K > 0.

Pour terminer cette section, nous énonçons un théorème de Baraka et Mountford [5]
qui raffine le Théorème 2.5.1 dans le cas du mouvement Brownien fractionnaire.

Théorème 2.5.10. Soit {X(t) : t ∈ RN} un mouvement Brownien fractionnaire à valeurs
dans Rd et d’indice de Hurst H. Il existe une constante c > 0 dépendant seulement de N, d
et H telle que pour tout intervalle compact I ⊂ RN ,

P
(
Hϕ4(X−1(0) ∩ I) = c α(0, I)

)
= 1

où ϕ4(x) = xN−dH(log log 1/x)dH/N .

17. Rappelons les notations (2.21)
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Chapitre 3

Le cas du drap Brownien fractionnaire

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés aux processus gaussiens (for-
tement) LND à accroissements stationnaires. Nous nous attaquons maintenant à un pro-
cessus n’ayant pas ces propriétés. Ce chapitre reprend principalement les résultats obtenus
par Ayache, Wu et Xiao dans [3].

3.1 Introduction
Nous commençons par définir le drap Brownien fractionnaire.

Définition 3.1.1. Soit H = (H1, . . . , HN) ∈]0, 1[N , un drap Brownien fractionnaire à
valeurs réelles BH

0 = {BH
0 (t) : t ∈ RN

+} d’indice H est un processus gaussien centré dont
la fonction de variance-covariance est donnée par

E[BH
0 (s)BH

0 (t)] =
N∏
j=1

1

2
(s

2Hj

j + t
2Hj

j − |sj − tj|2Hj), s, t ∈ RN
+ .

Considérons BH
1 , . . . , B

H
d des copies indépendantes de BH

0 . Le (N, d)-drap Brownien frac-
tionnaire d’indice H est alors défini par

BH(t) = (BH
1 (t), . . . , BH

d (t)), t ∈ RN .

Remarque 3.1.2. Remarquons que le drap Brownien (fractionnaire) possède une struc-
ture en mailles. En particulier, il n’est pas isotrope et ses accroissements ne sont pas
stationnaires. C’est la différence principale avec le mouvement Brownien fractionnaire
W : RN → Rd que nous avons considéré au chapitre précédent défini en remplaçant la
norme de R dans la Définition 0.2.8 par une norme de RN .

Nous utiliserons quelques propriétés élémentaires de ce processus que nous énonçons
maintenant. Ces propriétés proviennent de [3].

Proposition 3.1.3. Le drap Brownien fractionnaire à valeurs réelles BH
0 admet la repré-

sentation

BH
0 (t) = κ−1

H

∫ t1

−∞
· · ·
∫ tN

−∞

N∏
j=1

gHj
(tj, sj)W (ds),
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où W (s), s ∈ RN est un drap brownien à valeurs réelles et pour tout j ∈ {1, . . . , N},

gHj
(tj, sj) = ((tj − sj)+)

Hj−1/2 − ((−sj)+)Hj−1/2.

De plus, κH est la constante de normalisation donnée par

κ2H =

∫ 1

−∞
· · ·
∫ 1

−∞

[
N∏
j=1

gHj
(1, sj)

]2
ds.

Dans la suite, nous noterons toujours g l’intégrant

(t, s) 7→
N∏
j=1

gHj
(tj, sj).

Proposition 3.1.4. Le drap Brownien fractionnaire BH est anisotrope 1 (si H1, . . . , HN

ne sont pas égaux) et satisfait la propriété d’auto similarité suivante :
Si A est une matrice diagonale de taille N telle que Aj,j = aj > 0 pour tout j ∈

{1, . . . , N} alors

{BH(At), t ∈ RN
+}

(d)
=

{
N∏
j=1

a
Hj

j BH(t), t ∈ RN
+

}

où
(d)
= signifie que les deux processus sont égaux en loi.

L’intérêt du présent chapitre est d’obtenir des résultats similaires à ceux du chapitre
précédent pour un processus n’ayant pas la propriété de non-déterminisme local. La pro-
position suivante a pour but de montrer que le drap brownien fractionnaire n’est en effet
pas LND.

Proposition 3.1.5. Le drap brownien fractionnaire BH
0 n’est pas localement non-déterministe.

Démonstration. Par simplicité, nous considérons le cas N = 2 et le drap Brownien (H1 =
H2 = 1/2) sur l’intervalle [0, 1]2. Pour tout ε ∈]0, 1[, considérons un intervalle T ⊂ I dont
la longueur des côtés est ε. Soit t le point supérieur droit de T et s1, s2 et s3 les trois
autres extrémités de T . Par un calcul élémentaire d’espérance conditionnelle dans le cas
gaussien, on obtient

V[BH
0 (t)|BH

0 (s1), BH
0 (s2), BH

0 (s3)] = ε2.

Or, on a |t − sj| ≥ ε pour j = 1, 2, 3. Cela assure que BH
0 ne peut être localement non-

déterministe.

Nous introduisons aussi un processus auxiliaire qui nous sera utile dans les développe-
ments de ce chapitre.

Définition 3.1.6. Un drap fractionnaire de Liouville de paramètre α = (α1, . . . , αN) ∈
]0,+∞[N est un processus gaussien centré Xα

0 = {Xα
0 (t), t ∈ RN

+} défini par

Xα
0 (t) =

∫ t1

0

· · ·
∫ tN

0

N∏
j=1

(tj − sj)
αj−1/2W (ds), t ∈ RN

+ ,

où W est un drap Brownien.

1. C’est-à-dire que ses propriétés varient en fonction de la direction.
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La proposition suivante découle de la Proposition 3.1.3

Proposition 3.1.7. Le drap Brownien fractionnaire se décompose de la manière suivante

BH
0 (t) = κ−1

H XH
0 (t) + κ−1

H

∫
]−∞,t]\[0,t]

N∏
j=1

gHj
(tj, sj)W (ds).

De plus, les deux processus du membre de droite sont indépendants.

Cette proposition permet également d’obtenir l’inégalité suivante. Pour tous n ≥ 2,
t1, . . . , tn ∈ RN

+ et u1, . . . un ∈ R, on a

V

(
n∑

j=1

ujB
H
0 (tj)

)
≥ κ−2

H V

(
n∑

j=1

ujX
H
0 (tj)

)
. (3.1)

Nous nous attelons maintenant à décomposer le processus XH
0 . Soit ε > 0, pour tout

t ∈ [ε,+∞[N , on décompose le rectangle [0, t] en l’union disjointe suivante :

[0, t] = [0, ε]N ∪
N⋃
j=1

Rj(t) ∪ δ(ε, t),

où Rj(t) = Rj(ε, t) = {r ∈ [0, t]N : 0 ≤ ri ≤ ε si i ̸= j, ε < rj ≤ tj} et δ(ε, t) peut être
écrit comme une union de 2N −N − 1 rectangles. On obtient pour tout t ∈ [ε,+∞[N

XH
0 (t) =

∫
[0,ε]N

g(t, r)W (dr) +
N∑
j=1

∫
Rj(t)

g(t, r)W (dr) +

∫
δ(ε,t)

g(t, r)W (dr) (3.2)

=: X(ε, t) +
N∑
j=1

Yj(t) + Z(ε, t). (3.3)

En particulier, les processus {X(ε, t), t ∈ [ε,+∞[N}, {Yj(ε, t), t ∈ [ε,+∞[N}(j ∈ {1, . . . , N})
et {Z(ε, t), t ∈ [ε,+∞[N} sont des champs gaussiens indépendants puisqu’ils sont définis
via une intégrale par rapport au mouvement brownien sur des ensembles disjoints.

Un élément qui sera crucial dans la suite est le non-déterminisme local de Yj (dans la
j-ème direction) que nous démontrons maintenant.

Lemme 3.1.8. Soit j ∈ {0, 1, . . . , N} et soit un intervalle I = [a, b] ⊂]0,+∞[N . Pour
tout n ≥ 2 naturel et tous t1, . . . , tn ∈ [a, b] tels que

t1j ≤ · · · ≤ tnj ,

on a l’inégalité suivante :

V
(
Yj(t

n)|Yj(tk) : 1 ≤ k ≤ n− 1
)
≥ K|tnl − tn−1

j |2Hl ,

où K > 0 est une constante ne dépendant que de ε, I et H.
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Démonstration. Comme nous travaillons avec des variables aléatoires gaussiennes, il est
suffisant d’établir qu’il existe K > 0 tel que pour tout ak ∈ R,k ∈ {1, . . . , n− 1},

E

(Yj(tn)− n−1∑
k=1

akYj(t
k)

)2
 ≥ K|tnj − tn−1

j |2Hj .

En se rappelant que le membre de gauche est minimal lorsque les coefficients aj sont tels
que l’expression à l’intérieur de l’espérance correspond à la projection de Yj(tn) sur le
complémentaire de la σ-algèbre engendrée par {Yj(tk), k ∈ {1, . . . , n − 1}}, on remarque
en "séparant" Rj(t

n) en deux ensembles disjoints et en utilisant l’indépendance que

E

(Yj(tn)− n−1∑
k=1

akYj(t
k)

)2
 ≥ E

(∫
Rj(tn)\Rj(tn−1)

g(tn, r)X(dr)

)2


=

∫ ε

0

· · ·
∫ tnj

tn−1
j

· · ·
∫ ε

0

N∏
k=1

(tnk − rk)
2Hk−1dr

≥ K|tnj − tn−1
j |2Hj ,

où l’égalité est obtenue via les isométries habituelles 2.

Nous montrons maintenant une inégalité similaire à (3.1).

Lemme 3.1.9. Soit I = [a, b] ⊂]0,+∞[N . Pour tout naturel n ≥ 2, t1, . . . , tn ∈ [a, b] et
u1, . . . , un ∈ R, on a

V

(
n∑

k=1

ukB
H
0 (tk)

)
≥ κ−2

H

N∑
j=1

V

(
n∑

k=1

ukYj(t
k)

)
.

De plus, pour tout ℓ ∈ {1, . . . , N} et tous nombres positifs p1, . . . , pℓ ≥ 1 tels que
∑ℓ

j=1 p
−1
j = 1,

on a

1

(detCov(BH
0 (t1), . . . , BH

0 (tn)))1/2
≤

ℓ∏
j=1

Kn

(detCov(Yj(t1), . . . , Yj(tn)))1/(2pj)
.

Démonstration. La première inégalité découle directement de (3.1) et de l’indépendance
des processus intervenant dans la décomposition de XH

0 .
Pour la seconde inégalité, rappelons que pour toute matrice carrée semi-définie positive

Σ de dimension n, on a

1

det(Σ)1/2
=

∫
Rn

1

(2π)n/2
exp

(
−1

2
x′Σx

)
dx

2. voir (1).
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où x′ est la transposée de x. L’inégalité de Hölder généralisée donne alors

1

(detCov(BH
0 (t1), . . . , BH

0 (tn)))1/2

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

exp

(
−1

2
V

(
n∑

k=1

ukB
H
0 (tk)

))
du1 . . . dun

≤ 1

(2π)n/2

∫
Rn

exp

(
−c

N∑
j=1

V

(
n∑

k=1

ukYj(t
k)

))
du1 . . . dun

≤ 1

(2π)n/2

k∏
j=1

(∫
Rn

exp

(
−cV

(
n∑

k=1

ukYj(t
k)

))
du1 . . . dun

)1/pj

≤
ℓ∏

j=1

Kn

(detCov(Yj(t1), . . . , Yj(tn)))1/(2pj)
.

3.2 Bicontinuité du temps local
Les éléments de base étant posés, nous nous attaquons maintenant à montrer que

le temps local du drap Brownien fractionnaire est bicontinu 3. Plus précisément, nous
cherchons à démontrer le théorème suivant.

Théorème 3.2.1. Soit BH = {BH(t) : t ∈ RN
+} un drap Brownien fractionnaire à valeurs

dans Rd et d’indice H = (H1, . . . , HN) ∈]0, 1[N . Si d <
∑N

j=1
1
Hj

, alors pour tous les
intervalles fermés I ⊂]0,+∞[N , BH admet un temps local
(x, t) ∈ Rd×I 7→ α(x, t) = α(x, [inf I, t]) continu sur Rd ×I presque sûrement.

Pour démontrer ce résultats, nous aurons besoin de quelques lemmes. Le premier lemme
consiste à montrer que le drap Brownien fractionnaire satisfait une propriété similaire
(bien que plus faible) au non-déterminisme local. Cette propriété porte le nom de non-
déterminisme local sectoriel et a été démontrée par Wu et Xiao dans [58]. Leur preuve
reposant sur une autre représentation stochastique du drap Brownien fractionnaire que
celle que nous avons présentée, nous ne ferons pas la démonstration ici.

Lemme 3.2.2. Soit BH
0 un drap brownien fractionnaire à valeurs réelles d’indice H =

(H1, . . . , HN). Pour tout ε > 0, il existe K > 0 tel que pour tout naturel n ≥ 2 et tous
t1, . . . , tn ∈ [ε,+∞[N ,

V[BH
0 (tn)|BH

0 (tj), j ̸= n] ≥ K

N∑
k=1

min{|tnk − tjk|
2Hk , 0 ≤ j ≤ n− 1},

où t0k = 0 pour tout k ∈ {1, . . . , n}.
3. Rappelons que la bicontinuité implique la non-dérivabilité (presque sûre) des trajectoires au vu du

Corollaire 1.3.7.
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Remarque 3.2.3. Contrairement au non-déterminisme local, le non-déterminisme local
sectoriel "sépare" les directions. C’est ce qui rend cette propriété plus faible que le non-
déterminisme local classique. Il n’est donc pas étonnant d’avoir le non-déterminisme local
sectoriel du drap Brownien fractionnaire (qui "sépare" lui aussi les directions) mais pas le
non-déterminisme local.

Nous nous attaquons maintenant à l’estimation des moments du temps local, nous
commençons par le lemme suivant.

Lemme 3.2.4. Pour tout q ∈ [0,
∑N

j=1H
−1
j [, soit τ ∈ {1, . . . , N} tel que

τ−1∑
j=1

1

Hj

≤ q <
τ∑

j=1

1

Hj

.

Alors il existe une constante positive δτ ≤ 1 dépendant de (H1, . . . , HN) uniquement telle
que, pour tout δ ∈]0, δτ [, il existe τ nombres réels pJ ≥ 1 (1 ≤ j ≤ τ) satisfaisant :

τ∑
j=1

1

pj
= 1,

Hjq

pj
< 1,∀j ∈ {1, . . . , τ} (3.4)

et

(1− δ)
τ∑

j=1

Hjq

pj
≤ Hτq + τ −

τ∑
j=1

Hτ

Hj

. (3.5)

De plus, si on note ατ :=
∑τ

j=1
1
Hj

− q > 0, alors pour tout nombre positif ρ ∈]0, ατ

2τ
[, il

existe un indice j0 ∈ {1, . . . , τ} tel que

Hj0q

pj0
+ 2Hj0ρ < 1.

Remarque 3.2.5. Il découle de la preuve qu’on peut toujours prendre δτ = 1 sauf dans
le cas où τ = 2.

Démonstration. Commençons par supposer que l’hypothèse est vérifiée pour τ = 1. Pour
tout 0 < δ < 1, il suffit de prendre p1 = 1 pour obtenir la conclusion. Procédons alors par
récurrence pour prouver le résultat dans le cas τ ≥ 2. Commençons par traiter le cas τ = 2.
Dans un premier temps, supposons avoir H1 = H2, dans ce cas, on a H−1

1 ≤ q < 2H−1
1 .

Choisissons η > 0 tel que

η <
(2−H1q)H1q

H1q − 1

et sans restriction si q = H−1
1 . Il suffit alors de poser

p1 = H1q + η et
1

p2
= 1− 1

p1
.

En effet, on a alors directement 1
p1

+ 1
p2

= 1, H1q/p1 < 1 et

(1− δ)(
H1q

p1
+
H2q

p2
) = (1− δ)H1q ≤ H1q = H2q + 2− H1

H2

− H2

H2

.
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Pour obtenir H2q/p2 < 1, il suffit d’écrire

H2

p2
= H1q(1−

1

H1q + η
)

puis de majorer η et de simplifier l’expression pour obtenir 1.
Supposons maintenant avoir H1 ̸= H2. Sans perte de généralité, on peut supposer

H1 < H2. Puisque q < H−1
1 +H−1

2 , on peut trouver 4 δ2 > 0 tel que pour tout δ ∈]0, δ2[

H1H2q(H2 −H1 + δH1) < (H2 −H1)(H2 +H1 − δH1).

Les inégalités recherchées s’obtiennent alors comme précédemment en posant

1

p1
=

1

1− δ

1

H1q
− δ

1− δ

H2

H2 −H1

et
1

p2
= 1− 1

p1
.

Considérons alors le résultat vérifié pour τ = n ∈ {2, . . . , N − 1} et considérons τ = n+1.
On a

n∑
j=2

1

Hj

≤ q − 1

H1

<

n+1∑
j=2

1

Hj

.

Par hypothèse de récurrence, soit alors δ ∈]0, 1[ fixé et posons δ′ ∈]0,min(δ, δn). Il existe
n constante p′j ≥ 1 (j = 2, . . . , n+ 1) telles que

n+1∑
j=2

1

p′j
,

(q − 1/H1)Hj

p′j

et

(1− δ′)
n+1∑
j=2

Hj(q − 1/H1)

p′j
≤ Hn+1(q −

1

H1

) + n−
n+1∑
j=2

Hn+1

Hj

.

Choisissons alors η > 0 suffisamment petit tel que

(1− 1

qH1

+ η)
qHj

p′j
< 1

et
(1− δ)(1 + (H1qη)/(H1q − 1))

1− δ′
≤ 1.

De là, on peut définir pj (j ∈ {1, . . . , n+ 1}) par

1

pj
=

1

p′j

(
1− 1

H1q
+ η

)
, ∀j ∈ {2, . . . , n+ 1}

et
1

p1
=

1

H1q
− η.

Quelques calculs élémentaires similaires à ceux faits précédemment permettent alors de
conclure.

4. il suffit de le choisir tel que q < H−1
1 +H−1

2 − δ2
H2−H1+δ2H1
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Il nous reste à établir la dernière affirmation de l’énoncé. Pour tout j ∈ {1, . . . , τ}, il
existe εj ∈]0, 1[ tel que Hjq

pj
= 1− εj. On en tire que

τ∑
j=1

εj
Hj

=
τ∑

j=1

1

Hj

−
τ∑

j=1

q

pj
=

τ∑
j=1

1

Hj

− q = ατ > 0.

En particulier, il existe j0 ∈ {1, . . . , τ} tel que εj0 ≥
Hjατ

τ
. De là, si ρ ∈]0, ατ

2τ
[, on a

2Hj0ρ <
Hj0ατ

τ
≤ εj0 .

On en tire
Hj0q

pj0
+ 2Hj0ρ = 1− εj0 + 2Hj0ρ < 1,

ce qui suffit pour conclure.

Le lemme suivant donne des majorations utiles sur des intégrales du même type que
celle intervenant dans la Définition 3.1.6.

Lemme 3.2.6. Pour tout naturel n ≥ 1 et tous nombres positifs a, r et 0 < bj < 1 (j ≤ n)
et un nombre arbitraire s0 ∈ [0, a/2], on a∫

a≤s1≤···≤sn≤a+r

n∏
j=1

(sj − sj−1)
−bjds1 . . . dsn ≤ Kn(n!)(1/n)

∑n
j=1 bj−1rn−

∑n
j=2 bj ,

où K > 0 est une constante dépendant des nombres a et bj uniquement. En particulier, si
bj = α pour tout j ∈ {1, . . . , n}, alors∫

a≤s1≤···≤sn≤a+r

n∏
j=1

(sj − sj−1)
−αds1 . . . dsn ≤ Kn(n!)α−1rn(1−(1−1/n)α).

La preuve étant classique, nous l’omettrons. Pour le lecteur intéressé, il suffit de faire
apparaitre la fonction eulérienne β par changement de variable et intégration successifs
puis d’utiliser les liens existant avec la fonction eulérienne Γ et de conclure grâce au
comportement asymptotique décrit par la formule de Stirling.

Nous en arrivons aux estimations des moments recherchées. A partir de maintenant,
nous supposons que d <

∑N
j=1

1
Hj

et fixons un intervalle I ⊂ [0,+∞[N . De plus, par
simplicité de notation, on assumera aussi avoir

0 < H1 ≤ · · · ≤ HN < 1.

Lemme 3.2.7. Soit BH = {BH(t), t ∈ RN
+} un drap Brownien fractionnaire à valeurs

dans Rd et d’indice H = (H1, . . . , HN). Si pour un entier τ ∈ {1, . . . , N}, on a

τ−1∑
j=1

1

Hj

≤ d <
τ∑

j=1

1

Hj

,
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alors il existe une constante K > 0 dépendant de N, d,H et I uniquement telle que pour
tout intervalle 5 T = [a, a + r] ⊂ I dont les bords sont de longueur r ∈]0, 1[ et pour tout
x ∈ Rd et tous entiers n ≥ 1, on a

E[α(x, T )n] ≤ Kn(n!)N−βτ rnβτ ,

avec βτ = N − τ −Hτd+
∑τ

j=1
Hτ

Hj
.

Remarque 3.2.8. Le lecteur attentif aura remarqué qu’un résultat du même type avait
été obtenu dans le cas des processus LND à accroissements stationnaires au chapitre 2.
La preuve qui suit possède d’ailleurs de nombreuses similarités avec la preuve du Lemme
2.4.10 et nous invitons le lecteur à les mettre en parallèles. Aussi nous autoriserons-nous
à omettre certains détails lorsque les raisonnements sont identiques.

Démonstration. Fixons un intervalle fermé arbitraire T =
∏N

j=1[aj, aj + rj] ⊂ I. Par le
Lemme 2.4.9 et puisque BH

1 , . . . , B
H
d sont des copies indépendantes de BH

0 , on a pour tout
nombre naturel n ≥ 1,

E[α(x, T )n] ≤ (2π)−nd

∫
Tn

d∏
k=1

(∫
Rd

exp

[
−1

2
V

(
n∑

j=1

ujkB
H
0 (tj)

)]
dUk

)
dt

où Uk = (u1k, . . . , u
n
k) ∈ Rn et où la notation t a été définie à la Section 2.2. Soit

k ∈ {1, . . . , d}, notons l’intégrale à l’intérieur dans l’expression précédente par Jk. Par
le Lemme 3.1.9, on a 6

Jk ≤
∫
Rn

exp

[
−1

2
κ−2
H

N∑
ℓ=1

V

(
n∑

j=1

ujkYℓ(t
j)

)]
dUk

≤
∫
Rn

exp

[
−1

2
κ−2
H

τ∑
ℓ=1

V

(
n∑

j=1

ujkYℓ(t
j)

)]
dUk.

On peut appliquer le Lemme 3.2.4 avec δ = 1/n et q = d et on obtient des nombres
p1, . . . , pτ ≥ 1 satisfaisant (3.4) et (3.5).

Par l’inégalité de Hölder généralisée et en se rappelant de la densité d’un vecteur
gaussien, on obtient

Jk ≤
τ∏

ℓ=1

(∫
RN

exp

[
−pℓ

2
κ−2
H V

(
n∑

j=1

ujkYℓ(t
j)

)]
dUk

)1/pℓ

= Kn

τ∏
ℓ=1

[det Cov(Yℓ(t
1), . . . , Yℓ(t

n))]−1/(2pℓ).

En utilisant les Lemmes 2.1.5 et 3.1.8, on obtient que pour tout ℓ ∈ {1, . . . , τ} et tous
t1, . . . , tn ∈ T , il existe une permutation πℓ de {1, . . . , N} telle que

aℓ ≤ t
πℓ(1)
ℓ ≤ · · · ≤ t

πℓ(n)
ℓ ≤ aℓ + rℓ

5. où pour un nombre réel r, on considère l’abus de notation r = (r . . . , r)
6. Remarquons que dans la deuxième inégalité, nous avons arrêté la première somme à τ et plus à N .
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et

detCov(Yℓ(t
1), . . . , Yℓ(t

n)) ≥ Kn

n∏
j=1

(t
πℓ(j)
ℓ − t

πℓ(j−1)
ℓ )2Hℓ

où on a posé tπℓ(0)
ℓ = ε < 1

2
min{aℓ, 1 ≤ ℓ ≤ N} de telle sorte à pouvoir appliquer le Lemme

3.2.6. On obtient alors en utilisant ce lemme∫
[aℓ,aℓ+rℓ]n

[det Cov(Yℓ(t
1), . . . , Yℓ(t

n))]−d/(2pℓ)dt1ℓ . . . dt
n
ℓ

≤
∑
πℓ∈Sn

Kn

∫
aℓ≤t

πℓ(1)

ℓ ≤···≤t
πℓ(n)

ℓ ≤aℓ+rℓ

n∏
j=1

1

(t
πℓ(j)
ℓ − t

πℓ(j−1)
ℓ )Hℓd/pℓ

dt1ℓ . . . dt
n
ℓ

≤ Kn(n!)Hℓd/pℓr
n(1−(1−1/n)Hℓd/pℓ)
ℓ

où Sn représente l’ensemble des permutations de {1, . . . , n}. On en tire

E[α(x, T )n] ≤ Kn(n!)
∑τ

ℓ=1 Hℓd/pℓ

τ∏
ℓ=1

r
n(1−(1−(/n)Hℓd/pℓ)
ℓ ×

N∏
ℓ=τ+1

rnℓ .

Considérons maintenant que T = [a, a + r], en d’autre termes, r1 = · · · = rN = r.
L’inégalité précédente et (3.5) appliqué avec δ = n−1 et q = d donnent

E[α(x, T )n] ≤ Kn(n!)
∑τ

ℓ=1 Hℓd/pℓrn(N−(1−1/n)
∑τ

ℓ=1 Hℓd/pℓ)

≤ Kn(n!)N−βτ rnβτ .

Remarque 3.2.9. Dans la preuve précédente, si on avait appliqué l’inégalité de Hölder
sur l’intégrale

τ∏
ℓ=1

(∫
RN

exp

[
−pℓ

2
κ−2
H V

(
n∑

j=1

ujkYℓ(t
j)

)]
dUk

)1/pℓ

et non sur cette même intégrale où la somme est arrêtée à τ puis procédé de la même
manière dans la suite de la preuve, on aurait obtenu en choisissant p1, . . . pN tels que

pℓ =
N∑
i=1

Hℓ

Hi

l’inégalité
E[α(x, T )n] ≤ Kn(n!)NνλN(T )

n(1−ν)

pour tout intervalle T ⊂ I où ν = d/(
∑N

ℓ=1H
−1
l ) ∈]0, 1[.

Le lemme suivant donne une majoration sur les accroissements du temps local. La
Remarque 3.2.8 reste valable pour ce résultat.

Lemme 3.2.10. Soit BH = {BH(t), t ∈ RN
+} un drap Brownien fractionnaire à valeurs

dans Rd et d’indice H = (H1, . . . , HN). Si pour un entier τ ∈ {1, . . . , N}, on a

τ−1∑
j=1

1

Hj

≤ d <

τ∑
j=1

1

Hj

,

74



alors il existe une constante K > 0 dépendant de N, d,H et I uniquement telle que pour
tout intervalle T = [a, a + r] ⊂ I dont les bords sont de longueur r ∈]0, 1[ et pour tous
x, y ∈ Rd tels que |x− y| ≤ 1, tout entier pair n ≥ 2 et tout γ ∈]0,min(1, ατ

2τ
)[, on a

E[(α(x, T )− α(y, T ))n] ≤ Kn(n!)N−βτ+(1+Hτ )γ|x− y|nγrn(βτ−Hτγ),

avec βτ = N − τ −Hτd+
∑τ

j=1
Hτ

Hj
.

Démonstration. La preuve étant une combinaison d’arguments des preuves du lemme pré-
cédent et du Lemme 2.4.10, nous nous contentons de donner les idées principales et omet-
trons certains calculs.

Soit γ ∈]0,min(1, ατ

2τ
)[. Par des inégalités élémentaires, on obtient facilement que pour

tous u1, . . . , un, x, y ∈ Rd,
n∏

j=1

|e−i⟨uj ,x⟩ − e−i⟨uj ,y⟩| ≤ 2(1−γ)n|x− y|nγ
∑

k∈1,...,dn

n∏
j=1

|ujkj |
γ.

En utilisant de plus le Lemme 2.4.9 et les inégalités de Hölder, on obtient comme dans la
preuve du Lemme 2.4.10

E[(α(x, T )−α(y, T ))n] ≤ Kn|x− y|nγ (3.6)

×
∑

k∈{1,...,d}n

∫
tn

n∏
m=1

(∫
Rnd

|umkm|
nγ exp

[
−1

2
V

(
n∑

j=1

⟨uj, BH(tj)⟩

)]
du

)1/n

dt.

(3.7)

Choisissons un vecteur k = (k1, . . . , kn) ∈ {1, . . . , d}n et des points t1, . . . , tn ∈ T tels que
t1ℓ , . . . , t

n
ℓ soient deux à deux distincts pour tout ℓ ∈ {1, . . . , d}. On pose alors

M(t) =M =
n∏

m=1

(∫
Rnd

|umkm|
nγ exp

[
−1

2
V

(
n∑

j=1

⟨uj, BH(tj)⟩

)]
du

)1/n

.

Par le Lemme 3.2.2, les variables aléatoires BH
ℓ (tj), (1 ≤ ℓ ≤ N, 1 ≤ j ≤ n) sont linéaire-

ment indépendantes et le Lemme 2.4.8, on obtient en procédant une fois de plus comme
au Lemme 2.4.10∫

Rnd

|umkm|
nγ exp

[
−1

2
V

(
n∑

j=1

⟨uj, BH(tj)⟩

)]
du ≤ Kn(n!)γ

[det Cov(BH
0 (t1), . . . , BH

0 (tn))]d/2
1

σnγ
m

où σ2
m = V(BH

km
(tm)|BH

i (tj), i ̸= km ou (i = km et (j ̸= m)).
On en tire que

M ≤ Kn(n!)γ

[det Cov(BH
0 (t1), . . . , BH

0 (tn))]d/2

n∏
m=1

1

σγ
m
.

Nous souhaitons maintenant utiliser le Lemme 3.2.4. Pour ce faire, soit δ = 1/n, q = d
et pℓ (ℓ ∈ {1, . . . , τ) des constantes définies comme dans ce lemme. Puisque γ ∈]0, ατ

2τ
[, il

existe ℓ0 ∈ {1, . . . , τ} tel que
Hℓ0d

pℓ0
+ 2Hℓ0γ < 1.
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Ainsi, en utilisant le Lemme 3.1.9, on obtient

M ≤ Kn(n!)γ
τ∏

ℓ=1

1

[detCov(Yℓ(t1), . . . , Yℓ(tn))]d/(2pℓ)

n∏
m=1

1

σγ
m
.

Nous tentons maintenant de majorer le second produit. Du non-déterminisme local secto-
riel de BH , on obtient que

σ2
m ≥ K

N∑
ℓ=1

min{|tmℓ − tjℓ|
2Hℓ : j ̸= m}.

Pour les points t1, . . . , tn ∈ T , définissons les permutations π1, . . . , πN de {1, . . . , n} telles
que pour tout ℓ ∈ {1, . . . , N},

t
πℓ(1)
ℓ ≤ · · · ≤ t

πℓ(n)
ℓ .

On obtient alors directement (en procédant comme dans la preuve du Lemme 2.4.10) que
n∏

m=1

1

σγ
m

≤ K−n

n∏
m=1

1

(t
πℓ0

(m)

ℓ0
− t

πℓ0
(m−1)

ℓ0
)q

m
ℓ0
Hℓ0

γ

où (q1ℓ0 , . . . , q
n
ℓ0
) ∈ {0, 1, 2}n est tel que

∑n
m=1 q

m
ℓ0
= n et q1ℓ0 = 0.

Cela étant, le reste de la preuve est assez similaire à la preuve du lemme précédent.
On a∫

tn
M(t)dt ≤ Kn(n!)γ

×
∫
Tn

τ∏
ℓ=1

(detCov(Yℓ(t
1), . . . , Yℓ(t

n))−d/(2pℓ)

n∏
m=1

(t
πℓ0

(m)

ℓ0
− t

πℓ0
(m−1)

ℓ0
)−qmℓ0

Hℓ0
γdt.

Commençons par intégrer dans la direction ℓ0. Par les Lemmes 3.2.6 et 3.1.8, on obtient∫
[aℓ0 ,aℓ0+rℓ0 ]

n

(detCov(Yℓ0(t
1), . . . , Yℓ0(t

n))−d/(2pℓ0 )

n∏
m=1

(t
πℓ0

(m)

ℓ0
− t

πℓ0
(m−1)

ℓ0
)−qmℓ0

Hℓ0
γdt1ℓ0 . . . dt

n
ℓ0

≤ Kn(n!)Hℓ0
d/pℓ0+Hℓ0

γr
n[1−(1−1/n)Hℓ0

d/pℓ0−Hℓ0
γ]

ℓ0

où on a posé, comme dans la preuve précédente, tπℓ0
(0)

ℓ0
= ε.

Considérons maintenant l’intégration dans les directions ℓ ≤ τ (ℓ ̸= ℓ0). Comme à la
preuve précédente, on a∫

[aℓ,aℓ+rℓ]n
(detCov(Yℓ(t

1), . . . , Yℓ(t
n))−d/(2pℓ)dt1ℓ . . . dt

n
ℓ

≤ Kn(n!)Hℓd/pℓr
n(1−(1−1/n)Hℓd/pℓ)
ℓ .

Il reste alors à intégrer dans les directions ℓ = τ + 1, . . . N (ce qui est direct puisque M
est constant dans ces directions). On obtient en rassemblant les morceaux que∫

Tn

M(t)dt ≤Kn(n!)
∑τ

ℓ=1 Hℓd/pℓr
n(1−(1−1/n)Hℓ0

d/pℓ0−Hℓ0
γ)

ℓ0

×
τ∏

ℓ=1,ℓ ̸=ℓ0

r
n(1−(1−1/n)Hℓd/pℓ)
ℓ

N∏
ℓ=τ+1

rnℓ .
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Pour obtenir la conclusion, il suffit alors de poser r1 = · · · = rN = r ≤ 1 et d’utiliser la
majoration de l’intégrale de M dans (3.7) tout en se rappelant que Hℓ0 ≤ Hτ .

Nous pouvons maintenant démontrer le Théorème 3.2.1.

Démonstration. Pour simplifier les écritures, supposons avoir I = [η, 1]. Par le lemme
précédent et le Lemme 2.2.8, on obtient que pour tout intervalle T ⊂ I, BH possède un
temps local dont une version est presque sûrement continue pour tout x ∈ Rd. Considérons
alors x, y ∈ Rd et s, t ∈ I, on a 7

E[(α(x, [η, s])− α(y, [η, t]))n]

≤ 2n−1 (E[(α(x, [η, s])− α(x, [η, t]))n] + E[(α(x, [η, t])− α(y, [η, t]))n])

où n est un nombre naturel pair quelconque. On remarque facilement que le premier terme
peut être majoré à l’aide du Lemme 3.2.7 et de la Remarque 3.2.9 et que le second peut
être majoré en utilisant le Lemme 3.2.10. En particulier, on obtient

E[(α(x, [η, s])− α(y, [η, t]))n] ≤ Kn(|x− y|+ |s− t|)nγ

pour un naturel pair non nul n et γ ∈]0, 1[ suffisamment petit. Le Lemme 2.2.8 permet
alors d’obtenir la conclusion.

3.3 Loi du log itéré et ensembles de niveau
Nous nous intéressons maintenant à la loi du logarithme itéré et à la mesure de Haus-

dorff des ensembles de niveau de BH . Les raisonnements et les preuves étant analogues à
celles des Sections 2.4.2 et 2.5, nous les omettons. Le lecteur intéressé est néanmoins invité
à consulter [3] p742-747.

Théorème 3.3.1. Supposons que d <
∑N

ℓ=1

1

Hℓ

et soit τ ∈ {1, . . . , N} un entier comme

dans le Lemme 3.2.4. Considérons aussi un intervalle I ⊂ [0,+∞[N et considérons une
version du temps local α de BH qui soit une mesure à support dans l’ensemble de niveau
(BH)−1(x) pour tout x ∈ Rd (c’est-à-dire un noyau d’occupation). Dans ce cas, il existe
une constante K > 0 indépendante de x telle que, presque sûrement,

lim sup
r→0

α(x,B(t, r))

ϕ3(r)
≤ K

pour α(x, ·)-presque tout t ∈ I où 8 ϕ3(r) = rβτ (log log(1/r))N−βτ .

Ce premier théorème permet d’obtenir un résultat sur la mesure de Hausdorff des
ensembles de niveau de BH de manière analogue au théorème 2.5.1.

Théorème 3.3.2. Dans les mêmes conditions qu’au théorème précédent, il existe une
constante K > 0 telle que pour tout x ∈ Rd,

Hϕ3((BH)−1(x) ∩ I) ≥ Kα(x, I)

presque sûrement.

7. Rappelons que (a− b)n ≤ 2n−1(an + bn)
8. Rappelons que βτ a été défini au Lemme 3.2.7.
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Le théorème suivant est l’analogue des Théorèmes 2.4.14 et 2.4.15.

Théorème 3.3.3. Soit BH = {BH(t), t ∈ RN
+} un drap Brownien fractionnaire à valeur

dans Rd d’indice de Hurst H = (H1, . . . , HN). Supposons qu’il existe τ ∈ {1, . . . , N} tels
que H1 = · · · = Hτ et H1d < τ . Alors il existe des constantes K1, K2 > 0 telles que presque
sûrement, pour tout s ∈ I,

lim sup
r→0

supx∈Rd α(x, [s− r, s+ r])

rN−H1d(log log 1/r)H1d
≤ K1

et
lim sup

r→0
sup
s∈I

supx∈Rd α(x, [s− r, s+ r])

rN−H1d(log 1/r)H1d
≤ K2.

De manière similaire à ce qui a été fait au chapitre précédent, ce dernier théorème per-
met d’obtenir facilement des informations sur la régularité du drap brownien fractionnaire.

Théorème 3.3.4. Soit BH un (N, d)-drap Brownien fractionnaire et soit I ⊂ [0,+∞[N .
Il existe une constante K > 0 telle que presque sûrement, pour tout s ∈ I,

lim inf
r→0

sup
t∈B(s,r)

|BH(t)−BH(s)|
rH1(log log 1/r)−H1

≥ K

et

lim inf
r→0

inf
s∈I

sup
t∈B(s,r)

|BH(t)−BH(s)|
rH1(log 1/r)−H1

≥ K.

En particulier, les trajectoires de BH sont presque sûrement nulle part dérivables dans
]0,+∞[N .

Remarque 3.3.5. Les résultats que nous avons présentés tout au long de ce chapitre
peuvent encore être étendus à une classe plus grande de processus satisfaisant le non-
déterminisme local sectoriel. Ces résultats sont développés par Lee dans [35].
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Pour aller plus loin

Nous avons exploré la théorie du temps local en ayant comme principal objectif d’étu-
dier la régularité (presque sûre) des trajectoires de processus gaussiens. Cependant, le
temps local possède d’autres applications. D’un point de vue théorique, le temps local (en
particulier celui de mouvement Brownien) est utilisé pour résoudre certaines équations
différentielles stochastiques. Pour ce faire, il est nécessaire de développer des théorèmes
bien différents de ceux présents dans ce mémoire, les plus importants étant la formule de
Tanaka et les théorèmes de Ray-Knights.

En effet, la formule de Tanaka apporte une représentation, via l’intégrale stochastique,
du temps local du mouvement Brownien 9 [34, 41, 49, 62, 32].

Les théorèmes de Ray-Knights, quant à eux, permettent de caractériser le temps local
du mouvement Brownien arrêté par un temps d’arrêt[34, 41, 49, 62, 32]. Nous faisons une
mention spéciale à [42] qui développe ces théorèmes dans un cadre plus général (et en
développe d’autres du même type).

Mentionnons aussi que le temps local possède des applications dans des modélisations
de marché en finance. Une telle application est développée dans [14] pour le temps local
du mouvement Brownien fractionnaire.

9. Notons que cette formule est établie par plusieurs auteurs dans le cas plus générale d’une semi-
martingale.
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Annexe A

Notions de régularité et de théorie de la
mesure

A.1 Condition de Hölder et mesure de Hausdorff
Nous rappelons ici les notions de condition de Hölder et de mesure de Hausdorff qui

nous serons utiles pour décrire le comportement de processus stochastique. Cette section
provient principalement de [21].

A.1.1 Mesure de Hausdorff

Définition A.1.1. Le diamètre d’un ensemble A non vide de Rn est donné par

|A| = sup{|x− y| : x, y ∈ A}

où | · | est la norme euclidienne usuelle. De plus, on pose |∅| = 0.

Définition A.1.2. Une collection dénombrable d’ensemble (Ai)i∈I de Rn est un
δ-recouvrement d’un ensemble E ⊂ Rn si pour tout i ∈ I, |Ai| ≤ δ et si E ⊂

⋃
i∈I Ai.

Définition A.1.3. Soient E un ensemble de Rn et s ≥ 0. Pour tout δ > 0, posons

Hs
δ(E) = inf

{
∞∑
i=1

|Ei|s : (Ei) est un δ-recouvrement de E

}
.

On définit alors la s-mesure de Hausdorff par

Hs(E) = lim
δ→0

Hs
δ(E).

La limite existant vu la croissance de Hs
δ(E) lorsque δ décroit.

Proposition A.1.4. Soient s, t ∈ R tels que 0 ≤ s < t et soit E ⊂ Rn, on a

Hs(E) <∞ ⇒ Ht(E) = 0
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Démonstration. Soit δ < 1, il est clair que Hs
δ est décroissant par rapport à s.

Considérons un δ-recouvrement (Ai)i∈N de E. On a alors

∞∑
i=0

|Ai|t =
∞∑
i=0

|Ai|t−s|Ai|s ≤ δt−s

∞∑
i=0

|Ai|s.

En prenant la borne inférieure, on obtient directement Ht
δ(E) ≤ δt−s Hs

δ(E). Il suffit
alors de prendre la limite pour δ qui tend vers 0+ pour conclure.

y

x0

+∞

s

Figure A.1 – Illustration de la Proposition A.1.4 et de la Définition A.1.6.

Remarque A.1.5. Dans la figure précédente, la valeur en Hs(E) n’est pas clairement
fixée. En effet, la dimension de E représente le point de passage entre +∞ et 0 mais ne
donne aucune information sur la valeur de Hs(E) ∈ [0,+∞].

Définition A.1.6. La dimension de Hausdorff d’un ensemble E de Rn (notée dimH(E))
est donnée par

dimH(E) = inf{s : Hs(E) = 0} = sup{s : Hs(E) = ∞}

où on pose sup ∅ = 0.

Nous pouvons raffiner cette notion en utilisant une fonction de dimension.

Définition A.1.7. Soit h : [0, b] → R (b > 0) une fonction croissante et continue à
droite telle que h(0) = 0 1 et soit δ ∈]0, b[. Posons

Hh
δ (E) = inf

{
∞∑
i=1

h(|Ei|) : (Ei) est un δ-recouvrement de E

}
.

La mesure de Hausdorff selon h est alors définie par

Hh(E) = lim
δ→0

Hh
δ (E).

1. h est appelée une fonction de dimension.
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Il est parfois utile de recourir à des mesures intermédiaires pour calculer la mesure de
Hausdorff d’un ensemble. C’est l’objet de la définition et du théorème suivants.

Définition A.1.8. Soit h une fonction de dimension et soit µ une mesure borélienne finie
sur Rn. La h-densité supérieure de µ en x ∈ Rn est définie par

D
µ

h(x) = lim sup
r→0

µ(B(x, r))

h(r)
.

Nous terminons cette section en énonçant le "upper density theorem" de Rogers et
Taylor [50] (voir aussi le Théorème 2.1 de [55] ou le Lemme 2.1 de [35]).

Théorème A.1.9. Soit h une fonction de dimension et soit µ une mesure borélienne finie
sur Rn. Pour tout ensemble borélien B ⊂ Rn, on a

µ(B) ≤ Hh(B) sup
x∈B

D
µ

h(x).

A.1.2 Condition de Hölder

Définition A.1.10. Une fonction localement bornée f appartient à l’espace de Hölder
Λα(x0) avec α ∈]0, 1[ s’il existe un voisinage Vx0 de x0 et une constante C > 0 tels que,
pour tout x ∈ Vx0 ,

|f(x0)− f(x)| ≤ C|x0 − x|α.

L’exposant de Hölder de f en x0 est alors définit par

sup{α ∈]0, 1[: f ∈ Λα(x0)}.

Remarquons que les espaces de Hölder sont emboités (i.e. Λα+ε(x0) ⊂ Λα(x0) pour tout
α et ε tels que 0 < α < α+ε < 1) ce qui permet d’interpréter l’exposant de Hölder comme
la régularité maximale de la fonction f .

Comme pour la mesure de Hausdorff, nous pouvons remplacer l’exposant de Hölder
par une fonction de Hölder.

Définition A.1.11. Soit h : [0, b] → R (b > 0) une fonction strictement croissante telle
que h(0) = 0. Une fonction localement bornée f appartient à l’espace de Hölder Λh(x0)
s’il existe un voisinage Vx0 de x0 et une constante C > 0 tels que, pour tout x ∈ Vx0 ,

|f(x0)− f(x)| ≤ Ch(|x0 − x|).

h est appelée une fonction de Hölder de f en x0.

A.2 Limite approximative et fonction de Jarnik

A.2.1 Limite approximative

Nous développons ici une notion de limite qui nous sera d’intérêt pour définir les
fonctions de Jarnik. les résultats de cette section proviennent essentiellement de [26] (voir
aussi [51]).

Commençons par rappeler la notion de point de densité de Lebesgue.
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Définition A.2.1. Soient A ∈ B(Rk) et x ∈ Rk. Posons

g(ε) =
λk(Bk(x, ε) ∩ A)
λk(Bk(0, 1))εk

.

Alors x est un point de densité (resp. de dispersion) de A si limε→0 g(ε) existe et est égal
à 1 (resp. 0).

Nous rappelons aussi la proposition suivante qui permet de donner plus d’intuition à
cette notion.

Proposition A.2.2. Si A un ensemble borélien alors presque tout x ∈ A est un point de
densité de A et presque tout x ∈ Ac est un point de dispersion de A.

Cela étant, nous pouvons maintenant introduire la notion de limite approximative.

Définition A.2.3. Soit f une fonction borélienne à valeurs réelles définie sur E ∈ B(Rk)
et soit t un point de densité de E.

On définit la limite approximative supérieure par

ap− lim sup
s→t

f(s) = inf{a ∈ R : t est un point de dispersion de {s ∈ E : f(s) > a}}.

De même, On définit la limite approximative inférieure par

ap− lim inf
s→t

f(s) = sup{a ∈ R : t est un point de dispersion de {s ∈ E : f(s) < a}}.

Enfin, la limite approximative existera et vaudra L si et seulement si

ap− lim sup
s→t

f(s) = ap− lim inf
s→t

f(s) = L.

On note ap− lims→t f(s) = L.

Remarque A.2.4. Dans la définition précédente, l’existence de a n’est pas garantie, les
conventions usuelles s’appliquent alors.

Nous allons essayer de donner, au travers des propositions qui suivent, une meilleure
intuition de cette notion.

Proposition A.2.5. Soient f une fonction borélienne à valeurs réelles définie sur E ∈
B(Rk), t un point de densité de E et L un nombre réel. On a ap− lims→t f(s) = L si et
seulement si pour tout ε > 0, t est un point de densité de {s ∈ E : |f(s)− L| < ε}.

Démonstration. Posons A1(a) = {s ∈ E|f(s) > a} et A2(a) = {s ∈ E|f(s) < a}. Posons
aussi, pour tout ε > 0, Bε = {s ∈ E||f(s)− L| < ε}.

Montrons que la condition est nécessaire. Commençons par montrer que L = inf{a ∈
R |t est un point de dispertion de A1(a)}. Si a > L, alors f(s) > a > L implique qu’il
existe ε > 0 tel que |f(s)− L| > ε et donc A1(a) ⊂ Bc

ε. Ainsi t est un point de dispersion
de A1(a) pour tout a > L. On remarque de plus que si a < L, alors A1(a) ⊃ B. On en
déduit alors que ap− lim sups→t f(s) = L.
On montre de manière similaire que ap− lim infs→t f(s) = L.

Montrons que la condition est suffisante. Soit ε > 0. On remarque aisément que Bε =
A1(L− ε)∪A2(L+ ε) et que le membre de droite admet t comme point de densité, ce qui
permet de conclure.
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Les résultats suivants lient les limites approximatives aux limites classiques.

Proposition A.2.6. On a toujours

−∞ ≤ lim inf
s→t

f(s) ≤ ap− lim inf
s→t

f(s) ≤ ap− lim sup
s→t

f(s) ≤ lim sup
s→t

f(s) ≤ ∞.

En particulier si la limite existe alors la limite approximative aussi 2 et les deux limites
auront la même valeur.

Démonstration. Montrons l’inégalité des limites supérieures. Le cas des limites inférieures
se traitant de même. Il suffit de remarquer que

lim sup
s→t

f(x) = inf{a|t n’est pas adhérent à {s ∈ E|f(x) > y}}.

Théorème A.2.7. On a ap − lims→t f(s) = L si et seulement si il existe un ensemble
borélien G ⊂ E dont t est un point de densité tel que

lim
s→t;s∈G

f(s) = L.

Démonstration. La condition suffisante est évidente. Montrons la condition nécessaire dans
le cas où L est fini et supposons, sans perte de généralité, que t = 0.

Pour tout n ∈ N0, posons

An = {s ∈ E : L− 1/n < f(s) < L+ 1/n}.

Il est clair que An est borélien et que 0 est un point de densité de An. posons ck =
λk(Bk(0, 1)) et soient (αn)n une suite croissante vers ck et (δn)n une suite décroissante vers
0. On construit une suite (εn)n décroissante vers 0 et telle que :

• λk(Bk(0, ε) ∩ An) ≥ αnε
k pour tout ε ≤ εn,

• εkn+1 ≤ αnδnε
k
n.

Posons alors

G =
∞⋃
n=1

(An ∩ (Bk(0, εn)\Bk(0, εn+1))) .

Il est alors clair que lims→t;s∈G f(s) = L et il ne nous reste qu’à montrer que 0 est un point
de densité de G. Soit εn < ε < εn+1, on a

ε−kλk(Bk(0, ε) ∩G) = ε−kλk(Bk(0, εn) ∩G) + ε−kλk((Bk(0, ε)\Bk(0, εn)) ∩G)
≥ ε−kλk(Bk(0, εn) ∩ An)− ε−kλk(Bk(0, εn+1) ∩ An)

+ ε−kλk(Bk(0, ε) ∩ An−1)− ε−kλk(Bk(0, εn) ∩ An−1)

≥ ε−k(αnε
k
n − ckαnδnε

k
n + αn−1ε

k − ckε
k
n)

= αn−1 − (εn/εε)
k(ck + ckαnδn − αn) → ck (n→ ∞).

2. La réciproque n’est pas vraie comme en atteste l’existence des fonctions de Jarnik.
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A.2.2 Fonction de Jarnik

On sait que pour toute fonctionf : R → R, l’ensemble des points t tels que

lim
s→t

|f(s)− f(t)|
|s− t|

= ∞

est négligeable. Ce résultat est par exemple démontré par Saks dans [51]. Cependant cette
affirmation n’est plus vraie si on remplace la limite par une limite approximative comme
l’a montré Jarnik 3 [31]. Cela mène naturellement à la définition suivante

Définition A.2.8. Soit f : Rn → Rd une fonction borélienne. f est dite de Jarnik si

ap− lim
s→t

|f(s)− f(t)|
|s− t|

= ∞

pour presque tout t.

Nous allons établir un lien entre la propriété de Jarnik et les espaces de Hölder. Pour
ce faire, nous allons généraliser la définition précédente en appliquant une fonction au
dénominateur.

Définition A.2.9. Soit ϕ une fonction réelle définie sur [0,+∞[ continue et croissante
s’annulant en 0 et soit f : Rn → Rd une fonction borélienne. f est dite ϕ-Jarnik si

ap− lim
s→t

|f(s)− f(t)|
ϕ(|s− t|)

= ∞

pour presque tout t. Dans ce cas, on dit que f est (Jϕ) et si ϕ(x) = xr, on écrit (Jr).

Remarque A.2.10. Il est clair que la propriété de Jarnik donne un majorant sur l’expo-
sant de Hölder. En effet, si f ∈ Γγ(x) (γ ∈]0, 1[), alors il existe une constante positive C
telle que

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|γ

pour tout y au voisinage de x.
En particulier,

ap− lim
y→x

|f(s)− f(t)|
|s− t|γ

̸= ∞.

Cela n’est possible que sur un ensemble négligeable au plus si f est (Jγ).

Obtenir un majorant pour l’exposant de Hölder se révèle très pratique dans l’étude
de la régularité des processus stochastiques. En effet, montrer que les trajectoires d’un
processus satisfont la propriété de Jarnik pour un exposant β nous donne un majorant
pour l’exposant de Hölder pendant que le théorème de Kolmogorov-Centsov 4 nous affirme
qu’une version de ce même processus possède des trajectoires au moins γ-Hölder.

A.3 Dérivation de mesures et ensemble de Lebesgue
Nous rappelons ici quelques notions avancées de théorie de la mesure. Les résultats

proviennent essentiellement de [44].

3. Il a notamment montré qu’il existait des fonctions continues qui satisfont la propriété de Jarnik.
4. Voir par exemple [38]
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A.3.1 Sur la dérivation de mesure

Considérons

C =

{
d∏

j=1

[aj, bj] : 0 < bj − aj = bk − ak <∞, ∀j, k ∈ {1, . . . , d}

}

et posons (C) = b1 − a1 si C ∈ C.

Définition A.3.1. Soit µ une mesure borélienne finie de Rd. Les dérivées supérieure et
inférieure de µ en x sont respectivement définies par

Dµ(x) = lim sup
ϵ→0

{
µ(C)

λ(C)
: C ∈ C, x ∈ C et (C) < ϵ

}
et

Dµ(x) = lim inf
ϵ→0

{
µ(C)

λ(C)
: C ∈ C, x ∈ C et (C) < ϵ

}
.

De plis, on dira que µ est dérivable en x ∈ Rd si Dµ(x) = Dµ(x) et, dans ce cas, on note
Dµ(x) ou µ′ la dérivée de µ est x.

La dérivée d’une mesure est particulièrement liée à la dérivée de Radon-Nikodym de
sa partie absolument continue.

Théorème A.3.2. Soit µ une mesure borélienne finie sur Rd. µ est dérivable presque
partout et la fonction définie par

x 7→

{
Dµ(x) si µ est dérivable en x

0 sinon

est la dérivée de Radon-Nikodym de la partie absolument continue de µ.

A.3.2 Sur les ensembles de Lebesgue

La notion de point de Lebesgue repose sur le résultat suivant

Proposition A.3.3. Soit g : Rd → R une fonction Lebesgue-mesurable. Pour presque tout
t ∈ Rd, on a

lim
ε→0

1

λ(B(t, ε))

∫
B(t,ε)

|g(x)− g(t)|x = 0. (A.1)

Cela mène à la définition suivante.

Définition A.3.4. Dans les conditions de la proposition précédentes, on dit que t ∈ Rd

est un point de Lebesgue de g si (A.1) est vérifiée en t. De plus, on appelle ensemble de
Lebesgue de g, l’ensemble des points de Lebesgue de g.
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