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Introduction

Considérons (A, - | 4) et (B,| - |z) deux espaces vectoriels normés, si T': A— B est
une application linéaire continue, alors il existe une constante C' > 0 qui vérifie

IT(a)| 5 < Clal 4

quel que soit a € A. La norme opérateur de 7', notée |T'|| , 5, désigne la plus petite constante
qui vérifie cette propriété. Intéressons nous a cette notion dans un contexte spécifique donné
par le théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin |3] :

Théoréme 1. Soient X et Y deux espaces mesurés et soient py,p1,qo, 1 € [1,+00] tels que
poEpPL et qo# qr; si T Ly (X) + Ly, (X)—> Ly (Y) + Ly, (YY) est une application linéaire
qui vérifie

% T|p, )t Lp(X) = Lgy (Y) est continu de norme opérateur M,

% T, (x): Lp,(X) = Ly, (Y) est continu de norme opérateur M,

alors pour tout 0 € [0,1], Uapplication T'|1,(x) : Lp(X) = Le(Y') est continue et vérifie
1T, x),0,00) < My~ MY (1)
1 _ 1 1 1_ 1 1
avec b= (1—0)1)—0+91)—1 et P (1—9)(1—04‘6(]—1

En d’autres termes, si 'on considére les deux couples d’espaces (L, (X), Ly, (X)) et
(Lgy(Y), Ly (Y)), alors le théoréme fourni deux espaces intermédiaires pour ces couples,
a savoir L,(X) et L,(Y'), qui conservent la continuité de I’application 7' tout en satis-
faisant une inégalité reliant les différentes normes opérateur de 7. La théorie des espaces
d’interpolation généralise ce comportement a des couples d’espaces normés quelconques. Si
les espaces obtenus vérifient une inégalité du type pour tout opérateur ayant le méme
comportement que 7', alors ils sont dit d’interpolation d’exposant 6. La théorie classique
[1, 13, [14] fournit diverses méthodes pour construire de tels espaces.

Ce mémoire vise a introduire une version généralisée de la théorie des espaces d’in-
terpolation en utilisant les fonctions de Boyd. Ces fonctions généralisent le comportement
des fonctions puissances comme t ~ t? ou bien ¢ — t7¢. Ainsi, nous pourrons obtenir
des espaces d’interpolation vérifiant des inégalités plus raffinées que en remplacant les
fonctions puissances par des fonctions de Boyd. Nous parlerons alors d’espaces d’interpo-
lation d’exposant ¢ avec ¢ une fonction de Boyd. Les énoncés des résultats principaux
proviennent de 12| et les preuves, pour la plupart, ont été obtenues en adaptant celles du
contexte classique [3].

Dans la premiére section, nous introduirons les fonctions de Boyd et leurs principales
propriétés. Ensuite, nous présenterons la théorie des espaces d’interpolation avec un para-
meétre fonctionnel ainsi que quelques résultats généraux comme une adaptation du théoréme
d’Aronszajn-Gagliardo. La seconde section présentera deux méthodes pour construire des
espaces d’interpolation pour un paramétre ¢ donné. Nous étudierons ensuite les propriétés
des espaces obtenus et les éventuelles relations qui les lient. Dans la troisiéme section, nous
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introduirons une troisiéme méthode suivant un raisonnement bien différent des deux pre-
miéres. Cette méthode n’ayant pas encore été généralisée & un paramétre fonctionnel, nous
la présenterons dans le contexte classique |1, 3, [14] et énoncerons les récentes connexions
avec la théorie généralisée [11]. Finalement, la derniére section mettra en pratique la théorie
développée tout au long de ce mémoire en appliquant les méthodes introduites a des espaces
fonctionnels spécifiques et en particulier, nous montrerons le théoréme d’interpolation de
Riesz-Thorin.



1 Théorie des espaces d’interpolation

1.1 Fonctions de Boyd
Les fonctions de Boyd généralisent le comportement des fonctions puissances
Vo Ry >R 1 2

avec a € R. Nous allons introduire les propriétés des fonctions de Boyd qui nous seront
nécessaires pour généraliser la théorie des espaces d’interpolation. Les résultats présentés
dans cette section proviennent de [13].

Définition 1.1.1. Une fonction ¢ : Ry - R] est une fonction de Boyd si elle est continue,
si (1) =1, et si pour tout z € R}, on a

®(z) =sup 2(zy) < +00.
ekt ©(y)

On note B 'ensemble des fonctions de Boyd.

Remarque 1.1.2. On remarque que @ est sous-multiplicative : si z,y > 0, alors p(zy) <
©(2)P(y). On en tire directement que @ <®(x) pour tout = > 0.
On remarque également que @ est mesurable[l] En effet, on a

P x> sup fo(x)
qeQf

ou f,:x+~ p(xq)/p(q) est une fonction continue et donc mesurable.

Exemple 1.1.3. Les fonctions puissances 1, : Ry —Rg : 2 = 2 avec a € R sont des cas
triviaux de fonctions de Boyd. On remarque directement que l'on a 1, = 1, quel que soit
aeR.

Définition 1.1.4. Soit ¢ une fonction de Boyd ; on définit les indices inférieur et supérieur
de Boyd par les quantités
In(p(x
b(g) = sup M)
z€]0,1[ In(z)
= o In(@(x))
b(p) = f ——
(90) xe]11I,1+oo[ ln([L‘)

respectivement.

Nous allons donner une définition équivalente de ces indices. Pour cela nous allons reve-
nir sur le caractére sous-multiplicatif de P et suivre le raisonnement de [5| en commencant
par étudier les fonctions sous-additives [9] c’est & dire les fonctions f : R—>R telles que
pour tout x,y € R on a

flo+y) < f(z)+f(y)

1. On entend ici mesurable pour la mesure de Lebesgue.




Lemme 1.1.5. Soit f : R—>R" une fonction sous-additive mesurable; la fonction f est
bornée sur tout intervalle compact ne contenant pas 0.

Démonstration. Commengons par remarquer que si a > 0, alors pour tout 1,z € [0, a] tels
que a =21 +x2, on a f(a) < f(x1) + f(x2) et donc si on pose

alors on a L(A) > a/2. En effet, si xq, x5 € [0,a] sont tels que a =z + 25 et f(x1) < f(a)/2
alors f(x2) > f(a)/2. En conséquence, a — A¢ c A et donc

L(A%) = L (a-A°) < L(A).

Au total, on a bien a = L([0,a]) = L(A) + L{A°) <2L(A).

Montrons maintenant que f est bornée sur tout intervalle compact de R.

Soient a,b > 0 tels que a < b; supposons par 1'absurde que f n’est pas bornée sur [a,b]. On
sait alors qu’il existe (x,)nen une suite de [a,b] telle que f(x,) > 2n quel que soit n € N.
En utilisant le raisonnement fait en début de démonstration, on tire que pour tout n, on a

X

LHze[0b][ fx)2n}) 2=

>

|

De plus, la fonction f étant a valeurs finie, on en déduit que

0 =L{zel0,b]| f(x)=+o0})

t(Qteemn] s@zn))

neN

Jdim £({2e[0.0]] (@) 2n )

v
(GRS

ou I’avant derniére inégalité provient de la continuité a droite des mesures. L’inégalité entre
les deux extrémes étant absurde, on en conclut que f est bornée sur tout intervalle compact
de Ry.
Pour montrer que f est bornée sur les intervalles compacts de R, il suffit de considérer
la fonction sous-additive f:z — f(=z). On sait alors qu’elle est bornée sur tout intervalle
[a,b] si 0<a<bcequi permet de conclure.

O

Proposition 1.1.6. Soit f:R—>R une fonction sous-additive mesurable; on a

inf (@) = lim M et supM= lim M
z>0 T—>+o00 <0 X r—>-00
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Démonstration. Montrons la premiére égalité et supposons que inf,.q @ =a avec a € R.

fa)

Soit € > 0; considérons a > 0 tel que <a+e. Six>aetsineN est tel que

(n+1)a<z<(n+2)a, alors on a

f(x) < f(na) s f(x -na) < na f(a) . SUPyefa,2a] f() <M (a+e)+ SUPye[q,2a] f(y)
x x x T a x n+1 x

En appliquant le lemme précédent & |f|, on remarque que f est bornée sur [a,2a] et donc
en faisant tendre x vers +oco, on obtient

a< lim f(z)

T —> +0o €T

<a+e.

L’inégalité entre les deux extrémes ayant lieu quel que soit € > 0, on conclut par passage a
la limite.

Montrons maintenant la seconde égalité.

Considérons la fonction sous-additive f:z — f (=x). On sait alors que

inf ——= =
z>0 r—>+o00

En multipliant les deux membres par —1, on obtient

GO (C)

w0 —T T =g

d’ou la conclusion.

Nous pouvons maintenant donner une définition alternative des indices de Boyd :

Proposition 1.1.7. Soit ¢ une fonction de Boyd; on a

b(p) = lim 2E@)

z-0t In(x) ’

Démonstration. Comme évoqué dans la remarque [1.1.2] on sait que la fonction P est sous-
multiplicative et donc la fonction

f:R->R:z~In(p(e"))

est sous-additive. De plus elle est mesurable car @ est mesurable par la remarque(1.1.2} On
conclut en appliquant la proposition précédente a f.
O
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Le résultat suivant justifie les appellations "supérieur et inférieur" et montre que toute
fonction de Boyd posséde des indices finis.

Corollaire 1.1.8. Soit ¢ une fonction de Boyd; on a
00 < b(p) < b(ip) < +oo.

Démonstration. Les inégalités aux extrémités découlent directement de la définition. Pour
conclure, la proposition précédente et la remarque donnent que

g 2 2)) (@A) @) o
R N T N e vy oy - Wy v s wll GO

]

Ces indices permettent de majorer asymptotiquement et donc de caractériser les
comportements asymptotiques de .

Proposition 1.1.9. Si ¢ est une fonction de Boyd, alors pour tout € > 0, il existe Ry, Ry > 0
tels que

5(2) 2@ s 2 €]0, Ry
p(z) <
2P+ si 1 €] Ry, +oo

En particulier, pour tous €, R >0, il existe C' >0 tel que

Cxb@)-= s 2 €]0, R]
P(x) <
Cab@)+e sixe[R,+oo]

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la proposition [I.1.7} Par exemple pour le premier cas,
on a pour b(p) que pour tout £ > 0, il existe R; €]0, 1] tel que

b(y) - % <e YV €]0, Ry[.

Et donc B(x) < 2z2(#)=¢ pour tout x €]0, Ry [.

Pour arriver au cas particulier il suffit de remarquer que si R > Ry, alors  est bornée sur

[R1, R]. En effet, la fonction z — In(p(x)) est sous-additive et donc bornée sur le compact
[Ri1, R] par le lemme [L.1.5]

]
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Remarque 1.1.10. En appliquant la définition des indices de Boyd au lieu de la propo-
sition [I.1.7] on obtient alors une minoration de @ :

2@ §i x€]0,1]
?(z) 2
2P(®) sixe[1,+oo]

Corollaire 1.1.11. Si ¢ est une fonction de Boyd, alors pour tout € > 0 il existe Ry, Ry > 0
tels que

zP@)+e < p(x) < 222 sz €]0, Ry[
22(@)== < p(x) < 2P@)*e  5i 1 €] Ry, +0o]
En particulier, pour tous €, R > 0 il existe C'> 0 tel que
C-Lzb(@)+e < p(2) < Cab@)= s 2 €]0, R]
C-lab(@)=c < p(z) < CaP@)*e i 2z ¢ [R, +oo[

Démonstration. On remarque que pour tout x >0, on a

_ g PWI) | plafr) 1
) =sup S0 2 ) T o)

Et donc puisque ¢ <@, on a pour tout x > 0,
1
@(1/x)

I1 suffit alors d’appliquer la proposition précédente aux deux extrémes pour conclure.
Le cas particulier est dt a la continuité de .

< p(x) <P(x).

]

Proposition 1.1.12. Soit ¢ une fonction de Boyd; si b(¢) > 0, alors la fonction @ est
croissante & une constante multiplicative prés. Autrement dit, il existe C' > 0 tel que pour
tout x,y € Ry tels que x <y, on a

?(x) < C2(y).

Démonstration. Soient x,y € R; tels que x < y; on a alors x/y < 1. Fixons € > 0 tel que
b(¢) — e > 0, la sous-multiplicativité de @ et la proposition nous assurent alors qu’il
existe C' > 0 tel que

20) =7 () <7 (5) 7w < C(f)b(@)_ea(y) <CF(®).
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Un raisonnement identique au précédent permet d’arriver a un résultat analogue :

Proposition 1.1.13. Soit ¢ une fonction de Boyd; si b(p) < 0, alors la fonction G est
décroissante a une constante multiplicative preés.

Définition 1.1.14. Soit ¢ une fonction de Boyd ; le complémentaire de ¢ est la fonction

1
P iRy >Ry oo wp(—).
X

Proposition 1.1.15. Soit p une fonction de Boyd ; le complémentaire de o est aussi une
fonction de Boyd et on a méme
1
7(r) =25(2)
quel que soit v € R].
En particulier, on a b(p,) =1-b(p) et b(p,) =1-b(p).

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence directe des définitions.
O

Remarque 1.1.16. L’utilité du complémentaire de ¢ est de généraliser la relation qu’il
y a entre les fonctions ¢t — ¢ et ¢ — t17¢ pour 6 €]0, 1[. On aurait donc pu introduire une
autre fonction complémentaire

*

t
T —
()
qui aurait joué un role similaire a ¢,. En fait on a méme ¢* = P, et donc toute la théorie
qui suit peut utiliser p* |12|. Le choix d’utiliser ¢, repose simplement sur le fait que la
proposition posséde une écriture plus élégante dans ce cas.

Nous allons maintenant introduire un sous ensemble de B constitué de difféeomorphismes
de Rj vérifiant une certaine propriété d’élasticité. Nous allons ensuite montrer que les
fonctions de Boyd qui nous intéresseront dans la suite sont équivalentes a des éléments de
ce sous ensemble [15].

Définition 1.1.17. Soit ¢ : Rj >R/ ; la fonction ¢ appartient & B’ si elle est de classe C*,
si p(1) =1 et si elle vérifie

O<infM£supM<+oo.

x>0 gp(:r) x>0 go(l‘)

. x|’ (z Iy |’ (=
On note b'(¢) = inf,5g ‘;f(i))‘ et b (¢) =sup,. lﬁ(;))l'

Proposition 1.1.18. Soit pe B'; on a
' (©) 52 €]0,1]
p(z) <

2 (@) sixe[l,+o0]
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Démonstration. On remarque que pour tout z > 0, on a
b’ ‘ b
D) (nopy = £2) D (0)
x p(z) = =
On en tire que si ¢t > 1, alors
x T B, —
(Inop)(z) = / (Inop)'(t)dt < f gdtzln(xb (@)
1 1
et sit <1, alors

(Inop)(z) = - fml(ln o)’ (t)dt < - /; @dt = ln(xgl(“")).

La proposition suivante est due a [7] :

Proposition 1.1.19. Si ¢ € B', alors ¢ est une fonction de Boyd. De plus, on a

b(p) <b'(¢) et bly)<b(p)

Démonstration. Soit y > 0; posons ¢, (x) = ¢(zy)/¢(y) pour tout x > 0. On remarque que
1, est de classe C'! et que pour tout = >0, on a

2y () _ wyp' (zy)
Yy(z)  play)

On en déduit donc que 1, € B' et que les indices b'(1h,) et b (14,) sont égaux a b'(p) et
Bl(go) respectivement. La proposition précédente nous permet alors d’affirmer que

?(z) = sup b, () < max(z2' @), :zcg,(@)) < +00
y>0

quel que soit x > 0. Finalement, puisque b’(¢) < B,(<p), on a par la proposition m

b(p) = lim In(®()) < In(z2' ()

z-0 In(z) = In(x) =b(e)-

L’inégalité concernant b() s’obtient de la méme maniére.
O

Définition 1.1.20. Soient f,g deux fonctions de R dans R"; ces fonctions sont dites
équivalentes si il existe une constante C' > 0 pour laquelle on a

Clf<g<Cf.

On note alors f ~ g.
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Lemme 1.1.21. Soit ¢ une fonction de Boyd telle que 0 < b(p) ; si a > b(p), alors les
fonctions

=

mln(l,ta)a(l) ’ R min(1,¢?) R min(1,¢79)
/ / 0 f

o(t)

sont intégrables.

Démonstration. La remarque [1.1.2| permet d’affirmer que toutes ces fonctions sont me-
surables. Il suffit d’appliquer la proposition pour la premiére fonction, la remarque
1.1.10| pour la seconde et le corollaire(l.1.11| pour la derniére. Par exemple, pour la premiére
fonction, si on fixe € > 0 tel que 0 < b(p) —¢ < B(gp) + ¢ < a, alors on sait qu’il existe une
constante C' > 0 telle que

min(1,¢?)

n X]1,+oo[(t)

_(1 a-1-b(p)-¢
(2 (;) < Ct 1-b(¢) X]Ol](t) +

tl+b(p)-¢

et donc la premiére fonction est intégrable.
O

Remarque 1.1.22. Puisque la dérivée d’une fonction de B’ n’est par définition jamais
nulle, toute fonction de B’ est une fonction de Boyd strictement monotone et est donc
un difféomorphisme de R dans lui-méme et on note B, et B. les élément strictement
croissants et strictement décroissants de B’ respectivement.

Théoréme 1.1.23. Soit ¢ une fonction de Boyd ;
% si b(p) >0, alors il existe une fonction & € B, telle que p ~ €.
% 51 b(¢) <0, alors il existe une fonction & € B telle que ¢ ~ f.

Démonstration. Commengons par montrer le premier point.
Fixons a > 0 tel que a — 1 > b(¢) et posons pour tout x > 0

1 e x dt
= — 1 1 —\a t -
é@)= o [ min( (e
o C = [;"" min(1, (3)2)p(t)% est une constante finie par le lemme précédent. On remarque

que £(1) =1 et que n t) a
S )‘Cf Cf

pour tout x >0 ce qui montre que £ est de Classe C' et que l’on a

a-1 +00 d +00 d
ey = O [TEDAL L in(, (DS >0

2. 11 a été montré dans [13]| que sous les mémes hypothéses, on peut supposer la fonction ¢ infiniment
continument dérivable.
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pour tout x > 0. On en tire que & est strictement croissant et que
) | L min (6 )p(t)
§(x) Jo 7 min(L, ($)*)(t)
o(z)

<a

pour tout x > 0. De plus, puisque o(t) < p(x)p(t/z) quels que soient ¢,z >0, on a

P(z/t) <
oo min(1,(z 1 min(1,u®
o, oty s
. a -4 e e x>0
@) e oS min(L (/) B0 T min(Lut) p(1/u)

pour tout z >0 en prenant u = x/t par le lemme précédent.
Au total, on a bien £ € B'. Il ne reste plus qu’a montrer que £ ~ ¢. On procéde comme au
point précédent et on obtient que

! min(1,u®) dt

.1' —_—
() | () 1
quel que soit x > 0 et ou les deux intégrales donnent bien des constantes strictement

positives par le lemme précédent.
Pour le second point, il suffit de considérer la fonction 1/¢. Pour tout = >0, on a

@(m) =sup P(y) supL%y) = @(l) .

w0 p(zy) o ©(y) T

<e(@) <o) [ min(Lu) B/

Cela nous donne que

(1) = g BECL) _ 1y, EC)

“\p/ =20 In(x) 2o —In(z)

On sait donc qu’il existe £ € B', tel que 1/ ~ & On en tire que ¢ ~ 1/€ ou 1/€ € B. car

pour tout x >0, on a
z|(1/€)" ()| _ z[¢’(x)]
(1/6)(x) (x)

—b(gp) > 0.

1.2 Catégories et foncteurs

Dans cet écrit, nous allons aborder la théorie des espaces d’interpolation du point de
vue des catégories. Cela n’est pas obligatoire [1] mais cela permet d’amener de maniére
propre et élégante de nombreuses notions. Introduisons donc les rudiments de la théorie
des catégories [17].

Définition 1.2.1. Une catégorie C est la donnée d’un couple (2, M) ot 2 est un ensemble
d’objets et M un ensemble dont les éléments sont des morphismes entre objets. Un mor-
phisme entre objets est un triplet (7, A, B) avec A, Be Q. Si A,BeQet (T,A,B)e M, on
note T': A~ B € M ou encore T € M. Les ensembles €2 et M vérifient les deux condition
suivantes.
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% il existe un opérateur produit associatif - tel que si T: A~BeMet S:B~CeM
alors

S'TZAMCGM,

% A tout A € Q, on associe un morphisme neutre I, : A~ A € M. Ces morphismes
vérifient que pour tout T: A~ Be M, on a

T -Ip=T=15-T.

On se permet de noter ST au lieu de S-T.
SiC=(Q,M)etD=(,M") sont deux catégories telles que 2 c Q' et M c M’, alors C est,
une sous catégorie de D.

Dans un soucis de lisibilité, nous simplifierons le formalisme des catégories et noterons
simplement A € C au lieu de A € Q lorsqu’il est clair que A est un objet. Nous ferons de
méme pour T : A~ B € M que nous noterons simplement T : A~ B € C. Enfin lorsque le
contexte est clair, nous ne préciserons méme pas 'appartenance a la catégorie. C’est a dire
que T : A~ B signifiera T: A~ B €C ou C est la catégorie désignée par le contexte.

Notation 1.2.2. Dans cet écrit nous utiliserons particuliérement deux catégories : la pre-
miére, notée N, est celle dont les objets sont les espaces vectoriels normés et dont les
morphismes sont les applications linéaires continues entre ces espaces c’est a dire que
T:A~BeN siT:A- B est une application linéaire continue. La seconde ,notée B, est
celle dont les objets sont les espaces de Banach et dont les morphisme sont les applications
linéaires continues entre ces espaces. Pour ces catégories, 'opérateur produit entre mor-
phismes est bien entendu la composition. On remarque que B est une sous-catégorie de N.

L’exemple suivant montre que 'appellation morphisme dans la définition d’une caté-
gorie peut porter a confusion. En effet, un morphisme n’a nullement besoin d’étre une
application entre objets[]

Exemple 1.2.3. Posons 2 = N et pour tout couple m,n € N définissons un morphisme
(Thnsm,n). On pose alors M ={ (T,,,,m,n) | m,neN }. On définit ensuite 'opérateur
produit - comme T .- T, = T, . pour tout a,b,c € N. Avec cette définition, on remarque
que I, = T, , pour tout n € N convient pour que C = (£, M) soit bien une catégorie. On
remarque que nous n’avons pas eu besoin de définir les 75, , explicitement. Ils pourraient
aussi bien étre des applications que tout autre chose et n’ont méme pas besoin de dépendre
de m ou n.

Définition 1.2.4. Soient C = (2, M) et D = (', M") deux catégories; un foncteur[l] de C
dans D est une application F' qui associe les objets et les morphismes de C a des objets et
des morphismes de D respectivement et qui vérifie :

3. Dans notre cas, un morphisme désignera toujours une application mais pas nécessairement entre ses
objets.

4. Pour étre exact, il s’agit d’un foncteur convariant |[17]. Nous nous permettons cet abus de langage
étant donné que nous n’utiliserons que ceux-ci.
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% siT:A~BeCalors F(T): F(A)~F(B) €D,
% si S, T € MP|alors F(ST) = F(S)F(T),
x si AeQalors Fi(1y) = Ipa).

Deux exemples de foncteurs sont donnés dans ’exemple mais nous pouvons déja
donner un exemple simple : si D est une catégorie et que C = (2, M) est une sous-catégorie
de D, T'application F' qui est telle que F(A) = A et F(T) =T pour tout A € et tout
T € M est un foncteur.

1.3 Espaces d’interpolation

Dans cette section, nous allons introduire les premiéres notions de la théorie des es-
paces d’interpolation. Nous nous intéresserons directement aux notions généralisées a un
paramétre fonctionnel introduite dans [12]. La généralisation s’adapte proprement en par-
tant du contexte classique présenté dans [3|. Nous ferons un parallélisme avec le contexte
classique lorsque nous introduirons de nouvelles notions.

Dans cette écrit, nous travaillerons avec des couples d’espaces de la forme A = (Ag, Ay).
Afin de simplifier la lecture, une lettre majuscule en gras X désignera toujours un couple
d’espaces et nous ne préciserons pas toujours explicitement les deux espaces X, et X; du
couple X avant de les utiliser.

Définition 1.3.1. Soient A et B deux espaces topologiques, on dit que A est continument
inclus dans B si A c B et si 'application

1:A>B:ar~a
est continue pour les topologies de A et B. On note alors A~ B.

Définition 1.3.2. Soit A un couple d’espaces vectoriels topologiques; ces espaces sont
dits compatibles si il existe un espace vectoriel topologique séparé X’ pour lequel Ay et Ay
sont des sous espaces vectoriels tels que

Ao‘—>X et Al‘—>X

A partir de maintenant, lorsque 1’on considérera un couple d’espaces compatibles, on
considérera également implicitement un tel espace vectoriel topologique afin de pouvoir
donner directement un sens a des expressions de la forme f+ g ot (f,g) € Ag x A; et ou +
désigne 'opération sur X.

Définition 1.3.3. Soit A un couple d’espaces compatibles de N'; on note A(A) I'espace
Agn Ay muni de la norme

lallacay = max(fla] 4, , [all4,)-

5. Ici, nous n’explicitons pas les objets des morphismes qui ne feraient que nuire a la lisibilité.
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Et on note X(A) I'espace Ay + A; muni de la norme

HCLHE(A) = inf{ laoll 4, + la1] 4, | (a0, a1) € Agx A1, ag+ar=a }

Proposition 1.3.4. Soit A un couple d’espaces de N et soit k € {0,1} ; les applications
|~ lacay €1l - [say sont bien des normes sur leurs espaces et vérifient

A(A)=> A= X(A).

De plus les espaces A(A) et S(A) sont optimauz pour cette propriété. C’est a dire que si
il existe un espace normé E tel que E— Ag et E— Ay (resp. Ag=> E et Ay = E) alors on a
E-A(A) (resp. X(A)=>E).

Démonstration. Tl est clair que | - ||A(A) est bien une norme. Pour ce qui est de | - “E(A)?
montrons que si x € X(A4) est tel que [z]y 4y =0, alors z = 0.

(n)
0

Par définition, on sait qu’il existe ((a ,ai")))neNo une suite de Ag x A; telle que pour tout

n € Np, on a

(n) , (n)

1
a=ag” +a;"” et Haén) ‘agn) <

“|
Ao Ay
On en déduit donc que pour tout k € {0,1}, la suite (a,(cn))n converge vers 0 dans Ay et
donc dans I'espace vectoriel séparé X' associé a la compatibilité du couple A. Au total, la
suite (al™ +a{™), converge dans X vers a et 0 simultanément ce qui montre que a = 0.
Les autres propriétés de la norme et la suite de I’énoncé sont directes a vérifier.

]

Proposition 1.3.5. Si A est un couple d’espaces de Banach, alors A(A) et X(A) sont
également de Banach.

Démonstration. Si (am)men est une suite de Cauchy de A(A), alors on a pour tout j €

{0,1},

Hap_a(IHAj < ”%‘%”A(A) — 0 si p,q— +oo.

Ce qui nous montre que la suite est de Cauchy dans Ay et A; qui sont des espaces de
Banach. On sait donc que la suite converge dans chacun de ceux-ci. On peut affirmer que
les limites obtenues sont égale car Ay et A; sont inclus continument dans un espace vectoriel
topologique séparé.

Pour montrer que ¥(A) est de Banach, nous allons nous servir du fait qu'un espace normé
est complet si et seulement si toute série absolument convergente de cet espace converge
[3]. Soit ¥; a; une série absolument convergente de X(A4) ; on sait alors que pour tout j € N,
il existe (b;,c;) € Ag x A; tel que b; +¢; = a; et tel que

10014 + leslla, < 20a5]5a) -
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Cette inégalité nous donne alors que les séries 3, b; et }; c; convergent absolument dans
Ap et Ay respectivement. Ces espaces étant de Banach, on sait qu'il existe (b,c) € Ag x Ay
tel que

N N
(ij)—b -0 et (ZCj)—C -0
Jj=0 Ag J=0 Ay

si N tend vers +oo. On vérifie aisément que pour tout k € {0,1}, si a € Ay alors on a
lallscay < lal 4, ce qui nous donne

N N N
(Zaj)—(b+c) < (ij)—b + (ch)—c
j=0 £(A) J=0 £(A) Jj=0 £(A)
N N
< (ij)—b + (ZCj)—C
Jj=0 Ao Jj=0 Ay

Le dernier membre tendant vers 0 lorsque NNV tend vers l'infini, la série }; a; converge dans
Y(A).
]

Définition 1.3.6. Soit C une sous catégorie de N'; on définit C comme la catégorie dont
les objets sont les couples compatibles de C et dont les morphismes respectent la condition
T:A~BeCsiT:%(A)—X(B) est une application linéaire et continue telle que

T|A03A0~7B0€C et T|A1 ZAl’\?Bl EC@

Définition 1.3.7. Soit C une sous catégorie de N et soient A €C et B €C; l'espace A €C
est un espace intermeédiaire de A si on a

A(A) > Ao 5(A).

Les espaces A € C et B € C sont des espaces d’interpolation par rapport & A et B respec-
tivement pour C si ce sont des espaces intermédiaires de A et B respectivement et si de
plus

T:A~BeC = Tl|s:A~BeC. (2)

Remarque 1.3.8. La condition ({2)) peut étre reformulée un peu moins formellement par :
si T est une application linéaire et continue qui envoie continument Ag sur By et A; sur
B sous les contraintes de C alors elle envoie continument A sur B sous les contraintes de

C.

6. La notation 7|4 désigne la restriction de I’application T' & ’ensemble A.
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Remarque 1.3.9. On considére le cas particulier suivant : si A est une espace d’interpo-
lation par rapport & A et B et que A = B, alors A est dit étre un espace d’interpolation
de A.

Si A et B sont des espaces d’interpolation par rapport a A et B respectivement
et si T : A~B ¢ C alors T posséde une norme opérateur pour les couples d’espaces
(Ao, By), (A1, By) et (A, B). Nous allons nous intéresser a différentes relations que peuvent
avoir ces normes.

Définition 1.3.10. Soient C une sous catégorie de N, A, B € C et soient A, B € C des
espaces d’interpolation par rapport & A et B respectivement pour C; A et B sont dit

% uniformes si il existe C' > 0 tel que pour tout T': A~ B €C, on a
1T 4,5 < Cmax{|T] 4, g, + 1Tl 4,5}

* d’exposant ¢ ou ¢ est une fonction de Boyd si il existe C' > 0 tel que pour tout
T:A~BeCtel queT#0, on a

17145 < CPT ] 405,) PUT N 4, 5,)

avec . (t) = S pour tout ¢ > 0.

% exactement d’exposant ¢ ou ¢ est une fonction de Boyd s’ils sont d’exposant ¢ avec
C=1.

Remarque 1.3.11. Dans la théorie classique des espaces d’interpolation [3], on définit les
espaces d’interpolation d’exposant 6 € R. Cela correspond & étre d’exposant 1) : ¢ — t?.

Remarque 1.3.12. Si ¢ et ¥ sont des fonctions de Boyd telles que ¢ ~ 1), alors des espaces
d’interpolation sont d’exposant ¢ si et seulement si ils sont d’exposant . Cela est di au
fait que dans ces conditions, on a ¢, ~ 1, et Y ~ 1.

De maniére analogue, on peut définir les mémes notions pour les foncteurs :

Définition 1.3.13. Soit C une sous catégorie de A'; un foncteur F de C dans C est un
foncteur d’interpolation sur C si pour tout A, B € C, F(A) et F(B) sont des espaces
d’interpolation par rapport & A et B respectivement pour C; F' est dit uniforme (resp.
exact, d’exposant ¢, exactement d’exposant ) si pour tout A, B €C, F(A) et F(B) sont
des espaces d’interpolation uniformes (resp. exacts, d’exposant ¢, exactement d’exposant
©) par rapport & A et B respectivement pour C.

Remarque 1.3.14. On peut se contenter de ne préciser que 'image des couples d’es-
paces pour définir un foncteur d’interpolation. En effet, si on sait que pour A, B € N,
les espaces F'(A) et F'(B) sont des espaces d’interpolation par rapport a A et B respec-
tivement, alors comme pour les deux exemples précédents, le foncteur qui a tout couple
d’espaces A € N associe 'espace F(A) et qui a tout morphisme 7': A~ B € N associe
T|pay: F(A)~ F(B) € N est un foncteur d’interpolation. Dans la suite, nous construirons
des foncteurs d’interpolation sans préciser les images des morphismes lorsqu’ils suivent le
comportement décrit dans cette remarque.
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Exemple 1.3.15. Grace a la remarque précédente, les applications A » A(A) et A —
Y(A) définissent des foncteurs d’interpolation sur N. La proposition permet d’affir-
mer que ces applications définissent également des foncteurs d’interpolation sur B.

1.4 Théoréme d’Aronszajn-Gagliardo généralisé

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la construction d’espaces d’interpola-
tion d’exposant ¢ sur base d’autres espaces d’interpolation en suivant des constructions
similaires a celle introduite dans le théoréme d’Aronszajn-Gagliardo [2]. On va tout d’abord
montrer qu'on peut agrandir un espace d’interpolation pour le rendre d’exposant .

Proposition 1.4.1. Soient ¢ une fonction de Boyd telle que 0 <b(p) <b(p) <1, AeN
et soit Ae N un espace d’interpolation de A ; on définit Uespace A, comme le plus grand

sous espace de X(A) tel que si a € Ay, alors

% il existe une suite (a;)jeny d’éléments de A et une suite d’applications (T;);en telle
que T : A~ A pour tout j € N qui vérifient

Y. Ti(a;) =a

jeN

la convergence ayant lieu dans 3(A). Une telle série est appelée une représentation

de a.
% la valeur
lall 4, = inf (Z@(HTJ’A07A0)¢(”Tj’,41,,41) HCLJHA)
> Ti(a;) =a \s
jeN
est finie[l]

On munit lespace A, de la norme définie ci-dessus. Si A, —>X(A), alors A, est le plus
petit espace d’interpolation d’exposant ¢ qui contient A.
De plus, si la fonction ¢ est croissante, alors l'espace A, est evactement d’exposant .

Démonstration. Montrons d’abord que I'on a A~ A,,.
Soit a € A; siid est Papplication identitéff] sur £(A4), alors id : A~ A et

id(a) + > id(0) =id(a)

J€No

est une représentation de a. De plus

lala, = lid(a) ][4, <@x(lid] 4, 4,) PClid] 4, a,) lals = lal4-

7. L’infimum est pris sur toutes les représentations de a.

8. On remarque que id correspond au morphisme I4 : A~ A pour la catégorie . Ici on utilise la
notation id pour mettre en évidence le fait que c’est la fonction elle-méme qui va nous intéresser et pas ses
propriétés liées & la catégorie N.
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Puisque A est un espace d’interpolation de A, on a au total
A(A)>A>A,->3X(A)

et donc A, est un espace intermédiaire. Montrons maintenant que c’est un espace d’inter-
polation d’exposant .
Soit T': A~ A, soit a € A, et soit € > 0; on considére alors ),y 7j(a;) une représenta-
tion de a telle que Sjay @=(1T5] 4, 1) PUT|ay 1) s, < al o, *+ . Lapplication T étan
continue sur ¥(A), on a T'(a) = X ;o T'Tj(a;) et donc par la proposition on sait qu’il
existe C' > 0 tel qu’on a

IT()a, <2 BUTT ] 4y, 0,) PUTT;] 4, 4,) il 4

jeN
<C* Y BTN g a0 1Tl g ) PUT 4y, 1 T30, ) letslg
jeN
<C*GT ] 4g,a0) PUT Ny ) 20 BT 4y, 0) PUT N, ) sl 4

jeN
< C* B (IT ] ag 1) BUT Nty ) (lal, + ).

L’inégalité entre les deux extrémes ayant lieu quel que soit €, on conclut par passage a la
limite que A, est bien d’exposant ¢. On remarque que si la fonction ¢ est croissante, alors
c’est aussi le cas de p. Cela nous permet dans la suite d’inégalité précédente de nous passer
de la proposition pour avoir C' = 1.

Montrons finalement le caractére minimal de A.,.

Soit B € N un espace d’interpolation d’exposant ¢ de A contenant continument A et soit
a€Ag,;siYinTj(a;) est une représentation de a, alors T}|p : B— B et on a

lallz < 2 1T5(a)l s < 2N Tl g sllails < C X BTl 4. a,) BUTG 4, ) lai] 4
jeN jeN jeN
ot la derniére inégalité provient du fait que B est d’exposant ¢ et que A~ B. L’inégalité
entre les deux extrémes étant vérifiée quel que soit la représentation de a considérée, on a
au total
lalp < Clal 4,

et donc A, = B.
O

Nous pouvons maintenant passer a la généralisation du théoréme d’Aronszajn-Gagliardo
qui nous permet de construire un foncteur d’interpolation d’exposant ¢ sur base d’un espace
d’interpolation du méme exposant.

Théoréme 1.4.2. Soit ¢ une fonction de Boyd telle que 0 < b(p) <b(p) <1, A E_JT/ et
soit A € N un espace d’interpolation d’exposant ¢ de A tel que A # {0} ; si X e N, on
définit F'(X) comme le plus grand sous espace de ¥(X) tel que si x € F(X), alors
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% il existe une suite (a;)jey d’éléments de A et une suite d’applications (1)) en telles
que Tj : A~ X pour tout j € N qui vérifient
> Ti(a;) ==
jeN
la convergence ayant lieu dans ©(X). Une telle série est appelée une représentatéonﬂ
de x.

x la valeur

e = o . (SFT L) BT ) L)
D Ti(a;) =z \jN

jeN
est finie. Linfimum étant pris sur toutes les représentations de x.
Si pour tout X e N, on a F(X)=X(X), alors F est un foncteur d’interpolation d’ez-
posant ¢ tel que F(A) = A. De plus, si G est un foncteur d’interpolation d’exposant o tel
que G(A) = A, alors F(X) = G(X) quel que soit XeN.
De plus, si la fonction ¢ est croissante, alors le foncteur F est exactement d’exposant .

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons montrer que F(X) est bien inter-
médiaire. Par hypothése nous savons que F(X)<3(X), il reste donc a montrer que
A(X)- F(X).

Prenons a € A tel que |af , = 1, puisque X(A) est séparé et non trivial, le théoréme de
Hahn-Banach permet d’affirmer qu’il existe une forme f € X(A)’ telle que f(«) = 1.

Soit xo € A(X)\{0}; on considére 'application

T:%(A)->2(X):ar~ A-xg.
ENNES
On a alors pour tout k € {0,1} et tout a € A
|/ (a)] |20l x ol x
1T(a)x, = 77 2ol x, < — |alsay < — |a]
O ol acxy AT T Nzollagxy T A T Mzollacxy

car [ est continue et A, — X (A). L'inégalité entre les deux extrémes nous donne que 7 :

A~ X et donc T(«) est une représentation de TeoTa e T De plus, on a [T, x, <1 quel

que soit k€ {0,1} et donc par la proposition m, il existe C' > 0 tel que

|zo “F(X)

m = [T() | pxy <PUTNagx,) UL 4, x,) Il 4
X

1-b(p)- b(p)-
<CPTE TR e

<C?al,-

9. Puisque 0 € A, une représentation peut trés bien étre une somme finie.
10. La remarque |1.3.14] permet de construire un foncteur d’interpolation sans préciser I'image des mor-
phismes.
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Au total on a bien montré que A(X ) < F(X). Montrons maintenant que F' est un foncteur
d’interpolation d’exposant .

Soient X, Y e N, soit T: X ~ Y et soit 2 € F(X); pour € > 0, considérons YienTj(a;)
une représentation de x pour F(X) telle que

D T4y x0) PUT 4, x) @il 4 < N2l pexy +
jeN

L’application T" étant continue sur 3(X ), on a que ¥ ,(77;)(a;) = T(z) est une repré-
sentation de T'(x) pour F(Y') et donc par la proposition [1.1.12| on sait qu’il existe C' > 0
tel qu’on a

IT@) vy < 2P UTT 40 3) PUTT 4, 500 sl 4
jeN

<C? Y BT g v 1750 ag ) PUT e, 3 1750, ) sl
jeN

<C*TT ) xy wy)PUT U x, 1) 20 PN g x) PUT5 4, x,) sl 4
jeN

<C*T (T o vy )PUT 5, 3,) (lal pxy +€)-

L’inégalité entre les deux extrémes étant vérifiee quel que soit € > 0 et quel que soit
x € F(X), on a bien montré que

1T pxy, vy < C2BUT L ag a0) BUT N A, a,)-

Si la fonction ¢ est croissante, alors le méme raisonnement que dans la proposition précé-
dente permet d’affirmer que C' = 1. Montrons finalement le caractére minimal de F.

Si G vérifie les propriétés de I'énoncé, X e N, x € F(X) et si YjenTj(a;) est une représen-
tation de x, alors, puisque G est un foncteur d’interpolation, Tj|4 : A—> G(X') est continue
et on a

lallax) < % 15 (@)l oz < %HTJ‘HA,G(X) lal <C %E(HC’}HAO,XO)@(I\TjHAl,Xl) la;4
J€ J€ J€

ou la derniére inégalité provient du fait que G est d’exposant ¢. L’inégalité entre les deux
extrémes étant vérifiée quelle que soit la représentation de x considérée, on a au total

lallaxy < Clal px,

et donc F'(X) - G(X).
[

Remarque 1.4.3. Dans les deux résultats précédent, on remarque que 1’on obtient le
caractére exact en supposant que la fonction de Boyd considérée est croissante. Remarquons
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qu’il ne s’agit pas d’une réelle restriction. En effet, si 'on considére une fonction de Boyd
¢ telle que 0 < b(p) <b(y) <1, alors le théoréme nous fournit une fonction de Boyd
croissante £ qui est équivalente & ¢. La remarque quant a elle, montre que les notions
d’espaces d’interpolation d’exposant ¢ et d’exposant & sont deux notions parfaitement
équivalentes. Il en est donc de méme pour les notions de foncteur d’exposant ¢ et &.
En conclusion, la fonction £ représente la méme notion d’exposant que ¢ mais permet la
construction d’espaces et de foncteurs exactement d’exposant £ via les résultats précédents.
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2 Méthodes d’interpolation réelles

Dans cette section, nous allons introduire deux types de foncteurs d’interpolation exac-
tement d’exposant ¢ pour une fonction de Boyd ¢ qui vérifie 0 < b(p) < b(y¢) < 1. La
premiére méthode restreint 'espace somme Y(A) en définissant une norme tandis que
la seconde étend 1’espace intersection A(A) en considérant des suites d’éléments de cet
espaces et leurs limites dans X(A). Nous montrerons que ces méthodes s’avérent en fait
équivalentes.

2.1 Espaces L;

Nous allons commencer par présenter les espaces L; pour q € [1,+00], qui sont des
espaces de Lebesgue particuliers. Ils nous seront trés utiles pour introduire les méthodes
d’interpolation réelles. Ce sont plus particuliérement le produit de convolution que I'on
peut définir sur ces espaces et I'inégalité de Young associée qui nous seront utiles dans la
suite. Nous présenterons les résultats liés aux espaces L; sans preuve. Cependant le lecteur
intéressé pourra retrouver une étude générale du produit de convolution dans [§].
Définition 2.1.1. Soient ¢ € [1,+00] et X ¢ Ry; on note L} (X) = Ly(X, %) espace de
Lebesgue classique o1 'on a remplacé la mesure de Lebesgue par la mesure

v:Aw— d_:L“
A X

On muni cet espace de la norme

|- ‘L;;(X) Hfe (—/X|f($)|qcl_m)l/q.

Lorsque X = Ry, on note simplement L au lieu de L;(Rg).

Proposition 2.1.2. Soient q € [1,+00] et X c Ry; lespace L (X) muni de la norme
| - I 2:(x) est un espace de Banach.

La mesure associée aux espaces L; permet de faire certains changements de variables
de maniére plus simple qu’avec la mesure de Lebesgue :

Proposition 2.1.3. Si f € L} et si A€ Ry, alors on a

[Tro== [TronZ- [T s

Nous pouvons maintenant introduire le produit de convolution dans L;.

Définition 2.1.4. Soit q € [1,+00]; si f,g sont des fonctions mesurables de R; dans C,
alors leur produit de convolution dans L est la fonction

Feoem [ 100"

lorsqu’elle est bien définie.
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La derniére proposition montre directement que le produit de convolution est commu-
tatif. Nous allons maintenant introduire I'inégalité de Young. Nous n’utiliserons dans le
suite que le cas particulier o p =1 et donc g = 7.

Théoréme 2.1.5. Soient f,g des fonctions de Ry dans C et p,q,r € [1,+00]; on pose
L =0. S %+ % =1+1, et si(f.g)eL;xLy, alors f g est bien défini et appartient & LY.

+oo r’

De plus, on a

If*g

e < IS

o 190 -

2.2 Méthode K

Introduisons maintenant la premiére méthode qui permet de construire un foncteur
d’interpolations sur N' d’un exposant donné.

Définition 2.2.1. Soit A e V';si aeX(A) et sit e Ry, on définit la valeur
K(t,a; A) = inf{ ||a0||A0 +t||a1||A1 | (ap,a1) € Agx Ay a0+ a1 =a }
Lorsque le contexte est clair, on ne précisera pas le dernier argument de K.

Proposition 2.2.2. Soit A e N ; pour tout t,s e R} et tout a € ©(A), on a
. t
mln(l, —) K(s,a) <K(t,a).
s

En particulier, pour tout a € S(A), K( - ,a) est croissant et pour tout t e R, K(t, - ) est
une norme sur L(A) équivalente a celle précédemment définie.

Démonstration. 11 s’agit de conséquences directes de la définition. ]

Définition 2.2.3. Soient ¢ une fonction de Boyd, g € [1, +oo[ et soit A € N'; on définit
'espace K, 4,(A) comme le plus grand sous espace de X(A) tel que si a € K, ,(A), alors

(e (K(ta) ) dt)
(f (sou) ) 7) e

On muni lespace K, 4(4) de la norme | - [ (4

K( ) ,&)
a = || ——=
H HK%Q(A) H 4,0( . )

Lemme 2.2.4. Soit p une fonction de Boyd et soit q € [1,+00[ ; si f:R" — R", on pose
o= (L) 1)
P\ o \Ne@)) t)

% est croissant : si f :RT » R et g : R" » R" sont tels que f(x) < g(x) Yz, alors
CI)go,q(f) < (I)<p,q(g);

b Ve
Lopérateur @, ,
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% vérifie que pour tout r e R™ et tout f:RT = R", &, (rf)=rd ,
¢ .

% vérifie que pour tout r € RS et tout f:R" —» R"

Oy () <B(r) Py (f (?))

Démonstration. Les deux premiers points sont évidents. Montrons le dernier.
Soit r € R et soit f : R » R ; par définition de @, on a pour tout u > 0 que p(ru) < B(r)e(u)

et donc
. +oo )\ 1/q
o (1 (2) =L (55) )
+oo q 1/q
()2 o
1 voo [ F(u) ! du Va
Zam(fo (w(u)) 7)

1
- %(Pcp,q(f)-

]

Lemme 2.2.5. Soit ¢ une fonction de Boyd telle que 0 < b(p) < b(p) < 1 et soit q €
[1,+00[ ; en reprenant la notation du lemme précédent, on a

+o [ min q 1/q
([ (P07 5" ot o

Démonstration. La premiére inégalité provient simplement du fait que ¢(t) < @(t) pour
tout ¢t > 0. Montrons la seconde inégalité.

Puisque b(y),b(¢) €]0,1[, on considére € > 0 tel que b(y) —&,b(p) + ¢ €]0,1[. Par le
corollaire [1.1.11], on sait qu’il existe une constante C' > 0 pour laquelle on a

. +oo fmin(1,¢ ©at ta
B, (min(1, -)) ( I (ﬁ) 7)
~ fl t qﬁ 1/q+ f“’o 1 qﬁ 1/q
\Jo \e(t)) ¢ o] ¢
! t ¢ qt\ e +o0 1 a qt\ M
S e — —_— + — _
(fo (Cltb(w>+s) t) ([1 (C—ltb(w)—s) t)
1 1 1/q +00 1 1/q
_C([o t<b<¢>+e—1>q+1dt) +O(f1 Wdt)

ot les deux fonctions intervenant dans le dernier membre sont bien intégrables.

31



Théoréme 2.2.6. Soient ¢ une fonction de Boyd telle que 0 < b(p) < b(p) < 1 et soit
€ [1,+00[ ; lapplication K, , est un foncteur d’interpolation ezactement d’exposant ¢ sur

la catégorie N.

De plus, il existe C >0 tel que pour tout A e N, s> 0 et pour tout a € K, 4(A)

K(s,a) <Co(s)|alk, ,ca)-

Démonstration. Soit A € N'; notons A = K, ,(A) et commencons par montrer que A est
intermédiaire.
SiaeA(A), on a quel que soit ¢t >0 que

K(t,a) <min(fal 4, t]a] 4,) < min(L,¢) [af 5 4y -
Ce qui nous donne par le lemme que
lalls = @y o(K(- s a)) < Py g(min(l, -)) [afscg-
Le lemme précédent permet d’affirmer que @, ,(min(1, - )) < +co et on a bien au total
A(A) - A.
Montrons que A=Y (A).

Soit s > 0 et soit a € A; on a par la proposition que min(1,£)K(s,a) < K(t,a) pour
tout ¢ > 0 et donc par le lemme 2.2.4] on a

B, (min(l, ?))K(s,a) <Jal.,. (3)

Or, puisque ¢(su) <@(u)p(s) pour tout u > 0,

+°° min s Ha
v (15)) (1 (55 )

+°° min(1,u) i /s
( ( ) ) ) (u=1/2)

oo ((min(1,u 1/q :
ol on a posé (' = ( 0+ (%)q@) . Par le lemme [2.2.5] on sait que C'" € Rj. En

revenant a l'inégalité (3), on a bien

C’I
©(s)

K(s,a) < al 4
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ce qui nous donne K(s,a) < Cp(s) |a| , pour un C > 0 et I'inégalité de I'énoncé est montrée.
En particulier, pour s =1, on a A= Y(A4).

Il reste a montrer que K, , est d’exposant ¢.

Soient X,Y e N, soit T: X ~ Y et soit z € X; on pose X = Ky o(X), Y =Ky (Y) et
M, = ||T|\Xj7yj pour j € {0,1}. Soit ¢ > 0; on remarque que si le couple (g, z1) € X est tel
que x =z + x1 alors T'(xg) + T (x1) =T(x) et

K@, T(x); Y) <|T(xo)ly, +tIT(x1)ly,

< Mo |[wol , + My |21 «,

tM,
< Mo Jaoly, + 572 il )

L’inégalité entre les deux extrémes étant vérifiée quel que soit la décomposition (zg,x1)
considérée, on a
M
K(t,T(z); Y) < MO-K(tﬁl,x;X).
0

quel que soit ¢ > 0. En applicant l'opérateur ®,, aux deux membres de l'inégalité, on
obtient par les deux premiers points du lemme que

IT(@)ly < Mo®y (K (- (My/ M), x5 X))

M, [ My

< Mo@(My[Mo)P,, , (K (

M,
=Myp|— ||z
0¥ ( Mo) e
ot 'avant derniére inégalité provient du dernier point du lemme [2.2.4] Finalement, par la

sous-multiplicativité de p évoquée dans la remarque [1.1.2] et par la proposition [1.1.15] on
a

(Ml/M()),:c;X))

M7 (3) < Mo 5 ) P00) =7 () B0,
On montré que
1T x vy <@ (Mo) B(M)
et donc le foncteur K, , est d’exposant .
O

Le foncteur K, , admet également une définition discréte qui ne fait intervenir qu’un
nombre dénombrable de réalisations de la fonction t — K(¢,a)/o(t).

Théoréme 2.2.7. Soit ¢ une fonction de Boyd, soit q € [1,+oo[ et soit A e N ; siae L(A),
alors a € Ky, 4(A) si et seulement si

K(27,a) ;
( o(2) ) &
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est une norme sur K, ,(A) équivalente a celle

De plus, Uapplication a — H(K(Qn a))nez

©(27) Ly

précédemment définie.

Démonstration. Soit a € 3(A), on remarque que

=T S (th)) t)/q.

De plus, si 2" <t <271 alors

K(2",a) < K(t,a) < K(2"*,a) < 2K(2", a). (4)

On a aussi

p@) (T t) <7 () 0 sup (o ([271]) ()

o0 <o (5:-2) <7 (5] 2 <50 (o ([1.21) (2.

En prenant C' =sup (¢ ([271,2])), on a
C7lp(2") < p(t) < Cp(27).
Et donc en réutilisant U'inégalité (4)), on obtient

K(2",a)  K(t,a) K(2",a)
2@ S o) S

C—l

ot C ne dépend que de ¢.
Si on considére les fonctions

- K(2%a)

(t7 )
f - - ' 7 n on+ t t : t > —
nzz_oo: (2n) X[Q ,2 1[( ) [§] g

o(t)

alors la suite d’inégalité précédente nous donne

C7Uf(t) < g(t) <2Cf(2)

quel que soit ¢ > 0. On a alors en applicant 'opérateur croissant f — ([,;"(f(¢))74)1q,

(65 o)

p(2")
ce qui permet de conclure.

<lali, o 2002

£q £y

O

Nous pouvons aussi faire prendre au parameétre ¢ la valeur oo. Les démonstrations sont
similaires au cas ou ¢ est fini. Nous n’en donnerons donc que les grandes lignes.
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Définition 2.2.8. Soient ¢ une fonction de Boyd et soit A € N; on définit I'espace
K, o (A) comme le plus grand sous espace de X(A) tel que si a € K, x(A4), alors

K(-,a) K(t,a)

fal H _ < roo
fee@ Tl o)l w0 w()

On muni Pespace Ky 00 (A) de la norme | - [ 4

Comme dans le cas précédent, on peut introduire un opérateur

)
oot S sID Y

Cet opérateur vérifie les mémes propriétés que dans le lemme[2.2.4|et une propriété analogue
a celle du lemme c’est a dire

Sﬁg% <Py, o (min(l, - )) < +oo.

Le probléme principal auquel on fait face pour montrer ces propriétés est que ’on a pas né-
cessairement le méme comportement de la part d’'un changement de variable de R} dans R}
lorsqu’on l'applique & un suprémum ou a une intégrale. Cependant, tous les changements
de variables considérés ne sont que des dilatations qui ne font apparaitre aucun jacobien
lorsqu’ils sont intégrés par rapport a la mesure dt/t. Les démonstrations sont donc sensi-
blement similaires et méme plus simples lorsque ¢ = oo Par exemple, I'inégalité du type
K(s,a) < Cp(s)|alx, . ay découle directement de la définition et on a méme C' = 1. Les
opérateurs ®,, et &, ., partageant les mémes propriétés, on peut facilement adapter la
démonstration du théoréme [2.2.6| pour obtenir le résultat suivant :

Théoréme 2.2.9. Soit ¢ une fonction de Boyd telle que 0 < b(p) < b(p) < 1; Papplication
Ky o est un foncteur d’interpolation exactement d’exposant ¢ sur la catégorie N.
De plus, pour tout AeN, s>0 et pour tout a € K, (A)

K(s,a) <p(s) HCLHK%OO(A) -

Remarque 2.2.10. Dans la théorie classique des espaces d’interpolation [3], on définit
pour 0 €]0,1[ et g € [1,+00] le foncteur Ky, = Ky, 4 00 ¢Vg : t — t?. Les résultats précedents
montrent que ce foncteur est un foncteur d’interpolation d’exposant # sur la catégorie N.
Les foncteurs d’exposant € ont été introduits dans la remarque [1.3.11]

Théoréme 2.2.11. Soit ¢ une fonction de Boyd et soit A € N ; si a € £(A), alors

a€Kyo(A) siet seulement si
(M) ct..
SD(QH) nez

De plus, Uapplication a — H(K(2" a))nez

’ est une norme sur Ky o (A) équivalente a celle
eoo

précédemment définie.

35



Démonstration. Sil’on reprend les notations de la démonstration du théoréme on a

C7Uf(t) < g(t) <2Cf(t)

quel que soit ¢t > 0. Ce qui nous donne
Clsup f(t) <supg(t) < 2Csup f(t).
t>0 t>0 t>0

Or on a

(K2, a)
sup £() = H(—mn) )

et su t)=la .
. Mg)g() lalk, ..ca)

]

Maintenant que nous avons montré que K, , est un foncteur d’interpolation exacte-
ment d’exposant ¢, intéressons nous au lien qui relie les différents espaces obtenus avec ce
foncteur lorsque 1'on fait varier ses paramétres ¢ et q.

Proposition 2.2.12. Soient A € N, v une fonction de Boyd telle que 0 <b(p) <b(p) <1
et pe[l,+00]; siqe[p,+oo] alors

K%F(A)‘_’K%q(A)'

De plus, sii,: K, ,(A) =K, (A) désigne Uinclusion continue entre ces deuz espaces, alors
la famille (iq)ge[p+o0] €St Equicontinue.

Démonstration. Remarquons d’abord que si p = +o0, le résultat est trivialement démontré.
Supposons donc que p < +0o.
Soit q € [p,+oo[ ; on a alors par le théoréme qu’il existe une constante C' > 1 telle que

K(t,a) < Co(t) [alk, ,(a) (5)

quels que soient t >0 et a € K, ,(A). Si ae K, ,(A), on a alors
g =[G (K0) ™) T
Bea® 2 \Jo L) )\ e )t /
< [+oo K(t,a) p(CHa| )Q‘Pﬁ 1/p\ P4
- 0 So(t) Ko,p(4) t

=t

p 1-£ :
_p q q

a HGHKW(A) HGHKW(A)
<C H@”K%p(A)
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ot la derniére inégalité provient du fait que C' > 1 et o C' ne dépend ni de a ni de q.
Si ¢ = +o0, alors I'inégalité (5)) donne

K(t,a)
lalk, ,ca) = WPy S Clalk,,a)

quel que soit a € K, ,(4).
[

Proposition 2.2.13. Soient A € N, ¢ une fonction de Boyd telle que 0 <b(p) <b(p) <1
et e [1,+00]; on a
Kso,q(AOa Ap) = Kso*,q(Ala Ao)

ot les deux espaces partagent la méme norme.

Démonstration. Soient a € X(A) et t > 0; si le couple (ag,a;) € A est tel que ag+a; =a
alors on a

1
laolla, +laila, =2-{larla, + 5 laoll,

et donc

K(t,a: (Ao, Ay)) = tK(%,a, (Al,AO)) |

Si g < +oo, on a alors

o(t)

) /+oo (tK(%,CL, (Al,Ao)))q dt

q oo K(t7a;(A07A1)) th
lall, caonn = [, <

o(t) t

_/+°°(K<t7a,(A1,A0)))‘@
o 0 ‘

= ||aHKW(A1,AO)

ou l'avant derniére égalité provient du changement de variable ¢ — 1/t. Le cas ol ¢ = +o0
se traite de la méme maniére.

]

Proposition 2.2.14. Soient A € N, @, 0,1 trois fonctions de Boyd telles que b(py) <
b(p) <b(v) <b(p1) et q,q0,q1 € [1,+00]; on a

A (KSDO,QO(A)> K<P17Q1(A)) L)K%Q(}l)'
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Démonstration. Fixons € >0 tel qu’on a

b(ge) +e<b(p) - et b(p)+e<b(er)-e.

Par le corollaire [I.1.11] on sait qu’il existe C' > 0 tel que

901(1') xb(W1)7€ o .

2(2) <C? e C*x si x €]0,1]
fle)
90(1') N l‘b(ﬁo)_a 1B ’

ou «, > 0. Cela montre que pour tout r € [1,+00], on a p1/p € L:(]0,1[) et po/p €
Ly (]1, +ool).

Soit ¢’ € [1,+00] tel que ¢’ < q,qo, 1 et soit a € A (K, 4
Holder, on sait alors que pour 7g,71 € [1,+00] vérifiant qil + -

(A) o1.q1 (A)); par I'inégalité de

=L-1,1 ona
q q0 To

y 1/¢' ! 1/q
Ve 1 K(t’a) 1 dt +oeo K(t7a) ! ﬁ
lalk, ,ca) <2!/ (/0 ( o(t) ) 7) +(-/1 ( o(t) ) t)

:21/(1' SRV A HMQ@O—@)
e1(t) () [l |l wo(t)  @(t) |l
< 9ol/d —K( .a) H—
e1( - Lz (10,1D) Ly (o)
2l el
SOO( ) (J1,+00[ (J1,+00[

Il existe donc une constante C’ > 0 pour laquelle on a

lal_ay <C (lal,..,.ca)*lali,, )
<20 max ([l 4y lal,, . ca)
=2C" | al Ak, o (4) K0, a(a))
Au total, puisque ¢’ < ¢, la proposition nous donne que

A(Ksmq( ), smq(A))'_’KSOq(A)'_’K@q(A)
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Proposition 2.2.15. Soient A € N, @0, 1 deuz fonctions de Boyd telles que 0 < b(gg) <
b(po) <b(p1) et ge[1,+00]; si Ay = Ag, alors on a

K<P1,q(A) > Ks@o,q(A)-

Démonstration. Puisque A; < Ay, on remarque que Ay + A; = Ay et on sait qu’il existe
C>0tel que | - |, <C| |, Montrons que si t>C' et si a e Ay, alors K(t,a) = [al 4,
Soit (ag,a;) € A tel que ap+a; =a; on a

lal 4, < llaolla, +larll4, < laoll 4, + Clarla, < llaol 4, +tlar], -
Ce qui montre bien que

lall 4, <Kt a) < al 4, + 104, = laf 4, -

Fixons € > 0 tel que b(py) + ¢ < b(p1) — € et considérons une constante Cy > 0 telle que
able1)-e < CyaP(vo)+e on sait alors par le corollaire [1.1.11| que, quitte & augmenter Cp, on a
pour tout z €]0, C']

o1(x) < Coa(e1) e < C2zP(e0)re < OB (1), (6)

On remarque alors que pour tout j € {0,1} et pour tout a € Ag, on a

¢ (K(t,a)\* dt
q — ) .
lalle, = [ ( B0 ) S lal, N

oo q . . .- .
ou N; = fg (@_1@)) % est une constante finie strictement positive qui ne dépend pas de a
J

car b(y;) > 0. Au total, on a alors pour tout a € A,

C(K(t,a)\" dt
R A I

C(K(t,a)\ dt Ny
ccp 7 (Ehd) o Tl

901(t) t
No
< maX(ng, Fl) ”aHKm,q(A)

ou la premiére inégalité provient de I'équation ().
O

Pour conclure cette section sur la méthode K, nous allons montrer que le foncteur K ,
préserve la complétude.

Lemme 2.2.16. Soit ¢ une fonction de Boyd et soit q € [1,+0o[ ; en reprenant les notations
du lemme si f:Ry >Ry et g: RS >R, alors

q)@,q(f +9g) < q)go,q(f) + (I)go,q(g)-
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Démonstration. Cela découle de I'inégalité triangulaire de la norme | -
O

Proposition 2.2.17. Soient A € B, ¢ une fonction de Boyd telle que 0 <b(p) <b(p) <1
et g €[1,+00]; lespace K, ,(A) est de Banach.
En particulier, K, 4 est un foncteur d’interpolation ezactement d’exposant ¢ sur la catégorie

B.

Démonstration. Posons A =K, ,(A). Soit ¥,y ay, une série absolument convergente de A;
par les théoreme [2.2.6] et [2.2.9 m, on a A=>3¥(A) et donc il existe C'> 0 tel que || - [54) <
Cl -4 Sthe ;on a

+ 00
> lanllsay < C Y lan]y < +o0
n=M neN

et donc la série Y, %, a, converge absolument dans X(A) qui est un espace complet par la
proposition [1.3.5, On sait donc qu’il existe ay; € (A) tel que X,%, a, — ap dans L(A).

Puisque les normes K(t, - ) et | - HE(A) sont équivalentes, pour tout ¢ >0, on a
N +00
K(t,ap) = lim K(t, ) a,)< ) K(t,a,).
N = +oo n; ! n;\/[ "

Par le lemme de Fatou et le lemme précédent, on a alors

N
”aMHA = (I)so,q(K( yap)) < (Dso,q( lim Z K(t,an))

<11m1nf<I>@q( Z K(t,a,))

n=M

< lim inf Z P, ,(K(t,a,))

N - +00

+o00

= Z || 4 < +oo.
n=M

On en tire alors que a,; € A et on remarque que Y., a, - ay dans A car

aO_Zan

ol le dernier terme tend vers 0 lorsque M tend vers +oo.

= a4 < Z lanl o

2.3 Meéthode J

Dans cette section nous allons introduire la seconde méthode d’interpolation réelle.
Nous allons, comme pour la méthode K, introduire une version discréte de la méthode J et
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montrer qu’elle est équivalente a 1’originale. De plus, nous allons montrer que les méthodes
K et J sont équivalentes. Pour cela, nous allons travailler en paralléle sur les deux résultats.

Pour commencer, nous avons besoins d’introduire une notion d’intégration pour des
fonctions a valeurs dans un espace normé. Il s’agit d’une adaptation de ce que 'on peut
trouver dans [16] qui considére des fonctions & valeurs dans un espace de Banach.

Définition 2.3.1. Soient (X, .4, 1) un espace mesuré, E un espace vectoriel normé et soit
f: X —FE; on note B(E) 'ensemble des boréliens de E. La fonction f est dite mesurable
si quel que soit B € B(E), on a f~1(B) € A. La fonction f est dite simple si elle ne prend
qu’un nombre fini de valeurs distinctes.

Si f est une fonction simple mesurable, on définit l'intégrale de f par

Jofdu= 3 ol (@),

Définition 2.3.2. Soit (X, A, 1) un espace mesuré et soit £ un espace vectoriel normé;
une fonction mesurable f: X — E est intégrable si il existe une suite de fonctions simples
(fa: X > E)pey telle que ([ fn du)nEN converge dans E et telle que

n— +00

1 / — 0 dp=0.
m_ [ 1~ fulp dp

Dans ce cas, on définit 'intégrale de f par

/fd,u: lim ffndu.
X n—+oo Jx

La suite de fonctions simples intervenant dans la définition précédente n’ayant pas de
raison d’étre unique, le résultat suivant permet de justifier que la définition fait bien du
sens :

Proposition 2.3.3. Dans la définition précédente, la valeur de ['intégrale de la fonction f
est indépendante de la suite de fonctions simples (fn)nen considérée.

Démonstration. Soient (f)neny et (f!)nen deux suites de fonctions simples vérifiant les
conditions de la définition précédente; puisque ce sont des fonctions simples, on peut
vérifier sans mal que

| [ wdn [ 57 an

o I,
< [ 1 Filpdn

< [ U= flpan+ [ 155l

ol le membre de droite tend vers 0 quand n tend vers I'infini par définition.
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Proposition 2.3.4. Soient (X, A, ) un espace mesuré, E un espace vectoriel normé et
soit f: X — E une fonction intégrable ; on a

| [ san < [ flsan

Démonstration. Considérons (f,)ney une suite de fonctions simples telle que fX frn du
converge vers [, f du dans E et telle quon a

tim [ 4= flpdi =0,
X

n — +00

Puisqu’il s’agit d'une suite de fonctions simples, on vérifie aisément que

[ au g

Pour conclure, il suffit d’utiliser I'inégalité triangulaire inversée pour remarquer que

[ 1alpdi= [1flpdnf< [sale=101eldi< [ 1fa= Flpdn

ou le membre de droite tend vers 0 quand n tend vers I'infini.

= lim
E n— +o0o

< lim nl e die.
IRy WA

Définition 2.3.5. Soit A € V;siae A(A) et siteRy, on définit la valeur
I(t,a; A) = max{]al y, .t ], }

Lorsque le contexte est clair, on ne précisera pas le dernier argument de J.

Proposition 2.3.6. Soit A € N ; pour tout t,s € Ry et tout a € A(A), on a

min(l,é)J(s,a)sJ(t,a) et K(t,a)émin(l,é)J(s,a).

En particulier, pour tout a € A(A), J( - ,a) est croissant et pour tout t € Ry, K(t, - ) est
une norme sur A(A) équivalente a celle précédemment définie.

Démonstration. 11 s’agit de conséquences directes de la définition. ]
Définition 2.3.7. Soit A € N ;sia € X(A), on définit S(a) comme Iensemble des fonctions

b: Ry > A(A) telles que
+00 dt
o= f b(t) &
0 t
dans[] ©(A).

Soit ¢ une fonction de Boyd et soit ¢ € [1,+0o[ ; on définit 'espace J, ,(A) comme le plus
grand sous espace de X(A) tel que si aeJ,,(A), alors

IC )| weo ( (8 b(1)) \* dt |
| () 5)

o( )

On muni Pespace J,,(A) de la norme | - 1;5,,ca)- On peut également définir 'espace

_ inf
lals, ,ca) be ()

Ly

11. C’est a dire qu’on utilise la notion d’intégrale de la définition en considérant que la fonction b
est & valeurs dans X (A4).
12. On remarque que si S(a) = @ alors on a directement HaHJ@ L(4) = +00.
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Jop 00 (A) en utilisant cette fois la norme

| . J(t,b(1))
|1y, )@ belg(fa) (Stgg)w

Introduisons maintenant la version discréte de la méthode J :

Définition 2.3.8. Soit A e N; si a € £(A), on définit §'(a) comme 'ensemble des suites
(b )nez de A(A) vérifiant
a= Z b,

nez

dans X(A). N
Soit ¢ une fonction de Boyd et soit ¢ € [1,+00]; on définit 'espace J,, ,(A) comme le plus
grand sous espace de X(A4) tel que si aeJ,,(A4), alors

(J(Q", bn))
o(2") ).

On muni Pespace J,, ,(A) de la norme | - 15, .ca)-

. < 400.

£

e ta in
|15, .ca) (b )nes'(a)

En vue de montrer les deux résultat annoncés au début de la section, nous aurons besoin
de lemme fondamental de la théorie des espace d’interpolation qui lie la méthode K et la
version discréte de la méthode J.

Lemme 2.3.9. (Lemme fondamental de la théorie de interpolation) Soit a € ©(A); si a
vérifie

=0

K
}in(l)K(t,a): lim (t,a)

t— 400 t

alors pour tout € > 0, il existe (by)nez une suite de A(A) telle que ¥,z b, = a dans L(A)

et telle que
J(2",b,) <3(1+e)K(2",a)

pour tout n € 7.

Démonstration. Soit € > 0, par définition de K, pour tout n € Z, il existe (aé"), agn)) € Agx A,y

tel que a = a(()n) + aY‘) et tel que

(n) ) n

| 2 | L <(1+2)K(2"a).
On remarque que

lim |a(()n) 4 S (1+¢) }%K(t,a) =0
et que

n . K t,
lim ‘ag )‘ <(1+¢) lim (t,) =0.
n— 400 Aq t—+o0 t
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Pour tout k € {0,1}, puisque Ay —3(A), on a donc a,(gn) —0 dans X(A). On pose alors
by = al™ —al = a{M — "™ e A(A).

De plus, si N € Ny, alors

0 0
Z bn _ Z a((]n+1) _ a(()n) _ a(()l) _ CL(()_N)
n=—N n=—N

ol le membre de droite tend vers aél) dans ¥(A) lorsque N tend vers +o00. De méme, on a
S S0 () () _ (1) (N+D)
Z%bn:;)al -ay =a;, —a

ou le membre de droite tend vers agl) dans 3(A) lorsque N tend vers +oo. La série Y, by,

(1) (1)
Al))

converge donc vers ay° +ay’ =a dans X(A). De plus, sineZ, on a
o
Ao’ ( “

Wt i (Hagn)

<(1+e)K(2%,a) + (1 +¢)K(2"*,a)

J(2",b,) <max ( Haéml)‘

|

1
e

Al)

AQ Al

< Ha(()ml)‘

J

n+1)‘

+ af
Ao Al

<3(1+¢)K(2",a).

O

Remarque 2.3.10. Soient ¢ une fonction de Boyd telle que 0 < b(p) < b(p) < 1 et
q € [1,+00]; on remarque que si a € K, ,(A), alors a satisfait les hypothéses du lemme
précédent. En effet, par le théoréme [2.2.6] il existe C' > 0 tel que

K(t,a) <Co(t) |alk, (a)
quel que soit t > 0. On tire alors du corollaire [1.1.11] que

. EPNER(()
iy p(t) = 0= lim ==

Proposition 2.3.11. Soit A € N, soit ¢ une fonction de Boyd telle que 0 < b(p) <b(p) < 1
et soit g€ [1,+00]; on a

7907q(A)'_’J%q(A)-

Démonstration. Supposons que g < +oo, I'autre cas se traitant de maniére identique.
Soit a € J, ,(A), soit € > 0 et soit (by,)nez € S'(a) tel que

J(27, b)) \"\
(Z (W) ) < ||a||jw(A) +e.

nez
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Pour tout n € Z, si 2" <t < 21 on pose b(t) = b,/In(2). On remarque alors que b :
Ry —A(A) et que

+00 2n+1
bn =) b,=a
/(; nze%fz ln(2) t nze%
ce qui nous donne b € §(a). De plus, si 2" <t < 2! et si x € A(A), alors, on a @é?;) <

@(27) < sup@([%, 1]) et donc la proposition nous donne

) s [3]) 220

avec sup@([%, 1]) < +oo par le lemme appliqué a Inop. On a finalement

(2 L () )

< 2S“PE((Q[) 1) (Z fzw ( % ) %)/
<205 ([ 5. ])(mz(ﬂ% by >)q)1/q
<203 ([2.1]) (laks,,cn +<).

L’inégalité entre les deux extrémes ayant lieu quel que soit € > 0, on conclut par passage a
la limite.

[

Proposition 2.3.12. Soit A € N, so0it o une fonction de Boyd telle que 0 < b(p) <b(p) <1
et soit g€ [1,+00]; on a
Ko g(A) > J,q(A).

En particulier, on a

Démonstration. Soit a € K, ,(A) et soit € > 0; la remarque associée au lemme nous
assure lexistence de (by,)nez € S'(a) tel qu’on a

J(2%,b,) < 4K(2", a)
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quel que soit n € Z. De plus, par les théorémes [2.2.7| et [2.2.11], il existe une constante C' > 0

telle que
J(2", b, K(2",a
252 ] <52)
90(2 ) neZlle, 90(2 ) nez

Le cas particulier résulte de la proposition précédente.

<4C|alg, (a)
Zq

O

Théoréme 2.3.13. (Théoréeme d equwalence} Soient ¢ une fonction de Boyd telle que
0<b(p) <b(p) <1, ge[l,+c0] et soit AeN ; on a

Jso,q(A) = K%q(A)

ot [’égalité signifie que ces deux espaces contiennent les mémes éléments et possédent des
normes équivalentes.

En particulier, Uapplication J, 4 est un foncteur d’interpolation exact d’exposant ¢ pour la
catégorie N.

Démonstration. Vu la proposition précédente, il suffit de montrer que J, ,(A4) =K, ,(4).
Soit a € J, 4(A) et soit t > 0; si be S(a), alors pour tout s >0, b(s) €e A(A) et donc

K(t,b(s)) <min([[b(s)] 4, .t [6(s)] 4, )-
Puisque K(¢, - ) est une norme sur 3(A) équivalente a celle précédemment définie, la
proposition nous donne que

K(t,a) :K(t,fOJroob(S)%)
gfom K(t,b(s))%
s[omminﬂb(S)lAM|b(3)|fh)%

_ fo”" #(s) min([b(s)] 4, - Es |b(s)l\Al)%

©(s)
sf0+ o(s) min(1, i)%is

Et puisque ¢(s)/p(t) = (5 -1)/o(t) <B(F) pour tout s >0, on a

K(ta) [ p(s) -t J(s.b(s)ds
A Sh s DTS

S[O+ gp( )mm(l i)—J(le;))is

- (pthyming, )« (X2 ) o)
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ou la derniére inégalité désigne le produit de convolution dans L;. Par le lemme [I.1.21} on
sait que 2 — (P(1)min(1,z)) € L} et donc le théoréme nous donne que

_ K( ) 7a)

”aHK%q(A) - S0( . ) X
< |Eehmmna, o) (L 2)
< @(i)mmu, ) LHW .

L’inégalité entre les deux extrémes étant valable quel que soit b € §(a), on a montré qu’il
existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de ¢ telle que

HGHKM(A) <C ”aHJv,q(A) :
]

Théoréme 2.3.14. Soit A e N, soit p une fonction de Boyd telle que 0 < b(p) <b(p) < 1
et soit g€ [1,+00]; on a

jsovq(A) = Jsovq(A)

ot [’égalité signifie que ces deux espaces contiennent les mémes éléments et possédent des
normes équivalentes.

Démonstration. Vu la proposition [2.3.11} il suffit de montrer que J,,(A) »jqu(A). Or,
par le théoréme précédent et la proposition [2.3.12) on a

J@:Q(A) g K@:Q(A) ‘_)jﬁpvq(A)
[

On peut montrer que, comme pour la méthode K, la méthode J lie la fonction J et la
norme sur ses espaces d’interpolation.

Proposition 2.3.15. Soit A € N, soit ¢ une fonction de Boyd telle que 0 < b(p) <b(p) < 1
et soit q € [1,+o00] ; il existe C' >0 tel que

o) laly,, 4 < C It a)
quels que sotent t >0 et a e A(A).

Démonstration. Supposons que ¢ < +oo, I’autre cas se traitant de maniére identique. Soient
a€A(A) et t>0; on pose

+ . a
b:Ri>A(A):sm— mmz](s).
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On remarque que b € S(a) et on a par la proposition que

. (J(s, Ok ) d—)/

: a 1/q
(/1 (min(L?)J(t,ﬁ)a(é)) %)
2

st (L 03 ) s

IN

e(t)lal;, ,ca

IN

IN

On peut montrer facilement en adaptant le raisonnement du lemme [1.1.21] que la fonction
w > min(1,u)B(L) appartient a L.
O]

Bien que l'on ait montré que les méthodes K et J sont équivalentes, la méthode J
apporte un nouveau point de vue qui permet de dégager de nouvelles propriétés comme
par exemple des résultats de densité :

Proposition 2.3.16. Soit © une fonction de Boyd telle que 0 <b(p) <b(p) <1;
% s 1< q<+oo, alors 'espace A(A) est dense dans K, ,(A),

% Uadhérence de A(A) dans K, o(A) est Uensemble K, ,,(A) constitué des éléments
a€X(A) pour lesquels on a

>0 @(t)  tote o(t)

Démonstration. Montrons d’abord le premier point.
Soit a € K, 4,(A); par le théoréme [2.3.13 on sait que a € J,,(A) et donc par le théoréme

2.3.14) on sait qu'il existe (b, )nez € S'(a) telle que la série Y, (J(27,b,,)/p(27))? converge.
Pour tout N € N, on pose alors

N
anN = Z bn € A(A)
n=—N

Puisque les normes | - ”Kw(A)’ |- HJw_q(A) et | - ”jm(A) sont équivalentes, on sait qu’il
existe une constante C' > 0 pour laquelle on a pour tout N € N

1/q
J(2”,bn))q)
<C Sl 4
Toa(4) (IEN( #(2")

ou le dernier terme tend vers 0 lorsque N tend vers 'infini. On a donc bien ay - a dans
K, ,(A).
£P7q

2, bn

la—anlk, a)<C
[n|>N
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Montrons le second point.
Tout d’abord, remarquons que ’on a bien Kgm(A) c Ky o(A). En effet, siae Kg,oo(A),
alors il existe une constante C' > 0 telle que

K(t
t¢[C1,0] _ Kt
(1)
De plus, on sait que pour tout ¢t € [C~!,C], on a <p(t) <p(7) <supp([C1,C]) < +oo par le
lemme appliqué a Inop. On a donc
K( a)
Ha||K(pm(A) ( ) <max(1 K(C,a)supp([C™* C])) < 400.

Montrons maintenant que 'adhérence de A(A) dans K, (A) est incluse dans K, ., (A).

Soit a un élément de ’adhérence de A(A) dans K, o(A);sibe A(A), alorsa-be K, (A)
et le théoréme [2.2.6| nous assure 'existence d’une constante C' > 0 telle que

K(t,a) <K(t,a-b) + K(t,0) < Cop(t) [a - bHK%m(A) +min(1,?) ”b”Z(A) (7)

pour tout ¢ > 0. Fixons € > 0, par définition de 'adhérence, on sait qu’il existe b. € A(A)
tel que [a—b:[yx__(a)<€/C. La suite d’inégalités (7)) nous donne alors que
K(t,a) min(1,1)
<et+ ———=||b
p(t) p(t) TEW

quel que soit ¢ > 0. Puisque K, (A)—=>(A), on peut supposer, quitte & augmenter C,
que
[0l 554y < Cllelk, . ay < Clllalk, . ca) +€)

et on obtient K(t.)
a
— - <e+ C——=(|q| +e)

p(t) o(t) o ()

pour tout ¢t > 0. Finalement, le corollaire [1.1.11] permet d’affirmer que
min(1,¢ in(1
wmin(Le) o minl,0)
20 () e (1)
ce qui nous donne bien a € Kgm(A).
Pour conclure, montrons l'inclusion inverse.

Soit a € K0 OO(A) puisque a € K, «(A), la remarque associée au lemme - permet
d’affirmer qu'il existe (b, )nez € S'(a) tel que

=0

J(2%,b,) < 4K(2", a)

quel que soit n € Z. Pour tout N € N, on pose alors

ay = Z b EA(A)

n=—N

49



On sait alors, comme pour le premier point de I’énoncé, qu’il existe C' > 0 tel que pour tout
N eN, on a

J(2",by) K(2",a)
<Csup ————= <4C sup ———=
N ©(27) by (27)

2, bn

[n|>N

la-anlk, .a)<C

To,00(A4)

ou le dernier terme tend vers 0 lorsque N tend vers oo par définition de KZ,OO(A)- La suite

(an)nen converge donc bien vers a dans K, (4).
]

2.4 Théoréme de réitération

Les théorémes [2.2.6] et la proposition [2.3.15| nous montrent qu’il existe des re-

lations entre la norme d’un espace d’interpolation obtenu avec la méthode K ou J et la
fonction K ou J associée. Dans cette section, nous allons nous intéresser a différentes classes
d’espaces d’interpolation en nous basant sur ces relations et étudier les espaces que 1'on
obtient en appliquant la méthode K a des éléments de ces classes.

Définition 2.4.1. Soient A € N/, ¢ une fonction de Boyd et soit A un espace intermédiaire
de A; on dit que

% A appartient a la classe Ck (¢, A) si il existe C' > 0 tel que, quel que soient ¢ > 0 et
a€A, ona
K(t,a) < Co(t) |al 4

% A appartient a la classe Cj(¢, A) si il existe C' > 0 tel que, quel que soient ¢ > 0 et
aeA(A),on a
o(t) [a] 4 < CI(t,a)

% A appartient a la classe C(p, A) si il appartient simultanément aux deux classes
précédentes.

Proposition 2.4.2. Soient A € N, ¢ une fonction de Boyd et soit A un espace intermé-
diaire de A ;

% A appartient & la classe Cx(p, A) si et seulement si on a A—>K, (A4),
x Si0<b(p)<b(p) <1 etsiA estcomplet, alors A appartient a la classe Cy(p, A) si

et seulement si on a K,1(A) = A.

Démonstration. Pour le premier point, il suffit de remarquer que A< K, (A4) si et seule-
ment si il existe C' > 0 tel que

K(t,a)
o(t)

<lalk, .cay < Clala

quels que soient t >0 et a € A.
Pour le second point, montrons d’abord que la condition est nécessaire. Supposons que
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A€Cy(p, A) et montrons que Jo1(A) = A

Soit a € J,1(A), soit € > 0 et s0it (by,)nez € S’ (a) tel que ¥,z J(27,b,) [p(27) < lallz, ,ay+e;
puisque A € Cj(p, A), on sait qu’il existe C' > 0 tel que ©(2") ||b, |, < CJ(2",b,) quel que
soit n € Z. De plus, puisque A est complet, si la série Y, [|b,| 4 converge, alors la série
Y ez bn converge dans A et on a méme

S| <3 ihls <oy 1200

nez nez nez (2n O(||a|h%1(A) ' 6)‘

lals =

L’inégalité entre les deux extrémes étant vérifiée quel que soit € > 0, on a bien que
J,1(A) < A. Les théorémes [2.3.14] et [2.3.13 nous donne finalement K 1(A) < A.
Montrons pour finir que la condition est suffisante.

Soit a € A(A) et soit m € Z; on pose b, =0 si n #m et by, = a et donc on sait qu’il existe
C1 > 0 tel que

J(2m, a)
p(2m)

ou la deuxiéme inégalité et la constante Cs proviennent des théorémes [2.3.13]et [2.3.14] Au
total, il existe C' > 0 tel que pour tout a € A(A) et tout m € Z, on a

lal4 < Cillalx,,ay < CLC2 [(bp)nezl;, = C1C2—— <=

laf 4 0(27) < CJ(27,a).

Soit t > 0; considérons m € Z tel que 2™ < ¢ < 2™+ On a alors p(t)/p(2™) < B(t/2™) et
donc

lal 4 (t) <B(t/27) |al 4 o(27) <B(2/27) J(2™, a) <(t/2™) I(t, a).
On conclut en remarquant que ¢(t/2™) € p([1,2]) qui est un ensemble borné par le lemme

appliqué a Inop.
O

Lemme 2.4.3. Soit ¢ une fonction de Boyd telle que b(p) >0 ou b(p) <0 et soient f,g
deuz fonctions de RS dans Ry ; si f ~ g, alors on a po f~pog.

Démonstration. Supposons que b(y) > 0, on sait alors par la proposition [1.1.12|qu’il existe
C >0 tel que ¢(x) < Cp(y) si 0 <z <y. Quitte & augmenter la valeur de la constante C,
on peut supposer qu’elle vérifie les inégalités de la relation d’équivalence f ~ g. Puisque

@o(Cyg)
g <P(C), ona

po f<Cpo(Cy)<CP(C)-(pog).
Un raisonnement similaire nous donne que C‘l_i C i‘l (pog)<pof.

Si b(p) <0, il suffit d’appliquer la proposition [1.1.13| et un raisonnement similaire.
O]

Théoréme 2.4.4. (Théoréme de réitération) Soient A € N, ©o, 01,0 des fonctions de
Boyd dont les indices inférieurs et supérieurs sont strictement compris entre 0 et 1 et
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qe[l,+00]; si Xy € C(px, A) est complet pour tout k € {0,1} et si b(A) > 0 ou b(f) < 0
avec 0 = 1/, alors pour X = (Xo, X1) et v =(po0)-¢g on a
K%Q(X) = Kl/),q(A)-
En particulier, si A€ B el si qy,q € [1,+00], alors
Ko(Kooa(4), Ky 4 (A)) = Ky 4(4).

Démonstration. Par le théoréme [1.1.23] on sait qu’il existe x € B’ un difféomorphisme pour
lequel il existe une constante C' > 1 qui vérifie

Cle<h<Ce.

Commencons par montrer que K, ,(X) <K, ,(A4).
Puisque X} € (¢, A) pour tout k€ {0,1}, on peut supposer, quitte & augmenter C, que

K(t,a; 4) < Cop(t) |al x,

quel que soient a € Xy et ¢ > 0 et quel que soit k€ {0,1}. On en tire que si a € (X)) et si
(ag,a1) € Xo x X est tel que a = ag + ay, alors pour tout ¢ >0, on a

K(t,a; A) <K(t,ap; A) +K(t,a1; A)
< Cpo(t) llaollx, + Cor(t) [ar] x,

e1(t)
= Cyolt — )
ol0)(Jaly, + 23 ol
Au total, on en déduit que
quel que soient ¢ >0 et a € X(X). On en tire que pour tout a € K, ,(X), on a
+oo tK(O(t),a; X)\* dt veo [K(0(t),a; X) X))
q chf 900( sy Uy —C f ‘
”a/”Kw,q(A) 0 ( w(t) SO o 9 t) t

On sait alors par le lemme que pof ~pof et de nouveau, quitte a augmenter C, on
suppose que C vérifie les inégalités associées a cette équivalence. On remarque alors que
% < C avec C'>1 et donc

13
q 2 +oo max(l,@)K(f(t),a;X) th
falk o <€ J, ( ot )7
W (KEW.a X\ &) e
< | ( ot ) TEIOIEE0

<CPp' (&)™ / (K(SG)X)) .
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ou l'on a effectué le changement de variable s = () pour obtenir la derniére inégalité.
Montrons maintenant que Ky ,(A4) = K, ,(X).

Si t > 0, alors les propositions et 2.2.2 nous donnent que X(X) muni de la norme
K(&(t), - ; X) est de Banach. Side plus, a € Jy ,(A) et si (by)nez € S'(a), alors, on sait que
la série Y., b, converge dans (X)) si elle converge absolument dans cet espace et on a

K(£(t). a; X) =K(f<t),zbn;x)

nez

< 2 K (@), b(s); X)

nez

En imitant le raisonnement de la proposition [2.3.11] si on pose b = ﬁ Yonez bnX[2n 241
alors, en applicant la proposition [2.3.6, on a

K(E0,0: %) < [7RED )5S

s[o mm( gé )))J(e( ),b(5): X)ds

Puisque X}, € Cj(pr, A) pour tout k € {0,1}, on peut supposer, quitte a 'augmenter, que
C veérifie les inégalités associées aux définitions pour obtenir
J(s,b(s); A4)

J(0(s),b(s); X) = vo(s)

( ) max(go(s) [0(s)] x, »p1(s) [0(s) ] x,) < C

quel que soit s> 0. Au total, on a

K(&(t),a; X) < Cfom min(l, <) ) J(s,0(5); A4) ds

6(s) ©o(s) s

pour tout ¢ > 0. En utilisant le changement de variable ¢ = £(¢) puis I'inégalité précédente,
on obtient

ol - ) (M) ¢
Keo(X) 7 o(t) n

_ /*"" (K(ﬁ(o),a; X))q ol¢'(0)| do

po&(o) o) o

<F(©) [*w(m(a) a)X)) L

e s (o)) Jsb(): A) s\ do
<O (@05(0) : (1’e<s>) 0(s) ) v

g7 +00 +°°S0°‘9(S) min f(a) J(S,b(s);A) % qd_a
=@ ), (f 0 &(0) (179(5))(9009)(3)'300(3)3) o
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En appliquant la définition de @, le changement de variable o’ = (o) de la méme fagon
que pour montrer 'inclusion continue précédente puis le changement de variable ¢” = 9”(/;),
on obtient

lalfe, 0 <CB©) J) +°°( JA ”a(“S))mln(l i

<C1p' (€)™ b ( @ )min(l,ez;))J(s’:;((g;A)%) %
= CTB'(€) b ( ( @ Ui mln(l ?) —J(Sz((i)) 4) (13) o
— @H s ) (A1)

L

Le lemme [1.1.21{ nous montre que la fonction ¢ ~ $(7) min (1,¢) appartient & Lj et donc
le théoréme [2.1.5 nous donne directement que

q

J(-,0(- ) 4)
()

pon_q ! _, 1 . 1
Joll, ) < C7E(©) 1B [p() min (1, -)

Ly

Lg

Finalement, en poursuivant le raisonnement de la proposition [2.3.11} on sait qu’il existe
une constante C’ > 0 ne dépendant pas de (b, )ney telle que

HJ<~,b(-);A> ! (J(zn,bn;A))
wn) )

()
Au total, on a montré I'existence d’une constante C” >0 qui vérifie

, (J(2”,bn;A))
(ICAD N

quelle que soit la représentation (b, ),y € S'(a). Cela montre directement que

q

<

L l

q

HGH%M(X) <C

£q

Kyq(4) = Ajdﬂ,q(A) g KWJ(X)-
[l

Remarque 2.4.5. Pour conclure cette section, nous allons faire un paralléle avec le théo-
réme de réitération du contexte classique, ce dernier ayant été introduit dans les remarques
[1.3.11] et [2.2.10} Ce paralléle permet de justifier la forme de ¢ et de donner un exemple
concret de réalisation de I’hypothése sur 6 dans le théoréme général. I.’énoncé du théoréme
classique est le suivant [3] :
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Soient A € N, 6y,01,0 €]0,1] tels que 0y # 0, et soit g € [1,+00]; si X; € C(6y, A) est
complet pour tout k€ {0,1}, alors pour X = (X, X1) et n=(1-60)0+ 660, on a

K®,q(X) = K??,q(A)‘
En particulier, si A € B et si g, q1 € [1, +o0], alors

K@A‘{(KGOHO(A)? K91,Q1(A)) = Kﬂuq(A)'

Pour montrer ce résultat, commencons par poser ¢, : t — t& pour tout a € R. Il
suffit alors d’appliquer le théoréme général a 1)y,, 19, et Yo dans les roles de g, 1 et @
respectivement. On remarque que ’hypothése raisonnable 6y # 6; nous donne directement
que b(tbg, [1e,) = b(we, [1e,) = 01— 0y £ 0 et donc hypothése sur 6 du théoréme général est
vérifiée. On remarque également que 1 = ©(0; — 0y) + Oy ce qui montre bien que pour tout
t>0,on a

(002 ) @) vn ) =190 00— 1),

13. On dit que X} € C(0y, A) si X}, € C(¢p,, A) avec g, : t = %,
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3 Meéthode d’interpolation complexe

Dans cette section, nous allons introduire un foncteur d’interpolation dont la construc-
tion repose sur l'analyse complexe. Cette théorie n’ayant pas encore été généralisée a un
paramétre fonctionnel, nous utiliserons les notions de la théorie classique présentées dans
les remarque [[.3.11] et [2.4.5] Ce mémoire étant axé sur la théorie généralisée, nous ne
présenterons ici que les rudiments de la méthode complexe. Le lecteurs intéressé pourra
retrouver les principaux résultats de la méthode dans [3].

Dans cette section, nous procéderons en deux temps. Tout d’abord, nous présenterons
la méthode complexe et le foncteur principal associé. Nous montrerons qu’il s’agit bien
d’un foncteur d’interpolation en combinant les raisonnement de [3]| et [14]. Ensuite, nous
ferons un paralléle avec la théorie généralisée en énoncant deux résultat présentés dans
[11].

3.1 Construction de la méthode

Pour commencer, nous avons besoin de la notion de fonction analytique pour des fonc-
tions a valeurs dans un espace de Banach.

Définition 3.1.1. Soient €2 un ouvert de C, B un espace de Banach et soit f:C— B; la
fonction f est dite analytique sur € si pour tout zo € Q il existe (b, )neny une suite de B
pour laquelle on a

f(2) = i:bn@ )"

sur un disque ouvert centré en zg, la convergence de la série ayant lieu dans B.

On remarque que si B = C, alors la notion d’analytique est la méme que la notion
d’holomorphie. Nous auront besoin d’une propriété des fonctions holomorphes dans la
suite qui est le principe du maximum. Montrons que cette propriété est conservée pour les
fonctions analytiques :

Théoréme 3.1.2. (Principe du mazimum) Soient Q un ouvert conneze de C, B un espace
de Banach et soit f : C— B une fonction analytique sur ) et continue sur §2 ; si 0§ désigne
la frontiere de Q) et est non vide, alors on a

sup [ f(2)[ g =sup | F(2)]5 = sup | /(=) 5-
zeQ) 2eQ z€d 2

Démonstration. Nous allons nous servir du principe du maximum quand B = C. Soit z € ;
par le théoréme de Hahn-Banach, on sait qu’il existe T}, € B’ tel que |T,| 5 <1 et tel que

T.(f(2)) = | f(2)] g- I est clair que la fonction T'o f : C - C est continue sur , remarquons
qu’elle est également analytique sur €2 : si zg € €2, alors, puisque f est analytique sur €2, on
sait qu’il existe (b, )ney une suite de B pour laquelle on a

F(€) =2 balC - 20)

neN
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pour tout ( appartenant a un disque ouvert centré en zy. Puisque T, € B’, on remarque
directement que

(T 0 f)(Q) = . To(ba) (¢~ 20)

neN

sur le méme disque.
L’application T, o f vérifie donc les hypothéses du principe de maximum classique et on a

|/ (2)] 5 < sup|(Tx o f)(O)] = sup [(Tx o f)(O)] < sup | T2 g [ /()5 < sup [F(O)5-
(e e e e

L’inégalité entre les deux extrémes étant valide quel que soit z € €2, on conclut.

Définition 3.1.3. Soit A € B; On pose
S={2zeC|0<R(z)<1}

Une fonction f:S—Y(A) appartient a §(A) si

% elle est continue et bornée sur S,

*

elle est analytique sur S°,
pour tout k€ {0,1}, on a f(k+iR) c Ay,

pour tout k € {0, 1}, la fonction définie sur les réels ¢ — f(k+it) est bornée et continue
dans Ay,

pour tout k€ {0,1}, on a

*

*

¥

Jim | f(b+it)]Ly, = T (ki) =0

On muni §(A) de la norme
5y = max(sup LGy, - sup L1+ i0)1,,)

Remarque 3.1.4. La proposition nous donne que X(A) est complet. Puisque 9 5° =
iRU(1 +iR), le principe du maximum et la proposition nous donnent directement
que si f € F(A), alors

sup [ £(2)lsca) < 1/ l5a)

On en tire que | |54 =0 si et seulement si f = 0. Les autres propriétés de la norme étant
directement vérifiées, | - |54, est bien une norme sur F(A4).

Proposition 3.1.5. Soit A ¢ B ; lespace F(A) est de Banach.
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Démonstration. Soit Y., . fn une série absolument convergente de §(A4); la remarque pré-
cédente nous donne que

Y. sup | fa(2)]53a) < > | fallgcay < +o0
neN zeS neN

et donc la série ¥, . fn converge normalement sur S dans 3(A). En particulier, puisque

Y (A) est de Banach par la proposition la série ¥,y fn(x) converge vers un élément

f(x) dans 3(A) quel que soit z € S. On en déduit que 'application f:S — C est continue

sur S et analytique sur S°. De plus, pour tout k€ {0,1}, on a

> sup | fulk +it)] 4, < 3 [ fallgcay < +o0
neN

neN teR
et donc la série converge normalement sur k + iR dans Ag. Puisque Ap—>X(A), la série
Y nen fn converge uniformément vers f sur k+iR dans Ay. Cela nous donne que les fonctions

définies sur les réels t — f(it) et t = f(1+it) sont bornées et continues dans Ay et A;
respectivement. Au total, f € F(A) et on a pour tout k € {0,1} et pour tout N € N que

N + 00
‘f— Sl < S Il
n=0 F(A) n=N+1

ol le membre de droite tend vers 0 lorsque N tends vers +oo.
]

Définition 3.1.6. Soit A € B et soit # € [0,1]; on note Cy(A) 'espace constitué des
a € X(A) pour lesquels il existe une fonction f € F(A) telle que f(#) = a. On muni cet

espace de la norme
a = inf )
leleyca = int, 1flscay
f(0)=a

Théoréme 3.1.7. Soit 0§ € [0,1] ; Cy est un foncteur d’interpolation exactement d’exposant
0 sur la catégorie B.

Démonstration. Soit A € B; posons A = Cy(A) et montrons que A est un espace de Banach.
On considére 'application

T:F(A)->X(A): [~ f(0).
L’application T est clairement linéaire. De plus, elle est continue car si f € F(A), alors la
remarque nous donne que

1 T()say < Sup 1f (D sy < 1 150a) -

On en tire que ker(7) = { feF(A) | f(6) =0 } est un sous espace fermé de F(A). La
proposition nous donne alors que l’espace quotient §(A)/ker(7T) est de Banach. Fi-
nalement, remarquons que les espaces §(A4)/ker(T") et A sont isométriques par 'application

T §(A)/ ker(T) > A: [f] = £(6).
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Montrons maintenant que A(A) < A.

Soit @ € A(A); on considére la fonction f: z — e=0q. Il est clair que f € F(A) et que
f(0) = a. On peut aussi facilement montrer qu’il existe une constante C' > 0 ne dépendant
pas de a pour laquelle on a

lala <1 Fl5cay < Clalacay-

Montrons que A est intermédiaire.
Il ne reste plus qu’a montrer que A— X(A). Soit a € A; pour € > 0, considérons une fonction

feF(A) telle que f(0) = a et telle que | f]4) < [a] 4+ . La remarque nous donne
directement que

lalscay = 1/ Dsay < 1flzea) < lal+e

L’inégalité entre les deux extrémes étant valide quel que soit € > 0, on conclut par passage
a la limite.

Montrons finalement que Cy est exactement d’exposant .

Soient A, B € B et soit T : A~ B; on pose M, = T 4, 5, pour k€ {0,1}. Si a € Cp(A),
alors pour ¢ > 0 fixé, considérons une fonction f € F(A) telle que f(0) = a et telle que
| fl5cay < lalg,ay + € On considere alors la fonction

9:S=5(B): 2 Mg M- (T o f)(2).

Puisque f € F(A) et que T est linéaire et continue, il est clair que l'application g est
continue sur S et analytique sur S°. Soit k£ € {0,1}; puisqu'on a T': A~ B, on sait que
T4, : Ax— By et donc il est clair qu’on a I'inclusion g(k+iR) c Bg. De plus, si t € R, alors
on a

lg(k +it) ] 5, = Mg M* [ T(f (k + i), < Mg MMy [ (R + )] o, = [f(E+it)] 4,

On en déduit que g € F(B) et que [glzpy < | fl5a)- Posons C = My=? MY, il est clair que
CgeF(B) et que Cg(f)=T(a). On a alors

1T(a)lc,my < 1C9l3m) = C lalzmy < C 1 flizcay < Cllalc,ay+€)-

L’inégalité entre les deux extrémes étant valable quel que soit € > 0, on conclut par passage
a la limite.

]

3.2 Liens avec les méthodes réelles

La construction du foncteur Cy fait intervenir le paramétre 6 en tant que nombre réel et
non plus en tant que fonction puissance ce qui rend la généralisation & un paramétre fonc-
tionnel moins évidente. Cependant, on pourrait s’intéresser au résultat obtenu lorsqu’on
applique les méthodes réelles généralisées & un couple d’espaces obtenu via la méthode
complexe et inversement. Pour cela, introduisons le résultat suivant sans le démontrer [3].
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Proposition 3.2.1. Soit A €B et soit 0 €[0,1]; on a
Kg}l(A) ‘—>C9(A) L>I<6p700(14).

Puisque 'espace Cy(A) est de Banach, la proposition et la proposition précédente
montrent directement que Cy(A) est de classe C(6, A). Le théoréme de réitération nous
permet directement d’arriver au résultat suivant.

Théoréme 3.2.2. Soit A € B et soient q € [1,+00], 09,01 €]0,1[ tels que Oy # 0, ; si @ est
une fonction de Boyd telle que 0 <b(p) <b(p) <1 et si on pose Y(t) = p(t9170) - t% pour
tout t >0, alors on a

K%Q(C%v Cl‘h) = K%Q(A)'

Le dernier résultat de cette section, beaucoup moins direct, est disponible dans [11] et
permet d’appliquer la méthode complexe & un couple d’espaces obtenus via la méthode
réelle.

Théoréme 3.2.3. Soit A € B et soient gy, q1 € [1,+00], ©o, 01 deuz fonctions de Boyd dont
les indices sont strictement compris entre 0 et 1; si 0 €]0,1[, si on pose ¢ = <p(1)‘930‘f et si
q € [1,+00] vérifie % =(1- G)qio + Hqil, alors on a

CG(Kgoo,q(A)> K@uq(A)) = KW](A)~
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4 Interpolations d’espaces fonctionnels

4.1 Espaces de Holder

Dans cette section, nous allons nous intéresser a ’espace obtenu lorsque ’on applique la
méthode K & un couple d’espaces de Holder. Pour cela, nous allons suivre le raisonnement
de [11] et d’abord appliquer la méthode K au couple spécifique (C?,C}). Ensuite, nous
utiliserons le théoréme de réitération pour obtenir un résultat général.

Définition 4.1.1. Soit ¢ une fonction de Boyd telle que 0 < b(p) < b(p) < 1 et soit
f:R">C;ona

% feCPsi f est continu et borné. On note alors ||chg = | fll 1 = supgern | f(2)]-
x feClsifeCy, sifestcontinument dérivable de dérivées bornées et si on a

£leg =171, + sup LTIy

syeRr T Y|
T#Y

x feCPsifeC)etsiona

Fles = 11, + sup LS +oo.

z,yeR™ o(|z - yl)

TH+Y

Remarque 4.1.2. Les espaces C généralisent les espaces de Holder Cf (avec 0 < 6 < 1)
que l'on peut retrouver dans la littérature classique. On a en fait C’g = C’g’e ou g it tY,

Lemme 4.1.3. Soit f : R" - C une fonction continument dérivable; si f est a support
compact, alors pour tout k€ {1,....n}, on a

/ Dy f(z)dz =0
-

ot Dy f désigne la dérivée de [ par rapport a sa k™ composante.

Démonstration. 11 est clair que f est intégrable sur R" et donc le théoréme de Fubini nous
donne que

_/R" Dy f(z)dz = ./Rn—l (/RDkf(Ih---,iEn)diﬂk) d(@1, - Th-1, Thea1s 7, L)
Or on a

kaf(wl,...,xn)dxk: lim f(x1,....,2,)— lm f(x1,...,2,) =0
R Tp —> +00 Tp —> —00

pour tout (21, -, Tp_1, Tpe1, - ) € R

]

14. Dans la suite de cette section, on se permettra de ne plus préciser que z,y € R” dans le suprémum

et de noter simplement sup.
l‘iy
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Théoréme 4.1.4. Soit ¢ une fonction de Boyd telle que 0 <b(p) <b(¢) <1; on a
KtP,OO(Cl())v CI}) = C;)P

ot ’égalité signifie que les deux espaces possédent les mémes éléments et des normes équi-
valentes.

Démonstration. Commencons par montrer que K, (CP,C}) - CY.
Soit a € K, oo (CP,C}) 5 par définition de K(1,a;(Cp,C})), on sait qu'il existe (ag,ar) €
Cp x C} qui veérifie a = ag + a; et

laollco + laxflca < 2K(1,a).

On remarque alors que

K(1
lal,_ < laol_ + ] +sup (222 = a1(®)] (1)

ey (|l -yl) p(1) .

De plus, si z,y € R" et si x # y, alors comme précédemment, il existe (af,a}) € Cf x C} qui
vérifie a = a + a et

(8)

HGOHCU + Hachl <2

laplleg + 1z~ yllatl ey < 2Kl ~ . a).

On a alors

laz) —a(y)| _ lag(z) —ap(y)] | |ai(x) —ai(y)]

o(z-yl) = w(lz-yl) oz —yl)

2 |al - i’ -a —
< || 0||Lch +2 |$ y| |CL1($) &1(y)|+2 |$ y| '”all”Loo
o(z-yl)  w(z-y)) |z-y oz —y|)

2 lal (x) - ai(y)|

c— 2 (ja +|x—y|(|a'| +sup 1%

w(lx—yl)( OlLe Hllee ™y |z |
SQK(M’—Z/I?@).

oz -y|)

En utilisant et l'inégalité précédente, la définition de la norme sur K, (C?, C})
nous donne que

_,K(1,a) K(|z -yl a)
||a||Cg’_2 S0(1) +QS$35 (P(| |) <4||a||K%oo(Cl?,Cbl)'

Montrons maintenant que Cy = K, o (CP, C}).
Soit a € C’f; commengons par remarquer que puisque 0 < b(y), le corollaire [1.1.11| nous
donne que lim; , ;o ©(t) = +o0 et par définition de K, on a

K(t,a) < Ha”cg +tHO||C; ~ lal
o(t) (1) o(t)
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quel que soit ¢ > 0. On en tire qu’il existe une constante C' > 0 telle que si t > C, alors

K(t,a)
o(t)

Supposons donc que t < C' et considérons f: R"” —R" une fonction continument dérivable,
a support compact dans R"\{0} et d’intégrale 1. Pour tout x € R", on pose

<Jals - (9)

@) = 5 [ (o) a7 (%) dy

@)= [at-nr()ay= [ (52 dw

On remarque alors que (agt),agt)) € CY x C et que a = aét) + agt). De plus, si on note

Sq = HaHCga — |la||,_, alors, par définition de P, on a pour tout x € R" que

et

) < [y () ay

tr Jer o o(lyl)
LA

=sup(®) [ 2N T () dy

ou la fonction y' ~ B (Jy']) f (y') est bien intégrable car, par le lemme [I.1.5 appliqué &
Ino3p, la fonction P est bornée sur le support de f. Notons C' la valeur de cette intégrale
pour le reste de la démonstration. En utilisant la premiére écriture de agt) et ce qui vient
d’étre obtenu, on arrive a

0], <661, < m
Soient z,y € R" tels que = # y; par le théoréme des accroissements finis, on sait qu’il existe
21, ..., Zn € R™ pour lesquels on a

n t
S D;al ()|, -yl

J=1

a{? (z) - al” (y)| =

Sjil |Dsal”|, Je -yl (11)

Etudions donc les dérivées partielles de agt) :sike{l,...,n}, alors le lemme précédent nous
donne que

D’ @) = iz [ ate-n)f (V) ay= o [ (aw-p)-a(@)f (2)

<
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Le méme raisonnement que pour majorer a[()t)(m) nous donne
1
HDkagt)HL < ;C,Sa(p(t).

Au total, en appliquant les inégalités et puis I'inégalité précédente, on obtient

) (], oo, -yt )

SO(t) T#Y |$ - y|

< (C'sq +1C"s, + C'nsy)
<C'(1+t+n)(s, + HGHLM)

<C'(1+C+n)al gy

ol 'on a utilisé le fait que ¢ < C' pour la derniére inégalité.
En utilisant @, on a donc bien montré que

K(t,a) K(t,a)

a =max| su ,su <C'(1+C+n)lal .
ol miepp =mox( sup 5D s KED ) <o e v mal

]

Remarque 4.1.5. On peut faire le paralléle avec la théorie des espaces d’interpolation
classique [3]. Le théoréme précédent nous donne directement.
Soit 6 €]0,1[; on a

Ke,w(cl?v C’l}) = Cg

ol Ky« est le foncteur d’interpolation présenté dans la remarque [2.2.10

Le théoréme de réitération nous permet d’appliquer facilement la méthode K a des
espaces de Holder généralisés Cy

Corollaire 4.1.6. Soient o, p1,¢ des fonctions de Boyd dont les indices inférieurs et
supérieurs sont strictement compris entre 0 et 1; si b(6) >0 ou b(0) <0 avec 0 = p1/po,
alors pour ¥ = (pof)-py on a

K, o0 (CF,C7M) = CY.

4.2 Espaces de Lorentz

Nous allons maintenant appliquer la méthode K a un couple d’espaces de Lorentz.
Comme pour les espaces de Hélder, nous allons d’abord nous intéresser a un couple parti-
culier, ici (L1, L ), avant de conclure avec le théoréme de réitération. Pour ce faire, nous
allons adapter le raisonnement de [3| et d’abord calculer explicitement la valeur de la norme
K(t, - ; (L1, Ls)) quel que soit t > 0. Nous conclurons cette section en montrant le théoréme
d’interpolation de Riesz-Thorin présenté dans I'introduction.
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Définition 4.2.1. Soit (X, A, ;) un espace mesuré et soit f : X - C une fonction mesu-
rable ; on définit le réarrangement décroissant de f comme la fonction

frR >R it —>inf{ s>0]|ds(s) <t}

ot dy(s) = p({ z € X [ |f(2)] > s }).

Nous allons présenter les principales propriétés du réarrangement décroissant. Le lecteur
intéressé pourra en retrouver les preuves dans la proposition 1.4.5 de [6].

Proposition 4.2.2. Soit (X, A, 1) un espace mesuré et soient f: X >C et g: X > C deux
fonctions mesurables; on a

la fonction f* est décroissante

sity,ty >0, alors (f +g)*(t1 +t2) < f7(t1) + g* (t2)
sikeC, alors (kf)* =|k|f”

df=d;-

SR N

sip€[1,+o0], alors HfHLp(X,A,u) = ”f*HLp(Rg,dx)

Définition 4.2.3. Soit (X, A, 1) un espace mesuré; si ¢ est une fonction de Boyd telle
que 0 < b(¢) <b(p) <1 ou telle que ¢ € {1,id} et si g € [1,+00], alors on définit 1'espace
L, (X, A, ) comme le Pespace des fonctions mesurables f : X — C pour lesquelles la valeur

11z = e £l

est finie. Comme il est d’usage pour ce type de construction, le passage a ’espace quotient
permet d’identifier les fonctions qui coincident p-presque partout. On muni cet espace de

la quasi—norme |- HLM(X,A,M)‘

Afin d’alléger les notations, fixons un espace mesuré (X, A, ) pour le reste de cette
section et notons simplement L., , au lieu de L, (X, A, 1).

Proposition 4.2.4. Soient ¢ est une fonction de Boyd telle que 0 < b(p) < b(p) <1 ou
telle que p € {1,id} et g € [1,+o00]; lapplication | - |, est une quasi-norme.

Démonstration. Soient f,g € L, ,; considérons ¢ €]0,1[. Le point [2| de la proposition m
nous donne que pour tout ¢t >0, on a

(f+9) @) <f((L-e)t)+g (ct).

15. Une quasi-norme vérifie les mémes propriétés qu'une norme a l’exception de l'inégalité triangulaire
qui est remplacée par |z +y| < C(||z|| + ||ly|) pour une constante C' > 1 indépendante de x et de y.
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On en déduit alors que

Ifvals,, = [ oG +0) 0T
< [Tewra-angs [TewgenT

- [TEE w0 [T LS00 0

1 1
<o|— +o| - :
_w(l_g)lflLM @(8)|9||LM

En prenant £ = 1/2, on obtient

If+9lc,,<2@)UfL,, +ldlL,,)-

Les autres propriétés de découlent directement de la proposition [4.2.2]
(]

Remarque 4.2.5. Les espaces L, , sont une généralisation des espaces de Lorentz L, ,
(avec 1 < p,q < +00) que on peut retrouver dans la littérature classique. On a en fait
Lyq = Ly, 4 O 1y o t = t1/P en prenant la convention que -L = 0. La proposition m

nous donne alors que L, , = L, quel que soit p € [1,+o0]

Pour calculer explicitement la valeur de la norme K(¢, - ; (L1, L)), nous auront besoins
de la version intégrale de I'inégalité de Minkowski et d’une écriture alternative de la norme
sur L, [4].

Lemme 4.2.6. Soit pe[1,+00] et soit f e L,; siq estle conjugué de Hé’lder de p, alors
on a

171y, =sup{ [ gl |geLy et gl =1}

ot le suprémum est réalisé.

Démonstration. Commencons par remarquer que si f =0, le résultat est trivialement vérifié
et supposons donc que ce n’est pas le cas dans la suite de la preuve.
Soit g € L, tel que |g|, =1; inégalité de Holder nous donne que

19, <], -1

On a donc montré que

110, 2 s { [ Faly, lgeLyet gl,, =1}

16. C’est & dire que % +Li=1.

1
q
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Montrons I'inégalité inverse pour conclure.
Remarquons que l'on a p=¢q(p—1) et posons g = fP~1/ ||f||’z;1 On a bien |g|; =1et on a

aussi Hpr
If7) . 3
I fglz, = D= =11,

p-1 p-1
1Az, 11,

[

Proposition 4.2.7. (Inégalité de Minkowski version intégrale) Soit p € [1,+00], soient
(X, A p) et (Y, A',v) deur espaces mesurés; si f: X xY =R, alors on a

Hﬁ fCy)de(y)

< / f Y ” dv Y).
Lp(X,Aw) YH ( )“Lp(X,A,;) (v)

Démonstration. Par le lemme précédent, si ¢ est le conjugué de Holder de p, alors par le
théoréme de Tonelli, on a

nyf( -, y)dr(y) Lt :HQS”ljf:l fyf( —y)de(y) -g( ) )
sgiljf_lf)(fylf(:r,y)g(x)ldV(y)du(x)
=giljf_lfyfxIf(w,y)g(fﬂ)ldu(fr)dV(y)
< [ s ([ gant ) o

= 7Gx )

]

Dans notre cas, seule ’expression de la norme K(¢, - ; (L1, L)) nous intéresse. Cepen-
dant, une estimation de la norme K(t, - ;(L,, L)) pour 7 > 0 est disponible dans [10].
Il est possible d’adapter le raisonnement de cette section en utilisant cette estimation [15]
cependant, cela n’est utile que lorsque 1'on s’intéresse aux espaces de Lorentz L, , avec
0<p<1lou0<gq<l. Ces espaces n’étant pas normés mais quasi-normés [6], ils sortent du
cadre de ce mémoire bien que la théorie s’adapte bien au cas des espaces quasi-normés |3,
11} 112].

Lemme 4.2.8. Soit a € X(L1,Lo) ; on a
t
K(tai (L1 L)) = [ a(s)ds
0
quel que soit t > 0.
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Démonstration. Soit t > 0; montrons d’abord que K(t,a; (L1, Lo)) < fot a*(s)ds.
Posons pour tout z € X

a(x) (1 - |0;*((;))|) sifa(z)] > a”(t)

0 sinon

a (x) =

et alt)(x) = a(x) - ag )(x) Si on pose
E={zeX|al@)#0}={zeX |la(@)>a(2) }
alors on a p(E;) =d,(a"(t)) <t < +oo et
o], = [ (@)=’ ®) @) = [ lal dp=p(E)-a' (0.

Notons a; = axg,, on a alors par définition de a”, que (a;)* = a”xj0,u(E)[- Le point 5| de la
proposition nous donne que

+00 w(Ey) "
[ la] dp = / la| dp = [ (a;)*(s) ds = f a (s) ds.
Ey X 0 0

Remarquons que par définition de a” et de Ej, la fonction a” est constante sur [u(E;),t]
et donc

o], = [ ) s -0’0
= /ON(Et) a*(S) ds + /u:Et) a*(s)ds B (t—,u(Et))a*(t) (B a*(t)
='/0ta*(s) ds+t-a*(t),

On vérifie directement que Ha( )H =a"(t) et on obtient au total que

t
K(t,a; (L1, L)) < Ha(()t)HLl +t- Hagt)HLm = ./0 a (s) ds.
Montrons maintenant que fot a*(s)ds <K(t,a; (L1, Le))-

Soit (ag,a1) € Ly x Lo tel que a = ag + a; et soit € > 0; le point [2| de la proposition [4.2.2)
nous donne que

fota*(s)ds :/Ota*((1—£)5+€s)ds
sfot(ao)*(a—g)s)dﬁ/Ot(al)*(gs)ds
< 0) g, + 1 U@l -

1-
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Le point [5| de la proposition nous permet d’affirmer que [(ao)*|,, = |aol,,. Pour
conclure, remarquons que [(a1)*|,_ = |ai|;_ : on pose A={ zeX ||a(z)|>[a"|,_ } Si
p(A) >0, alors pour tout ¢ < pu(A), on aurait a”(t) > [la”|,_.

Au total, on a

t * 1
[ @ (9)ds < s laol, + ¢l

quel que soit € > 0 et quel que soit la décomposition (ag,a1) € L1 X L.
]

Théoréme 4.2.9. Soit ¢ une fonction de Boyd telle que 0 < b(p) < b(p) < 1 et soit
qe[l,+00]; on a
Kog(L1, Loo) = Ly g

ot * :t > t/p(t) a été introduit dans la remarque et ou l'égalité signifie que les
deuz espaces possédent les mémes éléments el les mémes topologies.

Démonstration. Commencons par montrer que K, (L1, Lo ) = Lys 4.
Soit a € Ky, (L1, Loo) 5 81 t > 0, alors par décroissance de a”, on a a(t) < a(s) quel que soit
s €]0,t[ et donc le lemme nous donne

bt (t) = /Ota*(t)ds < [Ota*(s)ds CK(t,a: (L1, L)),

On a alors

= HaH%%q(Ll,Lm)'

T RS R R
Pl o() |l ™ w(-)

Montrons maintenant que Ly« =Ky (L1, Loo ).

Pour faciliter la lecture en travaillant avec des intégrales plutot que des normes sur L7,
supposons que g < +oo, l'autre cas se traitant de la méme maniére. Soit a € L, 4; par le
lemme 4.2.8] on a

Lg

K(t,a;(Ll,Loo)):fota*(s)ds:/olt-a*(st)ds.

quel que soit ¢ > 0. La proposition 4.2.7 et le fait que 22 < @(s) pour s,t >0 nous donnent

©(t)
alors que

w0 P14, 7 qr\
lal, . cz0rs ( I ( I —w(t)a(st)ds) 7)




oil la fonction s > 2 est bien intégrable puisque 0<b(p) <b(y) < 1.

s

]

Le théoréeme de réitération nous permet maintenant d’appliquer la méthode K & des
espaces de Lorentz :

Corollaire 4.2.10. Soient g, w1, des fonctions de Boyd dont les indices inférieurs et
supérieurs sont strictement compris entre 0 et 1 et soient qo,q1,q € [1,+00]; si b(0) >0 ou

b(0) <0 avec 0 = 1/, alors pour ¢ = po/(po %) on a

K%q(Lsoo,qov L<p1,q1 ) = Lzm-

Démonstration. Le théoréme précédent nous donne que pour tout k € {0,1}, on a
Ly, = K%qu(Ll’Lw)‘

' Pi_ o _ 1
Puisque ot = - grona

0

Les hypothéses du théoréme sont donc vérifiées et on a

K%q(L%quoa L<p1,q1) = Kso,q(ché,qo(Lh Loo)7 KSOqu(Lla Loo)) = K\Ihq(Lla Loo)

avec ¥ = (po Z—i) ¢y = (¢po3) ¢ Finalement, en appliquant de nouveau le théoréme
0

précédent, on obtient
K‘I’,Q(Lb LOO) = L‘ll*,q

avec U* =1,
O

Remarque 4.2.11. Grace au résultat précédent, on peut remarquer que l'interpolation
d’espaces L, via la méthode K est un espace de Lorentz et donc que ces espaces sont
complets par la proposition [2.2.17, De plus, pour un bon choix de paramétre, on peut
obtenir a nouveau des espaces L.

. : . l_o(1_p)L 1
Soient pg,p1 € [1,+00] tels que py # py et soit 6 €]0, 1] ; si i (1 9)p0 +0--, alors on a

Kwe,q(me Lp1) =L,

ou gt et
En particulier, si 1 <pg < p < p; < +00, alors L, est un espace d’interpolation de (L,,, L,, ).

On déduit directement de cette remarque le théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin
présenté en introduction. Le cas ou 6 € {0,1} étant trivial :

17. 11 s’agit d’un raisonnement classique utilisé par exemple dans le lemme |1.1.21
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Théoréme 4.2.12. (Théoreme d’interpolation de Riesz-Thorin) Soient X et Y deuz es-
paces mesurés et soient po,p1,qo, @1 € [1,+00] tels que po # p1 et qo # q1; st T+ Ly (X) +
L, (X)—= Ly (Y)+ Ly, (Y) est une application linéaire qui vérifie

% T, (x): Lpo(X) = Ly, (Y) est continu de norme opérateur M,
% T, (x) 1 Lp (X) = Ly, (Y) est continu de norme opérateur M,

alors pour tout 0 € [0, 1], Uapplication T|r, (x) : Lp(X) = Ly(Y') est continue et vérifie
1Tz, x),2,00) < Mo~ MY

avec L= (1-0)L +0L et 1 =(1-0)L +0L.
p po p1 q q0 q1
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Liste des symboles

| - |4 p norme opérateur,

B I'ensemble des fonctions de Boyd,

b, b indices inférieur et supérieur de Boyd,

O complémentaire de la fonction de Boyd ¢,

©*  notion alternative de complémentaire de la fonction de Boyd ¢,

B’ ensemble de fonctions de Boyd réguliére avec hypothese d’élasticité,

~ équivalence entre fonctions, [page 10

N catégorie des espaces vectoriels normés, page 13
B catégorie des espaces de Banach, [page 13
> inclusion continue, [page 14

A(A) espace intersection du couple A,

Y(A) espace somme du couple A, [page 15

C catégorie des couples d’espaces compatibles de C,
L; espace de Lebesgue muni de la mesure dz/x, page 23

f*g produit de convolution dans Ly, [page 24

K,, foncteur d'interpolation suivant la méthode K,

Joq foncteur d’interpolation suivant la méthode J,

S(a) ensemble des décompositions de a pour la méthode J,

S'(a) ensemble des décomposition discrétes de a pour la méthode J,
Ck, Cy, € classes d’espaces intermédiaires,

§(A) ensemble des fonctions définissant la méthode complexe pour A,
Co foncteur d’interpolation suivant la méthode complexe,

Cf,CY espaces de Holder, [page 52|

f*  réarrangement décroissant de f,

Ly, Ly espaces de Lorentz, page 56|
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