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Introduction

Considérons (A, ∥ ⋅ ∥A) et (B, ∥ ⋅ ∥B) deux espaces vectoriels normés, si T ∶ A→B est
une application linéaire continue, alors il existe une constante C > 0 qui véri�e

∥T (a)∥B ≤ C ∥a∥A

quel que soit a ∈ A. La norme opérateur de T , notée ∥T ∥A,B, désigne la plus petite constante
qui véri�e cette propriété. Intéressons nous à cette notion dans un contexte spéci�que donné
par le théorème d'interpolation de Riesz-Thorin [3] :

Théorème 1. Soient X et Y deux espaces mesurés et soient p0, p1, q0, q1 ∈ [1,+∞] tels que
p0 ≠ p1 et q0 ≠ q1 ; si T ∶ Lp0(X) + Lp1(X)→Lq0(Y ) + Lq1(Y ) est une application linéaire
qui véri�e

÷× T ∣Lp0(X) ∶ Lp0(X)→Lq0(Y ) est continu de norme opérateur M0,

÷× T ∣Lp1(X) ∶ Lp1(X)→Lq1(Y ) est continu de norme opérateur M1,

alors pour tout θ ∈ [0,1], l'application T ∣Lp(X) ∶ Lp(X)→Lq(Y ) est continue et véri�e

∥T ∥Lp(X),Lq(Y ) ≤M
1−θ
0 M θ

1 (1)

avec 1
p = (1 − θ) 1

p0
+ θ 1

p1
et 1

q = (1 − θ) 1
q0
+ θ 1

q1
.

En d'autres termes, si l'on considère les deux couples d'espaces (Lp0(X), Lp1(X)) et
(Lq0(Y ), Lq1(Y )), alors le théorème fourni deux espaces intermédiaires pour ces couples,
à savoir Lp(X) et Lq(Y ), qui conservent la continuité de l'application T tout en satis-
faisant une inégalité reliant les di�érentes normes opérateur de T . La théorie des espaces
d'interpolation généralise ce comportement à des couples d'espaces normés quelconques. Si
les espaces obtenus véri�ent une inégalité du type (1) pour tout opérateur ayant le même
comportement que T , alors ils sont dit d'interpolation d'exposant θ. La théorie classique
[1, 3, 14] fournit diverses méthodes pour construire de tels espaces.

Ce mémoire vise à introduire une version généralisée de la théorie des espaces d'in-
terpolation en utilisant les fonctions de Boyd. Ces fonctions généralisent le comportement
des fonctions puissances comme t ↦ tθ ou bien t ↦ t1−θ. Ainsi, nous pourrons obtenir
des espaces d'interpolation véri�ant des inégalités plus ra�nées que (1) en remplaçant les
fonctions puissances par des fonctions de Boyd. Nous parlerons alors d'espaces d'interpo-
lation d'exposant φ avec φ une fonction de Boyd. Les énoncés des résultats principaux
proviennent de [12] et les preuves, pour la plupart, ont été obtenues en adaptant celles du
contexte classique [3].

Dans la première section, nous introduirons les fonctions de Boyd et leurs principales
propriétés. Ensuite, nous présenterons la théorie des espaces d'interpolation avec un para-
mètre fonctionnel ainsi que quelques résultats généraux comme une adaptation du théorème
d'Aronszajn-Gagliardo. La seconde section présentera deux méthodes pour construire des
espaces d'interpolation pour un paramètre φ donné. Nous étudierons ensuite les propriétés
des espaces obtenus et les éventuelles relations qui les lient. Dans la troisième section, nous
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introduirons une troisième méthode suivant un raisonnement bien di�érent des deux pre-
mières. Cette méthode n'ayant pas encore été généralisée à un paramètre fonctionnel, nous
la présenterons dans le contexte classique [1, 3, 14] et énoncerons les récentes connexions
avec la théorie généralisée [11]. Finalement, la dernière section mettra en pratique la théorie
développée tout au long de ce mémoire en appliquant les méthodes introduites à des espaces
fonctionnels spéci�ques et en particulier, nous montrerons le théorème d'interpolation de
Riesz-Thorin.
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1 Théorie des espaces d'interpolation

1.1 Fonctions de Boyd

Les fonctions de Boyd généralisent le comportement des fonctions puissances

ψα ∶ R+0 →R+0 ∶ x↦ xα

avec α ∈ R. Nous allons introduire les propriétés des fonctions de Boyd qui nous seront
nécessaires pour généraliser la théorie des espaces d'interpolation. Les résultats présentés
dans cette section proviennent de [13].

Dé�nition 1.1.1. Une fonction φ ∶ R+0 →R+0 est une fonction de Boyd si elle est continue,
si φ(1) = 1, et si pour tout x ∈ R+0 , on a

φ(x) = sup
y∈R+0

φ(xy)
φ(y) < +∞.

On note B l'ensemble des fonctions de Boyd.

Remarque 1.1.2. On remarque que φ est sous-multiplicative : si x, y > 0, alors φ(xy) ≤
φ(x)φ(y). On en tire directement que 1

φ(1/x) ≤ φ(x) pour tout x > 0.
On remarque également que φ est mesurable 1. En e�et, on a

φ ∶ x↦ sup
q∈Q+0

fq(x)

où fq ∶ x↦ φ(xq)/φ(q) est une fonction continue et donc mesurable.

Exemple 1.1.3. Les fonctions puissances ψα ∶ R+0 →R+0 ∶ x ↦ xα avec α ∈ R sont des cas
triviaux de fonctions de Boyd. On remarque directement que l'on a ψα = ψα quel que soit
α ∈ R.

Dé�nition 1.1.4. Soit φ une fonction de Boyd ; on dé�nit les indices inférieur et supérieur
de Boyd par les quantités

b(φ) = sup
x∈]0,1[

ln(φ(x))
ln(x) ,

b(φ) = inf
x∈]1,+∞[

ln(φ(x))
ln(x)

respectivement.

Nous allons donner une dé�nition équivalente de ces indices. Pour cela nous allons reve-
nir sur le caractère sous-multiplicatif de φ et suivre le raisonnement de [5] en commençant
par étudier les fonctions sous-additives [9] c'est à dire les fonctions f ∶ R→R telles que
pour tout x, y ∈ R on a

f(x + y) ≤ f(x) + f(y).
1. On entend ici mesurable pour la mesure de Lebesgue.
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Lemme 1.1.5. Soit f ∶ R→R+ une fonction sous-additive mesurable ; la fonction f est
bornée sur tout intervalle compact ne contenant pas 0.

Démonstration. Commençons par remarquer que si a > 0, alors pour tout x1, x2 ∈ [0, a] tels
que a = x1 + x2, on a f(a) ≤ f(x1) + f(x2) et donc si on pose

A = { x ∈ [0, a] ∣ f(x) ≥ f(a)
2
}

alors on a L(A) ≥ a/2. En e�et, si x1, x2 ∈ [0, a] sont tels que a = x1 + x2 et f(x1) < f(a)/2
alors f(x2) ≥ f(a)/2. En conséquence, a −Ac ⊂ A et donc

L(Ac) = L(a −Ac) ≤ L(A) .

Au total, on a bien a = L([0, a]) = L(A) + L(Ac) ≤ 2L(A).
Montrons maintenant que f est bornée sur tout intervalle compact de R+0 .
Soient a, b > 0 tels que a < b ; supposons par l'absurde que f n'est pas bornée sur [a, b]. On
sait alors qu'il existe (xn)n∈N une suite de [a, b] telle que f(xn) ≥ 2n quel que soit n ∈ N.
En utilisant le raisonnement fait en début de démonstration, on tire que pour tout n, on a

L({ x ∈ [0, b] ∣ f(x) ≥ n }) ≥ xn
2
≥ a
2
.

De plus, la fonction f étant à valeurs �nie, on en déduit que

0 = L({ x ∈ [0, b] ∣ f(x) = +∞ })

= L(⋂
n∈N
{ x ∈ [0, b] ∣ f(x) ≥ n })

= lim
n→+∞

L({ x ∈ [0, b] ∣ f(x) ≥ n })

≥ a
2

où l'avant dernière inégalité provient de la continuité à droite des mesures. L'inégalité entre
les deux extrêmes étant absurde, on en conclut que f est bornée sur tout intervalle compact
de R+0 .
Pour montrer que f est bornée sur les intervalles compacts de R−0 , il su�t de considérer
la fonction sous-additive f̃ ∶ x↦ f(−x). On sait alors qu'elle est bornée sur tout intervalle
[a, b] si 0 < a < b ce qui permet de conclure.

Proposition 1.1.6. Soit f ∶ R→R une fonction sous-additive mesurable ; on a

inf
x>0

f(x)
x
= lim
x→+∞

f(x)
x

et sup
x<0

f(x)
x
= lim
x→−∞

f(x)
x

.
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Démonstration. Montrons la première égalité et supposons que infx>0
f(x)
x = α avec α ∈ R.

Soit ε > 0 ; considérons a > 0 tel que f(a)
a < α + ε. Si x > a et si n ∈ N est tel que

(n + 1)a < x ≤ (n + 2)a, alors on a

f(x)
x
≤ f(na)

x
+ f(x − na)

x
≤ na
x

f(a)
a
+
supy∈[a,2a] f(y)

x
≤ n

n + 1(α + ε) +
supy∈[a,2a] f(y)

x
.

En appliquant le lemme précédent à ∣f ∣, on remarque que f est bornée sur [a,2a] et donc
en faisant tendre x vers +∞, on obtient

α ≤ lim
x→+∞

f(x)
x
≤ α + ε.

L'inégalité entre les deux extrêmes ayant lieu quel que soit ε > 0, on conclut par passage à
la limite.
Montrons maintenant la seconde égalité.
Considérons la fonction sous-additive f̃ ∶ x↦ f(−x). On sait alors que

inf
x>0

f̃(x)
x
= lim
x→+∞

f̃(x)
x

.

En multipliant les deux membres par −1, on obtient

sup
x>0

f(−x)
−x = lim

x→+∞

f(−x)
−x

d'où la conclusion.

Nous pouvons maintenant donner une dé�nition alternative des indices de Boyd :

Proposition 1.1.7. Soit φ une fonction de Boyd ; on a

b(φ) = lim
x→0+

ln(φ(x))
ln(x) ,

b(φ) = lim
x→+∞

ln(φ(x))
ln(x) .

Démonstration. Comme évoqué dans la remarque 1.1.2, on sait que la fonction φ est sous-
multiplicative et donc la fonction

f ∶ R→R ∶ x↦ ln(φ(ex))

est sous-additive. De plus elle est mesurable car φ est mesurable par la remarque 1.1.2. On
conclut en appliquant la proposition précédente à f .
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Le résultat suivant justi�e les appellations "supérieur et inférieur" et montre que toute
fonction de Boyd possède des indices �nis.

Corollaire 1.1.8. Soit φ une fonction de Boyd ; on a

−∞ < b(φ) ≤ b(φ) < +∞.

Démonstration. Les inégalités aux extrémités découlent directement de la dé�nition. Pour
conclure, la proposition précédente et la remarque 1.1.2 donnent que

b(φ) = lim
x→+∞

ln(φ(1/x))
ln(1/x) = lim

x→+∞

− ln((φ(1/x))−1)
− ln(x) ≤ lim

x→+∞

ln(φ(x))
ln(x) = b(φ).

Ces indices permettent de majorer asymptotiquement φ et donc de caractériser les
comportements asymptotiques de φ.

Proposition 1.1.9. Si φ est une fonction de Boyd, alors pour tout ε > 0, il existe R1,R2 > 0
tels que

φ(x) ≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xb(φ)−ε si x ∈]0,R1[

xb(φ)+ε si x ∈]R2,+∞[
.

En particulier, pour tous ε,R > 0, il existe C > 0 tel que

φ(x) ≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Cxb(φ)−ε si x ∈]0,R]

Cxb(φ)+ε si x ∈ [R,+∞[
.

Démonstration. Il su�t d'appliquer la proposition 1.1.7. Par exemple pour le premier cas,
on a pour b(φ) que pour tout ε > 0, il existe R1 ∈]0,1[ tel que

b(φ) − ln(φ(x))
ln(x) < ε ∀x ∈]0,R1[.

Et donc φ(x) ≤ xb(φ)−ε pour tout x ∈]0,R1[.
Pour arriver au cas particulier il su�t de remarquer que si R ≥ R1, alors φ est bornée sur
[R1,R]. En e�et, la fonction x↦ ln(φ(x)) est sous-additive et donc bornée sur le compact
[R1,R] par le lemme 1.1.5.
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Remarque 1.1.10. En appliquant la dé�nition des indices de Boyd au lieu de la propo-
sition 1.1.7, on obtient alors une minoration de φ :

φ(x) ≥

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xb(φ) si x ∈]0,1]

xb(φ) si x ∈ [1,+∞[
.

Corollaire 1.1.11. Si φ est une fonction de Boyd, alors pour tout ε > 0 il existe R1,R2 > 0
tels que

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xb(φ)+ε < φ(x) < xb(φ)−ε si x ∈]0,R1[

xb(φ)−ε < φ(x) < xb(φ)+ε si x ∈]R2,+∞[
.

En particulier, pour tous ε,R > 0 il existe C > 0 tel que

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C−1xb(φ)+ε < φ(x) < Cxb(φ)−ε si x ∈]0,R]

C−1xb(φ)−ε < φ(x) < Cxb(φ)+ε si x ∈ [R,+∞[
.

Démonstration. On remarque que pour tout x > 0, on a

φ(1/x) = sup
y∈R+0

φ(y/x)
φ(y) ≥

φ(x/x)
φ(x) =

1

φ(x) .

Et donc puisque φ ≤ φ, on a pour tout x > 0,
1

φ(1/x) ≤ φ(x) ≤ φ(x).

Il su�t alors d'appliquer la proposition précédente aux deux extrêmes pour conclure.
Le cas particulier est dû à la continuité de φ.

Proposition 1.1.12. Soit φ une fonction de Boyd ; si b(φ) > 0, alors la fonction φ est
croissante à une constante multiplicative près. Autrement dit, il existe C > 0 tel que pour
tout x, y ∈ R+0 tels que x ≤ y, on a

φ(x) ≤ C φ(y).

Démonstration. Soient x, y ∈ R+0 tels que x ≤ y ; on a alors x/y ≤ 1. Fixons ε > 0 tel que
b(φ) − ε > 0, la sous-multiplicativité de φ et la proposition 1.1.9 nous assurent alors qu'il
existe C > 0 tel que

φ(x) = φ(x
y
y) ≤ φ(x

y
)φ (y) ≤ C (x

y
)
b(φ)−ε

φ (y) ≤ C φ (y) .
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Un raisonnement identique au précédent permet d'arriver à un résultat analogue :

Proposition 1.1.13. Soit φ une fonction de Boyd ; si b(φ) < 0, alors la fonction φ est
décroissante à une constante multiplicative près.

Dé�nition 1.1.14. Soit φ une fonction de Boyd ; le complémentaire de φ est la fonction

φ⋆ ∶ R+0 →R+0 ∶ x↦ xφ(1
x
).

Proposition 1.1.15. Soit φ une fonction de Boyd ; le complémentaire de φ est aussi une
fonction de Boyd et on a même

φ⋆(x) = xφ(
1

x
)

quel que soit x ∈ R+0 .
En particulier, on a b(φ⋆) = 1 − b(φ) et b(φ⋆) = 1 − b(φ).
Démonstration. Il s'agit d'une conséquence directe des dé�nitions.

Remarque 1.1.16. L'utilité du complémentaire de φ est de généraliser la relation qu'il
y a entre les fonctions t ↦ tθ et t ↦ t1−θ pour θ ∈]0,1[. On aurait donc pu introduire une
autre fonction complémentaire

φ⋆ ∶ t↦ t

φ(t)
qui aurait joué un rôle similaire à φ⋆. En fait on a même φ⋆ = φ⋆ et donc toute la théorie
qui suit peut utiliser φ⋆ [12]. Le choix d'utiliser φ⋆ repose simplement sur le fait que la
proposition 2.2.13 possède une écriture plus élégante dans ce cas.

Nous allons maintenant introduire un sous ensemble de B constitué de di�éomorphismes
de R+0 véri�ant une certaine propriété d'élasticité. Nous allons ensuite montrer que les
fonctions de Boyd qui nous intéresseront dans la suite sont équivalentes à des éléments de
ce sous ensemble [15].

Dé�nition 1.1.17. Soit φ ∶ R+0 →R+0 ; la fonction φ appartient à B′ si elle est de classe C1,
si φ(1) = 1 et si elle véri�e

0 < inf
x>0

x∣φ′(x)∣
φ(x) ≤ supx>0

x∣φ′(x)∣
φ(x) < +∞.

On note b′(φ) = infx>0 x∣φ
′(x)∣

φ(x) et b
′(φ) = supx>0 x∣φ

′(x)∣
φ(x) .

Proposition 1.1.18. Soit φ ∈ B′ ; on a

φ(x) ≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xb
′(φ) si x ∈]0,1]

xb
′(φ) si x ∈ [1,+∞[

.
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Démonstration. On remarque que pour tout x > 0, on a

b′(φ)
x
≤ (ln ○φ)′ = φ

′(x)
φ(x) ≤

b
′(φ)
x

.

On en tire que si t ≥ 1, alors

(ln ○φ)(x) = ∫
x

1
(ln ○φ)′(t)dt ≤ ∫

x

1

b
′(φ)
t

dt = ln(xb
′(φ))

et si t ≤ 1, alors

(ln ○φ)(x) = −∫
1

x
(ln ○φ)′(t)dt ≤ −∫

1

x

b
′(φ)
t

dt = ln(xb
′(φ)).

La proposition suivante est due à [7] :

Proposition 1.1.19. Si φ ∈ B′, alors φ est une fonction de Boyd. De plus, on a

b(φ) ≤ b′(φ) et b(φ) ≤ b′(φ)

Démonstration. Soit y > 0 ; posons ψy(x) = φ(xy)/φ(y) pour tout x > 0. On remarque que
ψy est de classe C1 et que pour tout x > 0, on a

xψ′y(x)
ψy(x)

= xyφ
′(xy)

φ(xy) .

On en déduit donc que ψy ∈ B′ et que les indices b′(ψy) et b
′(ψy) sont égaux à b′(φ) et

b
′(φ) respectivement. La proposition précédente nous permet alors d'a�rmer que

φ(x) = sup
y>0

ψy(x) ≤max(xb′(φ), xb
′(φ)) < +∞

quel que soit x > 0. Finalement, puisque b′(φ) ≤ b′(φ), on a par la proposition 1.1.7

b(φ) = lim
x→0

ln(φ(x))
ln(x) ≤ ln(xb′(φ))

ln(x) = b′(φ).

L'inégalité concernant b(φ) s'obtient de la même manière.

Dé�nition 1.1.20. Soient f, g deux fonctions de R dans R+ ; ces fonctions sont dites
équivalentes si il existe une constante C > 0 pour laquelle on a

C−1f ≤ g ≤ Cf.

On note alors f ∼ g.
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Lemme 1.1.21. Soit φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ; si a > b(φ), alors les
fonctions

t↦ min(1, ta)
t

φ(1
t
) , t↦ min(1, ta)

tφ(t) et t↦ min(1, t−a)
t

φ(t)

sont intégrables.

Démonstration. La remarque 1.1.2 permet d'a�rmer que toutes ces fonctions sont me-
surables. Il su�t d'appliquer la proposition 1.1.9 pour la première fonction, la remarque
1.1.10 pour la seconde et le corollaire 1.1.11 pour la dernière. Par exemple, pour la première
fonction, si on �xe ε > 0 tel que 0 < b(φ) − ε ≤ b(φ) + ε < a, alors on sait qu'il existe une
constante C > 0 telle que

min(1, ta)
t

φ(1
t
) ≤ Cta−1−b(φ)−εχ]0.1](t) +

C

t1+b(φ)−ε
χ]1,+∞[(t)

et donc la première fonction est intégrable.

Remarque 1.1.22. Puisque la dérivée d'une fonction de B′ n'est par dé�nition jamais
nulle, toute fonction de B′ est une fonction de Boyd strictement monotone et est donc
un di�éomorphisme de R+0 dans lui-même et on note B′+ et B′− les élément strictement
croissants et strictement décroissants de B′ respectivement.

Théorème 1.1.23. Soit φ une fonction de Boyd ;

÷× si b(φ) > 0, alors il existe une fonction ξ ∈ B′+ telle que φ ∼ ξ.
÷× si b(φ) < 0, alors il existe une fonction ξ ∈ B′− telle que φ ∼ ξ. 2

Démonstration. Commençons par montrer le premier point.
Fixons a > 0 tel que a − 1 > b(φ) et posons pour tout x > 0

ξ(x) = 1

C ∫
+∞

0
min(1, (x

t
)a)φ(t)dt

t

où C = ∫
+∞
0 min(1, (1t )a)φ(t)dtt est une constante �nie par le lemme précédent. On remarque

que ξ(1) = 1 et que

ξ(x) = 1

C ∫
x

0
φ(t)dt

t
+ x

a

C ∫
+∞

x

φ(t)
ta

dt

t

pour tout x > 0 ce qui montre que ξ est de classe C1 et que l'on a

ξ′(x) = ax
a−1

C ∫
+∞

x

φ(t)
ta

dt

t
= a

xC ∫
+∞

x
min(1, (x

t
)a)φ(t)dt

t
> 0

2. Il a été montré dans [13] que sous les mêmes hypothèses, on peut supposer la fonction ξ in�niment
continument dérivable.
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pour tout x > 0. On en tire que ξ est strictement croissant et que

xξ′(x)
ξ(x) = a ⋅

∫
+∞
x min(1, (xt )a)φ(t)dtt
∫
+∞
0 min(1, (xt )a)φ(t)dtt

≤ a

pour tout x > 0. De plus, puisque φ(x)
φ(x/t) ≤ φ(t) ≤ φ(x)φ(t/x) quels que soient t, x > 0, on a

xξ′(x)
ξ(x) ≥ a ⋅

φ(x) ∫
+∞
x

min(1,(x/t)a)
φ(x/t)

dt
t

φ(x) ∫
+∞
0 min(1, (x/t)a)φ(t/x)dtt

= a ⋅ ∫
1

0
min(1,ua)
φ(u)

dt
t

∫
+∞
0 min(1, ua)φ(1/u)dtt

> 0

pour tout x > 0 en prenant u = x/t par le lemme précédent.
Au total, on a bien ξ ∈ B′. Il ne reste plus qu'à montrer que ξ ∼ φ. On procède comme au
point précédent et on obtient que

φ(x)∫
1

0

min(1, ua)
φ(u)

dt

t
≤ ξ(x) ≤ φ(x)∫

+∞

0
min(1, ua)φ(1/u)dt

t

quel que soit x > 0 et où les deux intégrales donnent bien des constantes strictement
positives par le lemme précédent.
Pour le second point, il su�t de considérer la fonction 1/φ. Pour tout x > 0, on a

( 1
φ
)(x) = sup

y>0

φ(y)
φ(xy) = supy>0

φ( 1xy)
φ(y) = φ(

1

x
) .

Cela nous donne que

b( 1
φ
) = lim

x→0

ln(φ(1/x))
ln(x) = lim

x→+∞

ln(φ(x))
− ln(x) = −b(φ) > 0.

On sait donc qu'il existe ξ ∈ B′+ tel que 1/φ ∼ ξ. On en tire que φ ∼ 1/ξ où 1/ξ ∈ B′− car
pour tout x > 0, on a

x∣(1/ξ)′(x)∣
(1/ξ)(x) =

x∣ξ′(x)∣
ξ(x) .

1.2 Catégories et foncteurs

Dans cet écrit, nous allons aborder la théorie des espaces d'interpolation du point de
vue des catégories. Cela n'est pas obligatoire [1] mais cela permet d'amener de manière
propre et élégante de nombreuses notions. Introduisons donc les rudiments de la théorie
des catégories [17].

Dé�nition 1.2.1. Une catégorie C est la donnée d'un couple (Ω,M) où Ω est un ensemble
d'objets et M un ensemble dont les éléments sont des morphismes entre objets. Un mor-
phisme entre objets est un triplet (T,A,B) avec A,B ∈ Ω. Si A,B ∈ Ω et (T,A,B) ∈M , on
note T ∶ A↝B ∈ M ou encore T ∈ M . Les ensembles Ω et M véri�ent les deux condition
suivantes.
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÷× il existe un opérateur produit associatif ⋅ tel que si T ∶ A↝B ∈M et S ∶ B↝C ∈M
alors

S ⋅ T ∶ A↝C ∈M,

÷× À tout A ∈ Ω, on associe un morphisme neutre IA ∶ A↝A ∈ M . Ces morphismes
véri�ent que pour tout T ∶ A↝B ∈M , on a

T ⋅ IA = T = IB ⋅ T.

On se permet de noter ST au lieu de S ⋅ T .
Si C = (Ω,M) et D = (Ω′,M ′) sont deux catégories telles que Ω ⊂ Ω′ et M ⊂M ′, alors C est
une sous catégorie de D.

Dans un soucis de lisibilité, nous simpli�erons le formalisme des catégories et noterons
simplement A ∈ C au lieu de A ∈ Ω lorsqu'il est clair que A est un objet. Nous ferons de
même pour T ∶ A↝B ∈ M que nous noterons simplement T ∶ A↝B ∈ C. En�n lorsque le
contexte est clair, nous ne préciserons même pas l'appartenance à la catégorie. C'est à dire
que T ∶ A↝B signi�era T ∶ A↝B ∈ C où C est la catégorie désignée par le contexte.

Notation 1.2.2. Dans cet écrit nous utiliserons particulièrement deux catégories : la pre-
mière, notée N , est celle dont les objets sont les espaces vectoriels normés et dont les
morphismes sont les applications linéaires continues entre ces espaces c'est à dire que
T ∶ A↝B ∈ N si T ∶ A→B est une application linéaire continue. La seconde ,notée B, est
celle dont les objets sont les espaces de Banach et dont les morphisme sont les applications
linéaires continues entre ces espaces. Pour ces catégories, l'opérateur produit entre mor-
phismes est bien entendu la composition. On remarque que B est une sous-catégorie de N .

L'exemple suivant montre que l'appellation morphisme dans la dé�nition d'une caté-
gorie peut porter à confusion. En e�et, un morphisme n'a nullement besoin d'être une
application entre objets 3.

Exemple 1.2.3. Posons Ω = N et pour tout couple m,n ∈ N dé�nissons un morphisme
(Tm,n,m,n). On pose alors M = { (Tm,n,m,n) ∣ m,n ∈ N }. On dé�nit ensuite l'opérateur
produit ⋅ comme Tb,c ⋅ Ta,b = Ta,c pour tout a, b, c ∈ N. Avec cette dé�nition, on remarque
que In = Tn,n pour tout n ∈ N convient pour que C = (Ω,M) soit bien une catégorie. On
remarque que nous n'avons pas eu besoin de dé�nir les Tm,n explicitement. Ils pourraient
aussi bien être des applications que tout autre chose et n'ont même pas besoin de dépendre
de m ou n.

Dé�nition 1.2.4. Soient C = (Ω,M) et D = (Ω′,M ′) deux catégories ; un foncteur 4 de C
dans D est une application F qui associe les objets et les morphismes de C à des objets et
des morphismes de D respectivement et qui véri�e :

3. Dans notre cas, un morphisme désignera toujours une application mais pas nécessairement entre ses
objets.

4. Pour être exact, il s'agit d'un foncteur convariant [17]. Nous nous permettons cet abus de langage
étant donné que nous n'utiliserons que ceux-ci.
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÷× si T ∶ A↝B ∈ C alors F (T ) ∶ F (A)↝F (B) ∈ D,
÷× si S,T ∈M 5 alors F (ST ) = F (S)F (T ),
÷× si A ∈ Ω alors F (IA) = IF (A).

Deux exemples de foncteurs sont donnés dans l'exemple 1.3.15 mais nous pouvons déjà
donner un exemple simple : si D est une catégorie et que C = (Ω,M) est une sous-catégorie
de D, l'application F qui est telle que F (A) = A et F (T ) = T pour tout A ∈ Ω et tout
T ∈M est un foncteur.

1.3 Espaces d'interpolation

Dans cette section, nous allons introduire les premières notions de la théorie des es-
paces d'interpolation. Nous nous intéresserons directement aux notions généralisées à un
paramètre fonctionnel introduite dans [12]. La généralisation s'adapte proprement en par-
tant du contexte classique présenté dans [3]. Nous ferons un parallélisme avec le contexte
classique lorsque nous introduirons de nouvelles notions.

Dans cette écrit, nous travaillerons avec des couples d'espaces de la forme A = (A0,A1).
A�n de simpli�er la lecture, une lettre majuscule en gras X désignera toujours un couple
d'espaces et nous ne préciserons pas toujours explicitement les deux espaces X0 et X1 du
couple X avant de les utiliser.

Dé�nition 1.3.1. Soient A et B deux espaces topologiques, on dit que A est continument
inclus dans B si A ⊂ B et si l'application

i ∶ A→ B ∶ a↦ a

est continue pour les topologies de A et B. On note alors A↪B.

Dé�nition 1.3.2. Soit A un couple d'espaces vectoriels topologiques ; ces espaces sont
dits compatibles si il existe un espace vectoriel topologique séparé X pour lequel A0 et A1

sont des sous espaces vectoriels tels que

A0↪X et A1↪X

À partir de maintenant, lorsque l'on considérera un couple d'espaces compatibles, on
considérera également implicitement un tel espace vectoriel topologique a�n de pouvoir
donner directement un sens à des expressions de la forme f + g où (f, g) ∈ A0 ×A1 et où +
désigne l'opération sur X .

Dé�nition 1.3.3. Soit A un couple d'espaces compatibles de N ; on note ∆(A) l'espace
A0 ∩A1 muni de la norme

∥a∥∆(A) =max(∥a∥A0
, ∥a∥A1

).

5. Ici, nous n'explicitons pas les objets des morphismes qui ne feraient que nuire à la lisibilité.
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Et on note Σ(A) l'espace A0 +A1 muni de la norme

∥a∥Σ(A) = inf { ∥a0∥A0
+ ∥a1∥A1

∣ (a0, a1) ∈ A0 ×A1, a0 + a1 = a } .

Proposition 1.3.4. Soit A un couple d'espaces de N et soit k ∈ {0,1} ; les applications
∥ ⋅ ∥∆(A) et ∥ ⋅ ∥Σ(A) sont bien des normes sur leurs espaces et véri�ent

∆(A)↪Ak↪Σ(A).

De plus les espaces ∆(A) et Σ(A) sont optimaux pour cette propriété. C'est à dire que si
il existe un espace normé E tel que E↪A0 et E↪A1 (resp. A0↪E et A1↪E) alors on a
E↪∆(A) (resp. Σ(A)↪E).

Démonstration. Il est clair que ∥ ⋅ ∥∆(A) est bien une norme. Pour ce qui est de ∥ ⋅ ∥Σ(A),
montrons que si x ∈ Σ(A) est tel que ∥x∥Σ(A) = 0, alors x = 0.
Par dé�nition, on sait qu'il existe ((a(n)0 , a

(n)
1 ))n∈N0 une suite de A0×A1 telle que pour tout

n ∈ N0, on a

a = a(n)0 + a
(n)
1 et ∥a(n)0 ∥

A0

+ ∥a(n)1 ∥
A1

< 1

n
.

On en déduit donc que pour tout k ∈ {0,1}, la suite (a(n)k )n converge vers 0 dans Ak et
donc dans l'espace vectoriel séparé X associé à la compatibilité du couple A. Au total, la
suite (a(n)0 + a

(n)
1 )n converge dans X vers a et 0 simultanément ce qui montre que a = 0.

Les autres propriétés de la norme et la suite de l'énoncé sont directes à véri�er.

Proposition 1.3.5. Si A est un couple d'espaces de Banach, alors ∆(A) et Σ(A) sont
également de Banach.

Démonstration. Si (am)m∈N est une suite de Cauchy de ∆(A), alors on a pour tout j ∈
{0,1},

∥ap − aq∥Aj ≤ ∥ap − aq∥∆(A) → 0 si p, q → +∞.

Ce qui nous montre que la suite est de Cauchy dans A0 et A1 qui sont des espaces de
Banach. On sait donc que la suite converge dans chacun de ceux-ci. On peut a�rmer que
les limites obtenues sont égale car A0 et A1 sont inclus continument dans un espace vectoriel
topologique séparé.
Pour montrer que Σ(A) est de Banach, nous allons nous servir du fait qu'un espace normé
est complet si et seulement si toute série absolument convergente de cet espace converge
[3]. Soit ∑j aj une série absolument convergente de Σ(A) ; on sait alors que pour tout j ∈ N,
il existe (bj, cj) ∈ A0 ×A1 tel que bj + cj = aj et tel que

∥bj∥A0
+ ∥cj∥A1

≤ 2 ∥aj∥Σ(A) .
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Cette inégalité nous donne alors que les séries ∑j bj et ∑j cj convergent absolument dans
A0 et A1 respectivement. Ces espaces étant de Banach, on sait qu'il existe (b, c) ∈ A0 ×A1

tel que

∥(
N

∑
j=0
bj) − b∥

A0

→ 0 et ∥(
N

∑
j=0
cj) − c∥

A1

→ 0

si N tend vers +∞. On véri�e aisément que pour tout k ∈ {0,1}, si a ∈ Ak alors on a
∥a∥Σ(A) ≤ ∥a∥Ak ce qui nous donne

∥(
N

∑
j=0
aj) − (b + c)∥

Σ(A)

≤ ∥(
N

∑
j=0
bj) − b∥

Σ(A)

+ ∥(
N

∑
j=0
cj) − c∥

Σ(A)

≤ ∥(
N

∑
j=0
bj) − b∥

A0

+ ∥(
N

∑
j=0
cj) − c∥

A1

.

Le dernier membre tendant vers 0 lorsque N tend vers l'in�ni, la série ∑j aj converge dans
Σ(A).

Dé�nition 1.3.6. Soit C une sous catégorie de N ; on dé�nit C comme la catégorie dont
les objets sont les couples compatibles de C et dont les morphismes respectent la condition
T ∶A↝B ∈ C si T ∶ Σ(A)→Σ(B) est une application linéaire et continue telle que

T ∣A0 ∶ A0↝B0 ∈ C et T ∣A1 ∶ A1↝B1 ∈ C 6.

Dé�nition 1.3.7. Soit C une sous catégorie de N et soient A ∈ C et B ∈ C ; l'espace A ∈ C
est un espace intermédiaire de A si on a

∆(A)↪A↪Σ(A).

Les espaces A ∈ C et B ∈ C sont des espaces d'interpolation par rapport à A et B respec-
tivement pour C si ce sont des espaces intermédiaires de A et B respectivement et si de
plus

T ∶A↝B ∈ C ⇒ T ∣A ∶ A↝B ∈ C . (2)

Remarque 1.3.8. La condition (2) peut être reformulée un peu moins formellement par :
si T est une application linéaire et continue qui envoie continument A0 sur B0 et A1 sur
B1 sous les contraintes de C alors elle envoie continument A sur B sous les contraintes de
C.

6. La notation T ∣A désigne la restriction de l'application T à l'ensemble A.
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Remarque 1.3.9. On considère le cas particulier suivant : si A est une espace d'interpo-
lation par rapport à A et B et que A = B , alors A est dit être un espace d'interpolation
de A.

Si A et B sont des espaces d'interpolation par rapport à A et B respectivement
et si T ∶ A↝B ∈ C alors T possède une norme opérateur pour les couples d'espaces
(A0,B0), (A1,B1) et (A,B). Nous allons nous intéresser à di�érentes relations que peuvent
avoir ces normes.

Dé�nition 1.3.10. Soient C une sous catégorie de N , A,B ∈ C et soient A,B ∈ C des
espaces d'interpolation par rapport à A et B respectivement pour C ; A et B sont dit

÷× uniformes si il existe C > 0 tel que pour tout T ∶A↝B ∈ C, on a

∥T ∥A,B ≤ Cmax{∥T ∥A0,B0
, ∥T ∥A1,B1

},

÷× d'exposant φ où φ est une fonction de Boyd si il existe C > 0 tel que pour tout
T ∶A↝B ∈ C tel que T ≠ 0, on a

∥T ∥A,B ≤ C φ⋆(∥T ∥A0,B0
)φ(∥T ∥A1,B1

)

avec φ⋆(t) = t
φ(t) pour tout t > 0.

÷× exactement d'exposant φ où φ est une fonction de Boyd s'ils sont d'exposant φ avec
C = 1.

Remarque 1.3.11. Dans la théorie classique des espaces d'interpolation [3], on dé�nit les
espaces d'interpolation d'exposant θ ∈ R. Cela correspond à être d'exposant ψθ ∶ t↦ tθ.

Remarque 1.3.12. Si φ et ψ sont des fonctions de Boyd telles que φ ∼ ψ, alors des espaces
d'interpolation sont d'exposant φ si et seulement si ils sont d'exposant ψ. Cela est dû au
fait que dans ces conditions, on a φ⋆ ∼ ψ⋆ et φ ∼ ψ.

De manière analogue, on peut dé�nir les mêmes notions pour les foncteurs :

Dé�nition 1.3.13. Soit C une sous catégorie de N ; un foncteur F de C dans C est un
foncteur d'interpolation sur C si pour tout A,B ∈ C, F (A) et F (B) sont des espaces
d'interpolation par rapport à A et B respectivement pour C ; F est dit uniforme (resp.
exact, d'exposant φ, exactement d'exposant φ) si pour tout A,B ∈ C, F (A) et F (B) sont
des espaces d'interpolation uniformes (resp. exacts, d'exposant φ, exactement d'exposant
φ) par rapport à A et B respectivement pour C.
Remarque 1.3.14. On peut se contenter de ne préciser que l'image des couples d'es-
paces pour dé�nir un foncteur d'interpolation. En e�et, si on sait que pour A,B ∈ N ,
les espaces F (A) et F (B) sont des espaces d'interpolation par rapport à A et B respec-
tivement, alors comme pour les deux exemples précédents, le foncteur qui à tout couple
d'espaces A ∈ N associe l'espace F (A) et qui à tout morphisme T ∶ A↝B ∈ N associe
T ∣F (A) ∶ F (A)↝F (B) ∈ N est un foncteur d'interpolation. Dans la suite, nous construirons
des foncteurs d'interpolation sans préciser les images des morphismes lorsqu'ils suivent le
comportement décrit dans cette remarque.
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Exemple 1.3.15. Grâce à la remarque précédente, les applications A ↦ ∆(A) et A ↦
Σ(A) dé�nissent des foncteurs d'interpolation sur N . La proposition 1.3.5 permet d'a�r-
mer que ces applications dé�nissent également des foncteurs d'interpolation sur B.

1.4 Théorème d'Aronszajn-Gagliardo généralisé

Dans cette section, nous allons nous intéresser à la construction d'espaces d'interpola-
tion d'exposant φ sur base d'autres espaces d'interpolation en suivant des constructions
similaires à celle introduite dans le théorème d'Aronszajn-Gagliardo [2]. On va tout d'abord
montrer qu'on peut agrandir un espace d'interpolation pour le rendre d'exposant φ.

Proposition 1.4.1. Soient φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1, A ∈ N
et soit A ∈ N un espace d'interpolation de A ; on dé�nit l'espace Aφ comme le plus grand
sous espace de Σ(A) tel que si a ∈ Aφ, alors
÷× il existe une suite (aj)j∈N d'éléments de A et une suite d'applications (Tj)j∈N telle

que Tj ∶A↝A pour tout j ∈ N qui véri�ent

∑
j∈N
Tj(aj) = a

la convergence ayant lieu dans Σ(A). Une telle série est appelée une représentation
de a.

÷× la valeur

∥a∥Aφ = inf
∑
j∈N
Tj(aj) = a

(∑
j∈N
φ⋆(∥Tj∥A0,A0

)φ(∥Tj∥A1,A1
) ∥aj∥A)

est �nie 7.

On munit l'espace Aφ de la norme dé�nie ci-dessus. Si Aφ↪Σ(A), alors Aφ est le plus
petit espace d'interpolation d'exposant φ qui contient A.
De plus, si la fonction φ est croissante, alors l'espace Aφ est exactement d'exposant φ.

Démonstration. Montrons d'abord que l'on a A↪Aφ.
Soit a ∈ A ; si id est l'application identité 8 sur Σ(A), alors id ∶A↝A et

id(a) + ∑
j∈N0

id(0) = id(a)

est une représentation de a. De plus

∥a∥Aφ = ∥id(a)∥Aφ ≤ φ⋆(∥id∥A0,A0
)φ(∥id∥A1,A1

) ∥a∥A = ∥a∥A .

7. L'in�mum est pris sur toutes les représentations de a.

8. On remarque que id correspond au morphisme IA ∶ A↝A pour la catégorie N . Ici on utilise la
notation id pour mettre en évidence le fait que c'est la fonction elle-même qui va nous intéresser et pas ses
propriétés liées à la catégorie N .
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Puisque A est un espace d'interpolation de A, on a au total

∆(A)↪A↪Aφ↪Σ(A)

et donc Aφ est un espace intermédiaire. Montrons maintenant que c'est un espace d'inter-
polation d'exposant φ.
Soit T ∶ A↝A, soit a ∈ Aφ et soit ε > 0 ; on considère alors ∑j∈N Tj(aj) une représenta-
tion de a telle que ∑j∈Nφ⋆(∥Tj∥A0,A0

)φ(∥Tj∥A1,A1
) ∥aj∥A < ∥a∥Aφ + ε. L'application T étant

continue sur Σ(A), on a T (a) = ∑j∈N TTj(aj) et donc par la proposition 1.1.12 on sait qu'il
existe C > 0 tel qu'on a

∥T (a)∥Aφ ≤ ∑
j∈N
φ⋆(∥TTj∥A0,A0

)φ(∥TTj∥A1,A1
) ∥aj∥A

≤ C2∑
j∈N
φ⋆(∥T ∥A0,A0

∥Tj∥A0,A0
)φ(∥T ∥A1,A1

∥Tj∥A1,A1
) ∥aj∥A

≤ C2φ⋆(∥T ∥A0,A0
)φ(∥T ∥A1,A1

)∑
j∈N
φ⋆(∥Tj∥A0,A0

)φ(∥Tj∥A1,A1
) ∥aj∥A

≤ C2φ⋆(∥T ∥A0,A0
)φ(∥T ∥A1,A1

) (∥a∥Aφ + ε) .

L'inégalité entre les deux extrêmes ayant lieu quel que soit ε, on conclut par passage à la
limite que Aφ est bien d'exposant φ. On remarque que si la fonction φ est croissante, alors
c'est aussi le cas de φ. Cela nous permet dans la suite d'inégalité précédente de nous passer
de la proposition 1.1.12 pour avoir C = 1.
Montrons �nalement le caractère minimal de Aφ.
Soit B ∈ N un espace d'interpolation d'exposant φ de A contenant continument A et soit
a ∈ Aφ ; si ∑j∈N Tj(aj) est une représentation de a, alors Tj ∣B ∶ B→B et on a

∥a∥B ≤ ∑
j∈N
∥Tj(aj)∥B ≤ ∑

j∈N
∥Tj∥B,B ∥aj∥B ≤ C∑

j∈N
φ⋆(∥Tj∥A0,A0

)φ(∥Tj∥A1,A1
) ∥aj∥A

où la dernière inégalité provient du fait que B est d'exposant φ et que A↪B. L'inégalité
entre les deux extrêmes étant véri�ée quel que soit la représentation de a considérée, on a
au total

∥a∥B ≤ C ∥a∥Aφ
et donc Aφ↪B.

Nous pouvons maintenant passer à la généralisation du théorème d'Aronszajn-Gagliardo
qui nous permet de construire un foncteur d'interpolation d'exposant φ sur base d'un espace
d'interpolation du même exposant.

Théorème 1.4.2. Soit φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1, A ∈ N et
soit A ∈ N un espace d'interpolation d'exposant φ de A tel que A ≠ {0} ; si X ∈ N , on
dé�nit F (X) comme le plus grand sous espace de Σ(X) tel que si x ∈ F (X), alors
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÷× il existe une suite (aj)j∈N d'éléments de A et une suite d'applications (Tj)j∈N telles
que Tj ∶A↝X pour tout j ∈ N qui véri�ent

∑
j∈N
Tj(aj) = x

la convergence ayant lieu dans Σ(X). Une telle série est appelée une représentation 9

de x.

÷× la valeur

∥x∥F (X) = inf
∑
j∈N
Tj(aj) = x

(∑
j∈N
φ⋆(∥Tj∥A0,X0

)φ(∥Tj∥A1,X1
) ∥aj∥A)

est �nie. L'in�mum étant pris sur toutes les représentations de x.

Si pour tout X ∈ N , on a F (X)↪Σ(X), alors F est un foncteur 10 d'interpolation d'ex-
posant φ tel que F (A) = A. De plus, si G est un foncteur d'interpolation d'exposant φ tel
que G(A) = A, alors F (X)↪G(X) quel que soit X ∈ N .
De plus, si la fonction φ est croissante, alors le foncteur F est exactement d'exposant φ.

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons montrer que F (X ) est bien inter-
médiaire. Par hypothèse nous savons que F (X )↪Σ(X ), il reste donc à montrer que
∆(X )↪F (X ).
Prenons α ∈ A tel que ∥α∥A = 1, puisque Σ(A) est séparé et non trivial, le théorème de
Hahn-Banach permet d'a�rmer qu'il existe une forme f ∈ Σ(A)′ telle que f(α) = 1.
Soit x0 ∈∆(X )/{0} ; on considère l'application

T ∶ Σ(A)→Σ(X ) ∶ a↦ f(a)
∥x0∥∆(X ) ⋅ ∥f∥

⋅ x0.

On a alors pour tout k ∈ {0,1} et tout a ∈ Ak

∥T (a)∥Xk =
∣f(a)∣

∥x0∥∆(X ) ⋅ ∥f∥
∥x0∥Xk ≤

∥x0∥Xk
∥x0∥∆(X )

∥a∥Σ(A) ≤
∥x0∥Xk
∥x0∥∆(X )

∥a∥Ak

car f est continue et Ak↪Σ(A). L'inégalité entre les deux extrêmes nous donne que T ∶
A↝X et donc T (α) est une représentation de x0

∥x0∥∆(X)⋅∥f∥
. De plus, on a ∥T ∥Ak,Xk ≤ 1 quel

que soit k ∈ {0,1} et donc par la proposition 1.1.9, il existe C > 0 tel que

∥x0∥F (X )
∥x0∥∆(X ) ⋅ ∥f∥

= ∥T (α)∥F (X ) ≤ φ⋆(∥T ∥A0,X0
)φ(∥T ∥A1,X1

) ∥α∥A

≤ C2 ∥T ∥1−b(φ)−εA0,X0
⋅ ∥T ∥b(φ)−εA1,X1

∥α∥A

≤ C2 ∥α∥A .

9. Puisque 0 ∈ A, une représentation peut très bien être une somme �nie.
10. La remarque 1.3.14 permet de construire un foncteur d'interpolation sans préciser l'image des mor-

phismes.
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Au total on a bien montré que ∆(X )↪F (X ). Montrons maintenant que F est un foncteur
d'interpolation d'exposant φ.
Soient X ,Y ∈ N , soit T ∶ X ↝Y et soit x ∈ F (X ) ; pour ε > 0, considérons ∑j∈N Tj(aj)
une représentation de x pour F (X ) telle que

∑
j∈N
φ⋆(∥Tj∥A0,X0

)φ(∥Tj∥A1,X1
) ∥aj∥A < ∥x∥F (X ) + ε.

L'application T étant continue sur Σ(X ), on a que ∑j∈N(TTj)(aj) = T (x) est une repré-
sentation de T (x) pour F (Y ) et donc par la proposition 1.1.12 on sait qu'il existe C > 0
tel qu'on a

∥T (x)∥F (Y ) ≤ ∑
j∈N
φ⋆(∥TTj∥A0,Y0

)φ(∥TTj∥A1,Y1
) ∥aj∥A

≤ C2∑
j∈N
φ⋆(∥T ∥X0,Y0

∥Tj∥A0,X0
)φ(∥T ∥X1,Y1

∥Tj∥A1,X1
) ∥aj∥A

≤ C2φ⋆(∥T ∥X0,Y0
)φ(∥T ∥X1,Y1

)∑
j∈N
φ⋆(∥Tj∥A0,X0

)φ(∥Tj∥A1,X1
) ∥aj∥A

≤ C2φ⋆(∥T ∥X0,Y0
)φ(∥T ∥X1,Y1

) (∥a∥F (X ) + ε) .

L'inégalité entre les deux extrêmes étant véri�ée quel que soit ε > 0 et quel que soit
x ∈ F (X), on a bien montré que

∥T ∥F (X ),F (Y ) ≤ C2φ⋆(∥T ∥A0,A0
)φ(∥T ∥A1,A1

).

Si la fonction φ est croissante, alors le même raisonnement que dans la proposition précé-
dente permet d'a�rmer que C = 1. Montrons �nalement le caractère minimal de F .
Si G véri�e les propriétés de l'énoncé, X ∈ N , x ∈ F (X ) et si ∑j∈N Tj(aj) est une représen-
tation de x, alors, puisque G est un foncteur d'interpolation, Tj ∣A ∶ A→G(X ) est continue
et on a

∥a∥G(X ) ≤ ∑
j∈N
∥Tj(aj)∥G(X ) ≤ ∑

j∈N
∥Tj∥A,G(X ) ∥aj∥A ≤ C∑

j∈N
φ⋆(∥Tj∥A0,X0

)φ(∥Tj∥A1,X1
) ∥aj∥A

où la dernière inégalité provient du fait que G est d'exposant φ. L'inégalité entre les deux
extrêmes étant véri�ée quelle que soit la représentation de x considérée, on a au total

∥a∥G(X ) ≤ C ∥a∥F (X )

et donc F (X )↪G(X ).

Remarque 1.4.3. Dans les deux résultats précédent, on remarque que l'on obtient le
caractère exact en supposant que la fonction de Boyd considérée est croissante. Remarquons
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qu'il ne s'agit pas d'une réelle restriction. En e�et, si l'on considère une fonction de Boyd
φ telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1, alors le théorème 1.1.23 nous fournit une fonction de Boyd
croissante ξ qui est équivalente à φ. La remarque 1.3.12 quant à elle, montre que les notions
d'espaces d'interpolation d'exposant φ et d'exposant ξ sont deux notions parfaitement
équivalentes. Il en est donc de même pour les notions de foncteur d'exposant φ et ξ.
En conclusion, la fonction ξ représente la même notion d'exposant que φ mais permet la
construction d'espaces et de foncteurs exactement d'exposant ξ via les résultats précédents.
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2 Méthodes d'interpolation réelles

Dans cette section, nous allons introduire deux types de foncteurs d'interpolation exac-
tement d'exposant φ pour une fonction de Boyd φ qui véri�e 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1. La
première méthode restreint l'espace somme Σ(A) en dé�nissant une norme tandis que
la seconde étend l'espace intersection ∆(A) en considérant des suites d'éléments de cet
espaces et leurs limites dans Σ(A). Nous montrerons que ces méthodes s'avèrent en fait
équivalentes.

2.1 Espaces L∗q

Nous allons commencer par présenter les espaces L∗q pour q ∈ [1,+∞], qui sont des
espaces de Lebesgue particuliers. Ils nous seront très utiles pour introduire les méthodes
d'interpolation réelles. Ce sont plus particulièrement le produit de convolution que l'on
peut dé�nir sur ces espaces et l'inégalité de Young associée qui nous seront utiles dans la
suite. Nous présenterons les résultats liés aux espaces L∗q sans preuve. Cependant le lecteur
intéressé pourra retrouver une étude générale du produit de convolution dans [8].

Dé�nition 2.1.1. Soient q ∈ [1,+∞] et X ⊂ R0 ; on note L∗q(X) = Lq(X, dxx ) l'espace de
Lebesgue classique où l'on a remplacé la mesure de Lebesgue par la mesure

ν ∶ A↦ ∫
A

dx

x
.

On muni cet espace de la norme

∥ ⋅ ∥L∗q(X) ∶ f ↦ (∫X ∣f(x)∣
q dx

x
)
1/q
.

Lorsque X = R+0 , on note simplement L∗q au lieu de L∗q(R+0).
Proposition 2.1.2. Soient q ∈ [1,+∞] et X ⊂ R0 ; l'espace L∗q(X) muni de la norme
∥ ⋅ ∥L∗q(X) est un espace de Banach.

La mesure associée aux espaces L∗q permet de faire certains changements de variables
de manière plus simple qu'avec la mesure de Lebesgue :

Proposition 2.1.3. Si f ∈ L∗1 et si λ ∈ R+0 , alors on a

∫
+∞

0
f(x)dx

x
= ∫

+∞

0
f(λx)dx

x
= ∫

+∞

0
f(1
x
)dx
x
.

Nous pouvons maintenant introduire le produit de convolution dans L∗q .

Dé�nition 2.1.4. Soit q ∈ [1,+∞] ; si f, g sont des fonctions mesurables de R+0 dans C,
alors leur produit de convolution dans L∗q est la fonction

f ⋆ g ∶ x↦ ∫
+∞

0
f(x
t
)g(t)dt

t

lorsqu'elle est bien dé�nie.
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La dernière proposition montre directement que le produit de convolution est commu-
tatif. Nous allons maintenant introduire l'inégalité de Young. Nous n'utiliserons dans le
suite que le cas particulier où p = 1 et donc q = r.

Théorème 2.1.5. Soient f, g des fonctions de R+0 dans C et p, q, r ∈ [1,+∞] ; on pose
1
+∞ = 0. Si 1

p + 1
q = 1+ 1

r , et si (f, g) ∈ L∗p ×L∗q , alors f ⋆ g est bien dé�ni et appartient à L∗r .
De plus, on a

∥f ⋆ g∥L∗r ≤ ∥f∥L∗p ∥g∥L∗q .

2.2 Méthode K

Introduisons maintenant la première méthode qui permet de construire un foncteur
d'interpolations sur N d'un exposant donné.

Dé�nition 2.2.1. Soit A ∈ N ; si a ∈ Σ(A) et si t ∈ R+0 , on dé�nit la valeur

K(t, a;A) = inf { ∥a0∥A0
+ t ∥a1∥A1

∣ (a0, a1) ∈ A0 ×A1, a0 + a1 = a } .

Lorsque le contexte est clair, on ne précisera pas le dernier argument de K.

Proposition 2.2.2. Soit A ∈ N ; pour tout t, s ∈ R+0 et tout a ∈ Σ(A), on a

min(1, t
s
)K(s, a) ≤ K(t, a).

En particulier, pour tout a ∈ Σ(A), K( ⋅ , a) est croissant et pour tout t ∈ R+0 , K(t, ⋅ ) est
une norme sur Σ(A) équivalente à celle précédemment dé�nie.

Démonstration. Il s'agit de conséquences directes de la dé�nition.

Dé�nition 2.2.3. Soient φ une fonction de Boyd, q ∈ [1,+∞[ et soit A ∈ N ; on dé�nit
l'espace Kφ,q(A) comme le plus grand sous espace de Σ(A) tel que si a ∈ Kφ,q(A), alors

∥a∥Kφ,q(A) ∶= ∥
K( ⋅ , a)
φ( ⋅ ) ∥

L∗q

= (∫
+∞

0
(K(t, a)
φ(t) )

q
dt

t
)
1/q

< +∞.

On muni l'espace Kφ,q(A) de la norme ∥ ⋅ ∥Kφ,q(A)
Lemme 2.2.4. Soit φ une fonction de Boyd et soit q ∈ [1,+∞[ ; si f ∶ R+ ↦ R+, on pose

Φφ,q(f) = (∫
+∞

0
(f(t)
φ(t))

q
dt

t
)
1/q

.

L'opérateur Φφ,q

÷× est croissant : si f ∶ R+ ↦ R+ et g ∶ R+ ↦ R+ sont tels que f(x) ≤ g(x) ∀x, alors
Φφ,q(f) ≤ Φφ,q(g),
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÷× véri�e que pour tout r ∈ R+ et tout f ∶ R+ ↦ R+, Φφ,q(rf) = rΦφ,q(f),
÷× véri�e que pour tout r ∈ R+0 et tout f ∶ R+ ↦ R+

Φφ,q(f) ≤ φ(r)Φφ,q (f (
⋅
r
))

Démonstration. Les deux premiers points sont évidents. Montrons le dernier.
Soit r ∈ R+0 et soit f ∶ R↦ R ; par dé�nition de φ, on a pour tout u > 0 que φ(ru) ≤ φ(r)φ(u)
et donc

Φφ,q (f (
⋅
r
)) = (∫

+∞

0
(f(t/r)
φ(t) )

q
dt

t
)
1/q

= (∫
+∞

0
( f(u)
φ(ru))

q
du

u
)
1/q

(u = t/s)

≥ 1

φ(r) (∫
+∞

0
(f(u)
φ(u))

q
du

u
)
1/q

= 1

φ(r)Φφ,q(f).

Lemme 2.2.5. Soit φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1 et soit q ∈
[1,+∞[ ; en reprenant la notation du lemme précédent, on a

(∫
+∞

0
(min(1, t)

φ(t) )
q
dt

t
)
1/q

≤ Φφ,q(min(1, ⋅ )) < +∞.

Démonstration. La première inégalité provient simplement du fait que φ(t) ≤ φ(t) pour
tout t > 0. Montrons la seconde inégalité.
Puisque b(φ),b(φ) ∈]0,1[, on considère ε > 0 tel que b(φ) − ε,b(φ) + ε ∈]0,1[. Par le
corollaire 1.1.11, on sait qu'il existe une constante C > 0 pour laquelle on a

Φφ,q(min(1, ⋅ )) = (∫
+∞

0
(min(1, t)

φ(t) )
q
dt

t
)
1/q

= (∫
1

0
( t

φ(t))
q
dt

t
)
1/q

+ (∫
+∞

1
( 1

φ(t))
q
dt

t
)
1/q

≤ (∫
1

0
( t

C−1tb(φ)+ε
)
q dt

t
)
1/q
+ (∫

+∞

1
( 1

C−1tb(φ)−ε
)
q dt

t
)
1/q

≤ C (∫
1

0

1

t(b(φ)+ε−1)q+1
dt)

1/q
+C (∫

+∞

1

1

t(b(φ)−ε)q+1
dt)

1/q

où les deux fonctions intervenant dans le dernier membre sont bien intégrables.
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Théorème 2.2.6. Soient φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1 et soit
q ∈ [1,+∞[ ; l'application Kφ,q est un foncteur d'interpolation exactement d'exposant φ sur
la catégorie N .
De plus, il existe C > 0 tel que pour tout A ∈ N , s > 0 et pour tout a ∈ Kφ,q(A)

K(s, a) ≤ Cφ(s) ∥a∥Kφ,q(A) .

Démonstration. Soit A ∈ N ; notons A = Kφ,q(A) et commençons par montrer que A est
intermédiaire.
Si a ∈∆(A), on a quel que soit t > 0 que

K(t, a) ≤min(∥a∥A0
, t ∥a∥A1

) ≤min(1, t) ∥a∥∆(A) .

Ce qui nous donne par le lemme 2.2.4 que

∥a∥A = Φφ,q(K( ⋅ , a)) ≤ Φφ,q(min(1, ⋅ )) ∥a∥∆(A) .

Le lemme précédent permet d'a�rmer que Φφ,q(min(1, ⋅ )) < +∞ et on a bien au total
∆(A)↪A.
Montrons que A↪Σ(A).
Soit s > 0 et soit a ∈ A ; on a par la proposition 2.2.2 que min(1, ts)K(s, a) ≤ K(t, a) pour
tout t > 0 et donc par le lemme 2.2.4, on a

Φφ,q (min(1, ⋅
s
))K(s, a) ≤ ∥a∥A . (3)

Or, puisque φ(su) ≤ φ(u)φ(s) pour tout u > 0,

Φφ,q (min(1, ⋅
s
)) = (∫

+∞

0
(min(1, t/s)

φ(t) )
q
dt

t
)
1/q

= (∫
+∞

0
(min(1, u)

φ(su) )
q
du

u
)
1/q

(u = t/s)

≥ 1

φ(s) (∫
+∞

0
(min(1, u)

φ(u) )
q
du

u
)
1/q

= C ′

φ(s)

où on a posé C ′ = (∫
+∞
0 (min(1,u)

φ(u) )
q
du
u )

1/q
. Par le lemme 2.2.5, on sait que C ′ ∈ R+0 . En

revenant à l'inégalité (3), on a bien

C ′

φ(s) K(s, a) ≤ ∥a∥A
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ce qui nous donne K(s, a) ≤ Cφ(s) ∥a∥A pour un C > 0 et l'inégalité de l'énoncé est montrée.
En particulier, pour s = 1, on a A↪Σ(A).
Il reste à montrer que Kφ,q est d'exposant φ.
Soient X ,Y ∈ N , soit T ∶ X ↝Y et soit x ∈ X ; on pose X = Kφ,q(X ), Y = Kφ,q(Y ) et
Mj = ∥T ∥Xj ,Yj pour j ∈ {0,1}. Soit t > 0 ; on remarque que si le couple (x0, x1) ∈ X est tel
que x = x0 + x1 alors T (x0) + T (x1) = T (x) et

K(t, T (x);Y ) ≤ ∥T (x0)∥Y0 + t ∥T (x1)∥Y1

≤M0 ∥x0∥X0
+ tM1 ∥x1∥X1

≤M0 (∥x0∥X0
+ tM1

M0

∥x1∥X1
) .

L'inégalité entre les deux extrêmes étant véri�ée quel que soit la décomposition (x0, x1)
considérée, on a

K(t, T (x);Y ) ≤M0 ⋅K(t
M1

M0

, x;X ) .

quel que soit t > 0. En applicant l'opérateur Φφ,q aux deux membres de l'inégalité, on
obtient par les deux premiers points du lemme 2.2.4 que

∥T (x)∥Y ≤M0Φφ,q(K ( ⋅ (M1/M0), x;X ))

≤M0φ(M1/M0)Φφ,q (K(
⋅

M1/M0

(M1/M0), x;X))

=M0φ(
M1

M0

) ∥x∥X

où l'avant dernière inégalité provient du dernier point du lemme 2.2.4. Finalement, par la
sous-multiplicativité de φ évoquée dans la remarque 1.1.2 et par la proposition 1.1.15, on
a

M0φ(
M1

M0

) ≤M0φ(
1

M0

)φ(M1) = φ⋆(M0)φ(M1).

On montré que
∥T ∥X,Y ≤ φ⋆(M0)φ(M1)

et donc le foncteur Kφ,q est d'exposant φ.

Le foncteur Kφ,q admet également une dé�nition discrète qui ne fait intervenir qu'un
nombre dénombrable de réalisations de la fonction t↦ K(t, a)/φ(t).
Théorème 2.2.7. Soit φ une fonction de Boyd, soit q ∈ [1,+∞[ et soit A ∈ N ; si a ∈ Σ(A),
alors a ∈ Kφ,q(A) si et seulement si

(K(2
n, a)

φ(2n) )
n∈Z
∈ ℓq.
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De plus, l'application a ↦ ∥(K(2
n,a)

φ(2n) )n∈Z∥ℓq
est une norme sur Kφ,q(A) équivalente à celle

précédemment dé�nie.

Démonstration. Soit a ∈ Σ(A), on remarque que

∥a∥Kφ,q(A) = (∑
n∈Z
∫

2n+1

2n
(K(t, a)
φ(t) )

q
dt

t
)
1/q

.

De plus, si 2n ≤ t ≤ 2n+1, alors

K(2n, a) ≤ K(t, a) ≤ K(2n+1, a) ≤ 2K(2n, a). (4)

On a aussi
φ(2n) ≤ φ(2

n

t
⋅ t) ≤ φ(2

n

t
)φ(t) ≤ sup (φ ([2−1,1]))φ(t)

et
φ(t) ≤ φ( t

2n
⋅ 2n) ≤ φ( t

2n
)φ(2n) ≤ sup (φ ([1,2]))φ(2n).

En prenant C = sup (φ ([2−1,2])), on a

C−1φ(2n) ≤ φ(t) ≤ Cφ(2n).

Et donc en réutilisant l'inégalité (4), on obtient

C−1
K(2n, a)
φ(2n) ≤

K(t, a)
φ(t) ≤ 2C

K(2n, a)
φ(2n)

où C ne dépend que de φ.
Si on considère les fonctions

f ∶ t↦
+∞
∑
n=−∞

K(2n, a)
φ(2n) χ[2n,2n+1[(t) et g ∶ t↦ K(t, a)

φ(t)

alors la suite d'inégalité précédente nous donne

C−1f(t) ≤ g(t) ≤ 2Cf(t)

quel que soit t > 0. On a alors en applicant l'opérateur croissant f ↦ (∫
+∞
0 (f(t))q dtt )1/q,

C−1 ln(2) ∥(K(2
n, a)

φ(2n) )
n∈Z
∥
ℓq

≤ ∥a∥Kφ,q(A) ≤ 2C ln(2) ∥(K(2
n, a)

φ(2n) )
n∈Z
∥
ℓq

ce qui permet de conclure.

Nous pouvons aussi faire prendre au paramètre q la valeur ∞. Les démonstrations sont
similaires au cas où q est �ni. Nous n'en donnerons donc que les grandes lignes.
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Dé�nition 2.2.8. Soient φ une fonction de Boyd et soit A ∈ N ; on dé�nit l'espace
Kφ,∞(A) comme le plus grand sous espace de Σ(A) tel que si a ∈ Kφ,∞(A), alors

∥a∥Kφ,∞(A) = ∥
K( ⋅ , a)
φ( ⋅ ) ∥

L∗∞

= sup
t>0

K(t, a)
φ(t) < +∞.

On muni l'espace Kφ,∞(A) de la norme ∥ ⋅ ∥Kφ,∞(A)
Comme dans le cas précédent, on peut introduire un opérateur

Φφ,∞ ∶ f ↦ sup
t>0

f(t)
φ(t) .

Cet opérateur véri�e les mêmes propriétés que dans le lemme 2.2.4 et une propriété analogue
à celle du lemme 2.2.5, c'est à dire

sup
t>0

min(1, t)
φ(t) ≤ Φφ,∞(min(1, ⋅ )) < +∞.

Le problème principal auquel on fait face pour montrer ces propriétés est que l'on a pas né-
cessairement le même comportement de la part d'un changement de variable de R+0 dans R

+
0

lorsqu'on l'applique à un suprémum ou à une intégrale. Cependant, tous les changements
de variables considérés ne sont que des dilatations qui ne font apparaitre aucun jacobien
lorsqu'ils sont intégrés par rapport à la mesure dt/t. Les démonstrations sont donc sensi-
blement similaires et même plus simples lorsque q = ∞ Par exemple, l'inégalité du type
K(s, a) ≤ Cφ(s) ∥a∥Kφ,∞(A) découle directement de la dé�nition et on a même C = 1. Les
opérateurs Φφ,q et Φφ,∞ partageant les mêmes propriétés, on peut facilement adapter la
démonstration du théorème 2.2.6 pour obtenir le résultat suivant :

Théorème 2.2.9. Soit φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1 ; l'application
Kφ,∞ est un foncteur d'interpolation exactement d'exposant φ sur la catégorie N .
De plus, pour tout A ∈ N , s > 0 et pour tout a ∈ Kφ,∞(A)

K(s, a) ≤ φ(s) ∥a∥Kφ,∞(A) .

Remarque 2.2.10. Dans la théorie classique des espaces d'interpolation [3], on dé�nit
pour θ ∈]0,1[ et q ∈ [1,+∞] le foncteur Kθ,q = Kψθ,q où ψθ ∶ t↦ tθ. Les résultats précédents
montrent que ce foncteur est un foncteur d'interpolation d'exposant θ sur la catégorie N .
Les foncteurs d'exposant θ ont été introduits dans la remarque 1.3.11.

Théorème 2.2.11. Soit φ une fonction de Boyd et soit A ∈ N ; si a ∈ Σ(A), alors
a ∈ Kφ,∞(A) si et seulement si

(K(2
n, a)

φ(2n) )
n∈Z
∈ ℓ∞.

De plus, l'application a↦ ∥(K(2
n,a)

φ(2n) )n∈Z∥ℓ∞
est une norme sur Kφ,∞(A) équivalente à celle

précédemment dé�nie.
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Démonstration. Si l'on reprend les notations de la démonstration du théorème 2.2.7 on a

C−1f(t) ≤ g(t) ≤ 2Cf(t)

quel que soit t > 0. Ce qui nous donne

C−1 sup
t>0

f(t) ≤ sup
t>0

g(t) ≤ 2C sup
t>0

f(t).

Or on a

sup
t>0

f(t) = ∥(K(2
n, a)

φ(2n) )
n∈Z
∥
ℓ∞

et sup
t>0

g(t) = ∥a∥Kφ,∞(A) .

Maintenant que nous avons montré que Kφ,q est un foncteur d'interpolation exacte-
ment d'exposant φ, intéressons nous au lien qui relie les di�érents espaces obtenus avec ce
foncteur lorsque l'on fait varier ses paramètres φ et q.

Proposition 2.2.12. Soient A ∈ N , φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1
et p ∈ [1,+∞] ; si q ∈ [p,+∞] alors

Kφ,p(A)↪Kφ,q(A).

De plus, si iq ∶ Kφ,p(A)→Kφ,q(A) désigne l'inclusion continue entre ces deux espaces, alors
la famille (iq)q∈[p,+∞] est équicontinue.

Démonstration. Remarquons d'abord que si p = +∞, le résultat est trivialement démontré.
Supposons donc que p < +∞.
Soit q ∈ [p,+∞[ ; on a alors par le théorème 2.2.6 qu'il existe une constante C > 1 telle que

K(t, a) ≤ Cφ(t) ∥a∥Kφ,p(A) (5)

quels que soient t > 0 et a ∈ Kφ,p(A). Si a ∈ Kφ,p(A), on a alors

∥a∥Kφ,q(A) = (∫
+∞

0
(K(t, a)
φ(t) )

p

(K(t, a)
φ(t) )

q−p
dt

t
)
1/q

≤
⎛
⎝
(∫

+∞

0
(K(t, a)
φ(t) )

p

(C ∥a∥Kφ,p(A))
q−p dt

t
)
1/p⎞
⎠

p/q

= C1− p
q ∥a∥1−

p
q

Kφ,p(A) ∥a∥
p
q

Kφ,p(A)

≤ C ∥a∥Kφ,p(A)
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où la dernière inégalité provient du fait que C > 1 et où C ne dépend ni de a ni de q.
Si q = +∞, alors l'inégalité (5) donne

∥a∥Kφ,q(A) = sup
t>0

K(t, a)
φ(t) ≤ C ∥a∥Kφ,p(A)

quel que soit a ∈ Kφ,q(A).

Proposition 2.2.13. Soient A ∈ N , φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1
et q ∈ [1,+∞] ; on a

Kφ,q(A0,A1) = Kφ⋆,q(A1,A0)

où les deux espaces partagent la même norme.

Démonstration. Soient a ∈ Σ(A) et t > 0 ; si le couple (a0, a1) ∈ A est tel que a0 + a1 = a
alors on a

∥a0∥A0
+ t ∥a1∥A1

= t ⋅ (∥a1∥A1
+ 1

t
∥a0∥A1

)

et donc

K(t, a; (A0,A1)) = tK(
1

t
, a, (A1,A0)) .

Si q < +∞, on a alors

∥a∥qKφ,q(A0,A1) = ∫
+∞

0
(K(t, a; (A0,A1))

φ(t) )
q
dt

t

= ∫
+∞

0

⎛
⎝
tK (1t , a, (A1,A0))

φ(t)
⎞
⎠

q

dt

t

= ∫
+∞

0
(K (t, a, (A1,A0))

φ⋆(t)
)
q
dt

t

= ∥a∥Kφ,q(A1,A0)

où l'avant dernière égalité provient du changement de variable t ↦ 1/t. Le cas où q = +∞
se traite de la même manière.

Proposition 2.2.14. Soient A ∈ N , φ,φ0, φ1 trois fonctions de Boyd telles que b(φ0) <
b(φ) ≤ b(φ) < b(φ1) et q, q0, q1 ∈ [1,+∞] ; on a

∆ (Kφ0,q0(A),Kφ1,q1(A))↪Kφ,q(A).
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Démonstration. Fixons ε > 0 tel qu'on a

b(φ0) + ε < b(φ) − ε et b(φ) + ε < b(φ1) − ε.

Par le corollaire 1.1.11, on sait qu'il existe C > 0 tel que

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

φ1(x)
φ(x) ≤ C

2x
b(φ1)−ε

xb(φ)+ε
= C2xα si x ∈]0,1]

φ0(x)
φ(x) ≤ C

2x
b(φ0)+ε

xb(φ)−ε
= C2 1

xβ
si x ∈ [1,+∞[

où α,β > 0. Cela montre que pour tout r ∈ [1,+∞], on a φ1/φ ∈ L∗r(]0,1[) et φ0/φ ∈
L∗r(]1,+∞[).
Soit q′ ∈ [1,+∞] tel que q′ ≤ q, q0, q1 et soit a ∈∆ (Kφ0,q0(A),Kφ1,q1(A)) ; par l'inégalité de
Hölder, on sait alors que pour r0, r1 ∈ [1,+∞] véri�ant 1

q1
+ 1
r1
= 1
q′ = 1

q0
+ 1
r0
, on a

∥a∥Kφ,q′(A) ≤ 2
1/q′
⎛
⎜
⎝
⎛
⎝∫

1

0
(K(t, a)
φ(t) )

q′
dt

t

⎞
⎠

1/q′

+
⎛
⎝∫

+∞

1
(K(t, a)
φ(t) )

q′
dt

t

⎞
⎠

1/q′⎞
⎟
⎠

= 21/q′
⎛
⎜
⎝
∥K(t, a)
φ1(t)

⋅ φ1(t)
φ(t) ∥

L∗
q′

+ ∥K(t, a)
φ0(t)

⋅ φ0(t)
φ(t) ∥

L∗
q′

⎞
⎟
⎠

≤ 21/q′
⎛
⎝
∥K( ⋅ , a)
φ1( ⋅ )

∥
L∗q1(]0,1[)

∥φ1

φ
∥
L∗r1(]0,1[)

+∥K( ⋅ , a)
φ0( ⋅ )

∥
L∗q0(]1,+∞[)

∥φ0

φ
∥
L∗r0(]1,+∞[)

⎞
⎠
.

Il existe donc une constante C ′ > 0 pour laquelle on a

∥a∥Kφ,q′(A) ≤ C
′ (∥a∥Kφ1,q1(A) + ∥a∥Kφ0,q0(A))

≤ 2C ′max (∥a∥Kφ1,q1(A) , ∥a∥Kφ0,q0(A))

= 2C ′ ∥a∥∆(Kφ0,q(A),Kφ1,q(A)) .

Au total, puisque q′ ≤ q, la proposition 2.2.12 nous donne que

∆ (Kφ0,q(A),Kφ1,q(A))↪Kφ,q′(A)↪Kφ,q(A)
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Proposition 2.2.15. Soient A ∈ N , φ0, φ1 deux fonctions de Boyd telles que 0 < b(φ0) ≤
b(φ0) < b(φ1) et q ∈ [1,+∞] ; si A1↪A0, alors on a

Kφ1,q(A)↪Kφ0,q(A).

Démonstration. Puisque A1↪A0, on remarque que A0 + A1 = A0 et on sait qu'il existe
C > 0 tel que ∥ ⋅ ∥A0

≤ C ∥ ⋅ ∥A1
. Montrons que si t ≥ C et si a ∈ A0, alors K(t, a) = ∥a∥A0

.
Soit (a0, a1) ∈A tel que a0 + a1 = a ; on a

∥a∥A0
≤ ∥a0∥A0

+ ∥a1∥A0
≤ ∥a0∥A0

+C ∥a1∥A1
≤ ∥a0∥A0

+ t ∥a1∥A1
.

Ce qui montre bien que

∥a∥A0
≤ K(t, a) ≤ ∥a∥A0

+ ∥0∥A1
= ∥a∥A0

.

Fixons ε > 0 tel que b(φ0) + ε < b(φ1) − ε et considérons une constante C0 > 0 telle que
xb(φ1)−ε ≤ C0xb(φ0)+ε, on sait alors par le corollaire 1.1.11 que, quitte à augmenter C0, on a
pour tout x ∈]0,C]

φ1(x) ≤ C0x
b(φ1)−ε ≤ C2

0x
b(φ0)+ε ≤ C3

0φ0(x). (6)

On remarque alors que pour tout j ∈ {0,1} et pour tout a ∈ A0, on a

∥a∥qKφj,q(A) = ∫
C

0
(K(t, a)
φj(t)

)
q
dt

t
+ ∥a∥A0

Nj

où Nj = ∫
+∞
C ( 1

φj(t))
q
dt
t est une constante �nie strictement positive qui ne dépend pas de a

car b(φj) > 0. Au total, on a alors pour tout a ∈ A0

∥a∥Kφ0,q(A) = ∫
C

0
(K(t, a)
φ0(t)

)
q
dt

t
+ ∥a∥A0

N0

≤ C3q
0 ∫

C

0
(K(t, a)
φ1(t)

)
q
dt

t
+ N0

N1

∥a∥A0
N1

≤max(C3q
0 ,

N0

N1

) ∥a∥Kφ1,q(A)

où la première inégalité provient de l'équation (6).

Pour conclure cette section sur la méthode K, nous allons montrer que le foncteur Kφ,q

préserve la complétude.

Lemme 2.2.16. Soit φ une fonction de Boyd et soit q ∈ [1,+∞[ ; en reprenant les notations
du lemme 2.2.4, si f ∶ R+0 →R+0 et g ∶ R+0 →R+0 , alors

Φφ,q(f + g) ≤ Φφ,q(f) +Φφ,q(g).
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Démonstration. Cela découle de l'inégalité triangulaire de la norme ∥ ⋅ ∥L∗q .

Proposition 2.2.17. Soient A ∈ B, φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1
et q ∈ [1,+∞] ; l'espace Kφ,q(A) est de Banach.
En particulier, Kφ,q est un foncteur d'interpolation exactement d'exposant φ sur la catégorie
B.

Démonstration. Posons A = Kφ,q(A). Soit ∑n∈N an une série absolument convergente de A ;
par les théorème 2.2.6 et 2.2.9, on a A↪Σ(A) et donc il existe C > 0 tel que ∥ ⋅ ∥Σ(A) ≤
C ∥ ⋅ ∥A. Soit M ∈ N ; on a

+∞
∑
n=M
∥an∥Σ(A) ≤ C∑

n∈N
∥an∥A < +∞

et donc la série ∑+∞n=M an converge absolument dans Σ(A) qui est un espace complet par la
proposition 1.3.5. On sait donc qu'il existe aM ∈ Σ(A) tel que ∑+∞n=M an→aM dans Σ(A).
Puisque les normes K(t, ⋅ ) et ∥ ⋅ ∥Σ(A) sont équivalentes, pour tout t > 0, on a

K(t, aM) = lim
N→+∞

K(t,
N

∑
n=M

an) ≤
+∞
∑
n=M

K(t, an).

Par le lemme de Fatou et le lemme précédent, on a alors

∥aM∥A = Φφ,q(K( ⋅ , aM)) ≤ Φφ,q( lim
N→+∞

N

∑
n=M

K(t, an))

≤ lim inf
N→+∞

Φφ,q(
N

∑
n=M

K(t, an))

≤ lim inf
N→+∞

N

∑
n=M

Φφ,q(K(t, an))

=
+∞
∑
n=M
∥an∥A < +∞.

On en tire alors que aM ∈ A et on remarque que ∑n an→a0 dans A car

∥a0 −
M

∑
n=0

an∥
A

= ∥aM∥A ≤
+∞
∑
n=M
∥an∥A

où le dernier terme tend vers 0 lorsque M tend vers +∞.

2.3 Méthode J

Dans cette section nous allons introduire la seconde méthode d'interpolation réelle.
Nous allons, comme pour la méthode K, introduire une version discrète de la méthode J et
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montrer qu'elle est équivalente à l'originale. De plus, nous allons montrer que les méthodes
K et J sont équivalentes. Pour cela, nous allons travailler en parallèle sur les deux résultats.

Pour commencer, nous avons besoins d'introduire une notion d'intégration pour des
fonctions à valeurs dans un espace normé. Il s'agit d'une adaptation de ce que l'on peut
trouver dans [16] qui considère des fonctions à valeurs dans un espace de Banach.

Dé�nition 2.3.1. Soient (X,A, µ) un espace mesuré, E un espace vectoriel normé et soit
f ∶ X→E ; on note B(E) l'ensemble des boréliens de E. La fonction f est dite mesurable
si quel que soit B ∈ B(E), on a f−1(B) ∈ A. La fonction f est dite simple si elle ne prend
qu'un nombre �ni de valeurs distinctes.
Si f est une fonction simple mesurable, on dé�nit l'intégrale de f par

∫
X
f dµ = ∑

y∈f(X)
yµ (f−1({y})) .

Dé�nition 2.3.2. Soit (X,A, µ) un espace mesuré et soit E un espace vectoriel normé ;
une fonction mesurable f ∶ X→E est intégrable si il existe une suite de fonctions simples
(fn ∶X→E)n∈N telle que (∫X fn dµ)

n∈N converge dans E et telle que

lim
n→+∞∫X ∥f − fn∥E dµ = 0.

Dans ce cas, on dé�nit l'intégrale de f par

∫
X
f dµ = lim

n→+∞∫X fn dµ.

La suite de fonctions simples intervenant dans la dé�nition précédente n'ayant pas de
raison d'être unique, le résultat suivant permet de justi�er que la dé�nition fait bien du
sens :

Proposition 2.3.3. Dans la dé�nition précédente, la valeur de l'intégrale de la fonction f
est indépendante de la suite de fonctions simples (fn)n∈N considérée.

Démonstration. Soient (fn)n∈N et (f ′n)n∈N deux suites de fonctions simples véri�ant les
conditions de la dé�nition précédente ; puisque ce sont des fonctions simples, on peut
véri�er sans mal que

∥∫
X
fn dµ − ∫

X
f ′n dµ∥

E

= ∥∫
X
(fn − f ′n) dµ∥

E

≤ ∫
X
∥fn − f ′n∥E dµ

≤ ∫
X
∥fn − f∥E dµ + ∫

X
∥f − f ′n∥E dµ

où le membre de droite tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni par dé�nition.
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Proposition 2.3.4. Soient (X,A, µ) un espace mesuré, E un espace vectoriel normé et
soit f ∶X→E une fonction intégrable ; on a

∥∫
X
fdµ∥

E

≤ ∫
X
∥f∥E dµ.

Démonstration. Considérons (fn)n∈N une suite de fonctions simples telle que ∫X fn dµ
converge vers ∫X f dµ dans E et telle qu'on a

lim
n→+∞∫X ∥fn − f∥E dµ = 0.

Puisqu'il s'agit d'une suite de fonctions simples, on véri�e aisément que

∥∫
X
f dµ∥

E

= lim
n→+∞

∥∫
X
fn dµ∥

E

≤ lim
n→+∞∫X ∥fn∥E dµ.

Pour conclure, il su�t d'utiliser l'inégalité triangulaire inversée pour remarquer que

∣∫ ∥fn∥E dµ − ∫ ∥f∥E dµ∣ ≤ ∫ ∣∥fn∥E − ∥f∥E ∣dµ ≤ ∫
X
∥fn − f∥E dµ

où le membre de droite tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni.

Dé�nition 2.3.5. Soit A ∈ N ; si a ∈∆(A) et si t ∈ R+0 , on dé�nit la valeur

J(t, a;A) =max{∥a∥X0
, t ⋅ ∥a∥X1

}.
Lorsque le contexte est clair, on ne précisera pas le dernier argument de J.

Proposition 2.3.6. Soit A ∈ N ; pour tout t, s ∈ R+0 et tout a ∈∆(A), on a

min(1, t
s
)J(s, a) ≤ J(t, a) et K(t, a) ≤min(1, t

s
)J(s, a).

En particulier, pour tout a ∈ ∆(A), J( ⋅ , a) est croissant et pour tout t ∈ R+0 , K(t, ⋅ ) est
une norme sur ∆(A) équivalente à celle précédemment dé�nie.

Démonstration. Il s'agit de conséquences directes de la dé�nition.

Dé�nition 2.3.7. SoitA ∈ N ; si a ∈ Σ(A), on dé�nit S(a) comme l'ensemble des fonctions
b ∶ R+0 →∆(A) telles que

a = ∫
+∞

0
b(t) dt

t
dans 11 Σ(A).
Soit φ une fonction de Boyd et soit q ∈ [1,+∞[ ; on dé�nit l'espace Jφ,q(A) comme le plus
grand sous espace de Σ(A) tel que si a ∈ Jφ,q(A), alors

∥a∥Jφ,q(A) = inf
b∈S(a)

∥J( ⋅ , b( ⋅ ))
φ( ⋅ ) ∥

L∗q

= inf
b∈S(a)

(∫
+∞

0
(J(t, b(t))

φ(t) )
q
dt

t
)
1/q

< +∞.

On muni l'espace Jφ,q(A) de la norme 12 ∥ ⋅ ∥Jφ,q(A). On peut également dé�nir l'espace

11. C'est à dire qu'on utilise la notion d'intégrale de la dé�nition 2.3.2 en considérant que la fonction b
est à valeurs dans Σ(A).
12. On remarque que si S(a) = ∅ alors on a directement ∥a∥Jφ,q(A)

= +∞.
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Jφ,∞(A) en utilisant cette fois la norme

∥ ⋅ ∥Jφ,∞(A) ∶ a↦ inf
b∈S(a)

(sup
t>0

J(t, b(t))
φ(t) )

Introduisons maintenant la version discrète de la méthode J :

Dé�nition 2.3.8. Soit A ∈ N ; si a ∈ Σ(A), on dé�nit S ′(a) comme l'ensemble des suites
(bn)n∈Z de ∆(A) véri�ant

a = ∑
n∈Z

bn

dans Σ(A).
Soit φ une fonction de Boyd et soit q ∈ [1,+∞] ; on dé�nit l'espace J̃φ,q(A) comme le plus
grand sous espace de Σ(A) tel que si a ∈ J̃φ,q(A), alors

∥ ⋅ ∥
J̃φ,q(A) ∶ a↦ inf

(bn)n∈S′(a)
∥(J(2

n, bn)
φ(2n) )

n∈Z
∥
ℓq

< +∞.

On muni l'espace J̃φ,q(A) de la norme ∥ ⋅ ∥
J̃φ,q(A).

En vue de montrer les deux résultat annoncés au début de la section, nous aurons besoin
de lemme fondamental de la théorie des espace d'interpolation qui lie la méthode K et la
version discrète de la méthode J.

Lemme 2.3.9. (Lemme fondamental de la théorie de l'interpolation) Soit a ∈ Σ(A) ; si a
véri�e

lim
t→0

K(t, a) = lim
t→+∞

K(t, a)
t
= 0

alors pour tout ε > 0, il existe (bn)n∈Z une suite de ∆(A) telle que ∑n∈Z bn = a dans Σ(A)
et telle que

J(2n, bn) ≤ 3(1 + ε)K(2n, a)
pour tout n ∈ Z.

Démonstration. Soit ε > 0, par dé�nition deK, pour tout n ∈ Z, il existe (a(n)0 , a
(n)
1 ) ∈ A0×A1

tel que a = a(n)0 + a
(n)
1 et tel que

∥a(n)0 ∥
A0

+ 2n ∥a(n)1 ∥
A1

< (1 + ε)K(2n, a).

On remarque que
lim

n→−∞
∥a(n)0 ∥

A0

≤ (1 + ε) lim
t→0

K(t, a) = 0

et que

lim
n→+∞

∥a(n)1 ∥
A1

≤ (1 + ε) lim
t→+∞

K(t, a)
t
= 0.
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Pour tout k ∈ {0,1}, puisque Ak↪Σ(A), on a donc a(n)k →0 dans Σ(A). On pose alors

bn = a(n+1)0 − a(n)0 = a(n)1 − a
(n+1)
1 ∈∆(A).

De plus, si N ∈ N0, alors

0

∑
n=−N

bn =
0

∑
n=−N

a
(n+1)
0 − a(n)0 = a(1)0 − a

(−N)
0

où le membre de droite tend vers a(1)0 dans Σ(A) lorsque N tend vers +∞. De même, on a

N

∑
n=0

bn =
N

∑
n=0

a
(n)
1 − a

(n+1)
1 = a(1)1 − a

(N+1)
1

où le membre de droite tend vers a(1)1 dans Σ(A) lorsque N tend vers +∞. La série ∑n∈Z bn
converge donc vers a(1)0 + a

(1)
1 = a dans Σ(A). De plus, si n ∈ Z, on a

J(2n, bn) ≤max(∥a(n+1)0 ∥
A0

+ ∥a(n)0 ∥
A0

,2n (∥a(n)1 ∥
A1

+ ∥a(n+1)1 ∥
A1

))

≤ ∥a(n+1)0 ∥
A0

+ ∥a(n)0 ∥
A0

+ 2n (∥a(n)1 ∥
A1

+ ∥a(n+1)1 ∥
A1

)

≤ (1 + ε)K(2n, a) + (1 + ε)K(2n+1, a)

≤ 3(1 + ε)K(2n, a).

Remarque 2.3.10. Soient φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1 et
q ∈ [1,+∞] ; on remarque que si a ∈ Kφ,q(A), alors a satisfait les hypothèses du lemme
précédent. En e�et, par le théorème 2.2.6, il existe C > 0 tel que

K(t, a) ≤ Cφ(t) ∥a∥Kφ,q(A)
quel que soit t > 0. On tire alors du corollaire 1.1.11 que

lim
t→0

φ(t) = 0 = lim
t→+∞

φ(t)
t
.

Proposition 2.3.11. Soit A ∈ N , soit φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1
et soit q ∈ [1,+∞] ; on a

J̃φ,q(A)↪Jφ,q(A).

Démonstration. Supposons que q < +∞, l'autre cas se traitant de manière identique.
Soit a ∈ J̃φ,q(A), soit ε > 0 et soit (bn)n∈Z ∈ S ′(a) tel que

(∑
n∈Z
(J(2

n, bn)
φ(2n) )

q

)
1/q

< ∥a∥
J̃φ,q(A) + ε.
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Pour tout n ∈ Z, si 2n ≤ t < 2n+1, on pose b(t) = bn/ ln(2). On remarque alors que b ∶
R+0 →∆(A) et que

∫
+∞

0
b(t)dt

t
= ∑
n∈Z
∫

2n+1

2n

bn
ln(2)

dt

t
= ∑
n∈Z

bn = a

ce qui nous donne b ∈ S(a). De plus, si 2n ≤ t < 2n+1 et si x ∈ ∆(A), alors, on a φ(2n)
φ(t) ≤

φ(2nt ) ≤ supφ ([12 ,1]) et donc la proposition 2.3.6 nous donne

J(t, x)
φ(t) ≤ 2 supφ([

1

2
,1]) J(2

n, x)
φ(2n)

avec supφ ([12 ,1]) < +∞ par le lemme 1.1.5 appliqué à ln ○φ. On a �nalement

∥a∥Jφ,q(A) ≤ (∫
+∞

0
(J(t, b(t))

φ(t) )
q
dt

t
)
1/q

≤ 1

ln(2) (∑n∈Z
∫

2n+1

2n
(J(t, bn)

φ(t) )
q
dt

t
)
1/q

≤
2 supφ ([12 ,1])

ln(2) (∑
n∈Z
∫

2n+1

2n
(J(2

n, bn)
φ(2n) )

q
dt

t
)
1/q

≤ 2 supφ([1
2
,1])(∑

n∈Z
(J(2

n, bn)
φ(2n) )

q

)
1/q

≤ 2 supφ([1
2
,1]) (∥a∥

J̃φ,q(A) + ε) .

L'inégalité entre les deux extrêmes ayant lieu quel que soit ε > 0, on conclut par passage à
la limite.

Proposition 2.3.12. Soit A ∈ N , soit φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1
et soit q ∈ [1,+∞] ; on a

Kφ,q(A)↪ J̃φ,q(A).

En particulier, on a

Kφ,q(A)↪Jφ,q(A).

Démonstration. Soit a ∈ Kφ,q(A) et soit ε > 0 ; la remarque associée au lemme 2.3.9 nous
assure l'existence de (bn)n∈Z ∈ S ′(a) tel qu'on a

J(2n, bn) ≤ 4K(2n, a)
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quel que soit n ∈ Z. De plus, par les théorèmes 2.2.7 et 2.2.11, il existe une constante C > 0
telle que

∥a∥
J̃φ,q(A) ≤ ∥(

J(2n, bn)
φ(2n) )

n∈Z
∥
ℓq

≤ 4∥(K(2
n, a)

φ(2n) )
n∈Z
∥
ℓq

≤ 4C ∥a∥Kφ,q(A) .

Le cas particulier résulte de la proposition précédente.

Théorème 2.3.13. (Théorème d'équivalence) Soient φ une fonction de Boyd telle que
0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1, q ∈ [1,+∞] et soit A ∈ N ; on a

Jφ,q(A) = Kφ,q(A)

où l'égalité signi�e que ces deux espaces contiennent les mêmes éléments et possèdent des
normes équivalentes.
En particulier, l'application Jφ,q est un foncteur d'interpolation exact d'exposant φ pour la
catégorie N .

Démonstration. Vu la proposition précédente, il su�t de montrer que Jφ,q(A)↪Kφ,q(A).
Soit a ∈ Jφ,q(A) et soit t > 0 ; si b ∈ S(a), alors pour tout s > 0, b(s) ∈∆(A) et donc

K(t, b(s)) ≤min(∥b(s)∥A0
, t ∥b(s)∥A1

).

Puisque K(t, ⋅ ) est une norme sur Σ(A) équivalente à celle précédemment dé�nie, la
proposition 2.3.4 nous donne que

K(t, a) = K(t,∫
+∞

0
b(s)ds

s
)

≤ ∫
+∞

0
K(t, b(s))ds

s

≤ ∫
+∞

0
min(∥b(s)∥A0

, t ∥b(s)∥A1
)ds
s

= ∫
+∞

0

φ(s)
φ(s) min(∥b(s)∥A0

,
t

s
s ∥b(s)∥A1

)ds
s

≤ ∫
+∞

0
φ(s)min(1, t

s
)J(s, b(s))

φ(s)
ds

s

Et puisque φ(s)/φ(t) = φ( st ⋅ t)/φ(t) ≤ φ( st ) pour tout s > 0, on a

K(t, a)
φ(t) ≤ ∫

+∞

0

φ(s)
φ(t) min(1, t

s
)J(s, b(s))

φ(s)
ds

s

≤ ∫
+∞

0
φ(s
t
)min(1, t

s
)J(s, b(s))

φ(s)
ds

s

= (φ( 1⋅ )min(1, ⋅ )) ⋆ (J( ⋅ , b( ⋅ ))
φ( ⋅ ) ) (t)
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où la dernière inégalité désigne le produit de convolution dans L⋆q . Par le lemme 1.1.21, on
sait que x↦ (φ( 1x)min(1, x)) ∈ L⋆1 et donc le théorème 2.1.5 nous donne que

∥a∥Kφ,q(A) = ∥
K( ⋅ , a)
φ( ⋅ ) ∥

L⋆q

≤ ∥(φ( 1⋅ )min(1, ⋅ )) ⋆ (J( ⋅ , b( ⋅ ))
φ( ⋅ ) )∥

L∗q

≤ ∥φ( 1⋅ )min(1, ⋅ )∥
L∗1
⋅ ∥J( ⋅ , b( ⋅ ))

φ( ⋅ ) ∥
L∗q

.

L'inégalité entre les deux extrêmes étant valable quel que soit b ∈ S(a), on a montré qu'il
existe une constante C > 0 qui ne dépend que de φ telle que

∥a∥Kφ,q(A) ≤ C ∥a∥Jφ,q(A) .

Théorème 2.3.14. Soit A ∈ N , soit φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1
et soit q ∈ [1,+∞] ; on a

J̃φ,q(A) = Jφ,q(A)
où l'égalité signi�e que ces deux espaces contiennent les mêmes éléments et possèdent des
normes équivalentes.

Démonstration. Vu la proposition 2.3.11, il su�t de montrer que Jφ,q(A)↪ J̃φ,q(A). Or,
par le théorème précédent et la proposition 2.3.12, on a

Jφ,q(A)↪Kφ,q(A)↪ J̃φ,q(A).

On peut montrer que, comme pour la méthode K, la méthode J lie la fonction J et la
norme sur ses espaces d'interpolation.

Proposition 2.3.15. Soit A ∈ N , soit φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1
et soit q ∈ [1,+∞] ; il existe C > 0 tel que

φ(t) ∥a∥Jφ,q(A) ≤ C J(t, a)

quels que soient t > 0 et a ∈∆(A).

Démonstration. Supposons que q < +∞, l'autre cas se traitant de manière identique. Soient
a ∈∆(A) et t > 0 ; on pose

b ∶ R+0 →∆(A) ∶ s↦ a

ln(2)χ[1,2](s).
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On remarque que b ∈ S(a) et on a par la proposition 2.3.6 que

φ(t) ∥a∥Jφ,q(A) ≤ (∫
+∞

0
(J(s, b(s))φ(t)

φ(s))
q
ds

s
)
1/q

≤ (∫
2

1
(min(1, s

t
)J(t, a

ln(2))φ(
t

s
))

q
ds

s
)
1/q

≤ 1

ln(2) (∫
+∞

0
(min(1, s

t
)φ( t

s
))

q ds

s
)
1/q

J(t, a)

= 1

ln(2) (∫
+∞

0
(min(1, u)φ(1

u
))

q du

u
)
1/q

J(t, a).

On peut montrer facilement en adaptant le raisonnement du lemme 1.1.21 que la fonction
u↦min(1, u)φ( 1u) appartient à L∗q .

Bien que l'on ait montré que les méthodes K et J sont équivalentes, la méthode J
apporte un nouveau point de vue qui permet de dégager de nouvelles propriétés comme
par exemple des résultats de densité :

Proposition 2.3.16. Soit φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1 ;
÷× si 1 ≤ q < +∞, alors l'espace ∆(A) est dense dans Kφ,q(A),
÷× l'adhérence de ∆(A) dans Kφ,∞(A) est l'ensemble K0

φ,∞(A) constitué des éléments
a ∈ Σ(A) pour lesquels on a

lim
t→0

K(t, a)
φ(t) = lim

t→+∞

K(t, a)
φ(t) = 0.

Démonstration. Montrons d'abord le premier point.
Soit a ∈ Kφ,q(A) ; par le théorème 2.3.13, on sait que a ∈ Jφ,q(A) et donc par le théorème
2.3.14 on sait qu'il existe (bn)n∈Z ∈ S ′(a) telle que la série ∑n∈Z (J(2n, bn)/φ(2n))q converge.
Pour tout N ∈ N, on pose alors

aN =
N

∑
n=−N

bn ∈∆(A).

Puisque les normes ∥ ⋅ ∥Kφ,q(A), ∥ ⋅ ∥Jφ,q(A) et ∥ ⋅ ∥J̃φ,q(A) sont équivalentes, on sait qu'il
existe une constante C > 0 pour laquelle on a pour tout N ∈ N

∥a − aN∥Kφ,q(A) ≤ C
XXXXXXXXXXX
∑
∣n∣>N

bn

XXXXXXXXXXXJ̃φ,q(A)
≤ C
⎛
⎝ ∑∣n∣>N

(J(2
n, bn)

φ(2n) )
q⎞
⎠

1/q

où le dernier terme tend vers 0 lorsque N tend vers l'in�ni. On a donc bien aN →a dans
Kφ,q(A).

48



Montrons le second point.
Tout d'abord, remarquons que l'on a bien K0

φ,∞(A) ⊂ Kφ,∞(A). En e�et, si a ∈ K0
φ,∞(A),

alors il existe une constante C > 0 telle que

t ∉ [C−1,C] ⇒ K(t, a)
φ(t) < 1.

De plus, on sait que pour tout t ∈ [C−1,C], on a 1
φ(t) ≤ φ(1t ) ≤ supφ([C−1,C]) < +∞ par le

lemme 1.1.5 appliqué à ln ○φ. On a donc

∥a∥Kφ,∞(A) = sup
t>0

K(t, a)
φ(t) ≤max (1,K(C,a) supφ([C−1,C])) < +∞.

Montrons maintenant que l'adhérence de ∆(A) dans Kφ,∞(A) est incluse dans K0
φ,∞(A).

Soit a un élément de l'adhérence de∆(A) dans Kφ,∞(A) ; si b ∈∆(A), alors a−b ∈ Kφ,∞(A)
et le théorème 2.2.6 nous assure l'existence d'une constante C > 0 telle que

K(t, a) ≤ K(t, a − b) +K(t, b) ≤ Cφ(t) ∥a − b∥Kφ,∞(A) +min(1, t) ∥b∥Σ(A) (7)

pour tout t > 0. Fixons ε > 0, par dé�nition de l'adhérence, on sait qu'il existe bε ∈ ∆(A)
tel que ∥a − bε∥Kφ,∞(A) < ε/C. La suite d'inégalités (7) nous donne alors que

K(t, a)
φ(t) ≤ ε +

min(1, t)
φ(t) ∥bε∥Σ(A)

quel que soit t > 0. Puisque Kφ,∞(A)↪Σ(A), on peut supposer, quitte à augmenter C,
que

∥bε∥Σ(A) ≤ C ∥bε∥Kφ,∞(A) ≤ C(∥a∥Kφ,∞(A) + ε)
et on obtient

K(t, a)
φ(t) ≤ ε +C

min(1, t)
φ(t) (∥a∥Kφ,∞(A) + ε)

pour tout t > 0. Finalement, le corollaire 1.1.11 permet d'a�rmer que

lim
t→0

min(1, t)
φ(t) = lim

t→+∞

min(1, t)
φ(t) = 0

ce qui nous donne bien a ∈ K0
φ,∞(A).

Pour conclure, montrons l'inclusion inverse.
Soit a ∈ K0

φ,∞(A) ; puisque a ∈ Kφ,∞(A), la remarque associée au lemme 2.3.9 permet
d'a�rmer qu'il existe (bn)n∈Z ∈ S ′(a) tel que

J(2n, bn) < 4K(2n, a)

quel que soit n ∈ Z. Pour tout N ∈ N, on pose alors

aN =
N

∑
n=−N

bn ∈∆(A).
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On sait alors, comme pour le premier point de l'énoncé, qu'il existe C > 0 tel que pour tout
N ∈ N, on a

∥a − aN∥Kφ,∞(A) ≤ C
XXXXXXXXXXX
∑
∣n∣>N

bn

XXXXXXXXXXXJ̃φ,∞(A)
≤ C sup

∣n∣>N

J(2n, bn)
φ(2n) ≤ 4C sup

∣n∣>N

K(2n, a)
φ(2n)

où le dernier terme tend vers 0 lorsque N tend vers ∞ par dé�nition de K0
φ,∞(A). La suite

(aN)N∈N converge donc bien vers a dans Kφ,∞(A).

2.4 Théorème de réitération

Les théorèmes 2.2.6, 2.2.9 et la proposition 2.3.15 nous montrent qu'il existe des re-
lations entre la norme d'un espace d'interpolation obtenu avec la méthode K ou J et la
fonction K ou J associée. Dans cette section, nous allons nous intéresser à di�érentes classes
d'espaces d'interpolation en nous basant sur ces relations et étudier les espaces que l'on
obtient en appliquant la méthode K à des éléments de ces classes.

Dé�nition 2.4.1. Soient A ∈ N , φ une fonction de Boyd et soit A un espace intermédiaire
de A ; on dit que

÷× A appartient à la classe CK(φ,A) si il existe C > 0 tel que, quel que soient t > 0 et
a ∈ A, on a

K(t, a) ≤ Cφ(t) ∥a∥A
÷× A appartient à la classe CJ(φ,A) si il existe C > 0 tel que, quel que soient t > 0 et
a ∈∆(A), on a

φ(t) ∥a∥A ≤ C J(t, a)

÷× A appartient à la classe C(φ,A) si il appartient simultanément aux deux classes
précédentes.

Proposition 2.4.2. Soient A ∈ N , φ une fonction de Boyd et soit A un espace intermé-
diaire de A ;

÷× A appartient à la classe CK(φ,A) si et seulement si on a A↪Kφ,∞(A),
÷× Si 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1 et si A est complet, alors A appartient à la classe CJ(φ,A) si

et seulement si on a Kφ,1(A)↪A.

Démonstration. Pour le premier point, il su�t de remarquer que A↪Kφ,∞(A) si et seule-
ment si il existe C > 0 tel que

K(t, a)
φ(t) ≤ ∥a∥Kφ,∞(A) ≤ C ∥a∥A

quels que soient t > 0 et a ∈ A.
Pour le second point, montrons d'abord que la condition est nécessaire. Supposons que
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A ∈ CJ(φ,A) et montrons que J̃φ,1(A)↪A.
Soit a ∈ J̃φ,1(A), soit ε > 0 et soit (bn)n∈Z ∈ S ′(a) tel que∑n∈Z J(2n, bn)/φ(2n) < ∥a∥J̃φ,1(A)+ε ;
puisque A ∈ CJ(φ,A), on sait qu'il existe C > 0 tel que φ(2n) ∥bn∥A ≤ C J(2n, bn) quel que
soit n ∈ Z. De plus, puisque A est complet, si la série ∑n∈Z ∥bn∥A converge, alors la série
∑n∈Z bn converge dans A et on a même

∥a∥A = ∥∑
n∈Z

bn∥
A

≤ ∑
n∈Z
∥bn∥A ≤ C∑

n∈Z

J(2n, bn)
φ(2n) < C(∥a∥J̃φ,1(A) + ε).

L'inégalité entre les deux extrêmes étant véri�ée quel que soit ε > 0, on a bien que
J̃φ,1(A)↪A. Les théorèmes 2.3.14 et 2.3.13 nous donne �nalement Kφ,1(A)↪A.
Montrons pour �nir que la condition est su�sante.
Soit a ∈ ∆(A) et soit m ∈ Z ; on pose bn = 0 si n ≠ m et bm = a et donc on sait qu'il existe
C1 > 0 tel que

∥a∥A ≤ C1 ∥a∥Kφ,1(A) ≤ C1C2 ∥(bn)n∈Z∥l1 = C1C2
J(2m, a)
φ(2m)

où la deuxième inégalité et la constante C2 proviennent des théorèmes 2.3.13 et 2.3.14. Au
total, il existe C > 0 tel que pour tout a ∈∆(A) et tout m ∈ Z, on a

∥a∥Aφ(2m) ≤ C J(2m, a).

Soit t > 0 ; considérons m ∈ Z tel que 2m ≤ t < 2m+1. On a alors φ(t)/φ(2m) ≤ φ(t/2m) et
donc

∥a∥Aφ(t) ≤ φ(t/2m) ∥a∥Aφ(2m) ≤ φ(t/2m)J(2m, a) ≤ φ(t/2m)J(t, a).
On conclut en remarquant que φ(t/2m) ∈ φ([1,2]) qui est un ensemble borné par le lemme
1.1.5 appliqué à ln ○φ.

Lemme 2.4.3. Soit φ une fonction de Boyd telle que b(φ) > 0 ou b(φ) < 0 et soient f, g
deux fonctions de R+0 dans R+0 ; si f ∼ g, alors on a φ ○ f ∼ φ ○ g.

Démonstration. Supposons que b(φ) > 0, on sait alors par la proposition 1.1.12 qu'il existe
C > 0 tel que φ(x) ≤ Cφ(y) si 0 < x ≤ y. Quitte à augmenter la valeur de la constante C,
on peut supposer qu'elle véri�e les inégalités de la relation d'équivalence f ∼ g. Puisque
φ○(Cg)
φ○g ≤ φ(C), on a

φ ○ f ≤ Cφ ○ (Cg) ≤ C φ(C) ⋅ (φ ○ g).
Un raisonnement similaire nous donne que C−1φ(C)−1 ⋅ (φ ○ g) ≤ φ ○ f .
Si b(φ) < 0, il su�t d'appliquer la proposition 1.1.13 et un raisonnement similaire.

Théorème 2.4.4. (Théorème de réitération) Soient A ∈ N , φ0, φ1, φ des fonctions de
Boyd dont les indices inférieurs et supérieurs sont strictement compris entre 0 et 1 et
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q ∈ [1,+∞] ; si Xk ∈ C(φk,A) est complet pour tout k ∈ {0,1} et si b(θ) > 0 ou b(θ) < 0
avec θ = φ1/φ0, alors pour X = (X0,X1) et ψ = (φ ○ θ) ⋅ φ0 on a

Kφ,q(X) = Kψ,q(A).

En particulier, si A ∈ B et si q0, q1 ∈ [1,+∞], alors

Kφ,q(Kφ0,q0(A),Kφ1,q1(A)) = Kψ,q(A).

Démonstration. Par le théorème 1.1.23, on sait qu'il existe x ∈ B′ un di�éomorphisme pour
lequel il existe une constante C > 1 qui véri�e

C−1ξ ≤ θ ≤ Cξ.

Commençons par montrer que Kφ,q(X )↪Kψ,q(A).
Puisque Xk ∈ C(φk,A) pour tout k ∈ {0,1}, on peut supposer, quitte à augmenter C, que

K(t, a;A) ≤ Cφk(t) ∥a∥Xk
quel que soient a ∈ Xk et t > 0 et quel que soit k ∈ {0,1}. On en tire que si a ∈ Σ(X ) et si
(a0, a1) ∈X0 ×X1 est tel que a = a0 + a1, alors pour tout t > 0, on a

K(t, a;A) ≤ K(t, a0;A) +K(t, a1;A)

≤ Cφ0(t) ∥a0∥X0
+Cφ1(t) ∥a1∥X1

= Cφ0(t)(∥a0∥X0
+ φ1(t)
φ0(t)

∥a1∥X1
) .

Au total, on en déduit que

K(t, a;A) ≤ Cφ0(t)K(θ(t), a;X )

quel que soient t > 0 et a ∈ Σ(X ). On en tire que pour tout a ∈ Kφ,q(X ), on a

∥a∥qKψ,q(A) ≤ C
q ∫

+∞

0
(φ0(t)K(θ(t), a;X )

ψ(t) )
q
dt

t
= Cq ∫

+∞

0
(K(θ(t), a;X )

φ ○ θ(t) )
q
dt

t
.

On sait alors par le lemme 2.4.3 que φ ○ θ ∼ φ ○ ξ et de nouveau, quitte à augmenter C, on
suppose que C véri�e les inégalités associées à cette équivalence. On remarque alors que
θ
ξ ≤ C avec C > 1 et donc

∥a∥qKψ,q(A) ≤ C
2q ∫

+∞

0

⎛
⎝
max(1, θ(t)ξ(t))K(ξ(t), a;X )

φ ○ ξ(t)
⎞
⎠

q

dt

t

≤ C3q ∫
+∞

0
(K(ξ(t), a;X )

φ ○ ξ(t) )
q
ξ(t)
t∣ξ′(t)∣ ⋅

∣ξ′(t)∣dt
ξ(t)

≤ C3q b′(ξ)−1∫
+∞

0
(K(s, a;X )

φ(s) )
q
ds

s
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où l'on a e�ectué le changement de variable s = ξ(t) pour obtenir la dernière inégalité.
Montrons maintenant que Kψ,q(A)↪Kφ,q(X ).
Si t > 0, alors les propositions 1.3.5 et 2.2.2 nous donnent que Σ(X ) muni de la norme
K(ξ(t), ⋅ ;X ) est de Banach. Si de plus, a ∈ J̃ψ,q(A) et si (bn)n∈Z ∈ S ′(a), alors, on sait que
la série ∑n∈Z bn converge dans Σ(X ) si elle converge absolument dans cet espace et on a

K(ξ(t), a;X ) = K(ξ(t),∑
n∈Z

bn;X)

≤ ∑
n∈Z

K(ξ(t), b(s);X )

En imitant le raisonnement de la proposition 2.3.11, si on pose b = 1
ln(2) ∑n∈Z bnχ[2n,2n+1[,

alors, en applicant la proposition 2.3.6, on a

K(ξ(t), a;X ) ≤ ∫
+∞

0
K(ξ(t), b(s);X )ds

s

≤ ∫
+∞

0
min(1, ξ(t)

θ(s))J(θ(s), b(s);X )
ds

s
.

Puisque Xk ∈ CJ(φk,A) pour tout k ∈ {0,1}, on peut supposer, quitte à l'augmenter, que
C véri�e les inégalités associées aux dé�nitions pour obtenir

J(θ(s), b(s);X ) = 1

φ0(s)
max(φ0(s) ∥b(s)∥X0

, φ1(s) ∥b(s)∥X1
) ≤ C J(s, b(s);A)

φ0(s)
quel que soit s > 0. Au total, on a

K(ξ(t), a;X ) ≤ C ∫
+∞

0
min(1, ξ(t)

θ(s))
J(s, b(s);A)

φ0(s)
ds

s

pour tout t > 0. En utilisant le changement de variable t = ξ(σ) puis l'inégalité précédente,
on obtient

∥a∥qKφ,q(X ) = ∫
+∞

0
(K(t, a;X )

φ(t) )
q
dt

t

= ∫
+∞

0
(K(ξ(σ), a;X )

φ ○ ξ(σ) )
q
σ∣ξ′(σ)∣
ξ(σ)

dσ

σ

≤ b′(ξ)∫
+∞

0
(K(ξ(σ), a;X )

φ ○ ξ(σ) )
q
dσ

σ

≤ Cq b
′(ξ)∫

+∞

0
( 1

φ ○ ξ(σ) ∫
+∞

0
min(1, ξ(σ)

θ(s) )
J(s, b(s);A)

φ0(s)
ds

s
)
q
dσ

σ

= Cq b
′(ξ)∫

+∞

0
(∫

+∞

0

φ ○ θ(s)
φ ○ ξ(σ) min(1, ξ(σ)

θ(s) )
J(s, b(s);A)
(φ ○ θ)(s) ⋅ φ0(s)

ds

s
)
q
dσ

σ
.
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En appliquant la dé�nition de φ, le changement de variable σ′ = ξ(σ) de la même façon
que pour montrer l'inclusion continue précédente puis le changement de variable σ′′ = σ′s

θ(s) ,
on obtient

∥a∥qKφ,q(X ) ≤ C
q b
′(ξ)∫

+∞

0
(∫

+∞

0
φ( θ(s)

ξ(σ))min(1, ξ(σ)
θ(s) )

J(s, b(s);A)
ψ(s)

ds

s
)
q
dσ

σ

≤ Cq b′(ξ)−1 b′(ξ)∫
+∞

0
(∫

+∞

0
φ(θ(s)

σ′
)min(1, σ′

θ(s))
J(s, b(s);A)

ψ(s)
ds

s
)
q
dσ′

σ′

= Cq b′(ξ)−1 b′(ξ)∫
+∞

0
(∫

+∞

0
φ( s

σ′′
)min(1, σ

′′

s
) J(s, b(s);A)

ψ(s)
ds

s
)
q
dσ′′

σ′′

= Cq b′(ξ)−1 b′(ξ) ∥(φ( 1⋅ )min (1, ⋅ )) ⋆ (J( ⋅ , b( ⋅ );A)
ψ( ⋅ ) )∥

q

L∗q

Le lemme 1.1.21 nous montre que la fonction t ↦ φ(1t )min (1, t) appartient à L∗1 et donc
le théorème 2.1.5 nous donne directement que

∥a∥qKφ,q(X ) ≤ C
q b′(ξ)−1 b′(ξ) ∥φ( 1⋅ )min (1, ⋅ )∥

q

L∗1
∥J( ⋅ , b( ⋅ );A)

ψ( ⋅ ) ∥
q

L∗q

.

Finalement, en poursuivant le raisonnement de la proposition 2.3.11, on sait qu'il existe
une constante C ′ > 0 ne dépendant pas de (bn)n∈N telle que

∥J( ⋅ , b( ⋅ );A)
ψ( ⋅ ) ∥

q

L∗q

≤ C ′ ∥(J(2
n, bn;A)
ψ(2n) )

n∈N
∥
q

ℓq

Au total, on a montré l'existence d'une constante C ′′ > 0 qui véri�e

∥a∥qKφ,q(X ) ≤ C
′′ ∥(J(2

n, bn;A)
ψ(2n) )

n∈N
∥
q

ℓq

quelle que soit la représentation (bn)n∈N ∈ S ′(a). Cela montre directement que

Kψ,q(A) = J̃ψ,q(A)↪Kφ,q(X ).

Remarque 2.4.5. Pour conclure cette section, nous allons faire un parallèle avec le théo-
rème de réitération du contexte classique, ce dernier ayant été introduit dans les remarques
1.3.11 et 2.2.10. Ce parallèle permet de justi�er la forme de ψ et de donner un exemple
concret de réalisation de l'hypothèse sur θ dans le théorème général. L'énoncé du théorème
classique est le suivant [3] :
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Soient A ∈ N , θ0, θ1,Θ ∈]0,1[ tels que θ0 ≠ θ1 et soit q ∈ [1,+∞] ; si Xk ∈ C(θk,A) 13 est
complet pour tout k ∈ {0,1}, alors pour X = (X0,X1) et η = (1 − θ)θ0 + θθ1 on a

KΘ,q(X ) = Kη,q(A).

En particulier, si A ∈ B et si q0, q1 ∈ [1,+∞], alors

KΘ,q(Kθ0,q0(A),Kθ1,q1(A)) = Kη,q(A).

Pour montrer ce résultat, commençons par poser ψα ∶ t ↦ tα pour tout α ∈ R. Il
su�t alors d'appliquer le théorème général à ψθ0 , ψθ1 et ψΘ dans les rôles de φ0, φ1 et φ
respectivement. On remarque que l'hypothèse raisonnable θ0 ≠ θ1 nous donne directement
que b(ψθ1/ψθ0) = b(ψθ1/ψθ0) = θ1 − θ0 ≠ 0 et donc l'hypothèse sur θ du théorème général est
véri�ée. On remarque également que η = Θ(θ1 − θ0) + θ0 ce qui montre bien que pour tout
t > 0, on a

(ψΘ ○
ψθ1
ψθ0
)(t) ⋅ ψθ0(t) = tΘ(θ1−θ0)+θ0 = ψη(t).

13. On dit que Xk ∈ C(θk,A) si Xk ∈ C(ψθk ,A) avec ψθk ∶ t↦ tθk .
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3 Méthode d'interpolation complexe

Dans cette section, nous allons introduire un foncteur d'interpolation dont la construc-
tion repose sur l'analyse complexe. Cette théorie n'ayant pas encore été généralisée à un
paramètre fonctionnel, nous utiliserons les notions de la théorie classique présentées dans
les remarque 1.3.11 et 2.4.5. Ce mémoire étant axé sur la théorie généralisée, nous ne
présenterons ici que les rudiments de la méthode complexe. Le lecteurs intéressé pourra
retrouver les principaux résultats de la méthode dans [3].

Dans cette section, nous procéderons en deux temps. Tout d'abord, nous présenterons
la méthode complexe et le foncteur principal associé. Nous montrerons qu'il s'agit bien
d'un foncteur d'interpolation en combinant les raisonnement de [3] et [14]. Ensuite, nous
ferons un parallèle avec la théorie généralisée en énonçant deux résultat présentés dans
[11].

3.1 Construction de la méthode

Pour commencer, nous avons besoin de la notion de fonction analytique pour des fonc-
tions à valeurs dans un espace de Banach.

Dé�nition 3.1.1. Soient Ω un ouvert de C, B un espace de Banach et soit f ∶ C→B ; la
fonction f est dite analytique sur Ω si pour tout z0 ∈ Ω il existe (bn)n∈N une suite de B
pour laquelle on a

f(z) =
+∞
∑
n=0

bn(z − z0)n

sur un disque ouvert centré en z0, la convergence de la série ayant lieu dans B.

On remarque que si B = C, alors la notion d'analytique est la même que la notion
d'holomorphie. Nous auront besoin d'une propriété des fonctions holomorphes dans la
suite qui est le principe du maximum. Montrons que cette propriété est conservée pour les
fonctions analytiques :

Théorème 3.1.2. (Principe du maximum) Soient Ω un ouvert connexe de C, B un espace
de Banach et soit f ∶ C→B une fonction analytique sur Ω et continue sur Ω ; si ∂Ω désigne
la frontière de Ω et est non vide, alors on a

sup
z∈Ω
∥f(z)∥B = sup

z∈Ω
∥f(z)∥B = sup

z∈∂Ω
∥f(z)∥B .

Démonstration. Nous allons nous servir du principe du maximum quand B = C. Soit z ∈ Ω ;
par le théorème de Hahn-Banach, on sait qu'il existe Tz ∈ B′ tel que ∥Tz∥B,C ≤ 1 et tel que

Tz(f(z)) = ∥f(z)∥B. Il est clair que la fonction T ○f ∶ C→C est continue sur Ω, remarquons
qu'elle est également analytique sur Ω : si z0 ∈ Ω, alors, puisque f est analytique sur Ω, on
sait qu'il existe (bn)n∈N une suite de B pour laquelle on a

f(ζ) = ∑
n∈N

bn(ζ − z0)
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pour tout ζ appartenant à un disque ouvert centré en z0. Puisque Tz ∈ B′, on remarque
directement que

(Tz ○ f)(ζ) = ∑
n∈N

Tz(bn)(ζ − z0)

sur le même disque.
L'application Tz ○ f véri�e donc les hypothèses du principe de maximum classique et on a

∥f(z)∥B ≤ sup
ζ∈Ω
∣(Tz ○ f)(ζ)∣ = sup

ζ∈∂Ω
∣(Tz ○ f)(ζ)∣ ≤ sup

ζ∈∂Ω
∥Tz∥B,C ∥f(ζ)∥B ≤ sup

ζ∈∂Ω
∥f(ζ)∥B .

L'inégalité entre les deux extrêmes étant valide quel que soit z ∈ Ω, on conclut.

Dé�nition 3.1.3. Soit A ∈ B ; On pose

S = { z ∈ C ∣ 0 ≤R(z) ≤ 1 }

Une fonction f ∶ S→Σ(A) appartient à F(A) si
÷× elle est continue et bornée sur S,

÷× elle est analytique sur S○,

÷× pour tout k ∈ {0,1}, on a f(k + ı̇R) ⊂ Ak,
÷× pour tout k ∈ {0,1}, la fonction dé�nie sur les réels t↦ f(k+ ı̇t) est bornée et continue

dans Ak,

÷× pour tout k ∈ {0,1}, on a

lim
t→−∞

∥f(k + ı̇t)∥Ak = lim
t→+∞

∥f(k + ı̇t)∥Ak = 0.

On muni F(A) de la norme

∥f∥F(A) =max(sup
t
∥f(ı̇t)∥A0

, sup
t
∥f(1 + ı̇t)∥A1

).

Remarque 3.1.4. La proposition 1.3.5 nous donne que Σ(A) est complet. Puisque ∂ S○ =
ı̇R∪(1 + ı̇R), le principe du maximum et la proposition 1.3.4 nous donnent directement
que si f ∈ F(A), alors

sup
z∈S
∥f(z)∥Σ(A) ≤ ∥f∥F(A) .

On en tire que ∥f∥F(A) = 0 si et seulement si f = 0. Les autres propriétés de la norme étant
directement véri�ées, ∥ ⋅ ∥F(A) est bien une norme sur F(A).

Proposition 3.1.5. Soit A ∈ B ; l'espace F(A) est de Banach.
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Démonstration. Soit ∑n∈N fn une série absolument convergente de F(A) ; la remarque pré-
cédente nous donne que

∑
n∈N

sup
z∈S
∥fn(z)∥Σ(A) ≤ ∑

n∈N
∥fn∥F(A) < +∞

et donc la série ∑n∈N fn converge normalement sur S dans Σ(A). En particulier, puisque
Σ(A) est de Banach par la proposition 1.3.5, la série ∑n∈N fn(x) converge vers un élément
f(x) dans Σ(A) quel que soit x ∈ S. On en déduit que l'application f ∶ S→C est continue
sur S et analytique sur S○. De plus, pour tout k ∈ {0,1}, on a

∑
n∈N

sup
t∈R
∥fn(k + ı̇t)∥Ak ≤ ∑

n∈N
∥fn∥F(A) < +∞

et donc la série converge normalement sur k + ı̇R dans Ak. Puisque Ak↪Σ(A), la série
∑n∈N fn converge uniformément vers f sur k+ı̇R dans Ak. Cela nous donne que les fonctions
dé�nies sur les réels t ↦ f(ı̇t) et t ↦ f(1 + ı̇t) sont bornées et continues dans A0 et A1

respectivement. Au total, f ∈ F(A) et on a pour tout k ∈ {0,1} et pour tout N ∈ N que

∥f −
N

∑
n=0

fn∥
F(A)
≤

+∞
∑

n=N+1
∥fn∥F(A)

où le membre de droite tend vers 0 lorsque N tends vers +∞.

Dé�nition 3.1.6. Soit A ∈ B et soit θ ∈ [0,1] ; on note Cθ(A) l'espace constitué des
a ∈ Σ(A) pour lesquels il existe une fonction f ∈ F(A) telle que f(θ) = a. On muni cet
espace de la norme

∥a∥Cθ(A) = inf
f∈F(A)
f(θ)=a

∥f∥F(A) .

Théorème 3.1.7. Soit θ ∈ [0,1] ; Cθ est un foncteur d'interpolation exactement d'exposant
θ sur la catégorie B.

Démonstration. SoitA ∈ B ; posons A = Cθ(A) et montrons que A est un espace de Banach.
On considère l'application

T ∶ F(A)→Σ(A) ∶ f ↦ f(θ).
L'application T est clairement linéaire. De plus, elle est continue car si f ∈ F(A), alors la
remarque 3.1.4 nous donne que

∥T (f)∥Σ(A) ≤ sup
z∈S
∥f(z)∥Σ(A) ≤ ∥f∥F(A) .

On en tire que ker(T ) = { f ∈ F(A) ∣ f(θ) = 0 } est un sous espace fermé de F(A). La
proposition 3.1.5 nous donne alors que l'espace quotient F(A)/ker(T ) est de Banach. Fi-
nalement, remarquons que les espaces F(A)/ker(T ) et A sont isométriques par l'application

T̃ ∶ F(A)/ker(T )→A ∶ [f] ↦ f(θ).
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Montrons maintenant que ∆(A)↪A.
Soit a ∈ ∆(A) ; on considère la fonction f ∶ z ↦ e(z−θ)

2
a. Il est clair que f ∈ F(A) et que

f(θ) = a. On peut aussi facilement montrer qu'il existe une constante C > 0 ne dépendant
pas de a pour laquelle on a

∥a∥A ≤ ∥f∥F(A) ≤ C ∥a∥∆(A) .

Montrons que A est intermédiaire.
Il ne reste plus qu'à montrer que A↪Σ(A). Soit a ∈ A ; pour ε > 0, considérons une fonction
f ∈ F(A) telle que f(θ) = a et telle que ∥f∥F(A) < ∥a∥A + ε. La remarque 3.1.4 nous donne
directement que

∥a∥Σ(A) = ∥f(θ)∥Σ(A) ≤ ∥f∥F(A) < ∥a∥A + ε.
L'inégalité entre les deux extrêmes étant valide quel que soit ε > 0, on conclut par passage
à la limite.
Montrons �nalement que Cθ est exactement d'exposant φ.
Soient A,B ∈ B et soit T ∶ A↝B ; on pose Mk = ∥T ∥Ak,Bk pour k ∈ {0,1}. Si a ∈ Cθ(A),
alors pour ε > 0 �xé, considérons une fonction f ∈ F(A) telle que f(θ) = a et telle que
∥f∥F(A) < ∥a∥Cθ(A) + ε. On considère alors la fonction

g ∶ S→Σ(B) ∶ z ↦M z−1
0 M−z

1 ⋅ (T ○ f)(z).

Puisque f ∈ F(A) et que T est linéaire et continue, il est clair que l'application g est
continue sur S et analytique sur S○. Soit k ∈ {0,1} ; puisqu'on a T ∶ A↝B , on sait que
T ∣Ak ∶ Ak→Bk et donc il est clair qu'on a l'inclusion g(k + ı̇R) ⊂ Bk. De plus, si t ∈ R, alors
on a

∥g(k + ı̇t)∥Bk =M
k−1
0 M−k

1 ∥T (f(k + ı̇t))∥Bk ≤M
k−1
0 M−k

1 Mk ∥f(k + ı̇t)∥Ak = ∥f(k + ı̇t)∥Ak .

On en déduit que g ∈ F(B) et que ∥g∥F(B) ≤ ∥f∥F(A). Posons C =M1−θ
0 M θ

1 , il est clair que
Cg ∈ F(B) et que Cg(θ) = T (a). On a alors

∥T (a)∥Cθ(B) ≤ ∥Cg∥F(B) = C ∥g∥F(B) ≤ C ∥f∥F(A) < C(∥a∥Cθ(A) + ε).

L'inégalité entre les deux extrêmes étant valable quel que soit ε > 0, on conclut par passage
à la limite.

3.2 Liens avec les méthodes réelles

La construction du foncteur Cθ fait intervenir le paramètre θ en tant que nombre réel et
non plus en tant que fonction puissance ce qui rend la généralisation à un paramètre fonc-
tionnel moins évidente. Cependant, on pourrait s'intéresser au résultat obtenu lorsqu'on
applique les méthodes réelles généralisées à un couple d'espaces obtenu via la méthode
complexe et inversement. Pour cela, introduisons le résultat suivant sans le démontrer [3].
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Proposition 3.2.1. Soit A ∈ B et soit θ ∈ [0,1] ; on a

Kθ,1(A)↪Cθ(A)↪Kθ,∞(A).

Puisque l'espace Cθ(A) est de Banach, la proposition 2.4.2 et la proposition précédente
montrent directement que Cθ(A) est de classe C(θ,A). Le théorème de réitération nous
permet directement d'arriver au résultat suivant.

Théorème 3.2.2. Soit A ∈ B et soient q ∈ [1,+∞], θ0, θ1 ∈]0,1[ tels que θ0 ≠ θ1 ; si φ est
une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1 et si on pose ψ(t) = φ(tθ1−θ0) ⋅ tθ0 pour
tout t > 0, alors on a

Kφ,q(Cθ0 ,Cθ1) = Kψ,q(A).

Le dernier résultat de cette section, beaucoup moins direct, est disponible dans [11] et
permet d'appliquer la méthode complexe à un couple d'espaces obtenus via la méthode
réelle.

Théorème 3.2.3. Soit A ∈ B et soient q0, q1 ∈ [1,+∞], φ0, φ1 deux fonctions de Boyd dont
les indices sont strictement compris entre 0 et 1 ; si θ ∈]0,1[, si on pose ψ = φ1−θ

0 φθ1 et si
q ∈ [1,+∞] véri�e 1

q = (1 − θ) 1
q0
+ θ 1

q1
, alors on a

Cθ(Kφ0,q(A),Kφ1,q(A)) = Kψ,q(A).
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4 Interpolations d'espaces fonctionnels

4.1 Espaces de Hölder

Dans cette section, nous allons nous intéresser à l'espace obtenu lorsque l'on applique la
méthode K à un couple d'espaces de Hölder. Pour cela, nous allons suivre le raisonnement
de [11] et d'abord appliquer la méthode K au couple spéci�que (C0

b ,C
1
b ). Ensuite, nous

utiliserons le théorème de réitération pour obtenir un résultat général.

Dé�nition 4.1.1. Soit φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1 et soit
f ∶ Rn→C ; on a

÷× f ∈ C0
b si f est continu et borné. On note alors ∥f∥C0

b
= ∥f∥L∞ = supx∈Rn ∣f(x)∣.

÷× f ∈ C1
b si f ∈ C0

b , si f est continument dérivable de dérivées bornées et si on a

∥f∥C1
b
= ∥f∥L∞ + sup

x,y∈Rn
x≠y

∣f(x) − f(y)∣
∣x − y∣ < +∞.

÷× f ∈ Cφ
b si f ∈ C0

b et si on a

∥f∥Cφ
b
= ∥f∥L∞ + sup

x,y∈Rn
x≠y

∣f(x) − f(y)∣
φ(∣x − y∣) < +∞.

14

Remarque 4.1.2. Les espaces Cφ
b généralisent les espaces de Hölder Cθ

b (avec 0 < θ < 1)
que l'on peut retrouver dans la littérature classique. On a en fait Cθ

b = C
ψθ
b où ψθ ∶ t↦ tθ.

Lemme 4.1.3. Soit f ∶ Rn→C une fonction continument dérivable ; si f est à support
compact, alors pour tout k ∈ {1, ..., n}, on a

∫
Rn
Dkf(x)dx = 0

où Dkf désigne la dérivée de f par rapport à sa kème composante.

Démonstration. Il est clair que f est intégrable sur Rn et donc le théorème de Fubini nous
donne que

∫
Rn
Dkf(x)dx = ∫

Rn−1
(∫

R
Dkf(x1, ..., xn)dxk)d(x1,⋯, xk−1, xk+1,⋯, xn).

Or on a

∫
R
Dkf(x1, ..., xn)dxk = lim

xk→+∞
f(x1, ..., xn) − lim

xk→−∞
f(x1, ..., xn) = 0

pour tout (x1,⋯, xk−1, xk+1,⋯, xn) ∈ Rn−1 .

14. Dans la suite de cette section, on se permettra de ne plus préciser que x, y ∈ Rn dans le suprémum
et de noter simplement sup

x≠y
.
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Théorème 4.1.4. Soit φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1 ; on a

Kφ,∞(C0
b ,C

1
b ) = Cφ

b

où l'égalité signi�e que les deux espaces possèdent les mêmes éléments et des normes équi-
valentes.

Démonstration. Commençons par montrer que Kφ,∞(C0
b ,C

1
b )↪C

φ
b .

Soit a ∈ Kφ,∞(C0
b ,C

1
b ) ; par dé�nition de K(1, a; (C0

b ,C
1
b )), on sait qu'il existe (a0, a1) ∈

C0
b ×C1

b qui véri�e a = a0 + a1 et

∥a0∥C0
b
+ ∥a1∥C1

b
≤ 2K(1, a).

On remarque alors que

∥a∥L∞ ≤ ∥a0∥L∞ + ∥a1∥L∞ + sup
x≠y

∣a1(x) − a1(y)∣
φ(∣x − y∣) = ∥a0∥C0

b
+ ∥a1∥C1

b
≤ 2K(1, a)

φ(1) . (8)

De plus, si x, y ∈ Rn et si x ≠ y, alors comme précédemment, il existe (a′0, a′1) ∈ C0
b ×C1

b qui
véri�e a = a′0 + a′1 et

∥a′0∥C0
b
+ ∣x − y∣ ∥a′1∥C1

b
≤ 2K(∣x − y∣, a).

On a alors

∣a(x) − a(y)∣
φ(∣x − y∣) ≤ ∣a

′
0(x) − a′0(y)∣
φ(∣x − y∣) + ∣a

′
1(x) − a′1(y)∣
φ(∣x − y∣)

≤
2 ∥a′0∥L∞
φ(∣x − y∣) + 2

∣x − y∣
φ(∣x − y∣)

∣a′1(x) − a′1(y)∣
∣x − y∣ + 2 ∣x − y∣

φ(∣x − y∣) ⋅ ∥a
′
1∥L∞

≤ 2

φ(∣x − y∣) (∥a
′
0∥L∞ + ∣x − y∣ (∥a

′
1∥L∞ + sup

x≠y

∣a′1(x) − a′1(y)∣
∣x − y∣ ))

≤ 2K(∣x − y∣, a)
φ(∣x − y∣) .

En utilisant (8) et l'inégalité précédente, la dé�nition de la norme sur Kφ,∞(C0
b ,C

1
b )

nous donne que

∥a∥Cφ
b
= 2K(1, a)

φ(1) + 2 supx≠y

K(∣x − y∣, a)
φ(∣x − y∣) ≤ 4 ∥a∥Kφ,∞(C0

b
,C1
b
) .

Montrons maintenant que Cφ
b ↪Kφ,∞(C0

b ,C
1
b ).

Soit a ∈ Cφ
b ; commençons par remarquer que puisque 0 < b(φ), le corollaire 1.1.11 nous

donne que limt→+∞φ(t) = +∞ et par dé�nition de K, on a

K(t, a)
φ(t) ≤

∥a∥C0
b
+ t ∥0∥C1

b

φ(t) =
∥a∥L∞
φ(t)
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quel que soit t > 0. On en tire qu'il existe une constante C > 0 telle que si t ≥ C, alors

K(t, a)
φ(t) ≤ ∥a∥C

φ
b
. (9)

Supposons donc que t < C et considérons f ∶ Rn→R+ une fonction continument dérivable,
à support compact dans Rn /{0} et d'intégrale 1. Pour tout x ∈ Rn, on pose

a
(t)
0 (x) =

1

tn ∫Rn(a(x) − a(x − y))f (
y

t
)dy

et

a
(t)
1 (x) =

1

tn ∫Rn a(x − y)f (
y

t
)dy = ∫

Rn
a(y)f (x − y

t
)dy.

On remarque alors que (a(t)0 , a
(t)
1 ) ∈ C0

b × C1
b et que a = a(t)0 + a

(t)
1 . De plus, si on note

sa = ∥a∥Cφ
b
− ∥a∥L∞ , alors, par dé�nition de φ, on a pour tout x ∈ Rn que

∣a(t)0 (x)∣ ≤
1

tn ∫Rn
∣a(x) − a(x − y)∣

φ(∣y∣) φ(∣y∣)f (y
t
)dy

≤ saφ(t)
tn ∫

Rn
φ(∣y∣

t
) f (y

t
)dy

= saφ(t)∫
Rn
φ (∣y′∣) f (y′)dy′

où la fonction y′ ↦ φ (∣y′∣) f (y′) est bien intégrable car, par le lemme 1.1.5 appliqué à
ln ○φ, la fonction φ est bornée sur le support de f . Notons C ′ la valeur de cette intégrale
pour le reste de la démonstration. En utilisant la première écriture de a(t)1 et ce qui vient
d'être obtenu, on arrive à

∥a(t)1 ∥
L∞
≤ ∥a(t)0 ∥

L∞
≤ C ′saφ(t). (10)

Soient x, y ∈ Rn tels que x ≠ y ; par le théorème des accroissements �nis, on sait qu'il existe
z1, ..., zn ∈ Rn pour lesquels on a

∣a(t)1 (x) − a
(t)
1 (y)∣ = ∣

n

∑
j=1
Dja

(t)
1 (zj)∣xj − yj ∣∣ ≤

n

∑
j=1
∥Dja

(t)
1 ∥

L∞
∣x − y∣. (11)

Étudions donc les dérivées partielles de a(t)1 : si k ∈ {1, ..., n}, alors le lemme précédent nous
donne que

Dka
(t)
1 (x) =

1

tn+1 ∫Rn a(x − y)f (
y

t
)dy = 1

tn+1 ∫Rn(a(x − y) − a(x))f (
y

t
)dy.
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Le même raisonnement que pour majorer a(t)0 (x) nous donne

∥Dka
(t)
1 ∥

L∞
≤ 1

t
C ′saφ(t).

Au total, en appliquant les inégalités (10) et (11) puis l'inégalité précédente, on obtient

K(t, a)
φ(t) ≤ 1

φ(t)
⎛
⎝
∥a(t)0 ∥

L∞
+ t
⎛
⎝
∥a(t)1 ∥

L∞
+ sup

x≠y

∣a(t)1 (x) − a
(t)
1 (y)∣

∣x − y∣
⎞
⎠
⎞
⎠

≤ (C ′sa + tC ′sa +C ′nsa)

≤ C ′(1 + t + n)(sa + ∥a∥L∞)

≤ C ′(1 +C + n) ∥a∥Cφ
b

où l'on a utilisé le fait que t < C pour la dernière inégalité.
En utilisant (9), on a donc bien montré que

∥a∥Kφ,∞(C0
b
,C1
b
) =max( sup

0<t<C

K(t, a)
φ(t) , sup

t≥C

K(t, a)
φ(t) ) ≤ C

′(1 +C + n) ∥a∥Cφ
b
.

Remarque 4.1.5. On peut faire le parallèle avec la théorie des espaces d'interpolation
classique [3]. Le théorème précédent nous donne directement.
Soit θ ∈]0,1[ ; on a

Kθ,∞(C0
b ,C

1
b ) = Cθ

b

où Kθ,∞ est le foncteur d'interpolation présenté dans la remarque 2.2.10.

Le théorème de réitération nous permet d'appliquer facilement la méthode K à des
espaces de Hölder généralisés Cφ

b :

Corollaire 4.1.6. Soient φ0, φ1, φ des fonctions de Boyd dont les indices inférieurs et
supérieurs sont strictement compris entre 0 et 1 ; si b(θ) > 0 ou b(θ) < 0 avec θ = φ1/φ0,
alors pour ψ = (φ ○ θ) ⋅ φ0 on a

Kφ,∞(Cφ0

b ,Cφ1

b ) = C
ψ
b .

4.2 Espaces de Lorentz

Nous allons maintenant appliquer la méthode K à un couple d'espaces de Lorentz.
Comme pour les espaces de Hölder, nous allons d'abord nous intéresser à un couple parti-
culier, ici (L1, L∞), avant de conclure avec le théorème de réitération. Pour ce faire, nous
allons adapter le raisonnement de [3] et d'abord calculer explicitement la valeur de la norme
K(t, ⋅ ; (L1, L∞)) quel que soit t > 0. Nous conclurons cette section en montrant le théorème
d'interpolation de Riesz-Thorin présenté dans l'introduction.
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Dé�nition 4.2.1. Soit (X,A, µ) un espace mesuré et soit f ∶ X→C une fonction mesu-
rable ; on dé�nit le réarrangement décroissant de f comme la fonction

f * ∶ R+0 →R+ ∶ t↦ inf { s > 0 ∣ df(s) ≤ t }

où df(s) = µ({ x ∈X ∣ ∣f(x)∣ > s }).

Nous allons présenter les principales propriétés du réarrangement décroissant. Le lecteur
intéressé pourra en retrouver les preuves dans la proposition 1.4.5 de [6].

Proposition 4.2.2. Soit (X,A, µ) un espace mesuré et soient f ∶X→C et g ∶X→C deux
fonctions mesurables ; on a

1. la fonction f* est décroissante

2. si t1, t2 > 0, alors (f + g)∗(t1 + t2) ≤ f*(t1) + g∗(t2)
3. si k ∈ C, alors (kf)∗ = ∣k∣f*

4. df = df*
5. si p ∈ [1,+∞], alors ∥f∥Lp(X,A,µ) = ∥f*∥Lp(R+0 ,dx)

Dé�nition 4.2.3. Soit (X,A, µ) un espace mesuré ; si φ est une fonction de Boyd telle
que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1 ou telle que φ ∈ {1, id} et si q ∈ [1,+∞], alors on dé�nit l'espace
Lφ,q(X,A, µ) comme le l'espace des fonctions mesurables f ∶X→C pour lesquelles la valeur

∥f∥Lφ,q(X,A,µ) = ∥φ ⋅ f
*∥
L∗q

est �nie. Comme il est d'usage pour ce type de construction, le passage à l'espace quotient
permet d'identi�er les fonctions qui coïncident µ-presque partout. On muni cet espace de
la quasi-norme 15 ∥ ⋅ ∥Lφ,q(X,A,µ).

A�n d'alléger les notations, �xons un espace mesuré (X,A, µ) pour le reste de cette
section et notons simplement Lφ,q au lieu de Lφ,q(X,A, µ).

Proposition 4.2.4. Soient φ est une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1 ou
telle que φ ∈ {1, id} et q ∈ [1,+∞] ; l'application ∥ ⋅ ∥Lφ,q est une quasi-norme.

Démonstration. Soient f, g ∈ Lφ,q ; considérons ε ∈]0,1[. Le point 2 de la proposition 4.2.2
nous donne que pour tout t > 0, on a

(f + g)*(t) ≤ f *((1 − ε)t) + g*(εt).

15. Une quasi-norme véri�e les mêmes propriétés qu'une norme à l'exception de l'inégalité triangulaire
qui est remplacée par ∥x + y∥ ≤ C(∥x∥ + ∥y∥) pour une constante C ≥ 1 indépendante de x et de y.
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On en déduit alors que

∥f + g∥Lφ,q = ∫
+∞

0
φ(t)(f + g)*(t)dt

t

≤ ∫
+∞

0
φ(t)f *((1 − ε)t)dt

t
+ ∫

+∞

0
φ(t)g*(εt)dt

t

= ∫
+∞

0

φ( t
1−ε)

φ(t) φ(t)f
*(t)dt

t
+ ∫

+∞

0

φ( tε)
φ(t)φ(t)g

*(t)dt
t

≤ φ( 1

1 − ε) ∥f∥Lφ,q + φ(
1

ε
) ∥g∥Lφ,q .

En prenant ε = 1/2, on obtient

∥f + g∥Lφ,q ≤ φ(2)(∥f∥Lφ,q + ∥g∥Lφ,q).

Les autres propriétés de découlent directement de la proposition 4.2.2.

Remarque 4.2.5. Les espaces Lφ,q sont une généralisation des espaces de Lorentz Lp,q
(avec 1 ≤ p, q ≤ +∞) que l'on peut retrouver dans la littérature classique. On a en fait
Lp,q = Lψ1/p,q où ψ1/p ∶ t ↦ t1/p en prenant la convention que 1

+∞ = 0. La proposition 4.2.2
nous donne alors que Lp,p = Lp quel que soit p ∈ [1,+∞]

Pour calculer explicitement la valeur de la norme K(t, ⋅ ; (L1, L∞)), nous auront besoins
de la version intégrale de l'inégalité de Minkowski et d'une écriture alternative de la norme
sur Lp [4].

Lemme 4.2.6. Soit p ∈ [1,+∞] et soit f ∈ Lp ; si q est le conjugué de Hölder 16 de p, alors
on a

∥f∥Lp = sup{ ∥fg∥L1
∣ g ∈ Lq et ∥g∥Lq = 1 }

où le suprémum est réalisé.

Démonstration. Commençons par remarquer que si f = 0, le résultat est trivialement véri�é
et supposons donc que ce n'est pas le cas dans la suite de la preuve.
Soit g ∈ Lq tel que ∥g∥Lq = 1 ; l'inégalité de Hölder nous donne que

∥fg∥L1
≤ ∥f∥Lp ⋅ 1.

On a donc montré que

∥f∥Lp ≥ sup{ ∥fg∥L1
∣ g ∈ Lq et ∥g∥Lq = 1 } .

16. C'est à dire que 1
p
+

1
q
= 1.
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Montrons l'inégalité inverse pour conclure.
Remarquons que l'on a p = q(p − 1) et posons g = fp−1/ ∥f∥p−1Lp

. On a bien ∥g∥Lq = 1 et on a
aussi

∥fg∥L1
=
∥fp∥L1

∥f∥p−1Lp

=
∥f∥pLp
∥f∥p−1Lp

= ∥f∥Lp .

Proposition 4.2.7. (Inégalité de Minkowski version intégrale) Soit p ∈ [1,+∞], soient
(X,A, µ) et (Y,A′, ν) deux espaces mesurés ; si f ∶X × Y →R+, alors on a

∥∫
Y
f( ⋅ , y)dν(y)∥

Lp(X,A,µ)
≤ ∫

Y
∥f( ⋅ , y)∥Lp(X,A,µ) dν(y).

Démonstration. Par le lemme précédent, si q est le conjugué de Hölder de p, alors par le
théorème de Tonelli, on a

∥∫
Y
f( ⋅ , y)dν(y)∥

Lp(X,A,µ)
= sup
∥g∥Lq=1

∥∫
Y
f( ⋅ , y)dν(y) ⋅ g( ⋅ )∥

L1(X,A,µ)

≤ sup
∥g∥Lq=1

∫
X
∫
Y
∣f(x, y)g(x)∣dν(y)dµ(x)

= sup
∥g∥Lq=1

∫
Y
∫
X
∣f(x, y)g(x)∣dµ(x)dν(y)

≤ ∫
Y

sup
∥g∥Lq=1

(∫
X
∣f(x, y)g(x)∣dµ(x))dν(y)

= ∫
Y
∥f( ⋅ , y)∥Lp(X,A,µ) dν(y).

Dans notre cas, seule l'expression de la norme K(t, ⋅ ; (L1, L∞)) nous intéresse. Cepen-
dant, une estimation de la norme K(t, ⋅ ; (Lr, L∞)) pour r > 0 est disponible dans [10].
Il est possible d'adapter le raisonnement de cette section en utilisant cette estimation [15]
cependant, cela n'est utile que lorsque l'on s'intéresse aux espaces de Lorentz Lp,q avec
0 < p < 1 ou 0 < q < 1. Ces espaces n'étant pas normés mais quasi-normés [6], ils sortent du
cadre de ce mémoire bien que la théorie s'adapte bien au cas des espaces quasi-normés [3,
11, 12].

Lemme 4.2.8. Soit a ∈ Σ(L1, L∞) ; on a

K(t, a; (L1, L∞)) = ∫
t

0
a*(s)ds

quel que soit t > 0.
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Démonstration. Soit t > 0 ; montrons d'abord que K(t, a; (L1, L∞)) ≤ ∫
t

0 a
∗(s)ds.

Posons pour tout x ∈X

a
(t)
0 (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a(x)(1 − a
*(t)
∣a(x)∣) si ∣a(x)∣ > a*(t)

0 sinon

et a(t)1 (x) = a(x) − a
(t)
0 (x). Si on pose

Et = { x ∈X ∣ a(t)0 (x) ≠ 0 } = { x ∈X ∣ ∣a(x)∣ > a*(x) }

alors on a µ(Et) = da(a*(t)) ≤ t < +∞ et

∥a(t)0 ∥
L1

= ∫
Et
(∣a(x)∣ − a*(t))dµ(x) = ∫

Et
∣a∣ dµ − µ(Et) ⋅ a*(t).

Notons at = aχEt , on a alors par dé�nition de a*, que (at)∗ = a*χ]0,µ(Et)[. Le point 5 de la
proposition 4.2.2 nous donne que

∫
Et
∣a∣ dµ = ∫

X
∣at∣ dµ = ∫

+∞

0
(at)∗(s) ds = ∫

µ(Et)

0
a*(s) ds.

Remarquons que par dé�nition de a* et de Et, la fonction a* est constante sur [µ(Et), t]
et donc

∥a(t)0 ∥
L1

= ∫
µ(Et)

0
a*(s) ds − µ(Et) ⋅ a*(t)

= ∫
µ(Et)

0
a*(s) ds + ∫

t

µ(Et)
a*(s)ds − (t − µ(Et))a*(t) − µ(Et) ⋅ a*(t)

= ∫
t

0
a*(s) ds + t ⋅ a*(t).

On véri�e directement que ∥a(t)1 ∥
L∞
= a*(t) et on obtient au total que

K(t, a; (L1, L∞)) ≤ ∥a(t)0 ∥
L1

+ t ⋅ ∥a(t)1 ∥
L∞
= ∫

t

0
a*(s) ds.

Montrons maintenant que ∫
t

0 a
∗(s)ds ≤ K(t, a; (L1, L∞)).

Soit (a0, a1) ∈ L1 × L∞ tel que a = a0 + a1 et soit ε > 0 ; le point 2 de la proposition 4.2.2
nous donne que

∫
t

0
a*(s)ds = ∫

t

0
a*((1 − ε)s + εs)ds

≤ ∫
t

0
(a0)∗((1 − ε)s)ds + ∫

t

0
(a1)∗(εs)ds

≤ 1

1 − ε ∥(a0)
∗∥L1
+ t ⋅ ∥(a1)∗∥L∞ .

70



Le point 5 de la proposition 4.2.2 nous permet d'a�rmer que ∥(a0)∗∥L1
= ∥a0∥L1

. Pour
conclure, remarquons que ∥(a1)∗∥L∞ = ∥a1∥L∞ : on pose A = { x ∈X ∣ ∣a(x)∣ > ∥a*∥L∞ }. Si
µ(A) > 0, alors pour tout t < µ(A), on aurait a*(t) > ∥a*∥L∞ .
Au total, on a

∫
t

0
a*(s)ds ≤ 1

1 − ε ∥a0∥L1
+ t ⋅ ∥a1∥L∞

quel que soit ε > 0 et quel que soit la décomposition (a0, a1) ∈ L1 ×L∞.

Théorème 4.2.9. Soit φ une fonction de Boyd telle que 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1 et soit
q ∈ [1,+∞] ; on a

Kφ,q(L1, L∞) = Lφ⋆,q
où φ⋆ ∶ t ↦ t/φ(t) a été introduit dans la remarque 1.1.16 et où l'égalité signi�e que les
deux espaces possèdent les mêmes éléments et les mêmes topologies.

Démonstration. Commençons par montrer que Kφ,q(L1, L∞)↪Lφ⋆,q.
Soit a ∈ Kφ,q(L1, L∞) ; si t > 0, alors par décroissance de a*, on a a(t) ≤ a(s) quel que soit
s ∈]0, t[ et donc le lemme 4.2.8 nous donne

t ⋅ a*(t) = ∫
t

0
a*(t)ds ≤ ∫

t

0
a*(s)ds = K(t, a; (L1, L∞)).

On a alors

∥a∥Lφ⋆,q = ∥
⋅ a*( ⋅ )
φ( ⋅ ) ∥

L∗q

≤ ∥K( ⋅ , a; (L1, L∞))
φ( ⋅ ) ∥

L∗q

= ∥a∥qKφ,q(L1,L∞) .

Montrons maintenant que Lφ⋆,q↪Kφ,q(L1, L∞).
Pour faciliter la lecture en travaillant avec des intégrales plutôt que des normes sur L∗q ,
supposons que q < +∞, l'autre cas se traitant de la même manière. Soit a ∈ Lφ⋆,q ; par le
lemme 4.2.8, on a

K(t, a; (L1, L∞)) = ∫
t

0
a*(s)ds = ∫

1

0
t ⋅ a*(st)ds.

quel que soit t > 0. La proposition 4.2.7 et le fait que φ(st)
φ(t) ≤ φ(s) pour s, t > 0 nous donnent

alors que

∥a∥Kφ,q(L1,L∞) = (∫
+∞

0
(∫

1

0

t

φ(t)a
*(st)ds)

q
dt

t
)
1/q

≤ ∫
1

0
(∫

+∞

0
( t

φ(t)a
*(st))

q
dt

t
)
1/q

ds

≤ ∫
1

0

φ(s)
s
(∫

+∞

0
( st

φ(st)a
*(st))

q
dt

t
)
1/q

ds

= ∫
1

0

φ(s)
s

ds ⋅ ∥a∥Lφ⋆,q
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où la fonction s↦ φ(s)
s est bien intégrable puisque 17 0 < b(φ) ≤ b(φ) < 1.

Le théorème de réitération nous permet maintenant d'appliquer la méthode K à des
espaces de Lorentz :

Corollaire 4.2.10. Soient φ0, φ1, φ des fonctions de Boyd dont les indices inférieurs et
supérieurs sont strictement compris entre 0 et 1 et soient q0, q1, q ∈ [1,+∞] ; si b(θ) > 0 ou
b(θ) < 0 avec θ = φ1/φ0, alors pour ψ = φ0/(φ ○ 1

θ) on a

Kφ,q(Lφ0,q0 , Lφ1,q1) = Lψ,q.

Démonstration. Le théorème précédent nous donne que pour tout k ∈ {0,1}, on a

Lφk,qk = Kφ⋆
k
,qk(L1, L∞).

Puisque φ⋆1
φ⋆0
= φ0

φ1
= 1
θ , on a

b(φ
⋆
1

φ⋆0
) = −b (θ) et b(φ

⋆
1

φ⋆0
) = −b (θ) .

Les hypothèses du théorème 2.4.4 sont donc véri�ées et on a

Kφ,q(Lφ0,q0 , Lφ1,q1) = Kφ,q(Kφ⋆0 ,q0(L1, L∞),Kφ⋆1 ,q1(L1, L∞)) = KΨ,q(L1, L∞)

avec Ψ = (φ ○ φ
⋆
1

φ⋆0
) ⋅ φ⋆0 = (φ ○ 1

θ) ⋅ φ⋆0. Finalement, en appliquant de nouveau le théorème
précédent, on obtient

KΨ,q(L1, L∞) = LΨ⋆,q

avec Ψ⋆ = ψ.

Remarque 4.2.11. Grâce au résultat précédent, on peut remarquer que l'interpolation
d'espaces Lp via la méthode K est un espace de Lorentz et donc que ces espaces sont
complets par la proposition 2.2.17. De plus, pour un bon choix de paramètre, on peut
obtenir à nouveau des espaces Lp.
Soient p0, p1 ∈ [1,+∞] tels que p0 ≠ p1 et soit θ ∈]0,1[ ; si 1

q = (1 − θ) 1
p0
+ θ 1

p1
, alors on a

Kψθ,q(Lp0 , Lp1) = Lq

où ψθ ∶ t↦ tθ.
En particulier, si 1 ≤ p0 < p < p1 ≤ +∞, alors Lp est un espace d'interpolation de (Lp0 , Lp1).

On déduit directement de cette remarque le théorème d'interpolation de Riesz-Thorin
présenté en introduction. Le cas où θ ∈ {0,1} étant trivial :

17. Il s'agit d'un raisonnement classique utilisé par exemple dans le lemme 1.1.21.
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Théorème 4.2.12. (Théorème d'interpolation de Riesz-Thorin) Soient X et Y deux es-
paces mesurés et soient p0, p1, q0, q1 ∈ [1,+∞] tels que p0 ≠ p1 et q0 ≠ q1 ; si T ∶ Lp0(X) +
Lp1(X)→Lq0(Y ) +Lq1(Y ) est une application linéaire qui véri�e

÷× T ∣Lp0(X) ∶ Lp0(X)→Lq0(Y ) est continu de norme opérateur M0,

÷× T ∣Lp1(X) ∶ Lp1(X)→Lq1(Y ) est continu de norme opérateur M1,

alors pour tout θ ∈ [0,1], l'application T ∣Lp(X) ∶ Lp(X)→Lq(Y ) est continue et véri�e

∥T ∥Lp(X),Lq(Y ) ≤M
1−θ
0 M θ

1

avec 1
p = (1 − θ) 1

p0
+ θ 1

p1
et 1

q = (1 − θ) 1
q0
+ θ 1

q1
.
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Liste des symboles

∥ ⋅ ∥A,B norme opérateur, page 2

B l'ensemble des fonctions de Boyd, page 4

b, b indices inférieur et supérieur de Boyd, page 4

φ⋆ complémentaire de la fonction de Boyd φ, page 9

φ⋆ notion alternative de complémentaire de la fonction de Boyd φ, page 9

B′ ensemble de fonctions de Boyd régulière avec hypothèse d'élasticité, page 9

∼ équivalence entre fonctions, page 10

N catégorie des espaces vectoriels normés, page 13

B catégorie des espaces de Banach, page 13

↪ inclusion continue, page 14

∆(A) espace intersection du couple A, page 15

Σ(A) espace somme du couple A, page 15

C catégorie des couples d'espaces compatibles de C, page 16
L∗q espace de Lebesgue muni de la mesure dx/x, page 23
f ⋆ g produit de convolution dans L∗q , page 24

Kφ,q foncteur d'interpolation suivant la méthode K, page 24

Jφ,q foncteur d'interpolation suivant la méthode J, page 37

S(a) ensemble des décompositions de a pour la méthode J, page 37

S ′(a) ensemble des décomposition discrètes de a pour la méthode J, page 38

CK,CJ,C classes d'espaces intermédiaires, page 45

F(A) ensemble des fonctions dé�nissant la méthode complexe pour A, page 51

Cθ foncteur d'interpolation suivant la méthode complexe, page 51

Cφ
b ,C

θ
b espaces de Hölder, page 52

f * réarrangement décroissant de f , page 56

Lφ,q, Lp,q espaces de Lorentz, page 56
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