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Introduction
La théorie des représentations des groupes vise à étudier les actions « linéaires » d’un groupe

sur des espaces vectoriels, en ce sens qu’elle considère les actions d’un groupe G sur des espaces
vectoriels V , où l’action de chaque élément du groupe G est une transformation linéaire de V .

Selon Weyl [9][29], la théorie des représentations des groupes a été en grande partie créée par
Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), dont la plus célèbre contribution fût d’introduire la théorie
des caractères. Le caractère d’une représentation d’un groupe G est la fonction qui à tout élément
g ∈ G, associe la trace de l’application linéaire correspondant à son action. Par après Issai Schur
(1875-1941), dans la continuation du travail de Frobenius, et Robert Lee Burnside (1926-2005),
indépendamment de ses travaux, ont trouvé une approche plus simple à la théorie en mettant
l’emphase sur les représentations matricielles des représentations de groupes plutôt que sur leurs
caractères.

La théorie des caractères est très puissante pour l’analyse des représentations des groupes finis,
et on peut se demander comment, à partir de la définition d’une représentation d’un groupe,
on peut bien penser à s’intéresser à la trace des éléments de ce groupe. En fait, la théorie des
représentations des groupes a d’abord été créée en termes de caractères, et comme le dit Hawkins
[6][144], si la théorie des représentations avait été créée en termes de représentations matricielles,
l’importance des caractères n’aurait peut-être pas été aussi facilement reconnue, alors que dans
l’ordre historique de son développement, la notion de caractère était centrale, de sorte que son
importance a été supposée dès le départ.

Dans ce mémoire, nous nous intéresserons particulièrement aux représentations du groupe sy-
métrique Sp et du groupe général linéaire GL(V ). Dans ce contexte, on s’intéresse particulièrement
aux représentations dites irréductibles, c’est-à-dire, les représentations pour lesquelles il n’est pas
possible de trouver un sous-espace propre qui soit invariant sous l’action du groupe. Ces repré-
sentations peuvent être considérées comme les plus simples possibles, mais il s’avère qu’elles sont
également des blocs de construction pour bon nombre de représentations, dites « complètement
réductibles ».

Nous nous occuperons de décrire toutes les représentations irréductibles du groupe symétrique
et de trouver celles qui se retrouvent dans les représentations tensorielles de GL(V ) (pour un espace
vectoriel V de dimension finie), i.e. des représentations V ⊗p sur lesquelles GL(V ) agit sur chacun
des facteurs. Le groupe symétrique agit naturellement sur V ⊗p et son action est compatible avec
celle de GL(V ). Ce lien entre les actions de GL(V ) et Sp sur le produit tensoriel V ⊗p nous mènera
à la dualité de Schur-Weyl, qui permet de décomposer le produit tensoriel en sous-représentations
irréductibles pour Sp et GL(V ). Cette dualité est ainsi nommée après Issai Schur, qui la découvrit
et Hermann Weyl qui la popularisa au travers de ses livres sur les groupes classiques et sur la
mécanique quantique. Si on travaille avec un produit tensoriel V ⊗ V , où V est complexe et de
dimension finie, on peut le décomposer

V ⊗ V = Sym2 V ⊕ Λ2 V

en ses tenseurs symétriques et antisymétriques. Chacun des termes est stable et irréductible pour
l’action de GL(V ) et a été construit à l’aide du groupe symétrique. Pour p ≥ 3, cette décomposition
n’est plus valable. Les puissances extérieures et symétriques sont bien en somme directe, mais leur
somme ne recouvre pas tout le produit tensoriel. La dualité de Schur-Weyl permet de généraliser
cette décomposition pour p ≥ 3. L’explication de cette dualité est l’objectif final de ce mémoire,
mais cette théorie est le point de départ pour l’étude des représentations tensoriels de GL(V )
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et de ses sous-groupes. Elle est de nos jours activement utilisée en mécanique quantique, plus
particulièrement en informatique quantique [1][10].

Le premier chapitre offre la définition du produit tensoriel entre espaces vectoriels, qu’il est
essentiel de maîtriser si l’on veut s’intéresser aux représentations tensorielles du groupe général
linéaire. La présentation suit principalement le livre de Greub [5]. On y présente ensuite les puis-
sances extérieures et symétriques. Dans [5], elles sont introduites pour des espaces vectoriels sur
des champs de caractéristique nulle, et dans [4], Fulton et Harris mentionnent que lorsque la ca-
ractéristique du champ sur laquelle on travaille est nulle, on peut les voir comme des sous-espaces
des produits tensoriels. On a donc regardé où cette hypothèse intervient dans cette affirmation
et la définition des puissances symétriques et extérieures est donnée pour des espaces vectoriels
sur des champs de caractéristique quelconque. Ce premier chapitre se termine par une petite in-
troduction aux modules sur des algèbres et au produit tensoriel de tels modules. On peut avec ce
formalisme réexprimer la définition d’une représentation en termes de module sur une algèbre, et
nous démontrerons la dualité de Schur-Weyl en ces termes.

Le second chapitre est consacré à poser les bases de la théorie des représentations. On y montre
comment, à partir de deux représentations d’un groupe, on peut en construire d’autres. On montre
également que toute représentation d’un groupe fini est complètement réductible, i.e. qu’on peut
l’écrire comme somme directe de représentations irréductibles.

Dans le troisième chapitre, on s’attaque à la théorie des caractères. On montre que toute
représentation d’un groupe fini est complètement déterminée par son caractère. Cette théorie
établit un lien fort entre les représentations irréductibles d’un groupe et ses classes de conjugaison.
Elle nous apprend que tout groupe fini possède un nombre fini de représentations irréductibles
inéquivalentes, et nous permet de décomposer n’importe laquelle de ses représentations en une
somme d’irréductibles (à condition de connaitre les représentations irréductibles du groupe en
question). On verra, sur l’exemple du groupe symétrique S4, que même si on ne connait pas
de prime abord toutes les représentations irréductibles d’un groupe, la connaissance qu’on a de
certaines d’entre-elles combinée à la théorie des caractères nous permet de les trouver toutes.

Après avoir reformulé dans le quatrième chapitre la théorie des représentations en termes de
modules, et étudié les représentations induites, on en vient, dans le chapitre 5, aux représenta-
tions irréductibles du groupe symétrique. Les tableaux et diagrammes de Young y jouent un rôle
central pour la description des représentations irréductibles du groupe symétrique. Ils permettent
de construire les symétriseurs de Young, qui à leur tour permettent de décomposer les puissances
tensorielles en irréductibles pour l’action du groupe général linéaire. Ces constructions permettent
d’exposer dans le dernier chapitre la dualité de Schur Weyl.
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Chapitre 1

Eléments d’algèbre multilinéaire

Dans ce premier chapitre sont présentées des notions de base d’algèbre multilinéaire et de
théorie des modules sur des algèbres. Le but est simplement de présenter les définitions du produit
tensoriel, des puissances extérieures et symétriques et d’un module sur une algèbre afin de pouvoir
s’en servir dans les chapitres suivants.

1.1 Produit tensoriel
Dans toute cette section, on considère des espaces vectoriels sur un champ K quelconque.

1.1.1 Définition
Présentons la définition du produit tensoriel à partir de sa caractérisation par la propriété

universelle suivante.

Définition 1.1.1. Soient E et F deux espaces vectoriels. Soient G un espace vectoriel et

φ : E × F → G

une application bilinéaire. Le couple (G,φ), est un produit tensoriel pour E et F s’il permet de
factoriser de manière unique toutes les applications bilinéaires définies sur le produit E × F . Plus
explicitement, si

ψ : E × F → H

est une application bilinéaire dans un espace vectoriel H quelconque, alors il existe une unique
application linéaire

f : G→ H

telle que
ψ = fφ

i.e. telle que le diagramme suivant
E × F G

H

ψ

φ

f

commute.
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Lorsque l’on part à la recherche d’un produit tensoriel, il peut s’avérer plus aisé de vérifier les
deux conditions suivantes.
Proposition 1.1.2. Soient E, F et G trois espaces vectoriels et

φ : E × F → G

une application bilinéaire. Le couple (G,φ) est un produit tensoriel pour E et F si et seulement si
(T1) Im(φ) = G ;
(T2) pour toute application bilinéaire

ψ : E × F → H

il existe f : G→ H telle que ψ = fφ.
Démonstration. Si (G,φ) est un produit tensoriel, alors pour toute application bilinéaire

ψ : E × F → H

il existe une unique application linéaire f : G → H telle que fφ = ψ. Ainsi (T2) est trivialement
vérifié et puisque l’application f est unique, on doit avoir G = Im(φ). En effet, dans le cas contraire,
si h : G→ H est une application non triviale s’annulant sur Im(φ), alors f + h permet également
de factoriser ψ.

A l’inverse, si (G,φ) vérifie (T1) et (T2), soit
ψ : E × F → H

une application bilinéaire. Alors il existe f : G→ H telle que
fφ = ψ

et cette condition détermine f de manière unique puisque G = Im(φ).

1.1.2 Existence
Soient E et F deux espaces vectoriels. Nous allons présenter deux constructions pour un produit

tensoriel de E et F . Nous aurons besoin de la défintion suivante.
Définition 1.1.3. SoitX un ensemble. On définit KX comme étant l’espace vectoriel des fonctions
définies sur X et à valeurs dans K de support fini. On peut alors considérer que X en est une base.
Pour cela, pour tout x ∈ X esoit

δx : X → K y 7→
{

0 si y 6= x
1 si y = x.

Alors KX =〉{δx | x ∈ X}〈 et {δx | x ∈ X} est un ensemble de fonctions linéairement indépen-
dantes, ce qui en fait une base de KX. L’application

δ : X → KX x 7→ δx

est injective, et son image est la base {δx | x ∈ X} de KX. Chaque élément δx de cette base peut
alors être identifié à un unique x ∈ X. En termes de notation, si

f =
n∑
i=1

λiδxi

on notera parfois

f =
n∑
i=1

λixi.
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A partir de bases pour E et F

Soient (ei)i∈I et (fj)j∈J des bases de E et F respectivement. Soit

ψ : E × F → H

une application bilinéaire. L’application ψ est entièrement déterminée par ses images sur les couples
(ei, fj), i.e. par ses images sur les éléments de l’ensemble

X = {(ei, fj) | i ∈ I, j ∈ J}.

Considérons alors l’espace vectoriel KX. L’application

f : KX → H (ei, fj) 7→ ψ(ei, fj)

est linéaire et permet de factoriser ψ ; on a, si x =
∑

i∈I xiei et y =
∑

j∈J yjfj

ψ(x, y) =
∑

i∈I,j∈J

xiyjψ(ei, fj)

=
∑

i∈I,j∈J

xiyjf(ei, fj)

= f

( ∑
i∈I,j∈J

xiyj(ei, fj)

)
.

Ainsi, l’application
φ : E × F → KX (x, y) 7→

∑
i∈I,j∈J

xiyj(ei, fj)

est bilinéaire, telle que
fφ = ψ

et permet de factoriser ψ de manière unique au travers de KX. Ceci fait de (KX,φ) un produit
tensoriel pour E et F .

A partir de K(E × F )

On peut également construire un produit tensoriel pour E et F sans passer par des bases de
ces derniers. Soit

ψ : E × F → H

une application bilinéaire. En utilisant la même logique que précédemment, on est tenté de consi-
dérer l’espace vectoriel K(E × F ) et de définir l’application linéaire

f : K(E × F ) → H (x, y) 7→ ψ(x, y)

afin de factoriser ψ. Cependant,

i : E × F → K(E × F ) (x, y) 7→ (x, y)

n’est pas bilinéaire. On a par exemple,

i(x+ x′, y) = (x+ x′, y)
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mais
i(x, y) + i(x′, y) = (x, y) + (x′, y).

En fait, K(E × F ) est trop gros. Si on veut considérer (x, y) + (x′, y) et (x + x′, y) comme étant
égaux, et plus généralement que les vecteurs

(λx+ µx′, y) et (x, λy + µy′)

soient égaux à
λ(x, y) + µ(x′, y) et λ(x, y) + µ(x, y′)

respectivement quels que soient x, x′ ∈ E, y, y′ ∈ F et λ, µ ∈ K, il suffit de les projeter sur le
quotient de K(E × F ) par N(E × F ), le sous-espace vectoriel de K(E × F ) engendré par des
vecteurs du type

(λx+ µx′, αy + βy′)− λα(x, y)− µα(x′, y)− λβ(x, y′)− µβ(x′, y′)

avec x, x′ ∈ E, y, y′ ∈ F et λ, µ, α, β ∈ K. Comme f s’annule sur N(E × F ), on peut passer au
quotient et définir l’application

f̃ : K(E × F )/N(E × F ) → H π(x, y) 7→ ψ(x, y).

Cette dernière est telle que
ψ(x, y) = f̃πi(x, y)

pour tous x ∈ E et y ∈ F , avec π : K(E×F ) → K(E×F )/N(E×F ) la projection sur le quotient
et

i : E × F → K(E × F ) (x, y) 7→ (x, y).

On vérifie que f̃ est unique et πi bilinéaire. Ainsi (K(E×F )/N(E×F ), πi) est un produit tensoriel
pour E et F .

1.1.3 Unicité
On a unicité du produit tensoriel à isomorphisme près.

Proposition 1.1.4. Soient E et F deux espaces vectoriels et (G,φ) et (G′, φ′) deux produits
tensoriels pour E et F . Il existe un isomorphisme f : G→ G′ tel que fφ = φ′.

Démonstration. Par définition, il existe f : G→ G′ tel que f(φ(x, y)) = φ′(x, y) et g : G′ → G tel
que φ(x, y) = g(φ′(x, y)).

E × F G

G′

φ′

φ

f

g

Par unicité on a gf = idG′ et fg = idG. L’application recherchée est f .

Définition 1.1.5. Soient E et F deux espaces vectoriels. Puisque le produit tensoriel pour E et
F est unique à isomorphisme près, on peut définir le produit tensoriel de E et F . On le note E⊗F
et

⊗ : E × F → E ⊗ F

est l’application bilinéaire associée. Les éléments de E ⊗ F sont appelés tenseurs et ceux de la
forme x⊗ y pour x, y ∈ E tenseurs simples.
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La proposition suivante ramène les conditions (T1) et (T2) que doit vérifier un couple (G,φ)
pour être un produit tensoriel en termes d’injectivité et surjectivité de l’application induite par φ
sur le produit tensoriel.

Proposition 1.1.6. Soient E et F deux espaces vectoriels et E ⊗ F leur produit tensoriel. Alors
si G est un espace vectoriel et

φ : E × F → G

une application bilinéaire, considérons f : E ⊗ F → G l’application induite par φ. On a que
(a) φ satisfait (T1)si et seulement si f est surjectif ;
(b) φ satisfait (T2) si et seulement si f est injectif .

Démonstration. (a) Si Im(φ) = G, montrons que f est surjectif. Soit g ∈ G. Alors il existe
n ∈ N0 et pour tout i ∈ {1, . . . , n}, xi ∈ E et yi ∈ F tels que

g =
n∑
i=1

φ(xi, yi)

=
n∑
i=1

f(xi ⊗ yi)

= f

(
n∑
i=1

xi ⊗ yi

)
.

Donc f est surjectif. Pour montrer la réciproque il suffit de remonter les égalités.
(b) Si φ satisfait (T2) alors il existe une application g : G → E ⊗ F telle que ⊗ = gφ et on a le

diagramme suivant.
E × F E ⊗ F

G

φ

⊗

f

g

Alors, si
∑n

i=1 xi ⊗ yi ∈ E ⊗ F et

f

(
n∑
i=1

xi ⊗ yi

)
= 0

on a

0 = gf

(
n∑
i=1

xi ⊗ yi

)

=
n∑
i=1

gf(xi ⊗ yi)

=
n∑
i=1

g(φ(xi, yi))

=
n∑
i=1

xi ⊗ yi.
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Et f est injectif. Maintenant supposons que f soit injectif. On peut définir g : G → E ⊗ F
en posant

g(φ(x, y)) = x⊗ y

sur Im(φ) (pour les valeurs prises par g en dehors de Im(φ), on peut par exemple poser g = 0
sur un supplémentaire de Im(φ) pour que ce soit bien défini). Si donc ψ : E × F → H est
une application bilinéaire, on peut alors composer l’application induite par ψ sur E⊗F avec
g pour factoriser ψ au travers de G.

1.1.4 Quelques propriétés
Proposition 1.1.7. Soient E et F deux espaces vectoriels.

(a) Si x ∈ E \ {0} et y ∈ F \ {0} alors x⊗ y 6= 0 ;
(b) si z ∈ E ⊗ F et z 6= 0 alors z admet une décomposition

z =
n∑
i=1

xi ⊗ yi

avec n ∈ N, xi ∈ E et yi ∈ F pour tout i ∈ {1, . . . , n} et où les vecteurs x1, . . . , xn (resp.
y1, . . . , yn) sont linéairement indépendants dans E (resp. F ) ;

(c) si
∑n

i=1 xi⊗ yi = 0 et les vecteurs y1, . . . , yn ∈ F sont linéairement indépendants alors xi = 0
pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Démonstration. (a) Soient x ∈ E et y ∈ F non nuls. Si x ⊗ y est nul, alors pour quelque
application linéaire définie sur E ⊗ F que ce soit, l’image de x ⊗ y sera nulle. Or x et y
étant non nuls, on peut trouver une application biliéaire définie sur E × F qui ne s’annule
pas en (x, y). Par exemple, en prenant des bases de E et F contenant x et y respectivement,
l’application

ψ : E × F → K (e, f) 7→ x∗(e)y∗(f)

où x∗ et y∗ sont les éléments associés à x et y dans les bases duales correspondantes est
bilinéaire et non nulle en (x, y). Ceci met à mal la propriété de factorisation du produit
tensoriel.

(b) Soit z ∈ E ⊗ F non nul. Par définition du produit tensoriel il existe n ∈ N est des vecteurs
xi ∈ E, yi ∈ F non nuls tels que

z =
n∑
i=1

xi ⊗ yi.

Prenons n ∈ N minimal et montrons que dans ce cas les vecteurs x1, . . . xn et y1, . . . yn sont
linéairement indépendants. Si ce n’est pas le cas, par exemple s’il existe λ1, . . . , λn−1 ∈ K
tels que

xn =
n−1∑
i=1

λixi

12



alors on obtient

z =
n∑
i=1

xi ⊗ yi

=
n−1∑
i=1

xi ⊗ yi + xn ⊗ yn

=
n−1∑
i=1

xi ⊗ yi +

(
n−1∑
i=1

λixi

)
⊗ yn

=
n−1∑
i=1

xi ⊗ (yi + λiyn).

Ceci contredit la minimalité de n.
(c) Soit i ∈ {1, . . . , n} et montrons que xi = 0. Les vecteurs y1, . . . , yn étant linéairement indé-

pendants, on peut les compléter pour obtenir une base B de F . Si xi 6= 0, il appartient à une
base B′ de E. Considérons alors l’application

ψ : E × F → K (e, f) 7→ x∗i (e)y
∗
i (f)

où x∗i et y∗i sont les éléments correspondants à xi et yi dans les bases duales de E∗ et F ∗.
Cette application est bilinéaire et telle que

ψ(xj, yj) = δij.

pour tout j ∈ {1, . . . , n}. Alors si f : E ⊗ F → K est l’application linéaire induite par ψ sur
le produit tensoriel, on obtient

0 = f

(
n∑
j=1

xj ⊗ yj

)

=
n∑
j=1

f(xj ⊗ yj)

=
n∑
j=1

ψ(xj, yj)

= 1

une contradiction.

Proposition 1.1.8. Si (ei)i∈I et (fj)j∈J sont des bases de E et F respectivement alors (xi⊗yj)i∈I,j∈J
est une base de E ⊗ F .

Démonstration. Cela se voit directement sur la construction du produit tensoriel donnée par KX
présentée à la sous-section 1.1.2. On conclut alors par unicité du produit tensoriel avec la Propo-
sition 1.1.4.

13



Corollaire 1.1.9. Si E et F sont deux espaces vectoriels de dimension finie, on a

dim(E ⊗ F ) = dim(E) dim(F ).

Enonçons sans démonstration la propriété suivante qui établit la distributivité du produit
tensoriel par rapport aux sommes directes.

Proposition 1.1.10. Soient (Eα)α∈A, (Fβ)β∈B deux familles d’espace vectoriels et pour tout
(α, β) ∈ A × B soit Eα ⊗ Fβ un produit tensoriel pour Eα et Fβ. Alors si E = ⊕α∈AEα et
F = ⊕β∈BFβ, on a E ⊗ F = ⊕α∈A,β∈BEα ⊗ Fβ.

1.1.5 Produit tensoriel de plusieurs espaces vectoriels
On peut tout à fait définir le produit tensoriel de plusieurs espaces vectoriels. La définition et

les constructions suivent les même étapes que pour le produit tensoriel de deux espaces vectoriels.

Définition 1.1.11. Soient E1, . . . , Ep (p ≥ 2) des espaces vectoriels. Le produit tensoriel E1 ⊗
· · · ⊗ Ep de E1, . . . , Ep est un espace vectoriel muni d’une application multilinéaire

⊗ : E1 × · · · × Ep → E1 ⊗ · · · ⊗ Ep

telle que pour tout application multilinéaire

ψ : E1 × · · · × Ep → H

dans un espace vectoriel H quelconque, il existe une unique application linéaire

f : E1 ⊗ · · · ⊗ Ep → H

telle que ψ = f⊗.

On a alors la propriété suivante, énoncée sans démonstration.

Proposition 1.1.12. Soient E1, . . . , Ep des espaces vectoriels. Pour tout i ∈ {1, . . . , p−1} il existe
un unique isomorphisme

f : (E1 ⊗ · · · ⊗ Ei)⊗ (Ei+1 ⊗ · · · ⊗ Ep) → E1 ⊗ · · · ⊗ Ep

tel que
f((x1 ⊗ · · · ⊗ xi)⊗ (xi+1 ⊗ · · · ⊗ xp)) = x1 ⊗ · · · ⊗ xp

et (E1 ⊗ · · · ⊗ Ei)⊗ (Ei+1 ⊗ · · · ⊗ Ep) est un produit tensoriel pour E1, . . . , Ep.

1.1.6 Produit tensoriel d’application linéaires
Soient E, E ′, F et F ′ quatre espaces vectoriels. Nous allons montrer que si E et F sont de

dimension finie, alors Hom(E⊗E ′, F⊗F ′) est un produit tensoriel pour Hom(E,F ) et Hom(E ′, F ′).

Définition 1.1.13. Soient f ∈ Hom(E,E ′) et g ∈ Hom(F, F ′). Alors l’application

E × F → E ′ ⊗ F ′ (x, y) 7→ f(x)⊗ g(y)

est bilinéaire et induit une application linéaire sur le produit tensoriel E ⊗ F . Cette application
est appelée produit tensoriel de f et g et on la note f ⊗ g. On a donc

f ⊗ g : E ⊗ F → E ′ ⊗ F ′ x⊗ y 7→ f(x)⊗ g(y).
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Remarque 1.1.14. La notation et appellation de l’application f ⊗ g définie ci-dessus est abusive
puisque il n’est pas dit que l’on puisse la considérer comme appartenant à Hom(E,E ′)⊗Hom(F, F ′).

Proposition 1.1.15. Soit

β : Hom(E,E ′)× Hom(F, F ′) → Hom(E ⊗ F,E ′ ⊗ F ′) (f, g) 7→ f ⊗ g.

Alors β est bilinéaire l’application linéaire induite sur le produit tensoriel est injective.

Démonstration. Soit

ψ : Hom(E,E ′)⊗ Hom(F, F ′) → Hom(E ⊗ F,E ′ ⊗ F ′)

l’application linéaire induite par β sur Hom(E,E ′)⊗Hom(F, F ′). Montrons que si z ∈ Hom(E,E ′)⊗
Hom(F, F ′)\{0} alors ψ(z) 6= 0. Par le second point de la Proposition 1.1.7 il existe n ∈ N et pour
tout i ∈ {1, . . . , n} des applications fi ∈ Hom(E,E ′), gi ∈ Hom(E,F ′) linéairement indépendantes
telles que

z =
n∑
i=1

fi ⊗ gi.
1

Si ψ(z) = 0, on a pour tous x ∈ E et y ∈ F

0 = ψ(z)(x⊗ y)

=
n∑
i=1

β(fi, gi)(x⊗ y)

=
n∑
i=1

fi(x)⊗ gi(y).

Si on choisit alors a ∈ E tel que f1(a) soit non nul, et si r est le plus grand nombre tel que
f1(a), . . . , fr(a) soient linéairement indépendants dans E, on obtient, pour tout y ∈ F ,

0 =
n∑
i=1

fi(a)⊗ gi(y)

=
r∑
i=1

fi(a)⊗ gi(y) +
n∑

i=r+1

(
r∑
j=1

λijfj(a)

)
⊗ gi(y)

=
r∑
i=1

fi(a)⊗

(
gi(y) +

n∑
j=r+1

λjigj(y)

)

où λij ∈ K sont tels que fi(a) =
∑r

j=1 λijfj(a) pour tous i ∈ {r + 1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , r}. Le
dernier point de la proposition 1.1.7 implique alors que

gi(y) +
n∑

j=r+1

λjigj(y) = 0

pour tous i ∈ {1, . . . , r}, y ∈ F et par suite les applications gi (i ∈ {1, . . . , n}) ne sont pas
linéairement indépendantes, une contradiction.

1. Ici la notation fi ⊗ gi est réservée aux éléments de Hom(E,E′)⊗ Hom(F, F ′) et ne désigne pas β(fi, gi). On
conservera ces conventions dans le cadre de cette preuve.
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Par la Proposition 1.1.6 et la précédente on obtient donc que l’espace vectoriel (Hom(E ⊗
F,E ′ ⊗ F ′), β) satisfait à (T2) et on a les corollaires suivants.

Corollaire 1.1.16. La paire (Im(β), β) est un produit tensoriel pour Hom(E,F ) et Hom(E ′, F ′).

Corollaire 1.1.17. Si E et F sont de dimension finie, on a l’égalité Im(β) = Hom(E⊗F,E ′⊗F ′)
et Hom(E ⊗ F,E ′ ⊗ F ′) est un produit tensoriel pour Hom(E,F ) et Hom(E ′, F ′).

Démonstration. Soient f ∈ Hom(E ⊗ F,E ′ ⊗ F ′), {e1, . . . , en} et {f1, . . . , fp} des bases de E et F
respectivement. Alors pour tous k ∈ {1, . . . , n} et j ∈ {1, . . . , p} on peut écrire f(ek ⊗ fj) comme
une combinaison linéaire

f(ek ⊗ fj) =

p(k,j)∑
i=1

x
(k,j)
i ⊗ y

(k,j)
i

où p(k,j) ∈ N et pour tout i ∈ {1, . . . , p(k,j)}, x(k,j)i ∈ E ′ et y(k,j)i ∈ F ′. Dans ce cas si on pose

φ
(k,j)
i : E → E ′ ek0 7→ δkk0x

(k,j)
i

et
ψ

(k,j)
i : F → F ′ fj0 7→ δjj0y

(k,j)
i

pour tout i ∈ {1, . . . , p} on obtient

f =
n∑
k=1

p∑
j=1

p(k,j)∑
i=1

β(φ
(k,j)
i , ψ

(k,j)
i ).

1.1.7 Exemples
Proposition 1.1.18. Soit E un espace vectoriel. Alors

E = K⊗E.

Démonstration. L’application bilinéaire ⊗ est donnée par la multiplication scalaire

⊗ : K×E → E (λ, x) 7→ λx.

On vérifie directement que (E,⊗) est alors un produit tensoriel pour K et E. Soit

ψ : K×E → H

une application bilinéaire. Alors si
f : E → H

est telle que ψ = f⊗ on doit avoir

f(x) = f(1⊗ x)

= ψ(1, x)
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pour tout x ∈ E. Ceci assure l’unicité de f et on vérifie que

f : E → H x 7→ ψ(1, x)

est telle que

f(λ⊗ x) = f(λx)

= ψ(1, λx)

= ψ(λ, x)

pour tous λ ∈ K et x ∈ E.

Proposition 1.1.19. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors

Hom(E,F ) = E∗ ⊗ F.

Démonstration. Soit E∗ ⊗ F un produit tensoriel pour E∗ et F . On va montrer que E∗ ⊗ F et
Hom(E,F ) sont isomorphes. Si m = dim(E) et n = dim(F ) on a

dim(Hom(E,F )) = dim(E) dim(F )

et
dim(E∗ ⊗ F ) = dim(E∗) dim(F ) = dim(E) dim(F ).

Ceci assure l’égalité des dimensions. Soit alors

E∗ × F → Hom(E,F ) (φ, y) 7→ (x 7→ φ(x)y).

Cette application est bilinéaire et induit donc une application linéaire

ψ : E∗ ⊗ F → Hom(E,F ) φ⊗ y 7→ (x 7→ φ(x)y).

L’application ψ est l’isomorphisme recherché. On peut par exemple montrer qu’elle est surjective.
Soit f ∈ Hom(E,F ). Si {e1, . . . , en} est une base de E et si {e∗1, . . . e∗n} est la base duale associée,
on a

f(x) = f(
n∑
i=1

e∗i (x)ei)

=
n∑
i=1

e∗i (x)f(ei)

=
n∑
i=1

ψ(e∗i ⊗ f(ei))(x)

pour tout x ∈ E et

f = ψ

(
n∑
i=1

(e∗i ⊗ f(ei))

)
.
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1.2 Puissances extérieures d’un espace vectoriel
D’abord, on rappelle quelques propriétés sur les applications alternées et antisymétriques, en-

suite on introduit la définition de la pe puissance extérieure d’un espace vectoriel et finalement, on
voit comment celle-ci peut-être considérée comme un sous-espace de ⊗pE. Pour bien voir l’impor-
tance de certaines propriétés 2, on travaille avec des espaces vectoriels sur un champ K quelconque
même si dans les chapitres qui suivent nous ne considérerons que des espaces vectoriels sur C.

1.2.1 Applications alternées et antisymétriques
Définition 1.2.1. Une application p-linéaire φ : E×· · ·×E → F est alternée si φ(x1, . . . , xp) = 0
dès qu’il existe i 6= j tel que xi = xj.

Définition 1.2.2. Une application p-linéaire φ : E × · · · × E → F est antisymétrique si σφ =
sign(σ)φ pour tout σ ∈ Sp, où (σφ)(x1, . . . , xp) = φ(xσ(1), . . . , xσ(p)).

Rappelons les quelques propriétés suivantes.

Lemme 1.2.3. Une application p-linéaire φ est antisymétrique si et seulement si τφ = −φ pour
toute transposition τ ∈ Sp.

Démonstration. Puisque toute permutation se factorise en un produit de transpositions, il suffit
de vérifier que

(σµ)φ = σ(µφ)

pour toutes permutations σ, µ ∈ Sp. Si x1, . . . , xp ∈ E, nous avons

σ(µφ)(x1, . . . , xp) = µφ(xσ(1), . . . , xσ(p))

= µφ(y1, . . . , yp)

= φ(yµ(1), . . . , yµ(p))

en posant yi = xσ(i). Or yµ(i) correspondant à xσ(µ(i)), on obtient

σ(µφ)(x1, . . . , xp) = φ(xσµ(1), . . . , xσµ(p)),

ce qu’on voulait.

Lemme 1.2.4. Toute application multilinéaire alternée est antisymétrique.

Démonstration. Soit φ : Ep → F une application multilinéaire alternée et (i, j) ∈ Sp une transpo-
sition. Si x1, . . . , xp ∈ E, on a

0 = φ(x1, . . . , xi + xj, . . . , xi + xj, . . . , xp)

= φ(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xp) + φ(x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xp),

ce qui implique (i, j)φ = −φ.

Lemme 1.2.5. Sur un champ de caractéristique différente de 2, une application est alternée si et
seulement si elle est antisymétrique.

2. On pense à la caractéristique.
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Démonstration. On sait déjà qu’une application alternée est antisymétrique, il reste à montrer la
réciproque. Soit φ : Ep → F une application multilinéaire antisymétrique. Si x1, . . . , xp ∈ E avec
xi = xj pour i différent de j, alors en considérant la transposition τ = (i, j), on obtient

τφ(x1, . . . , xp) = −φ(x1, . . . , xp)

puisque φ est antisymétrique et

τφ(x1, . . . , xp) = φ(x1, . . . , xp)

puisque xi = xj. Ceci implique
2φ(x1, . . . , xp) = 0,

ce qui nous permet de conclure puisque l’on travaille sur un champ de caractéristique différente de
deux.

1.2.2 Définition
Définissons la pe puissance extérieure d’un espace vectoriel E.

Définition 1.2.6. Soit E un espace vectoriel et p ≥ 2. Le couple (ΛpE,∧p), où ΛpE est un espace
vectoriel et

∧p : E × · · · × E → ΛpE

est une application p-linéaire alternée, est une pe puissance extérieure de E si pour toute application
p-linéaire alternée

ψ : E × · · · × E → F

il existe une unique application linéaire f : ΛpE → F telle que ψ = f∧p. On notera x1 ∧ · · · ∧ xp
l’image de (x1, . . . , xp) ∈ Ep par ∧p.

On a la propriété suivante qui est l’analogue de la proposition 1.1.2.

Proposition 1.2.7. Le couple (ΛpE,∧p) est une puissance extérieure pour E si et seulement si
les deux propriétés suivantes sont vérifiées.
(E1) Les éléments x1 ∧ · · · ∧ xp génèrent ΛpE ;
(E2) si ψ : E × · · · × E → F est une application multilinéaire alternée, il existe une application

linéaire f : ΛpE → F telle que ψ = f∧p.

Proposition 1.2.8. Soit E un espace vectoriel et p ≥ 2. Il existe une unique pe puissance extérieure
de E, à isomorphisme près.

Démonstration. L’unicité se montre comme pour le produit tensoriel. Pour l’existence, on va cher-
cher un espace vectoriel au travers duquel on peut factoriser toute application multilinéaire alternée
ψ : Ep → F de manière unique. On peut se servir du produit tensoriel ⊗pE qui nous permet de
factoriser l’application ψ, celle-ci étant multilinéaire. Il existe donc f : ⊗pE → F telle que le
diagramme suivant

Ep ⊗pE

F

ψ

⊗p

f
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est commutatif. Par contre
⊗p : Ep → ⊗pE

n’est pas nécéssairement alterné. Utilisons alors le fait que ψ est alterné. On a

f(x1 ⊗ · · · ⊗ xp) = 0

dès qu’il existe i 6= j tel que xi = xj. Soit Np(E) le sous-espace de ⊗pE engendré par des éléments
de la forme x1 ⊗ · · · ⊗ xp où xi = xj pour au moins une paire (i, j) telle que i 6= j. Comme
l’application f s’annule sur Np(E), elle induit une unique application f̃ définie sur le quotient
⊗pE/Np(E) telle que f = f̃π où π : ⊗pE → ⊗pE/Np(E) est la projection sur le quotient. Le
diagramme suivant résume la situation.

Ep ⊗pE ⊗pE/Np(E)

F

φ

⊗p

f

π

f̃

Pour une application ψ alternée quelconque, il existe donc une unique application linéaire f̃ définie
sur le quotient ⊗p(E)/Np(E) telle que φ = f̃π⊗p. De plus, comme π est linéaire et ⊗p est multi-
linéaire, l’application π⊗p est multilinéaire et elle est également alternée par définition de Np(E).
Le couple (⊗p(E)/Np(E), π⊗p) est donc une puissance extérieure pour E.

On peut alors parler de la puissance extérieure d’un espace vectoriel. Terminons cette section
en donnant une base de ΛpE.

Proposition 1.2.9. Soient E un espace vectoriel et p ≥ 2. Si (ei)i∈I est une base ordonnée pour
E, i.e. telle que l’ensemble d’indices I est muni d’un bon ordre, alors l’ensemble

B = {eν1 ∧ · · · ∧ eνp | ν1 < · · · < νp, νi ∈ I ∀i ∈ {1, . . . , p}}

est une base de Λp(E).

Démonstration. L’ensemble B étant une partie génératrice de ΛpE, il nous reste à montrer qu’il
s’agit également d’une partie libre. Notons J l’ensemble indiçant les éléments de base de B, i.e.

J = {(ν1, . . . , νp) | ν1 < · · · < νp, νi ∈ I ∀i ∈ {1, . . . , p}}.

Soit alors ∑
(ν1,...,νp)∈H

λν1...νpeν1 ∧ · · · ∧ eνp = 0

avec H ⊂ J un sous-ensemble fini de J . Montrons que pour tout p-uplet (j1, . . . , jp) ∈ H , on a
λj1...jp = 0. Soit donc (j1, . . . , jp) ∈ H et considérons

ψj1...jp : E × · · · × E → K (x1, . . . , xp) 7→ detj1...jp([x1]B , . . . , [xp]B)

où [xi]B est le vecteur des composantes de xi dans la base B et où on sélectionne les lignes
correspondant aux composantes sur ej1 , . . . , ejp pour le calcul du déterminant. 3 Cette application

3. On suppose donc que la dimension de E est supérieure ou égale à p. Dans le cas contraire, on a Λp E = 0 car
toute application multilinéaire alternée sur E est alors nulle.
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est multilinéaire et alternée, il existe donc une application linéaire f j1...jp : ΛpE → K telle que
ψj1...jp = f j1...jp∧p. On a alors

0 = f j1...jp

 ∑
(ν1,...,νp)∈H

λν1...νpeν1 ∧ · · · ∧ eνp


=

∑
(ν1,...,νp)∈H

λν1...νpf
j1...jp(eν1 ∧ · · · ∧ eνp)

=
∑

(ν1,...,νp)∈H

λν1...νpψ
j1...jp(eν1 , . . . , eνp)

= λj1...jp

puisque la matrice utilisée pour calculer ψj1...jp(eν1 , . . . , eνp) comporte au moins une colonne nulle
si (ν1 . . . , νp) 6= (j1, . . . , jp) et est l’identité sinon.

Définition 1.2.10. On pose Λ0E = K et Λ1E = E.

Corollaire 1.2.11. Si E est de dimension finie, dim(E) = n, alors

dim(ΛpE) =

(
n

p

)
si 0 ≤ n ≤ p et

dim(ΛpE) = 0

si p > n.

1.2.3 La puissance extérieure comme sous-espace du produit tensoriel
Vu la construction de pe puissance extérieure présentée à la proposition 1.2.8, on sait que l’on

peut projeter ⊗pE sur ΛpE. Nous allons ici montrer que l’on peut considérer ΛpE comme un
sous-espace vectoriel de ⊗pE.

Proposition 1.2.12. Soient E un espace vectoriel et p ≥ 2. L’application

h : Ep → ⊗pE (x1, . . . , xp) 7→
∑
σ∈Sp

sign(σ)xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(p)

est multilinéaire et alternée.

Démonstration. Soient x1, . . . , xp ∈ E avec xi = xj pour i, j ∈ {1, . . . , p}, i 6= j. Considérons H le
sous groupe de Sp engendré par la transposition (i, j), i.e. H = {(i, j), id}. Soit J ⊂ Sp un ensemble
de représentants des classes latérales à droite Hσ, σ ∈ Sp. L’image par h de (x1, . . . , xp) peut donc
s’écrire

h(x1, . . . , xp) =
∑
σ∈Sp

sign(σ)xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(p)

=
∑
µ∈J

∑
σ∈Hµ

sign(σ)xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(p).
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Or si µ ∈ J , on a Hµ = {µ, (i, j)µ}. Ainsi Hµ se compose de deux permutations de signature
opposée et

h(x1, . . . , xp) =
∑
µ∈J

sign(µ)
(
xµ(1) ⊗ · · · ⊗ xµ(p) − x(i,j)µ(1) ⊗ · · · ⊗ x(i,j)µ(p)

)
.

Montrons alors que
xµ(1) ⊗ · · · ⊗ xµ(p) − x(i,j)µ(1) ⊗ · · · ⊗ x(i,j)µ(p) (1.1)

est nul pour tout µ ∈ J . Ceci suffira pour montrer que h(x1, . . . , xp) = 0 et que h est alterné. Soit
donc µ ∈ J . Posons k = µ−1(i) et l = µ−1(j). On obtient alors que 1.1, i.e.

xµ(1) ⊗ · · · ⊗ xµ(k) · · · ⊗ xµ(l) ⊗ · · · ⊗ xµ(p) − x(i,j)µ(1) ⊗ · · · ⊗ x(i,j)µ(k) · · · ⊗ x(i,j)µ(l) ⊗ · · · ⊗ x(i,j)µ(p)

peut se réécrire comme comme

xµ(1) ⊗ · · · ⊗ xi ⊗ · · · ⊗ xj ⊗ · · · ⊗ xµ(p) − x(i,j)µ(1) ⊗ · · · ⊗ x(i,j)i · · · ⊗ x(i,j)j ⊗ · · · ⊗ x(i,j)µ(p)

qui est bien nul puisque xi = xj.

L’application h définie ci-dessus induit donc une application sur la pe puissance extérieure de
E. On montre que cette application est injective.
Proposition 1.2.13. Soient E un espace vectoriel et p ≥ 2. L’application linéaire

i : ΛpE → ⊗pE x1 ∧ · · · ∧ xp 7→
∑
σ∈Sp

sign(σ)xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(p) (1.2)

est injective.
Démonstration. L’application i est, par la proposition précédente et définition de ΛpE, bien définie.
Montrons qu’elle est injective. Soit (ei)i∈I une base de E. Montrons que si i(z) = 0, alors z = 0.
Par la proposition 1.2.9, on peut écrire

z =
∑

(j1,...,jp)∈H

λj1...jpej1 ∧ · · · ∧ ejp

où H est un ensemble fini de p-uplets (j1, . . . , jp) tels que j1 < · · · < jp et jk ∈ I pour tout
k ∈ {1, . . . , p}. On a alors

0 = i(z)

= i

 ∑
(j1,...,jp)∈H

λj1...jpej1 ∧ · · · ∧ ejp


=

∑
(j1,...,jp)∈H

λj1...jpi(ej1 ∧ · · · ∧ ejp)

=
∑

(j1,...,jp)∈H

λj1...jp

∑
σ∈Sp

sign(σ)ejσ(1)
⊗ · · · ⊗ ejσ(p)

 .

Or les éléments ejσ(1)
⊗ · · · ⊗ ejσ(p)

((j1, . . . , jp) ∈ H et σ ∈ Sp) font partie d’une base de ⊗pE et
sont tous différents (puisqu’on a pris j1 < · · · < jp). De là,

λj1...jp = 0

pour tout (j1, . . . , jp) ∈ H et z = 0.
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Définition 1.2.14. Soient E un espace vectoriel et p ≥ 2. L’image de ΛpE par 1.2 est notée
Xp(E).

Corollaire 1.2.15. Soient E un espace vectoriel et p ≥ 2. Le sous-espace vectoriel Xp(E) de ⊗pE
une pe puissance extérieure pour E.

Si on travaille sur un champ de caractéristique différente de 2, on peut caractériser Xp(E) en
termes de tenseurs antisymétriques.

Définition 1.2.16. Soient E un espace vectoriel et p ≥ 2. Un tenseur z ∈ ⊗pE est antisymétrique
si

σz = sign(σ)z
pour tout σ ∈ Sp et où l’action de σ ∈ Sp sur ⊗pE est définie par

σ · (x1 ⊗ · · · ⊗ xp) = xσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ xσ−1(p)

pour tout x1, . . . , xp ∈ E.

Proposition 1.2.17. L’ensemble Xp(E) est un ensemble de tenseurs antisymétriques. Sur un
champ de caractéristique différente de 2, il s’agit de l’ensemble des tenseurs antisymétriques.

Démonstration. Soient x1, . . . , xp ∈ E et σ ∈ Sp. Posons

z =
∑
µ∈Sp

sign(µ)xµ−1(1) ⊗ · · · ⊗ xµ−1(p),

un élément générateur de Xp(E). On a

σz = σ

∑
µ∈Sp

sign(µ)xµ−1(1) ⊗ · · · ⊗ xµ−1(p)


=
∑
µ∈Sp

sign(µ)σµ (x1 ⊗ · · · ⊗ xp)

= sign(σ)
∑
µ∈Sp

sign(σµ)σµ (x1 ⊗ · · · ⊗ xp)

= sign(σ)z.

Si maintenant on travaille sur un champ de caractéristique différente de 2, soit z ∈ ⊗pE tel que
σz = sign(σ)z pour tout σ ∈ Sp. Regardons ce qu’il se passe sur les coefficients qui représentent
z dans une base de ⊗pE. Soient donc B une base de E et e1, . . . , en les vecteurs de base qui
apparaissent dans la décomposition de z. Autrement dit, il existe λi1,...,ip (i1, . . . , ip ∈ {1, . . . , n})
des coefficients tels que

z =
n∑

i1=1

· · ·
n∑

ip=1

λi1,...,ipei1 ⊗ · · · ⊗ eip .
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Pour toute permutation σ ∈ Sp, on peut donc écrire

σz =
n∑

i1=1

· · ·
n∑

ip=1

λi1,...,ipσ(ei1 ⊗ · · · ⊗ eip)

=
n∑

i1=1

· · ·
n∑

ip=1

λi1,...,ipeiσ−1(1)
⊗ · · · ⊗ eiσ−1(p)

=
n∑

i1=1

· · ·
n∑

ip=1

λiσ(1),...,iσ(p)
ei1 ⊗ · · · ⊗ eip .

Comme σz = sign(σ)z, on a alors sign(σ)λi1,...,ip = λiσ(1),...,iσ(p)
pour tous i1, . . . , ip ∈ {1, . . . , n} et

σ ∈ Sp. Si donc on prend ik = il pour l et k différents, on a, en prenant la permutation (k, l)

λi1,...,ip = −λi1,...,ip

ce qui implique λi1,...,ip = 0. 4 Au final, on peut écrire

z =
∑

1≤i1<···<ip≤n

∑
σ∈Sp

λiσ(1),...,iσ(p)
eiσ(1)

⊗ · · · ⊗ eiσ(p)

=
∑

1≤i1<···<ip≤n

∑
σ∈Sp

sign(σ)λi1,...,ipeiσ(1)
⊗ · · · ⊗ eiσ(p)

=
∑

1≤i1<···<ip≤n

λi1,...,ip

∑
σ∈Sp

sign(σ)eiσ−1(1)
⊗ · · · ⊗ eiσ−1(p)


et z ∈ Xp(E).

Si on travaille sur un champ de caractéristique nulle, la proposition suivante nous donne un
projecteur de ⊗pE sur Xp(E).

Proposition 1.2.18. Soient E un espace vectoriel sur un champ de caractéristique nulle et p ≥ 2.
L’application

πA : ⊗pE → Xp(E) x1 ⊗ · · · ⊗ xp 7→
1

p!

∑
σ∈Sp

sign(σ)xσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ xσ−1(p)

est un projecteur dont le noyau est Np(E). On a alors ⊗pE = Np(E)⊕Xp(E) et l’isomorphisme
entre Xp(E) et ⊗pE/Np(E) 5 est donné par le passage de πA au quotient.

Pour démontrer cette proposition nous nous servirons du lemme suivant.

Lemme 1.2.19. Soient z ∈ ⊗pE et σ ∈ Sp. Alors z − sign(σ)σz appartient à Np(E).

Démonstration. Par linéarité, il suffit de démontrer le résultat pour des générateurs de ⊗pE. On
procède par récurrence sur le nombre de transpositions présentes dans la décomposition de σ. Soit
x1 ⊗ · · · ⊗ xp ∈ ⊗pE.

4. C’est ici qu’intervient l’hypothèse sur la caractéristique du champ.
5. Il s’agit des deux constructions de puissance extérieure présentées jusqu’à présent.
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Si σ = (i, j), on a

x1 ⊗ · · · ⊗ xi + xj ⊗ · · · ⊗ xi + xj ⊗ · · · ⊗ xp

= x1 ⊗ . . . xi ⊗ · · · ⊗ xj ⊗ · · · ⊗ xp + x1 ⊗ . . . xi ⊗ · · · ⊗ xi ⊗ · · · ⊗ xp

+ x1 ⊗ . . . xj ⊗ · · · ⊗ xj ⊗ · · · ⊗ xp + x1 ⊗ . . . xj ⊗ · · · ⊗ xi ⊗ · · · ⊗ xp,

ce qui implique

x1 ⊗ · · · ⊗ xp + (ij)x1 ⊗ · · · ⊗ xp

= x1 ⊗ . . . xi ⊗ · · · ⊗ xj ⊗ · · · ⊗ xp + x1 ⊗ . . . xj ⊗ · · · ⊗ xi ⊗ · · · ⊗ xp

= x1 ⊗ · · · ⊗ xi + xj ⊗ · · · ⊗ xi + xj ⊗ · · · ⊗ xp

− x1 ⊗ . . . xj ⊗ · · · ⊗ xj ⊗ · · · ⊗ xp − x1 ⊗ . . . xi ⊗ · · · ⊗ xi ⊗ · · · ⊗ xp

et cette dernière expression appartient bien à Np(E). On conlut par linéarité.
Si maintenant σ = τµ, où τ, µ ∈ Sp satisfont la propriété visée, on a

z − sign(µ)µz ∈ Np(E)

et
sign(µ)µz − sign(τ)τ(sign(µ)µz) ∈ Np(E).

Ceci implique

z − sign(σ)σz = (z − sign(µ)µz) + (sign(µ)µz − sign(τµ)τµz) ∈ Np(E).

Preuve de la proposition 1.2.18. L’application πA est bien définie 6 et à valeurs dans Xp(E). Elle
est surjective par définition de Xp(E). Montrons que π2

A = πA. Pour tout z ∈ ⊗pE, on a

π2
A(z) = πA

 1

p!

∑
σ∈Sp

sign(σ)σz


=

1

p!

∑
σ∈Sp

sign(σ)πA(σz)

=
1

p!

∑
σ∈Sp

sign(σ)

 1

p!

∑
µ∈Sp

sign(µ)µ(σz)


=

1

(p!)2

∑
σ∈Sp

∑
µ∈Sp

sign(µσ)(µσ)z

=
1

p!

∑
σ∈Sp

πA(z)

= πA(z).

6. Il suffit de considérer l’application induite par 1
p!h sur le produit tensoriel, en reprenant les notations de la

proposition 1.2.12.
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Ainsi πA est bien un projecteur de ⊗pE sur Xp(E). Montrons que ker πA = Np(E). L’inclusion
Np(E) ⊂ ker πA se montre aisément car si x1, . . . , xp ∈ E avec xi = xj pour une certaine paire
(i, j) (i 6= j), on a

πA(x1 ⊗ · · · ⊗ xp) =
1

p!
h(x1, . . . , xp) = 0

par la proposition 1.2.12. Pour montrer l’autre inclusion, soit z ∈ ⊗p(E) tel que πA(z) = 0. On a
alors

z = z − πA(z)

=
1

p!

∑
σ∈Sp

z

−

∑
σ∈Sp

sign(σ)σz


=

1

p!

∑
σ∈Sp

z − sign(σ)σz

et le lemme précédent nous permet de conclure.

1.3 Puissances symétriques d’un espace vectoriel
Dans cette section on présente les pe puissances symétriques d’un espace vectoriel E. Beaucoup

de choses étant analogues à ce que l’on a déjà fait pour les puissances extérieures, on se permettra
d’être plus bref.

1.3.1 Définition
Les pe puissances extérieures sur un espace vectoriel E permettent de factoriser des applications

multilinéaires symétriques définies sur E × · · · × E de manière unique.

Définition 1.3.1. Une application p-linéaire ψ : E×· · ·×E → F est symétrique si ψ(x1, . . . , xp) =
ψ(xσ(1), . . . , xσ(p)) pour toute permutation σ ∈ Sp.

Définition 1.3.2. Soient E un espace vectoriel et p ≥ 2. Le couple (SympE, • p), où SympE est
un espace vectoriel et

• p : E × · · · × E → SympE

est une application p-linéaire symétrique est une pe puissance symétrique de E si pour toute
application p-linéaire symétrique

ψ : E × · · · × E → F

il existe une unique application linéaire f : SympE → F telle que ψ = f • p. On notera x1 • . . . • xp
l’image de (x1, . . . , xp) ∈ Ep par • p.

Proposition 1.3.3. Soient E un espace vectoriel et p ≥ 2. Il existe une unique pe puissance
symétrique pour E à isomorphisme près.
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Démonstration. On esquisse la preuve. L’unicité se montre comme pour le produit tensoriel et
pour l’existence, on montre que

SympE = ⊗pE/Mp(E)

où Mp(E) est le sous-espace de ⊗pE engendré par des tenseurs de la forme

x1 ⊗ · · · ⊗ xp − xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(p)

avec x1, . . . , xp ∈ E et σ ∈ Sp muni de la projection sur le quotient convient.

Pour donner une base de SympE, on va procéder comme pour les puissances extérieures. On
aura besoin du pendant du déterminant pour les applications symétriques.

Définition 1.3.4. Soit A ∈ Mat(n × n,K) une matrice. Le permanent de A, noté perm(A), est
donné par

perm(A) =
∑
σ∈Sn

a1σ(1) . . . anσ(n).

Proposition 1.3.5. Soient E un espace vectoriel et p ≥ 2. Si (ei)i∈I est une base ordonnée pour
E, i.e. telle que l’ensemble d’indices I est muni d’un bon ordre, alors l’ensemble

B = {eν1 • . . . • eνp | ν1 ≤ · · · ≤ νp, νi ∈ I ∀i ∈ {1, . . . , p}}

est une base de Symp(E).

Démonstration. L’ensemble B est une partie génératrice, montrons qu’elle est libre. Soit une com-
binaison linéaire nulle ∑

(ν1,...,νp)∈H

λν1...νpeν1 • . . . • eνp = 0

où H est un sous-ensemble fini de

{(ν1, . . . , νp) | ν1 ≤ · · · ≤ νp, νi ∈ I ∀i ∈ {1, . . . , p}}.

Prenons (j1, . . . , jp) ∈ H et montrons que λj1...jp = 0. On veut procéder comme pour la proposition
1.2.9 et trouver une application ψj1...jp : Ep → K multilinéaire et symétrique telle que

ψj1...jp(eν1 , . . . , eνp) =

{
0 si (ν1 . . . , νp) 6= (j1, . . . , jp)
6= 0 si (ν1 . . . , νp) = (j1, . . . , jp).

On est alors tenté de prendre

ψj1...jp = permj1,...,jp : (x1, . . . , xp) 7→
∑
σ∈Sp

[x1]jσ(1)
. . . [xp]jσ(p)

l’application qui calcule le permanent de la matrice dont la ie colonne est formée des composantes
de xi sur les vecteurs de base ej1 , . . . , ejp . On a alors bien

ψj1...jp(eν1 , . . . , eνp) = 0

si (ν1, . . . , νp) 6= (j1, . . . , jp). Par contre, si (ν1, . . . , νp) = (j1, . . . , jp), il ne s’agit pas toujours de
calculer le permanent de la matrice identité puisqu’on peut avoir des égalités entre j1, . . . , jp, i.e.
avoir des blocs de 1

1 . . . 1
... ...
1 . . . 1

27



sur la diagonale de la matrice dont on veut calculer le permanent. Sur un champ de caractéristique
non-nulle, cela pourrait poser problème si on veut

ψj1...jp(ej1 , . . . , ejp) 6= 0.

Pour éviter cet écueil, on va modifier la définition de ψj1...jp . Soit G le sous-groupe de Sp tel que
(jg(1), . . . , jg(p)) = (j1, . . . , jp) pour tout g ∈ G. Pour n’importe quelle classe latérale Gσ, σ ∈ Sp,
on a

jσ′(i) = jgσ(i) = jσ(i)

pour tout σ′ = gσ ∈ Gσ. Alors, si (x1, . . . , xp) ∈ Ep, on peut définir

ψj1,...,jp(x1, . . . , xp) =
∑

Gσ∈G\Sp

[x1]jσ(1)
. . . [xp]jσ(p)

en sommant sur les classes latérales à droites de G, i.e. en additionnant un seul terme par classe
latérale, au lieu d’ajouter |G| fois le même terme pour chaque classse latérale. L’application ψj1,...jp
ainsi définie est bilinéaire et symétrique. On a en effet, pour tout µ ∈ Sp,

ψj1,...,jp(xµ(1), . . . , xµ(p)) =
∑

Gσ∈G\Sp

[
xµ(1)

]
jσ(1)

. . .
[
xµ(p)

]
jσ(p)

=
∑

Gσ∈G\Sp

[x1]jσµ−1(1)
. . . [xp]jσµ−1(p)

=
∑

Gσ∈G\Sp

[x1]jσ(1)
. . . [xp]jσ(p)

car si {σ1, . . . , σk} est un ensemble de représentants pour les classes latérales à droite de G, alors
{σ1µ−1, . . . , σkµ

−1} l’est aussi. Avec cette définition, on a alors

ψj1,...,jp(ej1 , . . . , ejp) = 1

et on conclut comme dans la proposition 1.2.9 que λj1,...,jp = 0 en utilisant la propriété de factori-
sation de SympE.

Définition 1.3.6. On pose Sym0E = K et Sym1E = E.

Corollaire 1.3.7. Si E est de dimension finie, dim(E) = n, on a

dim(SympE) =

(
n+ p− 1

p

)
pour tout p ≥ 0.

1.3.2 La puissance symétrique comme sous-espace du produit tensoriel
On peut, comme pour la pe puissance extérieure de E, considérer la pe puissance symétrique

de E comme sous-espace vectoriel de ⊗pE. Là où pour ΛpE on a fait l’hypothèse de travailler
sur un champ de caractéristique nulle à partir du moment où on cherchait un projecteur de ⊗pE
sur Xp(E) 7, on fera cette même hypothèse ici plus tôt : dès la description de SympE comme
sous-espace de ⊗pE.

7. Confer 1.2.18.
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Proposition 1.3.8. Soient E un espace vectoriel et p ≥ 2. L’application

s : Ep → ⊗pE (x1, . . . , xp) 7→
∑
σ∈Sp

xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(p)

est multilinéaire et symétrique.

Proposition 1.3.9. Soient E un espace vecoriel sur un champ de caractéristique nulle et p ≥ 2.
L’application linéaire

i : SympE → ⊗pE x1 • . . . • xp 7→
∑
σ∈Sp

xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(p) (1.3)

est injective.

La démonstration de la proposition 1.3.9 se fait comme pour la proposition 1.2.13 en faisant
l’hypothèse supplémentaire de caractéristique nulle puisque dans la base de SympE donnée par la
proposition 1.3.5, on peut répéter le même indice plusieurs fois.

Définition 1.3.10. Soient E un espace vectoriel sur un champ de caractéristique nulle et p ≥ 2.
L’image de SympE par 1.3 est noté Y p(E).

Corollaire 1.3.11. Soient E un espace vectoriel sur un champ de caractéristique nulle et p ≥ 2.
Le sous-espace vectoriel Y p(E) de ⊗pE une pe puissance symétrique pour E.

Définition 1.3.12. Soient E un espace vectoriel et p ≥ 2. Un tenseur z ∈ ⊗pE est symétrique si

σz = z

pour tout σ ∈ Sp.

Proposition 1.3.13. Soit E un espace vectoriel sur un champ de caractéristique nulle. L’ensemble
Y p(E) est l’ensemble des tenseurs symétriques de ⊗pE.

Proposition 1.3.14. Soient E un espace vectoriel sur un champ de caractéristique nulle et p ≥ 2.
L’application

πS : ⊗pE → Y p(E) x1 ⊗ · · · ⊗ xp 7→
1

p!

∑
σ∈Sp

xσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ xσ−1(p)

est un projecteur dont le noyau est Mp(E). On a alors ⊗pE =Mp(E)⊕ Y p(E) et l’isomorphisme
entre Y p(E) et ⊗pE/Mp(E) 8 est donné par le passage de πS au quotient.

Terminons cette section par une dernière proposition qui s’avérera être utile.

Proposition 1.3.15. Soit E un espace vectoriel sur un champ de caractéristique nulle et p ≥ 2.
Alors Y p(E) est engendré par

{x⊗ · · · ⊗ x | x ∈ E}.
8. Il s’agit des deux constructions de puissance extérieure présentées jusqu’à présent.
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Démonstration. On a
〉{x⊗ · · · ⊗ x | x ∈ E}〈⊂ Y p(E),

il reste à montrer l’autre inclusion. Pour cela, montrons la formule de polarization suivante :

∑
σ∈Sp

xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(p) =
∑

S⊂{1,...,p}

(−1)p−|S|

(∑
i∈S

xi

)p

(1.4)

pour tous x1, . . . , xp ∈ E et où la notation xp désigne x⊗ · · · ⊗ x si x ∈ E. On va montrer que le
membre de droite de (1.4) correspond à son membre de gauche. Remarquons d’abord que chacun
des termes

xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(p)

du membre de gauche de (1.4) apparait exactement une fois dans son membre de droite : lorsque
l’on considère S = {1, . . . , p} et que l’on développe(

p∑
i=1

xi

)
⊗ · · · ⊗

(
p∑
i=1

xi

)
.

Il reste donc à montrer que lorsque l’on développe le membre de gauche de (1.4), un tenseur simple
apparaissant avec plusieurs indices répétés, par exemple un tenseur de la forme

x1 ⊗ · · · ⊗ x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xm ⊗ · · · ⊗ xm ⊗ . . . ,

a un coefficient nul. Soit donc z un tenseur simple, au sein duquel m vecteurs de {x1, . . . , xp}
apparaissent au moins deux fois 9. Quitte à réindicer, on peut considérer que ce sont x1, . . . , xm
qui apparaissent répétés dans z. Pour tout i ∈ {1, . . . ,m} notons ki le nombre de fois que xi est
répété dans z. L’ordre des vecteurs apparaissant dans z n’important pas pour le raisonnement qui
suit, on peut se représenter z comme

z = x1 ⊗ · · · ⊗ x1︸ ︷︷ ︸
k1

⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ x2︸ ︷︷ ︸
k2

⊗ · · · ⊗ xm ⊗ · · · ⊗ xm︸ ︷︷ ︸
km

⊗ . . . .

Montrons alors que z apparait dans le membre de droite de (1.4) avec un coefficient nul. Pour cela,
calculons-le en considérons deux cas.

Cas 1 : k1 + · · ·+ km = p. Dans ce cas, il y a m indices différents apparaissant dans z, ainsi
les sous-ensembles S ⊂ {1, . . . , p} tels que le développement de(∑

i∈S

xi

)p

fait apparaitre z doivent être tels que |S| ∈ {m, . . . , p}. Le coeffcient apparaissant devant z
dans le membre de gauche de (1.4) vaudra alors, au signe près,

p∑
k=m

(−1)k
∑

{1,...,m}⊂S⊂{1,...,p}
|S|=k

1.

9. Le nombre m est le nombre total de tels vecteurs.
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Si k ∈ {m, . . . , p}, on doit compter le nombre de sous-ensembles S ⊂ {1, . . . , p} qui contiennent
{1, . . . ,m} et tels que |S| = k. Comme S doit contenir {1, . . . ,m}, on peut encore choisir
k −m indices parmi {1, . . . , p} \ {1, . . . ,m}, i.e. parmi p−m éléments. Ainsi∑

{1,...,m}⊂S⊂{1,...,p}
|S|=k

1 =

(
p−m

k −m

)

et, le coefficient devant z vaut (toujours au signe près)

p∑
k=m

(−1)k
(
p−m

k −m

)
= ±

p−m∑
k=0

(−1)k
(
p−m

k

)
.

Cas 2 : k1 + · · · + km < p. Le tenseur z fait donc apparaitre m + (p− j) indices différents,
où j = k1 + · · · + km. De façon tout à fait similaire au premier cas, on doit compter, pour
tout k ∈ {m+ p− j, . . . , p}, le nombre de sous-ensembles S ⊂ {1, . . . , p} qui contiennent les
m + p − j indices des éléments apparaissant dans z et tels que |S| = k. Pour construire un
tel sous-ensemble, il reste donc à trouver k − (m + p− j) indices parmi les p− (m + p− j)
n’apparaissant pas dans z, i.e. que le nombre cherché vaut(

j −m

k −m− p+ j

)
et le coefficient apparaissant devant z vaut alors (au signe près)

p∑
k=m+p−j

(−1)k
(

j −m

k −m− p+ j

)
= ±

j−m∑
k=0

(−1)k
(
j −m

k

)
.

Dans les deux cas, on trouve que le coefficient devant z dans le membre de gauche de (1.4) est de
la forme

±
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
pour n ∈ N0. Or on a, par le binôme de Newton,

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= (1 + (−1))n = 0

et on conclut.

1.4 Algèbres et modules
Il s’avérera commode dans le chapitre suivant de définir une représentation d’un groupe G

au travers d’un homomorphisme d’algèbres (associatives et unitaires). Nous rappelons quelques
définitions essentielles et définissons le produit tensoriel de modules sur une algèbre.
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1.4.1 Définitions
Définition 1.4.1. Une algèbre 10 est un espace vectoriel A muni d’une application bilinéaire A×
A→ A. L’application bilinéaire associée est appelée multiplication et le produit de deux éléments
a, b ∈ A est noté ab ou a · b.

Une algèbre A est unitaire si elle possède une unité, c’est-à-dire un élément e tel que

ae = a = ea

pour tout a ∈ A.
Si la multiplication est associative on dira que A est une algèbre associative.
Une algèbre associative unitaire est donc en particulier un anneau.

Définition 1.4.2. Soient A et B deux K-algèbres. Une application φ : A → B est un homomor-
phisme d’algèbres si φ est linéaire et préserve le produit (i.e. φ(xy) = φ(x)φ(y)). Si de plus A et
B sont unitaires, on demande φ(eA) = eB.
Définition 1.4.3. Un idéal à gauche (resp. droite) I ⊂ A est un sous-espace vectoriel de A tel
que a · I ⊂ I (resp. I · a ⊂ I) pour tout a ∈ A.

Par la suite toute algèbre sera sous-entendue comme étant associative et unitaire, elle possédera
donc une structure d’anneau. Commençons par définir ce qu’est un module sur un anneau avant
de présenter le cas particulier de module sur une algèbre.

Module sur un anneau

Pour présenter ce qu’est un module sur un anneau, on va faire l’analogie avec les espaces
vectoriels. Pour rappel, voici la définition d’un espace vectoriel sur un champ K.
Définition 1.4.4. Un espace vectoriel est un groupe abélien E muni d’une opération

· : K×E → E

telle que
(1) λ · (x+ y) = λ · x+ λ · y ;
(2) (λ+ µ) · x = λ · x+ µ · x ;
(3) 1 · x = x ;
(4) λ · (µ · x) = (λµ) · x.

Soit R un anneau et M un groupe abélien. Notre but est de munir M d’une multiplication
scalaire donnée par les éléments de l’anneau R. Par analogie avec les espaces vectoriels, on va
vouloir définir un R-module comme étant un groupe abélien M muni d’une multiplication

· : R×M →M

et vérifiant les quatre points correspondants de la définition 1.4.4. Cependant, un champ est com-
mutatif alors qu’un anneau ne l’est pas nécéssairement. Ainsi, le point (4) de 1.4.4 qui est équivalent
à

µ · (λ · x) = (λµ) · x ∀µ, λ ∈ K, x ∈ E

lorsqu’on travaille avec un champ K, n’est l’est plus lorsque l’on adapte les définitions à un anneau.
En effet, les deux formulations suivantes

10. On écrira K-algèbre s’il est nécéssaire de préciser le champ sous-jacent.
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1. (r1r2) ·m = r1 · (r2 ·m) ∀r1, r2 ∈ R, m ∈M ;
2. (r1r2) ·m = r2 · (r1 ·m) ∀r1, r2 ∈ R, m ∈M ;

ne sont pas nécéssairement équivalentes si R n’est pas commutatif. Ceci nous invite donc à faire
la distinction entre les deux et on parlera de R-module à gauche et à droite sur R, en fonction du
cas qui nous occupe.

Définition 1.4.5. Soit R un anneau. Un R-module à gauche (resp. à droite) est un groupe abélien
M muni d’une opération

· : R×M →M

telle que
(1) r · (m1 +m2) = r ·m1 + r ·m2 ;
(2) (r1 + r2) ·m = r1 ·m+ r2 ·m ;
(3) e ·m = m ;
(4) (r1r2) ·m = r1 · (r2 ·m) (resp. (r1r2) ·m = r2 · (r1 ·m) ;

pour tous m1,m2,m ∈M ; r1, r2, r ∈ R et où e ∈ R est l’unité de l’anneau.

Remarque 1.4.6. Si M est un R-module à droite, on préférera parfois multiplier ses éléments à
droite (d’où l’appellation) et définir les choses en notant

· :M ×R → R

la multiplication. Les quatre points de la définition 1.4.5 se réécrivent alors
(1) (m1 +m2) · r = m1 · r +m2 · r
(2) m · (r1 + r2) = m · r1 +m · r2
(3) m · 1 = m

(4) m · (r1r2) = (m · r1) · r2
On va majoritairement préférer cette notation.

Module sur une algèbre

Si maintenant A est une algèbre unitaire et associative, on peut définir un module sur A comme
on vient de le faire pour les anneaux, A en étant un. Cependant la structure d’algèbre est plus
riche que celle d’anneau puisque une algèbre est en particulier un espace vectoriel, et un champ K
fait donc partie du décor. Si M est un A-module, on peut alors le munir d’une structure d’espace
vectoriel, où la multiplication scalaire est donnée par

K×M →M (λ,m) → (λe) ·m.

On vérifie que la multiplication par des éléments de l’algèbre

· : A×M →M

est un application bilinéaire, et on peut réécrire la définition d’un module sur une algèbre de la
manière suivante.
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Définition 1.4.7. Soit A une algèbre. Un A-module à gauche (resp. à droite) est un espace
vectoriel M muni d’une opération bilinéaire

· : A×M →M

telle que
(1) e ·m = m ;
(2) (ab) ·m = a · (b ·m) (resp. (ab) ·m = b · (a ·m)) ;

pour tous a, b ∈ A et m ∈M .

1.4.2 Indécomposabilité et idempotents
Dans ce qui suit on considère implicitement des modules à gauche. Les définitions s’adaptent

naturellement pour des modules à droite.

Définition 1.4.8. Soient M , N deux A-modules. Un morphisme de modules f :M → N est une
application linéaire telle que

f(a ·m) = a · f(m)

pour tous a ∈ A et m ∈M . On dira parfois que f est A-linéaire.

Définition 1.4.9. Soit M un A-module. Un sous-module L de M est un sous-espace vectoriel de
M tel que a · L ⊂ L pour tout a ∈ A. On dit que M est irréductible s’il a pour seuls sous-modules
{0} et M ; indécomposable si M = M1 ⊕M2 (M1 et M2 sont des sous-modules) implique M1 = 0
ou M2 = 0.

Remarque 1.4.10. On peut considérer A comme un A-module via la multiplication dans l’algèbre.
Les notions d’irréductibilité et d’indécomposabilité s’adaptent donc aux idéaux de A, qui sont les
sous-modules de A.

Définition 1.4.11. Un élément e d’une algèbre est idempotent si e2 = e. On dira que e est
quasi-idempotent s’il existe une constante λ ∈ K telle que e2 = λe. Deux idempotents e1, e2 sont
orthogonaux si e1e2 = e2e1 = 0. Un idempotent e est primitif s’il ne peut pas s’écrire sous la forme
e = e1 + e2 où e1 et e2 sont deux idempotents orthogonaux non nuls.

Proposition 1.4.12. Soit e ∈ A idempotent. Il existe une bijection entre les décompositions de e en
somme de deux éléments idempotents orthogonaux et celles de la sous-algèbre Ae = {ae | a ∈ A} en
somme directe de deux idéaux. En particulier e est primitif si et seulement si Ae est indécomposable.

Démonstration. Soient

f : {(e1, e2) | e = e1 + e2} → {(I1, I2) | Ae = I1 ⊕ I2}
(e1, e2) 7→ (Ae1, Ae2)

et

g : {(I1, I2) | Ae = I1 ⊕ I2} → {(e1, e2) | e = e1 + e2}
(I1, I2) 7→ (e1, e2) si e = e1 + e2 (e1 ∈ I1, e2 ∈ I2).
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Montrons que ces applications sont bien définies. Pour la première, si e = e1 + e2 où e1 et e2
sont orthogonaux et idempotents alors Ae1 et Ae2 sont des idéaux tels que Ae1∩Ae2 = 0. En effet,
soit c = ae1 = be2 avec a, b ∈ A. On a

ce1 = be2e1 = 0 et ce1 = ae21 = ae1

ainsi c = 0. Ceci assure que Ae1 et Ae2 décomposent Ae en une somme directe d’idéaux.
Pour la seconde, on doit montrer que si Ae = I1 ⊕ I2 et e = e1 + e2 avec e1 ∈ I1, e2 ∈ I2, alors

e1 et e2 sont deux idempotents orthogonaux. Comme e1 ∈ Ae, il existe a ∈ A tel que e1 = ae.
Alors

e1e = ae2 = ae = e1 et e1e = e21 + e1e2.

Ainsi e1e2 = e21 − e1 ∈ I1 ∩ I2 ce qui implique e1e2 = 0 et e21 = e1. De même on montre que e22 = e2
et e2e1 = 0.

Pour terminer, montrons que ces applications sont inverses l’une de l’autre. On a clairement
gf = id. Montrons que fg = id. Soit Ae = I1⊕I2 et e = e1+e2 avec e1 ∈ I1, e2 ∈ I2. On a Ae1 = I1
et Ae2 = I2. En effet, e1 ∈ I1 donc Ae1 ⊂ I1. A l’inverse, si x ∈ I1 ⊂ Ae on a x = ae1 + ae2 et
puisque ae1 ∈ I1, ae2 ∈ I2 cela implique x = ae1 ∈ Ae1. De même Ae2 = I2.

1.4.3 Produit tensoriel de modules
Soient A une algèbre et V , W des modules sur A (on précisera par la suite si on considère des A-

modules à gauche ou à droite). Les modules V et W étant des espaces vectoriels, on peut construire
leur produit tensoriel. Ce produit tensoriel permet de factoriser des applications bilinéaires et on
va s’intéresser à construire un produit tensoriel V ⊗AW permettant de factoriser des applications
qui en plus d’être bilinaires, préservent d’une certaine manière la multiplication par des éléments
de l’algèbre.

Applications A-équilibrées et bimodules

Dans cette section, on va définir l’analogue de la bilinéarité pour des applications définies sur
un produit de A-modules. Soient U un autre A-module, et

φ : V ×W → U

une application, et supposons travailler avec V,W et U des modules à gauche. Naturellement, on
voudrait demander que φ vérifie

φ(a · v, w) = a · φ(v, w)
φ(v, a · w) = a · φ(v, w)

pour tous a ∈ A, v ∈ V et w ∈ W . Si on le demande, cela implique que pour tous a, b ∈ A, w ∈ W
et v ∈ V on doit avoir

φ(a · v, b · w) = ab · φ(v, w) = ba · φ(v, w).

Or l’action de A sur U n’étant pas nécéssairement commutative, on en demanderait beaucoup
de φ. Pour en demander moins, on peut ignorer la structure de A-module sur U et introduire la
notion d’application A-équilibrée. A nouveau pour des raisons de non-commutativité, cette notion
est définie pour V un A-module à droite, et W un A-module à gauche.

35



Définition 1.4.13. Soient V un A-module à droite, W un A-module à gauche et

φ : V ×W → U

L’application φ est A-équilibrée si elle est bilinéaire et

φ(v · a, w) = φ(v, a · w)

pour tous a ∈ A, v ∈ V et w ∈ W .

Bien entendu on n’est pas obligé de refuser vérifier une sorte de bilinéarité vis-à-vis d’une
structure de module sur U . On peut même imaginer munir U de deux structures de module
commutant entre elles, sur des algèbres potentiellement différentes et ainsi pouvoir demander à φ
d’être linéaire sur le premier facteur par rapport à une première structure, et sur le second par
rappport à une seconde structure. Ceci amène la définition suivante.

Définition 1.4.14. Soient B et C deux algèbres. Un espace vectoriel M est un (B,C)-bimodule
si M est un B-module à gauche et un C-module à droite tel que les actions sur M de B et C
commutent, i.e.

(b ·m) · c = b · (m · c)

pour tous m ∈M , b ∈ B et c ∈ C.

Finalemant, si A, B et C sont trois algèbres, V un (B,A)-bimodule, W un (A,C)-bimodule et
U un (B,C)-bimodule, soit

φ : V ×W → U

une application bilinéaire. On peut demander qu’elle soit
— A-équilibrée : φ(v · a, w) = φ(v, a · w) ∀v ∈ V, w ∈ W, a ∈ A ;
— B-linéaire sur le premier facteur : φ(b · v, w) = b · φ(v, w) ∀v ∈ V, w ∈ W, b ∈ B ;
— C-linéaire sur le second facteur : φ(v, w · c) = φ(v, w) · c ∀v ∈ V, w ∈ W, c ∈ C.

Construction du produit tensoriel

Soient A une algèbre, V un A-module à droite et W un A-module à gauche. On va s’intéresser
à factoriser des applications A-équilibrées définies sur V ×W . Comme pour le produit tensoriel
d’espaces vectoriels, on va vouloir trouver un espace vectoriel V ⊗A W et une application A-
équilibrée

⊗ : V ×W → V ⊗AW

vérifiant la définition suivante.

Définition 1.4.15. Un produit tensoriel pour V et W est un couple (V ⊗AW,⊗) où V ⊗AW est
un espace vectoriel et ⊗ : V ×W → V ⊗A W est une application bilinéaire A-équilibrée tel que
toute application bilinéaire et A-équilibrée ψ : V ×W → U dans un espace vectoriel U quelconque
se factorise de manière unique ψ = f ◦ ⊗ avec f : V ⊗AW → U linéaire.

Soit donc
φ : V ×W → U
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une application A-équilibrée où U est un espace vectoriel. On cherche à factoriser φ. Pour cela,
on peut commencer par se servir du produit tensoriel d’espaces vectoriels V ⊗W qui permet de
factoriser φ en tant qu’application bilinéaire. Ainsi, il existe une unique application

f : V ⊗W → U

telle que le diagramme suivant
V ×W V ⊗W

U

φ

⊗

f

commute. A partir de là, comme φ est A-équilibrée, f s’annule sur le sous-espace vectoriel Q
engendré par les éléments du type

v · a⊗ w − v ⊗ a · w.

On peut alors passer au quotient et il existe une unique application

f̃ : V ⊗W/Q→ U

telle que
f = f̃π

où π : V ⊗W → V ⊗W/Q est la projection sur le quotient. Alors le diagramme suivant

V ×W V ⊗W/Q

U

φ

π⊗

f̃

est commutatif ; l’application π⊗ est A-équilibrée et φ se factorise au travers de V ⊗ W/Q de
manière unique. Donc le couple (V ⊗W/Q, π⊗) est un produit tensoriel pour V et W 11

Remarque 1.4.16. Comme pour le produit tensoriel d’espaces vectoriels, on peut montrer que le
produit tensoriel de modules est unique à isomorphisme près.

Ici, puisqu’on a présenté la construction à partir du produit tensoriel V ⊗W , la notation ⊗
désignait l’application

⊗ : V ×W → V ⊗W.

De manière générale, lorsqu’on parlera du produit tensoriel de A-modules, noté V ⊗AW , la notation
⊗ désignera l’application

⊗ : V ×W → V ⊗AW

11. En tant que modules.
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Produit tensoriel et bimodules

En fait, si on ajoute à V et W des structures de bimodules, i.e. si B et C sont deux autres
algèbres, et V est un (B,A) module tandis que W est un (A,C) module, on peut faire du produit
tensoriel V ⊗AW un (B,C)-module. En effet, pour tout b ∈ B l’application

V ×W → V ⊗AW (v, w) 7→ bv ⊗ w

est A-équilibrée car b(va) ⊗ w = (bv)a ⊗ w = bv ⊗ aw. Elle induit donc une application sur le
produit tensoriel

v ⊗ w 7→ bv ⊗ w

et ce sont ces applications (pour tout b ∈ B) qui nous permettent de définir une structure de
B-module gauche sur V ⊗AW via

b(v ⊗ w) = bv ⊗ w.

De même on définit une structure de C-module à droite sur V ⊗A W . On vérifie alors que les
strucures de B et C-module sur V ⊗A A commutent puisque

b((v ⊗ w)c) = bv ⊗ wc = (b(v ⊗ w))c

pour tous v ∈ V, w ∈, b ∈ B et c ∈ C, ce qui fait de V ⊗A A un (B,C)-bimodule. Dans ce cas
le produit tensoriel V ⊗AW permet de factoriser des applications A-équilibrées à valeurs dans des
(B,C)-modules qui préservent ces structures.
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Chapitre 2

Représentations des groupes

Ce chapitre constitue une introduction à la théorie des représentations des groupes finis. Les
définitions essentielles sont posées et on montre que toute représentation d’un groupe fini est
complètement réductible.

2.1 Définitions
Définition 2.1.1. Soit G un groupe. Une représentation de G est un couple (V, ρ) où V est un
espace vectoriel de dimension finie (on le supposera toujours complexe) et ρ : G → GL(V ) est un
homomorphisme.

Par abus de language, on dira que V est une représentation de G et on notera g · v ou même gv
en lieu et place de ρ(g)(v). Etant donnée une représentation (V, ρ) d’un groupe G, une première
manière d’en trouver d’autres consiste à chercher des sous-espaces de V qui soient stables.

Définition 2.1.2. Soit (V, ρ) une représentation de G. Un sous-espace W ⊂ V est stable si
g · w ∈ W pour tous w ∈ W et g ∈ G.

Ainsi si W est un sous-espace vectoriel stable de la représentation V , alors (W, ρ|W ) est éga-
lement une représentation de G, avec ρ|W (g) = ρ(g)|W pour tout g ∈ G. On dit dans ce cas que
(W, ρ|W ) est une sous-représentation de (V, ρ).

Définition 2.1.3. Une représentation est irréductible si elle n’admet aucun sous-espace stable
propre. On parlera parfois de manière abrégée d’une irrep.

On peut d’ores et déjà présenter un exemple de représentation que tout groupe possède.

Exemple 2.1.4 (Représentation triviale). Tout groupe G possède une représentation de dimension
1, appelée représentation triviale. Il s’agit de l’espace vectoriel C sur lequel tout élément de G agit
comme l’identité.

Définition 2.1.5. Si (V, ρ) et (W,σ) sont deux représentations de G, une application linéaire
φ : V → W est appelée entrelacement si φρ(g) = σ(g)φ pour tout g ∈ G.

L’ensemble de tels entrelacements est noté HomG(V,W ). La notion d’entrelacement permet
de comparer des représentations entre elles. Si V est une représentation du groupe G, n’importe
quel espace de même dimension lui est isomorphe en tant qu’espace vectoriel et on peut aisément
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en faire une représentation de G. En effet, si φ : V → W est un isomorphisme, il suffit de
poser g · w = φ(g · φ−1(w)) pour faire de W une représentation de G. C’est la seule structure de
représentation sur W qui fait de φ un entrelacement.

Définition 2.1.6. Si V et W sont deux représentations de G entre lesquelles il existe un entrela-
cement bijectif, on dit qu’elles sont équivalentes et on note V ∼ W .

Présentons maintenant quelques exemples.

Exemple 2.1.7 (Représentation de permutation). On remarque que la définition d’une repré-
sentation de groupe est assez proche de celle d’une action de groupe. En fait, une représentation
est une action de groupe qui possède des propriétés supplémentaires. En effet, pour avoir une
représentation d’un groupe G, il nous faut un espace vectoriel V sur lequel G agit afin de vérifier

g · (h · v) = gh · v
1 · v = v

pour tous g, h ∈ G et v ∈ V . 1 Ce qu’on demande en plus pour avoir une représentation de G, c’est
d’agir sur un espace vectoriel, en respectant sa structure.

Une représentation de groupe est donc une action de groupe, mais l’inverse n’est pas vrai. Par
contre si G agit sur un ensemble fini X, on peut facilement construire une représentation de G
via l’espace vectoriel CX engendré par X. En effet, il suffit de déterminer l’action de G sur les
éléments de base ex (x ∈ X) via

g · ex = eg·x

et étendre par linéarité à l’espace vectoriel CX. Si f ∈ CX, on a donc

g · f : X → C x 7→ f(g−1 · y).

Cette représentation de G est appelée la représentation de permutation associée à l’action de G
sur X.

En considérant l’action d’un groupe sur lui-même, on peut alors définir la représentation de
permutation associée à cette action.

Définition 2.1.8. Soit G un groupe fini. La représentation régulière est la représentation de
permutation associée à l’action à gauche de G sur lui-même. On la note R ou CG.

Lemme 2.1.9. Soit G un groupe fini. La représentation régulière est isomorphe à la représentation

G× CG→ CG (g, f) 7→ (g · f : G→ C h 7→ f(hg))

Démonstration. La représentation régulière est celle qui à une fonction f ∈ CG associe la fonction

G→ C h 7→ f(g−1h).

Par soucis de clarté, notons ρ(g) l’action de g ∈ G correspondant à la représentation régulière, et
σ(g) celle correspondant à la représentation de l’énoncé. On cherche une application

φ : (CG, ρ) → (CG, σ)

1. Ces hypothèses doivent être vérifiées pour qu’on ait un homorphisme de groupe entre G et GL(V ).
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qui soit un entrelacement bijectif. Si f ∈ CG, on veut

ρ(g)f = φ−1(σ(g)φ(f)).

Or on a
ρ(g)f(h) = f(g−1h) = f((h−1g)−1).

Alors l’application φ de CG dans CG définie par (φ(f))(h) = f(h−1) pour tout f ∈ CG et tout
h ∈ G convient.

Définition 2.1.10. Une représentation (V, ρ) est dite fidèle si l’homomorphisme ρ est injectif.

Lemme 2.1.11. Soit G un groupe fini. La représentation régulière (R, ρ) est fidèle.

Démonstration. C’est direct. Si ρ(g) = ρ(h), alors

eg = ρ(g)e1 = ρ(h)e1 = eh

et g = h.

Présentons l’exemple suivant.

Exemple 2.1.12. On peut facilement trouver une représentation du groupe des matrices inver-
sibles GL(n,C) de taille n ∈ N0 sur le champ des complexes. En effet, dans n’importe quel espace
vectoriel V de dimension n, on peut faire agir une matrice A ∈ GL(n,C) sur V en se fixant une
base B. Si x ∈ V se représente dans cette base par le vecteur X, alors l’action de A sur x renvoie
le vecteur y de composantes

AX.

Qui plus est cette représentation de GL(n,C) est irréductible. Illustrons-le pour n = 2. Soit (C2, ρ)
la représentation de GL(2,C) telle que

ρ(A)X = AX

pour tous A ∈ GL(2,C) et X ∈ C2. Si W ⊂ R2 est un sous-espace stable non trivial, on veut
montrer que W = C2. Soit X ∈ W \ {0}. Il existe un vecteur Y tel que (X,Y ) forme une base de
C2. Soit M la matrice de changement de base de (X,Y ) vers la base canonique (e1, e2). On a donc

ρ(M−1)X = e1

et e1 ∈ W . Soit

I : e1 7→ e2

e2 7→ e1

l’application qui inverse les éléments de la base canonique. Elle s’y représente par la matrice par(
0 1
1 0

)
.

On a alors ρ(
(
0 1
1 0

)
)e1 = e2 et e2 ∈ W . Ceci montre que W = C2.
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2.2 Constructions classiques de représentations
Dans toute cette section, V et W sont deux représentations d’un groupe G. On va principale-

ment ici définir différentes constructions de représentations de G à partir de celles données par V
et W .

2.2.1 Somme directe de représentations
Définition 2.2.1. La somme directe V ⊕W est une représentation de G via

G× V ⊕W → V ⊕W g · (v + w) 7→ g · v + g · w.

Lemme 2.2.2. Les injections et projections canoniques sont des entrelacements.

Démonstration. C’est direct. Si z = v + w ∈ V ⊕W , en notant P la projection sur le sous-espace
V , on a

P (g · (v + w)) = P (g · v) + P (g · w) = g · v = g · P (z)

pour tout g ∈ G car gV ⊂ V et gW ⊂ W . De même, si i : V → V ⊕W , on a

i(g · v) = g · v = g · i(v).

pour tous g ∈ G et v ∈ V .

2.2.2 Produit tensoriel de représentations
Soit g ∈ G. L’application

g : V ×W → V ⊗W (v, w) 7→ g · v ⊗ g · w

est bilinéaire. Ainsi, il existe une application linéaire, que l’on notera abusivement g aussi, définie
sur le produit tensoriel V ⊗W et telle que

g · (v ⊗ w) = g · v ⊗ g · w.

Définir de telles applications pour tout g ∈ G nous donne alors une représentation de G.

Définition 2.2.3. Le produit tensoriel V ⊗W est une représentation de G. Si g ∈ G, v ∈ V et
w ∈ W on a

g · (v ⊗ w) = g · v ⊗ g · w.

On peut bien entendu étendre cette définition au produit tensoriel de p (p ≥ 2) représentations.
En considérant p fois la même représentation, on peut également définir les puissances symétriques
et extérieures de représentations.

Définition 2.2.4. Soit p ≥ 2. Les puissances extérieures et symétriques Λp V et Symp V sont des
représentations de G en tant que sous-espace stable de la représentation V ⊗p. 2

2. On peut bien considérer Λp V et Symp V comme des sous-espaces de V ⊗p car V est un espace vectoriel sur le
corps de complexes, qui est de caractéristique nulle.
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2.2.3 Représentation duale
Définition 2.2.5. La représentation duale V ∗ est celle définie par

g · φ : V → C v 7→ φ(g−1v)

pour tous g ∈ G et φ ∈ V ∗.
Lemme 2.2.6. La représentation duale respecte la dualité entre V ∗ et V donnée par

〈φ, v〉 = φ(v)

pour tous φ ∈ V ∗ et v ∈ V , i.e. on a

〈g · φ, g · v〉 = 〈φ, v〉

pour tous g ∈ G, φ ∈ V ∗ et v ∈ V .
Démonstration. Soient g ∈ G, φ ∈ V ∗ et v ∈ V . On a

〈g · φ, g · v〉 = g · φ(g · v)
= φ(g−1 · g · v)
= φ(v)

= 〈φ, v〉.

Lemme 2.2.7. Les représentation V et V ∗∗ sont isomorphes.
Démonstration. Soit

ψ : V → V ∗∗ v 7→ (φ 7→ φ(v))

l’isomorphisme entre V et V ∗∗. 3 Montrons qu’il s’agit d’un entrelacement. Soient g ∈ G et v ∈ V .
Alors ψ(g ·v) est l’application qui à φ ∈ V ∗ associe φ(g ·v) et g ·ψ(v) est celle qui à φ ∈ V ∗ associe

(g · ψ(v))(φ) = ψ(v)(g−1 · φ)
= (g−1 · φ)(v)
= φ(g · v)

et ψ est bien un entrelacement.
Proposition 2.2.8. La représentation duale V ∗ associée à V est irréductible si et seulement si V
l’est.
Démonstration. On montre par l’absurde que si V est irréductible, alors V ∗ l’est aussi. Sinon, soit
W ⊂ V ∗ un sous-espace stable propre de V . Alors le sous-espace

X = {v ∈ V | φ(v) = 0 ∀φ ∈ W}

est un sous-espace vectoriel de V stable, car si x ∈ X, on a

φ(g · x) = (g−1 · φ)(x) = 0

puisque g−1 · φ ∈ W par stabilité. Ce sous-espace X est propre (il est de dimension dim(V ) −
dim(W )) et V n’est pas irréductible, une contradiction. Pour la réciproque, si V ∗ est irréductible,
alors V ∗∗ aussi et on conclut par le lemme 2.2.7.

3. Dans notre définition d’une représentation, on suppose que V est de dimension finie.
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2.2.4 Représentation Hom(V,W ) sur les applications linéaires
Définition 2.2.9. L’espace vectoriel Hom(V,W ) est une représentation de G définie par

g · φ : V → W v 7→ g · φ(g−1v).

Cette représentation correspond à celle donnée par V ∗ ⊗W = Hom(V,W ).

L’ensemble des entrelacements entre V et W est exactement l’ensemble des applications de
Hom(V,W ) invariantes sous l’action de G.

Proposition 2.2.10. On a HomG(V,W ) = {φ ∈ Hom(V,W ) | g · φ = φ ∀g ∈ G}.

Démonstration. Soit φ ∈ Hom(V,W ). On a

g · φ = φ

pour tout g ∈ G si et seulement si
gφ(g−1v) = φ(v)

pour tous g ∈ G et v ∈ V . C’est-à-dire si et seulement si φ est un entrelacement entre V et W .

2.3 Décomposition en irréductibles et lemme de Schur
On a défini la notion d’irréductibilité pour les représentations de groupes. On va montrer dans

cette section que n’importe quelle représentation d’un groupe fini peut se décomposer en une somme
directe d’irréductibles. Tout ce qui est dit dans cette section (à l’exception de la proposition 2.3.2
et du lemme de Schur) est valable pour des groupes finis.

2.3.1 Réductibilité complète
Définition 2.3.1. Une représentation V est complètement réductible si V peut s’écrire comme
somme directe de sous-représentations irréductibles.

On a la caractérisation suivante.

Proposition 2.3.2. Une représentation V est complètement réductible si et seulement si tout
sous-espace stable W de V admet un supplémentaire stable.

Démonstration. Supposons que V soit complètement irréductible, et montrons que si E est un
sous-espace stable de V , il existe un sous-espace F ⊂ V stable et tel que E ⊕ F = V . Soit donc
{Vi | i = 1, . . . , n} un ensemble de sous-représentations irréductibles tel que

V = ⊕n
i=1Vi.

Alors, E ∩ Vi est un sous-espace stable de V pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Comme E ∩ Vi ⊂ Vi et
Vi est irréductible, l’intersection Vi ∩ E est soit nulle, soit égale à Vi. Si E ∩ Vi = Vi pour tout
i ∈ {1, . . . , n} alors E = V et le résultat est immédiat. Sinon, il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que
Vi ∩ E = {0}. Prenons alors un sous ensemble ν ⊂ {1, . . . , n} maximal tel que E ∩ ⊕i∈νVi = {0}.
Les sous-espaces E et ⊕i∈νVi sont donc en somme directe. Montrons que

V = E ⊕ (⊕i∈νVi) .
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Pour cela on va montrer que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Vi ⊂ E ⊕ (⊕i∈νVi). Soit i ∈ {1, . . . , n}. Si
i ∈ ν, c’est évident. Sinon, par maximalité de ν, on a

E ∩ (⊕j∈νVj ⊕ Vi) 6= {0}.

Soit donc e ∈ E ∩ (⊕j∈νVj ⊕ Vi) \ {0}. Alors

e = x+ xi

avec x ∈ ⊕j∈νVj et xi ∈ Vi. Comme E ∩ (⊕j∈νVj) = {0}, ceci implique xi 6= 0. Ainsi,

Vi ∩ E ⊕ (⊕i∈νVi) 6= {0}

et
Vi ∩ E ⊕ (⊕i∈νVi) = Vi

puisque Vi est irréductible.
Si maintenant tout sous-espace de V stable admet un supplémentaire stable, il suffit de procéder

par récurrence sur la dimension de V .

Avec cette caractérisation, il suffit de montrer que tout sous-espace stable d’une représentation
d’un groupe fini admet un supplémentaire stable pour obtenir sa réductibilité complète.

Proposition 2.3.3. Soit V une représentation d’un groupe fini G. Tout sous-espace stable de V
possède un supplémentaire stable.

Démonstration. Soit E ⊂ V un sous-espace stable de V . Si E = {0} ou V , c’est évident. Sinon,
soit F un supplémentaire de E dans V et π : V → E le projecteur de V sur E parallèlement à F . Si
gπ = πg pour tout g ∈ G, alors le sous-espace F est stable puisque dans ce cas 4, si f ∈ F = ker π,
on a

πgf = gπf = 0

et gf ∈ F pour tout g ∈ G. On n’a pas nécéssairement gπ = πg pour tout g ∈ G. Par contre, pour
tout g ∈ G, l’application gπg−1 est un projecteur sur E. En effet, d’une part gπg−1 est l’identité
sur E : pour x ∈ E, g−1x ∈ E, donc πg−1x = g−1x et finalement gπg−1x = x ; d’autre part, l’image
de gπg−1 est incluse dans E car E est stable. En prenant alors

πG =
1

|G|
∑
h∈G

hπh−1

la moyenne de tous ces projecteurs 5, on a

gπG =
1

|G|
∑
h∈G

ghπh−1

=
1

|G|
∑
h∈G

hπh−1g

= πGg

et le noyau ker πG est un sous-espace supplémentaire stable.
4. On sait que si F est stable, alors gπ = πg pour tout g ∈ G (π est un entrelacement). On montre donc que la

réciproque est également vraie.
5. Il est important de travailler sur un champ de caractéristique non nulle.
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On aurait pu également montrer cette proposition en trouvant un supplémentaire stable à l’aide
d’un produit scalaire G-invariant.

Définition 2.3.4. Un produit scalaire (·, ·) est G-invariant si

(gv, gw) = (v, w)

pour tout g ∈ G.

Preuve de la proposition 2.3.3. Si E ⊂ V est un sous-espace stable de V , et (·, ·) est un produit
scalaire sur V , on peut trouver un sous-espace supplémentaire pour E dans V en considérant le
sous-espace orthogonal à E

{x ∈ V : (x, y) = 0 ∀y ∈ E}.
Si (·, ·) est G-invariant, ce sous-espace est stable. Pour obtenir un produit scalaire invariant à partir
de (·, ·), on peut considérer le produit scalaire défini par

〈x, y〉 = 1

|G|
∑
g∈G

(gx, gy)

pour tous x, y ∈ V . En prenant alors le sous-espace orthoganl à E vis-à-vis du produit scalaire
〈·, ·〉, on obtient ce qu’on cherchait.

Avec les deux proposition précédentes, on obtient donc le théorème suivant.

Théorème 2.3.5. Tout représentation finie V d’un groupe fini peut s’écrire comme somme directe
d’irréductibles.

Si V est une représentation d’un groupe fini G, on regroupe ensemble les facteurs irréductibles
équivalents apparaissant dans sa (un de ses) décomposition(s) pour écrire

V ∼= V ⊕a1
1 ⊕ · · · ⊕ V ⊕an

n . 6

Dans cette écriture, les sous-représentations Vi (i ∈ {1, . . . , n}) sont toutes irréductibles et deux à
deux inéquivalentes. On va maintenant se servir du lemme suivant 7 pour montrer que les décom-
positions de V en somme directe d’irréductibles sont uniques à isomorphisme près.

2.3.2 Lemme de Schur et unicité de la décomposition
Lemme 2.3.6 (Lemme de Schur). Soit φ : V → W un entrelacement entre deux représentations.

(a) Si V est irréductible, φ est injectif ou nul ;
(b) si W est irréductible, φ est surjectif ou nul ;
(c) si V et W sont des représentations complexes 8, équivalentes et irréductibles, alors dim(HomG(V,W )) =

1.

Démonstration. (a) Si φ est un entrelacement, son noyau ker(φ) est un sous-espace stable de V .
Ainsi, soit ker(φ) = {0}, auquel cas φ est injectif, soit ker(φ) = V , auquel cas φ est nul.

6. On écrira souvent = au lieu de ∼=.
7. Qui n’a pas son importance qu’ici.
8. On a défini nos représentations sur des espaces vectoriels complexes. Insistons cependant sur l’importance de

l’hypothèse qui permet ici de trouver une valeur propre au point (c).
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(b) L’image de V par φ est un sous-espace stable de W , φ étant un entrelacement. Ainsi, soit
φ(V ) = {0}, auquel cas φ est nul, soit φ(V ) = W , auquel cas φ est surjectif.

(c) Soit φ un entrelacement bijectif entre V et W . Si f ∈ HomG(V,W ), alors fφ−1 est un
entrelacement de W dans W . Puisque W est un espace vectoriel complexe, fφ−1 possède
une valeur propre λ. Considérons maintenant

g = fφ−1 − λ id : W → W.

Cet entrelacement n’est pas injectif, puisque si v ∈ W est vecteur propre de valeur propre
λ, alors gv = 0. L’espace W étant irréductible, g est nul par le point (a). Et fφ−1 = λ id, ce
qui implique f = λφ et

HomG(V,W ) =〉φ〈.

Si l’on s’intéresse aux entrelacements entre deux représentations V et W , le lemme de Schur
nous permet de les caractériser à partir des décompositions en irréductibles pour V et W .

Proposition 2.3.7. Soient V et W deux représentations d’un groupe fini G. Si

V = ⊕n
i=1V

⊕ai
i et W = ⊕n

j=1V
⊕bj
j

sont leurs décompositions en somme d’irréductibles 9, alors une base de HomG(V,W ) est donnée
par

{Ii,l,k | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ ai, 1 ≤ l ≤ bi}

avec
Ii,l,k = ιi,lPi,k

la composée de la projection Pi,k : V → Vi sur le ke facteur Vi de V avec ιi,l : Vi → W l’injection
de Vi dans le le facteur Vi de W . On a les isomorphismes suivants

HomG(V,W ) ∼= ⊕n
i=1 HomG(V

⊕ai
i , V ⊕bi

i ) ∼= ⊕n
i=1 Mat(ai × bi,C)

où Mat(ai × bi,C) est l’ensemble des matrices ai × bi sur C. De plus, si W = V , il s’agit d’
isomorphismes d’algèbres.

Démonstration. On a un isomorphisme entre Hom(V,W ) et

⊕n
i=1 ⊕n

j=1 Hom(V ⊕ai
i , V

⊕bj
j )

donné par

ψ : f 7→
n∑
i=1

n∑
j=1

fi,j

avec
fi,j = Pjfιi

9. On suppose que les représentations irréductibles apparaissant dans la décomposition de V apparaissent dans
celle de W et vice-versa, quitte à avoir des multiplicités nulles.
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où ιi : V ⊕ai
i → V est l’injection de V ⊕ai

i dans V et Pj : W → V
⊕bj
j est la projection de W sur V ⊕bj

j .
Cet isomorphisme étant un entrelacement, on a également

HomG(V,W ) ∼= ⊕n
i=1 ⊕n

j=1 HomG(V
⊕ai
i , V

⊕bj
j )

via le même isomorphisme ψ. De là, regardons de plus près HomG(V
⊕ai,
i , V

⊕bj
j ). On a

HomG(V
⊕ai,
i , V

⊕bj
j ) ∼= HomG(Vi, Vj)

⊕aibj

qui vaut 0 si i 6= j 10 par le lemme de Schur. Si maintenant i = j, alors HomG(Vi, Vj) est de
dimension 1. Soit f ∈ HomG(V,W ). On a donc

ψ(f) =
n∑
i=1

fi,i

et pour tout i ∈ {1, . . . , n}, il existe des coefficient ai,l,k tels que

ψ−1(fi,i) =

ai∑
k=1

bj∑
l=1

ai,l,kIi,l,k.

Pour le voir, il suffit de regarder l’image de fi,i dans Hom(Vi, Vi)
⊕aibi et de voir que, par le lemme

de Schur, c’est une somme directe de multiples de l’identité. Ceci montre alors que

{Ii,l,k | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ ai, 1 ≤ l ≤ bi}

engendre HomG(V,W ) et on vérifie sans peine qu’il s’agit d’une partie libre. On a alors, en tant
qu’espace vectoriels, les isomorphismes annoncés.

Considérons maintenant le cas V = W . Il nous reste à montrer que les isomorphismes

HomG(V, V ) ∼= ⊕n
i=1 HomG(⊕ai

k=1Vi,k,⊕
ai
k=1Vi,k)

∼= ⊕n
i=1 Mat(ai × ai,C)

sont des isomorphismes d’algèbres. On va montrer que les produits entre éléments de base de ces
trois espaces se comportent identiquement. Dans la base

{Ii,l,k | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k, l ≤ ai}

de HomG(V, V ), on a
Ii,l,kIi′,l′,k′ = δi,i′δk,l′Ii,l,k′Pi,k′ .

L’algèbre ⊕n
i=1 Mat(ai × ai,C) possède l’ensemble suivant comme base

{Ai,l,k | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k, l ≤ ai}

où Ai,l,k correspond à l’élément de ⊕n
i=1 Mat(ai × ai,C) dont le ie facteur est donné par la matrice

ayant 1 en le ligne et ke colonne, 0 partout ailleurs ; et dont les autres facteurs sont nuls. On vérifie
alors que

Ai,l,kAi′,l′,k′ = δi,i′δk,l′Ai,l,k′ .

10. C’est-à-dire si Vi et Vj sont inéquivalentes.
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Ceci montre donc que l’isomorphisme

HomG(V, V ) ∼= ⊕n
i=1 Mat(ai × ai,C)

est bien un isomorphisme d’algèbres. La conclusion s’ensuit alors puisque par le même raisonnement
les algèbres

Mat(ai × ai,C) et HomG(⊕ai
k=1Vi,k,⊕

ai
k=1Vi,k)

sont isomorphes pour tout i ∈ {1, . . . , n} et donc les sommes directes

⊕n
i=1 Mat(ai × ai,C) et ⊕n

i=1 HomG(⊕ai
k=1Vi,k,⊕

ai
k=1Vi,k)

aussi.

Ceci nous permet d’assurer l’unicité de la décomposition en irréductibles d’une représentation.
Proposition 2.3.8. Si V = ⊕n

i=1V
⊕ai
i = ⊕n

i=1V
⊕bi
i alors ai = bi pour tout i ∈ {1, . . . n}.

Démonstration. Notons d’abord que dans les deux décompositions de V en irréductibles, on peut
considérer que les mêmes sous-représentations apparaissent, quitte à ajouter des facteurs nuls.
Considérons l’identité id : V → V . Comme id est un entrelacement, on a vu dans la proposition
précédente que id(V ⊕ai

i ) ⊂ V ⊕bi
i . Ainsi ai ≤ bi. De même on obtient bi ≤ ai et ai = bi.

On peut également prouver l’unicité de la décomposition d’une représentation V en se servant
non pas du lemme de Schur, mais de la proposition 2.3.2, en particulier de la construction menée
dans la preuve de cette proposition. La proposition qui suit en constitue une seconde preuve.
Proposition 2.3.9. Si V = ⊕n

i=1Vi = ⊕m
j=1V

′
j alors m = n et il existe µ ∈ Sn tel que Vi soit

équivalent à Vµ(i).
Démonstration. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on va associer à Vi un certain Vµ(i) pour µ(i) ∈ {1, . . . ,m}.
Commençons par V1. Dans la proposition 2.3.2, on a montré comment trouver un supplémentaire
stable pour n’importe quel sous-espace de

V = ⊕m
j=1V

′
j .

On sait que V1 est un supplémentaire stable de ⊕n
i=2Vi dans V . Vu la construction présentée dans

la proposisition 2.3.2, il existe un supplémentaire de la forme

⊕j∈ν1V
′
j

pour ⊕n
i=2Vi où ν1 est un sous-ensemble de {1, . . . ,m}. Ainsi,

V1 ∼ ⊕n
i=2Vi.

Comme V1 est irréducuctible, ceci implique ν1 = {µ(1)} pour un certain µ(1) ∈ {1, . . . ,m}. Si
µ(1), . . . , µ(k) ont été déterminés, pour trouver µ(k + 1) on procède de la même manière pour
Vk+1. Pour s’assurer que µ(k + 1) /∈ {µ(1), . . . µ(k)}, il suffit de considérer Vk+1 comme étant un
supplémentaire de (

⊕k
i=1V

′
µ(i)

)
⊕
(
⊕n
i=k+2Vi

)
dans V . Ainsi, on finit par construire

µ : {1, . . . , n} → {1, . . .m}

injectif. Puisqu’on peut faire exactement la même chose pour les sous-espaces V ′
j (j ∈ {1, . . . ,m}),

m = n et on conclut.
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Définition 2.3.10. Soit V une représentation d’un groupe fini G. Si

V = V ⊕a1
1 ⊕ · · · ⊕ V ⊕an

n ,

où les sous-représentations Vi (i ∈ {1, . . . n}) sont irréductibles et deux à deux équivalentes 11, on
appelle ai la multiplicité de Vi dans V et le facteur V ⊕ai

i est appelé la composante isotypique de Vi
dans V .

Terminons par quelques exemples.

Exemple 2.3.11. Commençons par traiter l’exemple général d’un groupe commutatif. Soit donc G
un groupe commutatif. On va chercher ses représentations irréductibles. Si V est une représentation
irréductible de G, avec

ρ : G→ GL(V )

l’homomorphisme associé, alors, comme G est commutatif on a, pour tous g, h ∈ G,

ρ(g)ρ(h) = ρ(h)ρ(g).

En particulier, pour tout g ∈ G, ρ(g) est un entrelacement. Alors, par le lemme de Schur, pour
tout g ∈ G, ρ(g) est un multiple de l’identité. Ceci implique que tout sous-espace vectoriel de V
est stable, et V doit donc être de dimension égale à 1.

Exemple 2.3.12. Traitons maintenant le cas du groupe symétrique S3. Comme pour tout groupe
symétrique, il existe deux représentations irréductibles de dimension 1 : les représentations triviale
et alternée. La représentation triviale, que l’on note U , a déjà été introduite à l’exemple 2.1.4 et
quant à l’alternée, notée U ′, elle est définie par

ρ(g) : C → C x 7→ sign(g)x

pour tout g ∈ G. Ces deux représentation sont évidemment irréductibles, en existe-t-il d’autres ?
Si on cherche à construire une représentation de S3, C3 en est une, où S3 agit en permutant les
facteurs

σ(g) : C3 → C3

x1x2
x3

 7→

xg−1(1)

xg−1(2)

xg−1(3)

 .

Cette représentation n’est pas irréductible, en effet, le sous espace F engendré par le vecteur1
1
1


est stable (et isomorphe à la représentation triviale). On peut alors essayer de lui trouver un
sous-espace supplémentaire stable. Le produit scalaire standard sur C3 donné par

〈x, y〉 =
3∑
i=1

xiyi

11. On parlera de la décomposition de V en irréductibles.
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pour tous

x =

x1x2
x3

 , y =

y1y2
y3


étant S3-invariant, le sous-espace

V = {

x1x2
x3

 ∈ C3 : x1 + x2 + x3 = 0}

est un supplémentaire stable de F . Cette sous-représentation de C3 est appelée représentation
standard et est irréductible. En effet, supposons que W ⊂ V soit un sous-espace stable non trivial,
et montrons que W = V . Comme W est non trivial, il existe w ∈ W \ {0}. Alors, si

w =

w1

w2

w3

 ,

comme w1 + w2 + w3 = 0 et w 6= 0, il y a au moins deux coefficients de w non nuls et de signe
opposé. On peut sans perte de généralité supposer que w1 et w2 sont ces coefficients. Si w3 est nul
alors w est de la forme  λ

−λ
0


pour λ ∈ C \{0}. Comme W est stable, le vecteur

(1, 3)w =

 0
−λ
λ


appartient à W et il forme avec w une base de V , donc V = W . Si w3 est non nul, alors w est de
la forme  λ

−λ
µ


pour λ, µ ∈ C \{0} et dans ce cas, le vecteur

(1, 2)w =

−λ
λ
µ


appartient à W , forme avec w une base de V et W = V . On vient donc de recenser trois représen-
tations irréductibles du groupe symétrique : les représentations triviale, alternée et standard. On
verra, à l’aide de la théorie des caractères présentée au chapitre suivant, que ce sont les seules
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Chapitre 3

Théorie des caractères

On va montrer que toute représentation d’un groupe fini est entièrement déterminée par son
caractère et que le nombre de représentation irréductibles d’un groupe fini est non seulement fini,
mais égal au nombre de classes de conjugaison de ce groupe. Insistons sur le fait que le point (3)
de 2.3.6 sera central dans les développements présentés, ceux-ci ne seront donc valables que pour
des représentations finies de groupes finis sur des champs algébriquement clos, ce qui est bien le
cas pour C. Passons en revue quelques premières propriétés.

3.1 Sur les valeurs propres d’une représentation
Proposition 3.1.1. Soit (V, ρ) une représentation d’un groupe fini G. Pour tout g ∈ G,

ρ(g) : V → V

est diagonalisable et ses valeurs propres sont racines premières de l’unité.

Démonstration. Soit g ∈ G. Puisque G est un groupe fini, il existe k ∈ N0 tel que gk = 1. Ainsi on
a

ρ(g)k − id = 0

et ρ(g) est annulé par le polynôme
P (z) = zk − 1.

Le polynôme minimum de ρ(g) divisant P , toutes ses racines sont de multiplicité 1 et ρ(g) est
diagonalisable. De plus, le polynôme caractéritique et minimum de ρ(g) possèdent les mêmes
zéros, ainsi les valeurs propres de ρ(g) sont des racines de l’unité.

3.2 Définition et premières propriétés
Définition 3.2.1. Le caractère d’une représentation (V, ρ) est la fonction

χV : G→ C g 7→ tr(ρ(g)).

Proposition 3.2.2. Soient V et W deux représentations de G. On a
(a) χV⊕W (g) = χV (g) + χW (g) ;
(b) χV⊗W (g) = χV (g)χW (g) ;
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(c) χV ∗(g) = χV (g) ;
(d) χHom(V,W ) = χV χW ;
(e) χΛ2 V (g) =

1
2
(χV (g)

2 − χV (g
2)) ;

(f) χSym2 V (g) =
1
2
(χV (g)

2 + χV (g
2))

pour tout g ∈ G.

Démonstration. Soit g ∈ G. Il suffit regarder les représentations matricielles à partir de bases de
V et W . Soient B = {b1, . . . bn} et B′ = {f1, . . . fm} des bases de V et W dans lesquelles g se
représente par une matrice diagonale. Soient

A =

λ1 . . .
λn

 B =

µ1

. . .
µm


ces matrices.

(a) Dans la base B ∪ B′ de V ⊕W , g se représente par la matrice(
A 0
0 B

)
et χV⊕W (g) = χV (g) + χW (g).

(b) Une base de V ⊗W est donnée par {b1 ⊗ f1, . . . b1 ⊗ fm, . . . , bn ⊗ f1, bn ⊗ fm}. Dans cette
base, g est représenté par 

λ1µ1

λ1µ2

. . .
λnµm

 .

Ainsi on a

χV⊗W (g) =
n∑
i=1

m∑
j=1

λiµj

=

(
n∑
i=1

λi

)(
m∑
j=1

µj

)
= χV (g)χW (g).

(c) Soit {b1, . . . , bn} la base duale de V ∗ associée à B. La matrice

A−1 = diag(1/λ1, . . . , 1/λn)
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représente g−1 : V → V dans la base B, et on a

(g · b∗j)(x) = b∗j(g
−1 · x)

= b∗j(g
−1 ·

n∑
i=1

xibi)

=
n∑
i=1

xib
∗
j(g

−1 · bi)

=
n∑
i=1

xib
∗
j(

1

λi
bi)

=
1

λj
b∗j(x).

La représentation matricielle de g : V ∗ → V ∗ est donc donnée par A−1 et comme les valeurs
propres sont des racines de l’unité, on a

χV ∗(g) = χV (g
−1)

=
n∑
i=1

1/λi

=
n∑
i=1

λi

= χV (g).

(d) Cela découle directement de
Hom(V,W ) = V ∗ ⊗W.

(e) Dans la base {bi ∧ bj | 1 ≤ i < j ≤ n} de Λ2 V , g se représente par une matrice diagonale
dont les éléments diagonaux sont donnés par {λiλj | 1 ≤ i < j ≤ n}. Ainsi

χΛ2 V (g) =
∑

1≤i<j≤n

λiλj

=
1

2

( n∑
i=1

λi

)2

−
n∑
i=1

λ2i


=

1

2

(
χV (g)

2 − χV (g
2)
)
.

(f) Finalement, dans la base {bi •bj | 1 ≤ i ≤ j ≤ n} de Sym2 V , on obtient {λiλj | 1 ≤ i ≤ j ≤ n}
comme enesemble de valeurs propres pour g, et

χSym2 V (g) =
∑

1≤i≤j≤n

λiλj

=
1

2

( n∑
i=1

λi

)2

+
n∑
i=1

λ2i


=

1

2

(
χV (g)

2 + χV (g
2)
)
.
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Définition 3.2.3. Une application α : G → C est centrale si elle est constante sur les classes de
conjugaison de G. L’ensemble de telles applications est noté Cclass G.

Lemme 3.2.4. Une application α : G→ C est centrale si α(gh) = α(hg) pour tous g, h ∈ G.

Démonstration. Si α est centrale, on a

α(ghg−1) = α(h)

pour tous g, h ∈ G. Ainsi si g, h ∈ G on obtient

α(gh) = α(ghgg−1)

= α(hg).

On procède de même pour montrer la réciproque.

Proposition 3.2.5. (a) Le caractère χV d’une représentation V est une fonction centrale.
(b) Deux représentations équivalentes ont même caractère.

Démonstration. Le premier point découle directement des propriétés de la trace. Si (V, ρ) et (W,σ)
sont deux représentations équivalentes, il existe φ : V → W tel que φρ(g) = σ(g)φ, ou encore
φρ(g)φ−1 = σ(g) pour tout g ∈ G. Donc σ(g) et ρ(g) ont la même trace.

3.3 Formules de projection
On vient de voir que deux représentations équivalentes ont même caractère, on va maintenant

montrer que deux représentations ayant même caractère sont équivalentes. Pour cela, on va montrer
que si {Vi | 1 ≤ i ≤ k} est un ensemble de représentations irréductibles et inéquivalentes deux à
deux, alors leurs caractères sont linéairement indépendants dans Cclass G. Si

k∑
i=1

aiχVi = 0

est une combinaison linéaire nulle de ces caractères, on peut facilement faire apparaître les carac-
tères de Hom(Vj, Vi) en multipliant l’équation par χVj . Vu la proposition 2.2.10 et le lemme de
Schur, on introduit la définition suivante pour V G et on va s’intéresser à projeter Hom(Vj, Vi) sur
HomG(Vj, Vi).

Définition 3.3.1. Soit V une représentation de G. On définit

V G = {v ∈ V | gv = v ∀g ∈ G}.

Proposition 3.3.2. Si V est une représentation de G, l’application

φ =
1

|G|
∑
g∈G

g

est un projecteur de V sur V G. En particulier dim(V G) = 1
|G|
∑

g∈G χV (g).
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Démonstration. Si v ∈ V G, on a

φ(v) =
1

|G|
∑
g∈G

gv

=
1

|G|
∑
g∈G

v

= v

et v ∈ Im(φ). Soient v ∈ V et h ∈ G. On a

hφ(v) = h
1

|G|
∑
g∈G

gv

=
1

|G|
∑
g∈G

(hg)v

= φ(v).

Ceci montre que Im(φ) ⊂ V G et on a bien Im(φ) = V G. Finalement, si v ∈ V , on a

φ(φ(v)︸︷︷︸
∈V G

) = v

et φ est bien un projecteur de V sur V G. En particulier,

dim(V G) = tr(φ) = 1

|G|
∑
g∈G

χV (g).

Ceci nous permet de montrer la proposition annoncée.

Proposition 3.3.3. Si {Vi | 1 ≤ i ≤ n} est un ensemble de représentations irréductibles deux à
deux inéquivalentes, leurs caractères sont linéairement indépendants dans Cclass G.

Démonstration. Soit
k∑
i=1

aiχVi = 0

une combinaison linéaire nulle des caractères {χVi | 1 ≤ i ≤ n}. Soit j ∈ {1, . . . , n} et montrons
que aj = 0. En multipliant l’équation par χVj , on obtient

k∑
i=1

aiχHom(Vj ,Vi) = 0

et
k∑
i=1

aiχHom(Vj ,Vi)(g) = 0
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pour tout g ∈ G. De là, on peut écrire

k∑
i=1

ai

(
1

|G|
∑
g∈G

χHom(Vj ,Vi)(g)

)
= 0

et par la proposition 3.3.2, on obtient

k∑
i=1

ai dim(HomG(Vj, Vi)) = 0.

Finalement, on utilise le lemme de Schur pour conclure avec

0 =
k∑
i=1

ai dim(HomG(Vj, Vi)) =
k∑
i=1

aiδij = aj.

Corollaire 3.3.4. Deux représentations ayant même caractère sont équivalentes.

Démonstration. Soient
V = ⊕k

i=1V
⊕ai
i W = ⊕k

i=1V
⊕bi
i

deux représentations et leur décomposition en irréductibles. Comme χW = χV , on a

b1χV1 + · · ·+ bkχVk = a1χV1 + · · ·+ akχVk .

Les caractères étant linéairement indépendants on obtient ai = bi pour tout i ∈ {1, . . . , k} et les
représentations V et W sont équivalentes.

Comme Cclass G est de dimension égale au nombre de classes de conjugaison de G, on a égale-
ment le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.5. Le nombre de représentations irréductibles inéquivalentes de G est plus petit ou
égal au nombre de classes de conjugaison de G.

En particulier, le nombre de représentations irréductibles d’un groupe fini est fini, et on peut
répertorier leurs caractères dans une table.

Définition 3.3.6. Soit G un groupe fini. La table des carcatères de G est un tableau dont les
colonnes sont labellisées par les classes de conjugaison de G et le lignes par ses représentations
irréductibles. Les cases du tableau contiennent les valeurs que prennent les caractères des repré-
sentations irréductibles de G sur ses classes de conjugaison.

Avant de passer à la suite, revenons à l’exemple du groupe symétrique S3.

Exemple 3.3.7. Pour le groupe symétrique, nous avions trouvé 3 représentations irréductibles :
la représentation triviale U , la représentation alternée U ′ et la représentation standard V . Or le
groupe symétrique possède exactement 3 classes de conjugaison :

C((1, 2)) = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}, C(id) = {id} et C((1, 2, 3)) = {(1, 2, 3), (2, 3, 2)};
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on peut donc conclure, par le corollaire 3.3.5 que ces trois représentations irréductibles de S3 sont
les seules. Calculons alors la table des caractères de S3. La ligne correspondant à la représentation
triviale ne possède que des 1, et celle correspondant à la représentation alternée possède des 1 et
des −1, en fonction du signe des représentations dans la classe de conjugaison considérée. Pour la
représentation standard, représentons (1, 2) et (1, 2, 3) dans la base de V formée par les vecteurs

v1 =

 1
0
−1

 , v2 =

 .0
1
−1


On a

(1, 2)v1 = v2 et (1, 2)v2 = v1,

ainsi la matrice représentant (1, 2) vaut (
0 1
1 0

)
.

Pour la permutation (1, 2, 3), on a

(1, 2, 3)v1 =

−1
1
0

 = −v1 + v2 et (1, 2, 3)v2 =

−1
0
1

 = −v1.

La matrice représentant (1, 2, 3) vaut alors(
−1 −1
1 0

)
.

On a maintenant toutes les informations nécéssaires pour calculer la table des caractères de S3.

S3 id (1, 2) (1, 2, 3)
U 1 1 1
U ′ 1 −1 1
V 2 0 −1

On a montré que les caractères des représentations irréductibles de G étaient linéairement
indépendants dans Cclass G. En fait, on peut montrer que si V et W sont deux représentations
irréductibles, leurs caractères sont orthonormés par rapport au produit scalaire suivant.

Définition 3.3.8. On définit un produit scalaire sur Cclass(G)
1 par

(·, ·) : Cclass(G)× Cclass(G) → C (α, β) 7→ 1

|G|
∑
g∈G

α(g)β(g).

Proposition 3.3.9. Soient V et W deux représentations irréductibles de G, on a

(χV , χW ) =

{
1 si V ∼ W
0 sinon.

1. Il s’agit du produit scalaire sur CG restreint à Cclass(G) qui fait de la base standard de CG une base
orthonormée.
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Démonstration. On l’a presque démontré dans la proposition 3.3.3. En utilisant à nouveau la
proposition 3.3.2 et le lemme de Schur, on obtient

(χV , χW ) = dim(HomG(V,W )) =

{
1 si V ∼ W
0 sinon.

On peut alors exprimer les multiplicités des irréductibles apparaissant dans la décomposition
d’une représentation en termes de ce produit scalaire.

Proposition 3.3.10. Soit
V = V ⊕a1

1 ⊕ · · · ⊕ V ⊕ak
k

une représentation. On a ai = (χV , χVi) et V est irréductible si et seulement si (χV , χV ) = 1.

Démonstration. On a

(χV , χVi) =
k∑
j=1

aj(χVj , χVi) = ai.

et

(χV , χV ) =
k∑
i=1

a2i = 1

si et seulement si V est irréductible.

On retrouve alors la proposition 2.2.8 (dans le cadre de représentations de groupes finis).

Corollaire 3.3.11. Une représentation d’un groupe fini est irréductible si et seulement si la re-
présentation duale qui lui est associée l’est.

Démonstration. Soit V une représentation d’un groupe fini G. On a

(χV ∗ , χV ∗) =
1

|G|
∑
g∈G

χV ∗(g)χV ∗(g)

=
1

|G|
∑
g∈G

χV (g)χV (g)

= (χV , χV )

et (χV , χV ) = 1 si et seulement si (χV ∗ , χV ∗) = 1.

Le corollaire 3.3.5 nous indique que les représentations irréductibles d’un groupe G sont en
nombre inférieur au nombre de classes de conjugaison de G. On sait aussi que les caractères de ses
représentations irréductibles sont linéairement indépendants dans Cclass G. On va montrer qu’ils en
sont en fait une base et ainsi, le nombre de représentations irréductibles de G est exactement égal
au nombre de classes de conjugaison de G. Nous aurons besoin du lemme suivant qui caractérise
les éléments de Cclass G en termes des représentations du groupe G.

Lemme 3.3.12. Soit G un groupe. Pour tout α : G→ C et toute représentation V de G, posons

φα,V : V → V v 7→
∑
g∈G

α(g)g · v.

Alors α ∈ Cclass G si et seulement si φα,V est un entrelacement pour toute représentation V de G.
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Démonstration. La condition est nécéssaire. Si α ∈ Cclass G et V est une représentation de G, on a

h · φα,V (v) =
∑
g∈G

α(g)(hg) · v

=
∑
g∈G

α(h−1gh)(gh) · v

=
∑
g∈G

α(g)(gh) · v

= φα,V (h · v)

pour tous h ∈ G, v ∈ V et φα,V est un entrelacement. La condition est suffisante. Soit R la
représentation régulière de G. Pour tous g, h ∈ G, on a

h · φα,R(eg) = φα,R(h · eg)

⇐⇒
∑
t∈G

α(t)ehtg =
∑
t∈G

α(t)ethg

⇐⇒
∑
t∈G

α(g−1t)ehg−1tg =
∑
t∈G

α(tg−1)etg−1hg.

En regardant les termes correspondant à ehg−1hg dans la dernière égalité (t = h dans les deux
sommes), on obtient α(g−1h) = α(hg−1) pour tous g, h ∈ G et α est constante sur les classes de
conjugaison de G.
Proposition 3.3.13. L’ensemble des caractères des représentations irréductibles de G forme une
base orthonormée de Cclass G. De manière équivalente, le nombre de représentations irréductibles
de G correspond au nombre de classes de conjugaison de G.
Démonstration. Notons {Vi | 1 ≤ i ≤ n} l’ensemble des représentations irréductibles de G. On
sait déjà par la proposition 3.3.9 que l’ensemble {χVi | 1 ≤ i ≤ n} est un ensemble d’éléments
orthonormés de Cclass G. Soit α ∈ Cclass G. Montrons que si (α, χV ) = 0 pour toute représentation
irréductible V de G 2, alors α = 0. Cela suffit pour montrer que l’ensemble {χVi | 1 ≤ i ≤ n} est
une base puisque dans ce cas on peut écrire, quel que soit β ∈ Cclass G,

β =
n∑
i=1

(β, χVi)χVi .

En effet, avec

α = β −
n∑
i=1

(β, χVi)χVi ,

on a, pour tout j ∈ {1, . . . , n},

(α, χVj) = (β −
n∑
i=1

(β, χVi)χVi , χVj)

= (β, χVj)−
n∑
i=1

(β, χVi)(χVi , χVj)

= (β, χVj)− (β, χVj)

= 0

2. Alors (α, χV ) = 0 pour une représentation V quelconque.
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et α = 0. Soient α ∈ Cclass G tel que (α, χVi) = 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n} et j ∈ {1, . . . , n}. On
sait, par le lemme 3.3.12 que

φα,Vj =
∑
g∈G

α(g)g : Vj → Vj

est un entrelacement. Par le lemme de Schur, il existe λj ∈ C tel que φα,Vj = λjid. On a alors

λj =
1

dimVj
tr(φα,Vj)

=
1

dimVj

∑
g∈G

α(g)χVj(g)

=
|G|

dimVj
(α, χVj∗)

= 0

ce qui implique φα,Vj = 0. Comme toute représentation se décompose en une somme directe
d’irréductibles, on a φα,V = 0 quelle que soit la représentation V considérée. En particulier, pour
la représentation R de G, si on évalue φα,R en e1 on obtient

∑
g∈G α(g)eg = 0. Donc α(g) est nul

pour tout g ∈ G et α = 0.

Proposition 3.3.14. Soit
V = V ⊕a1

1 ⊕ · · · ⊕ V ⊕an
n

une représentation. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, l’application

φi =
dimVi
|G|

∑
g∈G

χVi(g)g : V → V

le projecteur de V sur V ⊕ai
i .

Démonstration. Par le lemme 3.3.12, φi est un entrelacement. Considérons la restriction de φi sur
Vk (k ∈ {1, . . . , n})

dimVi
|G|

∑
g∈G

χVi(g)g|Vk : Vk → Vk.

Par le lemme de Schur, il existe λk ∈ C tel que φ|Vk = λkid. On a alors

λk =
tr(φ|Vk)
dimVk

=
dimVi

dimVk|G|
∑
g∈G

χVi(g)χVk(g)

=
dimVi
dimVk

(χVk , χVi)

=

{
1 si i = k
0 sinon.

Ainsi φi(v) = v si v ∈ Vi et, puisque g : V → V est donné par

g|⊕a1V1
⊕ · · · ⊕ g|⊕anVn

: V → V

on a φi(v) ∈ V ⊕ai
i pour tout v ∈ V .
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3.4 Application à la représentation régulière de G

La représentation régulière associée à un groupe G est un cas particulier de représentation de
permutation (voir exemple 2.1.7). Pour de telles représentations, on peut lier le caractère et l’action
de G.

Lemme 3.4.1. Soit CX la représentation de permutation associée à l’action de G sur X un
ensemble fini. Alors si χ est le caractère de CX, χ(g) correspond au nombre d’éléments de X fixés
par g.

Démonstration. Dans la base {ex | x ∈ X}, on a g · ex = eg·x. La matrice qui représente g est
composée de colonnes dont tous les éléments sont nuls, sauf celui à la position g ·x, qui vaut 1. Cet
élément se retrouvera sur la diagonale si et seulement si g ·x = x et tr(g) = #{x ∈ X|gx = x}.

En appliquant la proposition 3.3.10 à la représentation régulière R de G, on peut montrer que
toutes les représentations irréductibles de G apparaissent dans la décomposition en somme directe
d’iréductibles de R, ce qui nous fournit une manière de trouver les représentations irréductibles
d’un groupe donné. Par ailleurs, R est irréductible si et seulement si G = {e}.

Proposition 3.4.2. Soit R la représentation régulière associée à un groupe G. On a

R = V dimV1
1 ⊕ · · · ⊕ V dimVn

n

où la somme s’effectue sur toutes les représentations irréductibles de G. En particulier R est
irréductible si et seulement si G = {e}.

Démonstration. Ecrivons
R = V ⊕a1

1 ⊕ · · · ⊕ V ⊕an
n

où {V1, . . . , Vn} est l’ensemble des représentations irréductibles de G, quitte à avoir des facteurs
nuls. Par le lemme 3.4.1, on sait que le caractère χR(g) est donné par le nombre d’éléments de G
fixés par g. Ici, comme gh = h si et seulement si g = e on a

χR(g) =

{
|G| si g = e
0 sinon.

En appliquant alors la proposition 3.3.10 on a

ai = (χR, χVi)

=
1

|G|
∑
g∈G

χR(g)︸ ︷︷ ︸
=0 si g ̸=e

χVi(g)

=
1

|G|
|G|χVi(e)

= dimVi

comme e = id. Comme le nombre de représentations irréductibles de G est égal au nombre de
classes de conjugaison de G, si G 6= {e}, on en a au moins deux et R n’est pas irréductible.
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Corollaire 3.4.3. Soit R la représentation régulière de G et {V1, . . . , Vn} l’ensemble des représen-
tations irréductibles de celui-ci. On a

|G| = dim(R) =
n∑
i=1

(dimVi)
2

et
n∑
i=1

dimVi · χVi(g) = 0

si g 6= e.

Démonstration. Puisque χR =
∑n

i=1 dimVi · χVi , on a

|G| = (χR, χR) =
n∑
i=1

(dimVi)
2

et, si g 6= e

0 = χR(g) =
n∑
i=1

dimVi · χVi(g).

3.5 Le groupe symétrique S4

Terminons ce chapitre par un exemple. Pour le groupe symétrique S3, on avait déjà trouvé
toutes ses représentations irréductibles avant de calculer ses caractères. Pour S4, on peut se servir
de la théorie des caractères pour trouver toutes ses représentations irréductibles.

Exemple 3.5.1. Le groupe S4 possède 5 classes de conjugaisons. En effet, chacune de ses classes
de conjugaison est caractérisée par la longueur des cycles apparaissant dans la décomposition en
cycles disjoints de ses éléments. 3 On a donc les classes de conjugaison suivantes, dont on donne à
chaque fois un représentant

décomposition en cycles représentant
1 + 1 + 1 + 1 id = (1)(2)(3)(4)

2 + 2 (1, 2)(3, 4)
3 + 1 (1, 2, 3)

1 + 1 + 2 (1, 2)
4 (1, 2, 3, 4)

On sait donc que l’on doit chercher 5 représentations irréductibles pour S4. Comme pour le groupe
S3, on peut déjà trouver 3 de ses représentations irréductibles : la représentation triviale, la repré-
sentation alternée et la représentation standard

V = {x ∈ C4 | x1 + x2 + x3 + x4 = 0}.

3. La preuve de cette affirmation est faite en détail au chapitre 5, proposition 5.1.1.
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Les caractères pour ces trois représentations sont alors repris sur le tableau suivant.

S4 id (1, 2)(3, 4) (1, 2, 3) (1, 2) (1, 2, 3, 4)
U 1 1 1 1 1
U ′ 1 1 1 −1 −1
V 3 −1 0 1 −1

Pour calculer le caractère χV de la représentation standard, on utilise χV = χC4 − χU qui découle
de C4 = U ⊕V , et pour calculer χC4 , on utilise le lemme 3.4.1. En effet, la représentation de S4 sur
C4 est donnée par la représentation de permutation sur les vecteurs de base canonique puisqu’on
a

g ·


x1
x2
x3
x4

 =


xg−1(1)

xg−1(2)

xg−1(3)

xg−1(4)

 =
4∑
i=1

xg−1(i)ei =
4∑
i=1

xieg(i)

pour tout g ∈ S4. Pour chaque classe de conjugaison, il suffit donc de regarder le nombre d’éléments
fixés par un représentant, et on a χC4 = (4, 0, 1, 2, 0). Il nous manque alors deux représentations
irréductibles. On sait, par le corollaire 3.4.3, que l’ordre de S4 doit être égal à la somme des carrés
de ses représentations irréductibles. On donc alors pouvoir écrire

24− 12 − 12 − 32 = 13

comme la somme de deux carrés. On sait que les deux représentations manquantes sont donc de
dimension 2 et 3 respectivement. Commençons par les chercher parmis les constructions classiques
de représentations présentées au chapitre précédent. On trouve que la représentation de dimension
3

V ⊗ U ′

est irréductible. Pour le voir, on peut par exemple calculer son caractère et vérifier que

(χV⊗U ′ , χV⊗U ′) = 1.

On a
χV⊗U ′ = χV χU ′ = (3,−1, 0,−1, 1)

et
(χV⊗U ′ , χV⊗U ′) =

1

24
(32 + 3 · (−1)2 + 8 · 02 + 6 · (−1)2 + 6 · 12) = 1.

Il nous reste alors à trouver une représentation irréductible pour S4, de dimension égale à 2.
Notons-là W . Si on cherche à compléter la table des caractères de S4, on sait alors déjà que χW (id)
doit être égal à 2. Pour calculer les autres valeurs de χW , on sait par la proposition 3.3.9 que les
caractères des représentations irréductibles doivent être orthonormés. On peut donc résoudre le
système suivant 

2 + 3b+ 8c+ 6d+ 6e = 0
2 + 3b+ 8c− 6d− 6e = 0
6− 3b+ 6d− 6e = 0
6− 3b− 6d+ 6e = 0
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où (2, b, c, d, e) = χW . On trouve alors χW = (2, 2,−1, 0, 0) et au final, la table des caractères de
S4 est donnée par

S4 id (1, 2)(3, 4) (1, 2, 3) (1, 2) (1, 2, 3, 4)
U 1 1 1 1 1
U ′ 1 1 1 −1 −1
V 3 −1 0 1 −1

V ⊗ U 3 −1 0 −1 1
W 2 2 −1 0 0

.

A partir de cette table, on peut trouver W . Soit σ = (1, 2)(3, 4). On a σ2 = id, donc les zéros du
polynôme caractéristique de σ valent 1 ou −1. Or on sait que χW (σ) = tr(σ) = 2. Alors σ possède
une valeur propre 1 de multiplicité 2, et σ agit comme l’identité sur W . De là, on va se servir du
lemme suivant.

Lemme 3.5.2. Si N est un sous groupe normal d’un groupe G, une représentation

ρ : G→ GL(V )

est triviale sur N si et seulement si elle se factorise à travers le quotient

G→ G/N → GL(V ).

Démonstration. Supposons que ρ(n) = id pour tout n ∈ N . Alors l’homomorphisme

ρ̃ : G/N → GL(V ) gN 7→ ρ(g)

est bien défini. En effet, si gN = g′N , on a g = g′n pour un certain n ∈ N et

ρ(g) = ρ(g′n) = ρ(g′)ρ(n) = ρ(g′).

On peut donc définir une représentation de G/N à partir de celle de G, et celle-ci est telle que

ρ = ρ̃π

où π = G→ G/N est la projection canonique. A l’inverse, si il existe une représentation

ρ̃ : G/N → GL(V )

de G/N telle que
ρ = ρ̃π,

on a, pour tout n ∈ N ,
ρ(n) = ρ̃(N) = ρ(1) = id .

On sait que la représentation W est triviale sur le sous groupe normal

N = {id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}

de S4. Or le groupe quotient S4/N est isomorphe à S3.
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Lemme 3.5.3. On a

S4/{id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} ∼= S3.

Démonstration. Considérons l’action de S4 sur la classe de conjugaison

C = {(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}

de (1, 2)(3, 4), donnée par

ϕ : S4 → S(C) σ 7→ (C → C x 7→ σxσ−1).

Cette action est surjective. En effet, si on regarde l’action d’une transposition τ ∈ S4 sur S(C) ∼= S3,
elle ne modifiera pas l’élément de C qui contient τ , mais échangera les deux autres. Ainsi, par
l’action des transoposition (1, 2), (1, 3) et (1, 4) (on prend à chaque fois une des deux transpositions
apparaissant dans chacun des éléments de C), on obtient les trois « transpositions » de S(C) ∼= S3.
L’application φ étant un morphisme, on peut donc engendrer S(C). Alors, par le premier théorème
d’isomorphisme, on a

S4/ ker(ϕ) ∼= S(C) ∼= S3

et | ker(ϕ)| = 24/6 = 4. Il suffit de montrer que N ⊂ ker(ϕ) pour conclure. C’est évident puisque
N = C ∪ {id}.

On vient donc de montrer que S4/N ∼= S3 et que W est une représentation de S4, de dimension
égale à 2, qui se factorise au travers de S4/N ∼= S3. On vérifie alors que W est irréductible pour
S4 si et seulement si W est irréductibles pour S4/N ∼= S3 et de là, on conclut que W correspond
à la représentation standard de S3.

67





Chapitre 4

Représentations comme CG-modules et
représentations induites

4.1 Représentations comme CG-modules
Soit G un groupe. On a défini une représentation V de G comme étant un homomorphisme de

groupe entre G et GL(V ). On peut, et de manière équivalente, définir une représentation de G en
termes d’homomorphismes d’algèbres.

Définition 4.1.1. Soit G un groupe. L’algèbre de G est l’espace vectoriel CG 1. Elle est naturel-
lement munie d’une structure d’algèbre via

eg · eh = egh

pour tous g, h ∈ G, avec {eg | g ∈ G} la base canonique de CG. On vérifie directement que
l’algèbre CG est associative et unitaire, de neutre e1 où 1 est le neutre de G.

Les propositions 4.1.2-4.1.6 qui suivent servent à traduire le vocabulaire, ainsi que quelques
résultats, associés aux représentations d’un groupe en termes d’homorphismes d’algèbre et CG-
module.

Proposition 4.1.2. Une représentation V d’un groupe G est un homomorphisme d’algèbres

ρ : CG→ End(V )

où V est de dimension finie. De manière équivalente, une représentation V d’un groupe G est un
CG-module à gauche.

Démonstration. Tout d’abord, on vérifie que si V est un CG-module 2, alors

ρ : CG→ End(V ) eg 7→ (V → V v 7→ eg · v)

est un homomorphisme d’algèbres et qu’à l’inverse, si

ρ : CG→ End(V )

1. Confer définition 1.1.3.
2. Confer définition 1.4.7.
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est un homomorphisme d’algèbres, alors

CG× V → V (x, v) 7→ ρ(x)v

munit V d’une structure de CG-module. Maintenant, si V est une représentation d’un groupe G,
au sens de la définition 2.1.1, soit

σ : G→ GL(V )

l’homomorphisme associé. L’application

ρ : CG→ End(V )
∑
g∈G

ageg 7→
∑
g∈G

agσ(g)

est alors un homomorphisme d’algèbres. De même, si

ρ : CG→ End(V )

est un homomorphisme d’algèbres, il suffit de poser

σ(g) = ρ(eg)

pour obtenir une représentation au sens de la définition 2.1.1.

Remarque 4.1.3. On se permettra dans ce qui suit d’omettre le qualificatif « à gauche » lorsque
l’on parlera de CG-modules. Le qualificatif sera réintroduit lorsque la distinction (gauche vs.
droite) sera nécéssaire (on parlera plus loin de représentations « à droite »).

Proposition 4.1.4. Soient V et W deux représentations d’un groupe G. Un entrelacement

φ : V → W

est un morphisme de CG-module.

Proposition 4.1.5. Soit V une représentation d’un groupe G. Le sous-espace W ⊂ V est une
sous-représentation de V si W est un sous-module de V .

La notion d’irréductibilité pour les représentations coïncide avec celle d’irréductibilité pour
les CG-modules. 3 De manière générale, un module indécomposable sur une algèbre n’est pas
nécéssairement irréductible. C’est par contre le cas pour les CG-modules, comme le montre la
proposition suivante, qui est une traduction de 2.3.3.

Proposition 4.1.6. Tout CG-module indécomposable est irréductible.

Démonstration. Soit V un CG-module indécomposable. Si V n’est pas irréductible, il existe un
sous-module propre W de V qui soit non nul. Par la proposition 2.3.3 On peut alors écrire V =
W ⊕W ′ où W ′ est un sous-module propre et non-nul de V . Alors V n’est pas indécomposable,
une contradiction.

On a dit qu’il s’agissait de la traduction de la proposition 2.3.3 en termes de CG-modules :
si tout CG-module indécomposable est irréductible, alors toute représentation est complètement
réductible.

3. Confer définition 1.4.9.
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Remarque 4.1.7. La représentation régulière de G correspond évidemment à l’algèbre de groupe
CG, vue comme un module sur elle-même.

On va se servir de cette observation ainsi que de nos connaissances précédemment acquises
sur la représentation régulière afin de caractériser les représentations irréductibles de G en termes
d’idempotents primitifs de CG.

Proposition 4.1.8. Tout idéal à gauche de CG est de la forme CG · e où e est un idempotent.

Démonstration. Soit V ⊂ CG un idéal à gauche, i.e. une sous-représentation de la représentation
régulière CG. Par la proposition 2.3.3, il existe W un idéal de CG tel que CG = V ⊕W . En
considérant alors la projection de π : CG→ V , on a

V = π(CG)
= π(CG · e1)
= CG · π(e1)

puisque π est un entrelacement, et donc un morphisme de CG-modules. On vérifie que π(e1) est
un idempotent, en effet on a π(e1)π(e1) = π(π(e1)e1) = π(e1).

Corollaire 4.1.9. Les représentations irréductibles de G sont exactement celles de la forme CG ·e
où e est un idempotent primitif de CG.

Démonstration. On sait que la représentation régulière CG se décompose en une somme directe
d’idéaux,

CG = R =
⊕
i

V ⊕ dimVi
i . 4

Par la proposition 4.1.8, il existe alors ei idempotent tel que Vi = CG·ei, pour toute représentation
irréductible Vi. En particulier Vi est indécomposable et par le lemme 1.4.12, e est primitif.

Remarque 4.1.10. Soit R la représentation régulière de G. On sait que

dimVi
|G|

∑
g∈G

χVi(g)g

est la projection de R = CG sur V ⊕ dimVi
i . Ainsi

V ⊕ dimVi
i = CG ·

(
dimVi
|G|

∑
g∈G

χVi(g)eg

)
.

Proposition 4.1.11. Les algèbres CG et
⊕

i End(Vi) sont isomorphes.

Démonstration. On sait que
CG = R =

⊕
i

V ⊕ dimVi
i .

Pour toute représentation irréductible Vi, soit φi : CG → End(Vi) l’homorphisme d’algèbres qui
lui est associé et soit

φ : CG→ End(CG)

4. La somme porte sur toutes les représentations irréductibles de G.
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l’homomorphisme associé à la représentation régulière. On a donc

φi : CG→ End(Vi) x 7→ φ(x)|Vi . 5 (4.1)

De plus, l’homomorphisme φ est injectif ; en effet, si

φ

(∑
g∈G

ageg

)
= 0,

alors quel que soit h ∈ G, on obtient ∑
g∈G

agegh = 0

et ag = 0 pour tout g ∈ G. Ceci implique que

ϕ : CG→
⊕
i

End(Vi) x 7→ ⊕iφi(x).

est injectif, puisque si ϕ(x) = 0, alors φi(x) = 0 pour toute représentation irréductible Vi, ce qui
entraîne φ(x) = 0 vu (4.1). Comme φ est injectif, ceci implique bien x = 0. Le corollaire 3.4.3
permet alors de conclure, on a dim(CG) = dim(

⊕
i End(Vi)) et ϕ est bijectif.

4.2 Représentations induites
Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Si on possède une représentation V de G,

on en possède naturellement une pour H en l’y restreignant.

Définition 4.2.1. Si (V, ρ) est une représentation de G et H en est un sous-groupe, la représen-
tation restreinte ResGH V est la représentation de H donnée par la restriction de ρ à H. On note
ResV si le contexte est clair.

Si maintenant W est une représentation de H, on va en construire une pour G à partir de
W . Donnons la définition suivante, où l’on considère une représentation V de G dont W est un
sous-espace.

Définition 4.2.2. Soient V une représentation de G dont H est un sous-groupe et W un sous-
espace vectoriel invariant pour H. On dit que V est induite par W si

V =
⊕

σ∈G/H

σW

et on note V = IndGHW ou IndW si le contexte est clair.

Dans les conditions de la définition précédente, l’espace {g ·w | w ∈ W} où g est un représentant
de la classe latérale σ ne dépend pas du représentant g choisi, W étant stable pour sous l’action de
H. La notation σW a donc bien un sens. Par ailleurs, la décomposition de V en tant que somme
directe de ces sous-espaces n’est bien qu’une décomposition de V en somme directe d’espaces
vectoriels seulement, les sous-espaces σW ne sont pas nécéssairement des sous-représentations de
V .

5. La restriction étant effectuée sur l’une des copies de Vi dans CG.
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Théorème 4.2.3. Soit G un groupe fini. Si H est un de ses sous-groupes dont W est une repré-
sentation, il existe une unique représentation induite par W à isomorphisme près.

Démonstration. Supposons que V soit une représentation de G telle que

V =
⊕

σ∈G/H

σW.

Fixons un ensemble de représentants {gσ | σ ∈ G/H} des classes latérales de H. Alors, si g ∈ G
est tel que ggσ = gτh avec h ∈ H, on doit avoir

g · (gσw) = (ggσ) · w = (gτh)w = gτ (hw).

Ceci invite à la construction suivante. On fixe un ensemble de représentants {gσ | σ ∈ G/H} des
classes latérales de H et on définit V comme étant une somme directe

V =
⊕

σ∈G/H

W σ

de [G/H] copies de W . Si v ∈ V , on peut écrire

v =
∑

σ∈G/H

gσwσ

où wσ ∈ W pour tout σ ∈ G/H et gσwσ est simplement une notation pour désigner l’image de wσ
par l’injection de W dans la σe copie W σ de W dans V . 6 Pour faire de V une représentation de
G, si g ∈ G et σ ∈ G/H, on pose

g · (gσwσ) = gτ (h · wσ)

où τ ∈ G/H et h ∈ H sont tels que ggσ = gτh avec h ∈ H. Montrons que cette action de G sur
V définit bien une représentation de G. Pour cela, montrons que si g et g′ appartiennent à G, leur
action successive correspond à l’action de gg′. Soit gσw ∈ W σ. Si g′gσ = gτh

′ et ggτ = gµh alors
gg′gσ = ggτh

′ = gµhh
′ et

g · (g′ · (gσw)) = g · (gτ (h′ · w))
= gµ(h · (h′ · w))
= gµ(hh

′ · w)
= gg′ · (gσw).

Pour montrer que V est une représentation induite par W , il faut montrer que W en est un
sous-espace et que

V =
⊕

σ∈G/H

σW.

Montrons que W est un sous-espace de V en l’identifiant à

W ∼= WH ,

6. On verra qu’avec la définition (prochaine) de l’action de G sur V , cette notation se justifie si on prend gH = 1.
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la copie de WH correspondant à la classe latérale H. Soit i : W → V l’injection de W dans
WH ⊂ V . Les espaces W et WH sont évidemment isomorphes via i, mais cette application n’est
pas nécéssairement un H-entrelacement. En effet, soient h ∈ H et w ∈ W . On a hgH = gHg

−1
H hgH

et
h · i(w) = h · gHw = gH(g

−1
H hgH · w) = i(g−1

H hgH · w).
Il suffit alors de prendre la composée ig−1

H pour avoir un H-entrelacement bijectif entre W et WH .
Enfin, si on montre que

W σ = σWH ,

cela suffira pour conclure que V est une représentation de G induite par H. Soient w ∈ W et
σ ∈ G/H. On a

gσ · (gHw) = gσ(gH · w) ∈ W σ

ce qui montre que σWH ⊂ W σ. Pour l’inclusion inverse, on a

gσw = gσ(gH · (g−1
H · w)) = gσ · (gH(g−1

H · w)).

et W σ ⊂ σWH . 7

Il reste à montrer l’unicité. La construction présentée ne dépendant que du choix des représen-
tants, montrons que deux choix différents mènent à des représentations isomorphes. Soient donc
{gσ | σ ∈ G/H} et {g′σ | σ ∈ G/H} deux ensembles de représentants pour les classes latérales de
H. Pour tout σ ∈ G/H, il existe hσ ∈ H tel que g′σ = gσhσ. Alors l’application

φ : V → V
∑

σ∈G/H

g′σwσ 7→
∑

σ∈G/H

gσ(hσ · wσ) 8

est un entrelacement bijectif. En effet, si g ∈ G, σ ∈ G/H et ggσ = gτh avec h ∈ H, on a

g · φ(g′σw) = g · (gσ(hσ · w))
= gτ (h · (hσ · w)).

Pour calculer φ(g · (gσ′w)), on a gg′σ = ggσhσ = gτhhσ = g′τh
−1
τ hhσ et

φ(g · (g′σw)) = φ(g′τ (h
−1
τ hhσ · w))

= gτ (hτ · (h−1
τ hhσ · w))

= gτ (hhσ · w)

ce qui correspond bien à g · φ(g′σw).

Définition 4.2.4. Si H est un sous-groupe d’un groupe fini G, et W en est une représentation on
peut donc parler de la représentation de G induite par W .

La représentation induite satisfait à la propriété universelle suivante.

Proposition 4.2.5 (Propriété universelle). Soient G un groupe fini dont H est un sous-groupe,
W une représentation de H, U une représentation de G et V = IndGHW . Tout H-entrelacement
φ : W → ResGH U s’étend de manière unique en un G-entrelacement ∼

φ : V → U . En d’autres
termes, HomH(W,ResU) ∼= HomG(IndW,U).

7. Si on prend gH = 1, on a gσw = gσ · w, ce qui justifie la notation.
8. Avec la notation gσwσ précédemment introduite, on a bien entendu g′σwσ = gσwσ. Primer gσ sert simplement

à dinstinguer les deux représentations de G.
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Démonstration. Soit φ : W → U un H-entrelacement. La représentation V se décompose

V =
⊕

σ∈G/H

σW.

Fixons {gσ | σ ∈ G/H} un ensemble de représentants des classes latérales de H. Si ∼
φ étend φ alors

∼
φ(gσw) = gσ

∼
φ(w)

= gσφ(w)

= gσφ(g
−1
σ gσw).

Ceci assure l’unicité et on pose ∼
φ = gσφg

−1
σ sur σW = {gσw | w ∈ W}. Il reste à montrer que

cette définition est indépendante des représentants choisis pour les classes latérales σ ∈ G/H. Si
g′σ = gσh (h ∈ H) est un autre représentant de la classe latérale σ ∈ G/H, l’application φ étant
un H-entrelacement, on a

g′σφg
′−1
σ = gσhφh

−1g−1
σ = gσφg

−1
σ .

Corollaire 4.2.6 (Réciprocité de Frobenius). Si W est une représentation de H et U est une
représentation de G, on a

(χIndW , χU)G = (χW , χResU)H

où (·, ·)G (resp. (·, ·)H) est le produit scalaire de Cclass G (resp. Cclass H).
Démonstration. On a

dim(HomG(IndW,U)) = (χIndW , χU)G et
dim(HomH(W,ResU)) = (χW , χResU)H .

Par la proposition précédente, dim(HomG(IndW,U)) = dim(HomH(W,ResU)).
Proposition 4.2.7. Si W est une représentation de H, on a

χIndW (g) =
∑

σ∈G/H
gσ=σ

χW (g−1
σ ggσ)

où {gσ | σ ∈ G/H} est un ensemble de représentants des classes latérales.
Démonstration. Soit IndW =

⊕
σ∈G/H σW . Si {e1, . . . , en} est une base deW , alorsB = {gσe1, . . . , gσen | σ ∈

G/H} est une base de IndW . Soit g ∈ G. La représentation matricielle de g est donnée par une
matrice bloc

(Aµσ)µ,σ∈G/H

où Aµσ est la matrice dont les colonnes sont les composantes des images par g de gσe1, . . . , gσen sur
les éléments gµe1, . . . , gµen de B. Soit σ ∈ G/H. Comme g(σW ) = σ′W pour un certain σ′ ∈ G/H,
si µ 6= σ′, on a Aµσ = 0. Pour µ = σ′, il existe h ∈ H tel que ggσ = gσ′h. On a alors ggσw = gσ′hw
pour tout gσw ∈ σW et Aσ′σ est la matrice représentant h = g−1

σ′ ggσ
9 dans la base {e1, . . . , en} de

W . Pour calculer χIndW (g), on doit donc sommer les traces des matrices Aσσ sur la diagonale, i.e.

χIndW (g) =
∑

σ∈G/H
gσ=σ

χW (g−1
σ ggσ)

9. En tant qu’élément de H agissant sur W
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puisque Aσσ = 0 si g(σW ) = σ′W , avec σ′ 6= σ.

76



Chapitre 5

Représentations irréductibles du groupe
symétrique

Nous allons dans ce chapitre fournir une description complète des représentations irréductibles
de Sp. Le chapitre précédent nous apprend qu’elles se trouvent toutes dans la représentation ré-
gulière CSp de Sp ; qu’elles peuvent s’écrire sous la forme CSp · e pour un certain idempotent
primitif e ∈ CSp et qu’elles sont en nombre égal au nombre de classes de conjugaison de Sp. Un
lien direct sera établi entre les classes de conjugaison du groupe symétrique et ses représentations
irréductibles via les tableaux et diagrammes de Young.

5.1 Les classes de conjugaison de Sp

Proposition 5.1.1. Les classes de conjugaison de Sp sont entièrement déterminées par le nombre
et la longueur des cycles en lesquels leurs éléments se décomposent.

Démonstration. Soit σ ∈ Sp et C(σ) la classe de conjugaison qui lui est associée. Si

σ = µ1 . . . µk

est la décomposition de σ en k cycles disjoints µi de longueur li respectivement, on va montrer que
C(σ) est l’ensemble des permutations qui se décomposent en un produit de k cycles disjoints βi de
longueur li respectivement. Soit α ∈ Sp alors la décomposition de ασα−1 est donnée par β1 . . . βk
où βi est le cycle

(α(µi,1), . . . , α(µi,li))

si µi = (µi,1, . . . , µi,li). En effet, si j = α(µi,n) ∈ {1, . . . , p} (1 ≤ i ≤ k et 1 ≤ n ≤ li) on a

ασα−1(j) = ασα−1(α(µin))

= ασ(µi,n)

=

{
α(µi,1) si n = li
α(µi,n+1) sinon.

De même, si λ ∈ Sp se décompose en un produit de k cycles βi de longueur li respectivement, alors
la permutation

α : µi,n 7→ βi,n

est telle que ασα−1 = λ et λ ∈ C(σ).
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Définition 5.1.2. Si p ∈ N0, une partition λ de p est une décomposition de p en une somme
d’entiers strictement positifs. Si p =

∑k
i=1 λi (λi > 0), on écrit λ = (λ1, . . . , λk) où la suite est

ordonnée par ordre décroissant (i.e. λ1 ≥ · · · ≥ λk) et on note λ ` p.

On voit donc qu’il existe une bijection entre les partitions de p est les classes de conjugaison de
Sp. Si λ = (λ1, . . . , λk), on y associe la classe de conjugaison de Sp dont les éléments sont déterminés
par une décomposition en produit de k cycles disjoints µi de longueur λi respectivement

5.2 Diagrammes et tableaux de Young
Dans toute cette section p est un naturel non nul. A chaque partition de p, on peut associer un

diagramme de Young ainsi que plusieurs tableaux de Young. On verra dans la section suivante en
quoi cette manière de représenter les partitions de p est utile pour caractériser les représentations
irréductibles de Sp.

Définition 5.2.1. Soit λ = (λ1, . . . , λk) une partition de p. A cette partition on associe le dia-
gramme de Young

λ1

λ2
...
λk

où la ie ligne du diagramme a un nombre de cases égal à λi. 1

Définition 5.2.2. La partition conjuguée associée à λ = (λ1, . . . , λk) est la partition λ′ dont le
diagramme est celui composé de k colonnes, chacune ayant un nombre λi de cases. Autrement dit,
si λ′ = (λ′1, . . . , λ

′
r), λ′i est le nombre de termes dans (λ1, . . . , λk) supérieurs ou égaux à i.

Exemple 5.2.3. Le triplet (2, 2, 1) partitionne 5 et le diagramme de Young qui lui est associé est

.La partition conjuguée λ′ associée est celle donnée par le diagramme suivant

i.e. λ′ = (3, 2).

Définition 5.2.4. Si λ ` p, un tableau de Young ou λ-tableau correspond à une numérotation des
cases du diagramme de Young associé à λ. Chaque case du tableau contient un nombre entre 1 et
p et deux cases différentes ne peuvent pas contenir le même nombre.

Exemple 5.2.5. Le tableau suivant

1. Le diagramme représenté correspond à la partition λ = (3, 3, 2, 1) de 9.
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1 2 3

4 5

est un tableau de Young associé à la partition (3, 2).

Notons que pour chaque partition λ de p, il existe autant de λ-tableaux que de permutations
dans Sp. Les éléments de base eg (g ∈ Sp) de CSp sont donc en bijection avec les tableaux de
Young associés à une partition donnée. Le groupe symétrique agit sur l’ensemble des tableaux de
Young en permutant les numéros des tableaux.

Définition 5.2.6. Soient T un tableau associé à λ ` p et σ ∈ Sp. On note σT le tableau où le
numéro d’une case est donné par σ(i) si i était son numéro dans T .

... ...
. . . i . . .

σ−→ . . . σ(i) . . .
... ...

Exemple 5.2.7. En reprenant le tableau de Young

T = 1 2 3

4 5

de l’exemple précédent, et avec la permutation σ = (1, 3, 5) on obtient

(1, 3, 5) 1 2 3

4 5
= 3 2 5

4 1
.

On voit également qu’au tableau de Young T , on peut associer deux sous-groupes de Sp : celui
qui préserve préserve l’ensemble des nombres contenus dans chaque ligne et celui qui préserve
l’ensemble des nombres contenus dans chaque colonne. Si on note P (T ) l’un et Q(T ) l’autre, alors
P (T ) est le sous-groupe de Sp engendré par les transpositions

id, (1, 2), (2, 3), (1, 3), (4, 5)

et Q(T ) celui engendré par
id, (1, 4), (2, 5).

Ceci amène la définition suivante.

Définition 5.2.8. Soit T un tableau de Young. On pose

P (T ) = {g ∈ Sp | g fixe globalement chaque ligne}
Q(T ) = {g ∈ Sp | g fixe globalement chaque colonne}.

Par là on entend que si g ∈ P (T ) (resp. Q(T )) alors tout numéro apparaissant dans une certaine
ligne (resp. colonne) de T apparait dans la même ligne (resp. colonne) de gT .

Ces deux sous-groupes vont nous être utiles lorsque l’on va construire les représentations irré-
ductibles de Sp. On peut d’ores et déjà remarquer que P (T ) etQ(T ) n’ont que l’identité en commun.
En effet, si σ ∈ P (T ) ∩ Q(T ), alors σ(i) est dans la même colonne et ligne que i (i ∈ {1, . . . , p}),
donc dans la même case que i et σ(i) = i.
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Lemme 5.2.9. Si µ ∈ Sp, on a P (µT ) = µP (T )µ−1 et Q(µT ) = µQ(T )µ−1.
Démonstration. On le montre pour une transposition τ = (ij). Si i et j apparaissent sur la même
ligne de T , on a τ ∈ P (T ) et P (τT ) = P (T ) = τP (T )τ . Sinon, i et j apparaissent sur des lignes
différentes de T . Soit σ ∈ P (T ). Alors τστ va conserver les lignes de τT où i et j n’apparaissent
pas et pour les deux lignes où ils apparaissent, i et j seront d’abord échangés par τ , puis comme
τ(τT ) = T et σ ∈ P (T ) la numérotation des lignes sera conservée sous l’action de σ et enfin τ va
remettre i et j sur leur ligne initiale.

τT T
. . . j . . . τ→ . . . i . . . σ→ . . . i . . . τ→ . . . j . . .
. . . i . . . . . . j . . . . . . j . . . . . . i . . .

On a donc τP (T )τ ⊂ P (τT ). Comme T est quelconque on a également τP (τT )τ ⊂ P (T ) et
P (τT ) = τP (T )τ .
Lemme 5.2.10. Soient T un tableau de Young, σ ∈ Sp et T ′ = σT . Alors σ = ρπ avec ρ ∈ P (T ),
π ∈ Q(T ) si et seulement si deux entiers apparaissant dans une même ligne de T apparaissent
dans des colonnes différentes de T ′.
Démonstration. La condition est nécéssaire. Soit σ = ρπ où ρ ∈ P (T ) et π ∈ Q(T ). Alors T ′ =
ρπT = ρπρ−1ρT = αρT avec α = ρπρ−1 ∈ Q(ρT ). Si i et j apparaissent dans une même ligne de
T alors i et j restent sur la même ligne dans ρT , donc sont dans des colonnes différentes de ρT .
Ainsi i et j sont dans des colonnes différentes de T ′ = αρT , α préservant les colonnes de ρT .

La condition est suffisante. Puisque tous les éléments de la première ligne de T apparaissent dans
des colonnes différentes de T ′, il existe α1 ∈ Q(T ′) tel que T et α1T

′ aient les mêmes éléments sur
leur première ligne. Puisque α1 ∈ Q(T ′), tous les éléments apparaissant dans la deuxième ligne de
T apparaissent dans des colonnes différentes de α1T . On peut alors trouver α2 ∈ Q(α1T

′) = Q(T ′)
tel que T et α2α1T

′ aient les mêmes éléments sur leur deux premières lignes. En procédant de
proche en proche, on construit α = αk . . . α1 ∈ Q(T ′) tel que les lignes de T et αT ′ contiennent les
mêmes éléments. Il suffit alors de permuter les éléments sur les lignes de T avec ρ ∈ P (T ) pour que
les tableaux ρT et αT ′ soient identiques. De là, puisque T ′ = σT , on trouve ρ = ασ et en écrivant
α = σπσ−1 avec π ∈ Q(T ), on obtient σ = ρπ−1.
Lemme 5.2.11. Soit T un tableau. Si σ /∈ P (T )Q(T ) alors il existe deux transpositions π ∈ Q(T )
et ρ ∈ P (T ) telles que σ = ρσπ.
Démonstration. Par le lemme précédent il existe deux entiers i et k dans une même ligne de T
qui sont dans une même colonne de σT . Posons ρ = (ik). Alors ρ ∈ P (T ) ∩Q(σT ). Donc il existe
π ∈ Q(T ) tel que ρ = σπσ−1 et on a ρσπ = σπσ−1σπ = σππ = σ.
Définition 5.2.12. On munit les partitions de p de l’ordre lexicographique. Si λ = (λ1, . . . , λk) et
µ = (µ1, . . . , µl) sont des partitions de p alors λ > µ si il existe i ∈ N tel que λj = µj pour tout
j ≤ i et λi > µi.
Lemme 5.2.13. Soient T λ et T µ deux tableaux associés à des partitions λ ` p et µ ` p. Si λ ≥ µ
et toute paire d’entiers sur une même ligne de T λ se trouve dans des colonnes différentes de T µ,
alors λ = µ et il existe ρ ∈ P (T λ), π ∈ Q(T λ) tels que T µ = ρπT λ.
Démonstration. La preuve est similaire à celle du lemme 5.2.10. On doit avoir λ1 = µ1 et on trouve
β1 ∈ Q(T µ) tel que T λ et β1T µ aient les mêmes éléments sur leur première ligne. En procédant de
proche en proche, on trouve λ = µ et β ∈ Q(T µ) tel que T λ et βT µ aient les mêmes éléments sur
leurs lignes. Alors il existe ρ ∈ P (T λ) tel que ρT λ = βT µ. Comme β ∈ Q(T µ) = Q(βT µ) = Q(ρT λ)
on écrit β = ρπρ−1 avec π ∈ Q(T λ) et T µ = ρπ−1T λ.
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5.3 Construction des représentations irréductibles de Sp

Pour construire les représentations irréductibles de Sp, on va à chaque partition λ ` p (i.e. à
chaque classe de conjugaison de Sp) associer une représentation irréductible Vλ via un λ-tableau.

Définition 5.3.1. Soient λ une partition de p et T un tableau sur le diagramme associé à λ.
Définissons les éléments suivants dans CSp

a(T ) =
∑

g∈P (T )

eg; b(T ) =
∑

q∈Q(T )

sign(q)eq et c(T ) = a(T )b(T ).

Le vecteur c(T ) ∈ CSp est appelé symétriseur de Young. Lorsque l’on travaille implicitement avec
un tableau T fixé sur λ, on notera aλ, bλ et cλ en lieu et place de a(T ), b(T ) et c(T ). De même,
les ensembles P (T ) et Q(T ) seront notés Pλ et Qλ. On définit également le sous-espace de CSp
suivant

Vλ = CSp · cλ.

Remarque 5.3.2. Soit λ ` p. La notation Vλ = CSp · cλ est évidemment abusive, puisque la
construction de cλ dépend d’un λ-tableau. On montre cependant que toutes les constructions à
partir d’une même partition λ sont isomorphes. Soient T et T ′ deux λ-tableaux. Montrons que

VT = CSp · c(T ) ∼= CSp · c(T ′) = VT ′ .

Soit σ ∈ Sp tel que T ′ = σT . On a

a(T ′) =
∑

g∈P (T ′)

eg

=
∑

g∈σP (T )σ−1

eg

= eσ

 ∑
g∈P (T )

eg

 eσ−1

= eσa(T )eσ−1 ,

et, de même,
b(T ′) = eσb(T )eσ−1 .

Ainsi,
VT ′ = CSp · c(T ′) = CSp · (eσc(T )eσ−1) = (CSp · c(T )) · eσ−1 = VT · eσ−1 ,

ce qui montre bien que
VT ∼= VT ′

via la multiplication à droite par eσ−1 .

Nous allons montrer que Vλ = CSp · cλ est une représentation irréductible de Sp et que toutes
prennent cette forme. Avant de passer aux preuves, illustrons la construction sur quelques exemples.
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5.3.1 Exemples
Commençons par le cas le plus simple, à savoir les représentations irréductibles de S2.

Exemple 5.3.3. On connait déjà les représentations irréductibles de S2 : il s’agit des représen-
tations triviale et alternée. Essayons de voir comment elles se présentent dans CS2. Trouver la
représentation triviale dans CS2 revient à trouver un vecteur aeid+be(1,2) ∈ CS2 qui nous permette
d’engendrer un sous-espace de dimension 1 isomorphe à la représentation triviale. Pour rappel, la
représentation régulière de S2 est définie via

(1, 2)eid = e(1,2)

(1, 2)e(1,2) = eid

et id ∈ S2 agit sur CS2 par la transformation identique. On veut trouver des coefficients a, b ∈ C
tels que (1, 2) soit l’identité sur U =〉aeid + be(1,2)〈, i.e. tels que

ae(1,2) + beid = aeid + be(1,2).

On doit donc avoir a = b et U est engendré par

c = eid + e(1,2).

Il nous reste à trouver l’idempotent qui engendre U , au sens de la proposition 4.1.8. On remarque
que l’élément précédent c est tel que U = CS2 · c. En effet, on a

U ⊂ CS2 · c

puisque U = C c et
CS2 · c ⊂ U

car U est une représentation (en particulier est stable sous l’action de S2). Le vecteur c est quasi-
idempotent puisque c2 = 2c. Alors en posant

e =
1

2

(
eid + e(1,2)

)
on obtient l’élément idempotent recherché.

Si on essaie maintenant d’établir un lien avec les symétriseurs de Young, on remarque que c
est le symétriseur construit à partir de la partition (2) de 2. En effet, un tableau de Young 2 qui
lui est associé est donné par

1 2

et on a

P(2) = S2; Q(2) = {id}; c(2) = (eid + e(1,2))eid = c

On remarque en particulier que ce symétriseur de Young est quasi-idempotent, et on verra que
c’est toujours vrai dans le cas général à la section suivante.

On peut faire exactement la même chose pour trouver la représentation alternée dans CS2, et
montrer qu’elle correspond à V(1,1) = CS2 · c(1,1), où c(1,1) = eid − e(1,2) est construit via le tableau
de Young suivant

2. Le choix du tableau de Young n’a aucune influence sur la construction dans le cas de S2.
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1

2
.

En fait, pour p ≥ 2 quelconque, comme les représentations alternée et triviale de Sp sont de
dimension 1, elles se retrouvent avec une multiplicité 1 dans CSp et on peut les trouver facilement.

Proposition 5.3.4. Dans CSp, la représentation triviale est donnée par

U =〉
∑
g∈Sp

eg〈= CSp · c(p)

où c(p) =
∑

g∈Sp
eg est le symétriseur de Young associé à la partition p = p, de diagramme 3

. . .

tandis que la représentation alternée est donnée par

A =〉
∑
g∈Sp

sign(g)eg〈= CSp · c(1,...,1)

où c(1,...,1) =
∑

g∈Sp
sign(g)eg est le symétriseur de Young associé à la partition p = 1+1+ · · ·+1,

de diagramme

...

Démonstration. Considérons la représentation alternée A. Si
∑

g∈Sp
λgeg engendre A, on doit avoir

pour tout σ ∈ Sp

σ

∑
g∈Sp

λgeg

 = sign(σ)

∑
g∈Sp

λgeg


⇐⇒

∑
g∈Sp

λgeσg =
∑
g∈Sp

sign(σ)λgeg

⇐⇒
∑
g∈Sp

λσ−1geg =
∑
g∈Sp

sign(σ)λgeg

⇐⇒ λσ−1g = sign(σ)λg ∀g ∈ Sp.

Comme sign(σ) = sign(σ−1), ceci revient à demander

λσg = sign(σ)λg
3. Ici comme tous les numéros entre 1 et p se retrouvent sur l’unique ligne du diagramme, la construction ne

dépend pas d’un choix de tableau.
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pour tous σ, g ∈ Sp. Si le coefficient λid est fixé, tous les autres le sont et A est engendré par∑
g∈Sp

sign(g)eg.

On vérifie que ce même élément est tel que

A =〉
∑
g∈Sp

sign(g)eg〈= CSp ·
∑
g∈Sp

sign(g)eg

et qu’il correspond à c(1,...,1) construit à partir de la partition p = 1 + · · ·+ 1.

Traitons maintenant le cas du groupe S3.

Exemple 5.3.5. Si on veut maintenant essayer de trouver les représentations irréductibles de S3

dans CS3, il nous reste à y chercher la représentation standard. 4 On peut, comme on l’a fait
pour les représentations alternée et triviale, essayer de trouver deux vecteurs de base b1, b2 ∈ CSp
qui engendrent la représentation standard dans CSp. Comme celle-ci est de dimension 2, elle s’y
retrouve deux fois et il existe une infinité de choix possibles pour b1 et b2. On va donc partager
l’espace vectoriel CS3 en deux sous-espaces stables

CS3 = X ⊕ Y

et chercher une paire de vecteurs de bases engendrant la représentation standard dans chacun des
sous-espaces X et Y . Comme ceux-ci seront de dimension plus petite, il sera plus aisé d’y trouver
nos vecteurs de base.

Afin d’établir un lien avec la définition des symétriseurs de Young, on va définir les sous-espaces
X et Y comme vérifiant certaines propriétés de symétrie ou d’antisymétrie. Illustrons de telles pro-
priétés dans un premier temps sur les représentations triviale et alternée.

La représentation triviale U est le sous-espace de CS3 le « plus symétrique » possible. En effet,
comme

U = CS3 ·
∑
g∈S3

eg,

on a vσ = v pour toute permutation σ ∈ CS3 et tout vecteur v ∈ U . 5 La représentation triviale
est donc stable sous l’action à droite de S3, qui est le sous-groupe P(3) de S3 qui préserve la
numérotation du tableau

1 2 3 .

La représentation alternée est quant à elle caractérisée par le fait que aσ = sign(σ)a pour tout
σ ∈ S3 = Q(1,1,1) et pour tout a ∈ A. On peut donc dire que A est l’espace « le plus antisymétrique
possible », puisque ses éléments sont invariants, au signe près, sous l’action à droite de toute per-
mutation de S3.

4. Confer exemple 2.3.12.
5. Dans le cas particulier de la représentation triviale on a également σv = v mais on n’aura pas l’équivalent

d’une telle propriété pour la représentation standard.
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Venons-en maintenant à la représentation standard V . Etant de dimension 2, elle se retrouve
deux fois dans la représentation régulière de S3. On va décomposer CS3 en deux sous-espaces de
même dimension X et Y et chercher au sein de ces deux espaces une copie de la représentation
standard. Commençons par chercher les formes que peuvent prendre des vecteurs de base de V
dans CS3.

Dans C3, la représentation standard V est engendrée par les vecteurs

v1 =

 1
0
−1

 , v2 =

 0
1
−1

 .

Le groupe S3 étant généré par les permutations (1, 2) et (1, 3), si on connait leur action sur une
base, on connait l’action de n’importe quelle permutation sur V . Dans la base {v1, v2}, on a

(1, 2)v1 = v2, (1, 2)v2 = v1, (1, 3)v1 = −v1 et (1, 3)v2 = −v1 + v2.

Comme la représentation standard apparait dans CS3, on doit pouvoir trouver des vecteurs b1, b2 ∈
CS3 qui vérifient les mêmes rélations que les vecteurs v1 et v2 de C3. On cherche donc des vecteurs

b1 =
∑
g∈S3

λgeg, b2 =
∑
g∈S3

µgeg

tels que

(1, 2)
∑
g∈S3

λgeg =
∑
g∈S3

µgeg

(1, 2)
∑
g∈S3

µgeg =
∑
g∈S3

λgeg

(1, 3)
∑
g∈S3

λgeg = −
∑
g∈S3

λgeg

(1, 3)
∑
g∈S3

µgeg = −
∑
g∈S3

λgeg +
∑
g∈S3

µgeg.

Ces relations induisent des contraintes sur les coefficients de b1 et b2, qui doivent vérifier
λ(1,2) = µid = −µ(2,3) = −λ(1,2,3)
λ(2,3) = λid − µid = −µ(1,3) = −λ(1,3,2) = µ(1,2,3)

λ(1,3) = −λid = −µ(1,2) = µ(1,3,2).

On obtient un système de 10 équations pour 12 inconnues. Si on paramétrise l’ensemble des solu-
tions avec a = λid et µid = b, on obtient les expressions suivantes pour b1 et b2

b1 = aeid + be(1,2) + (a− b)e(2,3) − ae(1,3) − be(1,2,3) + (b− a)e(1,3,2) (5.1)
b2 = beid + ae(1,2) − be(2,3) + (b− a)e(1,3) + (a− b)e(1,2,3) − ae(1,3,2). (5.2)

Cela fait beaucoup de possibilités et on aurait du mal à partir de là de retrouver les représentations
standard construites à partir des symétriseurs de Young. On va donc restreindre notre recherche
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à des sous-espaces de CS3 qui s’avéreront contenir la représentation standard.

On a vu, avec les représentations alternées et standard, que cela paraissait être une bonne idée
de chercher des sous-espaces de CS3 possédant des propriétés d’(anti-)symétrie. Evidemment, si
on demande à un sous-espace d’être (anti)-symétrique pour toutes les permutations de S3, on va
d’office retomber sur une des représentations triviale ou alternée. On peut alors chercher des espaces
de CS3 qui soient (anti-)symétriques pour un plus petit nombre de permutations. Traitons le cas
des symétries, les raisonnements s’adaptent aisément pour les antisymétries. On peut facilement
construire des sous-espaces stables de CS3 de la manière suivante. Si H ⊂ S3 est un sous-groupe
de S3, alors

CS3 ·
∑
h∈H

eh

est le sous-espace F de CS3 tel que
x · h = x

pour tous h ∈ H et x ∈ F . Cet espace possède alors pour base l’ensemble suivant

{
∑
g∈σH

eg | σH ∈ G/H}.

Recensons les différents sous-groupes (propres) de S3 que l’on peut considérer. Il y en a 4 ; il s’agit
des trois sous groupes d’ordre 2 engendré par les permutations (1, 2), (2, 3) et (1, 3) ainsi que du
sous-groupe d’ordre 3 engendré par la permutation (1, 2, 3). Le sous-groupe d’ordre 3 n’est pas très
intéressant à considérer pour trouver la représentation standard. En effet, le sous-espace vectoriel

CS3 · (e(1,3,2) + e(1,2,3) + eid)

est de dimension 3!/3 = 2 et contient la représentation triviale. 6 Il ne peut donc également contenir
la représentation standard. On peut vérifier qu’il se décompose en la somme des représentations
triviale et alternée. On a

CS3 · (e(1,3,2) + e(1,2,3) + eid) =〉e(1,3,2) + e(1,2,3) + eid, e(1,2) + e(1,3) + e(2,3)〈,

dont une autre base est donnée par les vecteurs (eid + e(1,2))(e(1,3,2) + e(1,2,3) + eid) et (eid −
e(1,2))(e(1,3,2) + e(1,2,3) + eid) qui sont ceux engendrant les représentations triviale et alternée, res-
pectivement. Considérons alors un des trois sous-groupes restants d’ordre 2, prenons par exemple
{id, (1, 2)}. Le sous-espace

X = CSp · (eid + e(1,2))

est de dimension 3 et possède pour base

{eid + e(1,2), e(1,3) + e(1,2,3), e(2,3) + e(1,3,2)}.

Il contient la représentation triviale et étant de dimension 3, on peut donc s’attendre à y trouver la
représentation standard (on peut le vérifier en calculant le caractère de la représentation). Avant
de l’y chercher, cherchons un sous-espace Y ⊂ CS3 tel que

CS3 = X ⊕ Y.

6. S’il contient les éléments de CS3 invariants sous l’action à droite du sous-groupe {(1, 2, 3), (1, 3, 2), id}, il
contient ceux invariants sous l’action à droite de S3.
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On peut prendre le pendant antisymétrique de ce que l’on vient de faire pour X, et en prenant
par exemple le sous groupe {id, (1, 3)} 7 le sous-espace

Y = CS3 · (eid − e(1,3))

convient. En effet, il est de dimension 3 et est en somme directe avec X. Pour le voir, on sait que

x · (1, 2) = x et y · (1, 3) = −y

pour tous x ∈ X et y ∈ Y . Ainsi, si z appartient à l’intersection X ∩ Y , on a d’une part

z · (2, 3) = z · (1, 2)(1, 3)(1, 2) = −z

et d’autre part
z · (2, 3) = z · (1, 3)(1, 2)(1, 3) = z

ce qui implique z = 0.

On peut maintenant chercher une copie de la représentation standard dans chacun des sous-
espaces X et Y . Pour cela, reprenons les équations trouvées 5.1 et 5.2 pour des vecteurs de base
de la représentation standard. Pour trouver de tels vecteurs de base b1 et b2 dans X on doit avoir
b1(1, 2) = b1 et b2(1, 2) = b2. Ceci impose comme condition sur les paramètres a et b que a doit
être égal à b. On peut alors prendre comme vecteurs de base

b1 = eid + e(1,2) − e(1,3) − e(1,2,3)

b2 = eid + e(1,2) − e(2,3) − e(1,3,2)

et on a

b1 = (eid − e(1,3))(eid + e(1,2))

b2 = (eid − e(2,3))(eid + e(1,2))

Si on cherche à écrire le sous-espace E engendré par ces deux vecteurs comme CS3 · c′ pour un
certain (quasi-)idempotent c′ ∈ CS3, on peut prendre b1 ou b2. En effet on a

CS3 · bi ⊂ E

car bi ∈ E (i ∈ {1, 2}) et E est un sous-espace stable. Et

E ⊂ CS3 · bi

pour i ∈ {1, 2} car b2 = (1, 2)b1 et b1 = (1, 2)b2. On remarque alors que

E = CS3 · b(2,1)a(2,1)

où a(2,1) et b(2,1) on été construits sur le tableau 8

7. On pourrait prendre n’importe lequel des sous-groupes d’ordre 2 de S3.

8. On aurait aussi pu prendre le tableau 2 1

3
.
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1 2

3
.

Il ne s’agit pas du symétriseur de Young comme on l’a défini. En fait, on verra que CS3 ·b(2,1)a(2,1) ∼=
CS3 · a(2,1)b(2,1) et que symétriser ou antisymétriser en premier résulte d’une convention.

De même si on veut trouver des vecteurs b′1 et b′2 qui engendrent la représentation standard
dans Y , on doit avoir b′1(1, 3) = −b′1 et b′2(1, 3) = −b′2. En reprenant les équations 5.1 et 5.2 (pour
b1 ≡ b′1, b2 ≡ b′2), cela impose 2b = a comme condition sur les paramètres. On peut donc prendre

b′1 = 2eid + e(1,2) + e(2,3) − 2e(1,3) − e(1,2,3) − e(1,3,2)

b′2 = eid + 2e(1,2) − e(2,3) − e(1,3) + e(1,2,3) − 2e(1,3,2)

comme base de la représentation standard F ⊂ Y . Prenons une autre base pour simplifier les
expressions, à savoir

f1 =
1

3
(b′1 + b′2) = eid + e(1,2) − e(1,3) − e(1,3,2)

f2 =
1

3
(2b′1 − b2) = eid + e(2,3) − e(1,3) − e(1,2,3).

On a alors (1, 3)f1 = −f2 et (1, 3)f2 = f1 et ainsi

F = CS3 · fi

pour i ∈ {1, 2}. On a donc
F = CS3 · a(2,1)b(2,1)

où on reprend les mêmes notations pour a(2,1) et b(2,1) que lorsque l’on a cherché la représentation
standard dans X = CS3 · (eid + e(1,2)).

Au final, on peut écrire

CS3 =

CS3·(eid+e(1,2))︷ ︸︸ ︷
CS3 ·

(∑
g∈S3

eg

)
⊕ CS3 · b(2,1)a(2,1)

⊕CS3 ·

(∑
g∈S3

sign(g)eg

)
⊕ CS3 · a(2,1)b(2,1)︸ ︷︷ ︸

CS3·(eid−e(1,3))

.

Pour terminer cet exemple, remarquons que

CS3 · b(2,1)a(2,1)
φ∼= CS3 · a(2,1)b(2,1)

via φ qui est la multiplication à droite par (eid − e(1,3)) et dont l’inverse est la multiplication à
droite par 1

3
(eid + e(1,2)).
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5.3.2 Preuves
Passons maintenant aux démonstrations qui prouvent que les représentations de Sp construites

à partir des symétriseurs de Young forment l’ensemble des représentations irréductibles de Sp. Les
quatre lemmes suivants servent à démontrer la proposition 5.3.10 qui constitue l’énoncé principal
de cette section.

Lemme 5.3.6. La décomposition de tout élément de PλQλ en un produit d’un élément de Pλ et
d’un élément de Qλ est unique. En particulier

cλ =
∑

g∈PλQλ
g=pq

sign(q)eg.

Démonstration. Si σ ∈ Pλ∩Qλ, alors tout numéro associé à une case ne doit changer ni de ligne ni
de colonne sous l’action de σ, autrement dit il doit rester dans la case dans laquelle il était. Ainsi
Pλ ∩Qλ = {id}. Et si pq = p′q′ avec p, p′ ∈ Pλ et q, q′ ∈ Qλ, on a p′−1p = q′q−1 donc p′−1p et q′q−1

appartiennent à Pλ ∩Qλ, d’où on tire p = p′ et q = q′.

Lemme 5.3.7. On a
(a) p · aλ = aλ · p = aλ pour tout p ∈ Pλ ;
(b) (sign(q)q) · bλ = bλ · (sign(q)q) = bλ pour tout q ∈ Qλ ;
(c) cλ est l’unique élément de CSp à multiplication par une constante complexe près tel que

p · cλ · (sign(q)q) = cλ pour tous p ∈ Pλ, q ∈ Qλ.

Démonstration. Les premiers points sont immédiats au vu de la définition 5.3.1 et de la définition
des actions à gauche et à droite de Sp sur CSp. Il en va de même pour la propriété de cλ énoncée
en (c). Montrons donc l’unicité. Soit

∑
g∈G ageg ∈ CSp vérifiant l’égalité de l’énoncé. On a

p · (
∑
g∈G

ageg) · (sign(q)q) =
∑
g∈G

ageg

⇔
∑
g∈G

sign(q)agepgq =
∑
g∈G

ageg

pour tous p ∈ Pλ, q ∈ Qλ. On a donc apgq = sign(q)ag pour tous p, g, q et en particulier apq =
sign(q)a1, i.e. la composante de epq dans cλ à un facteur a1 près. Il suffit donc de montrer que ag = 0
si g /∈ PλQλ. Pour un tel g il existe, par le lemme 5.2.11, p ∈ Pλ et q ∈ Qλ deux transpositions
telles que g = pgq. Alors sign(q)ag = apgq = ag et ag = 0.

Lemme 5.3.8. Soient λ, µ ` p.
(a) Si λ > µ alors pour tout x ∈ CSp aλ · x · bµ = 0. En particulier cλcµ = 0.
(b) Pour tout x ∈ CSp cλ · x · cλ est multiple de cλ. En particulier il existe nλ ∈ C tel que

cλcλ = nλcλ.

Démonstration. Montrons le point (a). Soient T λ et T µ les tableaux de Young associés aux parti-
tions λ et µ qui ont été utilisés pour contruire aλ et bµ. Si λ > µ, par le lemme 5.2.13 il existe i
et j deux entiers qui sont dans une même ligne de T λ et une même colonne de T µ. Soit τ = (i, j).
On a τ ∈ Pλ ∩Qµ et par le lemme précédent, aλτ = aλ et τbµ = −bµ. Donc

aλ · bµ = aλ · τ · τ · bµ = −aλbµ
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ce qui implique aλbµ = 0. Si maintenant g ∈ Sp, on aimerait calculer aλegbµ. On sait que egbµeg−1

correspond à l’élément
∑

q∈Q(gTµ) sign(q)eq = b
(g)
µ construit à partir du tableau gT µ. En répétant

le raisonnement précédent avec les tableaux T λ et gT µ on obtient aλegbµeg−1 = aλb
(g)
µ = 0, ce qui

implique aλegbµ = 0. On obtient le cas particulier en choisissant x = bλaµ.
Pour le point (b), soient x ∈ CSp et p ∈ Pλ, q ∈ Qλ. On a

p · (cλ · x · cλ) · (sign(q)q) = p · aλ︸ ︷︷ ︸
aλ

·bλ · x · aλ bλ · (sign(q)q)︸ ︷︷ ︸
bλ

= cλ · x · cλ

et on conclut par le lemme précédent.

Lemme 5.3.9. Soit λ ` p. On a cλ · cλ = nλcλ avec nλ = p!
dimVλ

et Vλ = CSp · cλ.

Démonstration. Soit f la multiplication à droite par cλ sur CSp

f : CSp → CSp x 7→ x · cλ.

On a Im(f) = Vλ et par le lemme précédent, il existe nλ ∈ C tel que cλ · cλ = nλcλ, i.e. tel que
f = nλ id sur Vλ. Ainsi tr(f) = nλ dimVλ. Maintenant regardons la représentation maticielle de f
dans la base {eg | g ∈ G} de CSp. Pour tout g ∈ G on a

eg · cλ =
∑

pq∈PλQλ

sign(q)egpq.

et la composante de eg · cλ sur eg (i.e. l’élément qui se retrouve sur la diagonale) correspond au
terme pq = id dans la somme et vaut 1. Ainsi tr(f) = p! et on conclut.

On a maintenant tout ce qu’il nous faut pour montrer que {Vλ | λ ` p} constitue l’ensemble
des représentations irréductibles de CSp.

Proposition 5.3.10. Soient λ, µ ` p.
(a) Vλ = CSp · cλ est une représentation irréductible de Sp ;
(b) si λ 6= µ, Vλ et Vµ ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Pour le point (a), soit ∼
cλ = cλ/nλ. L’élément ∼

cλ est donc un idempotent de CSp.
Vu le corollaire 4.1.9, il suffit de montrer que ∼

cλ est primitif. Supposons que ∼
cλ = e1 + e2 avec

e1, e2 ∈ CSp deux idempotents orthogonaux entre eux. Par le lemme 5.3.8, il existe α ∈ C tel que
∼
cλ · e1 ·

∼
cλ = α

∼
cλ, i.e. tel que

(e1 + e2) · e1 · (e1 + e2) = α(e1 + e2)

⇐⇒ e1 = α(e1 + e2).

Ceci implique α(e1 + e2) · e2 = αe2 = 0. Donc soit α est nul, auquel cas e1 l’est aussi, soit e2 est
nul. Et ∼

cλ est primitif.
Montrons le point (b). Supposons λ > µ. Si Vλ ∼= Vµ, alors cλVλ ∼= cλVµ. Or par le lemme 5.3.8,

on a
cλVλ = C cλ 6= 0 et cλVµ = 0

ce qui induit une contradiction.
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Remarque 5.3.11. On a construit les représentations irréductibles du groupe symétrique à partir
des symétriseurs de Young, que l’on a défini comme

cλ = aλbλ

pour un tableau de Young sur une partition λ ` p. On aurait très bien pu construire les représen-
tations à partir de bλaλ, en effet on a

CSp · aλbλ ∼= CSp · bλaλ.

Pour le voir, on considère les applications

ϕ : CSp · aλbλ → CSp · bλaλ x 7→ x · aλ
et

ψ : CSp · bλaλ → CSp · aλbλ x 7→ x · bλ
données par les multiplications à droite par aλ et bλ respectivement. Montrons que leurs composées
sont des multiples de l’identite. Par le lemme 5.3.9, et en reprenant les mêmes notations, on a

(aλbλ)
2 = nλ(aλbλ).

De là, pour tout x · aλbλ ∈ CSp · aλbλ, on a

ψ(ϕ(x · aλbλ)) = ψ(x · aλbλaλ) = x · (aλbλ)2 = nλ(x · aλbλ)

et ψϕ = nλ id. Maintenant, il reste à montrer que ϕψ = nλ id. Il suffit de montrer que (bλaλ)
2 =

nλ(bλaλ) et de procéder de même. Montrons-le. Soit

∗ : CSp → CSp
∑
g∈G

ageg 7→
∑
g∈G

ageg−1 .

On vérifie que cette application est une involution, i.e. vérifie

(x∗)∗ = x

pour tout x ∈ CSp et que
(xy)∗ = y∗x∗

pour tous x, y ∈ CSp. On vérifie alors que a∗λ = aλ et b∗λ = bλ. Ceci implique

bλaλ = b∗λa
∗
λ = (aλbλ)

∗

et
(bλaλ)

2 = ((aλbλ)
∗)2 = ((aλbλ)

2)∗ = (nλ(aλbλ))
∗ = nλ(bλaλ)

puisque nλ est réel.

5.4 Décomposition de la représentation régulière
Maintenant que l’on connait les représentations irréductibles de Sp, on va montrer comment se

décompose CSp en irréductibles. On sait que toutes les représentations irréductibles de Sp peuvent
se construire à partir de tableaux de Young sur un diagramme associé λ ` p. On sait également
que Vλ apparait dans CSp avec une multiplicité égale à la dimension de Vλ. On va alors montrer
quels tableaux de Young peuvent être choisis pour décomposer CSp à partir d’une propriété sur
ceux-ci : celle d’être standard.

91



5.4.1 Tableaux Standards
Définition 5.4.1. Soit λ ` p et T un tableau de Young sur λ. Le tableau T est dit standard si sa
numérotation est strictement croissante sur chaque ligne et chaque colonne.

Exemple 5.4.2. Voici quelques exemples de tableaux standards.

1 2 5

3 4

1 3 4

2

1 4 7

2 6

3

5

Exemple 5.4.3. Voici quelques exemples de tableaux non standards.

1 4 7

2 6

3 5

1 3 2

4

On définit alors l’ordre suivant sur les tableaux standards.

Définition 5.4.4. Soient T et T ′ deux tableaux standards associés à des partitions λ, µ ` p
respectivement . Alors on définit T > T ′ dans les deux cas suivants

1. λ > µ ;
2. λ = µ et la première case en laquelle T et T ′ diffèrent (dans l’ordre lexicogrpahique) est telle

que T (i) < T ′(i).

Lemme 5.4.5. L’ensemble des tableaux standards possédant p cases muni de l’ordre défini ci-dessus
est total.

Exemple 5.4.6. Pour p = 3, on a

1

2

3

< 1 3

2
< 1 2

3
< 1 2 3

Pour pouvoir montrer la décomposition de CSp en représentations irréductibles en termes de
tableaux standards, nous aurons besoin de quelques lemmes combinatoires.

5.4.2 Lemmes combinatoires
Le premier lemme servira à montrer que les tableaux de Young choisis pour décomposer CSp

sont tels que les espaces Vλ associés sont en somme directe. Les deux suivants seront utilisés pour
pouvoir avancer des arguments sur les multiplicités.

Lemme 5.4.7. Soient T et T ′ deux tableaux de Young standards possédant p cases. Alors si T > T ′

on a c(T ′)c(T ) = 0.
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Démonstration. Si T et T ′ ne sont pas associés au même diagramme de Young, on conclut par le
lemme 5.3.8. Sinon, soient i et k les numéros respectifs dans T et dans T ′ de la première case en
laquelle ces tableaux diffèrent. Par définition, on a i < k et le dessin suivant

i
T =

k
T ′ =

représente la situation, où la zone grise représente la zone du diagramme en laquelle T et T ′ sont
égaux. On va alors chercher une transposition (i, j) ∈ P (T )∩Q(T ′) ainsi on pourra conclure comme
dans le lemme 5.3.8 en écrivant

c(T ′)c(T ) = c(T ′)e(i,j)e(i,j)c(T ) = −c(T ′)c(T ).

Comme T ′ est un tableau standard et que i < k, le numéro i se retrouve quelque part dans le
tableau T ′ à gauche et en bas de k.

k

i

T ′ =

Comme T et T ′ portent les mêmes numéros sur la ligne contenant i et k respectivement, il suffit
de prendre j le numéro qui se situe dans la case sur la même ligne que k et colonne que i dans T ′.

k

i

T ′ =
j

On a alors bien (i, j) ∈ P (T ) ∩Q(T ′).

Définition 5.4.8. Soient λ et µ deux partitions. On note µ→ λ si le diagramme associé à λ a été
obtenu en ajoutant une (seule) case au diagramme associé à µ.

Exemple 5.4.9. Les diagrammes

sont tels que (3, 1) → (3, 2).

Si on a un tableau standard sur λ ` p, on peut facilement en construire un pour une partition
µ ` p− 1 telle que µ→ λ.

Lemme 5.4.10. Soit λ ` p. On a

{T | T tableau standard sur λ} ∼=
⋃
µ→λ

{T | T tableau standard sur µ}.
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Démonstration. Soit T un tableau standard sur λ. Si λ ` p alors la case comportant le pe numéro
se situe d’office à la fin d’une certaine ligne et colonne, comme T est standard.

Les cases grises du dessin ci-dessus représentent les cases pouvant contenir le numéro p. Il suffit
alors de retirer cette case du tableau pour obtenir un tableau sur µ ` p− 1. A l’inverse, si µ → λ
et T est un tableau de Young standard sur µ, il suffit de conserver la numérotation de T sur les
cases communes à µ et λ et de faire porter à la case ajoutée à µ pour obtenir λ le numéro p. Ces
deux opérations sont inverses l’une de l’autre et fournissent une bijection entre les deux ensembles
de l’énoncé.

A l’inverse, on peut construire un tableau standard sur une partition λ ` p telle que µ → λ
pour une partition µ ` p− 1 donnée.

Lemme 5.4.11. Soit µ ` p− 1. On a

{T | T standard sur µ} × {1, . . . , p} ∼=
⋃

λ:µ→λ

{T | T standard sur λ}.

Avant de passer à la preuve, illustrons sur un exemple la raison pour laquelle la bijection se
fait avec {T | T standard sur µ} × {1, . . . , p} et non pas {T | T standard sur µ}.

Exemple 5.4.12. Prenons par exemple (2, 1) ` 3 comme partition pour µ. Si on se donne une
partition λ telle que (2, 1) → λ et un tableau standard sur (2, 1), on sait très bien que l’on peut
construire une tableau standard sur λ en mettant le numéro 4 dans la case ajoutée au diagramme
de µ.

Par contre en procédant de la sorte, on ne peut pas atteindre tous les tableaux standard sur des
partitions λ telles que (2, 1) → λ. Par exemple, le tableau standard

1 2 3

4

ne saurait être construit à partir du diagramme associé à (2, 1) de cette manière. On peut par
contre voir qu’en retirant la case portant le numéro 3 et en remplaçant 4 par 3 il peut être obtenu
à partir du tableau
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1 2

3

sur (2, 1). En recensant alors tous les tableaux standards possible sur des partitions λ telles que
(2, 1) → λ, on peut voir qu’il y a 8 possibilités

1 2 3

4

1 2 4

3

1 3 4

2

1 2

3 4

1 3

2 4

1 2

3

4

1 3

2

4

1 4

2

3

et que chacune d’entre elles peut être contruite à partir d’un des deux tableaux standards

1 2

3

1 3

4

sur (2, 1). Ceci suggère donc bien une bijection

{T | T tableau sur (2, 1)} × {1, 2, 3, 4} ∼=
⋃

λ:(2,1)→λ

{T | T tableau sur λ}.

Preuve du lemme 5.4.11. Soit T un tableau standard sur µ et j ∈ {1, . . . , p}. On va construire
un tableau standard pour une partition λ ` p telle que µ → λ en suivant l’algorithme dit « row-
bumping ». Soit j0 = j. D’abord, on ajoute 1 à chacune des cases de T portant un numéro supérieur
ou égal à j. Ensuite, on commence une boucle dont la ie itération se déroule de la manière suivante.

1. Si ji−1 est plus grand que chacun des numéros apparaissant dans la ie ligne, on y ajoute en
bout une case portant le numéro ji−1 et l’agorithme se termine.

2. Sinon, soit ji le plus petit numéro de la ie ligne tel que ji > ji−1. On renumérote alors la case
portant le numéro ji par ji−1 et on passe à l’itération suivante.

Montrons que cet algorithme permet bien d’obtenir un tableau standard sur une partition λ telle
que µ→ λ. Tout d’abord, il se termine. En effet, dans le pire des cas on arrive à la dernière ligne,
on prend un dernier numéro jk de cette ligne et on crée une nouvelle ligne portant ce seul numéro.

jk−1

jk

Ensuite, il n’est pas possible de se retrouver dans une situation où on ajouterait une case de la
manière suivante.
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ji

m
⇒

ji

ji−1

m

En effet, si on est à la i+ 1e itération, la case portant le numéro ji−1 contenait dans le tableau T ,
qui est standard, le numéro ji. Si, dans ce tableau T , la case en dessous porte le numéro m, alors
ji < m et on n’ajoutera pas ji au bout de la i + 1e ligne puisque dans ce cas ji ne sera pas plus
grand que tous les numéros de cette i+ 1e ligne. Ceci nous assure que le tableau de Young obtenu
sera bien sur une partition λ telle que µ → λ. Finalement, il nous reste à vérifier que le tableau
obtenu est bien standard.

1. Si la case ajoutée l’est au bout de la première ligne de T , c’est évident. Sinon, la case ajoutée
l’est en dessous d’une ligne.

Cas 1

ji−1m

ji

Cas 2

m

ji

ji−1

l

Il faut alors vérifier que le numéro ji de la case ajoutée est plus grand que m, le numéro
de la case juste au-dessus. Pour le premier cas, puisque ji était à la place de ji−1 dans T
et que T est standard, on a bien ji > m. Pour le second, par le même raisonnement on a
ji < m. Montrons alors que ce cas n’est pas atteignable (sinon le tableau n’est pas standard).
Puisque ji est dans T juste au dessus de l, on a l > ji. Donc ji n’est pas plus grand que
chacun des numéros apparaissant dans la i + 1e ligne et on n’ajoute pas de case à cette
itération. N’oublions pas de vérifier le cas intermédiaire où la case comportant ji est ajoutée
juste en dessous de ji−1, i.e. m = ji−1. Puisqu’on a choisi ji tel que ji > ji−1, le tableau reste
bien standard dans ce dernier cas.

2. La renumérotation des cases conserve le caractère standard du tableau. En effet, la numéro-
tation croissante des lignes est conservée puisque l’on choisi ji le plus petit tel que ji > ji−1.
Ainsi les nombres à droite de ji (dans T ) sont plus grand que ji−1 et ceux à droite sont
plus petits par minimalité de ji. Montrons que la croissance sur les colonnes est également
conservée. Si, à la ie itération, ji est le plus petit numéro sur la ie ligne tel que ji > ji−1.
Alors ji−1 est plus petit que les numéros des cases en dessous de ji (dans T ). Il reste à vérifier
que ji−1 est plus grand que le numéro de la case au dessus de ji (dans T ). Soit k ce numéro.
Procédons par l’absurde et supposons k > ji−1.

l

ji−2

ji

k
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Alors ji−1 était dans T à gauche de k (là où ji−2 a été placé à l’itération précédente) comme
sur le dessin ci-dessus. Mais dans ce cas on obtient, en reprenant les notations du dessin,
ji−1 < l < ji et cela contredit la minimalité de ji.

On vient de montrer qu’à partir d’un tableau standard T sur µ et un nombre j ∈ {1, . . . , p},
on peut construire un tableau standard sur une partition λ telle que µ → λ. Il reste à montrer
que cette construction est bijective. Pour cela, si on se donne un tableau standard sur λ tel que
µ→ λ, il suffit de remonter l’algorithme. Si la case ajoutée à µ pour obtenir λ est en ke ligne, soit
jk−1 le numéro de cette case. On retire la case ajoutée pour obtenir un tableau 9 sur µ et pour tout
i ∈ {1, . . . , k − 1}

1. on pose jk−1−i le plus grand nombre de la k − ie ligne tel que jk−1−i < jk−i ;
2. on remplace jk−1−i par jk−i dans le tableau.

On se retrouve alors avec un tableau sur µ et un numéro j0 ∈ {1, . . . , p}. En retirant alors 1 à tous
les numéros du tableau strictement plus petits que j0, on obtient T un tableau standard sur µ et
j0 ∈ {1, . . . , p} qui sont tels qu’en appliquant le « row-bumping » algorithme, on retombe sur le
tableau standard sur λ que l’on s’était donné.

5.4.3 Décomposition de CSp

Nous allons maintenant montrer le théorème suivant.

Théorème 5.4.13. On a
CSp =

⊕
T

CSp · c(T ) =
⊕
T

VT

où la somme s’effectue sur les tableaux standards pour des partitions λ ` p.

Si λ ` p, on sait que la représentation Vλ apparait dans CSp avec une multiplicité égale à
dimVλ et par le corollaire 3.4.3 on a

p! =
∑
λ⊢p

(dimVλ)
2.

On va alors montrer que les multipicités de Vλ apparaissant dans⊕
T

VT

satisfont à la même relation.

Proposition 5.4.14. Soit p ≥ 2. Pour tout λ ` p, soit fλ le nombre de tableaux standards sur λ.
On a ∑

λ⊢p

f 2
λ = p!

Démonstration. Procédons par récurrence sur p. Pour le cas de base p = 2, on n’a que deux
tableaux de Young standards

9. On utilise ici le terme « tableau » dans un cadre plus large que celui de la définition 5.2.4 puisqu’on n’a pas
nécéssairement des numéros entre 1 et p− 1.
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1 2 1

2

sur les partitions (2) et (1, 1) de 2. On obtient bien alors

1 + 1 = 2 = 2!.

Pour l’induction, si λ ` p et µ ` p− 1, on obtient par les deux lemmes 5.4.10 et 5.4.11 que

pfµ =
∑
λ:µ→λ

fλ

et
fλ =

∑
µ→λ

fµ.

Donc ∑
λ⊢p

f 2
λ =

∑
λ⊢p

fλfλ

=
∑
λ⊢p

fλ

(∑
µ→λ

fµ

)
=
∑
λ⊢p

∑
µ→λ

fλfµ

=
∑
µ⊢p−1

∑
λ:µ→λ

fλfµ

=
∑
µ⊢p−1

pfµfµ

= p
∑
µ⊢p−1

f 2
µ

= p!.

Avec ceci on peut alors passer à la démonstration du théorème 5.4.13.

Preuve du théorème 5.4.13. On veut montrer que

CSp =
⊕
T

VT .

Montrons d’abord que les sous-espaces vectoriels VT où T est un tableau standard sur une partition
de p sont en somme directe. 10 Soit donc 0 =

∑
T xT · c(T ). Si la somme n’est pas directe, il existe

10. En tant que somme directe interne dans CSp.
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un tableau standard T tel que xT · c(T ) 6= 0. Prenons T0 le tableau standard maximal tel que
xT0 · c(T0) 6= 0. Alors par le lemme 5.4.7 on a

0 = 0 · c(T0)

=
∑
T

xT · c(T ) · c(T0)

= xT0 · c(T0)2

= a xT0 · c(T0)

pour une certaine constante non nulle a ∈ C, une contradiction. Ainsi⊕
T

VT ⊂ CSp

et on conclut avec un argument sur les dimensions. Pour tout λ ` p, la multiplicité de Vλ dans⊕
T VT vaut fλ et donc fλ ≤ dimVλ. Ainsi∑

T

f 2
λ ≤

∑
T

(dimVλ)
2 = p!

par le corollaire 3.4.3. Or par la proposition 5.4.14 on a également∑
T

f 2
λ = p!

ce qui n’est possible que si fλ = dimVλ pour tout λ ` p.
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Chapitre 6

Représentations tensorielles du groupe
linéaire

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux représentations irréductibles de GL(V ) que
l’on peut retrouver dans le produit tensoriel V ⊗p où V est un espace vectoriel de dimension finie
et p ≥ 2.

6.1 Représentation de GL(V ) sur V ⊗p

Définition 6.1.1. Soient V un espace vectoriel de dimension finie et p ≥ 2. L’espace vectoriel V ⊗p

est une représentation de GL(V ) via l’homomorphisme
ρ : GL(V ) → GL(V ⊗p) φ 7→ φ⊗ · · · ⊗ φ,

c’est-à-dire qu’on a
φ · v1 ⊗ · · · ⊗ vp = φ(v1)⊗ · · · ⊗ φ(vp)

pour tous φ ∈ GL(V ) et v1 ⊗ · · · ⊗ vp ∈ V ⊗p. Il s’agit de la représentation tensorielle de GL(V )
sur V ⊗p.

On va vouloir trouver la décomposition de V ⊗p en repésentations irréductibles. On sait que Sp
agit à droite 1 sur V ⊗p. Par ailleurs, les actions de GL(V ) et Sp sur V ⊗p commutent.
Lemme 6.1.2. Soit V un espace vectoriel et p ≥ 1. Les actions de Sp et GL(V ) sur V ⊗p commutent.
Démonstration. Soient φ ∈ GL(V ) et σ ∈ Sp. On a

(φ · (v1 ⊗ · · · ⊗ vp)) · σ = (φ(v1)⊗ · · · ⊗ φ(vp)) · σ
= φ(vσ(1))⊗ · · · ⊗ φ(vσ(p))

= φ · (vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(p))

= φ · ((v1 ⊗ · · · ⊗ vp) · σ).

Considérons
B = EndSp(V

⊗p) = {φ ∈ End(V ⊗p

) : φ(z · σ) = φ(z) · σ ∀σ ∈ Sp, z ∈ V ⊗p}
l’ensemble des entrelacemements de la représentation V ⊗p de Sp dans elle-même. 2 Naturellement

1. On considère ici l’action à droite car on considerera plus loin le produit tensoriel V ⊗p ⊗CSp
CSp.

2. Si l’on considère des représentations à droite.
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V ⊗p est une représentation de B. On va alors se servir de la proposition suivante pour trouver les
représentations irréductibles de GL(V ) dans V ⊗p en cherchant celles de B.

Proposition 6.1.3. Un sous-espace de V ⊗p est stable sous l’action de B si et seulement si il est
stable sous l’action de GL(V ).

Démonstration. Soit
ρ : GL(V ) → GL(V ⊗p)

l’homorphisme donné par la représentation de GL(V ) sur V ⊗p. Alors par le lemme précédent,
ρ(φ) ∈ B pour tout φ ∈ GL(V ). Ainsi, si W ⊂ V ⊗p est un sous-espace stable sous l’action de B,
il l’est également sous l’action de GL(V ).

Pour montrer la réciproque, il est suffisant de montrer que B est engendré par l’image de GL(V )
par ρ, i.e. 〉 Im(ρ)〈= B. Par le Corollaire 1.1.17, on a l’isomorphisme End(V ⊗p) ∼= End(V )⊗p et B
est l’ensemble des applications stables sous l’action à droite de Sp sur End(V )⊗p, i.e.

B = {φ ∈ End(V )⊗p | φ · σ = φ ∀σ ∈ Sp}.

En effet, montrons-le sur les éléments générateurs φ1 ⊗ · · · ⊗ φp avec φi ∈ End(V ) pour tout
i ∈ {1, . . . , p}. Si φ1 ⊗ · · · ⊗ φp ∈ B, alors pour tous v1 ⊗ · · · ⊗ vp ∈ V ⊗p et σ ∈ Sp on a

φσ(1)(vσ(1))⊗ · · · ⊗ φσ(p)(vσ(p)) = φ1(vσ(1))⊗ · · · ⊗ φp(vσ(p)).

Soit donc σ ∈ Sp et x1 ⊗ · · · ⊗ xp ∈ V ⊗p. En prenant vi = xσ−1(i) dans l’expression ci-dessus on
obtient

(φσ(1) ⊗ · · · ⊗ φσ(p))(x1 ⊗ · · · ⊗ xp) = (φ1 ⊗ · · · ⊗ φp)(x1 ⊗ · · · ⊗ xp)

et (φ1 ⊗ · · · ⊗ φp) · σ = φ1 ⊗ · · · ⊗ φp. On procède de même pour l’inclusion inverse. Autrement
dit, B = Symp(End(V )). Alors, par la proposition 1.3.15 on a

B =〉{φ⊗ · · · ⊗ φ | φ ∈ End(V )}〈.

et on doit montrer que c’est égal à

〉 Im(ρ)〈=〉{φ⊗ · · · ⊗ φ | φ ∈ GL(V )}〈.

On utilise un argument topologique pour conclure. On sait que GL(V ) est dense dans End(V ) et
comme le produit tensoriel est continu 3 on obtient

〉{φ⊗ · · · ⊗ φ | φ ∈ End(V )}〈 =〉{φ⊗ · · · ⊗ φ | φ ∈ GL(V )}〈
⊂〉{φ⊗ · · · ⊗ φ | φ ∈ GL(V )}〈
= 〉{φ⊗ · · · ⊗ φ | φ ∈ GL(V )}〈
=〉{φ⊗ · · · ⊗ φ | φ ∈ GL(V )}〈

car tout sous-espace vectoriel de End(V )⊗p pour la topologie euclidienne est fermé.

On sait que Sp agit à droite sur V ⊗p et dans le chapitre précédent on a défini les symétriseurs de
Young pour construire les représentations iréductibles de Sp. On peut alors définir les sous-espaces
Sλ(V ) de V ⊗p pour tout λ ` p.

3. Si on munit End(V )⊗p de la topologie euclidienne.
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Définition 6.1.4. Soit λ ` p une partition de p et cλ un symétriseur de Young associé. Le module
de Schur associé est

Sλ(V ) = V ⊗p · cλ.
Il s’agit d’une sous-représentation de la représentation tensorielle de GL(V ) car les actions de
GL(V ) et Sp commutent.

Nous allons montrer que les modules de Schur sont les représentations irréductibles de GL(V )
qui se retrouvent dans V ⊗p. On va donc d’abord montrer que ces représentations sont irréductibles.

6.2 Irréductibilité des modules de Schur
Pour se servir du fait que l’on connait déjà la forme des représentations irréductibles de Sp, on

va écrire
V ⊗p ∼= V ⊗p ⊗CSp CSp.

Ensuite, on va montrer que l’isomorphisme laisse passer les symétriseurs de Young, i.e. qu’on a

Sλ(V ) ∼= V ⊗p ⊗CSp Vλ.

Finalement on se servira de l’irréductibilité de Vλ pour conclure à celle de Sλ(V ). Commençons
par montrer les deux isomorphismes annoncés.

Proposition 6.2.1. Soient A une algèbre associative et unitaire ; et U un A-module à droite. On
a

U ∼= U ⊗A A

en tant que A-modules à droite.

Démonstration. Le produit tensoriel de modules étant unique à isomorphisme près 4, il suffit de
vérifier que U est un produit tensoriel pour U et A. L’application

· : U × A→ U (u, a) 7→ u · a

est A-équilibrée. On va alors montrer qu’elle forme avec U un produit tensoriel. Soient V un espace
vectoriel et

φ : U × A→ V

une application A-équilibrée. Si
f : U → V

est une application linéaire telle que

φ(u, a) = f(u · a),

alors si e est l’unité de A , on doit avoir

f(u) = f(u · e) = φ(u, e).

Cela assure l’unicité de la factorisation. En définissant alors

f : U → V u 7→ φ(u, e)

4. Confer remarque 1.4.16.
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on obtient
φ(u, a) = φ(u, a · e) = φ(u · a, e) = f(u · a)

et (U, ·) est bien un produit tensoriel pour U et A

Maintenant, mettons nous dans le contexte suivant.
— G est un groupe fini ;
— A = CG ;
— U est un A-module à droite ;
— B = HomG(U,U) = {φ : U → U | φ(v · g) = φ(v) · g, ∀g ∈ G, v ∈ U}.

L’algèbre B agit sur U , et son action commute avec celle de CG ce qui fait de U un (B,A)-
bimodule. A partir de la décomposition de A en A-sous-modules à gauche irréductibles 5, on va
fournir la décomposition de U en B-sous-modules à gauche irréductibles.

On a vu 6 que tout A-sous-module à gauche de A était de la forme

A · c

pour un certain c ∈ A. On va montrer qu’à partir de l’isomophisme entre U et U ⊗A A, on peut
trouver un B-sous-module à gauche de U qui lui est isomorphe.
Lemme 6.2.2. Pour tout c ∈ A, on a

U · c ∼= U ⊗A A · c

en tant que B-modules à gauche.
Démonstration. Par la proposition 6.2.1, on a

U ⊗A A ∼= U

en tant que A-modules à droite. Comme U est également un (B,A)-bimodule, on peut faire du
produit tensoriel de U ⊗A A = U un B-module à gauche et l’isomorphisme entre U ⊗A A et U est
également B-linéaire. En effet, on fait de U (en tant que produit tensoriel de U et A) et U ⊗A A
des B-modules via

b · (u · a) = (b · u) · a et b · (u⊗ a) = b · u⊗ a

pour tous u · a ∈ U , u⊗ a ∈ U ⊗A A et b ∈ B. Et l’isomorphisme

ψ : U ⊗A A→ U u⊗ a 7→ u · a

vérifie bien
ψ(b · (u⊗ a)) = ψ(b · u⊗ a) = (b · u) · a = b · (u · a) = b · ψ(u⊗ a)

pour tous b ∈ B, u⊗ a ∈ U ⊗A A. On a alors

U · c = ψ(U ⊗A A · c)

car
ψ(u⊗ ac) = u · ac = (u · a) · c ∈ U · c

pour tous u ∈ U , a ∈ A et

u · c = ψ(u⊗ c) = ψ(u⊗ ec) ∈ ψ(U ⊗A A · c)

pour tout u ∈ U . Ceci prouve l’isomorphisme de B-modules annoncé.
5. Autrement dit de la décomposition de CG en représentations irréductibles.
6. Confer proposition 4.1.8.
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On va maintenant montrer que le B-sous-module gauche U ·c de U ainsi obtenu est irréductible
si A · c l’est. Pour cela nous utiliserons la proposition suivante.

Proposition 6.2.3. Soient V et W deux représentations de G. On peut faire de V ∗ un CG-module
à droite et on a

HomG(V,W ) ∼= V ∗ ⊗CGW.

Démonstration. On sait déjà que V ∗ est un CG-module à gauche en prenant la structure de CG-
module donnée par la construction de la représentation duale à la section 2.2.3 Pour faire de V ∗

un CG-module à droite, il suffit de poser

f · g = g−1 · f,

i.e.
f · g(v) = f(g · v)

pour tous g ∈ G, f ∈ V ∗ et v ∈ V . Ainsi, le produit tensoriel

V ∗ ⊗CGW

est bien défini. Partons de l’isomorphisme

Hom(V,W ) = V ∗ ⊗W.

Pour plus de facilité, on va montrer que

(V ∗ ⊗W )G ∼= V ∗ ⊗CGW,

ce qui suffira puisque
HomG(V,W ) = Hom(V,W )G ∼= (V ∗ ⊗W )G

par la proposition 2.2.10. On définit naturellement 7

Ψ : (V ∗ ⊗W )G → V ∗ ⊗CGW φ⊗ w 7→ φ⊗G w

par la restriction à (V ∗ ⊗W )G de la projection de V ∗ ⊗W sur V ∗ ⊗CGW . 8 Cherchons à définir
une application Φ : V ∗ ⊗CGW → (V ∗ ⊗W )G. On sait que si φ⊗w ∈ V ∗ ⊗W est une application
linéaire, on peut la projeter sur (V ∗ ⊗W )G pour en faire un entrelacement où le projecteur est
donné par la proposition 3.3.2. On est donc tenté de définir

Φ : V ∗ ⊗CGW → (V ∗ ⊗W )G φ⊗CG w 7→ 1

|G|
∑
g∈G

gφ⊗ gw.

Pour que cette définition soit licite, il faut vérifier que l’application

V ∗ ×W → V ∗ ⊗W (φ,w) 7→ 1

|G|
∑
g∈G

gφ⊗ gw

7. Les notations φ⊗ w et φ⊗G w désignent des éléments de V ∗ ⊗W et V ∗ ⊗CG W respectivement.
8. Confer 1.4.3.

105



est CG-équilibrée. L’image de (φ · h,w), avec φ ∈ V ∗, h ∈ G et w ∈ W , par cette application est
donnée par

1

|G|
∑
g∈G

g(φh)⊗ gw =
1

|G|
∑
g∈G

g(h−1φ)⊗ gw

=
1

|G|
∑
g∈G

gh−1φ⊗ gw

=
1

|G|
∑
g∈G

gφ⊗ ghw

et correspond bien avec celle de (φ, hw) par cette même application. Montrons alors que ΨΦ = id.
Soit φ⊗G w ∈ V ∗ ⊗CGW . On a

Ψ(Φ(v ⊗G w)) = ψ(
1

|G|
∑
g∈G

gφ⊗ gw)

=
1

|G|
∑
g∈G

gφ⊗G gw

=
1

|G|
∑
g∈G

gφg ⊗G w

=
1

|G|
∑
g∈G

φ⊗G w

= φ⊗G w

car gφg = φ pour tout g ∈ G. Il nous reste à montrer que ΦΨ = id. Soit
∑n

i=1 φi ⊗ wi ∈ V ∗ ⊗W
tel que

∑n
i=1 gφi ⊗ gwi =

∑n
i=1 φi ⊗ wi pour tout g ∈ G. On a alors

ΦΨ

(
n∑
i=1

φi ⊗ wi

)
= Φ

(
n∑
i=1

φi ⊗G wi

)

=
n∑
i=1

Φ(φi ⊗G wi)

=
n∑
i=1

1

|G|
∑
g∈G

gφi ⊗ gwi

=
1

|G|
∑
g∈G

n∑
i=1

gφi ⊗ gwi

=
1

|G|
∑
g∈G

n∑
i=1

φi ⊗ wi

=
n∑
i=1

φi ⊗ wi.
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Remarque 6.2.4. L’isomorphisme qu’on vient de montrer entre HomG(V,W ) et V ∗ ⊗CG W est
un isomorphisme d’espaces vectoriels et également de représentations si on munit V ∗⊗CGW de la
structure triviale de CG-module à gauche. Cette structure de CG-module gauche n’est pas définie
directement sur V ∗ ⊗CG W à partir de la structure de CG-module à gauche de V ∗ comme on
aurait pu espérer le faire si V ∗ était un (CG− CG)-bimodule. 9 Par contre, V ∗ ⊗W possède une
structure de CG-module et on peut définir à partir de celle-ci

g · (f ⊗G w) = g · π(f ⊗ w) = π(g · (f ⊗ w)) = gf ⊗G gw

pour tous g ∈ G, f ⊗G w ∈ V ∗ ⊗CGW où π : V ∗ ⊗W → V ∗ ⊗CGW est la projection canonique.
Alors pour tous g ∈ G, f ⊗G w ∈ V ∗ ⊗CGW on a

g · (f ⊗G w) = gf ⊗G gw = gfg ⊗G w = f ⊗ w

et cette structure correspond bien à celle de CG-module gauche de HomG(V,W ).

Proposition 6.2.5. Soient W un CG-module gauche irréductible et U un CG-module droit. Alors

U ⊗CGW

est un B-module gauche irréductible, où B = HomG(U,U).

L’espace vectoriel U est un CG-module droit. Quand on parle d’une représentation V d’un
groupe G, on sous-entend que G agit à gauche sur V (c’est ainsi qu’on a défini une représentation).
On aurait pu également travailler avec des actions de G à droite sur des espaces vectoriels et ainsi
définir des représentations à droite de G. Avec ce vocabulaire, U est donc une représentation à
droite de G. Tout ce qu’on a montré pour une représentation à gauche de G est également valable
pour une représentation à droite de G. En particulier, U est complètement réductible. On peut
également montrer, et la preuve est à quelques détails près identique à celle de 2.2.8 que V est
une représentation gauche irréductible de G si et seulement si V ∗ est une représentation droite
irréductible de G. On va se servir de cela pour démontrer la proposition 6.2.5.

Preuve de la proposition 6.2.5. Traitons d’abord le cas où U est irréductible. On peut écrire U =
V ∗ où V est une représentation gauche irréductible de G. Dans ce cas, on a

V ∗ ⊗CGW ∼= HomG(V,W )

qui est de dimension égale à 1 ou 0 par le lemme de Schur, ce qui suffit pour conclure.
Supposons que U ne soit pas irréductible. Soit {Vi | 1 ≤ i ≤ n} l’ensemble des représentations

gauches de G irréductibles et deux à deux inéquivalentes. Alors {V ∗
i | 1 ≤ i ≤ n} est l’ensemble

des représentations droites de G irréductibles et deux à deux inéquivalentes et on peut écrire

U = ⊕n
i=1(V

∗
i )

⊕ai et W = Vj

où ai ∈ N pour tout i ∈ {1, . . . , n} et j ∈ {1, . . . , n} .On a alors

U ⊗CGW =
(
⊕n
i=1(V

∗
i )

⊕ai
)
⊗CGW

∼= ⊕n
i=1 (V

∗
i ⊗CG Vj)

⊕ai

∼= ⊕n
i=1 (HomG(Vi, Vj))

⊕ai

9. Confer 1.4.3.
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par la proposition 6.2.3 et par le lemme de Schur, on obtient

⊕n
i=1 (HomG(Vi, Vj))

⊕ai ∼= HomG(Vj, Vj)
⊕aj

∼= Caj .

On obtient également, avec l’équivalent de la proposition 2.3.7 pour des représentations droites

B = HomG(U,U) ∼= ⊕n
i=1 HomG((V

∗
i )

⊕ai , (V ∗
i )

⊕ai)
∼= ⊕n

i=1 Mat(ai × ai,C).

Maintenant, montrons que l’action (à gauche) deB sur U⊗CGVj correspond à celle de ⊕n
i=1 Mat(ai×

ai,C) sur Caj donnée par
(⊕n

i=1Ai)X = AjX.

Cette dernière représentation étant irréductible 10, cela suffira pour conclure. Par la proposition
2.3.7, on sait que la base de ⊕n

i=1 Mat(ai × ai,C) donnée par

{Ai,l,k | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j, k ≤ ai}

où Ai,l,k est exclusivement non nul sur le ie facteur, celui-ci étant donné par la matrice ayant 1 en
position (j, k) et 0 partout ailleurs, correspond à celle de HomG(U,U) donnée par les applications
Ii,l,k (i ∈ {1, . . . n} et j, k ∈ {1, . . . , ai}), où on reprend les même notations que la proposition
2.3.7. De même, la base canonique

{ek | 1 ≤ k ≤ aj}

de Caj correspond à la base de HomG(⊕n
i=1V

⊕ai
i , Vj) donnée par les applications

Jk : ⊕n
i=1V

⊕ai
i → Vj

où Jk projète la ke composante de ⊕n
i=1V

⊕ai
i isomorphe à Vj sur Vj. 11 Remontons maintenant le

chemin des isomorphismes pour trouver la base correspondante dans U⊗CGVj = (⊕n
i=1(V

∗
i )

⊕ai)⊗CG
Vj. Soit donc

B = {e1, . . . , ed}

une base de Vj. Une base de (V ∗
j )

⊕aj est donc donnée par

{e∗k,l | 1 ≤ l ≤ d, 1 ≤ k ≤ aj}

où e∗k,l est l’élément dual de el et l’indice k sert à savoir dans quel facteur de (V ∗
j )

⊕aj on se trouve.
Les applications Jk correspondent alors aux éléments

Ek =
d∑
l=1

e∗k,l ⊗G el

dans (⊕n
i=1(V

∗
i )

⊕ai) ⊗CG Vj. Il reste à montrer que l’action de Ii,l,k sur Ek′ correspond à celle de
Ai,l,k sur ek′ . D’une part, on a

Ai,l,kek′ = δi,jδk,k′el.

10. Confer 2.1.12.
11. Ceci découle également de la proposition 2.3.7 et on a légèrement modifié les notations. En particulier, un

seul indice est nécéssaire pour désigner les éléments de base.
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D’autre part,

Ii,l,kEk′ = Ii,l,k

(
d∑

m=1

e∗k′,m ⊗G em

)

=
d∑

m=1

Ii,l,ke
∗
k′,m ⊗G em

et
Ii,l,ke

∗
k′,m = δk,k′δi,je

∗
l,m

car Ii,l,k prend la projection de e∗k′,m sur le ke facteur de (V ∗
i )

⊕ai (qui vaut zéro si i 6= j et k 6= k′)
pour l’envoyer dans le le facteur de (V ∗

i )
⊕ai . Ainsi on a

Ii,l,kEk′ = δk,k′δi,j

d∑
m=1

e∗l,m ⊗G em = δk,k′δi,jEl

et la correspondance souhaitée est établie.

6.3 Dualité de Schur-Weyl
Proposition 6.3.1. Soient V un espace vectoriel de dimension finie et p ≥ 2. Les modules de
Schur sont des représentations irréductibles de GL(V ) et

Sλ V ∼= V ⊗p ⊗CSp Vλ.

Démonstration. Cela découle de ce qui a été fait à la section précédente.

Théorème 6.3.2. Soient V un espace vectoriel de dimension finie et p ≥ 2. On a
(a)

V ⊗p ∼=
⊕
λ⊢p

Sλ V ⊗ V ∗
λ

où l’isomorphisme est un isomorphisme de représentations à gauche pour GL(V ) et à droite
pour Sp ;

(b) la décomposition en irréductibles pour Sp est donnée par

V ⊗p =
⊕
λ⊢p

(V ∗
λ )

dim Sλ V ;

(c) et celle pour GL(V ) par
V ⊗p =

⊕
λ⊢p

Sλ V dimVλ .

Démonstration. Par la proposition 4.1.11 on a

CSp ∼=
⊕
λ⊢p

End(Vλ)
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en tant qu’algèbres. Cet isomorphisme est également un isomorphisme de (CG − CG)-bimodule
si on munit End(Vλ) des structures de modules à droite donnée par

(φ · g)(v) = φ(g · v)

et à gauche 12 par
(g · φ)(v) = g · (φ(v))

pour tous g ∈ G, φ ∈ End(Vλ) et v ∈ Vλ. On a également

End(Vλ) ∼= Vλ ⊗ V ∗
λ

où l’isomorphisme est également un isomorphisme de (CSp − CSp)-bimodule, avec

g · (v ⊗ φ) = g · v ⊗ φ

et
(v ⊗ φ) · g = v ⊗ φ · g

pour tous g ∈ G, φ ∈ End(Vλ) et v ∈ Vλ. On a alors

V ⊗p ∼= V ⊗p ⊗CSp CSp

∼= V ⊗p ⊗CSp

(⊕
λ⊢p

End(Vλ)
)

∼= V ⊗p ⊗CSp

(⊕
λ⊢p

Vλ ⊗ V ∗
λ

)
∼=
⊕
λ⊢p

V ⊗p ⊗CSp (Vλ ⊗ V ∗
λ )

∼=
⊕
λ⊢p

(
V ⊗p ⊗CSp Vλ

)
⊗ V ∗

λ

∼=
⊕
λ⊢p

Sλ V ⊗ V ∗
λ .

Ceci montre le point (a) et les points (b) et (c) en découlent alors.

12. A ne pas confondre avec la structure CG-module à gauche donnée par la construction de représentation sur
End(Vλ) = Hom(Vλ, Vλ) définie à la section 2.2.4.
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