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Introduction

La théorie des représentations des groupes vise a étudier les actions « linéaires » d’un groupe
sur des espaces vectoriels, en ce sens qu’elle considere les actions d’un groupe G sur des espaces
vectoriels V', ou l’action de chaque élément du groupe G est une transformation linéaire de V.

Selon Weyl [9][29], la théorie des représentations des groupes a été en grande partie créée par
Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), dont la plus célebre contribution fit d’introduire la théorie
des caracteres. Le caractére d'une représentation d'un groupe G est la fonction qui a tout élément
g € (G, associe la trace de 'application linéaire correspondant a son action. Par apres Issai Schur
(1875-1941), dans la continuation du travail de Frobenius, et Robert Lee Burnside (1926-2005),
indépendamment de ses travaux, ont trouvé une approche plus simple a la théorie en mettant
I’emphase sur les représentations matricielles des représentations de groupes plutot que sur leurs
caracteres.

La théorie des caracteres est tres puissante pour 'analyse des représentations des groupes finis,
et on peut se demander comment, a partir de la définition d’une représentation d’un groupe,
on peut bien penser a s’intéresser a la trace des éléments de ce groupe. En fait, la théorie des
représentations des groupes a d’abord été créée en termes de caracteres, et comme le dit Hawkins
[6][144], si la théorie des représentations avait été créée en termes de représentations matricielles,
I'importance des caracteres n’aurait peut-étre pas été aussi facilement reconnue, alors que dans
I'ordre historique de son développement, la notion de caractére était centrale, de sorte que son
importance a été supposée des le départ.

Dans ce mémoire, nous nous intéresserons particulierement aux représentations du groupe sy-
métrique S, et du groupe général linéaire GL(V'). Dans ce contexte, on s’intéresse particulierement
aux représentations dites irréductibles, c’est-a-dire, les représentations pour lesquelles il n’est pas
possible de trouver un sous-espace propre qui soit invariant sous ’action du groupe. Ces repré-
sentations peuvent étre considérées comme les plus simples possibles, mais il s’avere qu’elles sont
également des blocs de construction pour bon nombre de représentations, dites « completement
réductibles ».

Nous nous occuperons de décrire toutes les représentations irréductibles du groupe symétrique
et de trouver celles qui se retrouvent dans les représentations tensorielles de GL(V') (pour un espace
vectoriel V' de dimension finie), i.e. des représentations V® sur lesquelles GL(V') agit sur chacun
des facteurs. Le groupe symétrique agit naturellement sur V®? et son action est compatible avec
celle de GL(V'). Ce lien entre les actions de GL(V) et S, sur le produit tensoriel V¥ nous meénera
a la dualité de Schur-Weyl, qui permet de décomposer le produit tensoriel en sous-représentations
irréductibles pour S, et GL(V'). Cette dualité est ainsi nommée apres Issai Schur, qui la découvrit
et Hermann Weyl qui la popularisa au travers de ses livres sur les groupes classiques et sur la
mécanique quantique. Si on travaille avec un produit tensoriel V ® V| ot V' est complexe et de
dimension finie, on peut le décomposer

VeV =Sym’VaeAV

en ses tenseurs symétriques et antisymétriques. Chacun des termes est stable et irréductible pour
l'action de GL(V) et a été construit a 1’aide du groupe symétrique. Pour p > 3, cette décomposition
n’est plus valable. Les puissances extérieures et symétriques sont bien en somme directe, mais leur
somme ne recouvre pas tout le produit tensoriel. La dualité de Schur-Weyl permet de généraliser
cette décomposition pour p > 3. L’explication de cette dualité est I'objectif final de ce mémoire,
mais cette théorie est le point de départ pour 'étude des représentations tensoriels de GL(V)



et de ses sous-groupes. Elle est de nos jours activement utilisée en mécanique quantique, plus
particulierement en informatique quantique [[][10].

Le premier chapitre offre la définition du produit tensoriel entre espaces vectoriels, qu’il est
essentiel de maitriser si 'on veut s’intéresser aux représentations tensorielles du groupe général
linéaire. La présentation suit principalement le livre de Greub [5]. On y présente ensuite les puis-
sances extérieures et symétriques. Dans [p], elles sont introduites pour des espaces vectoriels sur
des champs de caractéristique nulle, et dans [4], Fulton et Harris mentionnent que lorsque la ca-
ractéristique du champ sur laquelle on travaille est nulle, on peut les voir comme des sous-espaces
des produits tensoriels. On a donc regardé ou cette hypothese intervient dans cette affirmation
et la définition des puissances symétriques et extérieures est donnée pour des espaces vectoriels
sur des champs de caractéristique quelconque. Ce premier chapitre se termine par une petite in-
troduction aux modules sur des algebres et au produit tensoriel de tels modules. On peut avec ce
formalisme réexprimer la définition d’une représentation en termes de module sur une algebre, et
nous démontrerons la dualité de Schur-Weyl en ces termes.

Le second chapitre est consacré a poser les bases de la théorie des représentations. On y montre
comment, a partir de deux représentations d’un groupe, on peut en construire d’autres. On montre
également que toute représentation d'un groupe fini est completement réductible, i.e. qu’on peut
I’écrire comme somme directe de représentations irréductibles.

Dans le troisieme chapitre, on s’attaque a la théorie des caracteres. On montre que toute
représentation d’un groupe fini est complétement déterminée par son caractere. Cette théorie
établit un lien fort entre les représentations irréductibles d'un groupe et ses classes de conjugaison.
Elle nous apprend que tout groupe fini posséde un nombre fini de représentations irréductibles
inéquivalentes, et nous permet de décomposer n’importe laquelle de ses représentations en une
somme d’irréductibles (& condition de connaitre les représentations irréductibles du groupe en
question). On verra, sur 'exemple du groupe symétrique Sy, que méme si on ne connait pas
de prime abord toutes les représentations irréductibles d'un groupe, la connaissance qu’on a de
certaines d’entre-elles combinée a la théorie des caractéres nous permet de les trouver toutes.

Apres avoir reformulé dans le quatrieme chapitre la théorie des représentations en termes de
modules, et étudié les représentations induites, on en vient, dans le chapitre 5, aux représenta-
tions irréductibles du groupe symétrique. Les tableaux et diagrammes de Young y jouent un role
central pour la description des représentations irréductibles du groupe symétrique. Ils permettent
de construire les symétriseurs de Young, qui a leur tour permettent de décomposer les puissances
tensorielles en irréductibles pour I'action du groupe général linéaire. Ces constructions permettent
d’exposer dans le dernier chapitre la dualité de Schur Weyl.
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Chapitre 1

Eléments d’algebre multilinéaire

Dans ce premier chapitre sont présentées des notions de base d’algebre multilinéaire et de
théorie des modules sur des algebres. Le but est simplement de présenter les définitions du produit
tensoriel, des puissances extérieures et symétriques et d’'un module sur une algebre afin de pouvoir
s’en servir dans les chapitres suivants.

1.1 Produit tensoriel

Dans toute cette section, on considere des espaces vectoriels sur un champ K quelconque.

1.1.1 Définition

Présentons la définition du produit tensoriel a partir de sa caractérisation par la propriété
universelle suivante.

Définition 1.1.1. Soient F et F' deux espaces vectoriels. Soient G un espace vectoriel et
o ExXF—=G

une application bilinéaire. Le couple (G, ¢), est un produit tensoriel pour E et F' s’il permet de
factoriser de maniere unique toutes les applications bilinéaires définies sur le produit £ x F'. Plus
explicitement, si

v:ExF—H

est une application bilinéaire dans un espace vectoriel H quelconque, alors il existe une unique
application linéaire
f:G—H

telle que

i.e. telle que le diagramme suivant

commute.



Lorsque l'on part a la recherche d’un produit tensoriel, il peut s’avérer plus aisé de vérifier les
deux conditions suivantes.

Proposition 1.1.2. Soient E, F et GG trois espaces vectoriels et

0. ExXF—>G
une application bilinéaire. Le couple (G, ) est un produit tensoriel pour E et F' si et seulement si
(T1) Im(p) = G

(I) pour toute application bilinéaire
Yv:EXF—H

il existe f: G — H telle que ¥ = fp.
Démonstration. Si (G, ¢) est un produit tensoriel, alors pour toute application bilinéaire
v:ExXF—H

il existe une unique application linéaire f : G — H telle que fyp = 9. Ainsi est trivialement
vérifié et puisque 'application f est unique, on doit avoir G = Im(¢). En effet, dans le cas contraire,
si h : G — H est une application non triviale s’annulant sur Im(¢), alors f + h permet également
de factoriser .

A Tinverse, si (G, ) vérifie et , soit
v:ExF—H
une application bilinéaire. Alors il existe f : G — H telle que
fe=1v

et cette condition détermine f de maniére unique puisque G' = Im(yp). 0

1.1.2 Existence

Soient E et F' deux espaces vectoriels. Nous allons présenter deux constructions pour un produit
tensoriel de E et F'. Nous aurons besoin de la défintion suivante.

Définition 1.1.3. Soit X un ensemble. On définit K X comme étant 1’espace vectoriel des fonctions
définies sur X et a valeurs dans K de support fini. On peut alors considérer que X en est une base.
Pour cela, pour tout x € X esoit

0, : X =K yl—>{0 i vy
1 siy=ux.

Alors KX =){6, | € X}( et {0, | z € X} est un ensemble de fonctions linéairement indépen-
dantes, ce qui en fait une base de K X. L’application

0: X —-KX z~90,

est injective, et son image est la base {0, | + € X} de K X. Chaque élément 6, de cette base peut
alors étre identifié a un unique = € X. En termes de notation, si

n
i=1
on notera parfois

i=1

8



A partir de bases pour E et F

Soient (e;)ier et (f;)jes des bases de E et F respectivement. Soit
b EXF - H

une application bilinéaire. L’application v est entierement déterminée par ses images sur les couples
(ei, fj), i.e. par ses images sur les éléments de 'ensemble

X = {(ei,fj) ‘ 1€ [, j € J}
Considérons alors I'espace vectoriel K X. L’application
f KX - H (6i7fj) — ¢(ei,fj)
est linéaire et permet de factoriser ¢; on a, si x =) .., x;e; et y = Z]EJ yif;

Y(z,y) = Z iy (e, f)

el jeg

= Z ziy; f e f5)

i€l,je]
:f< Z xi?Jj(%fj))-
i€l jeT

Ainsi, 'application
p:ExF—>KX (z,y)— Z ziy;(€i, f)

iel,jeJ
est bilinéaire, telle que
fe=1
et permet de factoriser ¢ de maniére unique au travers de K X. Ceci fait de (K X, ¢) un produit
tensoriel pour E et F.

A partir de K(F x F)

On peut également construire un produit tensoriel pour E et F' sans passer par des bases de
ces derniers. Soit
Vv:EXF—H

une application bilinéaire. En utilisant la méme logique que précédemment, on est tenté de consi-
dérer I'espace vectoriel K(E x F') et de définir 'application linéaire

fKEXF)—=H (x,y)— ¢(x,y)
afin de factoriser 1. Cependant,
i:EXF—=KEXF) (r,y)— (z,v)
n’est pas bilinéaire. On a par exemple,
iz +ay) = (z+2y)

9



mais

i(z,y) +i(a,y) = (z,y) + (2, y).
En fait, K(E x F') est trop gros. Si on veut considérer (z,y) + (2/,y) et (x + 2’,y) comme étant
égaux, et plus généralement que les vecteurs

(A +pa'sy) et (z, Ay + py)
soient égaux a

A, y) +p(ay) et Ma,y) + p(z,y)

respectivement quels que soient x, 2" € E, y,y € F et \,p € K, il suffit de les projeter sur le

quotient de K(E x F) par N(E x F), le sous-espace vectoriel de K(E x F') engendré par des
vecteurs du type

(A + pa', ay + BY') — A, y) — pa(’,y) — AB(z,y') — pp(’,y)

avec z,2’' € E, y,y/ € F et A\, u,a, 5 € K. Comme f s’annule sur N(E x F'), on peut passer au
quotient et définir application

[ KExF)/NExF)—=H =n(x,y) — ¥(xy).
Cette derniere est telle que .
U(x,y) = fri(z,y)
pour tous x € Eety € F,avecm: K(E X F) - K(E x F)/N(E x F) la projection sur le quotient

et
it EXF >KEXF) (x,y)— (z,y).

On vérifie que f est unique et ¢ bilinéaire. Ainsi (K(E x F)/N(E x F), i) est un produit tensoriel
pour E et F.

1.1.3 Unicité

On a unicité du produit tensoriel a isomorphisme pres.

Proposition 1.1.4. Soient E et F' deuz espaces vectoriels et (G,p) et (G',¢") deuzr produits
tensoriels pour E et F. Il existe un isomorphisme f : G — G’ tel que fo = ¢'.

Démonstration. Par définition, il existe f: G — G’ tel que f(p(x,y)) = ¢'(x,y) et g: G' — G tel
que o(z,y) = g(¢'(2,y)).

Par unicité on a gf = idg et fg = idg. L’application recherchée est f. O

Définition 1.1.5. Soient E et F' deux espaces vectoriels. Puisque le produit tensoriel pour E et
F est unique a isomorphisme pres, on peut définir /e produit tensoriel de F et F'. On le note E® F
et

R :EXF—>FE®F

est 'application bilinéaire associée. Les éléments de ' ® I’ sont appelés tenseurs et ceux de la
forme x ® y pour x,y € E tenseurs simples.

10



La proposition suivante ramene les conditions et que doit vérifier un couple (G, p)
pour étre un produit tensoriel en termes d’injectivité et surjectivité de 'application induite par ¢
sur le produit tensoriel.

Proposition 1.1.6. Soient E et F' deux espaces vectoriels et E ® F' leur produit tensoriel. Alors
si G est un espace vectoriel et

o ExXF—>G

une application bilinéaire, considérons f : E ® F — G ['application induite par ¢. On a que
(a) @ satisfait si et seulement si f est surjectif;
(b) ¢ satisfait si et seulement si [ est injectif .

Démonstration. (a) Si Im(p) = G, montrons que f est surjectif. Soit ¢ € G. Alors il existe
n € Ny et pour tout i € {1,...,n}, x; € E et y; € F tels que

9= Z o(Ti, yi)
=1
= Z flzi @ yi)
=1

=f <le®yz>

Donc f est surjectif. Pour montrer la réciproque il suffit de remonter les égalités.

(b) Si ¢ satisfait alors il existe une application g : G — E ® F telle que ® = gy et on a le
diagramme suivant.

ExF 25 EQF
lw/
/
G
Alors, si Y " 2@y, € EQF et
f (Z@@yi) =0
i=1
on a
0= gf <z®y)
i=1

= ng(xz ® i)

= 29(90(%%))

i=1

= Z Ti & Y-
i—1

11



Et f est injectif. Maintenant supposons que f soit injectif. On peut définir ¢ : G - E ® F
en posant

glp(z,y)) =z®y

sur Im(¢p) (pour les valeurs prises par g en dehors de Im(¢), on peut par exemple poser g = 0
sur un supplémentaire de Im(p) pour que ce soit bien défini). Si donc ¢ : E x F — H est
une application bilinéaire, on peut alors composer I’application induite par ¢ sur £F'® F' avec

g pour factoriser ¥ au travers de G.
O

1.1.4 Quelques propriétés

Proposition 1.1.7. Soient E et F' deux espaces vectoriels.
(a) Six e E\{0} ety € F\{0} alorsz®@y#0;
(b) siz€ E®F et z#0 alors z admet une décomposition

ZZZ%‘@%
i—1

avecn € N, x; € E et y; € F pour tout i € {1,...,n} et ou les vecteurs xy,...,x, (resp.
Yi, - - - Yn) sont linéairement indépendants dans E (resp. F');

(c) si Z?:l r; Qy; = 0 et les vecteurs yy, ...,y € F sont linéairement indépendants alors x; =0

pour tout i € {1,...,n}.

Démonstration. (a) Soient © € E et y € F non nuls. Si 2 ® y est nul, alors pour quelque

application linéaire définie sur £ ® F que ce soit, 'image de z ® y sera nulle. Or z et y
étant non nuls, on peut trouver une application biliéaire définie sur £ x F' qui ne s’annule
pas en (z,y). Par exemple, en prenant des bases de E et F' contenant x et y respectivement,
I’application
VEXF =K (e f) = a(e)y(f)

ou z* et y* sont les éléments associés a x et y dans les bases duales correspondantes est
bilinéaire et non nulle en (z,y). Ceci met & mal la propriété de factorisation du produit
tensoriel.
Soit z € E ® F non nul. Par définition du produit tensoriel il existe n € N est des vecteurs
x; € E, y; € F non nuls tels que

n

z= Z T; @ Y.
i=1

Prenons n € N minimal et montrons que dans ce cas les vecteurs x1,...x, et yi,...y, sont
linéairement indépendants. Si ce n’est pas le cas, par exemple s’il existe Aq,..., \,_1 € K

tels que
n—1

=1

12



alors on obtient

n

z = E Ti QY
=1
n—1

i=1
n—1 n—1

= sz QYi + (Z/\zxz) & Yn
i=1 i=1
n—1

=) 2 ® (Y + Aiga)-
i=1

Ceci contredit la minimalité de n.

Soit i € {1,...,n} et montrons que x; = 0. Les vecteurs yi, ..., ¥y, étant linéairement indé-
pendants, on peut les compléter pour obtenir une base B de F. Si x; # 0, il appartient a une
base B’ de E. Considérons alors I'application

Vi ExXF =K (e f) = xi(e)y (f)

ou x} et y; sont les éléments correspondants a x; et y; dans les bases duales de E* et F™.
Cette application est bilinéaire et telle que

Y(xj,y5) = dij-

pour tout j € {1,...,n}. Alorssi f: E® F — K est application linéaire induite par 1 sur
le produit tensoriel, on obtient

0=f (ij@@yj)
= Zf(%‘ ® yj)
=Z¢($j7yj)

=1

une contradiction.

O

Proposition 1.1.8. Si(e;)icr et (f;)jes sont des bases de E et F' respectivement alors (x;QY;)icr jer
est une base de E @ I'.

Démonstration. Cela se voit directement sur la construction du produit tensoriel donnée par K X
présentée a la sous-section . On conclut alors par unicité du produit tensoriel avec la Propo-

sition

1.4 [l
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Corollaire 1.1.9. Si E et F sont deux espaces vectoriels de dimension finie, on a
dim(E ® F) = dim(E) dim(F).

Enoncgons sans démonstration la propriété suivante qui établit la distributivité du produit
tensoriel par rapport aux sommes directes.

Proposition 1.1.10. Soient (E.)aca, (F3)gep deux familles d’espace vectoriels et pour tout
(a, ) € A x B soit E, @ Fz un produit tensoriel pour E, et Fz. Alors si E = @acaFs et
F = EBBGBFB; ona F &® F = EBaGA,BGBEa &® F@.

1.1.5 Produit tensoriel de plusieurs espaces vectoriels

On peut tout a fait définir le produit tensoriel de plusieurs espaces vectoriels. La définition et
les constructions suivent les méme étapes que pour le produit tensoriel de deux espaces vectoriels.

Définition 1.1.11. Soient Fi,...,E, (p > 2) des espaces vectoriels. Le produit tensoriel F; ®
- ® B, de Ey, ..., E, est un espace vectoriel muni d’une application multilinéaire

QB XX b, E® QL
telle que pour tout application multilinéaire
VB x - x B, - H
dans un espace vectoriel H quelconque, il existe une unique application linéaire
[TE®---®FE, —-H
telle que ¥ = f®.
On a alors la propriété suivante, énoncée sans démonstration.

Proposition 1.1.12. Soient E, ..., E, des espaces vectoriels. Pour touti € {1,...,p—1} il existe
un unique isomorphisme

(i@ QE)(En®---QE) > E® --®FE,

tel que
flB1® - 05) @ (X1 @ Q1p)) =21 @ -~ @ @

et (B1®--QE)® (Eip1 ®---® E,) est un produit tensoriel pour Ey, ..., E,.

1.1.6 Produit tensoriel d’application linéaires

Soient E, E', ' et I’ quatre espaces vectoriels. Nous allons montrer que si F et F' sont de
dimension finie, alors Hom(E® E’, F® F') est un produit tensoriel pour Hom(E, F') et Hom(E', F").

Définition 1.1.13. Soient f € Hom(E, E’) et g € Hom(F, F”). Alors I’application
ExXF = EoF (r,y) = f(x)@g(y)

est bilinéaire et induit une application linéaire sur le produit tensoriel £ ® F. Cette application
est appelée produit tensoriel de f et g et on la note f ® g. On a donc

f®g:EQF - EQF z®y— flz)®qgy).
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Remarque 1.1.14. La notation et appellation de 'application f ® g définie ci-dessus est abusive
puisque il n’est pas dit que 1’on puisse la considérer comme appartenant a Hom(E, E')@Hom(F, F").

Proposition 1.1.15. Soit
S :Hom(E,E') x Hom(F, F') - Hom(E® F,E'® F') (f,9)— [f®g.
Alors [ est bilinéaire 'application linéaire induite sur le produit tensoriel est injective.

Démonstration. Soit
¢ : Hom(E, E') ® Hom(F, F') — Hom(E ® F, E' @ F")

I'application linéaire induite par § sur Hom(E, E')@Hom(F, F"). Montrons que si z € Hom(F, E')®
Hom(F, F')\ {0} alors 1(z) # 0. Par le second point de la Proposition [L.1.7 il existe n € N et pour
tout i € {1,...,n} des applications f; € Hom(E, E'), g; € Hom(FE, F”) linéairement indépendantes

telles que
Z= Z fi® gi.m
i=1
Si¢(z) =0, on a pour tous x € Fety € F
0=v(x)(z®y)

= Zﬂ(fiagi)(‘r ®Yy)
—Zfz ®gz

Si on choisit alors a € E tel que fi(a) soit non nul, et si r est le plus grand nombre tel que
fi(a), ..., fr(a) soient linéairement indépendants dans E, on obtient, pour tout y € F,

O—Zfz ® iy
—Zfz a) ® gi(y Z(Zm )®gz<>

= Zfi(a) ® (gi(y) + Z )\jigj(y))

ou \;; € K sont tels que fi(a) = i i—1Aijfi(a) pour tous i € {r +1,...,n}, j € {1,...,r}. Le
‘1 1

dernier point de la proposition implique alors que
+ Z Nigi(y) =
j=r+1

pour tous i € {1,...,r}, y € F et par suite les applications g; (¢ € {1,...,n}) ne sont pas
linéairement indépendantes, une contradiction. [

1. Ici la notation f; ® g; est réservée aux éléments de Hom(E, E’) ® Hom(F, F’) et ne désigne pas S(f;, g;). On
conservera ces conventions dans le cadre de cette preuve.
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Par la Proposition [1.1.6 et la précédente on obtient donc que l'espace vectoriel
F,E'® F'), B) satisfait a [15) et on a les corollaires suivants.

(Hom(F ®

Corollaire 1.1.16. La paire (Im(3), 5) est un produit tensoriel pour Hom(E, F) et Hom(E', F").

Corollaire 1.1.17. Si E et F sont de dimension finie, on a l’égalité Im(5) = Hom(E® F, E' ® F)

et Hom(E ® F, E' ® F') est un produit tensoriel pour Hom(E, F') et Hom(E', F”).

Démonstration. Soient f € Hom(E ® F, E'®@ F'), {e1,...,e,} et {f1,..., f,} des bases de E et I
respectivement. Alors pour tous k € {1,...,n} et j € {1,...,p} on peut écrire f(e; ® f;) comme

une combinaison linéaire
(k.5)
p

€k®fj Zl’ ’])®yl )

o p*7) € N et pour tout i € {1,...,p*}, x; k3) ¢ B et y*) € F’. Dans ce cas si on pose

7

(kJ E— El Cky F7 5kk0$€(k7j)

(2

et
¢f 7) F— F' fjo = 5jj0yi( 7

pour tout i € {1,...,p} on obtient

n p pk

J)
f= Bl )y,
1

k=1 j=1 i=

1.1.7 Exemples

Proposition 1.1.18. Soit E un espace vectoriel. Alors
E=K®F.
Démonstration. L’application bilinéaire ® est donnée par la multiplication scalaire
R:KxE—E (M\z)— A\
On vérifie directement que (E, ®) est alors un produit tensoriel pour K et E. Soit
V:KxE— H

une application bilinéaire. Alors si
f:E—H

est telle que ¥ = f® on doit avoir

flz)=f1®z)
=v(1,z)
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pour tout x € E. Ceci assure I'unicité de f et on vérifie que
f:E—-H xw—1(lx)
est telle que

fA @) = f(r)

/
P(1, \x)
(A, )

pour tous A € Ket x € E. O

Proposition 1.1.19. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors
Hom(FE,F) = E*® F.

Démonstration. Soit E* ® F un produit tensoriel pour E* et F. On va montrer que F* ® F et
Hom(FE, F') sont isomorphes. Si m = dim(E) et n = dim(F) on a

dim(Hom(E, F)) = dim(£) dim(F)

et
dim(E* ® F) = dim(E") dim(F') = dim(E) dim(F').

Ceci assure 'égalité des dimensions. Soit alors
E*x F — Hom(E,F) (p,y)— (z— p(x)y).
Cette application est bilinéaire et induit donc une application linéaire
v :E*®F —- Hom(E, F) ¢y~ (x— o(x)y).

L’application v est I'isomorphisme recherché. On peut par exemple montrer qu’elle est surjective.
Soit f € Hom(E, F). Si {e1,...,e,} est une base de E et si {e},... e} est la base duale associée,
on a

pour tout x € F et
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1.2 Puissances extérieures d’un espace vectoriel

D’abord, on rappelle quelques propriétés sur les applications alternées et antisymétriques, en-
suite on introduit la définition de la p° puissance extérieure d’un espace vectoriel et finalement, on
voit comment celle-ci peut-étre considérée comme un sous-espace de ®PFE. Pour bien voir I'impor-
tance de certaines propriétést, on travaille avec des espaces vectoriels sur un champ K quelconque
méme si dans les chapitres qui suivent nous ne considérerons que des espaces vectoriels sur C.

1.2.1 Applications alternées et antisymétriques

Définition 1.2.1. Une application p-linéaire ¢ : E'x --- x E' — F est alternée si p(z1,...,2,) =0
des qu’il existe 7 # j tel que z; = x;.

Définition 1.2.2. Une application p-linéaire ¢ : £ X --- x E — F est antisymétrique si op =
sign(o)e pour tout o € S, ot (69)(z1,...,2p) = @(To(1)s - - - Top))-

Rappelons les quelques propriétés suivantes.

Lemme 1.2.3. Une application p-linéaire o est antisymétrique si et seulement si T = —p pour
toute transposition T € S),.

Démonstration. Puisque toute permutation se factorise en un produit de transpositions, il suffit
de vérifier que

(op)o = o(uyp)

pour toutes permutations o, it € S,. Si x1,..., 2, € E, nous avons

O'(/L(,D)(I’l, s ’wp) = l“p(l'a(l): ce a%f(p))
= (Y155 Yp)
= O(Yu)s - -+ Yulp))

en posant y; = Zy(;). Or y,;) correspondant a Z4(,(;)), on obtient

U(,ugo)(xl, s 7xp> - Qp(xau(l)? ce 7x0u(p))7
ce qu’on voulait. O
Lemme 1.2.4. Toute application multilinéaire alternée est antisymétrique.

Démonstration. Soit ¢ : EP — F une application multilinéaire alternée et (7, j) € S, une transpo-
sition. Si @1,...,7, € F/, on a
0=o(x1,...,xi+Tj, ..., 0 +xj,...,Tp)

= QX1 Ty Ty Tp) FO(X1, Ty Ty, D),

ce qui implique (i, )¢ = —¢.
N

Lemme 1.2.5. Sur un champ de caractéristique différente de 2, une application est alternée si et
seulement st elle est antisymétrique.

2. On pense a la caractéristique.
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Démonstration. On sait déja qu'une application alternée est antisymétrique, il reste a montrer la
réciproque. Soit ¢ : EP — I une application multilinéaire antisymétrique. Si z4,...,2, € E avec
x; = x; pour i différent de j, alors en considérant la transposition 7 = (4, j), on obtient

To(T1, ... ) = —p(z1,..., 7))

puisque ¢ est antisymétrique et

To(T1,. .., Tp) = p(T1,...,Tp)

puisque z; = x;. Ceci implique
20(xq,...,2,) =0,

ce qui nous permet de conclure puisque 1’on travaille sur un champ de caractéristique différente de
deux. [

1.2.2 Définition
Définissons la p® puissance extérieure d’un espace vectoriel F.

Définition 1.2.6. Soit F un espace vectoriel et p > 2. Le couple (AP E, AP), ou AP E est un espace
vectoriel et
N Ex---xE—AFE

est une application p-linéaire alternée, est une p° puissance extérieure de E si pour toute application
p-linéaire alternée
Vv:Ex---xE—=F

il existe une unique application linéaire f : A E' — F telle que ¢ = fAP. On notera z1 A --- A x,
I'image de (x1,...,2z,) € EP par AP.

On a la propriété suivante qui est ’analogue de la proposition .

Proposition 1.2.7. Le couple (AP E,\P) est une puissance extérieure pour E si et seulement si
les deux propriétés suivantes sont vérifices.
(Ey) Les éléments xq N --- A\ x, générent A" E ;

(Ey) si: Ex---x E— F est une application multilinéaire alternée, il existe une application
linéaire f : AP E — F telle que ¢ = fAP.

Proposition 1.2.8. Soit E un espace vectoriel et p > 2. Il existe une unique p® puissance extérieure
de E, a isomorphisme pres.

Démonstration. L’unicité se montre comme pour le produit tensoriel. Pour I'existence, on va cher-
cher un espace vectoriel au travers duquel on peut factoriser toute application multilinéaire alternée
Y : EP — F de maniére unique. On peut se servir du produit tensoriel ®”F qui nous permet de
factoriser I'application v, celle-ci étant multilinéaire. Il existe donc f : QPE — F telle que le
diagramme suivant

Er — 2 orE
e
r f
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est commutatif. Par contre
QP BEP - QPFE

n’est pas nécéssairement alterné. Utilisons alors le fait que ¢ est alterné. On a
f($1®"'®$p) =0

des qu'il existe ¢ # j tel que z; = x;. Soit NP(E) le sous-espace de @ E engendré par des éléments
de la forme z; ® --- ® x, o x; = x; pour au moins une paire (7,7) telle que i # j. Comme
I'application f s’annule sur N?(FE), elle induit une unique application f définie sur le quotient
@PE/N?(E) telle que f = fr ot 7 : @ E — QPE/NP(E) est la projection sur le quotient. Le
diagramme suivant résume la situation.

Er -2y @PE — " @PE/NP(E)
X« lf/
f
F

Pour une application v alternée quelconque, il existe donc une unique application linéaire f définie
sur le quotient ®@P(E)/N?(E) telle que ¢ = fr®P. De plus, comme 7 est linéaire et @ est multi-
linéaire, 'application 7®P est multilinéaire et elle est également alternée par définition de NP(E).
Le couple (®P(E)/NP(E),7®P) est donc une puissance extérieure pour E. O

On peut alors parler de la puissance extérieure d’un espace vectoriel. Terminons cette section
en donnant une base de A” E.

Proposition 1.2.9. Soient E un espace vectoriel et p > 2. Si (e;)icr est une base ordonnée pour
E, i.e. telle que ’ensemble d’indices I est muni d’un bon ordre, alors [’ensemble

B={e, N---Ney, | <--- <y, vyelVie{l,... ,p}t}
est une base de AP(E).

Démonstration. L’ensemble B étant une partie génératrice de A” E, il nous reste a montrer qu’il
s’agit également d’une partie libre. Notons J ’ensemble indicant les éléments de base de B, i.e.

J={(,...,p) | <<y, y,elVie{l,... p}}.

Soit alors
Z )\Vl...Vpeyl JARERWA eyp =0
(viyevp)EH
avec H C J un sous-ensemble fini de J. Montrons que pour tout p-uplet (ji,...,7,) € H , on a

Ajy..j, = 0. Soit donc (ji,...,J,) € H et considérons
wjl"'jp Ex.-..xFEF—=K (.Z'l, . ,il,'p) — detjl...jp([xl]B Sy [.CCP]B)

ol [z;]5 est le vecteur des composantes de z; dans la base B et ot on sélectionne les lignes
correspondant aux composantes sur e, ..., e;, pour le calcul du déterminant.E Cette application

3. On suppose donc que la dimension de E est supérieure ou égale & p. Dans le cas contraire, on a A* E = 0 car
toute application multilinéaire alternée sur E est alors nulle.
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est multilinéaire et alternée, il existe donc une application linéaire f/t-» : AP E — K telle que
Ypit-iv = fir-dr AP, On a alors

=A

jl~--jp

puisque la matrice utilisée pour calculer ¥/t-r (e, , ... ,€y,) comporte au moins une colonne nulle
st (v1...,) # (J1,...,Jp) et est l'identité sinon. O

Définition 1.2.10. On pose A’E =K et A'E = F.

Corollaire 1.2.11. Si E est de dimension finie, dim(E) = n, alors
dim(A? E) = (”)
p

st0<n<pet
dim(A? E) =0

STp>n.

1.2.3 La puissance extérieure comme sous-espace du produit tensoriel

Vu la construction de p° puissance extérieure présentée a la proposition , on sait que 'on
peut projeter ®PFE sur A’ E. Nous allons ici montrer que 1'on peut considérer A” £ comme un
sous-espace vectoriel de QP FE.

Proposition 1.2.12. Soient E un espace vectoriel et p > 2. L’application

h:EP — QE (x1,...,2,) — Z Sign(0)Te(1) ® -+ @ To(p)

o€Sp
est multilinéaire et alternée.

Démonstration. Soient w1, ...,x, € E avec x; = z; pour i,j € {1,...,p}, i # j. Considérons H le
sous groupe de S, engendré par la transposition (¢, j), i.e. H = {(¢,7),id}. Soit J C S, un ensemble
de représentants des classes latérales a droite Ho, o € S,. L’'image par h de (x1,...,z,) peut donc
s’écrire

h(xy,...,x,) = Z Sign(0) o) ® - -+ @ To(p)

o€ESy

— Z Z SigN(0)Zo(1) @+ @ Ty ()

peJ ceHp
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Orsipe J,ona Hu={p, (i,7)pu}. Ainsi Hu se compose de deux permutations de signature
opposée et

(o, mp) = sign(u) (Tu) @ -+ @ Tug) — i) @+ @ T(iju(p) -
ped

Montrons alors que

Tu(1) @« @ Tu(p) = L)1) @+ @ L(ij)u(p) (1.1)
est nul pour tout p € J. Ceci suffira pour montrer que h(zy,...,x,) =0 et que h est alterné. Soit
donc p € J. Posons k = p~'(i) et I = u~*(j). On obtient alors que [L.1, i.e.

L) @ -+ @ L)+ @ Ly @ -+ O Lpu(p) = T(ij)p) @ @ T(ijulk) * O (i) @« @ Lij)u(p)
peut se réécrire comme comme

Tp() @ QT; @ -+ QLj Q- @ Tpp) = Tig)u) @ -+ O T(ig)i =+ @ T(i); @ -+ O Liijyup)
qui est bien nul puisque z; = ;. [

L’application h définie ci-dessus induit donc une application sur la p° puissance extérieure de
E. On montre que cette application est injective.
Proposition 1.2.13. Soient E un espace vectoriel et p > 2. L’application linéaire
i:NPE - QFE xi A ANxpy— Z Sign(0)To(1) ® - -+ ® To(p) (1.2)
oSy
est injective.

Démonstration. L’application i est, par la proposition précédente et définition de AP F/, bien définie.
Montrons qu’elle est injective. Soit (e;);c; une base de E. Montrons que si i(z) = 0, alors z = 0.
Par la proposition 1.29, on peut écrire

2= ) Nigen A Ae,

(]177]]’)61—1

ou H est un ensemble fini de p-uplets (ji,...,J,) tels que j3 < --- < j, et jx € I pour tout
ke {l,...,p}. On a alors

0=1i(z)

= Z Z )\jlmjpejl /\ e /\ ejp

(jlr"'ij)EH
= Z /\jl...jpi<€j1 FANRIRIWAN Ejp)
(jl""7jp)€H
= Z /\j1~-~jp Z Sign(a)eja(l) Q- B €
(jl,...,jp)EH O'ESp

Or les éléments e, ® - ®¢€;, . ((j1,...,Jp) € H et 0 € S,) font partie d'une base de R'E et
sont tous différents (puisqu’on a pris j; < --- < j,). De la,
A 0

J1--Jp =

pour tout (ji,...,Jp) € H et z=0. O
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Définition 1.2.14. Soient E un espace vectoriel et p > 2. L'image de A’ E par @ est notée
XP(E).

Corollaire 1.2.15. Soient E un espace vectoriel et p > 2. Le sous-espace vectoriel XP(E) de @ FE
une p° puissance extérieure pour E.

Si on travaille sur un champ de caractéristique différente de 2, on peut caractériser X?(FE) en
termes de tenseurs antisymétriques.

Définition 1.2.16. Soient F un espace vectoriel et p > 2. Un tenseur z € QPFE est antisymétrique
si
oz = sign(o)z

pour tout o € S, et ot l'action de o € S, sur ®”E est définie par
0 (11®- - Qp) = Te1(1) @ -+ © Tom1(p)
pour tout zy,...,z, € I.

Proposition 1.2.17. L’ensemble X?(E) est un ensemble de tenseurs antisymétriques. Sur un
champ de caractéristique différente de 2, il s’agit de I’ensemble des tenseurs antisymétriques.

Démonstration. Soient xy,...,x, € E et 0 € S,. Posons

z = Z sign(p)x,11) ® - @ Ty-1(p),

HESp

un élément générateur de X?(E). On a

oz=0 Z sign(p)e,-11) ®@ - @ T-1(p)

HeSp
= sign(p)op (11 @ - @ )
KESp
= sign(o) Z sign(op)op (1 ® -+ - ® )
KESp
= sign(o)z.

Si maintenant on travaille sur un champ de caractéristique différente de 2, soit z € QP E tel que
oz = sign(o)z pour tout o € S,. Regardons ce qu'il se passe sur les coefficients qui représentent

z dans une base de ®PFE. Soient donc B une base de E et eq,...,e, les vecteurs de base qui
apparaissent dans la décomposition de z. Autrement dit, il existe \;,, ;, (i1,...,%, € {1,...,n})
des coefficients tels que
n n
Zz = Z .« Z Ai1,...,ip€i1 ® PP ® 6ip'
=1 =1
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Pour toute permutation o € S, on peut donc écrire

n

0z = Z e Z )\z‘l,...,z‘pg(eil Q@ eip)

=1 =1
n n
- E : o § :)‘il’~~-’ipeiafl<1) ®-- e,
i1=1 ip=1
n n
= E e E Nig(1y ooy €1 @+ @ €4y
=1 =1

Comme oz = sign(o)z, on a alors sign(o)A;,,.;, = Aig(1yroingy DOUT TOUS iy, ..., 7) € {1,...,n} et
o € S,. Si donc on prend i, = 4, pour [ et k différents, on a, en prenant la permutation (k,!)

)\ = _)\il,..‘,’i

i1 »

ce qui implique A;, . ;, = 0.E Au final, on peut écrire

Z= Z Z Aig (1)) Cigry @ 7 ® €iggy

1<i1 < <ip<n o€S)

= > ) sign(o)h e, ® @,

1<i1<<ip<n o€S)

— E vy E sign(o)e;_,, @ e

1< < <ip<n 0ESp

et z € XP(F). O

Si on travaille sur un champ de caractéristique nulle, la proposition suivante nous donne un
projecteur de @ F sur XP(E).

Proposition 1.2.18. Soient & un espace vectoriel sur un champ de caractéristique nulle et p > 2.
L’application
1 .
A QE - XP(E) 21®-- @, o Z sign(0)Te-11) ® -+ @ To—1(p)
" oES)

est un projecteur dont le noyau est NP(E). On a alors @ E = NP(E) @ XP(FE) et l’isomorphisme
entre XP(E) et ®PE/NP(E)B est donné par le passage de w4 au quotient.

Pour démontrer cette proposition nous nous servirons du lemme suivant.
Lemme 1.2.19. Soient z € QPE et 0 € S,. Alors z — sign(o)oz appartient @ NP(E).

Démonstration. Par linéarité, il suffit de démontrer le résultat pour des générateurs de @”FE. On
procede par récurrence sur le nombre de transpositions présentes dans la décomposition de o. Soit
T ® @1, € QPE.

4. C’est ici qu’intervient I’hypothese sur la caractéristique du champ.
5. Il s’agit des deux constructions de puissance extérieure présentées jusqu’a présent.
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Sio=(i,j),ona

$1®®xl+xj®.®xl+xj®...®xp
=Q.. 580 QT QT +T1 Q.. T,Q0  RQT; Q-+ QT
+210..2;,Q QT Q QT +T1X ..., QT; Q- Q Ty,

ce qui implique

TR Qxp+ ()11 Q- ®@xp
=rQ..xQ0 TR QT+ ®¥..0; Q- Qx; Q- - QX
=010 QT +2; Q- QX +T; Q- QT

—21®0... Q0 RT; Q0 RQTy —T1X ... TR QT Q- QX

et cette derniére expression appartient bien & NP(E). On conlut par linéarité.
Si maintenant o = 7p, ou 7, u € S, satisfont la propriété visée, on a
z —sign(pu)puz € NP(E)
et
sign(p)pz — sign(7)7(sign(p)pz) € N°(E).
Ceci implique
z —sign(o)oz = (z — sign(p)pz) + (sign(p)pz — sign(ru)Tuz) € NP(E).
]

Preuve de la proposition . L’application 74 est bien déﬁnieE et a valeurs dans X?(FE). Elle
est surjective par définition de X?(E). Montrons que 74 = 7. Pour tout 2 € ®”FE, on a

1
74(2) = 74 o Z sign(o)oz

o€Sp
1 :
=~ Z sign(o)ma(oz)
P oSy
1 . 1 :
= — ) sign(o) | = > sign(p)p(o2)
P o€S) P HES)
1 .
= L > sign(uo)(uo)z
p: o€Sp nESy
1
== D ma(?)
P o€Sp
= 7TA(Z).

6. 11 suffit de considérer I'application induite par A sur le produit tensoriel, en reprenant les notations de la
I p!
proposition [1.2.12,

25



Ainsi m4 est bien un projecteur de Q”FE sur X?(FE). Montrons que kermy = NP(FE). L’inclusion
NP(E) C kermy se montre aisément car si xy,...,x, € E avec x; = x; pour une certaine paire
(i,5) (i # j), on a ,

A1 ® - Qap,) = Eh(ml,...,xp) =0
par la proposition . Pour montrer 'autre inclusion, soit z € ®P(F) tel que m4(z) = 0. On a
alors

z=1z—mu(2)

1 .
= Zz — ngn(o)az

o€Sp o€Sp

1 :
= o Z z —sign(o)oz

oSy

et le lemme précédent nous permet de conclure.

1.3 Puissances symétriques d’un espace vectoriel

Dans cette section on présente les p® puissances symétriques d’un espace vectoriel . Beaucoup
de choses étant analogues a ce que I'on a déja fait pour les puissances extérieures, on se permettra
d’étre plus bref.

1.3.1 Définition

Les p® puissances extérieures sur un espace vectoriel F permettent de factoriser des applications
multilinéaires symétriques définies sur £ x --- x E de maniere unique.

Définition 1.3.1. Une application p-linéaire ¢ : EX---x E — F est symétrique si ¢(z1,...,2,) =
V(Tsq1), - - -, To(p)) POUr toute permutation o € Sy,

Définition 1.3.2. Soient E un espace vectoriel et p > 2. Le couple (Sym” E,+?), ou Sym” F est
un espace vectoriel et
FPrE X x E— Sym? E

est une application p-linéaire symétrique est une p°® puissance symétrique de F si pour toute
application p-linéaire symétrique
Vv:Ex---xE—F

il existe une unique application linéaire f : Sym” E' — F' telle que ¢ = f-P. On notera z1 +...+x,
I'image de (x1,...,z,) € EP par «P.

Proposition 1.3.3. Soient E un espace vectoriel et p > 2. Il existe une unique p°¢ puissance
symétrique pour E a isomorphisme pres.
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Démonstration. On esquisse la preuve. L’unicité se montre comme pour le produit tensoriel et
pour 'existence, on montre que
Sym? £ = Q" FE/MP(FE)

ou MP(E) est le sous-espace de ®”E engendré par des tenseurs de la forme
x1®"‘®mp_$a(1)®"'®xa(p)
avec T1,...,%, € E' et 0 € S, muni de la projection sur le quotient convient. Il

Pour donner une base de Sym” E, on va procéder comme pour les puissances extérieures. On
aura besoin du pendant du déterminant pour les applications symétriques.

Définition 1.3.4. Soit A € Mat(n x n,K) une matrice. Le permanent de A, noté perm(A), est
donné par

perm(A) = Z A1o(1) - - - Ano(n)-

O'ESn

Proposition 1.3.5. Soient E un espace vectoriel et p > 2. Si (e;);c; est une base ordonnée pour
E, i.e. telle que l'ensemble d’indices I est muni d’un bon ordre, alors ’ensemble

B={ey,+...cep, | <<y, yelVie{l, ... p}t}
est une base de Sym?(E).
Démonstration. L’ensemble B est une partie génératrice, montrons qu’elle est libre. Soit une com-
binaison linéaire nulle
Z AewnCuy * o€y, =0

(vi,....vp)EH

ou H est un sous-ensemble fini de

{1, ... ) | <---<wy,yyelVie{l,....p}}

Prenons (ji,...,J,) € H et montrons que ;. ;, = 0. On veut procéder comme pour la proposition
1.2.9 et trouver une application 7t : EP — K multilinéaire et symétrique telle que

1o . 0 si (Vl-“ayp)#(jb"'?jP)
¢ (6V17"'76Vp)_{ 7£0 si (Vl...,l/p):(jla"'7jp>‘

On est alors tenté de prendre

Yniv = permy, (1,...,2p) — Z [xl]ja(l) . [xp]jg(p)
0€ES)

I’application qui calcule le permanent de la matrice dont la ¢ colonne est formée des composantes

de x; sur les vecteurs de base ¢;,,...,¢;,. On a alors bien
r‘pjl‘“jp<€l/17 ceey eyp) e O
si (vi,...,v) # (J1,.-.,Jp). Par contre, si (v1,...,1,) = (j1,--.,Jp), il ne s’agit pas toujours de
calculer le permanent de la matrice identité puisqu’on peut avoir des égalités entre ji, ..., j,, i.e.
avoir des blocs de 1
1 ... 1
1 ... 1
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sur la diagonale de la matrice dont on veut calculer le permanent. Sur un champ de caractéristique
non-nulle, cela pourrait poser probleme si on veut

¢j1---jp(ej1’ e 76jp) 7é 0.

Pour éviter cet écueil, on va modifier la définition de 777, Soit G le sous-groupe de S, tel que
(Jg(1ys - - -+ Jgw)) = (J1,---,Jp) pPour tout g € G. Pour n’importe quelle classe latérale Go, o € S,
on a

Jo' (i) = Jgo(i) = Jo(i)

pour tout ¢’ = go € Go. Alors, si (z1,...,2,) € EP, on peut définir

Yo (g, Ty = Z [xl]ja(l) . [xp]jo(m

GoeG\S,

en sommant sur les classes latérales a droites de G, i.e. en additionnant un seul terme par classe
latérale, au lieu d’ajouter |G| fois le méme terme pour chaque classse latérale. L’application )71
ainsi définie est bilinéaire et symétrique. On a en effet, pour tout p € S,

Wz, tu) = D [l el

GoeG\S,
= L1, o | Ty
Z [ ]Jdu*l(l) [ p]]rw_l(ﬁ)
GoeG\Sp
- Z 1, L)y,
GoeG\S,
car si {oy,...,01} est un ensemble de représentants pour les classes latérales a droite de G, alors

L. ., opu~'} Dest aussi. Avec cette définition, on a alors

P (eg e ) =1

et on conclut comme dans la proposition que Aj .5, = 0 en utilisant la propriété de factori-
sation de Sym” E. O

Définition 1.3.6. On pose Sym’ E =K et Sym' E = E.

{owp™

Corollaire 1.3.7. Si E est de dimension finie, dim(E) =n, on a

dim(Sym” F) = <n +§ a 1)

pour tout p > 0.

1.3.2 La puissance symétrique comme sous-espace du produit tensoriel

On peut, comme pour la p® puissance extérieure de F, considérer la p® puissance symétrique
de E' comme sous-espace vectoriel de ®PFE. La ou pour A? E on a fait I’hypothese de travailler
sur un champ de caractéristique nulle a partir du moment ou on cherchait un projecteur de Q”FE
sur XP(E)B, on fera cette méme hypothese ici plus tot : des la description de Sym” E comme
sous-espace de QP FE.

7. Confer !.2.1&.
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Proposition 1.3.8. Soient E un espace vectoriel et p > 2. L’application

st EP = QPE  (x1,...,2p) — Z$0(1)®"'®:170(p)

o€Sy
est multilinéaire et symétrique.

Proposition 1.3.9. Soient E un espace vecoriel sur un champ de caractéristique nulle et p > 2.
L’application linéaire

i:SymP E = QPE  xpe...ex, Zmo(l)@)---@xg(p) (1.3)
oSy

est injective.

La démonstration de la proposition se fait comme pour la proposition en faisant
I’hypothese supplémentaire de caractéristique nulle puisque dans la base de Sym” E donnée par la
proposition 1.3.%, on peut répéter le méme indice plusieurs fois.

Définition 1.3.10. Soient F un espace vectoriel sur un champ de caractéristique nulle et p > 2.
L’image de Sym” E par [L.3 est noté Y?(E).

Corollaire 1.3.11. Soient E un espace vectoriel sur un champ de caractéristique nulle et p > 2.
Le sous-espace vectoriel YP(E) de @ E une p® puissance symétrique pour E.

Définition 1.3.12. Soient E un espace vectoriel et p > 2. Un tenseur z € QP E est symétrique si
0z =2
pour tout o € S),.

Proposition 1.3.13. Soit E un espace vectoriel sur un champ de caractéristique nulle. L’ensemble
YP(E) est l'ensemble des tenseurs symétriques de QPE.

Proposition 1.3.14. Soient E un espace vectoriel sur un champ de caractéristique nulle et p > 2.
L’application

1
7T51®pE—>Yp(E) x1®---®xpl—>ﬁZxa—1(1)®--~®xa—1(p)

oSy

est un projecteur dont le noyau est MP(E). On a alors *FE = MP(E) ® YP(E) et l’isomorphisme
entre YP(E) et (X)”E/JW’(E)E est donné par le passage de g au quotient.

Terminons cette section par une derniére proposition qui s’avérera étre utile.

Proposition 1.3.15. Soit E un espace vectoriel sur un champ de caractéristique nulle et p > 2.
Alors YP(FE) est engendré par
{r®---®x|2zeFE}.

8. Il s’agit des deux constructions de puissance extérieure présentées jusqu’a présent.
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Démonstration. On a
He® @z |xe E}CYP(E),

il reste a montrer 'autre inclusion. Pour cela, montrons la formule de polarization suivante :

Dot @ B = Y, ()P (Zx) (1.4)

o€Sp Sc{1,...,p} €S

pour tous x1,...,z, € E et ou la notation 2?7 désigne v ® --- ® z si x € £. On va montrer que le
membre de droite de () correspond a son membre de gauche. Remarquons d’abord que chacun
des termes

Lo(1) @+ & To(p)

du membre de gauche de () apparait exactement une fois dans son membre de droite : lorsque
I'on considere S = {1,...,p} et que 'on développe

() (5)

Il reste donc a montrer que lorsque ’on développe le membre de gauche de (@), un tenseur simple
apparaissant avec plusieurs indices répétés, par exemple un tenseur de la forme

xl®...®x1®x2®“'®x2®"'®xm®"'®xm®"'7

a un coefficient nul. Soit donc z un tenseur simple, au sein duquel m vecteurs de {zi,...,2,}
apparaissent au moins deux foish. Quitte a réindicer, on peut considérer que ce sont xq,...,x,,
qui apparaissent répétés dans z. Pour tout ¢ € {1,...,m} notons k; le nombre de fois que x; est

répété dans z. L’ordre des vecteurs apparaissant dans z n’important pas pour le raisonnement qui
suit, on peut se représenter z comme

2= Q QT RT3R - RI1oR QL Q- QRIy Q...
N ~ . ~ h\/_/
kl k‘2 k:m

Montrons alors que z apparait dans le membre de droite de () avec un coefficient nul. Pour cela,
calculons-le en considérons deux cas.

Cas 1:ky+---+k, =p. Dans ce cas, il y a m indices différents apparaissant dans z, ainsi

les sous-ensembles S C {1,...,p} tels que le développement de
p
ies
fait apparaitre z doivent étre tels que |S| € {m,...,p}. Le coeflcient apparaissant devant z

dans le membre de gauche de ([L.4) vaudra alors, au signe pres,

p
PICE LD W
k=m {1,...,m}cSc{1,....p}

|S|=k

9. Le nombre m est le nombre total de tels vecteurs.
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Sik € {m,...,p}, ondoit compter le nombre de sous-ensembles S C {1,...,p} qui contiennent
{1,...,m} et tels que |S| = k. Comme S doit contenir {1,...,m}, on peut encore choisir
k —m indices parmi {1,...,p} \ {1,...,m}, i.e. parmi p — m éléments. Ainsi

> 1=(_.
k—m
{1,...,m}cSc{1,....,p}
[S|=Fk
et, le coefficient devant z vaut (toujours au signe pres)

R (i) -5 ()

k=m k

Cas 2 : ky + -+ + ky, < p. Le tenseur z fait donc apparaitre m + (p — j) indices différents,
ouj =k + -+ k. De fagon tout a fait similaire au premier cas, on doit compter, pour
tout k € {m+p—7,...,p}, le nombre de sous-ensembles S C {1,...,p} qui contiennent les
m + p — j indices des éléments apparaissant dans z et tels que |S| = k. Pour construire un
tel sous-ensemble, il reste donc a trouver k — (m + p — j) indices parmi les p — (m + p — j)
n’apparaissant pas dans z, i.e. que le nombre cherché vaut

(e=n i)
k—m-—p+j

et le coefficient apparaissant devant z vaut alors (au signe pres)

kmip_j(—l)k (k _371__”; +j) = 1:27:(_1>k (j —km)

Dans les deux cas, on trouve que le coefficient devant z dans le membre de gauche de () est de

la forme .
n
- —1)*
> ()

pour n € Ny. Or on a, par le bindbme de Newton,

et on conclut. O]

1.4 Algebres et modules

Il s’avérera commode dans le chapitre suivant de définir une représentation d’un groupe G
au travers d’'un homomorphisme d’algebres (associatives et unitaires). Nous rappelons quelques
définitions essentielles et définissons le produit tensoriel de modules sur une algebre.
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1.4.1 Définitions

Définition 1.4.1. Une algébreE est un espace vectoriel A muni d’une application bilinéaire A x
A — A. L’application bilinéaire associée est appelée multiplication et le produit de deux éléments
a,b € A est noté ab ou a - b.

Une algebre A est unitaire si elle possede une unité, c’est-a-dire un élément e tel que

ae = a = ea

pour tout a € A.
Si la multiplication est associative on dira que A est une algebre associative.
Une algebre associative unitaire est donc en particulier un anneau.

Définition 1.4.2. Soient A et B deux K-algebres. Une application ¢ : A — B est un homomor-
phisme d’algebres si ¢ est linéaire et préserve le produit (i.e. p(zy) = ¢(x)p(y)). Si de plus A et
B sont unitaires, on demande ¢p(e4) = ep.

Définition 1.4.3. Un idéal a gauche (resp. droite) I C A est un sous-espace vectoriel de A tel
que a-I C I (resp. [ -a C I) pour tout a € A.

Par la suite toute algebre sera sous-entendue comme étant associative et unitaire, elle possédera
donc une structure d’anneau. Commencgons par définir ce qu’est un module sur un anneau avant
de présenter le cas particulier de module sur une algebre.

Module sur un anneau

Pour présenter ce qu’est un module sur un anneau, on va faire I’analogie avec les espaces
vectoriels. Pour rappel, voici la définition d’un espace vectoriel sur un champ K.

Définition 1.4.4. Un espace vectoriel est un groupe abélien £ muni d’'une opération

KxE —+ FE

telle que
() X (z+y)=A-z+X-y;
2) Atp)z=Xaz+p x;
3) 1-z=ux;
(4) A-(p-x) = (M) -z
Soit R un anneau et M un groupe abélien. Notre but est de munir M d’une multiplication

scalaire donnée par les éléments de 'anneau R. Par analogie avec les espaces vectoriels, on va
vouloir définir un R-module comme étant un groupe abélien M muni d’une multiplication

RXxXM— M

et vérifiant les quatre points correspondants de la définition . Cependant, un champ est com-
mutatif alors qu’un anneau ne 1’est pas nécéssairement. Ainsi, le point (4) de [L.4.4 qui est équivalent
a

p-Nx)=Ap)-x Vu, €K, zeF

lorsqu’on travaille avec un champ K, n’est I'est plus lorsque ’on adapte les définitions a un anneau.
En effet, les deux formulations suivantes

10. On écrira K-algebre s’il est nécéssaire de préciser le champ sous-jacent.
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1. (ryre) -m=ry-(ro-m) Vri,mo € R, me M,
2. (rrg) -m=mry-(ry-m) Vri,rg € R, me M;

ne sont pas nécéssairement équivalentes si R n’est pas commutatif. Ceci nous invite donc a faire
la distinction entre les deux et on parlera de R-module a gauche et a droite sur R, en fonction du
cas qui nous occupe.

Définition 1.4.5. Soit R un anneau. Un R-module a gauche (resp. a droite) est un groupe abélien
M muni d’une opération
RxM— M

telle que
(1) 7-(my+mg) =71 -my +71-my;
(2) (ri+mre) -m=ri-m+ry-m;
(3) e-m=m;
(4) (ryre) -m =1y (ro-m) (resp. (rire) -m =ry-(ry-m);
pour tous mq,mg,m € M ; ri,r9,7 € R et ol e € R est I'unité de 'anneau.

Remarque 1.4.6. Si M est un R-module a droite, on préférera parfois multiplier ses éléments a
droite (d’ou Iappellation) et définir les choses en notant

- MxR—R

la multiplication. Les quatre points de la définition se réécrivent alors
(1) (my+mg)-r=mqy-r+mg-r
(2) m-(ri+mr)=m-r +m-ry
(3) m-1=m
(4) m - (rire) = (m-ry) -1y

On va majoritairement préférer cette notation.

Module sur une algebre

Si maintenant A est une algebre unitaire et associative, on peut définir un module sur A comme
on vient de le faire pour les anneaux, A en étant un. Cependant la structure d’algebre est plus
riche que celle d’anneau puisque une algebre est en particulier un espace vectoriel, et un champ K
fait donc partie du décor. Si M est un A-module, on peut alors le munir d’une structure d’espace
vectoriel, ou la multiplication scalaire est donnée par

KxM — M (Am)— (Xe)-m.
On vérifie que la multiplication par des éléments de ’algebre
AXM— M

est un application bilinéaire, et on peut réécrire la définition d’'un module sur une algebre de la
maniere suivante.
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Définition 1.4.7. Soit A une algebre. Un A-module & gauche (resp. a droite) est un espace
vectoriel M muni d’une opération bilinéaire

AX M- M

telle que

(1) e-m=m;

(2) (ab)-m=a-(b-m) (resp. (ab) -m="0b-(a-m));
pour tous a,b € Aet m € M.

1.4.2 Indécomposabilité et idempotents

Dans ce qui suit on considere implicitement des modules a gauche. Les définitions s’adaptent
naturellement pour des modules a droite.

Définition 1.4.8. Soient M, N deux A-modules. Un morphisme de modules f : M — N est une
application linéaire telle que

fla-m)=a- f(m)

pour tous a € A et m € M. On dira parfois que f est A-linéaire.

Définition 1.4.9. Soit M un A-module. Un sous-module L de M est un sous-espace vectoriel de
M tel que a- L C L pour tout a € A. On dit que M est irréductible s’il a pour seuls sous-modules
{0} et M ; indécomposable si M = My & My (M et My sont des sous-modules) implique M; = 0
ou My = 0.

Remarque 1.4.10. On peut considérer A comme un A-module via la multiplication dans 'algebre.
Les notions d’irréductibilité et d’indécomposabilité s’adaptent donc aux idéaux de A, qui sont les
sous-modules de A.

Définition 1.4.11. Un élément e d'une algeébre est idempotent si e? = e. On dira que e est
quasi-idempotent s’il existe une constante A € K telle que e? = Ae. Deux idempotents e;, e sont
orthogonaux si ejes = ese; = 0. Un idempotent e est primitif s’il ne peut pas s’écrire sous la forme
e =e1 + ey ou ey et ey sont deux idempotents orthogonaux non nuls.

Proposition 1.4.12. Soit e € A idempotent. Il existe une bijection entre les décompositions de e en
somme de deuz éléments idempotents orthogonauz et celles de la sous-algébre Ae = {ae | a € A} en
somme directe de deux idéaux. En particulier e est primitif si et seulement si Ae est indécomposable.

Démonstration. Soient

fAler,e2) |e=e1+e} = {(l1,15) | Ae =1, @ I}
(61,62) — (Ael,Aeg)

et

g: {(]1,Ig> | Ae = Il 2, .[2} — {(61,62) | e=e1; + 62}
(I, I5) — (e1,e9) sie =€ + ey (e1 € I1,e9 € I5).
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Montrons que ces applications sont bien définies. Pour la premiere, si e = e; + €5 ou e et eg
sont orthogonaux et idempotents alors Ae; et Aes sont des idéaux tels que Ae; N Aey = 0. En effet,
soit ¢ = aeq; = bey avec a,b € A. On a

cep = bege; =0 et cep = ae% = ae

ainsi ¢ = 0. Ceci assure que Ae; et Aes décomposent Ae en une somme directe d’idéaux.
Pour la seconde, on doit montrer que si Ae = I1 ® I, et e = e; + ey avec e; € I, e5 € I, alors
e1 et ey sont deux idempotents orthogonaux. Comme e; € Ae, il existe a € A tel que e; = ae.

Alors

616:(162:(16:61 et €1€:€%+€162.

Ainsi ejey = €2 — ey € I; N I, ce qui implique ejes = 0 et 2 = e;. De méme on montre que €3 = e,
et €2€1 = 0.

Pour terminer, montrons que ces applications sont inverses I'une de 'autre. On a clairement
gf = id. Montrons que fg = id. Soit Ae = [1® et e = e;+egavece; € I, e5 € I5. Ona Ae; = I
et Aes = I5. En effet, e; € I donc Aey C I;. A linverse, si x € I} C Ae on a x = ae; + aey et
puisque ae; € I, aey € I cela implique x = ae; € Ae;. De méme Aey = Io. Il

1.4.3 Produit tensoriel de modules

Soient A une algebre et V, W des modules sur A (on précisera par la suite si on considere des A-
modules a gauche ou a droite). Les modules V' et W étant des espaces vectoriels, on peut construire
leur produit tensoriel. Ce produit tensoriel permet de factoriser des applications bilinéaires et on
va s’intéresser a construire un produit tensoriel V @4 W permettant de factoriser des applications
qui en plus d’étre bilinaires, préservent d'une certaine maniere la multiplication par des éléments
de l'algebre.

Applications A-équilibrées et bimodules

Dans cette section, on va définir 'analogue de la bilinéarité pour des applications définies sur
un produit de A-modules. Soient U un autre A-module, et

p:VxW—=U

une application, et supposons travailler avec V., W et U des modules a gauche. Naturellement, on
voudrait demander que ¢ vérifie

ola-v,w) =a-pv,w)

o(v,a-w) =a-pv,w)

pour tous a € A, v € V et w € W. Si on le demande, cela implique que pour tous a,b € A, w € W
et v € V on doit avoir
ola-v,b-w)=ab-pv,w) =ba-pv,w).

Or l'action de A sur U n’étant pas nécéssairement commutative, on en demanderait beaucoup
de ¢. Pour en demander moins, on peut ignorer la structure de A-module sur U et introduire la
notion d’application A-équilibrée. A nouveau pour des raisons de non-commutativité, cette notion
est définie pour V' un A-module a droite, et W un A-module a gauche.
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Définition 1.4.13. Soient V' un A-module a droite, W un A-module & gauche et
p: VW —=U
L’application ¢ est A-équilibrée si elle est bilinéaire et

p(v-a,w) =, a-w)
pour tousa € A, v eV et weW.

Bien entendu on n’est pas obligé de refuser vérifier une sorte de bilinéarité vis-a-vis d’une
structure de module sur U. On peut méme imaginer munir U de deux structures de module
commutant entre elles, sur des algebres potentiellement différentes et ainsi pouvoir demander a ¢
d’étre linéaire sur le premier facteur par rapport a une premiere structure, et sur le second par
rappport a une seconde structure. Ceci amene la définition suivante.

Définition 1.4.14. Soient B et C' deux algebres. Un espace vectoriel M est un (B, C)-bimodule
si M est un B-module a gauche et un C-module a droite tel que les actions sur M de B et C
commutent, i.e.

(b-m)-c=b-(m-c)
pour tousm e M, be Bet ce C.
Finalemant, si A, B et C sont trois algebres, V un (B, A)-bimodule, W un (A, C')-bimodule et
U un (B, C)-bimodule, soit
p: VW —=U

une application bilinéaire. On peut demander qu’elle soit

— A-équilibrée : p(v-a,w) =p(v,a-w) YveV, weW, a€ A;

— B-linéaire sur le premier facteur : p(b-v,w) =b-p(v,w) Yv eV, we W, be B;

— C-linéaire sur le second facteur : p(v,w-c) = p(v,w)-c YveV, weW, ceC.

Construction du produit tensoriel

Soient A une algebre, V un A-module a droite et W un A-module a gauche. On va s’intéresser
a factoriser des applications A-équilibrées définies sur V' x W. Comme pour le produit tensoriel
d’espaces vectoriels, on va vouloir trouver un espace vectoriel V ®4 W et une application A-
équilibrée
R:VXW >V W

vérifiant la définition suivante.

Définition 1.4.15. Un produit tensoriel pour V et W est un couple (V @4 W, ®) ou V@4 W est
un espace vectoriel et @ : V x W — V ®4 W est une application bilinéaire A-équilibrée tel que
toute application bilinéaire et A-équilibrée v : V' x W — U dans un espace vectoriel U quelconque
se factorise de maniere unique ¢ = fo® avec f: V ®4 W — U linéaire.

Soit donc
p: VWU
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une application A-équilibrée ou U est un espace vectoriel. On cherche a factoriser ¢. Pour cela,
on peut commencer par se servir du produit tensoriel d’espaces vectoriels V' ® W qui permet de
factoriser ¢ en tant qu’application bilinéaire. Ainsi, il existe une unique application

FVeW U

telle que le diagramme suivant
VxW 25 VeWw

s

commute. A partir de la, comme ¢ est A-équilibrée, f s’annule sur le sous-espace vectoriel @)
engendré par les éléments du type

V- aQW—v@a-w.
On peut alors passer au quotient et il existe une unique application
fVeWw/Q—U

telle que .
f=1Jm

oum: VW =V ®W/Q est la projection sur le quotient. Alors le diagramme suivant

VxW 25 Ve W/Q
l%i’/

7
U

est commutatif; I'application 7® est A-équilibrée et ¢ se factorise au travers de V @ W/Q de
maniere unique. Donc le couple (V @ W /Q, 7®) est un produit tensoriel pour V' et W

Remarque 1.4.16. Comme pour le produit tensoriel d’espaces vectoriels, on peut montrer que le
produit tensoriel de modules est unique a isomorphisme pres.

Ici, puisqu’on a présenté la construction a partir du produit tensoriel V' ® W, la notation ®
désignait 'application
R:VXW VoW

De maniere générale, lorsqu’on parlera du produit tensoriel de A-modules, noté V@4 W, la notation
® désignera 'application
RX:VXW =V W

11. En tant que modules.
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Produit tensoriel et bimodules

En fait, si on ajoute a V et W des structures de bimodules, i.e. si B et C' sont deux autres
algebres, et V est un (B, A) module tandis que W est un (A, C') module, on peut faire du produit
tensoriel V ®4 W un (B, C)-module. En effet, pour tout b € B I'application

VXW=VesW (vw)—bbew

est A-équilibrée car b(va) ® w = (bv)a ® w = bv ® aw. Elle induit donc une application sur le
produit tensoriel
V@ w b @w

et ce sont ces applications (pour tout b € B) qui nous permettent de définir une structure de
B-module gauche sur V@4 W via
b(v ®@w) = bv ® w.

De méme on définit une structure de C-module a droite sur V ®4 W. On vérifie alors que les
strucures de B et C-module sur V ®4 A commutent puisque

b((v ®w)e) = bv ®@ we = (b(v ® w))c

pour tous v € V, w €, b € Bet c e C, ce qui fait de V®4 A un (B, C)-bimodule. Dans ce cas
le produit tensoriel V ® 4 W permet de factoriser des applications A-équilibrées a valeurs dans des
(B, C)-modules qui préservent ces structures.
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Chapitre 2

Représentations des groupes

Ce chapitre constitue une introduction a la théorie des représentations des groupes finis. Les
définitions essentielles sont posées et on montre que toute représentation d’un groupe fini est
completement réductible.

2.1 Définitions

Définition 2.1.1. Soit G’ un groupe. Une représentation de G est un couple (V,p) ou V est un
espace vectoriel de dimension finie (on le supposera toujours complexe) et p : G — GL(V) est un
homomorphisme.

Par abus de language, on dira que V est une représentation de G et on notera ¢ -v ou méme gv
en lieu et place de p(g)(v). Etant donnée une représentation (V,p) d’un groupe G, une premiere
maniere d’en trouver d’autres consiste a chercher des sous-espaces de V' qui soient stables.

Définition 2.1.2. Soit (V,p) une représentation de G. Un sous-espace W C V est stable si
g-w €W pour tousw € Wet g € G.

Ainsi si W est un sous-espace vectoriel stable de la représentation V', alors (W, p|w) est éga-
lement une représentation de G, avec plw(g) = p(g)|lw pour tout g € G. On dit dans ce cas que
(W, plw) est une sous-représentation de (V, p).

Définition 2.1.3. Une représentation est irréductible si elle n’admet aucun sous-espace stable
propre. On parlera parfois de maniere abrégée d’une irrep.

On peut d’ores et déja présenter un exemple de représentation que tout groupe possede.

Exemple 2.1.4 (Représentation triviale). Tout groupe G possede une représentation de dimension
1, appelée représentation triviale. 11 s’agit de ’espace vectoriel C sur lequel tout élément de G agit
comme l'identité.

Définition 2.1.5. Si (V,p) et (W, o) sont deux représentations de G, une application linéaire
¢V — W est appelée entrelacement si pp(g) = o(g)¢ pour tout g € G.

L’ensemble de tels entrelacements est noté Homg(V, W). La notion d’entrelacement permet
de comparer des représentations entre elles. Si V' est une représentation du groupe G, n’importe
quel espace de méme dimension lui est isomorphe en tant qu’espace vectoriel et on peut aisément
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en faire une représentation de G. En effet, si o : V. — W est un isomorphisme, il suffit de
poser g - w = ¢(g - p~(w)) pour faire de W une représentation de G. C’est la seule structure de
représentation sur W qui fait de ¢ un entrelacement.

Définition 2.1.6. Si V et W sont deux représentations de G entre lesquelles il existe un entrela-
cement bijectif, on dit qu’elles sont équivalentes et on note V ~ W.

Présentons maintenant quelques exemples.

Exemple 2.1.7 (Représentation de permutation). On remarque que la définition d’'une repré-
sentation de groupe est assez proche de celle d'une action de groupe. En fait, une représentation
est une action de groupe qui possede des propriétés supplémentaires. En effet, pour avoir une
représentation d’un groupe G, il nous faut un espace vectoriel V' sur lequel G agit afin de vérifier

g-(h-v)=gh-v

l-v=vw

pour tous g,h € Get v € v ce qu’on demande en plus pour avoir une représentation de GG, c’est
d’agir sur un espace vectoriel, en respectant sa structure.

Une représentation de groupe est donc une action de groupe, mais l'inverse n’est pas vrai. Par
contre si G agit sur un ensemble fini X, on peut facilement construire une représentation de G
via l'espace vectoriel C X engendré par X. En effet, il suffit de déterminer 'action de G sur les
éléments de base e, (z € X) via

g-€x = Cgy
et étendre par linéarité a l’espace vectoriel C X. Si f € C X, on a donc

g-f:X—=C x~ flg' ).

Cette représentation de G est appelée la représentation de permutation associée a 'action de G
sur X.

En considérant 'action d’un groupe sur lui-méme, on peut alors définir la représentation de
permutation associée a cette action.

Définition 2.1.8. Soit G un groupe fini. La représentation réguliere est la représentation de
permutation associée a ’action a gauche de G sur lui-méme. On la note R ou CG.

Lemme 2.1.9. Soit G un groupe fini. La représentation réquliére est isomorphe a la représentation
GxCG—-CGE (9,f)—=(g-f:G—C hw f(hg))
Démonstration. La représentation réguliere est celle qui a une fonction f € C G associe la fonction
G—=C hw f(g'h).

Par soucis de clarté, notons p(g) l'action de g € G correspondant & la représentation réguliere, et
o(g) celle correspondant a la représentation de I’énoncé. On cherche une application

v:(CG,p)— (CG,0)

1. Ces hypotheses doivent étre vérifiées pour qu’on ait un homorphisme de groupe entre G et GL(V').
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qui soit un entrelacement bijectif. Si f € CG, on veut

p(9)f = Ho(g)e(f))

Or on a
p(g)f(h) = flg~'h) = fF((h~'g)™).

Alors Papplication ¢ de CG dans CG définie par (¢(f))(h) = f(h™!) pour tout f € CG et tout
h € G convient. ]

Définition 2.1.10. Une représentation (V, p) est dite fidéle si I'homomorphisme p est injectif.
Lemme 2.1.11. Soit G un groupe fini. La représentation réguliére (R, p) est fidéle.

Démonstration. C’est direct. Si p(g) = p(h), alors

eg = p(g)er = p(h)er = ey,
et g =h. [
Présentons ’exemple suivant.

Exemple 2.1.12. On peut facilement trouver une représentation du groupe des matrices inver-
sibles GL(n, C) de taille n € Ny sur le champ des complexes. En effet, dans n’importe quel espace
vectoriel V' de dimension n, on peut faire agir une matrice A € GL(n,C) sur V en se fixant une
base B. Si x € V se représente dans cette base par le vecteur X, alors I'action de A sur z renvoie
le vecteur y de composantes

AX.

Qui plus est cette représentation de GL(n, C) est irréductible. Illustrons-le pour n = 2. Soit (C?, p)
la représentation de GL(2, C) telle que
p(A)X = AX

pour tous A € GL(2,C) et X € C®. Si W C R? est un sous-espace stable non trivial, on veut
montrer que W = C?. Soit X € W\ {0}. Il existe un vecteur Y tel que (X,Y) forme une base de
C?. Soit M la matrice de changement de base de (X,Y) vers la base canonique (e, €5). On a donc

p(M™HX = e
et e; € W. Soit
I: e —eq
€o > €1

I’application qui inverse les éléments de la base canonique. Elle s’y représente par la matrice par

(3 o)

On a alors p((9§))er = e et ex € W. Ceci montre que W = C>.
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2.2 Constructions classiques de représentations

Dans toute cette section, V' et W sont deux représentations d'un groupe G. On va principale-
ment ici définir différentes constructions de représentations de GG a partir de celles données par V'
et W.

2.2.1 Somme directe de représentations

Définition 2.2.1. La somme directe V & W est une représentation de G via
GxVaeW—=VaeW g-(vtw)—g-v+g-w.

Lemme 2.2.2. Les injections et projections canoniques sont des entrelacements.

Démonstration. C’est direct. Si z=v+w € V @& W, en notant P la projection sur le sous-espace
V., on a
Plg-(v+w))=Plg-v)+Plg-w)=g-v=g-P(2)

pour tout g € G car gV C V et gW C W. De méme, sii:V — V oW, on a
i(g-v)=g-v=g-i(v).

pour tous g € Getv e V. O

2.2.2 Produit tensoriel de représentations
Soit g € G. L’application
g VxW=VeW (vw —g-ov®g-w

est bilinéaire. Ainsi, il existe une application linéaire, que I’on notera abusivement g aussi, définie
sur le produit tensoriel V@ W et telle que

g-(vew)=g-v®g-w.
Définir de telles applications pour tout g € G nous donne alors une représentation de G.

Définition 2.2.3. Le produit tensoriel V ® W est une représentation de G. Si g € G, v € V et
weWona
g-(vOw)=g-v®g-w.

On peut bien entendu étendre cette définition au produit tensoriel de p (p > 2) représentations.
En considérant p fois la méme représentation, on peut également définir les puissances symétriques
et extérieures de représentations.

Définition 2.2.4. Soit p > 2. Les puissances extérieures et symétriques A’ V' et Sym” V' sont des
représentations de G en tant que sous-espace stable de la représentation VP,

2. On peut bien considérer A” V et Sym” V' comme des sous-espaces de V®P car V est un espace vectoriel sur le
corps de complexes, qui est de caractéristique nulle.
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2.2.3 Représentation duale
Définition 2.2.5. La représentation duale V* est celle définie par
g-o:V—=>C v (g )
pour tous g € G et ¢ € V*.
Lemme 2.2.6. La représentation duale respecte la dualité entre V* et V' donnée par
(0, 0) = p(v)
pour tous p € V¥ etv €V, i.e. on a
{g-0,9-v) = (p,v)
pour tous g € G, pe V*etv e V.
Démonstration. Soient g € G, p € V¥ et v € V. On a
(g-0.9-v)=g-0(g-v)
=99~ g-v)
= ¢(v)
= (@, v).

Lemme 2.2.7. Les représentation V' et V** sont isomorphes.

Démonstration. Soit
YV =V v (0= )

I'isomorphisme entre V' et V**.E Montrons qu’il s’agit d’'un entrelacement. Soient g € G et v € V.
Alors 1(g-v) est 'application qui a ¢ € V* associe ¢(g-v) et g-1(v) est celle qui a ¢ € V* associe

(g-v©)(p) =g~ - p)
= (97" 9)(v)
= ¢(g-v)
et 1 est bien un entrelacement. Il

Proposition 2.2.8. La représentation duale V* associée a V' est irréductible si et seulement si V'
[’est.

Démonstration. On montre par ’absurde que si V' est irréductible, alors V* I'est aussi. Sinon, soit
W C V* un sous-espace stable propre de V. Alors le sous-espace

X={veV|pl)=0 Vpe W}
est un sous-espace vectoriel de V' stable, car si x € X, on a
plg-o)=(g"" p)(x) =0

puisque g ' - ¢ € W par stabilité. Ce sous-espace X est propre (il est de dimension dim(V') —
dim(W)) et V n’est pas irréductible, une contradiction. Pour la réciproque, si V* est irréductible,
alors VV** aussi et on conclut par le lemme 2.2.7. Il

1

3. Dans notre définition d’une représentation, on suppose que V est de dimension finie.
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2.2.4 Représentation Hom(V, W) sur les applications linéaires

Définition 2.2.9. L’espace vectoriel Hom(V, W) est une représentation de G définie par
g V=W vesg (g o).

Cette représentation correspond a celle donnée par V* @ W = Hom(V, W).

L’ensemble des entrelacements entre V' et W est exactement ’ensemble des applications de
Hom(V, W) invariantes sous l’action de G.

Proposition 2.2.10. On a Homg(V,W) = {p € Hom(V,W) | g- v = ¢ Vg € G}.
Démonstration. Soit ¢ € Hom(V,W). On a

g-Y=¢
pour tout g € G si et seulement si

gy~ 'v) = o(v)

pour tous g € G et v € V. C’est-a-dire si et seulement si ¢ est un entrelacement entre Vet W. [

2.3 Décomposition en irréductibles et lemme de Schur

On a défini la notion d’irréductibilité pour les représentations de groupes. On va montrer dans
cette section que n’importe quelle représentation d’un groupe fini peut se décomposer en une somme
directe d’irréductibles. Tout ce qui est dit dans cette section (& 1'exception de la proposition m
et du lemme de Schur) est valable pour des groupes finis.

2.3.1 Réductibilité complete

Définition 2.3.1. Une représentation V' est completement réductible si V' peut s’écrire comme
somme directe de sous-représentations irréductibles.

On a la caractérisation suivante.

Proposition 2.3.2. Une représentation V' est complétement réductible si et seulement si tout
sous-espace stable W de V' admet un supplémentaire stable.

Démonstration. Supposons que V' soit completement irréductible, et montrons que si £ est un
sous-espace stable de V, il existe un sous-espace F' C V stable et tel que £ @ F' = V. Soit donc
{Vi]i=1,...,n} un ensemble de sous-représentations irréductibles tel que

V=0,V.

Alors, E NV, est un sous-espace stable de V' pour tout ¢ € {1,...,n}. Comme ENV; C V; et
V; est irréductible, 'intersection V; N E est soit nulle, soit égale a V;. Si E NV, = V; pour tout
i €{l,...,n} alors E =V et le résultat est immédiat. Sinon, il existe i € {1,...,n} tel que
V; N E = {0}. Prenons alors un sous ensemble v C {1,...,n} maximal tel que £ N @;¢c,V; = {0}.
Les sous-espaces E et ®;c,V; sont donc en somme directe. Montrons que
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Pour cela on va montrer que pour tout ¢ € {1,...,n}, V; C E® (®;c,V;). Soit i € {1,...,n}. Si
i € v, c’est évident. Sinon, par maximalité de v, on a
EnN(®eV; Vi) # {0}
Soit donc e € EN (e, V; @ Vi) \ {0}. Alors
e=x+ux;
avec T € @je, Vj et x; € V;. Comme E N (Bje,V;) = {0}, ceci implique x; # 0. Ainsi,
VinE @ (©ie, Vi) # {0}

et
ViNE @ (®icVi) =V,

puisque V; est irréductible.

Si maintenant tout sous-espace de V stable admet un supplémentaire stable, il suffit de procéder
par récurrence sur la dimension de V. [

Avec cette caractérisation, il suffit de montrer que tout sous-espace stable d’une représentation
d’un groupe fini admet un supplémentaire stable pour obtenir sa réductibilité compléte.

Proposition 2.3.3. Soit V' une représentation d’un groupe fini G. Tout sous-espace stable de V'
posséde un supplémentaire stable.

Démonstration. Soit E C V un sous-espace stable de V. Si E' = {0} ou V, c’est évident. Sinon,
soit F' un supplémentaire de £ dans V et m: V' — FE le projecteur de V sur E parallelement a F'. Si
gm = mg pour tout g € GG, alors le sous-espace F' est stable puisque dans ce cas®, si f € F' = ker,
on a
mgf =grf =0

et gf € F pour tout g € G. On n’a pas nécéssairement gm = wg pour tout g € GG. Par contre, pour
tout g € G, lapplication grg™! est un projecteur sur E. En effet, d’'une part grg=' est l'identité
sur E:pourx € E, g-'z € E, donc mg~ 'z = g~z et finalement grg~ 'z = x; d’autre part, 'image
de grg~! est incluse dans E car F est stable. En prenant alors

Zhwh 1

hEG

la moyenne de tous ces projecteursa, on a

1
grg = ]G| Zghﬂh

hed
Z hrh™'g
heG
=Tag
et le noyau ker mg est un sous-espace supplémentaire stable. Il

4. On sait que si F est stable, alors gm = mg pour tout ¢ € G (7 est un entrelacement). On montre donc que la
réciproque est également vraie.
5. Il est important de travailler sur un champ de caractéristique non nulle.
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On aurait pu également montrer cette proposition en trouvant un supplémentaire stable a I'aide
d’un produit scalaire G-invariant.

Définition 2.3.4. Un produit scalaire (-,-) est G-invariant si

(gv, gw) = (v, w)
pour tout g € G.

Preuve de la proposition . Si £ C V est un sous-espace stable de V', et (-,-) est un produit
scalaire sur V', on peut trouver un sous-espace supplémentaire pour £ dans V' en considérant le
sous-espace orthogonal a F

{r eV :(r,y) =0 VyeFE}.

Si (+,-) est G-invariant, ce sous-espace est stable. Pour obtenir un produit scalaire invariant a partir
de (-, +), on peut considérer le produit scalaire défini par

,y) |G|ng 9y)

geG

pour tous z,y € V. En prenant alors le sous-espace orthoganl a E vis-a-vis du produit scalaire
(-,-), on obtient ce qu’on cherchait. O

Avec les deux proposition précédentes, on obtient donc le théoreme suivant.

Théoreme 2.3.5. Tout représentation finie V' d’un groupe fini peut s’écrire comme somme directe
d’irréductibles.

Si V' est une représentation d'un groupe fini GG, on regroupe ensemble les facteurs irréductibles
équivalents apparaissant dans sa (un de ses) décomposition(s) pour écrire

ngl@@l @...@Vn@lnﬁ

Dans cette écriture, les sous-représentations V; (i € {1,...,n}) sont toutes irréductibles et deux a
deux inéquivalentes. On va maintenant se servir du lemme suivant ¥ pour montrer que les décom-
positions de V' en somme directe d’irréductibles sont uniques a isomorphisme pres.

2.3.2 Lemme de Schur et unicité de la décomposition

Lemme 2.3.6 (Lemme de Schur). Soit ¢ : V. — W un entrelacement entre deux représentations.
(a) Si'V est irréductible, ¢ est injectif ou nul;
(b) si W est irréductible, ¢ est surjectif ou nul;
(c) siV et W sont des représentations complexesg, équivalentes et irréductibles, alors dim(Homg(V, W)) =
1.

Démonstration.  (a) Si ¢ est un entrelacement, son noyau ker(p) est un sous-espace stable de V.
Ainsi, soit ker(¢) = {0}, auquel cas ¢ est injectif, soit ker(p) =V, auquel cas ¢ est nul.

6. On écrira souvent = au lieu de =.

7. Qui n’a pas son importance qu’ici.

8. On a défini nos représentations sur des espaces vectoriels complexes. Insistons cependant sur 'importance de
I’hypothése qui permet ici de trouver une valeur propre au point (c).
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(b) L’'image de V' par ¢ est un sous-espace stable de W, ¢ étant un entrelacement. Ainsi, soit
©(V') = {0}, auquel cas ¢ est nul, soit (V) = W, auquel cas ¢ est surjectif.

(c) Soit ¢ un entrelacement bijectif entre V et W. Si f € Homg(V, W), alors fo~! est un
entrelacement de W dans W. Puisque W est un espace vectoriel complexe, fo~! posséde
une valeur propre A. Considérons maintenant

g=fo ' =Xid: W = W.

Cet entrelacement n’est pas injectif, puisque si v € W est vecteur propre de valeur propre
A, alors gv = 0. L’espace W étant irréductible, g est nul par le point (a). Et fo=! = \id, ce
qui implique f = Ap et

Homg (V, W) =) (.

]

Si 'on s’intéresse aux entrelacements entre deux représentations V et W, le lemme de Schur
nous permet de les caractériser a partir des décompositions en irréductibles pour V et W.

Proposition 2.3.7. Soient V et W deux représentations d’un groupe fini G. Si
V = @?:1‘/;@(11' et W = @?:1‘/j®bj

sont leurs décompositions en somme d’irréductiblesa, alors une base de Homg(V, W) est donnée
par
Ligp |1<i<n, 1 <k <a;, 1 <1< b}

avec
Ii,l,k = Li,lPi,k

la composée de la projection P,y : V. — V; sur le k¢ facteur V; de V' avec v;; : V; = W Uinjection
de V; dans le [¢ facteur V; de W. On a les isomorphismes suivants

Home (V, W) = @7, Homg(VE“, V) = @ Mat(a; x b;, C)

ot Mat(a; x b;,C) est l’ensemble des matrices a; x b; sur C. De plus, si W =V, il s’agit d’
isomorphismes d’algebres.

Démonstration. On a un isomorphisme entre Hom(V, W) et

Bis Bjoy Hom (V> V}@bj)

donné par
vife ) > fu
i=1 j=1
avec
fig=Pifu

9. On suppose que les représentations irréductibles apparaissant dans la décomposition de V apparaissent dans
celle de W et vice-versa, quitte a avoir des multiplicités nulles.
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ot 1; : V%% — V est I'injection de V,*% dans V et P W — V}@bj est la projection de W sur Vj@bj.

(]
Cet isomorphisme étant un entrelacement, on a également

Home(V, W) = &L, @), Home (VO V}@bj)
via le méme isomorphisme . De 13, regardons de plus prés Homg (V%% Vj@bﬂ')_ On a
Hom (V™" ;™) = Homg(V, V;)*"

qui vaut 0 si ¢ # jE par le lemme de Schur. Si maintenant ¢ = j, alors Homg(V;, V) est de
dimension 1. Soit f € Homg(V,W). On a donc

()= fii

et pour tout ¢ € {1,...,n}, il existe des coefficient a; 4, tels que
a; bj
v (fid) = Z Z @it gL -
k=1 I=1

Pour le voir, il suffit de regarder I'image de f;; dans Hom(V;, V;)®% et de voir que, par le lemme
de Schur, c¢’est une somme directe de multiples de I'identité. Ceci montre alors que

{Lur|1<i<n1<k<a;,1<1<b}

engendre Homg(V, W) et on vérifie sans peine qu’il s’agit d’une partie libre. On a alors, en tant
qu’espace vectoriels, les isomorphismes annonceés.

Considérons maintenant le cas V' = W. Il nous reste a montrer que les isomorphismes
Homg(V, V) = @i, Homea (D)L, Vik, @i, Vi) = @iy Mat(a; x a;, C)

sont des isomorphismes d’algebres. On va montrer que les produits entre éléments de base de ces
trois espaces se comportent identiquement. Dans la base

{Lair]|1<i<n, 1 <kl<a}

de Homg(V, V), on a
Liggeliry iy = 04,0 Ok dig g P

L’algebre @I, Mat(a; X a;, C) posséde ’ensemble suivant comme base
{Ajrp|1<i<n, 1<kl<a}

ou A;x correspond a I'élément de @} ; Mat(a; x a;, C) dont le i¢ facteur est donné par la matrice
ayant 1 en [° ligne et k° colonne, 0 partout ailleurs; et dont les autres facteurs sont nuls. On vérifie

alors que
A Ay = 04,00 A -

10. C’est-a-dire si V; et V; sont inéquivalentes.
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Ceci montre donc que I'isomorphisme
Homg(V,V) = @, Mat(a; x a;,C)

est bien un isomorphisme d’algebres. La conclusion s’ensuit alors puisque par le méme raisonnement
les algebres
a; a;
Mat(a; x a;,C) et Homeg (B, Vig, Br,Vik)

sont isomorphes pour tout ¢ € {1,...,n} et donc les sommes directes
@i Mat(a; x a;,C) et @i, Homg (B, Vip, @1, Vik)
aussi.
]

Ceci nous permet d’assurer I'unicité de la décomposition en irréductibles d’une représentation.
Proposition 2.3.8. Si V = @, V% = @7, V. alors a; = b; pour tout i € {1,...n}.
Démonstration. Notons d’abord que dans les deux décompositions de V' en irréductibles, on peut
considérer que les mémes sous-représentations apparaissent, quitte a ajouter des facteurs nuls.

Considérons l'identité id : V' — V. Comme id est un entrelacement, on a vu dans la proposition
précédente que id(V,2") C I/;@bi. Ainsi a; < b;. De méme on obtient b; < a; et a; = b;. O

On peut également prouver I'unicité de la décomposition d’une représentation V' en se servant
non pas du lemme de Schur, mais de la proposition 2234, en particulier de la construction menée
dans la preuve de cette proposition. La proposition qui suit en constitue une seconde preuve.

Proposition 2.3.9. Si V = @},V; = &7V} alors m = n et il existe p € S, tel que V; soit
équivalent a V.

Démonstration. Pour touti € {1,...,n}, on va associer a V; un certain V,;) pour u(i) € {1,...,m}.
Commencons par V;. Dans la proposition .3.9, on a montré comment trouver un supplémentaire
stable pour n’importe quel sous-espace de

V=,V

On sait que V; est un supplémentaire stable de &7 ,V; dans V. Vu la construction présentée dans
la proposisition R.3.2, il existe un supplémentaire de la forme

@jEW ‘/j/
pour @ ,V; ou 11 est un sous-ensemble de {1,...,m}. Ainsi,
Vi~ @?:2‘/;-
Comme V; est irréducuctible, ceci implique v; = {u(1)} pour un certain p(1) € {1,...,m}. Si
p(1),..., (k) ont été déterminés, pour trouver u(k + 1) on procede de la méme maniere pour
Vir1. Pour s’assurer que p(k + 1) ¢ {u(1),...u(k)}, il suffit de considérer Vi1 comme étant un
supplémentaire de
k n
(@=1Vie) ® (Dimii2Vi)
dans V. Ainsi, on finit par construire

p:d{l,...,n} —={1,...m}

injectif. Puisqu’on peut faire exactement la méme chose pour les sous-espaces Vj (j € {1,...,m}),
m = n et on conclut. O
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Définition 2.3.10. Soit V' une représentation d’un groupe fini G. Si
V = Vl@al D - @VnEBan’

ou les sous-représentations V; (i € {1,...n}) sont irréductibles et deux a deux équivalentes @, on
appelle a; la multiplicité de V; dans V et le facteur V;°* est appelé la composante isotypique de V;
dans V.

Terminons par quelques exemples.

Exemple 2.3.11. Commengons par traiter ’exemple général d'un groupe commutatif. Soit donc GG
un groupe commutatif. On va chercher ses représentations irréductibles. Si V' est une représentation
irréductible de G, avec

p:G— GL(V)

I’homomorphisme associé, alors, comme G est commutatif on a, pour tous g,h € G,

En particulier, pour tout g € G, p(g) est un entrelacement. Alors, par le lemme de Schur, pour
tout g € G, p(g) est un multiple de I'identité. Ceci implique que tout sous-espace vectoriel de V/
est stable, et V' doit donc étre de dimension égale a 1.

Exemple 2.3.12. Traitons maintenant le cas du groupe symétrique S3. Comme pour tout groupe
symétrique, il existe deux représentations irréductibles de dimension 1 : les représentations triviale
et alternée. La représentation triviale, que I'on note U, a déja été introduite a ’exemple M et
quant a l'alternée, notée U’, elle est définie par

p(g) :C—C x> sign(g)x

pour tout g € G. Ces deux représentation sont évidemment irréductibles, en existe-t-il d’autres?
Si on cherche & construire une représentation de S;, C* en est une, ott S; agit en permutant les
facteurs

z1 Tg=1(1)
o(g):C* = C° o | = | 219
T3 1'971(3)

Cette représentation n’est pas irréductible, en effet, le sous espace F' engendré par le vecteur

1
1
1

est stable (et isomorphe a la représentation triviale). On peut alors essayer de lui trouver un
sous-espace supplémentaire stable. Le produit scalaire standard sur C* donné par

3
i=1

11. On parlera de la décomposition de V' en irréductibles.
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pour tous

I hn
rT=122], Y= |¥Y
T3 Y3
étant Ss-invariant, le sous-espace
T
V:{ i) €C321}1+ZL’2+(L’3:0}
I3

est un supplémentaire stable de F. Cette sous-représentation de C* est appelée représentation
standard et est irréductible. En effet, supposons que W C V soit un sous-espace stable non trivial,
et montrons que W = V. Comme W est non trivial, il existe w € W \ {0}. Alors, si

w1

w3

comme wy + wy + ws = 0 et w # 0, il y a au moins deux coefficients de w non nuls et de signe
opposé. On peut sans perte de généralité supposer que w; et wy sont ces coefficients. Si ws est nul
alors w est de la forme

A
—A
0

pour A € C\{0}. Comme W est stable, le vecteur
0

(L,3)w=[—A
A

appartient a W et il forme avec w une base de V', donc V' = W. Si w3 est non nul, alors w est de
la forme

A
—A
0
pour A, 1 € C\{0} et dans ce cas, le vecteur
—A
(L2)w=1[ A
v

appartient a W, forme avec w une base de V et W = V. On vient donc de recenser trois représen-
tations irréductibles du groupe symétrique : les représentations triviale, alternée et standard. On
verra, a l’aide de la théorie des caracteres présentée au chapitre suivant, que ce sont les seules
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Chapitre 3

Théorie des caracteres

On va montrer que toute représentation d'un groupe fini est entierement déterminée par son
caractere et que le nombre de représentation irréductibles d’un groupe fini est non seulement fini,
mais égal au nombre de classes de conjugaison de ce groupe. Insistons sur le fait que le point (3)
de @ sera central dans les développements présentés, ceux-ci ne seront donc valables que pour
des représentations finies de groupes finis sur des champs algébriquement clos, ce qui est bien le
cas pour C. Passons en revue quelques premieres propriétés.

3.1 Sur les valeurs propres d’une représentation

Proposition 3.1.1. Soit (V, p) une représentation d’un groupe fini G. Pour tout g € G,
plg): V=V

est diagonalisable et ses valeurs propres sont racines premieres de ['unité.

Démonstration. Soit g € G. Puisque G est un groupe fini, il existe k € Ny tel que ¢ = 1. Ainsi on
a

p(g)* —id =0

et p(g) est annulé par le polynéme
P(z)=2"—1.

Le polynéme minimum de p(g) divisant P, toutes ses racines sont de multiplicité 1 et p(g) est
diagonalisable. De plus, le polyndéme caractéritique et minimum de p(g) possédent les mémes
zéros, ainsi les valeurs propres de p(g) sont des racines de 1'unité. O

3.2 Définition et premiéres propriétés

Définition 3.2.1. Le caractére d’une représentation (V, p) est la fonction

xv:G—=C g~ tr(p(g)).

Proposition 3.2.2. Soient V et W deux représentations de G. On a

(a) xvew(9) = xv(9) + xwl(g) ;
(b) xvew(g) = xv(9)xw(g) ;
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(¢) xv+(9) =Xv(9);

(d) Xttom(v,w) = XvXW |

(e) Xazv (g ):%( v(9)? = xv(g?);

() Xsym2v(9) = 5 (xv(9)* + xv(9%))
pour tout g € G.

Démonstration. Soit g € G. 1l suffit regarder les représentations matricielles a partir de bases de
V et W. Soient B = {by,...b,} et B' = {f1,... fm} des bases de V et W dans lesquelles g se
représente par une matrice diagonale. Soient

/\1 /11
A= B=

An Ji.
ces matrices.

(a) Dans la base BU B’ de V@& W, g se représente par la matrice

A 0
(6 b)
et xvew(9) = xv(9) + xw(g)-

(b) Une base de V@ W est donnée par {by ® fi,...b1 & fim,...,bp ® f1,b, ® fin}. Dans cette
base, g est représenté par

At
A fto
A,
Ainsi on a
Xvew(g) = Z Z Aiftj
i=1 j=1
-(20) ()
i=1 j=1
= xv(9)xw(g)-
(c) Soit {by,...,b,} la base duale de V* associée a B. La matrice

A7t =diag(1/A, ..., 1/A,)
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représente g~ : V — V dans la base B, et on a
(9-0))(x) =0(g™" - )
= b;(gfl : Z z;b;)
i=1
= Z zibi (97" - b)
i=1
& 1
i=1 T

1
Aj

La représentation matricielle de ¢ : V* — V* est donc donnée par A~ et comme les valeurs
propres sont des racines de I'unité, on a

xve(9) = xvig™")

(d) Cela découle directement de
Hom(V, W) =V* @ W.

(e) Dans la base {b; Ab; | 1 <i < j <n}deA’V, g se représente par une matrice diagonale
dont les éléments diagonaux sont donnés par {\;\; | 1 <i < j <n}. Ainsi

Xazv(9) = Z Aid;

1<i<j<n
n 2 n
_1 (Z )\Z.) — Z A2
2 i=1 i=1
1 2 2
= 2 (Xv(g) —xv(g )) .

(f) Finalement, dans la base {b;+b; | 1 <1i < j <n}de Sym? V, on obtient {AAj |1 <i<j<n}
comme enesemble de valeurs propres pour g, et

Xsym2v(9): Z i\

1<i<j<n
n 2 n
<Z A,) +Y N
=1 =1

=5 (xv(9)? +xv(g?))-

— N | —
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Définition 3.2.3. Une application o : G — C est centrale si elle est constante sur les classes de
conjugaison de G. L’ensemble de telles applications est noté Ce.es G.

Lemme 3.2.4. Une application a : G — C est centrale si a(gh) = a(hg) pour tous g, h € G.
Démonstration. Si « est centrale, on a
a(ghg™) = a(h)

pour tous g, h € G. Ainsi si g, h € G on obtient

a(gh) = alghgg™)
= a(hg).

On procede de méme pour montrer la réciproque. O

Proposition 3.2.5. (a) Le caractére xy d’une représentation V' est une fonction centrale.

(b) Deux représentations équivalentes ont méme caractére.

Démonstration. Le premier point découle directement des propriétés de la trace. Si (V, p) et (W, 0)
sont deux représentations équivalentes, il existe ¢ : V. — W tel que pp(g) = o(g)p, ou encore
op(g)p~t = o(g) pour tout g € G. Donc o(g) et p(g) ont la méme trace. O

3.3 Formules de projection

On vient de voir que deux représentations équivalentes ont méme caractere, on va maintenant
montrer que deux représentations ayant méme caractere sont équivalentes. Pour cela, on va montrer
que si {V; | 1 <i < k} est un ensemble de représentations irréductibles et inéquivalentes deux a
deux, alors leurs caracteres sont linéairement indépendants dans Cgj,e G. Si

k
Z aixv, =0
i=1

est une combinaison linéaire nulle de ces caracteres, on peut facilement faire apparaitre les carac-
teres de Hom(V},V;) en multipliant I'équation par Xy;. Vu la proposition E.2.10 et le lemme de
Schur, on introduit la définition suivante pour V¢ et on va s’intéresser a projeter Hom(V}, V;) sur

Homeg(V;, V;).

Définition 3.3.1. Soit V' une représentation de G. On définit
VE={veV |gv=n0VgecG}.

Proposition 3.3.2. Si V' est une représentation de G, ’application

1
80—@29

geG

est un projecteur de V sur VC. En particulier dim(V %) = |—(1;| deg xv(9).
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Démonstration. Siv € V&, on a

et o est bien un projecteur de V sur V. En particulier,

dim(VY) = tr(p) = é ZXV(Q)'

geG

Ceci nous permet de montrer la proposition annoncée.

Proposition 3.3.3. Si {V; | 1 <i < n} est un ensemble de représentations irréductibles deux d
deux inéquivalentes, leurs caracteres sont linéairement indépendants dans C s G.

Démonstration. Soit .
> aixy =0
i=1

une combinaison linéaire nulle des caracteres {xv, | 1 < i < n}. Soit j € {1,...,n} et montrons
que a; = 0. En multipliant I’équation par Xy, on obtient

k
Z @i XHom(v;,v;) = 0
i—1

et

k
Z aiXHom(Vj,Vi)(g) =0
=1
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pour tout g € GG. De la, on peut écrire

Zai <‘%| ZXHom(V],Vz)(g)> =0

i=1 geqG

et par la proposition , on obtient
k
Z a; dim(Homg(V;, Vi) = 0.

i=1
Finalement, on utilise le lemme de Schur pour conclure avec

k k
0= Zai dim(Homg(V}, V;)) = Zaiéij = a;.
i=1

=1

O
Corollaire 3.3.4. Deux représentations ayant méme caractere sont équivalentes.
Démonstration. Soient
V=a, V¥ W=ael,V™
deux représentations et leur décomposition en irréductibles. Comme yw = xv, on a
bixvi + -+ +bxv, = aixv; + -+ arxv,.
Les caractéres étant linéairement indépendants on obtient a; = b; pour tout i € {1,...,k} et les
représentations V' et W sont équivalentes. ]

Comme C,s G est de dimension égale au nombre de classes de conjugaison de GG, on a égale-
ment le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.5. Le nombre de représentations irréductibles inéquivalentes de G est plus petit ou
égal au nombre de classes de conjugaison de G.

En particulier, le nombre de représentations irréductibles d’un groupe fini est fini, et on peut
répertorier leurs caractéres dans une table.

Définition 3.3.6. Soit G un groupe fini. La table des carcatéres de G est un tableau dont les
colonnes sont labellisées par les classes de conjugaison de G et le lignes par ses représentations
irréductibles. Les cases du tableau contiennent les valeurs que prennent les caracteres des repré-
sentations irréductibles de G sur ses classes de conjugaison.

Avant de passer a la suite, revenons a ’exemple du groupe symétrique Ss.

Exemple 3.3.7. Pour le groupe symétrique, nous avions trouvé 3 représentations irréductibles :
la représentation triviale U, la représentation alternée U’ et la représentation standard V. Or le
groupe symétrique possede exactement 3 classes de conjugaison :

C(<17 2)) = {<17 2>’ (173)7 (273)}7 C(ld) = {1d} et O((17 2, 3)) = {(17 273)7 (2737 2)};
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on peut donc conclure, par le corollaire que ces trois représentations irréductibles de S3 sont
les seules. Calculons alors la table des caracteres de S3. La ligne correspondant a la représentation
triviale ne possede que des 1, et celle correspondant a la représentation alternée possede des 1 et
des —1, en fonction du signe des représentations dans la classe de conjugaison considérée. Pour la
représentation standard, représentons (1,2) et (1,2, 3) dans la base de V' formée par les vecteurs

On a
(1,2)vy = vy et (1,2)vg = vy,

(1 0)

(17273)U1 = 1 = —v1 + vy et (1,2,3)’02 = 0 = —.
0 1

ainsi la matrice représentant (1,2) vaut

Pour la permutation (1,2,3), on a

La matrice représentant (1,2,3) vaut alors

-1 -1
10/
On a maintenant toutes les informations nécéssaires pour calculer la table des caracteres de Ss.

S, \ id (1,2) (1,2,3)

Ull 1 1
vl -1 1
V]2 0 -1

On a montré que les caractéres des représentations irréductibles de G étaient linéairement
indépendants dans Cg.s G. En fait, on peut montrer que si V et W sont deux représentations
irréductibles, leurs caracteres sont orthonormés par rapport au produit scalaire suivant.

Définition 3.3.8. On définit un produit scalaire sur (Cc]ass(g)ﬁl par
() Cotass (G) X Catass(G) = € (a, B) = == 1 Z

geG
Proposition 3.3.9. Soient V et W deux représentations irréductibles de G, on a

1 s V~W
0 sinon.

(xv,xw) = {

1. 11 s’agit du produit scalaire sur CG restreint & Cclass(G) qui fait de la base standard de CG une base
orthonormeée.
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Démonstration. On 1’a presque démontré dans la proposition . En utilisant a nouveau la
proposition B.3.2 et le lemme de Schur, on obtient

1 si V~W

() = dim(itomg (V) = { % 7

]

On peut alors exprimer les multiplicités des irréductibles apparaissant dans la décomposition
d’une représentation en termes de ce produit scalaire.

Proposition 3.3.10. Soit
V:‘/l@al@...@vk@ak

une représentation. On a a; = (xv, xv;) et V est irréductible si et seulement si (xv,xv) = 1.

Démonstration. On a i
(Xv, xv;) = Zaj(X‘/j,X\/i) =G
j=1

et

si et seulement si V' est irréductible. 0
On retrouve alors la proposition (dans le cadre de représentations de groupes finis).

Corollaire 3.3.11. Une représentation d’un groupe fini est irréductible si et seulement si la re-
présentation duale qui lui est associée [’est.

Démonstration. Soit V' une représentation d’un groupe fini G. On a

(v, xv+) |G|ZXV* )xv+(g)

geG

\G|ZXV

geG

= (Xva)

t (xv,xv) = 1 si et seulement si (yy+, xv+) = 1. O

Le corollaire nous indique que les représentations irréductibles d’un groupe G sont en
nombre inférieur au nombre de classes de conjugaison de G. On sait aussi que les caracteres de ses
représentations irréductibles sont linéairement indépendants dans Cgj,ss G. On va montrer qu’ils en
sont en fait une base et ainsi, le nombre de représentations irréductibles de G est exactement égal
au nombre de classes de conjugaison de GG. Nous aurons besoin du lemme suivant qui caractérise
les éléments de C .55 G en termes des représentations du groupe G.

Lemme 3.3.12. Soit G un groupe. Pour tout o : G — C et toute représentation V' de G, posons

Payv V>V UHZa(g)g-U.

geG

Alors av € Cpp55 G si et seulement si @,y est un entrelacement pour toute représentation V de G.
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Démonstration. La condition est nécéssaire. Si a € Cys G €t V' est une représentation de GG, on a

I @ayv(v) = alg)(hg) - v

geG

=Y " a(h7'gh)(gh) - v
geG

=Y alg)(gh) - v
geG

= @a,V(h . U)

pour tous h € G, v € V et ¢,y est un entrelacement. La condition est suffisante. Soit R la
représentation réguliere de G. Pour tous g,h € G, on a

h - Spoz,R(eg) = Soa,R(h ) 69)
— Z a(t)epy = Z a(t)eing

teG teG
= Z alg ) eng-11y = Z a(tg ey-1hy-
teG teG

En regardant les termes correspondant a ejg-1p, dans la derniere égalité (¢ = h dans les deux
sommes), on obtient a(g 'h) = a(hg™') pour tous g,h € G et a est constante sur les classes de
conjugaison de G. O

Proposition 3.3.13. L’ensemble des caractéres des représentations irréductibles de G forme une
base orthonormée de C s G. De maniére équivalente, le nombre de représentations irréductibles
de G correspond au nombre de classes de conjugaison de G.

Démonstration. Notons {V; | 1 < i < n} 'ensemble des représentations irréductibles de G. On
sait déja par la proposition @que I'ensemble {yy. | 1 < i < n} est un ensemble d’éléments
orthonormés de Cgjags G. Soit @ € Cepass G. Montrons que si (o, xy) = 0 pour toute représentation
irréductible V' de Gﬁ, alors a = 0. Cela suffit pour montrer que 'ensemble {xy; | 1 <i < n} est
une base puisque dans ce cas on peut écrire, quel que soit 5 € Ceass G,

B=> (B xv.)xv..
i=1
En effet, avec
a = B - Z(/B’XVZ)XVH
i=1

on a, pour tout j € {1,...,n},
(o, xv,) = (B = (B, xv)xvi: Xv;)

=1
n

= (B,xv;) — Z(@Xw)(Xw’ij)
= (B, xv;) — (B,xv;)
~0

2. Alors (o, xv) = 0 pour une représentation V' quelconque.
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et a = 0. Soient ar_€ Cpjoss G tel que (o, xv;) = 0 pour tout i € {1,...,n} et 7€ {1,...,n}. On
-

sait, par le lemme B.3.12 que
Py, = _alg)g: Vi =V,

geG
est un entrelacement. Par le lemme de Schur, il existe A; € C tel que ¢, v, = Ajid. On a alors

A= tr ,
J dlmVJ (Spav‘/j)
dlmV 2; v, (g
Gl ———
= (8% Lk
=0
ce qui implique ¢4y, = 0. Comme toute représentation se décompose en une somme directe

d’irréductibles, on a ¢,y = 0 quelle que soit la représentation V' considérée. En particulier, pour
la représentation R de G, si on évalue @, g en e; on obtient 3 ., a(g)e; = 0. Donc a(g) est nul
pour tout g € G et a = 0. O

Proposition 3.3.14. Soit
V:‘/vl@a&@@vn@an
une représentation. Pour tout i € {1,...,n}, Uapplication

dim V

o=@ D xvlgg: VoV

geG
le projecteur de V. sur V2.

Démonstration. Par le lemme , ©; est un entrelacement. Considérons la restriction de ¢; sur
Vi (k€ {1,....n})
d1m Vi

Par le lemme de Schur, il existe \; € C tel que ¢|y;, = Agid. On a alors

ZXV 9|Vk Vi = Vi

geG

_ tr(‘10|Vk)
dim Vk

dim V;
dlmV ]G| ZXV 9)xvi(9

dim V;
d1m Vi,

1 sii=k
] 0 sinon.

Ainsi @;(v) = v si v € V; et, puisque g : V — V est donné par

(Xvk, XV; )

g & @ gl V=V

on a ;(v) € V% pour tout v € V. O
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3.4 Application a la représentation réguliere de GG

La représentation réguliere associée a un groupe G est un cas particulier de représentation de
permutation (voir exemple R.1.7). Pour de telles représentations, on peut lier le caractere et I'action

de G.

Lemme 3.4.1. Soit CX la représentation de permutation associée a l’action de G sur X un
ensemble fini. Alors si x est le caractére de C X, x(g) correspond au nombre d’éléments de X fixés

par g.

Démonstration. Dans la base {e, | v € X}, on a g-e, = e;4,. La matrice qui représente g est
composée de colonnes dont tous les éléments sont nuls, sauf celui a la position ¢ -z, qui vaut 1. Cet
élément se retrouvera sur la diagonale si et seulement si g-z = x et tr(g) = #{z € X|gz =z}. O

En appliquant la proposition a la représentation réguliere R de G, on peut montrer que
toutes les représentations irréductibles de G apparaissent dans la décomposition en somme directe
d’iréductibles de R, ce qui nous fournit une maniere de trouver les représentations irréductibles
d’un groupe donné. Par ailleurs, R est irréductible si et seulement si G = {e}.

Proposition 3.4.2. Soit R la représentation réguliere associée a un groupe G. On a
R = V—ldimvl DD Vriiim\/n

ot la somme s’effectue sur toutes les représentations irréductibles de G. En particulier R est
irréductible si et seulement si G = {e}.

Démonstration. Ecrivons
R:‘Ggeal@@vn@a"

ou {Vi,...,V,} est 'ensemble des représentations irréductibles de G, quitte a avoir des facteurs
nuls. Par le lemme B.4.1], on sait que le caractére xr(g) est donné par le nombre d’éléments de G
fixés par g. Ici, comme gh = h si et seulement si g = e on a

[ 1G] st g=e
Xr(9) = { 0 sinon.
En appliquant alors la proposition on a
ai = (Xr, Xv;)
1 -
= @ xXr(9)  xvi(9)
9eG =0 si g#e
e
|G|
=dimV;

comme e = id. Comme le nombre de représentations irréductibles de G est égal au nombre de
classes de conjugaison de G, si G # {e}, on en a au moins deux et R n’est pas irréductible. 0
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Corollaire 3.4.3. Soit R la représentation réguliére de G et {Vi,...,V,} Uensemble des représen-
tations irréductibles de celui-ci. On a

|G| = dim(R) = (dim V;)?

i—1
et .
> dimV; - xy,(g9) =0
i—1

si g # e.
Démonstration. Puisque xg =Y ., dimV; - xy,, on a

n

G| = (xa,xr) = ) _(dimV})?

i=1
et,sig#e
0= xr(g) =Y _ dimV; - xv(9).

i=1

3.5 Le groupe symétrique S,

Terminons ce chapitre par un exemple. Pour le groupe symétrique Sz, on avait déja trouvé
toutes ses représentations irréductibles avant de calculer ses caracteres. Pour Sy, on peut se servir
de la théorie des caracteres pour trouver toutes ses représentations irréductibles.

Exemple 3.5.1. Le groupe S, possede 5 classes de conjugaisons. En effet, chacune de ses classes
de conjugaison est caractérisée é)ar la longueur des cycles apparaissant dans la décomposition en
cycles disjoints de ses éléments.® On a donc les classes de conjugaison suivantes, dont on donne a
chaque fois un représentant

décomposition en cycles représentant
1+1+1+1 id = (1)(2)(3)(4)
2+2 (1,2)(3,4)
3+1 (1,2,3)
1+1+4+2 (1,2)
4 (1,2,3,4)

On sait donc que 'on doit chercher 5 représentations irréductibles pour S;. Comme pour le groupe
S3, on peut déja trouver 3 de ses représentations irréductibles : la représentation triviale, la repré-
sentation alternée et la représentation standard

V={recC" |z +a+a3+z4 =0}

3. La preuve de cette affirmation est faite en détail au chapitre 5, proposition .
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Les caracteres pour ces trois représentations sont alors repris sur le tableau suivant.

Sylid (1,2)(3,4) (1,2,3) (1,2) (1,2,3,4)
Ull 1 1 1 1
U1 1 1 ~1 —1
V|3 ~1 0 1 ~1

Pour calculer le caractere yy de la représentation standard, on utilise xy = xc+ — xv qui découle
de C* = U@V, et pour calculer Xc4, on utilise le lemme B.4.1]. En effet, la représentation de Sy sur
C* est donnée par la représentation de permutation sur les vecteurs de base canonique puisqu’on
a

1 Tg=1(1) s s
A2 2 [P =N e =S ge
o e | = (o | = o on =3
Ty 17971(4)

pour tout g € Sy. Pour chaque classe de conjugaison, il suffit donc de regarder le nombre d’éléments
fixés par un représentant, et on a x4+ = (4,0,1,2,0). Il nous manque alors deux représentations
irréductibles. On sait, par le corollaire @, que l'ordre de Sy doit étre égal a la somme des carrés
de ses représentations irréductibles. On donc alors pouvoir écrire

24—-12-12-32=13

comme la somme de deux carrés. On sait que les deux représentations manquantes sont donc de
dimension 2 et 3 respectivement. Commencons par les chercher parmis les constructions classiques
de représentations présentées au chapitre précédent. On trouve que la représentation de dimension

3
VeU

est irréductible. Pour le voir, on peut par exemple calculer son caractere et vérifier que

(xveu, Xveur) = 1.

XveUu' = XvXUu' = (37 _1707 _17 ]-)
et 1
(Xveu Xveu') = ﬂ(?’Z + 3 (=1 +8-0°+6-(—1)*+6-1*) =1,

Il nous reste alors a trouver une représentation irréductible pour S;, de dimension égale a 2.
Notons-1a W. Si on cherche a compléter la table des caracteres de Sy, on sait alors déja que xy (id)
doit étre égal a 2. Pour calculer les autres valeurs de xy, on sait par la proposition @ que les
caracteres des représentations irréductibles doivent étre orthonormés. On peut donc résoudre le
systeme suivant

24 3b+8c+6d+6e =0
2+3b+8—6d—6e=0
6 —3b+6d—6e=0
6 — 3b— 6d+ 6e =0
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ou (2,b,¢,d,e) = xw. On trouve alors xy = (2,2,—1,0,0) et au final, la table des caracteres de
Sy est donnée par

S, lid (1,2)(3,4) (1,2,3) (1,2) (1,2,3,4)
U |1 1 1 1 1
U1 1 1 ~1 ~1
vV |3 ~1 0 1 ~1
VeouU|s ~1 0 ~1 1
w2 2 ~1 0 0

A partir de cette table, on peut trouver W. Soit 0 = (1,2)(3,4). On a 0% = id, donc les zéros du
polynéme caractéristique de o valent 1 ou —1. Or on sait que xw (o) = tr(o) = 2. Alors o possede
une valeur propre 1 de multiplicité 2, et o agit comme l'identité sur W. De la, on va se servir du
lemme suivant.

Lemme 3.5.2. 5i N est un sous groupe normal d’un groupe G, une représentation
p:G— GL(V)
est triviale sur N si et seulement si elle se factorise a travers le quotient
G —- G/N — GL(V).
Démonstration. Supposons que p(n) = id pour tout n € N. Alors I'homomorphisme
p:G/N = GL(V) gN ~ p(g)
est bien défini. En effet, si gN = ¢’ N, on a g = ¢'n pour un certain n € N et
p(g) = plg'n) = p(g")p(n) = p(g).
On peut donc définir une représentation de G/N a partir de celle de G, et celle-ci est telle que
p=pm
oum =G — G/N est la projection canonique. A l'inverse, si il existe une représentation
p:G/N — GL(V)

de G/N telle que

on a, pour tout n € N,

On sait que la représentation W est triviale sur le sous groupe normal
N ={id, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}

de S;. Or le groupe quotient S;/N est isomorphe & Ss.
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Lemme 3.5.3. On a
Sy /{id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} = Ss.
Démonstration. Considérons 'action de Sy sur la classe de conjugaison
C={(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}
de (1,2)(3,4), donnée par
$:8,—=S(C) o (C—=C z+oxc?).

Cette action est surjective. En effet, si on regarde I’action d’une transposition 7 € Sy sur S(C') = S,
elle ne modifiera pas 1’élément de C' qui contient 7, mais échangera les deux autres. Ainsi, par
'action des transoposition (1,2), (1,3) et (1,4) (on prend a chaque fois une des deux transpositions
apparaissant dans chacun des éléments de C'), on obtient les trois « transpositions » de S(C') = Ss.
L’application ¢ étant un morphisme, on peut donc engendrer S(C'). Alors, par le premier théoréme
d’isomorphisme, on a
Sy/ ker(¢) =2 S(C) = S5

et | ker(¢)| = 24/6 = 4. 1l suffit de montrer que N C ker(¢) pour conclure. C’est évident puisque
N =Cu{id}. ]

On vient donc de montrer que Sy/N = S3 et que W est une représentation de Sy, de dimension
égale & 2, qui se factorise au travers de Sy/N = S3. On vérifie alors que W est irréductible pour
Sy si et seulement si W est irréductibles pour Sy/N = S; et de la, on conclut que W correspond
a la représentation standard de Ss.
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Chapitre 4

Représentations comme C G-modules et
représentations induites

4.1 Représentations comme C G-modules

Soit G un groupe. On a défini une représentation V' de G comme étant un homomorphisme de
groupe entre G et GL(V'). On peut, et de maniére équivalente, définir une représentation de G' en
termes d’homomorphismes d’algébres.

Définition 4.1.1. Soit G un groupe. L’algébre de G est 'espace vectoriel C GH. Elle est naturel-
lement munie d'une structure d’algebre via

€g* €h = €Egn

pour tous g,h € G, avec {e, | ¢ € G} la base canonique de CG. On vérifie directement que
I’algebre C G est associative et unitaire, de neutre e; ou 1 est le neutre de G.

Les propositions — qui suivent servent a traduire le vocabulaire, ainsi que quelques
résultats, associés aux représentations d'un groupe en termes d’homorphismes d’algebre et C G-
module.

Proposition 4.1.2. Une représentation V' d’un groupe G est un homomorphisme d’algébres
p:CG — End(V)

ouV est de dimension finie. De maniere équivalente, une représentation V- d’un groupe G est un
C G-module a gauche.

Démonstration. Tout d’abord, on vérifie que si V' est un C G—modulea, alors
p:CG—=End(V) e — V=V vmes-v)
est un homomorphisme d’algebres et qu’a l'inverse, si

p:CG — End(V)

1. Confer définition [1.1.3.
2. Confer définition [1.4.7.
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est un homomorphisme d’algebres, alors
CGxV =V (x,v)— plz)v

munit V' d’une structure de C G-module. Maintenant, si V' est une représentation d’un groupe G,
au sens de la définition P.1.1), soit

o:G— GL(V)

I’lhomomorphisme associé. L’application

p:CG—End(V) Y age, > ag0(g)

geG geG
est alors un homomorphisme d’algebres. De méme, si
p:CG — End(V)
est un homomorphisme d’algebres, il suffit de poser

a(g) = pleg)
pour obtenir une représentation au sens de la définition . [

Remarque 4.1.3. On se permettra dans ce qui suit d’omettre le qualificatif « & gauche » lorsque
I'on parlera de CG-modules. Le qualificatif sera réintroduit lorsque la distinction (gauche vs.
droite) sera nécéssaire (on parlera plus loin de représentations « a droite »).

Proposition 4.1.4. Soient V et W deuz représentations d’un groupe G. Un entrelacement
p: V=W
est un morphisme de C G-module.

Proposition 4.1.5. Soit V' une représentation d’un groupe G. Le sous-espace W C V est une
sous-représentation de V' si W est un sous-module de V.

La notion d’irréductibilité pour les représentations coincide avec celle d’irréductibilité pour
les C G-modules.® De maniere générale, un module indécomposable sur une algebre n’est pas
nécéssairement irréductible. C’est par contre le_cas pour les C G-modules, comme le montre la
proposition suivante, qui est une traduction de P.3.3.

Proposition 4.1.6. Tout C G-module indécomposable est irréductible.

Démonstration. Soit V un C G-module indécomposable. Si V' n’est pas irréductible, il existe un
sous-module propre W de V' qui soit non nul. Par la proposition R.3.3 On peut alors écrire V' =
W @ W' ou W’ est un sous-module propre et non-nul de V. Alors V n’est pas indécomposable,
une contradiction. O

On a dit qu’il s’agissait de la traduction de la proposition en termes de C G-modules :
si tout C G-module indécomposable est irréductible, alors toute représentation est complétement
réductible.

3. Confer définition 49
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Remarque 4.1.7. La représentation réguliere de GG correspond évidemment a ’algebre de groupe
C @, vue comme un module sur elle-méme.

On va se servir de cette observation ainsi que de nos connaissances précédemment acquises
sur la représentation réguliere afin de caractériser les représentations irréductibles de G en termes
d’idempotents primitifs de C G.

Proposition 4.1.8. Tout idéal a gauche de CG est de la forme CG - e ou e est un idempotent.

Démonstration. Soit V' C CG un idéal a gauche, i.e. une sous-représentation de la représentation
réguliere CG. Par la proposition 2.3.3, il existe W un idéal de CG tel que CG =V @& W. En
considérant alors la projection de 7 : CG — V, on a

V =n(CG)
= W(CG . 61)
=CG-7(ey)

puisque 7 est un entrelacement, et donc un morphisme de C G-modules. On vérifie que 7(e;) est
un idempotent, en effet on a m(e1)mw(ey) = m(w(er)er) = m(eq). O

Corollaire 4.1.9. Les représentations irréductibles de G sont exactement celles de la forme CG-e
ou e est un idempotent primitif de CG.

Démonstration. On sait que la représentation réguliere C G se décompose en une somme directe
d’idéaux,

CG=R=@veamv i

Par la proposition , il existe alors e; idempotent tel que V; = C G -e;, pour toute représentation
irréductible V;. En particulier V; est indécomposable et par le lemme [1.4.12, e est primitif. Il

Remarque 4.1.10. Soit R la représentation réguliere de G'. On sait que

dim V; —

W Z xvi(9)g
geG

est la projection de R = CG sur V,* dimVi - Ainsi

- dimV, e~ ——
v VZ_CG'( G| ZXVi(g)eg)'

geG

Proposition 4.1.11. Les algébres CG et @, End(V;) sont isomorphes.

Démonstration. On sait que

CG=R=vm"

Pour toute représentation irréductible V;, soit ¢; : CG — End(V;) 'homorphisme d’algebres qui
lui est associé et soit

¢:CG — End(CQG)

4. La somme porte sur toutes les représentations irréductibles de G.
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I’homomorphisme associé a la représentation réguliere. On a donc

0i : CG — End(V;) z+— ¢(x) ‘/;E (4.1)

De plus, 'homomorphisme ¢ est injectif; en effet, si

@ (Z ageg> =0,

geG

alors quel que soit h € GG, on obtient

Z agegn = 0

geG

et ay, = 0 pour tout g € G. Ceci implique que

¢:CG — PEnd(Vi) =+ @pi(x).

est 1nJect1f pulsque si gzﬁ = 0, alors ¢;(x) = 0 pour toute représentation irréductible V;, ce qui
entraine p(x) = 0 vu . Comme ¢ est injectif, ceci implique bien x = 0. Le corollaire B.4.3
permet alors de Conclure, on a dim(C G) = dim (P, End(V;)) et ¢ est bijectif. O

4.2 Représentations induites

Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Si on possede une représentation V de G,
on en possede naturellement une pour H en Iy restreignant.

Définition 4.2.1. Si (V, p) est une représentation de G et H en est un sous-groupe, la représen-
tation restreinte Res% V est la représentation de H donnée par la restriction de p & H. On note
ResV si le contexte est clair.

Si maintenant W est une représentation de H, on va en construire une pour G a partir de
W. Donnons la définition suivante, ou ’on considére une représentation V' de G dont W est un
sous-espace.

Définition 4.2.2. Soient V' une représentation de G dont H est un sous-groupe et W un sous-
espace vectoriel invariant pour H. On dit que V est induite par W si

V:@ow

ceG/H
et on note V = Ind§ W ou Indy si le contexte est clair.

Dans les conditions de la définition précédente, 'espace {g-w | w € W} ou g est un représentant
de la classe latérale o ne dépend pas du représentant g choisi, W étant stable pour sous I’action de
H. La notation ¢W a donc bien un sens. Par ailleurs, la décomposition de V' en tant que somme
directe de ces sous-espaces n’est bien qu'une décomposition de V en somme directe d’espaces

vectoriels seulement, les sous-espaces oW ne sont pas nécéssairement des sous-représentations de
V.

5. La restriction étant effectuée sur I'une des copies de V; dans CG.
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Théoreme 4.2.3. Soit G un groupe fini. St H est un de ses sous-groupes dont W est une repré-
sentation, il existe une unique représentation induite par W a isomorphisme pres.

Démonstration. Supposons que V' soit une représentation de G telle que

V= ow

oceG/H

Fixons un ensemble de représentants {g, | 0 € G/H} des classes latérales de H. Alors, si g € G
est tel que gg, = g-h avec h € H, on doit avoir

g (gow) = (99,) - w = (g-h)w = g, (hw).

Ceci invite a la construction suivante. On fixe un ensemble de représentants {g, | ¢ € G/H} des
classes latérales de H et on définit V' comme étant une somme directe

V= w

oceG/H

de [G/H] copies de W. Si v € V, on peut écrire

ol w, € W pour tout o € G/H et g,w, est simplement une notation pour désigner I'image de w,
par l'injection de W dans la ¢° copie W7 de W dans V.H Pour faire de V' une représentation de
G,sige Getoe G/H, on pose

g (gows) = g-(h - wy)

ouT € G/H et h € H sont tels que gg, = g-h avec h € H. Montrons que cette action de G sur
V' définit bien une représentation de G. Pour cela, montrons que si g et ¢’ appartiennent a G, leur
action successive correspond a l'action de gg'. Soit g,w € W?. Si ¢'g, = g-h' et gg, = g,h alors

99'9s = 99-1 = g, hh' et

g- (g (gow)) = g - (g-(I' - w))
= gu(h - (I - w))
= gu(hh, Cw)

=99 - (gow).

Pour montrer que V' est une représentation induite par W, il faut montrer que W en est un

sous-espace et que
V= ow
oceG/H

Montrons que W est un sous-espace de V' en l'identifiant a

wW=wh,

6. On verra qu’avec la définition (prochaine) de l'action de G sur V, cette notation se justifie si on prend g = 1.
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la copie de W# correspondant a la classe latérale H. Soit i : W — V linjection de W dans
WH C V. Les espaces W et W# sont évidemment isomorphes via ¢, mais cette application n’est
pas nécéssairement un H-entrelacement. En effet, soient h € H et w € W. On a hgy = gugy hgn
et

h-i(w) = h-gpw = gu(gy hgn - w) = i(gy hgw - w).

Il suffit alors de prendre la composée igﬁl pour avoir un H-entrelacement bijectif entre W et W1,
Enfin, si on montre que

W =ocWH,

cela suffira pour conclure que V' est une représentation de G induite par H. Soient w € W et
o€ G/H.On a

9o - (grw) = go(gm - w) € W°

ce qui montre que oW C W?. Pour I'inclusion inverse, on a

9o = 9o (9 - (95" - w)) = 9o - (gu (95" - w)).
et W° C UI/VH.B

Il reste a montrer 'unicité. La construction présentée ne dépendant que du choix des représen-
tants, montrons que deux choix différents menent a des représentations isomorphes. Soient donc
{9, | 0 € G/H} et {¢. | 0 € G/H} deux ensembles de représentants pour les classes latérales de
H. Pour tout 0 € G/H, il existe h, € H tel que g, = g,h,. Alors 'application

o: V=V Z ghw, Z ga(h(,-wg)E

ceG/H ceG/H

est un entrelacement bijectif. En effet, si g € G, 0 € G/H et gg, = g-h avec h € H, on a

g-¢(gow) = g - (go(he - w))
= gT(h‘ ' (hU : w))

Pour caleuler 9(g - (gonu)), on a g4l = Ggohs = g:hho = g\hs iy et

o(g- (gyw)) = o(gr(h; hhy - w))
= gT(h’T ) (h;lhhff ’ w))
= gT(th ' U))

ce qui correspond bien & g - (gl w). O

Définition 4.2.4. Si H est un sous-groupe d'un groupe fini G, et W en est une représentation on
peut donc parler de la représentation de GG induite par W.

La représentation induite satisfait a la propriété universelle suivante.

Proposition 4.2.5 (Propriété universelle). Soient G un groupe fini dont H est un sous-groupe,
W une représentation de H, U une représentation de G et V = Indfl W. Tout H-entrelacement

¢« W — Res& U s’étend de maniére unique en un G-entrelacement @ : V. — U. En d’autres
termes, Homy (W, Res U) = Homg(Ind W, U).

7. Sion prend gy =1, on a g,w = g, - w, ce qui justifie la notation.
8. Avec la notation g,w, précédemment introduite, on a bien entendu ¢, w, = g,w,. Primer g, sert simplement
a dinstinguer les deux représentations de G.
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Démonstration. Soit ¢ : W — U un H-entrelacement. La représentation V' se décompose

Fixons {g, | ¢ € G/H} un ensemble de représentants des classes latérales de H. Si ¢ étend ¢ alors

2(gow) = gop(w)
::go¢(u0
= 9o0(9, ' gow).

Ceci assure I'unicité et on pose ¢ = Gopgy ' sur oW = {g,w | w € W}. 1l reste & montrer que
cette définition est indépendante des représentants choisis pour les classes latérales o € G/H. Si
gr. = g-h (h € H) est un autre représentant de la classe latérale o € G/H, I'application ¢ étant
un H-entrelacement, on a
9rpdy t = gohoh™ gt = go0g, "
O

Corollaire 4.2.6 (Réciprocité de Frobenius). Si W est une représentation de H et U est une
représentation de G, on a

(XIndW7XU)G = (XWaXResU)H
ot (+,")g (resp. (+,-)m) est le produit scalaire de C 55 G (resp. Ceopass H).

Démonstration. On a

dim(Homg(Ind W, U)) = (Xmaw, Xv )¢ et
dim(Hompy (W, ResU)) = (Xws XResU ) f -

Par la proposition précédente, dim(Homeg(Ind W, U)) = dim(Hompy (W, ResU)). O

Proposition 4.2.7. Si W est une représentation de H, on a

Xmdw (9) = Z xw (95 ' 990)

ceG/H
go=c

ot {g, | 0 € G/H} est un ensemble de représentants des classes latérales.

Démonstration. Soit IndW =@,/ oW.Si{er, ... ey} est une base de W, alors B = {gye1,...,go€n |0 €
G/H} est une base de Ind W. Soit g € G. La représentation matricielle de g est donnée par une

matrice bloc

(AMO')M,O'EG/H

ou A, est la matrice dont les colonnes sont les composantes des images par g de gyei, ..., gs€, sur

les éléments g,eq, ..., gue, de B. Soit 0 € G/H. Comme g(cW) = ¢'W pour un certain o’ € G/H,
sip#o0',ona A, =0.Pour p =o', il existe h € H tel que gg, = g, -h. On a alors gg,w = g, hw

pour tout g,w € oW et Ay, est la matrice représentant h = g;,l gg(,-E dans la base {ey,...,e,} de

W. Pour calculer ymaw(g), on doit donc sommer les traces des matrices A,, sur la diagonale, i.e.

Xtdw (9) = Z xw (95" 995)

oceG/H
go=c

9. En tant qu’élément de H agissant sur W
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puisque Ay, = 0si g(cW) = o'W, avec 0’ # 0.
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Chapitre 5

Représentations irréductibles du groupe
symétrique

Nous allons dans ce chapitre fournir une description compléte des représentations irréductibles
de S,. Le chapitre précédent nous apprend qu’elles se trouvent toutes dans la représentation ré-
guliere CS, de S,; qu’elles peuvent s’écrire sous la forme CS, - e pour un certain idempotent
primitif e € C .S, et qu’elles sont en nombre égal au nombre de classes de conjugaison de .S,. Un
lien direct sera établi entre les classes de conjugaison du groupe symétrique et ses représentations
irréductibles via les tableaux et diagrammes de Young.

5.1 Les classes de conjugaison de 5,

Proposition 5.1.1. Les classes de conjugaison de S, sont entiérement déterminées par le nombre
et la longueur des cycles en lesquels leurs éléments se décomposent.

Démonstration. Soit o € S, et C(0) la classe de conjugaison qui lui est associée. Si

0 =H1-.. K

est la décomposition de o en k cycles disjoints u; de longueur I; respectivement, on va montrer que
C'(o) est 'ensemble des permutations qui se décomposent en un produit de k cycles disjoints ; de
longueur I; respectivement. Soit « € S, alors la décomposition de aoa™! est donnée par i ... By
ou (; est le cycle

(alpin)s -y a(piy))
sipi = (fins .-, pig,). Eneffet, sij =oa(un) € {1,...,p} 1 <i<ketl1<n<l[)ona

aca”!(j) = aca™ (a(pn))
:aa(ﬂi,n)
f alpia) st n=1;
| a(ptins1) sinon.

De méme, si A € S, se décompose en un produit de k cycles f3; de longueur [; respectivement, alors
la permutation

Q' Hin = ﬁi,n
est telle que aca™ = Xet A € C(0). O
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Définition 5.1.2. Si p € Ny, une partition A de p est une décomposition de p en une somme
d’entiers strictement positifs. Si p = ¢ A (A > 0), on écrit A = (Ay,..., \g) ot la suite est
ordonnée par ordre décroissant (i.e. Ay > --- > )\) et on note A - p.

On voit donc qu’il existe une bijection entre les partitions de p est les classes de conjugaison de
Sp. SiA = (A1,..., ), ony associe la classe de conjugaison de S, dont les éléments sont déterminés
par une décomposition en produit de k cycles disjoints p; de longueur \; respectivement

5.2 Diagrammes et tableaux de Young

Dans toute cette section p est un naturel non nul. A chaque partition de p, on peut associer un
diagramme de Young ainsi que plusieurs tableaux de Young. On verra dans la section suivante en
quoi cette maniere de représenter les partitions de p est utile pour caractériser les représentations
irréductibles de S,,.

Définition 5.2.1. Soit A = (Ay,..., \x) une partition de p. A cette partition on associe le dia-
gramme de Young

A
A2

Ak

ou la ¢ ligne du diagramme a un nombre de cases égal a )\i.ﬁl

Définition 5.2.2. La partition conjuguée associée a A = (Ay,...,\r) est la partition A" dont le
diagramme est celui composé de k colonnes, chacune ayant un nombre \; de cases. Autrement dit,
si N = (AN],...,\), A\ est le nombre de termes dans (A1, ..., A;) supérieurs ou égaux a i.

Exemple 5.2.3. Le triplet (2,2,1) partitionne 5 et le diagramme de Young qui lui est associé est

.La partition conjuguée )\ associée est celle donnée par le diagramme suivant

ie. N =(3,2).

Définition 5.2.4. Si A F p, un tableau de Young ou A-tableau correspond a une numérotation des
cases du diagramme de Young associé a A\. Chaque case du tableau contient un nombre entre 1 et
p et deux cases différentes ne peuvent pas contenir le méme nombre.

Exemple 5.2.5. Le tableau suivant

1. Le diagramme représenté correspond a la partition A = (3,3,2,1) de 9.
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4

est un tableau de Young associé¢ a la partition (3,2).

Notons que pour chaque partition A de p, il existe autant de A-tableaux que de permutations
dans S,. Les éléments de base e, (g € S5,) de CS, sont donc en bijection avec les tableaux de
Young associés a une partition donnée. Le groupe symétrique agit sur I’ensemble des tableaux de
Young en permutant les numéros des tableaux.

Définition 5.2.6. Soient 7" un tableau associé a A = p et 0 € S,. On note 07" le tableau ou le
numéro d’une case est donné par o(7) si ¢ était son numéro dans 7.

Exemple 5.2.7. En reprenant le tableau de Young

213
415

T —

de I'exemple précédent, et avec la permutation o = (1, 3,5) on obtient

s Ll2]3]_[3[2]5]
5

4

On voit également qu’au tableau de Young 7', on peut associer deux sous-groupes de .S, : celui
qui préserve préserve ’ensemble des nombres contenus dans chaque ligne et celui qui préserve
I'ensemble des nombres contenus dans chaque colonne. Si on note P(T") I'un et Q(7T) l'autre, alors
P(T) est le sous-groupe de S, engendré par les transpositions

id, (1,2), (2,3), (1,3), (4,5)

et Q(T) celui engendré par
id, (1,4), (2,5).

Ceci amene la définition suivante.

Définition 5.2.8. Soit 7" un tableau de Young. On pose

P(T) ={g € S, | g fixe globalement chaque ligne}
Q(T) ={g € S, | g fixe globalement chaque colonne}.

Par 1a on entend que si g € P(T) (resp. Q(T)) alors tout numéro apparaissant dans une certaine
ligne (resp. colonne) de T" apparait dans la méme ligne (resp. colonne) de ¢T.

Ces deux sous-groupes vont nous étre utiles lorsque 1’on va construire les représentations irré-
ductibles de S,. On peut d’ores et déja remarquer que P(7") et Q(T") n’ont que I'identité en commun.
En effet, si 0 € P(T) N Q(T), alors (i) est dans la méme colonne et ligne que ¢ (i € {1,...,p}),
donc dans la méme case que i et o(i) = i.
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Lemme 5.2.9. Sip € S,, on a P(uT) = puP(T)u™t et Q(uT) = uQ(T)pt.

Démonstration. On le montre pour une transposition 7 = (ij). Si ¢ et j apparaissent sur la méme
ligne de T, on a 7 € P(T) et P(tT) = P(T) = 7P(T)7. Sinon, ¢ et j apparaissent sur des lignes
différentes de T'. Soit ¢ € P(T). Alors 7oT va conserver les lignes de 77" o i et j n’apparaissent
pas et pour les deux lignes ou ils apparaissent, ¢ et j seront d’abord échangés par 7, puis comme
7(tT) =T et 0 € P(T) la numérotation des lignes sera conservée sous 'action de o et enfin 7 va
remettre ¢ et j sur leur ligne initiale.

T T
T R U R

On a donc 7P(T)r C P(7T). Comme T est quelconque on a également 7P(7T)r C P(T) et
P(rT)=71P(T)r. O

Lemme 5.2.10. Soient T un tableau de Young, o € S, et T' = oT. Alors o = pr avec p € P(T),
m € Q(T) si et seulement si deux entiers apparaissant dans une méme ligne de T apparaissent
dans des colonnes différentes de T".

Démonstration. La condition est nécéssaire. Soit 0 = pm ot p € P(T) et m € Q(T). Alors T" =
prT = prp~tpT = apT avec a = prp~ ' € Q(pT). Si i et j apparaissent dans une méme ligne de
T alors i et j restent sur la méme ligne dans p7', donc sont dans des colonnes différentes de pT'.
Ainsi i et j sont dans des colonnes différentes de 7" = apT', « préservant les colonnes de pT.

La condition est suffisante. Puisque tous les éléments de la premiere ligne de T" apparaissent dans
des colonnes différentes de T”, il existe ay € Q(1”) tel que T et ayT” aient les mémes éléments sur
leur premiére ligne. Puisque ag € Q(T”), tous les éléments apparaissant dans la deuxiéme ligne de
T apparaissent dans des colonnes différentes de a;T. On peut alors trouver s € Q(a1T") = Q(T")
tel que T et apa;T” aient les mémes éléments sur leur deux premieres lignes. En procédant de
proche en proche, on construit o = oy ... a1 € Q(1”) tel que les lignes de T' et a1” contiennent les
mémes éléments. 11 suffit alors de permuter les éléments sur les lignes de T avec p € P(T') pour que
les tableaux pT' et oT” soient identiques. De la, puisque 7" = ¢T', on trouve p = ao et en écrivant
a=ono~ ! avec T € Q(T), on obtient o = pr~t. O

Lemme 5.2.11. Soit T un tableau. Si o ¢ P(T)Q(T) alors il existe deux transpositions m € Q(T')
et p € P(T) telles que o0 = po.

Démonstration. Par le lemme précédent il existe deux entiers ¢ et k dans une méme ligne de T’
qui sont dans une méme colonne de ¢T'. Posons p = (ik). Alors p € P(T) N Q(cT). Donc il existe
7€ Q(T) tel que p=omo~! et on a por = oo~ lowr = orm = 0. [l

Définition 5.2.12. On munit les partitions de p de l'ordre lexicographique. Si A = (Ay,..., A\x) et
p = (f1,..., ) sont des partitions de p alors A > p si il existe i € N tel que A\; = p; pour tout
g <iet N\ > .

Lemme 5.2.13. Soient T et T" deuz tableaus associés a des partitions A\ = p et utp. SiA> p

et toute paire d’entiers sur une méme ligne de T* se trouve dans des colonnes différentes de T*,
alors \ = p et il existe p € P(T*), m € Q(T?) tels que TH = prT?*.

Démonstration. La preuve est similaire a celle du lemme . On doit avoir A\; = p; et on trouve
B € Q(TH) tel que T* et B T* aient les mémes éléments sur leur premiere ligne. En procédant de
proche en proche, on trouve A = p et 3 € Q(T*) tel que T* et ST* aient les mémes éléments sur
leurs lignes. Alors il existe p € P(T?) tel que pT* = BT*. Comme 3 € Q(TH) = Q(BTH) = Q(pT*)
on écrit § = prp~t avec m € Q(T*) et TH = pr~ 1T [
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5.3 Construction des représentations irréductibles de S,

Pour construire les représentations irréductibles de S, on va a chaque partition A - p (i.e. a
chaque classe de conjugaison de S,) associer une représentation irréductible V) via un A-tableau.

Définition 5.3.1. Soient A une partition de p et T un tableau sur le diagramme associé a .
Définissons les éléments suivants dans C.S),

a(T) = Z eg; b(T) = Z sign(q)e, et c(T) = a(T)b(T).

geP(T) qeQ(T)

Le vecteur ¢(T') € C S, est appelé symétriseur de Young. Lorsque I'on travaille implicitement avec
un tableau 7" fixé sur A, on notera ay, by et ¢y en lieu et place de a(T), b(T) et ¢(T'). De méme,
les ensembles P(T') et Q(T') seront notés Py et (5. On définit également le sous-espace de C S,
suivant

V)\:(CSP~C>\.

Remarque 5.3.2. Soit A F p. La notation V), = C.S, - ¢y est évidemment abusive, puisque la
construction de ¢y, dépend d'un A-tableau. On montre cependant que toutes les constructions a
partir d’'une méme partition A\ sont isomorphes. Soient 7" et 17" deux A-tableaux. Montrons que

VT :CSPC<T) = (CSp~C(T,) = VT/.
Soit o € S, tel que 7" = 0oT. On a

a(T") = Z ey

geP(T")

s

gE€aP(T)o—1

= ey E eg | €51

geP(T)

=e,a(T)e -1,

et, de méme,
b(T') = e,b(T)e,-1.
Alinsi,
Vir=CS, - c(T")=CS, - (esc(T)eg-1) = (CS, - ¢(T)) - g1 = Vg - €5-1,

ce qui montre bien que

V=V

via la multiplication a droite par e,-1.

Nous allons montrer que V) = C S, - c) est une représentation irréductible de S, et que toutes
prennent cette forme. Avant de passer aux preuves, illustrons la construction sur quelques exemples.
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5.3.1 Exemples
Commencons par le cas le plus simple, a savoir les représentations irréductibles de Ss.

Exemple 5.3.3. On connait déja les représentations irréductibles de Ss : il s’agit des représen-
tations triviale et alternée. Essayons de voir comment elles se présentent dans C Ss. Trouver la
représentation triviale dans C S, revient a trouver un vecteur aejq+be(; 2y € C Ss qui nous permette
d’engendrer un sous-espace de dimension 1 isomorphe a la représentation triviale. Pour rappel, la
représentation réguliere de S, est définie via

(17 2)€id = €(1,2)
(1, 2)6(1,2) = €id
et id € Sy agit sur C S par la transformation identique. On veut trouver des coefficients a,b € C
tels que (1,2) soit I'identité sur U =)aeiq + beq1,2)(, i.e. tels que
ae(2) + beiq = aeiq + beq z).
On doit donc avoir a = b et U est engendré par
€= é€qd+eauy-

Il nous reste a trouver 'idempotent qui engendre U, au sens de la proposition . On remarque
que I'élément précédent c est tel que U = C S, - ¢. En effet, on a

UCCSQ‘C

puisque U = Cc et
CSQ'CC U

car U est une représentation (en particulier est stable sous I'action de Ss). Le vecteur ¢ est quasi-
idempotent puisque ¢? = 2¢. Alors en posant

1
e= B (Gid + 6(1,2))

on obtient ’élément idempotent recherché.

Si on essaie maintenant d’établir un lien avec les symétriseurs de Young, on remarque que c
est le symétriseur construit a partir de la partition (2) de 2. En effet, un tableau de Young® qui
lui est associé est donné par

et on a
Poy =52 Q) = {id}; Ci2) = (e + 6(1,2))€id =c
On remarque en particulier que ce symétriseur de Young est quasi-idempotent, et on verra que

c’est toujours vrai dans le cas général a la section suivante.

On peut faire exactement la méme chose pour trouver la représentation alternée dans C Sy, et
montrer qu’elle correspond a V{; 1) = C Sy - ¢(1,1), ol ¢(1,1) = €iq — €(1,2) est construit via le tableau
de Young suivant

2. Le choix du tableau de Young n’a aucune influence sur la construction dans le cas de Ss.
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1
2

En fait, pour p > 2 quelconque, comme les représentations alternée et triviale de S, sont de
dimension 1, elles se retrouvent avec une multiplicité 1 dans C S, et on peut les trouver facilement.

Proposition 5.3.4. Dans CS,, la représentation triviale est donnée par

U =) Z eg{=CS, - c(p)

9ESp

ol C(py = desp eq est le symétriseur de Young associé a la partition p = p, de diagmmmeE

tandis que la représentation alternée est donnée par

=) Z sign(g)eg(= CS, - ca,.1)

9ESp

ou C(1,..1) = desp sign(g)e, est le symétriseur de Young associé a la partitionp =1+14---+1,
de diagramme

Démonstration. Considérons la représentation alternée A. Si )
pour tout o € S,

ges, Ag€g engendre A, on doit avoir

Z)\eg = sign(o Z)\eg

gE€Sp geS)
= Z AgCog = Z sign(o)Age,
geSY gESH
== Z Ao—14€g = Z sign(o)Age,
gESp geSy
= Ao-14 = sign(o)A, Vg € S).

Comme sign(o) = sign(c™ 1), ceci revient a demander

Aog = sign(o) A,

3. Ici comme tous les numéros entre 1 et p se retrouvent sur 'unique ligne du diagramme, la construction ne
dépend pas d’un choix de tableau.
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pour tous o, g € S,. Si le coefficient \jq est fixé, tous les autres le sont et A est engendré par

Z sign(g)e,.

gESY

On vérifie que ce méme élément est tel que

A=) Z sign(g)e,(=C.S, - Z sign(g)e,

9€Sp gE€SH

et qu’il correspond a c(y,.. 1) construit a partir de la partition p=1+---+ 1.

geeey

Traitons maintenant le cas du groupe Sj.

Exemple 5.3.5. Si on veut maintenant essayer de trouver les représentations irréductibles de S3
dans CS3, il nous reste a y chercher la représentation standard. ! On peut, comme on l'a fait
pour les représentations alternée et triviale, essayer de trouver deux vecteurs de base by,b, € C .S,
qui engendrent la représentation standard dans C.S,. Comme celle-ci est de dimension 2, elle s’y
retrouve deux fois et il existe une infinité de choix possibles pour b; et by. On va donc partager
I'espace vectoriel C.S3 en deux sous-espaces stables

CS;3=XaY

et chercher une paire de vecteurs de bases engendrant la représentation standard dans chacun des
sous-espaces X et Y. Comme ceux-ci seront de dimension plus petite, il sera plus aisé d’y trouver
nos vecteurs de base.

Afin d’établir un lien avec la définition des symétriseurs de Young, on va définir les sous-espaces
X et Y comme vérifiant certaines propriétés de symétrie ou d’antisymétrie. Illustrons de telles pro-
priétés dans un premier temps sur les représentations triviale et alternée.

La représentation triviale U est le sous-espace de C S3 le « plus symétrique » possible. En effet,

comme
U=CS;- > e
gES3
on a vo = v pour toute permutation o € CS3 et tout vecteur v € U Hra représentation triviale

est donc stable sous l'action a droite de Sz, qui est le sous-groupe F3y de Sz qui préserve la
numérotation du tableau

La représentation alternée est quant a elle caractérisée par le fait que ao = sign(o)a pour tout
o € 53 =Q,,) et pour tout a € A. On peut donc dire que A est I'espace « le plus antisymétrique
possible », puisque ses éléments sont invariants, au signe pres, sous ’action a droite de toute per-
mutation de Ss.

4. Confer exemple E.B.lj.

5. Dans le cas particulier de la représentation triviale on a également ov = v mais on n’aura pas ’équivalent
d’une telle propriété pour la représentation standard.
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Venons-en maintenant a la représentation standard V. Etant de dimension 2, elle se retrouve
deux fois dans la représentation réguliere de S3. On va décomposer C S3 en deux sous-espaces de
méme dimension X et Y et chercher au sein de ces deux espaces une copie de la représentation
standard. Commencons par chercher les formes que peuvent prendre des vecteurs de base de V'
dans C Ss.

Dans C?, la représentation standard V est engendrée par les vecteurs

Le groupe S5 étant généré par les permutations (1,2) et (1,3), si on connait leur action sur une
base, on connait 'action de n’importe quelle permutation sur V. Dans la base {vy, v}, on a

(1,2)v; =wvg, (1,2)va =1, (1,3)vy = —v1 et (1,3)vy = —vy + vs.

Comme la représentation standard apparait dans C S3, on doit pouvoir trouver des vecteurs by, by €
C S5 qui vérifient les mémes rélations que les vecteurs vy et vy de C*. On cherche donc des vecteurs

Z Ag€g, bo = Z,ugeg

gESS gES3

tels que

(1,2) Z)\eg Zugeg

g€eS3 gESs
(1,2) Z fg€q = Z Ag€yq
gES3 gESs
(1,3) Z Ag€g = — Z Ag€qg
gESs gESs
(1,3) Z fg€qg = — Z Ag€g + Z [g€q-
gES3 geS3 geS3

Ces relations induisent des contraintes sur les coefficients de by et by, qui doivent vérifier

A(12) = Hid = —[h(2,3) = —A(1,2,3)
>\(23 = Aid — fid = —H(1,3) = —)\(1,3,2) = H1,2,3)
)\(1 3) = —Aid = —H(1,2) = H(1,3,2)-

On obtient un systeme de 10 équations pour 12 inconnues. Si on paramétrise I’ensemble des solu-
tions avec a = A\jq et piq = b, on obtient les expressions suivantes pour by et by

b1 :aeid—l—bG(l’Q ((l—b) 23 —a€(1 3) —b€ 123 (b—(l) 132) (51)
bg = beid + CLG(LQ) - b6(273) (b - CL) (1,3) + ((l - b)e(1 2,3) — ae(l 3,2)-

Cela fait beaucoup de possibilités et on aurait du mal a partir de la de retrouver les représentations
standard construites a partir des symétriseurs de Young. On va donc restreindre notre recherche
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a des sous-espaces de C S5 qui s’avéreront contenir la représentation standard.

On a vu, avec les représentations alternées et standard, que cela paraissait étre une bonne idée
de chercher des sous-espaces de C S3 possédant des propriétés d’(anti-)symétrie. Evidemment, si
on demande & un sous-espace d’étre (anti)-symétrique pour toutes les permutations de Sz, on va
d’office retomber sur une des représentations triviale ou alternée. On peut alors chercher des espaces
de C S35 qui soient (anti-)symétriques pour un plus petit nombre de permutations. Traitons le cas
des symétries, les raisonnements s’adaptent aisément pour les antisymétries. On peut facilement
construire des sous-espaces stables de C S5 de la maniére suivante. Si H C S3 est un sous-groupe

de S, alors
C 53 . Z €En

heH
est le sous-espace F' de C S;3 tel que
r-h=ux

pour tous h € H et x € F'. Cet espace possede alors pour base I’ensemble suivant

{) e, | ocH €G/H}.

geocH

Recensons les différents sous-groupes (propres) de Ss que I'on peut considérer. Il y en a 4 il s’agit
des trois sous groupes d’ordre 2 engendré par les permutations (1,2), (2,3) et (1,3) ainsi que du
sous-groupe d’ordre 3 engendré par la permutation (1,2, 3). Le sous-groupe d’ordre 3 n’est pas tres
intéressant a considérer pour trouver la représentation standard. En effet, le sous-espace vectoriel

CSs- (6(1,3,2) +em23) €id)

est de dimension 3!/3 = 2 et contient la représentation triviale. B 11 ne peut donc également contenir
la représentation standard. On peut vérifier qu’il se décompose en la somme des représentations
triviale et alternée. On a

CS3-(ea32 +eazs +eia) =)eas2) + €1,23) + €id, €12 + €13 + €23

dont une autre base est donnée par les vecteurs (e + e1,2))(ea,32) + €123 + €a) et (€ —
e(1,2))(e(1,32) + €23 + €ia) qui sont ceux engendrant les représentations triviale et alternée, res-
pectivement. Considérons alors un des trois sous-groupes restants d’ordre 2, prenons par exemple
{id, (1,2)}. Le sous-espace

X=C Sp . (eid + 6(172))

est de dimension 3 et possede pour base
{ea + e, e Fewzs),ees) easat

Il contient la représentation triviale et étant de dimension 3, on peut donc s’attendre a y trouver la
représentation standard (on peut le vérifier en calculant le caractére de la représentation). Avant
de 'y chercher, cherchons un sous-espace Y C C S5 tel que

CS;=XaY.

6. S’il contient les éléments de C S5 invariants sous laction & droite du sous-groupe {(1,2,3),(1,3,2),id}, il
contient ceux invariants sous ’action & droite de S3.

86



On peut prendre le pendant antisymétrique de ce que 1'on vient de faire pour X, et en prenant
par exemple le sous groupe {id, (1,3)} 1 le sous-espace

Y =CSs-(ea—eazs))
convient. En effet, il est de dimension 3 et est en somme directe avec X. Pour le voir, on sait que
z-(L,2)=x et y-(1,3)=—y
pour tous x € X et y € Y. Ainsi, si z appartient a l'intersection X NY, on a d’une part
z2+(2,3)=2-(1,2)(1,3)(1,2) = —=2

et d’autre part
2-(2,3) =2 (1,3)(1,2)(1,3) = =

ce qui implique z = 0.

On peut maintenant chercher une copie de la représentation standard dans chacun des sous-
espaces X et Y. Pour cela, reprenons les équations trouvées et pour des vecteurs de base
de la représentation standard. Pour trouver de tels vecteurs de base b; et by dans X on doit avoir
b1(1,2) = by et by(1,2) = by. Ceci impose comme condition sur les parametres a et b que a doit
étre égal a b. On peut alors prendre comme vecteurs de base

by = eiq +e2) — €(1,3) — €(1,2,3)

by = eiq + €(1,2) — €(2,3) — €(1,3,2)

et on a

by = (e1q — 6(1,3))(€id + e(1,2))
by = (€1q — 6(2,3))(€id + 6(1,2))

Si on cherche & écrire le sous-espace E engendré par ces deux vecteurs comme C S5 - ¢ pour un
certain (quasi-)idempotent ¢ € C S, on peut prendre by ou be. En effet on a

CS;-b;CE
car b; € F (i € {1,2}) et E est un sous-espace stable. Et
EcCcCS;-b;
pour i € {1,2} car by = (1,2)b; et by = (1,2)by. On remarque alors que
E=CS3-boae)

ou a(z,1) et bez) on été construits sur le taubleauE

7. On pourrait prendre n’importe lequel des sous-groupes d’ordre 2 de Ss.
2[1]

3

8. On aurait aussi pu prendre le tableau
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Il ne s’agit pas du symétriseur de Young comme on I’a défini. En fait, on verra que C S3-b2 1ya(2,1) =
C S5 - agp1)bee,1) et que symétriser ou antisymétriser en premier résulte d'une convention.

De méme si on veut trouver des vecteurs b et b, qui engendrent la représentation standard
dans Y, on doit avoir b} (1,3) = —b) et b,(1,3) = —b,. En reprenant les équations @ et B2 (pour
by = b, by = 1), cela impose 2b = a comme condition sur les parametres. On peut donc prendre

b = 2eia + e(12) + €23 — 2€(13) — €(1.2.3) — €(1,3.2)

by = e + 2e(12) — €23) — €1,3) T €1,2,3) — 2€(1,32)

comme base de la représentation standard F' C Y. Prenons une autre base pour simplifier les
expressions, a savoir

1
fi = §<bll +by) = e +e2) — €3 — €132
1
fo= 5(26’1 —ba) = eia + €23) — €3) ~ €123

On a alors (1,3)f; = —f2 et (1,3) fo = f1 et ainsi
F=CS;-f;
pour i € {1,2}. On a donc
F=C5;5-apnbe)

ou on reprend les mémes notations pour a1y et b 1) que lorsque 'on a cherché la représentation
standard dans X = C S5 - (eiq + €(1,2))-
Au final, on peut écrire

C S3-(eiate(1,2))

7 N\

CS;3=CS5;5- (Z Bg) dCS;- b(2,1)a(2,1)

geSs

&) C Sg . <Z Sign(g)eg> &) C Sg . a(271)b(2,1) .

gES3

. J/

C S3'(6;d—6(1,3))

Pour terminer cet exemple, remarquons que

)
~

CSs- 5(2,1)a(2,1) CSs- a(z,l)b(Q,l)

via ¢ qui est la multiplication a droite par (eiq — e(1,3)) et dont I'inverse est la multiplication a
droite par %(eid +ean2)-
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5.3.2 Preuves

Passons maintenant aux démonstrations qui prouvent que les représentations de .S, construites
a partir des symétriseurs de Young forment I’ensemble des représentations irréductibles de .S,. Les
quatre lemmes suivants servent a démontrer la proposition 5.3.10 qui constitue I’énoncé principal
de cette section.

Lemme 5.3.6. La décomposition de tout élément de PyQy en un produit d’un élément de Py et
d’un élément de QQy est unique. En particulier

cy = Z sign(q)ey.

gEPA\QA
9g=prq

Démonstration. Si o € PyNQ,, alors tout numéro associé a une case ne doit changer ni de ligne ni
de colonne sous 'action de o, autrement dit il doit rester dans la case dans laquelle il était. Ainsi
PyNQy = {id}. Et si pg = p'q’ avec p,p’ € Py et ¢,¢ € Qx, on a p'~lp=¢q ! donc p~lpet ¢q !
appartiennent a Py N @), d’olt on tire p =p' et ¢ = ¢'. O

Lemme 5.3.7. On a
(a) p-ayx=ay-p=ay pour tout p € Py ;
(b) (sign(q)q) - by = by - (sign(q)q) = by pour tout q € Qy ;
(¢) cx est lunique élément de CS, a multiplication par une constante complexe prés tel que
p-cy - (sign(q)q) = ex pour tous p € Py, q € Q.

Démonstration. Les premiers points sont immédiats au vu de la définition et de la définition
des actions a gauche et a droite de S, sur CS,,. Il en va de méme pour la propriété de c, énoncée
en (c). Montrons donc l'unicité. Soit > _, aze, € CS, vérifiant 1'égalité de 'énoncé. On a

geG
b (Z agey) - (sign(q)q) = Z g€y
geG geq
& Z sign(q)agepgq = Z agey
geG geq

pour tous p € Py, ¢ € Q. On a donc a,,, = sign(q)a, pour tous p, g,q et en particulier a,, =
sign(q)ay, i.e. la composante de e, dans ¢, a un facteur a; pres. Il suffit donc de montrer que a, =0
si g ¢ P\@y. Pour un tel g il existe, par le lemme p € Py et ¢ € Q) deux transpositions
telles que g = pgq. Alors sign(q)a, = ayyq = a4 €t a, = 0. ]

Lemme 5.3.8. Soient A\, u = p.
(a) Si X > p alors pour tout x € CSy, ay - x - b, = 0. En particulier cxc,, = 0.
(b) Pour tout x € CS, ¢\ -x-cy est multiple de cx. En particulier il existe ny € C tel que

C)\C) = TL)\C).

Démonstration. Montrons le point (a). Soient 7™ et T* les tableaux de Young associés aux parti-
tions A et p qui ont été utilisés pour contruire ay et b,. Si A > p, par le lemme p.2.13 il existe ¢
et j deux entiers qui sont dans une méme ligne de T* et une méme colonne de T*. Soit T = (4, j).
Onarte PANQ, et par le lemme précédent, ay7 = ay et 7b, = —b,. Donc

ay-b,=ax-7-7-b, = —axb,
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ce qui implique ayb, = 0. Si maintenant g € S, on aimerait calculer ayeyb,. On sait que e b e,
correspond a I’élément 4€Q(gT™) sign(q)e, = b,(f’) construit a partir du tableau g7*. En répétant

le raisonnement précédent avec les tableaux T et gT" on obtient axegbyeg—1 = aAbLg) =0, ce qui
implique ayeyb, = 0. On obtient le cas particulier en choisissant x = bya,,.
Pour le point (b), soient x € CS, et p € Py, ¢ € Q. On a

p-(cx-x-cy) - (sign(q)g) = p-ax-by-x-a)by-(sign(q)g) =c\-z-cy
—— —_———

ax b

et on conclut par le lemme précédent. O

p!
dim Vy

Lemme 5.3.9. Soit A\ p. On a cy - ¢y = nycy avec ny = et V=CS, - cy.

Démonstration. Soit f la multiplication a droite par cy sur C .S,
f:CS, —-CS, z—=uz-cy.

On a Im(f) = V) et par le lemme précédent, il existe n) € C tel que ¢y - ¢y = nycy, i.e. tel que
f =nyid sur Vy. Ainsi tr(f) = n, dim V). Maintenant regardons la représentation maticielle de f
dans la base {e, | g € G} de CS,. Pour tout g € G on a

eg-Cy = Z sign(q)egpg-

paeEP\Q

et la composante de e, - ¢, sur e, (i.e. 'élément qui se retrouve sur la diagonale) correspond au
terme pg = id dans la somme et vaut 1. Ainsi tr(f) = p! et on conclut. O

On a maintenant tout ce qu'il nous faut pour montrer que {V, | A - p} constitue 1’ensemble
des représentations irréductibles de C.S,,.
Proposition 5.3.10. Soient A\, u = p.
(a) V\=CS, - cy est une représentation irréductible de S, ;

(b) si X\ # p, Vy et V, ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Pour le point (a), soit ¢, = cx/na. L'élément ¢y est donc un idempotent de C Sp.

Vu le corollaire , il suffit de montrer que ¢, est primitif. Supposons que ¢, = e; + e avec
e1, ez € CS, deux idempotents orthogonaux entre eux. Par le lemme , il existe o € C tel que

Cy - €e1-Cy = acy, i.e. tel que

(e1 4+ e2)-e1-(e1+ex) = ale; + e)
— e1 = afe; + ey).

Ceci implique a(e; + e3) - e = aes = 0. Donc soit « est nul, auquel cas e; 1'est aussi, soit ey est
nul. Et ¢, est primitif.
Montrons le point (b). Supposons A > p. Si V) 2V, alors ¢,V = ¢,\V,,. Or par le lemme ,
on a
C)\V)\ = CC)\ 7é 0 et C)\VM =0

ce qui induit une contradiction. O
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Remarque 5.3.11. On a construit les représentations irréductibles du groupe symétrique a partir
des symétriseurs de Young, que I'on a défini comme

ey = axby

pour un tableau de Young sur une partition A - p. On aurait tres bien pu construire les représen-
tations a partir de byay, en effet on a

CSp : a,\b,\ = CSP : b)\a)\.
Pour le voir, on considere les applications
QbZCSp'(lAb)\—)CSp'b)\a)\ T T - ay

et
w:©5p~b,\a,\—>CSp'a,\b,\ $I—>I'b)\
données par les multiplications a droite par ay et by respectivement. Montrons que leurs composées
sont des multiples de l'identite. Par le lemme , et en reprenant les mémes notations, on a
(a,\b,\)2 = n)\(a)\b/\).

De la, pour tout z - axby € CS, - a,by, on a

¢(¢(I . (l>\b)\>> = 77/)(%' . CL)\b)\(I)\) =T (a,\b,\)2 = ’II)\(I . a/\b)\)

et ¢ = nyid. Maintenant, il reste & montrer que ¢p = n,id. Il suffit de montrer que (byay)? =
na(bxray) et de procéder de méme. Montrons-le. Soit

x:CS, =+ CS, Zageg = Za_geg-l.

geG geG

On vérifie que cette application est une involution, i.e. vérifie
(%) =2
pour tout z € CS, et que
(zy)" =y'a”
pour tous z,y € CS5,. On vérifie alors que a} = ay et by = by. Ceci implique
b,\a)\ = bi‘\aﬁ\ = (CL)\b)\)*
et
(baax)? = ((axbr))* = ((axbr)?)" = (na(axbn))™ = na(bran)

puisque n), est réel.

5.4 Décomposition de la représentation réguliere

Maintenant que I'on connait les représentations irréductibles de .S, on va montrer comment se
décompose C S, en irréductibles. On sait que toutes les représentations irréductibles de .S, peuvent
se construire a partir de tableaux de Young sur un diagramme associé A = p. On sait également
que V) apparait dans C.S, avec une multiplicité égale a la dimension de V). On va alors montrer
quels tableaux de Young peuvent étre choisis pour décomposer C .S, a partir d’une propriété sur
ceux-ci : celle d’étre standard.
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5.4.1 Tableaux Standards

Définition 5.4.1. Soit A - p et T" un tableau de Young sur \. Le tableau 7" est dit standard si sa
numérotation est strictement croissante sur chaque ligne et chaque colonne.

Exemple 5.4.2. Voici quelques exemples de tableaux standards.

) 11314
314 2

417

1
2
3
5

Exemple 5.4.3. Voici quelques exemples de tableaux non standards.

417 11312
4

3

On définit alors I'ordre suivant sur les tableaux standards.
Définition 5.4.4. Soient T' et 7" deux tableaux standards associés a des partitions A\, u F p
respectivement . Alors on définit 7" > 7" dans les deux cas suivants

L. A>p;

2. XA = p et la premieére case en laquelle T et 7" different (dans 'ordre lexicogrpahique) est telle

que T(i) < T'(7).

Lemme 5.4.5. L’ensemble des tableauz standards possédant p cases muni de l’ordre défini ci-dessus
est total.

Exemple 5.4.6. Pour p =3, on a

1<13<12<123

3

Pour pouvoir montrer la décomposition de C S, en représentations irréductibles en termes de
tableaux standards, nous aurons besoin de quelques lemmes combinatoires.

5.4.2 Lemmes combinatoires

Le premier lemme servira a montrer que les tableaux de Young choisis pour décomposer C 5,
sont tels que les espaces V), associés sont en somme directe. Les deux suivants seront utilisés pour
pouvoir avancer des arguments sur les multiplicités.

Lemme 5.4.7. SoientT et T deux tableaux de Young standards possédant p cases. Alors si'T > T’
on a c(T")c(T) = 0.
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Démonstration. Si T et T ne sont pas associés au méme diagramme de Young, on conclut par le
lemme b.3.8. Sinon, soient 7 et k les numéros respectifs dans 1" et dans 1" de la premicre case en
laquelle ces tableaux different. Par définition, on a i < k et le dessin suivant

T = 4 T = %

représente la situation, ou la zone grise représente la zone du diagramme en laquelle T" et 7" sont
égaux. On va alors chercher une transposition (7, j) € P(T)NQ(T") ainsi on pourra conclure comme
dans le lemme M en écrivant

(T)e(T) = e(T e yeqne(T) = —(T)e(T).

Comme T” est un tableau standard et que ¢ < k, le numéro 7 se retrouve quelque part dans le
tableau 7" & gauche et en bas de k.
T/

Comme T et T” portent les mémes numéros sur la ligne contenant 7 et k respectivement, il suffit
de prendre j le numéro qui se situe dans la case sur la méme ligne que k et colonne que ¢ dans 7".

ro|

On a alors bien (i,75) € P(T) N Q(T").
[

Définition 5.4.8. Soient A et p deux partitions. On note p — A si le diagramme associé a A a été
obtenu en ajoutant une (seule) case au diagramme associé a f.

Exemple 5.4.9. Les diagrammes

sont tels que (3,1) — (3,2).

Si on a un tableau standard sur A F p, on peut facilement en construire un pour une partition
whEp—1telle que p — A.

Lemme 5.4.10. Soit A\Fp. On a

{T | T tableau standard sur \} = U {T | T tableau standard sur p}.

U=
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Démonstration. Soit T un tableau standard sur A. Si A F p alors la case comportant le p® numéro
se situe d’office a la fin d’une certaine ligne et colonne, comme 7' est standard.

5

o

Les cases grises du dessin ci-dessus représentent les cases pouvant contenir le numéro p. Il suffit
alors de retirer cette case du tableau pour obtenir un tableau sur p = p — 1. A 'inverse, si © — A
et T" est un tableau de Young standard sur pu, il suffit de conserver la numérotation de T sur les
cases communes & 4 et A et de faire porter a la case ajoutée a pu pour obtenir A le numéro p. Ces
deux opérations sont inverses I'une de I'autre et fournissent une bijection entre les deux ensembles
de I’énoncé. [

A Tinverse, on peut construire un tableau standard sur une partition A F p telle que yu — A
pour une partition p = p — 1 donnée.

Lemme 5.4.11. Soit u=p—1. On a

{T | T standard sur p} x {1,...,p} = U {T | T standard sur \}.

App—A

Avant de passer a la preuve, illustrons sur un exemple la raison pour laquelle la bijection se
fait avec {T' | T standard sur p} x {1,...,p} et non pas {7 | T" standard sur u}.

Exemple 5.4.12. Prenons par exemple (2,1) = 3 comme partition pour u. Si on se donne une
partition A telle que (2,1) — A et un tableau standard sur (2,1), on sait tres bien que 'on peut
construire une tableau standard sur A en mettant le numéro 4 dans la case ajoutée au diagramme
de .

Par contre en procédant de la sorte, on ne peut pas atteindre tous les tableaux standard sur des
partitions A telles que (2,1) — \. Par exemple, le tableau standard

213

4

ne saurait étre construit a partir du diagramme associé a (2,1) de cette maniére. On peut par
contre voir qu’en retirant la case portant le numéro 3 et en remplacant 4 par 3 il peut étre obtenu
a partir du tableau

94



3

sur (2,1). En recensant alors tous les tableaux standards possible sur des partitions A telles que
(2,1) — A, on peut voir qu'il y a 8 possibilités

11213 1124 1134
4 3 2

4 4

et que chacune d’entre elles peut étre contruite a partir d’'un des deux tableaux standards

2 113
3 4

sur (2,1). Ceci suggere donc bien une bijection

{T | T tableau sur (2,1)} x {1,2,3,4} = U {T | T tableau sur A}.

A:(2,1)—=A

Preuve du lemme . Soit T" un tableau standard sur p et j € {1,...,p}. On va construire
un tableau standard pour une partition A - p telle que p — A en suivant 'algorithme dit « row-
bumping ». Soit jo = j. D’abord, on ajoute 1 a chacune des cases de T' portant un numéro supérieur
ou égal a j. Ensuite, on commence une boucle dont la ¢ itération se déroule de la maniere suivante.

1. Si j;_1 est plus grand que chacun des numéros apparaissant dans la ¢ ligne, on y ajoute en
bout une case portant le numéro j;_; et I'agorithme se termine.

2. Sinon, soit j; le plus petit numéro de la © ligne tel que j; > j;_1. On renumérote alors la case
portant le numéro j; par j;_; et on passe a l'itération suivante.

Montrons que cet algorithme permet bien d’obtenir un tableau standard sur une partition A telle
que p — A. Tout d’abord, il se termine. En effet, dans le pire des cas on arrive a la derniere ligne,
on prend un dernier numéro j; de cette ligne et on crée une nouvelle ligne portant ce seul numéro.

Ensuite, il n’est pas possible de se retrouver dans une situation ou on ajouterait une case de la
maniere suivante.
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Ji i1

En effet, si on est a la ¢ + 1° itération, la case portant le numéro j;_; contenait dans le tableau T,
qui est standard, le numéro j;. Si, dans ce tableau 7', la case en dessous porte le numéro m, alors
Ji; < m et on n’ajoutera pas j; au bout de la ¢ + 1° ligne puisque dans ce cas j; ne sera pas plus
grand que tous les numéros de cette 7 + 1° ligne. Ceci nous assure que le tableau de Young obtenu
sera bien sur une partition A telle que p — A. Finalement, il nous reste a vérifier que le tableau
obtenu est bien standard.

1. Si la case ajoutée l'est au bout de la premiere ligne de T', c’est évident. Sinon, la case ajoutée
I’est en dessous d’une ligne.

Cas 1 Cas 2
m i1 Ji—1 m
Ji ! [ Ji !

Il faut alors vérifier que le numéro j; de la case ajoutée est plus grand que m, le numéro
de la case juste au-dessus. Pour le premier cas, puisque j; était a la place de j;_; dans T
et que T est standard, on a bien j; > m. Pour le second, par le méme raisonnement on a
Ji < m. Montrons alors que ce cas n’est pas atteignable (sinon le tableau n’est pas standard).
Puisque j; est dans T juste au dessus de [, on a [ > j;. Donc j; n’est pas plus grand que
chacun des numéros apparaissant dans la i + 1° ligne et on n’ajoute pas de case a cette
itération. N’oublions pas de vérifier le cas intermédiaire ou la case comportant j; est ajoutée
juste en dessous de j;_1, i.e. m = j;_1. Puisqu’on a choisi j; tel que j; > j;_1, le tableau reste
bien standard dans ce dernier cas.

2. La renumérotation des cases conserve le caractére standard du tableau. En effet, la numéro-
tation croissante des lignes est conservée puisque 1'on choisi j; le plus petit tel que 7; > j;_1.
Ainsi les nombres a droite de j; (dans T') sont plus grand que j;_; et ceux a droite sont
plus petits par minimalité de j;. Montrons que la croissance sur les colonnes est également
conservée. Si, a la ¢ itération, j; est le plus petit numéro sur la i° ligne tel que j; > j;_1.
Alors j;_1 est plus petit que les numéros des cases en dessous de j; (dans T'). Il reste a vérifier
que j;_1 est plus grand que le numéro de la case au dessus de j; (dans T'). Soit k ce numéro.
Procédons par 'absurde et supposons k > 7;_1.

Ji—2 k
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Alors j;_1 était dans T" a gauche de k (1a ou j;_o a été placé a l'itération précédente) comme
sur le dessin ci-dessus. Mais dans ce cas on obtient, en reprenant les notations du dessin,
Ji—1 <l < j; et cela contredit la minimalité de j;.

On vient de montrer qu’a partir d’un tableau standard 7' sur p et un nombre j € {1,...,p},
on peut construire un tableau standard sur une partition A telle que ¢ — A. Il reste a montrer
que cette construction est bijective. Pour cela, si on se donne un tableau standard sur A tel que
1 — A, il suffit de remonter I'algorithme. Si la case ajoutée a u pour obtenir A est en k° ligne, soit
Jrk—1 le numéro de cette case. On retire la case ajoutée pour obtenir un tableau sur 1 et pour tout
ie{l,....k—1}

1. on pose jrp_1_; le plus grand nombre de la k£ — ¢ ligne tel que jp_1_; < Jrp_i;

2. on remplace ji_1_; par ji_; dans le tableau.

On se retrouve alors avec un tableau sur p et un numéro jo € {1,...,p}. En retirant alors 1 a tous
les numéros du tableau strictement plus petits que jg, on obtient 7" un tableau standard sur u et
Jo € {1,...,p} qui sont tels qu’en appliquant le « row-bumping » algorithme, on retombe sur le
tableau standard sur A que l'on s’était donné. Il

5.4.3 Décomposition de C 9,
Nous allons maintenant montrer le théoreme suivant.
Théoreme 5.4.13. On a
CS,=EPCSs, «(T)=PVr
T T
ot la somme s’effectue sur les tableaux standards pour des partitions X F p.

Si A = p, on sait que la représentation V) apparait dans CS, avec une multiplicité égale a
dim V), et par le corollaire B.4.3 on a

pl =" (dimVj)*.

Ap

On va alors montrer que les multipicités de V) apparaissant dans
Dvr
T
satisfont a la méme relation.

Proposition 5.4.14. Soit p > 2. Pour tout X\ p, soit f\ le nombre de tableaux standards sur X.
On a

> =y

AFp

Démonstration. Procédons par récurrence sur p. Pour le cas de base p = 2, on n’a que deux
tableaux de Young standards

9. On utilise ici le terme « tableau » dans un cadre plus large que celui de la définition puisqu’on n’a pas
nécéssairement des numéros entre 1 et p — 1.
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112 1
2

sur les partitions (2) et (1,1) de 2. On obtient bien alors

1+1=2=2L

Pour l'induction, si A p et uFp— 1, on obtient par les deux lemmes b4.1d et 15.4.111 que

pfﬁ = jg: .fA

App—A
et
f& = 2{: fﬁ-
n—A
Donc

S B=Y_hh

AFp AFp

=> A (Z fu)

Ap L=

=> > hi

AFp p—A

=Y > hHh

puEp—1 Aip—A

= j{: Pfﬁfﬁ

pEp—1

=p Y [

pFp—1
=pl.

Avec ceci on peut alors passer a la démonstration du théoreme .
Preuve du théoréme . On veut montrer que

cS, =P
T

Montrons d’abord que les sous-espaces vectoriels Vi ou 7" est un tableau standard sur une partition
de p sont en somme directe. i Soit donc 0 = Y rxp-c(T). Sila somme n’est pas directe, il existe

10. En tant que somme directe interne dans C.S,,.
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un tableau standard T' tel que zp - ¢(T') # 0. Prenons Tj le tableau standard maximal tel que
xr, - ¢(Tp) # 0. Alors par le lemme on a

pour une certaine constante non nulle a € C, une contradiction. Ainsi
Pvrccs,
T

et on conclut avec un argument sur les dimensions. Pour tout A F p, la multiplicité de V) dans
@D, Vr vaut fy et donc f\ < dim V). Ainsi

fo < Z(dim Vi)? = p!
T T
par le corollaire . Or par la proposition on a également
d R=p
T

ce qui n’est possible que si fy = dim V), pour tout A - p. 0
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Chapitre 6

Représentations tensorielles du groupe
linéaire

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux représentations irréductibles de GL(V') que
I'on peut retrouver dans le produit tensoriel VE ot V est un espace vectoriel de dimension finie
et p > 2.

6.1 Représentation de GL(V) sur V*?

Définition 6.1.1. Soient V un espace vectoriel de dimension finie et p > 2. L’espace vectoriel V®P
est une représentation de GL(V') via ’homomorphisme

p:GL(V) = GL(V®) o p®- Q p,
c’est-a-dire qu’on a
-1 QU =p(v1) @ ® p(uy)

pour tous ¢ € GL(V) et v; ® --- @ v, € V. 1l s’agit de la représentation tensorielle de GL(V)
sur VP,

On va vouloir trouver la décomposition de V®? en repésentations irréductibles. On sait que S,
agit & droitel sur V®. Par ailleurs, les actions de GL(V') et S, sur V® commutent.

Lemme 6.1.2. Soit V un espace vectoriel et p > 1. Les actions de S, et GL(V') sur VE commutent.
Démonstration. Soient ¢ € GL(V) et 0 € S,. On a
(- (1@ Qup))-0=(p(v1) @ - Qp(vp)) - 0
= (V1)) ®@ -+ ® ©(Va(p))
= ¢ (Vo) © - @ V(p))
:¢'((U1®"‘®Up)'0)-

Considérons
B =Ends, (V®) = {¢ € End(V¥") : p(2-0) = ¢(z) -0 Vo € S,, 2 € VE}

I'ensemble des entrelacemements de la représentation V& de S, dans elle—méme.B Naturellement

1. On considére ici Paction & droite car on considerera plus loin le produit tensoriel VE? @¢g CS,.
2. Sil’on considére des représentations a droite.
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VP est une représentation de B. On va alors se servir de la proposition suivante pour trouver les
représentations irréductibles de GL(V') dans VP en cherchant celles de B.

Proposition 6.1.3. Un sous-espace de VP est stable sous laction de B si et seulement si il est
stable sous l'action de GL(V).

Démonstration. Soit

p: GL(V) = GL(V®)

’homorphisme donné par la représentation de GL(V) sur V®P. Alors par le lemme précédent,
p(p) € B pour tout ¢ € GL(V). Ainsi, si W C VP est un sous-espace stable sous l'action de B,
il 'est également sous I'action de GL(V).

Pour montrer la réciproque, il est suffisant de montrer que B est engendré par I'image de GL(V')
par p, i.e. ) Im(p)(= B. Par le Corollaire 1.1.12, on a l'isomorphisme End(V®P) = End(V)®? et B
est I’ensemble des applications stables sous I'action a droite de S, sur End(V)%?, i.e.

B={p€€End(V)*" | p-0=¢ Vo €S,}.

En effet, montrons-le sur les éléments générateurs p; ® --- ® ¢, avec ¢; € End(V) pour tout
ie{l,....,p}.Sip1® - @, € B, alors pour tous 1 @ --- @ v, € V¥ et 0 € S, on a

Po(1)(Vo(1)) @+ ® Vo) (Vo) = €1(Ve1)) ® -+ @ ©p(Vo(p))-

Soit donc o € S, et 11 ® -+ ® x, € V®. En prenant v; = z,-1(; dans I'expression ci-dessus on
obtient

<900(1)®"'®CPU(P))<$1®"'®IP):(‘Pl®"'®¢p)(xl®"'®$p)

et (1 ® - @) 0 =1 ®- - p,. On procede de méme pour l'inclusion inverse. Autrement
dit, B = Sym”(End(V)). Alors, par la proposition [L.3.15 on a

B=He®---@¢|pecEnd(V)}
et on doit montrer que c’est égal a

YIm(p)(=){e®@---®@¢|pecGLV)}.

On utilise un argument topologique pour conclure. On sait que GL(V') est dense dans End(V) et
comme le produit tensoriel est continu® on obtient

He@ @ |peEnd(V)H{={e® - ®@¢|peGLV)K
He®--®p|peGLV)H(
=He® - ®@¢|peGLV)K
=Hp® - ®@p|peGLV)K(

car tout sous-espace vectoriel de End(V)®? pour la topologie euclidienne est fermé. O

On sait que S, agit a droite sur V®? et dans le chapitre précédent on a défini les symétriseurs de
Young pour construire les représentations iréductibles de \S,,. On peut alors définir les sous-espaces
SAx(V) de V¥ pour tout A+ p.

3. Si on munit End(V)®? de la topologie euclidienne.
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Définition 6.1.4. Soit A F p une partition de p et ¢y un symétriseur de Young associé. Le module
de Schur associé est
S)\(V) = V®p * C)-

I1 s’agit d’une sous-représentation de la représentation tensorielle de GL(V') car les actions de
GL(V) et S, commutent.

Nous allons montrer que les modules de Schur sont les représentations irréductibles de GL(V)
qui se retrouvent dans V®?. On va donc d’abord montrer que ces représentations sont irréductibles.

6.2 Irréductibilité des modules de Schur

Pour se servir du fait que I’on connait déja la forme des représentations irréductibles de 5, on
va écrire

V®P o /8P Bcs, C Sp.
Ensuite, on va montrer que I'isomorphisme laisse passer les symétriseurs de Young, i.e. qu’on a
Sa(V) = VEP ®Rcs, Vi

Finalement on se servira de l'irréductibilité de V) pour conclure a celle de Sy(V'). Commencons
par montrer les deux isomorphismes annonceés.

Proposition 6.2.1. Soient A une algébre associative et unitaire ; et U un A-module a droite. On
a

UZU®,A
en tant que A-modules a droite.

Démonstration. Le produit tensoriel de modules étant unique a isomorphisme présa, il suffit de
vérifier que U est un produit tensoriel pour U et A. L’application

2 UXxA—-U (u,a)—u-a

est A-équilibrée. On va alors montrer qu’elle forme avec U un produit tensoriel. Soient V' un espace
vectoriel et

p:UxA—=V

une application A-équilibrée. Si

f:U—=V
est une application linéaire telle que
p(u,a) = f(u-a),
alors si e est 'unité de A , on doit avoir
fu) = f(u-e) = p(u,e).
Cela assure 'unicité de la factorisation. En définissant alors

f:U—=V u—p(ue)

4. Confer remarque .4.1d.
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on obtient
p(u,a) = p(u,a-e) = p(u-ae) = f(u-a)
et (U,-) est bien un produit tensoriel pour U et A O
Maintenant, mettons nous dans le contexte suivant.

— (G est un groupe fini;

— A=CG;

— U est un A-module a droite;

— B =Homg(U,U)={p:U—=>U|pw-g) =p) - g, VgeG, veU}.
L’algebre B agit sur U, et son action commute avec celle de CG ce qui fait de U un (B, A)-
bimodule. A partir de la décomposition de A en A-sous-modules a gauche irréductibles, on va

fournir la décomposition de U en B-sous-modules a gauche irréductibles.
On a vut que tout A-sous-module a gauche de A était de la forme

A-c

pour un certain ¢ € A. On va montrer qu’a partir de I'isomophisme entre U et U ®4 A, on peut
trouver un B-sous-module a gauche de U qui lui est isomorphe.

Lemme 6.2.2. Pour tout c € A, on a
U-c2U®RLA-c
en tant que B-modules a gauche.
Démonstration. Par la proposition , on a
UaA=U

en tant que A-modules a droite. Comme U est également un (B, A)-bimodule, on peut faire du
produit tensoriel de U ® 4 A = U un B-module a gauche et I'isomorphisme entre U ® 4 A et U est
également B-linéaire. En effet, on fait de U (en tant que produit tensoriel de U et A) et U ®4 A
des B-modules via

b-(u-a)=(0b-u)-a et b (u®a)=b-u®a

pour tous u-a €U ,u®a €U ®y A et b€ B. Et I'isomorphisme
V. URpA—=>U u®ar—u-a
vérifie bien
Vb (u®a)=vb-u®a)=((b-u)-a=b-(u-a)=b-YP(u®a)
pour tous b € B,u®a € U ®4 A. On a alors
U-c=9(U®4sA-c)

car
Y(u®@ac)=u-ac=(u-a)-celU-c
pour tous u € U, a € A et
u-c=Yu®c)=puec) € P(U®sA-c)

pour tout u € U. Ceci prouve I'isomorphisme de B-modules annoncé. O

5. Autrement dit de la_décomposition de C G en représentations irréductibles.
6. Confer proposition .
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On va maintenant montrer que le B-sous-module gauche U -c¢ de U ainsi obtenu est irréductible
si A - ¢ lest. Pour cela nous utiliserons la proposition suivante.

Proposition 6.2.3. Soient V et W deux représentations de G. On peut faire de V* un C G-module
a droite et on a
Homg(V, W) =2 V* @cq W.

Démonstration. On sait déja que V* est un C G-module a gauche en prenant la structure de C G-
module donnée par la construction de la représentation duale a la section R.2.3 Pour faire de V*
un C G-module a droite, il suffit de poser

frg=97""1
ie.
frg9(w)=flg-v)
pour tous g € G, f € V* et v € V. Ainsi, le produit tensoriel
V*®@ce W
est bien défini. Partons de I'isomorphisme
Hom(V, W) =V*® W.

Pour plus de facilité, on va montrer que

(VW)Y 2V*@ce W,

ce qui suffira puisque

Homg(V, W) = Hom(V, W)% = (V* @ W)¢
par la proposition . On définit naturellement f

\P:(V*@W)G%V*G%GW PRWH YRgw

par la restriction a (V* @ W)¢ de la projection de V* @ W sur V* ®@cqg W 8 Cherchons a définir
une application ® : V*@cqe W — (V*® W) On sait que si p @ w € V* ® W est une application
linéaire, on peut la projeter sur (V* ® W)Y pour en faire un entrelacement ot le projecteur est
donné par la proposition M On est donc tenté de définir

OV Qe W — (V- W)© pBecw o o ngo®gw
geG
Pour que cette définition soit licite, il faut vérifier que 'application

VEXW VW (pw Zggo@gw

gGG

7. Les notations ¢ @ w et ¢ ®¢g w désignent des éléments de V* @ W et V* @c ¢ W respectivement.
8. Confer [L.4.3.
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est C G-équilibrée. L'image de (¢ - h,w), avec ¢ € V* h € G et w € W, par cette application est
donnée par

|Zg ) ® gw = G IZgh ©) ® gw

geG geqG

=G |Zgh "o © gw
geG

Zggp ® ghw

geG

et correspond bien avec celle de (p, hw) par cette méme application. Montrons alors que V@ = id.
Soit p ®gw € V* @cg W. On a

V(@0 @6 w) = (i LS gew gu)

gelG

| ’ZQSO@)GQW

geqG

= ngog@@cw

geG

- G e

geG
= R®qgw

car gpg = ¢ pour tout g € G. Il nous reste a montrer que ®¥ = id. Soit > 1", p;, Qw; € V@ W
tel que "1 | gpi @ gw; = > @i ® w; pour tout g € G. On a alors

o (igpiébwi) -3 (i:goi Ra w,)

i=1 i=1

=) O(ps @ wi)

=1

—Z 29%@9%

gEG

geCG =1

|G|ZZ%®wz

geG =1

= Z i @ w;.
i=1
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Remarque 6.2.4. L’isomorphisme qu’on vient de montrer entre Homg(V, W) et V* @cqg W est
un isomorphisme d’espaces vectoriels et également de représentations si on munit V* ®cq W de la
structure triviale de C G-module a gauche. Cette structure de C G-module gauche n’est pas définie
directement sur V* ®@cqg W a partir de la structure de C G-module a gauche de V* comme on
aurait pu espérer le faire si V* était un (CG — C G)—bimodule.E Par contre, V* ® W possede une
structure de C G-module et on peut définir a partir de celle-ci

g-(f@cw)=g n(few)=n(g (f®w))=gf®cgw

pour tous g € G, fRQgw € V* QcagWoun: VW — V*®cqg W est la projection canonique.
Alors pour tous g € G, f ®gw € V* Qcg W on a

9 (f®cw)=gf®cgw=9gfg@cw=fuw
et cette structure correspond bien a celle de C G-module gauche de Homg(V, W).

Proposition 6.2.5. Soient W un C G-module gauche irréductible et U un C G-module droit. Alors
U®cagW
est un B-module gauche irréductible, ot B = Homg(U,U).

L’espace vectoriel U est un C G-module droit. Quand on parle d’une représentation V' d’un
groupe G, on sous-entend que G agit a gauche sur V' (c’est ainsi qu’on a défini une représentation).
On aurait pu également travailler avec des actions de G a droite sur des espaces vectoriels et ainsi
définir des représentations a droite de G. Avec ce vocabulaire, U est donc une représentation a
droite de GG. Tout ce qu’on a montré pour une représentation a gauche de G est également valable
pour une représentation a droite de G. En particulier, U est complétement réductible. On peut
également montrer, et la preuve est a quelques détails pres identique a celle de M que V est
une représentation gauche irréductible de G si et seulement si V* est une représentation droite
irréductible de G. On va se servir de cela pour démontrer la proposition [(.2.5.

Preuve de la proposition . Traitons d’abord le cas ou U est irréductible. On peut écrire U =
V* ou V est une représentation gauche irréductible de GG. Dans ce cas, on a

V*Qcg W = HOH]G(V, W)

qui est de dimension égale a 1 ou 0 par le lemme de Schur, ce qui suffit pour conclure.

Supposons que U ne soit pas irréductible. Soit {V; | 1 <1i < n} 'ensemble des représentations
gauches de G irréductibles et deux & deux inéquivalentes. Alors {V;* | 1 < i < n} est 'ensemble
des représentations droites de G irréductibles et deux a deux inéquivalentes et on peut écrire

U=a (V)% et W=V,
ot a; € N pour tout 7 € {1,...,n} et j € {1,...,n} .On a alors
U®ce W = (@, (V;)%) @ca W

>~ @, (Vi ®ca V;)™"
=~ @7, (Homg(V;, V)™

9. Confer w
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par la proposition et par le lemme de Schur, on obtient

@1 (Home (Vi, V5)™ = Homg (V;, ;)
~CY.

On obtient également, avec I’équivalent de la proposition pour des représentations droites

B = Homg (U, U) = @, Homg((V;")®%, (V;1)®)
= @, Mat(a; x a;,C).

Maintenant, montrons que 'action (& gauche) de B sur U®c V; correspond a celle de @7 ; Mat(a; ¥
a;, C) sur C*% donnée par

Cette derniere représentation étant irréductible E, cela suffira pour conclure. Par la proposition
, on sait que la base de &' ; Mat(a; x a;, C) donnée par

{Ai,l,k ’1§Z§n7 1§j7k§az}

ou A, ; est exclusivement non nul sur le ¢ facteur, celui-ci étant donné par la matrice ayant 1 en
position (7, k) et 0 partout ailleurs, correspond a celle de Homg (U, U) donnée par les applications
Lie (i€ {1,...n} et j,k € {1,...,a;}), ou on reprend les méme notations que la proposition
E De méme, la base canonique

{ex | 1 <k <a,;}
de C% correspond & la base de Homg (@1, V;*%, V;) donnée par les applications
Tt @ VP =V

ol Jj, projete la k¢ composante de @7, V.** isomorphe a V; sur VJE Remontons maintenant le

chemin des isomorphismes pour trouver la base correspondante dans UQc V) = (7, (V*)¥%)®c ¢
V. Soit donc
B={e,...,eq}

une base de Vj. Une base de (V}")®% est donc donnée par

{er 11<1<d, 1<k <ay}

ou e ; est 'élément dual de e; et I'indice k sert a savoir dans quel facteur de (V;*)®% on se trouve.
Les applications Jj correspondent alors aux éléments

d
*
Ek = E ek‘,l Ra €
=1

dans (@], (V;")®") ®c¢ Vj. Il reste & montrer que l'action de I;; sur Ej correspond a celle de
Ak sur ep. D'une part, on a

A e = 0; 0k el

10. Confer E.l.lg.

11. Ceci découle également de la proposition et on a légérement modifié les notations. En particulier, un
seul indice est nécéssaire pour désigner les éléments de base.
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D’autre part,

d
*
LiwEy =1k ( g e m D 6m>

m=1
d
*
= E Liy ke m @G €m
m=1

et
* ES
L1 k€4 1 = Ok Oi j€1 1

car I;;; prend la projection de ez, sur le k¢ facteur de (V;*)®% (qui vaut zéro si i # j et k # k')
pour l'envoyer dans le (¢ facteur de (V;*)®%. Ainsi on a

d
*
L p By = O 0i E € m @G em = Ok, k' 05,5 Eo

m=1

et la correspondance souhaitée est établie. Il

6.3 Dualité de Schur-Weyl

Proposition 6.3.1. Soient V' un espace vectoriel de dimension finie et p > 2. Les modules de
Schur sont des représentations irréductibles de GL(V') et

S,V = yer ®cs, Vi
Démonstration. Cela découle de ce qui a été fait a la section précédente. O

Théoréme 6.3.2. Soient V' un espace vectoriel de dimension finie et p > 2. On a

(a)
Ver= (RS, Ve Vg

A=p

ot lisomorphisme est un isomorphisme de représentations a gauche pour GL(V') et a droite
pour Sy, ;

(b) la décomposition en irréductibles pour S, est donnée par

Ver — @(V;)dimSA V;

AFp

(c) et celle pour GL(V') par
Ver — @ Sy Vdim V.

A-p

Démonstration. Par la proposition on a

CS, =~ PEnd(V3)

AFp
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en tant qu’algebres. Cet isomorphisme est également un isomorphisme de (CG — C G)-bimodule
si on munit End(V)) des structures de modules a droite donnée par
(0 -9)(v) =¥lg-v)
et a gauche@ par
(g-9)(v) =g (p())
pour tous g € G, ¢ € End(V)) et v € V). On a également

End(V)) 2 V\,® VY
ou I'isomorphisme est également un isomorphisme de (C S, — C S,)-bimodule, avec

g-(vR) =g v
et

(v@p)-g=v®p-yg
pour tous g € G, ¢ € End(V)) et v € V). On a alors

VP = VOP @ S, CS,

~ VO @ s, (@ End(V)\)>

A=p

—— (@ e v;)

A=p

= @V@)p Acs, (V)\ & VA*)

AFp

o @ (V®p Qcs, V)\) ® Vy

AFp

= Psively.

AFp

Ceci montre le point (a) et les points (b) et (¢) en découlent alors. O

12. A ne pas confondre avec la structure C G-module a gauche donnée par la construction de représentation sur
End(Vy) = Hom(V), V) définie a la section .
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