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Introduction

En mathématiques, la combinatoire des mots est un domaine d’étude qui concerne princi-
palement I'étude des patterns dans les suites de symboles que nous appelons mots. Dans ce
mémoire, nous nous intéressons de prés aux mots infinis dits sturmiens qui sont ’objet d’une
étude approfondie depuis les travaux fondateurs de Marston Morse et Gustav Hedlund en 1940
(voir [1]). Ces mots ne sont pas seulement des outils théoriques et sont par exemple utilisés en
cryptographie, notamment pour générer des nombres pseudo-aléatoires. L’objectif principal est
d’étudier en détail la notion d’a-racine de mot sturmiens, introduite avec le cas particulier de
la racine carrée, la 2-racine, par Markus Whiteland et Jarkko Peltoméki dans [2]. Leur contri-
bution repose sur une observation importante de Kaale Saari (voir [3]) concernant le caractére
2-répétitif optimal des mots sturmiens et qui permet de bien définir la 2-racine. Concrétement,
nous allons étudier si ces a-racines préservent le caractére sturmien et si oui, quelles en sont

leurs propriétés combinatoires.

Ce travail est organisé de la maniére suivante. Le premier chapitre consiste en une bréve
introduction a la combinatoire des mots : les premiéres définitions importantes avec un encart

sur les morphismes de mots.

La notion de mots sturmiens, centrale dans ce mémoire, est introduite dans le deuxiéme cha-
pitre. Il s’agit des mots infinis apériodiques de complexité factorielle minimale. Cette famille de
mots est d’un premier intérét notamment parce qu’elle admet plusieurs définitions alternatives
équivalentes : plus précisément, nous introduisons les définitions des mots balancés et de ro-
tation irrationnelle et nous montrons que ces trois définitions sont équivalentes. Ces différents
points de vue expliquent entre autres I'importance de cette famille de mots en combinatoire et

seront exploités tout au long du mémoire.

Une fois ces préliminaires établis, nous rentrons avec le chapitre 3 dans le coeur du sujet
et abordons la notion de mot partout a-répétitif. Ce sont les mots infinis apériodiques qui, a
chacune de leurs positions, commencent par une a-répétition : un mot fini qui se répéte au
moins « fois. Ces dits mots infinis peuvent donc étre factorisés en une infinité d’a-répétitions
minimales. Ce qui nous permettra d’introduire nous-mémes la définition générique d’a-racine.

Ensuite nous développerons dans le chapitre 4 une préparation technique pour I'analyse de
la 2-racine par J. Peltoméki [4] qui consiste en plusieurs caractérisations de la suite ({na}),en
sur le cercle T.

Les a-racines, de prime abord, n’ont pas 'air de préserver une quelconque structure du

mot d’origine. Et pourtant, nous verrons dans le chapitre 5 que la 2-racine, la racine carrée,



nous offre une propriété remarquable. En prouvant d’abord qu’un sturmiens est carré-plein i.e.

partout 2-répétitif, on découvre ensuite que la racine carrée est telle que :

V Sa,p = Sau(p)

Ainsi, non seulement la 2-racine préserve la propriété d’étre sturmien, mais elle préserve aussi
la pente de son mot. Et nous pourrons ensuite explorer diverses propriétés combinatoires sur
la structure de la racine par rapport a son radicant.

Enfin, en partant de l'observation de Saari qu’un mot sturmien est également partout 2%-
répétitif ou chevauchement-plein, j’explore dans le chapitre 6 la possibilité d’une 2" -racine
ou racine chevauchiéme. Cependant, celle-ci ne préservera pas le caractére sturmien des mots
infinis.

Pour conclure, j’ai d’abord décidé de tester la %—racine qui ne préserve pas non plus le
fait d’étre sturmien. Ainsi j’établis la conjecture suivante : les a-racines avec « non entier ne
préservent pas le caractére sturmien des mots infinis. Et la derniére section de ce mémoire en

est une preuve.
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Chapitre 1
De la combinatoire des mots

En mathématique, les mots s’appellent comme tels car leur structure est non sans rappeler
les mots usuels que nous utilisons pour communiquer. Ces mots sont construits a partir de

lettres, a la différence qu’ici, une lettre est un symbole qui se suffit & lui-méme.

1.1 Des notions de base sur les mots

Commencons par désigner ’ensemble des symboles utilisés dans un cas particulier de la
construction de mot, qui sera appelé, dans un souci de cohérence, un alphabet. Dans un cadre
mathématique, un alphabet peut étre fini ou infini. Cependant, le propos de ce mémoire concerne
les mots sturmiens, qui sont construits sur un alphabet a deux symboles. Ainsi, nous considé-
rerons ici uniquement le cas d’alphabets finis.

Ainsi, les alphabets littéraires ainsi que leurs sous-ensembles sont aussi des alphabets au sens
mathématique du terme. Les chiffres sont aussi souvent utilisés comme "lettres" d’alphabet.
Par exemple, le langage binaire utilise seulement les deux lettres 0 et 1. Et notons qu’utiliser
I'alphabet {a,b} serait tout a fait équivalent mathématiquement.

Les notions de bases sont reprises des cours de "Langages Formels"[5] et "Combinatorics on
Words"|[6] dispensés a 1'Uliege.

Définition 1.1.1.

Soit A un alphabet fini et n un naturel :

i) Pour le cas particulier n = 0, on décrit le mot de longueur nulle ou mot vide par le symbole

e. Il est donc cohérent de ne jamais considérer £ comme étant une lettre de A.

ii) Un mot fini de longueur n > 0 est une suite finiew : {1,--- ,n} — A. Chaque mot est décrit
par la position des lettres qui le composent, c’est-a-dire (w(1),--- ,w(n)) = (wy,- -+ ,wy)

ce que 'on note par convention wy - - - w,.

iii) Un mot infini est une suite X : N — A. Chaque mot est décrit par la position des lettres

qui le composent, c’est-a-dire X = x1xox3---.



Remarque 1.1.2.
Nous prendrons ici les conventions de notation suivantes concernant le mot fini w sur un al-
phabet fini A :

i) On désigne la longueur de w par |w|.
ii) Le nombre |w|, désigne la quantité de a présents dans w i.e. # {i € {1,--- ,|w|} : w; = a}
Il est commun de définir des ensembles de mots sur un alphabet fini, aussi appelés langages.

La définition suivante précise certains de ces langages qui sont indispensables pour I'étude de

la combinatoire des mots.
Définition 1.1.3.
Soit A un alphabet fini.
i) Le langage des mots de longueur n sur A, noté A", est I’ensemble
{wy - wplw; € AVi € {1,--- ,n}}.

ii) Le langage des mots finis sur A, noté A*, est I’ensemble UNA”.
ne

iii) Le langage des mots finis non vides sur A, noté A", est 'ensemble A*\ {e}.
iv) Le langage des mots infinis sur A, noté AN est 'ensemble {X = zy25---|2z; € A Vi € N}.

Dans les langages de mots finis, il est important de définir deux opérations sur les mots.
Définition 1.1.4.
Soit A un alphabet fini.

i) La concaténation de mots est application binaire A* x A* — A* : (wy -+ Wy, v1 -+ Uy) >
wy - - W,y - - - Uy. Par convention, la concaténation de w et v est noté par le mot wv.
Remarquons que le mot vide ¢ est tel que Vw € A*, we = w = ew ce qui correspond a la
définition du neutre pour la concaténation.

ii) Le miroir est Uapplication unaire -~ : A* — A* : wy - - - w, — w, ---w;. Le miroir est donc
une involution vu que ()~ = w

Ce deux opérations interagissent par la relation suivante.

Remarque 1.1.5.

Soit w,v € A*, alors (wv)~ = 9. En effet :
(wo)™ = (W1 -+ - Wv1 -+ V)™ = Uy v+ V1 Wy, - - - Wy = VW

La concaténation permet de définir le concept de sous-mots ou facteurs qui, en fonction de

leur configuration, sont dénotés de différentes fagons.

Définition 1.1.6.

Soit A un alphabet fini, w un mot fini et X un mot infini sur A. Alors nous définissons :
a) Pour les mots finis :

i) Le mot v est un facteur du mot w si il existe s,t € A* tels que w = tws.

ii) Le mot v est un préfize (propre) du mot w si il existe s € A*(resp. AT) tel que w = vs.



iii) Le mot v est un suffize (propre) du mot w si il existe t € A*(resp. AT) tel que w = tv.
b) Pour les mots infinis :

i) Le mot fini v est un facteur de X si il existe s € A* et T € AN tels que X = svT.
Les facteurs de X peuvent également étre vu comme la restriction de X & un intervalle
donné. On notera alors que si n < m sont deux entiers, alors Xp, ,,[ est le mot xy, - - - 7y,
et Xpnm) est le mot z,, - - - 2,

Nous notons Fac(X) 'ensemble des facteurs distincts d’un mot infini X. Nous notons
aussi pour tout n € N l'ensemble des facteurs de X de longueur n par Fac,(X) =
Fac(X) N A™.

ii) Le mot fini v est un préfize de X si il existe S € AN tel que X = vS.

iii) Le mot infini V' est un suffize de X si il existe t € A* tel que w = tV.

De plus, la concaténation permet aussi de définir la notion de puissance qui, par écho aux

autres domaines des mathématiques, sera la répétition d’'un méme mot.

Définition 1.1.7.

Soient A un alphabet fini, m un naturel et w € A™. Les puissances du mot w sont définies par :
i) w =e.
i) Vn > 1, w" = w" tw.

Si v n’est pas la puissance d'un mot w i.e. (Jv € A*, n € N:w =0v") = n =1, alors w est
un mot dit primitif.
iéme

Un mot w est une n puissance dite minimale si w ne posséde aucun préfixe qui serait

iéme

une n puissance.

La périodicité est un autre concept qui généralise la notion de puissance et qui peut s’étendre

aux mots infinis.

Définition 1.1.8.
Soit A un alphabet fini.

i) Un mot fini w € A" est dit périodique si Ip € AT s € A* avec s un préfixe de p tel que
w = pp---ps. Dans ce cas p est ce qu’on appelle une période de w.
ii) Le mot infini X € AN est dit périodique si Jw € AT tel que X = www--- = w* et
ultimement périodique si il existe en plus u € AT tel que X = uw®
Une forme spécifique importante de mots périodiques est le chevauchement. Un mot w est
un chevauchement s’il existe a € A et v € A* tels que w = avava.
Exemples 1.1.9.

Soit l'alphabet {a,b,c}. Voici quelques exemples des définitions sur les mots que nous venons

de voir.

i) aab, aabeb, bb, acabacab, ccbb. Ici, aab est un préfixe de aabeb et bb est un suffixe de ccbb. On
peut concaténer aab et bb pour faire aabbb, on peut aussi appliquer le miroir & aabch pour

obtenir bcbaa.



ii) Si on considére le mot abe, son carré sera abcabe et son cube abcabeabe.

iii) On peut aussi comparer les carrés abcabe et aabaab car le premier est minimal alors que le
second possede le carré aa comme préfixe.

iv) Enfin, on peut donner des exemples de mots infinis sur I'alphabet des chiffres comme :
Le mot 1414213562373095 - - - , le développement décimale de v/2, est apériodique (voir A).
Le mot 181258(1230)“ est un mot ultimement périodique de période 4.
Et le mot (336)“ est un mot périodique de période 3.

Pour décrire certains langages plus efficacement, nous définissons deux opérations sur les
langages.
Définition 1.1.10.
Soit £ et £ deux langages.

i) L’opérateur binaire + est tel que : Si w € £ et v € £ alors w + v représente 'ensemble
{w, v}.

ii) L’opérateur unaire *, dit étoile de Kleen, est tel que : Si w € L alors w* = UN {w"}
ne

Ces définitions sont pertinentes car cela permet de décrire des langages par les mots eux-

meémes.

Exemple 1.1.11.

Imaginons sur l'alphabet {a,b,c} le langage des mots qui commencent soit par a soit par bb,
avec ensuite un nombre fini de ¢ et qui se terminent par ab. Les premiers éléments de ce langage
sont

{aab, bbab, acab, bbcab, accab, bbccab, acccab, bbeecab, - - - } .

Sans nos nouvelles opérations, nous dénoterions ce langage par :
L ={w=vutlv € {a,bb} ,In e N:u ="t = ab}.
Cependant, grace a la définition 1.1.10, nous notons :
L = (a+ bb)c*ab.

Ces opérations facilitent la lecture et la visualisation des langages.

1.2 Des morphismes de mots

Un autre concept dont nous aurons besoin est celui de morphisme, qui peut a la fois per-
mettre de passer d’'un alphabet & un autre, de renommer les lettres d’un mot, mais surtout de
générer des mots infinis. Or, pour pouvoir avoir une définition propre de ce que sera un mot
dit morphique, nous avons également besoin d’étendre les notions de distance et de limite aux
mots infinis.

Commencons d’abord par définir notre concept de morphisme.



Définition 1.2.1.
Soit A et B deux alphabets.

Une application de ¢ : A* — B* est un morphisme si pour tout w,v € A* :
p(wv) = ¢(w)g(v)

Un morphisme ¢ : A* — B* est dit :
i) un codage/renommage si pour tout a € A, |¢(a)| = 1.
ii) non effagcant si pour tout a € A, ¢(a) est différent du mot vide.
iii) prolongeable en a € A si il existe w € A™ tel que ¢(a) = aw et |¢"(a)| — oo.

Exemple 1.2.2.

Soit les alphabets {a, b, c} et {0,1,2}, on peut imaginer I'exemple de morphisme suivant :

0—e
¥ :{0,1,2}" — {a,b,c}" : < 1+ ab
2—=c
Qui s’applique, par exemple, sur 0121 comme suit : ¥(0121) = ¢(0)y(1)1(2)¥(1) = abcab.
Remarque 1.2.3.

Généralisons ’exemple précédent. Soient A, B deux alphabets finis, w € A* et ¢ un morphisme
de A dans B. Par la définition 1.2.1 ¢(w) = ¢(wy) - - - ¢(wy,). Ainsi, il est raisonnable de décrire

¢ par son application & chacune des lettres de A.

Ensuite avant de définir la notion de convergence, nous avons besoin de la distance entre

mots infinis. Cette notion est reprise du cours [6].

Définition 1.2.4.

Soit A un alphabet fini. Définissons 1’application sur les mots infinis D : AN x AN — R :
(X,Y) = 27X qvec A(X,Y) le plus long préfixe commun de X et Y et que si X =Y
alors D(X,Y) = 0 par la convention que |[A(X,Y)| =00 et 27 = 0.

Rappelons d’abord la définition de distance.

Définition 1.2.5.
Soit E/ un ensemble, d : £ x E — R est une distance si pour tout e, f, g dans E :

i) d est positif : d(e, f) >0
i1) d est séparé : d(e, f) =0 <= e=f
iii) d est symétrique : d(e, f) = d(f,e)
iv) d respecte I'inégalité triangulaire : d(e, f) < d(e, g) + d(g, f)

Parmi les distances, il y en a un sous-ensemble qui nous intéresse, celui des distances ultra-

métriques.



Définition 1.2.6.

Soit E un ensemble, d : E X E — R est une distance ultramétrique si d est une distance et que :

Ve, f,g € E, d(e, f) < max{d(e,g),d(g, )}

Remarque 1.2.7.
Notons que si I'inégalité de 1.2.6 est respectée, alors I’égalité triangulaire I'est aussi. En effet,

si d est une distance sur un ensemble F, alors pour tout e, f,g € E :

d(e, f) < max{d(e, g),d(g, f)} < max{d(e,g),d(g, f)}+min{d(e, g),d(g, f)} = d(e, g)+d(g, f)

Nous allons donc montrer que 'application D de 1.2.4 fait bien partie de cette catégorie.

Proposition 1.2.8.

L’application D est une distance ultramétrique.

Démonstration.:
Soient A un alphabet fini et X,Y,Z € AV :

i) 0<D(X,Y) <2
) DX, X)=22=0et X #£Y = |A(X,Y)| <00 = D(X,Y) #0.
iii) D(X,Y) =27 WXV = 9= IAX) = D(X,Y).
) Si

ii

iv) Si N = min{n: z, # y,} Alors soit zy # zy soit zy # y, et donc on obtient que
IA(X, Z)] > min {|A(X,Y)]|, |A(Y, Z)|}. Ce qui donne D(X, Z) <max{D(X,Y),D(Y, Z)}.
O

Remarque 1.2.9.
Pour les mots finis, D peut rester une distance si w = v = D(w,v) = 0. En ignorant la
convention d’égalité sur les mots infinis et simplement en considérant I'implication comme une
des régles de la définition. Et ainsi, le domaine de D peut étre étendu a (A* U AY) x (A* U AY).
Ainsi, par exemple, sur {a,b,c}", si X = abacca(bch)® et Y = (abacba), A(X,Y) = abac
et donc D(X,Y)=2"1=1/16
Cette notion de distance permet d’établir la convergence entre mots infinis, mais aussi la

convergence de mots finis vers un mot infini.

Définition 1.2.10.
Soient A un alphabet fini et X € AN un mot infini.

i) Une suite de mots infinis (X, ),en de AN converge dans AN vers X si D(X,,,X) — 0.

n—oo

ii) Une suite de mots finis (w,,)neny de A* converge vers X si il existe un symbole X ¢ A tel
que la suite (w,X*),, converge vers X dans (AU {X})N.

Cette définition de convergence de mots finis vers un mot infini va donc nous permettre
de générer des mots infinis a partir de morphismes. Nous avons besoin d’abord d’une derniére

définition.



Définition 1.2.11.
Si ¢ est un morphisme de A* vers B* et que X € AN, alors on définit I'application de ¢ & X

par :

P(X) = lim (¢(Xjon))

n—oo
Ceci est bien défini car la suite (¢(Xon[))n est de Cauchy et donc converge. En effet, si
n € N, on obtient que A(¢(Xon)), d(Xjont1])) = ¢(X[o,n[) et donc que la longueur de ce préfixe

commun tend vers I'infini avec n et que donc la distance tend vers 0.

Ainsi, la génération de mot infini & partir de morphisme, que nous appelons mot morphique

peut se faire grace au résultat suivant.

Proposition 1.2.12.
Soient A un alphabet fini. Si ¢ : A* — A* un morphisme prolongeable en a € A alors :

i) La suite (¢"(a)), converge dans AN vers un mot infini noté ¢“(a).
ii) Nous avons l'égalité ¢*(a) = ¢(¢“(a)).

Démonstration:

Soient A un alphabet fini, X ¢ A et ¢ : A* — A* un morphisme prolongeable en a € A tel que
¢(a) = aw avec w € A*.
i) Pour montrer la convergence, montrons que la suite des ¢"(a) est de Cauchy. Cependant

comme D est ultramétrique, si on note ¢"(a)X* = P,, I'inégalité
D(Py, Py) < max{D(F,, Py1), D(Pyi1, Py) }

nous permet de conclure si la distance entre deux termes successifs tend vers 0.

Soit 7 un naturel, notons d’abord que ¢"(a) est un préfixe de ¢"'(a). En effet, ¢"*!(a) =
¢"(aw) = ¢"(a)p™(w) ce qui implique que |A(P,, Pyi1)| = |¢"(a)] — oo et que donc
D(Py, Pas1) = 0.

ii) Posons X = ¢“(a). Notons déja que (¢(Xo[))n converge vers ¢(X). De plus, Vn € N, ¢"(a)
est un préfixe de X et donc ¢(X gn(a)) = ¢" ' (a) converge vers X. Or (¢(Xo,4n(a)))n €St
un sous-suite de (¢(Xjon[))n ce qui implique qu’elles convergent toute deux vers le méme
mots. Et donc ¢(X) = X.

U

Exemple 1.2.13.
Un exemple extrémement important pour la suite de ce travail est le morphisme dit de Fibo-

nacci :

. . J0—=01
p: {01} = {0,1}":
1—0
Ce mot est associé a Fibonacci notamment parce qu’en posant f, = 0, on obtient, du fait

que ¢ soit prolongeable en 0, la suite (¢"(0) = f,,), dont les premiers éléments sont :



Jo= @0(0)
f3 = 903(0)

Notons que dans cette suite , Vn > 2, f,, = ©(fn_1) = fa_1fa_2 et que |f,| est le (n+1)-iéme

0 fr =¢(0) =01 f2=¢*(0) =010
01001  f4 = ¢*(0) = 01001010 f5 = ¢°(0) = 0100101001001

nombre de la suite de Fibonacci.
On obtient I'égalité f, = ¢(fn—1) = fu_1fn_2 par récurrence. En effet, f3 = ¢(f2) = ¢(01) =

010 = f2f1 et fn - Qp(fn—l) }E% 90<fn—2fn—3) = Qo(fn—2)90(fn—3) - fn—2fn—3‘

Et nous pouvons donc définir le mot infini de Fibonacci comme étant :
F = ¢*(0) =01001010010010100101001001010010 - - - (1.1)

Ce mot nous servira d’exemple récurrent.

1.3 De la complexité des mots infinis

Parmi les mots infinis, il y en a une catégorie en particulier qui nous intéresse. Ce sont les
mots sturmiens. Et pour comprendre leur définition, il est nécessaire de connaitre les points

suivants.

Définition 1.3.1.

Soit X un mot infini sur A un alphabet fini. La complexité factorielle de X est la fonction
px(n) : N —= N:n— |Fac,(X)|

Proposition 1.3.2.

Soit X un mot infini sur A un alphabet fini. Sa fonction de complexité est monotone croissante.

Démonstration:

Soit X un mot infini sur A un alphabet fini. Pour tout n, px(n) représente le nombre de facteurs
distincts de taille n. Or, si on regarde le mot w € Fac, (X), Ja tel que wa € Fac(X). Ainsi, par
le fait que si w # v alors wa # va, le nombre de facteurs de taille n + 1 est au moins celui des

facteurs de taille n. Et donc il en résulte bien que px(n) < px(n+ 1). O

Théoréme 1.3.3.

Soit X un mot infini sur A un alphabet fini.
i) Si X est (ultimement) périodique alors px(n) est borné.
ii) Si il existe n € N tel que px(n) < n alors X est ultimement périodique.

Démonstration:

i) Soient X un mot infini sur A un alphabet fini et x, - - - 1,1 € Fac,(X). Si X est ultime-
ment périodique alors Ju,v € A* tels que X = uv®. De 14, deux cas sont possible :
a) Si k < |ul, alors il y a au plus |u| possibilités de mots différents.
b) Si k > |u|, étant donné que Vm > |u|, 2y, = Tpmypo/—1, il y a au plus |v| possibilités de

mots différents.



Ainsi px(n) est borné car il y a au plus |u| + |v| facteurs de tailles n différents dans X.

ii) Sipx(1) =1 alors x,, = a pour tout n € N avec a € A.

Supposons donc que px (1) > 2. La fonction px(n) étant croissante, l'inégalité px(n) < n
ne peut se produire que si il existe k < n tel que p,(k) = p.(k + 1). En effet, si il n’existe
aucun tel k, alors py(m) est strictement croissante sur [1,n] et px(n) > n+ 1 ce qui
contredit nos hypotheéses.

Soient k < n tel que p,(k) = p.(k + 1) et w € Facg(X). Comme w est un facteur de X 1l
existe au moins une lettre a de A telle que wa € Fac(X). Or, vu que p,(k) = p.(k + 1),
cette lettre est unique. Ainsi, si 3i, 5 € N tels que X ;4 = Xj jqx[, alors iy = 544 Et
donc Vp > 0, 4, = x4, ce qui traduit que X est ultimement périodique de période j — ¢.
Pour conclure, de tels i et j existent car comme il ne peut exister que au plus |A| * & mots

de taille k£ sur A et que X est infini, alors un des facteurs devra se répéter.

O

Grace a ce théoréme, il y a un type de mot infini particulier qui se profile naturellement.
En effet, avec la négation du résultat, on en retire que si px(n) > n pour tout n alors X est

apériodique et on peut dés lors considérer les mots apériodiques de complexité minimale.



Chapitre 2
Des mots sturmiens et de leur facteurs

Comme nous 'avons démontré dans le résultat 1.3.3 de la section précédente, les mots ulti-
mement périodiques sont précisément ceux dont la fonction de complexité factorielle est bornée.
Les mots sturmiens qui sont au coeur de ce mémoire sont les mots apériodiques de complexité
factorielle minimale. Nous présentons ci-dessous les rudiments de théorie les concernant et qui
seront d’un usage constant dans la suite de ce travail. Ce chapitre débute de nouveau du cours
de combinatoire des mots [6]! et est complété par deux livres considérés comme références |7]
et [8].

2.1 Des préliminaires concernant les mots sturmiens

Définition 2.1.1.
Soit un mot infini X € {0, 1}. Le mot X est dit sturmien si pour tout n € N, px(n) =n + 1.

Remarque 2.1.2.

Dans la définition des mots sturmiens, préciser que ces mots sont construits sur un alphabet
binaire peut étre considéré comme superflu car pour ces mots, px(1) = 2. Cependant, notre
définition des mots sturmiens permet de ne pas s’encombrer de mots construits sur des alphabets
différents et de considérer tous les résultats & morphisme de renommage prés. Ainsi, pour I’étude
des mots sturmiens, nous allons donc désormais presque exclusivement travailler sur 1’alphabet
binaire A = {0,1}

Définition 2.1.3.

Soit un mot infini X € AN, X est récurrent si Vw € Fac(X), w est un facteur de tout suffixe
de X

Lemme 2.1.4.

Si X est un mot sturmien, alors il est récurrent.

Démonstration:

Soit X un mot sturmien et w € Fac,(X).

1. Ce travail étant un mémoire, les résultats vu en cours pour lesquels la structure de leur preuve n’est pas
importante pour la suite ne seront pas prouvé et accompagné du symbole (x)
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Par I’absurde, supposons qu’il existe Y un suffixe de X dans lequel w ¢ Fac(Y'). Or, dans
ce cas, py(n) = px(n) — 1 = n. Ce qui implique que Y et ainsi X sont tous deux ultimement

périodiques. O

Proposition 2.1.5.

Soit X un mot sturmien, alors Fac(X) contient exclusivement 00 ou 11.

Démonstration:

Soit X un mot sturmien. Le mot X est défini sur {0,1}, donc px(1) = 2. De plus, X étant

récurrent et apériodique, les mots 01 et 10 sont dans Facy(X). En effet, le contraire impliquerait

qu’'une des lettres ne puisse étre suivie que d’elle-méme et donc que X serait ultimement
périodique.
Ainsi, px(2) = 3 implique que, parmi les deux derniers mots possibles de taille 2 sur {0, 1}

i.e. {00,11}, il n’y en a quun seul qui est un élément de Facy(X). O

2.2 Des caractérisations des mots sturmiens

Une autre particularité intéressante des sturmiens est qu’ils disposent de beaucoup de défi-
nitions équivalentes. Les 3 que nous verrons ici sont celles qui interviendront dans les preuves

de la suite de ce travail.

2.2.1 Des facteurs spéciaux : une premiére caractérisation des mots

sturmiens

La premiére caractérisation est celle par facteurs spéciaux et est un préambule indispensable

lorsqu’on étudie les mots sturmiens.
Définition 2.2.1.
Soit £ un langage sur un alphabet A.
i) Un mot w € L est dit spécial a droite si Va € A,wa € L.
ii) Un mot w € L est dit spécial a gauche si Va € A, aw € L.
Théoréme 2.2.2.

Soit X un mot infini sur 'alphabet {0, 1}. Le mot X est sturmien si et seulement si pour tout

n > 1, il existe un unique facteur w € Fac, (X) qui est spécial a droite.

Démonstration:
Soit X un mot infini sur {0, 1}.

- Considérons que ¥n € N, I'ensemble Fac,(X) ne contienne qu’un unique facteur spécial a
droite, noté w,. L’existence de wy = € garantit px (1) = 2 par définition.
De plus, le facteur spécial a droite w, étant unique, on déduit qu’il y a px(n) — 1 facteurs

de taille n qui s’étendent a droite de maniére unique et un seul facteur qui s’étend de deux



facons différentes. On obtient donc que
px(n+1)=px(n)—1+2=px(n)+1.

Ainsi, on conclut par récurrence que Vn € N, px(n) = n+1 et que le mot X est donc sturmien.

- Considérons que X soit un mot sturmien et soient wy, -+ ,w,11 les n 4+ 1 éléments distincts
de Fac, (X). Vu que pour tout i € {1,--- ,n+ 1}, w; est un facteur de X, il existe a; € {0, 1}
tel que w;a; € Fac(X).

Nous procédons par I'absurde et traitons deux cas :

(a) Siw; et wy sont deux facteurs spéciaux a droite de taille n, alors I'ensemble des facteurs

de taille n + 1 satisfait
{wlal, L W;Ay, ., Wrar, .,wnHanH,ij,wjl,ka,wkl} C Fac,41(X)

Et ainsi contient au moins n + 3 éléments.

(b) Si Fac,11(X) ne contient aucun facteur spécial a droite, alors Fac,,11(X) contient exac-
tement le méme nombre d’éléments que Fac,,(X) car chaque élément de Fac,, (X) s’étend

de maniére unique en un élément de Fac,,41(X).

Chacun des deux arguments ci-dessus améne & un contradiction de la définition des mots

sturmiens.

Il s’ensuit que X admet précisément un unique facteur spécial a droite de taille n quel que
soit n € N. O

La notion de mots spéciaux permet de montrer que le mot de Fibonacci que 'on a décrit a
(1.1) est un sturmien et que l'ensemble des mots sturmiens n’est donc pas vide.

Théoréme 2.2.3 (x).

Le mot de Fibonacci F' = ¢*(0) est un mot sturmien.

2.2.2 Des mots équilibrés

La deuxiéme caractérisation est celle par les mots équilibrés. Celle-ci nous permettra d’as-

socier a chaque mot sturmien un nombre irrationnel : sa pente.

Définition 2.2.4.
On dit d'un ensemble E de mots finis sur {0,1} qu'il est équilibré si pour tout z,y € E de
méme taille ||z]; — |y|1| < 1.

Un mot infini X sur {0, 1} est équilibré si Fac(X) lest.

La caractérisation des mots sturmiens par les mots équilibrés fait usage d’un résultat inter-
médiaire dans lequel nous utilisons les palindromes. Et, bien que la notion de palindrome colle

avec celle de la langue frangaise, nous allons la définir mathématiquement.



Définition 2.2.5.

Soit A un alphabet fini, un mot w de longueur n est un palindrome si :

vze{L?L%J}v Wi = Wp—it+1

Proposition 2.2.6 (x).
Un mot X € {0,1}" n’est pas équilibré si et seulement s'il existe un palindrome w € Fac(X)

tel que Qw0 et 1wl soient dans Fac(X).
Théoréme 2.2.7 (x).

Soit X € {0, 1}N un mot infini, X est sturmien si et seulement si X est apériodique et équilibré.

2.2.3 Des mots définis par leur pente

La propriété d’équilibre vue au point précédent est cruciale car c’est elle qui nous permet
d’obtenir une nouvelle caractérisation des mots sturmiens. Celle-ci va faire le lien entre les
sturmiens et les irrationnels de [0, 1] par I'intermédiaire de la fréquence des lettres dans nos

mots.

Définition 2.2.8.
lw|y

Soit w un mot fini de {0, 1}". La pente de w est le réel m(w) = — i.e. la proportion de 1 dans

|w]

Soit X un mot infini de {0,1}" . La pente de X, si elle existe, est la limite

w.

lim (X)) = m(X)

n—oo

Grace a cette notion, nous pouvons associer les ensembles équilibrés et donc les mots stur-

miens avec leur pente.

Lemme 2.2.9.
Soit £ un ensemble de mots finis sur {0, 1}, E est équilibré si et seulement si, pour toute paire

de mots non vides w, v € Fac(X), |r(w) —7(v)| < ITll + ‘71|

Démonstration:

- Considérons d’abord que 'inégalité énoncée est vraie. Soient w, v deux mots de F de longueur
n. Cela nous donne :
jwhi  Joh| 1
n

1
—— | <-4+ - = ||lwh —|vh]| <2
n n n

Ce qui correspond a la définition d’étre équilibré.

- Considérons maintenant que F est un ensemble équilibré. Soient w, v € E'\ {¢}. Si w et v sont
de méme longueur, le résultat tient par I’équivalence du point précédent. Supposons donc que

|w| > |v| et que w = ut avec |u| = |v|.



Procédons par récurrence sur la taille de |w| + |v|. Le cas de base étant traité par le cas
|lw| =1 = |v], nous allons procéder a I'induction. Comme |¢| < |w|, on obtient que
1 1

|m(t) —7(v)| < m + m

Et comme E est équilibré, ||u|; — |v]1] < 1 ce qui implique que |7(u) — 7(v)| < Tk

Et donc, on conclus par le fait que :

PR I f I (P L I 4 (U
- %( (u) —w(v)) + %(W(t) —m(v))
S (7 S A S S W S (7 e N S WS S
= Im0) =Tl < ] ¥ Tl <|v|+|t|> m < w] |w|) wl ol
O

Ainsi, en considérant un mot infini X et la suite (7(Xjn())n de la pente de ces préfixes, on
obtient Vp,q € N, |m(Xop) — T(Xjoq)| < % - %. Ce qui permet d’affirmer que la suite est de
Cauchy et qu’elle converge donc vers une pente «. Nous allons donc montrer les caractéristiques

de cette pente.

Proposition 2.2.10.

Soit X un mot infini équilibré de pente a. Si w € Fac(X)\ {e} alors |r(w) — a| < .

[w]
De plus, il est garanti d’avoir une des deux inégalités suivantes :

alw| =1 < |w|; < ajw| + 1,Vw € Fac(X) ou ajw|—1 < |w|; < alw|+ 1,Vw € Fac(X)

Démonstration:

Soit X un mot infini équilibré, considérons la suite (7(Xjgn[))n. On obtient du lemme précédent
que pour tout € > 0, il existe N € N tel que |7(Xjn) — o < € si n > N. Ainsi, de nouveau

grace au lemme, on récupére que :

1 1 1
[m(w) — af < |r(w) = 7(Xjon)| + [7(Xjon) —af < m + o +e€ ”5%0 m

Ensuite, si on suppose par 'absurde que les deux inégalité soit fausses, alors il existerait
w,v € Fac(X) tels que ow| + 1 = |w|y et afv] — 1 = |v|;. Or cela impliquerait que :

1 1 1 1

C) e o) = o

|7T(’LU) - 7T(U)| = (Oé—l— ’w’ ”U’

Ce qui contredis le lemme. O

Ce dernier résultat va permettre de rebondir sur une proposition qui fait intervenir la pé-



riodicité. Ceci mettra en lumiére le caractére rationnel ou non de la pente d'un mot infini et
permettra de conclure quant & la nature de la pente d’'un mot sturmien.

Proposition 2.2.11.

Soit X un mot infini équilibré sur {0, 1}. La pente o de X est rationnelle si et seulement si X

est ultimement périodique.

Démonstration:

- Considérons d’abord qu'il existe w,v € {0,1}" tels que X = wv*. On retire de cette forme

que :

CJwet|y |wl|y +nfu)y

m(wo™) 7(v)

o] fwlnfof e
Ainsi, la pente de X est égale a la pente du mot fini v qui est donc un rationnel.

- Considérons maintenant que la pente de X est rationnelle et puisse donc s’écrire § avec
p € Z et q € Ny. Supposons avoir l'inégalité de la proposition précédente : ojw| — 1 <
lw|; < ajw| + 1,Vw € Fac(X). On obtient de cette égalité que si w est de longueur g, alors
p<|w <p+1L
De plus, le nombre de facteurs w € Fac,(X) avec |w|; = p+ 1 est fini. Sinon, il existerait un

facteur w = vut avec |v| = q = |t| et |v]; = ¢+ 1 = [t]|;. Ce qui rend :

24 2p+uly = |vuth <1+alg+ |ul+q) =14+ 2p+ alu] = |ul; < alu] —1

Ce qui contredit I'inégalité choisie. De plus, la conclusion reste identique avec l'autre inégalité
de la proposition précédente au vu de la symétrie des deux.

Ainsi, il existe un suffixe Y de X dans lequel tout les facteurs taille ¢ sont tels qu’ils
contiennent tous p fois la lettres 1. Soit asb = r €Fac,1(Y) avec a,b deux lettres. On
observe que |as|; = |sb|; et donc que a = b. Ceci exprime que pour tout n € N, y,, = Ypn4q-

Ainsi, Y est périodique et X est ultimement périodique

O

Théoréme 2.2.12.

Soit X un mot sturmien, la pente de X existe et est irrationnelle.

Démonstration:

Soit X un mot sturmien. Etant donné que X est un mot infini équilibré, le résultat 2.2.9 ga-
rantit 'existence de sa pente. Et vu que X est apériodique, la proposition 2.2.11 nous indique

que cette pente est irrationnelle. ]

Exemple 2.2.13.
Reprenons le mot de Fibonacci F, et son morphisme ¢(.). Comme ¢(0) = 01 et ¢(1) = 0, on
peut calculer que pour tout n > 2, |fulo = | fuo1] et |fult = |fuz1lo = |fa_2|. Ainsi, la pente de



F' qui existe au vu du théoréme précédent est obtenue en calculant la limite suivante :

B | f B 1 - 1
P T A R RN 1l 0 Y R 0 | PRI ol

n—oo |fu|  m—oo | ful n—oo | ful n—oo | ful ® P2 ©

Ici ¢ représente également le nombre d’or. Et la valeur numérique de cette limite est obtenue
comme suit.
fn+2 fn 1 1+ \/5

Jonre = fo1 + fn = =1+ = a=1+- = a=
fn—i-l fn+1 lim n—o00 a 2

Le théoréme que nous venons de voir est important car c¢’est celui-la méme qui pave la route
vers 'intérét de la racine carrée de mots sturmiens que nous étudierons plus tard. En effet, ce
théoréme attribue a chaque sturmien un irrationnel de [0, 1]. Cependant, un irrationnel n’est
pas suffisant pour caractériser les sturmiens car si X est un mot sturmien de pente « alors au
moins un des deux mots de 0X et 1.X est aussi un mot sturmien de pente . La pente va donc
conditionner la répartition des lettres dans X mais c’est avec ce que nous appellerons 1’origine

que l'on va pouvoir distinguer les mots sturmiens de méme pente.

2.2.4 Des mots mécaniques et de rotations

Définition 2.2.14.

Soit & un nombre réel

i) la partie entiére de x, notée [z], est Uentier défini par sup n.
neZ,nlx

ii) la partie fractionnaire de x, noté {x}, est le réel défini par = — [z].

Notons que la partie entiére d'un nombre x est équivalente au plancher de ce nombre |xz].

Et rappelons-nous aussi la notion de plafond de z, c¢’est-a-dire [z] = ian> n.
nesLn>x

Définition 2.2.15.
Soit a € [0,1]\ Q, et p un réel. On définit les deux mots suivants :

i) Le mot mécanique inférieur S, ,:n+— |a(n+1)+p| — [an+p].
ii) Le mot mécanique supérieur S}, ,:n > [a(n+ 1)+ p| — [an + p]

Dans ces deux mots, nous nommerons donc « la pente et p l'origine. Cette terminologie

vient de l'interprétation graphique des mots mécaniques.

Cette interprétation est comme suit. Si on considére les points P, = (n, [na] + p) et P, =
(n, [na] + p) et la droite y = ax + p, on constate que les P, sont les entiers les plus proches
sous la droite et les P, par au-dessus. De plus, en reliant les couples P,, P41 et P/, P/, les

plateaux représentent la lettre 0 et les diagonales la lettre 1.



0 1 2 3 4 5 6 7 8

S

Les mots S?,O = 01101101 --- , S/\@o = 11101101 - - - et la droite y = 72:10

20

Nous pouvons réduire I’ensemble de définition de p gréace a la remarque suivante : si les réels
p et o sont tels que {p} = {0} alors S, , = Sa s et S, , =S5, ,. En effet, si on dispose de tels p
et o alors o —p e Net

la(n+1)+p| — [an+p| = |a(n+ 1)+ p| + (0 = p) = (lan + p] + (0 = p))
=|lan+1)+o0] - |an+ 0|

Cette égalité vaut également pour les mots mécaniques supérieurs. Ainsi, nous pouvons

considérer sans perte de généralité que p soit dans [0, 1].

Remarquons ensuite que pour des mémes parameétres « et p les mots S, , et S), , ne différent

que par un facteur de taille au plus 2. En effet, notons déja que
lna+pl+1=[na+p|] < na+p¢N

et que dans le cas contraire, S, ,(n) = 0 et S, (n) = 1. Etant donné que « est irrationnel, il

existe au plus un tel n. Et enfin, sin >0, S, ,(n —1) =1 et S, ,(n —1) = 0.

Les mots mécaniques peuvent aussi étre vus comme des rotations, et c’est cette définition

qui nous sera centrale pour le reste de ce mémoire.

Prenons le tore de dimension 1, T que I'on identifie & R / Z et a 'intervalle [0, 1[. Soit o un

angle, la rotation qui nous intéresse est ’application :

Ry:T' =T :2—=2+a modl={r+a}



Ensuite, remarquons que

la(n+1)+p| =lan+p| +1

< la(n+1)+p] =lan+p| +{an+p} —{an+p} +1
<~ {an+pl=1—-a+a+an+p—|an+1)+p]
— {an+p}=1—a+\{a(n+1)+p};

-

>0

— {an+p}>1—-a

En d’autres mots, S, ,(n) =1 <= {an+ p} > 1 — a. De 14, nous pouvons partitionner

[0, 1] en deux intervalles :
In=100,1—alet } =[1—a,l1]

Iy
1l —«

Le cercle de rotation d’angle # i.e. la pente du mot de Fibonacci

Ainsi, nous pouvons faire I’analogie entre les mots mécaniques et la notion suivante.

Définition 2.2.16.

Le mot de rotations S, , est défini de la fagon suivante :

0si R*(p) € Iy

Sap(n) = ]
1si RYp) €

Remarque 2.2.17.

Notons que pour la définition des mots de rotations, nous n’utilisons que S, ,. Cependant, nous
avons vu que S, , et S, , different a I'indice n uniquement si na+p € N <= {na +p} =0 et
a l'indice n — 1 si n > 1 ce qui implique que {(n — 1)a + p} = 1 — a. Ainsi, pour obtenir 5}, ,,
il suffit d’inverser le sens d’ouverture de Iy et I;. Il est donc important d’observer les deux cas
pour considérer tous les mots sturmiens.

Théoréme 2.2.18.

Soit X un mot infini sur {0, 1}, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
i) X est un mot sturmien,
ii) X est un mot équilibré apériodique,

iii) X est un mot mécanique a pente irrationnelle.



Démonstration:

Nous avons déja démontré 'équivalence (i) <= (ii) dans le point 2.2.7. Avant de continuer,

nous avons besoin d’un lemme en la formule de
Ve,yeR: y—ax—-1<|y|l—|z]<y—z+1 (2.1)

Cette formule est vraie car |y| — |z] =y —2—{y} + {z}.
—_———

Pour montrer que (i7i) implique (i), nous avons le)]esl(;il de S,,, un mot mécanique inférieur
avec a € [0,1]\ Qet p € [0, 1[. Considérons aussi la fonction (-) qui, a un facteur w = Sq 4, . 005
associe 'entier |a(n + q) + p| — [an + p]. Cet entier décrit le nombre d’unités franchies de la
n a la n + ¢ rotation, c’est-a-dire le nombre de 1 dans w. Donc, grace a (2.1), on récupére
I'inégalité ag — 1 < h(w) < aq + 1. Cette inégalité implique que |ag| < h(w) < |ag] + 1 car
h(w) est un entier. Ainsi, on en déduit qu’a une longueur fixée ¢, le nombre de 1 dans un mot
w €Facg, ,(¢q) n’est compris qu’entre deux valeurs successives et que donc S, , est équilibré.
On termine ce point par montrer que les deux concepts de pente coincident. En effet, si on

considére un préfixe w € Facg, ,(¢q), on peut déduire que :

ag—1<h(w) <ag+1
— —1<hlw)—ag<1
-1 A 1

— —
q q q

h(w w 1
(:}‘(_L ‘ lwh 11
q [w q

Ainsi, en faisant tendre ¢ vers l'infini, on obtient que la pente des préfixes de X tend vers
a et on peut donc affirmer que la pente de X, comme définie dans la section précédente, est a.

Enfin, comme « est irrationnel, la proposition 2.2.11 nous indique que S, , est apériodique.

Pour compléter la caractérisation, prouvons que (ii) implique (éi7). En effet, soit X un mot
infini équilibré apériodique. Nous vimes dans le théoréme 2.2.12 que la pente de X existe et
qu’elle est irrationnelle. Soient a cette pente et (hy), une suite telle que h, = |Xjg,1. On

obtient de cette suite que, pour tout réel o :

h, < |lan+0o]| Vn ou hy, > lan+ o] Vn

En effet, si on suppose le contraire par I’absurde, on aurait k et k 4+ [ deux naturels tels
que soit hy < |ak + o] et hyy > |a(k +1) 4+ o], soit hy > |ak + o] et hyy < |a(k+1) + o).
Le tout impliquant ensuite que soit gy — hy > 2+ |a(k+ 1)+ 0] — |ak+ o] > 1 + al, soit
hiti — hy < al — 1. Ce qui est contradictoire avec I’équation (2.1) qui nous dit que al — 1 <
higsr — he < al + 1.

Considérons a présent p = inf {o|h, < |an + o] Vn}. On récupere de la proposition 2.2.10



que pour tout n, };—" —a< % et donc que h,, < na + 1. On peut donc supposer sans perte de

généralité que p < 1

Ensuite, on observe que h, < an + p < h, + 1; sinon, il existerait un entier ny tel que
hng +1 < ang+ p et en posant o := h,, + 1 — any, on obtiendrait que o < p et que ang + o =
hng + 1 > hy, ce qui contredirait la minimalité de p.

Comme « est irrationnel, le réel an 4+ p ne peut étre qu’un entier pour au plus une va-
leur de n. Ainsi, soit h, = [an+p|]Vn et X = S, ,, soit Ing,h,y +1 = an + p et donc
ho=Tlan+p—1]Vnet X =S, . O

2.3 Du langage des mots sturmiens et mots caractéris-

tiques

2.3.1 Du langage des facteurs d’un mots sturmiens

Nous avons vu que dans les mots sturmiens, avoir la méme pente ne garantit en rien que
deux mots soient égaux. Cependant, les mots sturmiens de méme pente partagent beaucoup de

propriétés communes que nous allons explorer.

Proposition 2.3.1.

Soit X et Y deux mots sturmiens.
i) Si X et Y ont la méme pente, alors Fac(X) = Fac(Y).
ii) Si X et Y ont des pentes différentes alors I’ensemble Fac(X) N Fac(Y") est fini.

Démonstration:

Soit X et Y deux mots sturmiens.

i) Soit « la pente commune de X et Y.

Vw € Fac(X) : |r(w) — a| < |—1| et VYveFac(Y):|n(v) —a| < |—1|
w v

On en déduit que I'ensemble Fac(X) U Fac(Y) = E est équilibré car si w et v sont deux

mots de cet ensemble :

fr(w) — 7(0)] < r(w) — al + | — ()| < o7+
jwl — [v]
Pour conclure, si on montre que |E'N{0,1}" | < n+ 1 pour tout n, alors on obtiendra que
Fac(X) = E = Fac(Y).
Montons donc, par récurrence, que |[EN{0,1}" | < n+1Vn. Pour n = 0, seul £ appartient
au trois ensembles. Pour n = 1, seuls les deux lettres 0 et 1 appartiennent au trois ensemble.
Et pour n = 2, vu que E est équilibré, 00 et 11 ne peuvent pas étre tous deux dans F.

Ensuite, pour I'induction, supposons par l'absurde que 1’énoncé est faux, alors il existe n



tel que |[EN{0,1}"| <net |[EN{0,1}""" | > n + 2. Cependant, les éléments du premier
ensemble sont chacun suffixes d’au moins un élément du deuxiéme. Par le principe des
trous de pigeons, il doit donc exister deux mots distinct w,v dans E N {0,1}" tels que
lw, 0w, 1v,0v € ENA{0, 1}"Jrl or si u est le préfixe commun de v et w alors les mots 1ul et

0u0 sont dans E ce qui contredit le fait qu’il soit équilibré.

ii) Soient « la pente de X et (5 la pente de Y avec a < (3. Soit w un facteur de X tel que

(B—a)> |i—| Le mot w est aussi tel que 7(w) — a > —ﬁ et donc on obtient :

—1 2 1
|7T(w)_ﬁ|:|7r(w)_0‘|+|ﬁ_a‘Zm'Fm:m

Ainsi, w ne peut pas étre un facteur de Y. De facon symétrique, un facteur suffisamment

grand de Y ne sera pas dans Fac(X).

U

Ce théoréme nous permet de définir une nouvelle notation. Si « est un irrationnel de [0, 1],

alors le langage L£(«) est le langage qui contient les facteurs des mots sturmiens de pente a.

Proposition 2.3.2.
Soit o € [0,1] \ Q, L(«) est clos par rapport a 'opération miroir.

Démonstration:

Soit L = {w : w € L(a)}. L'ensemble L U £(a) est équilibré du fait que pour tout mot w dans
L(a),|w|; = |w|;. Ainsi, nous avons, identiquement au point (iz) de la proposition précédente,
que [(LUL(@))N{0,1}"*| <n+1.0r |[LN{0,1}"* | =n+1=|L(a)N{0,1}"|, ce qui implique
que L(a) = L. O

Nous allons maintenant observer les différences entre mots sturmiens de méme pente mais

d’origine différente et les liens que I'on peut faire entre ceux-ci.

Définition 2.3.3.

Sur I’ensemble des mots infinis sur {0, 1}, nous définissons 'ordre lexicographique par la régle :
X<YsidneN:g;=yVie{0,--- ,n—1} et z, =0,y, = 1.

Proposition 2.3.4.
Soit @ € [0,1]\ @, s1 0 < p, p’ < 1 sont deux réels, alors S, , < So,py <= p</p.

Démonstration:

Par le lemme précédent, la suite ({an}), est dense dans [0, 1], et donc p < p' si et seulement s’il
existe n € Ny tel que 1 — p' < {an} <1 —p, ce qui est équivalent a |[an+ p'] =1+ |an + p].
Si n est le plus petit naturel qui satisfait 'inégalité, alors S, ,(n —1) =0et Sy py(n—1) =1 et
Sap(k) = Sup (k)Vk < n. 0



Proposition 2.3.5.

Soient 0 < o, o < 1 deux irrationnels et p, p’ deux réels, alors chacune de ces 3 égalités
o _ !/ ! . /
Sa,p - Sa’,p’ Savp - Sa’,p’ Soup - So/»p’

implique que @ = o' et que p = p' mod 1.

Démonstration:

Soient «, o/, p et p' tels qu’énoncés. Etant donné que deux mots égaux ont la méme pente,
toutes les égalités impliquent directement que a = o’.
De plus, par la proposition précédente et la définition 2.2.15, on déduit que S, , = S,y ou

St,p =S4, implique que p = p' mod 1. Enfin, avec S, , = S, ,, si an + p’ n’est pas un entier

/
a,p"?

pour tout n > 1 alors S, , = S, et la définition 2.2.15 permettent de conclure. Et §'il existe

n > 1 tel que an + p’ soit un entier, alors S&,p+(1+n)a

que p = p' mod 1 dans les 3 cas. U

= Sa,p'+(14n)a- Et donc on a bel et bien

Nous pouvons maintenant définir ce que I'on va appeler les mots caractéristiques. Ces mots
sturmiens seront les modéles standards de mots d’une certaine pente.
Parmi les mots sturmiens de pente o € [0,1] \ Q, ceux d’origine 0 sont le tremplin vers les

mots caractéristiques. En effet, par leur définition 2.2.15 on remarque que
Sa0(0) =lal] —[a0] =0 et Sao(0) =Jal] —[al] =1

Or, la remarque de cette méme définition nous indique que S, et S,  ne différent que par leur

premiére lettre. On obtient donc que :

Sa,O - OSa,a

= Sya=9
Slo=18., S

Et nous allons donc utiliser ce mot particulier pour notre définition.

Définition 2.3.6.

Soit o € [0,1] \ Q, le mot caractéristique de pente « est le mot sturmien
Co = Saa = S q

Proposition 2.3.7.

Soit X un mot sturmien.
i) Soit 0X ou 1X est mot sturmien.
ii) Le mot X est caractéristique si et seulement si 0.X et 1.X sont des mots sturmiens.

Démonstration:

Soit X le mot sturmien de pente « € [0, 1] \ Q et d’origine p

i) Vu que X = S, ,, on obtient que S, ,—o = [X est également un mot sturmien pour une



lettre [ € {0, 1}.

ii) - Considérons d’abord que X est le mot caractéristique Cy = 54 o = S, - On obtient que

0X = Sap et que 1X =S ; sont tous deux des mots sturmiens.

- Considérons maintenant que 0X et 1X soient des mots sturmiens. Les mots 0X,1.X et
X ont la méme pente i.e. a. Notons les origines de respectivement 0X et 1.X par pg et
p1. On déduit des suffixes (0X )1 oof = X = (1X)[1,00[ que po +a = p1 + a et donc, par la
proposition précédente que pg = p; mod 1 et nous pouvons les fixer & 0 < py = p; < 1.
Ainsi, on obtient que 0X = S, ,, et 1.X =5

a,p0°

Supposons par ’absurde que pg > 0, On
retire que :

Dans 0X, 0 = |[a+p] — |p] = o+ p].

Dans 1X, 1 =[a+p| —[p] = [a+p] -1

Et donc [+ p| =0et [a+ p| = 2 implique que 1 > a+p < 1 ce qui est impossible.
Ce qui nous donne que py =0et X =S5, , = C,.

0

Nous allons, grace a cette proposition, lier les facteurs spéciaux a droite de n’importe quel

mot sturmien avec son mot infini caractéristique associé.

Proposition 2.3.8.
Soit X un mot sturmien de pente «, I’ensemble des facteurs spéciaux & droite de X est exac-

tement I’ensemble des miroirs des préfixes de C,.

Démonstration:

Soit X un mot sturmien de pente «. par la proposition précédente. On sait que les mots infinis
0C, et 1C, sont sturmiens et ont o comme pente. De plus, par la proposition 2.3.1 sur les

facteurs des sturmiens de méme pente, on obtient que
Fac(X) = L(«a) = Fac(C,) = Fac(0C,) = Fac(1C,).

Ainsi, pour chaque préfixe p de C,, les mots Op et 1p font partie de Fac(X). Et comme nous
savons par la proposition 2.3.2 que L(«) est clos sous 'application miroir, cela implique que p

est I'unique facteur spécial a droite de longueur p de Fac(X) = L(«). O

Revenons maintenant sur le préfixe du mot de Fibonacci.

Exemple 2.3.9.

Dans l'exemple [7, 2.1.1], on nous dit que dans F, pour tout n, le mot fn est spécial a droite.
On obtient donc que f,, qui est le préfixe de F', est spécial & gauche et donc que Fac(F) =
Fac(0F) = Fac(1F). Ainsi, par le point (ii) de la proposition 2.3.7 , on déduit que F est le mot
caractéristique de sa pente i.e.

F=C.=S5

1 11
22 22752



2.3.2 D’un premier rappel sur les fraction continues : nombres irra-

tionnels et (semi-)convergents

Bien que cette sous-section puisse sembler comme un encart hors de propos, la structure
de la décomposition en fraction continue des nombres irrationnels conditionne également la
totalité des résultats qui suivront. Il est donc primordial d’observer d’abord quelques premiéres

propriétés de base.

Définition 2.3.10.
Soit (an)nen (ao € Z et a,, € N ¥n > 0) une suite dit de quotients partiels. On construit ensuite

la suite dite des convergents comme suit :

Pn !
= — = [ag; ar, as, -+ ,an] = ap + 1 (pged(pn, 4n) = 1)

CL2+

Ck

Et une fraction continue est définie par la limites, qui existe (voir 2.3.13), de ces convergents :

1
o= lim 2 = lag; a1, as,as,--+] = ag +
ag + ———
a3 + e
Lemme 2.3.11 ().
Soit (a,)nen une suite de quotients partiels, alors pour tout n € N
n
Pn Pn-1) H ap 1
q’I’L qTL—l k=0 1 0
Corollaire 2.3.12.
Soit (a,)nen une suite de quotients partiels, alors pour tout n € N,
i) onpose p_1 =1let g =0
11) Pn+1 = Qn41Pn + Pn—1
111) Gn+1 = An+1Gn + qn—1
V) go <qu < q2<--- et VneNy2"? < g,
Proposition 2.3.13.
Pour toute suite de quotients partiels (a,)nen, la fraction continue oo = [ag; a, ag, - - - | existe et
est irrationnelle.
Démonstration.:
_ ap 1
Le lemme nous indique que Pn Pn 1) =ITi (f O) et donc, en appliquant le détermi-
dn  4n-1

nant, que ppgn—1 — gnPn-1 = (—1>n+1'



n n— —-1)" n n— -1 o . . n
Done, Vn > 1,p— = Doty (=1) — D ap + Zkzéu et ainsi la suite (p—)n

qn dn—1 An—19n an kqk+1 Qn
converge

vers un réel x par le critére des séries alternées. En particulier, on dispose des inégalités :

00 _1k
|5~

o kdk+1

Pn
n

1 1
<

qnqn+1 qz

<< < <a< g1 < --<c3<cet |a—

Ce qui peut aussi se traduire par |g,« — p,| < qi.

Supposons maintenant par I'absurde que a € Qi.e. @ = £ (c € Net d € Ny). Cela implique

que |¢n§ — pnl < qin = |gnc — pnd| < qin — 0 (si n — 00). Or g,c — p,d € Z et donc si n est

suffisamment grand, alors p,d = ¢,¢c <= f}’—: = ¢ ce qui est contradictoire vu que g, — 0o et
pged(pn, gn) = 1.
Et donc « appartient bien a R\ Q. O

Proposition 2.3.14 (x).
Soit (a, ), une suite de quotients partiels et v = lim % = [ap; a1, as, - - - . Alors, pour tout n > 1,

A Pn .
qENSqnetpEN,&q;éqn.

i) |gna — pn| < |qo — p|

i) Jo— 2] <Ja— 2|
qn q
Autrement dit, & dénominateur borné, les convergents sont la meilleur approximation de a.

En remplacant les a; par une variable 0 < [ < a; dans la définition des convergents, nous

pouvons aussi définir les semi-convergents.

Définition 2.3.15.

Soit (a,)nen une suite de quotients partiels, on définit les semi-convergents par :

L+ i
VE>2,0<l<ay, oy =20t = Dolt T P2

Qei Q-1+ qr—2

Nous définissons également les ensembles K () : les ensembles de paires (k, 1) tels que k > 2

et 0 <[ < ax. Mais aussi K («) qui contient en plus les paires (k, ay).

Nous pouvons apprendre de [9] que ces semi-convergents sont des fractions intermédiaires

aux convergents pour approximer l'irrationnel dont ils sont issus.

Proposition 2.3.16.

Soit (an)nen une suite de quotients partiels et « la fraction continue qui en résulte, alors :

V(2k,1),(2k+1,h) € K(a) avec k > 1, cop—2 < Copy < Cop < @ < Copr1 < Copt1.h < Cok—1



Démonstration:

Soit o = [ag; a1, as, - - - | une fraction continue et soit (k,1) € K(«). On calcule que

Pr—1(l+ 1) + pr—2 B DPr—1l + pr—2
Q1 (l+ 1)+ qr—2  Qeo1l + Q2

Cil+1 — Ckl =

(Po—1 (L 4+ 1) + pr—2)(@r—1l + qr—2) — (Pr—10 + Pr—2) (Ge—1(l + 1) + qi—2)
(qr—1(I 4+ 1) 4+ gr—2)(qe—10 + qr—2)

Pk—19k—2 — Pk—2Gk—1
(qr—1(I 4+ 1) 4+ qr—2)(qe—10 + qr—2)

(=D*

(qr—1(I 4+ 1) 4+ qr—2)(qe—1l + qr—2)

k

Ainsi le numérateur (—1)" nous indique que la suite

Pr—2 Pr—1+ Pk Pr12+Pr2 Pr—1(ar — 1) + pr—2o Pk
Q-2 Qk—1+ Qr—2 k12 + Qr—2’ "qeo1(ar — 1)+ g2’ qr

est strictement croissante si k est paire et strictement décroissante si k est impaire. Ce qui nous

permet de conclure. [l

Regardons 'exemple numérique de la pente de F'.

Exemple 2.3.17.
Nous avons calculé précédemment que la pente du mot de Fibonacci est é. De plus, comme
©? = ¢ + 1, on obtient que :

1 1 1 1 _
P ire - 1xisl a7 = =020 ]=[0.21]
Y ¥ ¢ 1+

Et donc on peut expliciter les premiers convergents :

1 1 2
€] =—=,C0==,03 = —
1=52=36=%
Et on peut remarque que, comme a,, = 1 pour tout n > 2 on obtient que p, = pn_1 + pn_2 €t
Gn = Qn—1 + ¢n_o sont aussi des nombres de Fibonacci.
De plus dans ce cas particulier il n’y a pas de semi-convergent car pour tout n < 2, on

obtient que ¢, 1 = ¢,.

2.3.3 Des morphismes et mots standards

Dans cette section, le mot de Fibonacci est particulierement important car nous allons

prouver que tous les sturmiens sont obtenables par une suite de morphismes appliqués a F' et



par la méme occasion définir les mots standards qui seront primordiaux dans la suite de ce

travail.

Définition 2.3.18.
Notons les 3 morphismes suivants de {0,1}" — {0,1}"

0— 01 0—1 0 0m-11
, E: et 6,,: (m € Ny)
1—0 1—0 1+— 0m110
Rappelons que ¢ est bien le morphisme de Fibonacci défini dans 1.2.13

Proposition 2.3.19.
Soit m € Ny, le morphisme 6,, est égal au morphisme (po E)" 1o FopoFE

Démonstration:

On peut initialement montrer que #; = F o p o E. En effet,

O—1—0—1
EopokFE: =60,
1— 0~ 01— 10

De plus, par récurrence, si m > 2 alors,

1 0 0m 21 = 1™720 — 0m201
o oFopwoE=poFKob,_;: =0,
(poE)Y" "oFopoFE=poFEof 0
1+ 0m7210 — 1™7201 — 0™2010

O

Les morphismes définis ci-dessus interagissent de maniére intéressante avec les mots stur-

miens. Etudions maintenant leur impact sur la pente et lorigine de ces mots.

Lemme 2.3.20.
Soient av € [0,1]\ Q et 0 < p < 1 un réel. Alors E(S,,) = 5]

—a1—p €6 E(Sg) = S1-a1-p-
Démonstration:
Soient a € [0,1]\Q et 0 < p < 1 un réel. Soit n € Ny, é¢tant donné que Vr € R,Vz € Z :

z+ [r] =[z+7r] et —[—r] = |r] on obtient que :

S1aipm) = [(1= @)+ 1) + (1= p)] = [(1 = a)n + (1= p)]
— 1+ (1= a)(n+1) = o = (14 [(1 - a}n = p])
= (n+1) + [~a(n+1) = p] = (n+ [—an - p])
— 1= ([—an—p] - [~a(n+1) - ])
— 1= (la(n+ 1)+ p) = [an+ p]) =1 = S,,(n)

L’autre égalité se prouve de fagcon symétrique. O



Proposition 2.3.21.
Soient av € [0,1]\ Q et 0 < p < 1. Alors p o E(s,,) = S

_a P

14a’l+a

Démonstration:

Soient « € [0,1]\Q et 0 < p < 1. Soit un mot infini X = aga;---a,---. Notons la k*™®

occurrence de 1 a la position n pour laquelle |ag---ay|1 =k et |ag---a,_1|1 =k — 1.

De 14, si X = S,, alors [a(n+ 1)+ p| =k et |a(n) + p| =k — 1 et nous obtenons que

k—
an+p<k<an+1l)+p < an<k—p<a(n+1l) < n<-—f <nti1
o

o o[t

«

Ensuite, posons ¢ o E(S,,) = boby - - - by, - - - . Comme chaque 1 de S, , est envoyé sur 01 et
que les 0 restent inchangés, la k™ occurrence de 1 sera a b,,j. Ainsi, dans p o E (Sa,p), Par la

transformation linéaire (k,n) — (k,n + k), on obtient que :

«

E— L
an+k)+p<k<an+k+1)+p < n+k= |

T+a
Et que donc p o E(s,,,) = Sie o . O
Corollaire 2.3.22.
Soit av € [0,1]\ Q, alors E(Cy) = Ci—q et p o E(Cy) = Cle_.
Démonstration:
Soit o € [0,1] \ Q. Etant donné que C = Sp0 = S, 4, 0on obtient que :
E(Ca) = E(Saa) = S1—a-a =Ciea et 90 E(Ca) =90 E(Spa) =5 o =Ca.
U

Proposition 2.3.23.
Soit m € Ny, alors 6,,(C,) = C

m—+ta

Démonstration:

On obtient des résultats précédents que EFopo E(C,) = C1- o = Oﬁ' Et donc le cas m =1

14+«
est vérifié.

Ensuite, par induction :

poFE(C. )=C 1+ =C_u

Et donc on conclut par récurrence. O



Corollaire 2.3.24.
Soit «, B € [0, 1] \ Q tels que a = [0;my, myg, -+ ,m; + ] 2. Alors Cy, = 0y, 00y 0+ -+ 06,,,.(Cp)

Remarque 2.3.25.
Nous avons vu dans la proposition 2.1.5 qu'un mot sturmien contenait exclusivement soit le
facteur 00 soit le facteur 11. De plus, le corollaire 2.3.22 nous dit que le morphisme F, le codage

qui inverse le role de 0 et 1 défini au point 2.3.18, agit sur C,, par E(Cy,) = C1_,.

La notion de pente d’un mot (2.2.8) étant la fréquence de 1 dans le mot, on infére que si
a > % alors 11 est un facteur de C, et si a < % alors 00 est un facteur de C,. Dans la suite
de ce travail, en accord avec la littérature [10, 4, 2|, nous considérerons les mots sturmiens de

pente a < % en sachant que tous les résultats tiennent en changeant le role de 0 et 1.

Un critére pour identifier si a = [0;ay,ag,- -] < % est de regarder si a; > 1. En effet, étant
donné que si = [0;by,b9,b3,---] et v = [0;ba, b3, -+ -] on obtient que 0 < v < 1 et donc que
_ 1 1 _
ﬂ—b1ﬂ>§ — h+7<2 <= b =1
Nous pouvons aussi noter que [0; 1, as,as,---] =1 —[0;1 4+ ag, as, - - -]. En effet :
1 ltag+ = -1 ar+ =
1—-[0;14ag,a3,---]=1-— — = - = st
1—i—a2—|—a3+_“ 1+a2—|—a3+_" 1—|—CL2+a3+m
1 ag + —— as + ——
[0;1;@2’(13’...]:1 T — 13+ 1:1 3+1
e s S e

a3

Et donc a partir de maintenant les mots sturmiens auront leur pente « telle que a € [0, %] \Q
i.e. a =[0; a1, a9, -] avec a; > 2. De plus, j’introduis la notation & qui désigne I’ensemble des

mots sturmiens & majorité de 0 i.e. X € ®si X = S, , avec a € [0,3]\ Qet p € [0,1]

Nous allons maintenant, en plusieurs étapes, montrer le lien entre les morphismes 6,, et
la structure des mots caractéristiques, ce qui aboutira a la définition des mots finis stan-
dards comme fait dans [11, chapitre 9]. Et pour ce faire, nous posons comme notation, si
a=1[0;a1,a9, -], que 0% =0, 060,,0---06, (n>1)et qued§0)=0etd§(l)=1.

Lemme 2.3.26.
Soit a = [0; a1, az, -+ -] € [0, 3] \ Q, alors pour tout n > 1, 6%(1) = 62(0)62_,(0).

2. 81 a = [0;my,mg, -] et B = [0;miy1, M4y, -], alors nous faisons sens de la notation a =
[O;mla"' 7mz+5]



Démonstration:

Soient o = [0;ay,ag, -+ -] (a1 > 2) et n € Ny, calculons :

0%(1) = 64y 004y 0 - 06, (1)
= 0y, 00y 0004, (Ba(
=04, 004, 0+ 004, ,(04,(0)0 )
= (0a, 0 0a, 0 -+ 004,(0))(ba, ++00q,_,(0))
= 0,(0)0;_,(0)

]
Théoréme 2.3.27.
Soit @ = [0;a1,a9, -] € [0,2]\ Q, alors 65(0) = 0, 6¢(0) = 0“~'1 et pour tout n > 2,
07(0) = (05_1(0))" (67_5(0)).
Démonstration:
Soit a = [0;aq, a9, -] (a3 > 2). Les cas n = 0, 1 sont réglés par la définition 2.3.18 et celle de

05. Soit n > 2, et supposons par induction que le résultat soit vrai pour tout m < n. On en

retire que :

%@:%ﬂ%ﬂ”@%m)
=0, 00,00 1(9 (0))
— 0, 004, 0 »
= (0710 ))“"‘%90 (1 ))
Lo (0n1(0))H(6071(0))(67_5(0))
= (03_1(0))""(67_5(0))

Lemme 2.3.28.
Soit a = [0;ay,as,---| € [0, ] \ Q, avec 22 = [0;ay,as,- - ,a,] on obtient :
i) 105 (0)[o = gn — pu et [05(0) 1 = pa
ii) 107(1)]o = gn — pn + Gn-1 — Pu—1 et [05(1)|1 = pu + Pn
Démonstration:
Soient o = [O;al’a’%”'] S [Oa %] \Qa et Z_: = [O;al)a%"' aan] Vn e N.
Casn=0: Vu que 5(0) = 0 et 65(1) = 1 et que par définition 2.3.11 py = 0 = ¢_; et
p_1 =1 = qo on conclut.
Casn=1: Vuque 03(0) = 071 et 6¢(1) = 07110 et que p; = 1 et ¢; = a;, on conclut

également.




Cas n > 2 : Considérons que le résultat soit vrai pour tout m < n. Par le théoréme précé-
dent on sait que 0%(0) = (0%_,(0))*(62_5(0)) et donc que :

167 (0)lo = anlb_1(0)]o + [65_2(0))l0 = an(gn-1 = Pn-1) = (-2 = Pn-2) = dn = Pn

|05(0)|1 - anleg—l(o)h + |‘93—2(0))|1 I—E% ApPn—1 — Pn—2 = Pn

Enfin, grace au lemme 2.3.26, on sait que 6%(1) = 62(0)0%_,(0) et donc que :
16 (Do = 167 (0)]o + [67-1(0)lo = ¢n = Pn + G = Pn

16D = 167(0)]1 + 1651 (0)[s = o + pn

Théoréme 2.3.29.
Soit o = [0;ay, aq, -] € [0, %] \ Q. Alors, pour tout n > 1, le mot 6%(0) est le préfixe de C,, de
taille ¢,,.

Démonstration:

Soient a = [0;a4,as,---] € [0, %] \ Q et n € Ny. Etant donné que, par le corollaire 2.3.24, on
obtient qu’il existe 8 € [0,1] \ Q tel que C, = 6%(Cs). Or Cs commence soit par 0 soit par 1,
donc soit #2(0) soit 83 (1) est préfixe de C,,. Cependant, le lemme 2.3.26 montre que 65(0) est
un préfixe de 69(1). Ainsi, dans les deux cas, on obtient que 6%(0) est un préfixe de C,, et le

lemme précédent nous indique que c’est le préfixe de longueur g,. O

Corollaire 2.3.30.

Soit a = [0; a1, a9, -] € [0,3] \ Q, alors lim 62(0) = C,.
n—oo

Proposition 2.3.31.

Si C' est un mot caractéristique et F' le mot infini de Fibonacci, alors C' est égal a la limite

suivante :
C=limgiogoo---og(F) (g€ {p, B} Vi).
Démonstration:
Soit o = [0;ay, as,---| la pente de C, un irrationnel entre 0 et 1. On tire du théoréme 2.3.29

que C' = lim,, o 0,, 0+ - 06, (0). Or, vu que les 6, sont des combinaisons de E et ¢, on obtient
donc que C' =1lim,, o, g10---0g,(0) (g;: € {E, ¢}). Et donc, étant donné que F' commence par
0, on conclut que C' = lim,, oo g1 0 -+ 0 g, (F) ]

La suite de résultats que nous venons de voir met en exergue une suite de mots finis inté-
ressants, la suite (62(0)),>1. Cette suite est intéressante car les termes sont tous des préfixes de
C, et qu’ils seront d'une grande utilité dans le chapitre sur la racine carrée. Nous allons donc

les définir et les nommer proprement.



Définition 2.3.32.
Soit = [0;aq,as,---| € [0, %] \ Q, les mots standards s23 sont les mots tels que :

shi=1 sg=0, sT=0""1 et s5=(s54)"sp,(n>2)

Les mots semi-standards, non sans rappeler les semi-convergents (cf. 2.3.15) sont les mots tels
que :
spr=(sp_1)'spy (k>2et 1 <1 <ay)

L’ensemble des mots standards de pente « sera noté St(«) et 'ensemble des mots standards et
semi-standards, décrits (semi-)standards, de pente a sera noté St («).

Une petite propriété des mots standards qui nous sera utile plus tard est que deux mots
standards successifs commutent "presque".
Proposition 2.3.33.
Soit a € [0, 1]\ Q, alors pour tout k > 0, sgsp1 = (spr155) (avec T Papplication qui échange
les deux derniéres lettres d’un mot suffisamment grand).

Démonstration:

Soit a € [0, 1]\ Q, on observe que :
5051 = 00171 = T(0“7110) = ['(s150).
Ensuite, par récurrence sur k, on calcule que :
SkSkr1 = Sk(sk) ™ sp1 = (s) " spsp1 I (k)™ T (8k—1s;,) = T((88) "™ 515, ) = T(Skp188)-

O

3. Siil n’y a aucune ambiguité sur «, alors nous noterons parfois les mots standards par simplement s,
)



Chapitre 3
Des a-répétitions

Les a-répétitions ! sont la premiére grande étape dans la construction des racines. En effet,
le concept de racine ne peut exister que s’il existe la notion inverse de puissance. Et ces a-
répétitions représentent donc ces puissances qui factoriseront les mots infinis, dont les sturmiens,
en une suite infinie de mots finis périodiques avec une répétition commune auxquels nous
appliquerons plus tard une racine. Ce chapitre est une exploration de la thése de doctorat de
K. Saari [3, Chapitre 5] et du papier publié qui en résulte [10] car ces deux références développent
des détails différents.

3.1 Des mots partout a-répétitifs

Définition 3.1.1.
Soit A un alphabet fini et w € AT un mot fini non vide de période p.

i) Le mot w est une a-répétition pour un certain o € R™ si % > a.

ii) Le mot w est une a™-répétition pour un certain « € R* si %‘ > « ou de fagon équivalente

si w est une (« + €)-répétition pour un € > 0.
iii) Un mot w est une a-répétition minimale (resp. at) si c’est une a-répétition (resp. a™) et
qu’aucun préfixe propre de w n’est une a-répétition (resp. at).

iv) Une répétition d'un mot w = ¢ - - - ts est le rationnel v = % =n+ % Dans ce cas, on écrit

n fois
w =17

Dans la suite de ce travail, le qualificatif de a-répétition sera "a-répétitif".

Exemple 3.1.2.
Dans l'alphabet {0, 1}, les mots 101101 et 00010001 sont deux mots périodiques respectivement

de période 3 et 4, mais ce sont tous deux des 2-répétitions (i.e. des carrés).

1. Les v des a-répétitions et les a des pentes de mots infinis n’ont rien a voir. Cependant ce clash de notations
"usuelles" est peu important car ce chapitre est 'unique qui utilise les deux termes de fagon générique en méme
temps. De plus, ce chapitre ne contient pas de résultat nécessitant de mentionner la pente.
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Remarques 3.1.3.

i) Etant donné que la période d'un mot est plus petite que sa longueur, « sera toujours plus
grand que 1.
|w]

ii) S’il existe deux réels 1 < a < 3 tels qu'un mot w soit une [S-répétition alors o2 6> a,

et w est donc aussi par définition une a-répétition.

Définition 3.1.4.
Soit A un alphabet fini. Un mot infini X € AN est partout a-répétitif sil existe un entier N > 1

tel que tout facteur de X de longueur N posséde un préfixe a-répétitif.

Proposition 3.1.5.
Soit A un alphabet fini. Un mot infini X € AN est partout a-répétitif si et seulement si
une a-répétition commence & chaque position de X et que parmi celles-ci, ’ensemble des

a-répétitions minimales est fini.

Démonstration:
Soient A un alphabet fini et X € AN,

- Considérons que X une a-répétition et soit N la longueur pour laquelle chaque facteur de
taille N posséde un préfixe a-répétitif.
Sim € N est tel que uy, = Xjpminp, alors u,, posséde un préfixe v, a-répétitif. Ainsi, pour
toute position m, s0it X{.m+v,|| = Um une a-répétition minimale soit c’est un des préfixes de
U, qui sera minimal. De plus, ’ensemble des a-répétitions minimales est fini car il contient
au plus |AYN| éléments .

- Considérons maintenant qu’a chaque position de X, il commence une a-répétition. Et comme
A, ensemble des a-répétitions minimales dans X est fini, cela implique que N = max,ep |u|
est un entier qui convient a la définition de partout a-répétitif car chaque facteur démarre

avec une a-répétition de longueur plus petite que N.

O

Remarque 3.1.6.

Sans précisions, les définitions et la proposition que nous venons de voir peuvent sembler étre
ambigués. En effet, par exemple, le mot 01010101 est de période 2 mais aussi de période 4 et
donc la répétition de ce mot peut respectivement étre 4 ou 2.

Cependant, si nous généralisons, on observe directement que si p < ¢ sont deux périodes
d’'un méme mot w = u? = v?, alors pour tout r € Q, |v"| < |u"|. Ainsi, si w est un mot
a-répétitif alors I'a-répétition minimale sera toujours le plus petit multiple possible de la plus
petite répétition de w. Ce constat nous ameéne & une nouvelle définition.

Définition 3.1.7.
Soit A un alphabet fini et w € AT un mot fini non vide. La répétition minimale de w est celle

pour laquelle la période est la plus petite parmi celle de w.

Ainsi, par abus de langage, nous dirons que LA répétition de w est en fait la répétition

minimale.



Remarque 3.1.8.
En tant que notation, nous adresserons les mots partout 2-répétitifs en tant que carré-plein et

les 2+ en tant que chevauchement-plein.

3.2 De la restrictions des valeurs de «

La nature méme des mots infinis partout a-répétitifs va conditionner des restrictions sur les

valeurs de a. Et ici, le nombre d’or ¢ = %5 va jouer un role pivot du fait que ¢* = ¢ + 1 ce

qui implique, vu que -2 est convexe sur R", que :
Va < p,a’><a+1 et Vo> b >b+1
Nous allons maintenant, en plusieurs résultats, montrer qu'un mot partout ¢ + 1-répétitif est

ultimement périodique.

Lemme 3.2.1.
Soient A un alphabet fini, ¢ < p < |w| deux naturels et w € A* tels que w soit périodique de
périodes p et g. Alors le préfixe de taille |w| — ¢ du mot w est de période p — q.

Démonstration:

Soient A, p,q et w tels qu’énoncés. Vu que w est de période p, pour tout 1 < i < |w| — p,
w; = Wiy Bt du fait que 1 <i<|w|—p = 1<i—q+p<|w|—qet que w est de période

g, on obtient w;y, = w;4,—, pour tout ¢ < |w| — p. Ainsi,

W; = Wi4p—q Vi € {17 ,"U)l _p}

Lemme 3.2.2.
Soient A un alphabet fini, w,v € A" et p,o € QF tels que p < p < 0. Si w? = v alors
Jue AT, p+ 1< 7€ Qf tels que u” soit préfixe de w?.

Démonstration:

Soient A, w, v, g, p tels qu’énoncés. Dénotons t = w” = v°.

Cas o > p+1: Danscecas,en posant u =vet 7T =cetonobtient r=0>p+1>p+1.

Caso < p+1: En posant |w| = p et |v| = ¢, notons d’abords que p < ¢ implique que

q < p. On obtient aussi que

t| =pp=qo <q(p+1).

Ensuite, comme mentionné dans 'introduction de la section, p > ¢ = p?> > p+1. Ce



qui nous améne au équivalence suivantes :

pp < qp°
—p—qp <0
> p—qp+(pp—q) <(pp—q)
= (@P—qp+1) <(pp—q)

Par définition, le mot t est périodique de périodes p et ¢ et ainsi, par le lemme précédent,
on obtient que s, le préfixe de taille |t| — ¢ de t est de période p — ¢. Ainsi, en posant 7 comme

étant la répétition de s, on obtient :

o _M—a_pr—g
p—q p—q p—q
—q)(p+1
L (=)l ):p+1
pP—q
Et donc, il existe u € AT tel que s = u” est un préfixe de t avec 7 > p + 1. O

Proposition 3.2.3.
Soit A un alphabet fini. Si X € AN est un mot infini partout (i + 1)-répétitif et que (i) est la

période de la (¢ + 1)-répétition minimale a la position i de X, alors on obtient I'inégalité
r(i4r(z)) > ri).

Cette proposition nous indique que dans un mot infini partout (¢ + 1)-répétitif, chaque
(¢ + 1)-répétition minimale qui démarre aprés la premiére période de la précédente est plus

grande que celle-ci.

Démonstration:

Soient A un alphabet fini et X € AY un mot infini partout (¢ + 1)-répétitif. Soit i un naturel
et posons w la (¢ + 1)-répétition minimale qui démarre & la position ¢ dans X. Soient v € AT
et v > ¢+ 1 tels que w = v et |v| = r(i). L’inégalité v > ¢ + 1 est stricte car la répétition
d’un mot fini est rationnelle par la définition 3.1.1.

Posons u comme étant la (¢ + 1)-répétition minimale qui démarre & la position i + (i) et
soient t € AT et § > o + 1 tels que u =t et [t| = r(i + r(i)).

té‘fl

Par minimalité, v, < ¢ + 2 car sinon on aurait que v? "1 et seraient aussi des (¢ + 1)-

répétitions. Ce qui est contradictoire.




t(;fl

Comme ils commencent a la méme position (voir la figure) , soit v est préfixe de soit

9~ est préfixe de v. Or si v est un préfixe de t°~*

t(s—l

alors v est également un préfixe propre de
u = t° ce qui contredit la minimalité. Ainsi est préfixe de v et donc il existe un rationnel
o < 6 tel que vV = ¢,

Supposons maintenant par 'absurde que (i +r(i)) < r(i). Comme ¢ < v—1 < 0 < 4, par
le lemme précédent, les mots v et v7~! ont un préfixe de la forme s™ avec 7 > 1+ (y—1) > p+1

ce qui contredit de nouveau la minimalité de w. O]

Lemme 3.2.4 (?%).
Soient A un alphabet fini, X € AN partout (¢ + 1)-répétitif et G I'ensemble fini des (p + 1)-
répétitions minimales de X telles que si g € G alors |g| > |h| pour toute (¢ + 1)-répétition

minimale h. Si p est un préfixe période de w € G alors p n’est préfixe d’aucun autre élément
de G.

Démonstration:

Soient A, X, G, w et p tels qu'énoncés. Supposons qu’il existe v € G de préfixe période ¢ tel que
p soit aussi préfixe de v. Discutons de la longueur de q.
Cas |p| = |¢q| : On obtient que w = v et on conclut.
Cas |p| < |q| : On obtient que si
v w w| — —
0] |w _ 1wl = (al — Ipl)

pF+l< —=
lql (gl = Ip]) + Ip| p|

alors le préfixe de taille |w| — (|g| — [p|) de w est également une ¢ + 1 répétition ce qui
contredis la minimalité de w.

Montrons maintenant que la deuxiéme inégalité est vraie. En effet, si nous posons
A = |q| — |p| > 1, on obtient :

[w| _ lw| — A
A+ [pl p|
= |w|[p| < |w||p| + |w|A — [p|A — A?
0 < (Jw| = [p|) —A)A

<0< |w|—|p| = A=|v]—[p| = (lg| = [p]) = |v] - |q|

Ce qui est toujours vrai vu que v se répéte au moins ¢+ 1 > 2 fois et que donc |v| > 2|g|.
Cas |p| > |q| : Ce cas se régle comme le précédent en inversant les roles de w et v.
U

Théoréme 3.2.5.
Soit A un alphabet fini, si X € AY est partout (¢ + 1)-répétitif alors X est ultimement pério-
dique.

2. Ce lemme neuf clarifie un argument du théoréme suivant non détaillé dans [3] et qui ne semble pas trivial.



Démonstration:
Soient A un alphabet fini et X € AY un mot infini partout (¢ + 1)-répétitif. On sait de la

proposition 3.1.5 que I'ensemble des facteurs (¢ + 1)-répétitifs minimaux de X est fini. Déno-
tons le plus long de ces facteurs par w et sa période par N. Soit ¢ la premiére position ot w
démarre, on obtient donc que r(i) = N. Par la proposition précédente, r(i + kN) = r(i) = N
pour tout k& € N car il n'y a pas de (¢ + 1)-répétition plus grande parmi les facteurs de X. De
plus, on peut écrire w comme étant v avec |v| = N et p > ¢ + 1 et ainsi, du fait que p > 2, la
v + 1 répétition qui commence & la position 7 + N posséde v comme préfixe. Et donc le lemme
précédent nous indique que cette ¢ + 1 répétition est w. Nous concluons par induction car si
w occurre & la position i + kN alors il occurre aussi a la position i + (k4 1) N ce qui traduit le

fait que X est un mot ultimement périodique de période v. O

Nous savons donc qu’il n’existe aucun mot infini apériodique qui est une a-répétition pour
tout a > ¢ + 1. Cependant, nous pouvons garantir 1’existence de mots partout a-répétitifs
"minimaux" pour tout 1 < a < ¢+ 1. Nous allons donc d’abord expliciter ce nouveau concept

de minimalité avant de prouver ce résultat.

Définition 3.2.6.
L’application M(.) : R* — N est celle qui associe & un « le plus petit k € N tel qu’il existe un

mot infini apériodique et partout a-répétitif avec k distinctes a-répétition minimales.

Un mot infini partout a-répétitif est dit optimal s’il posséde exactement M (a) a-répétition

minimales distinctes.

Théoréme 3.2.7.
Soit a un réel tel que 1 < a < ¢ + 1. Il existe un mot infini partout a-répétitif optimal sur

A=1{0,1}.

Démonstration:

Soit X un mot infini partout a-répétitif apériodique sur un alphabet fini B. On peut considérer

a codage preés que BN {0,1} = (). Pour chaque b € B on définit le morphisme :

lsia=0
m: B*— {0,1}" ta
Osiae B\ {b}
Ainsi, pour tout b € B, 7,(X) est un mot infini dans {0,1}. Et comme 7, est un codage,
Vi,j € Nyx; = x; = m(x;) = 1(x;), ce qui implique que 7, préserve la périodicité et que
donc 7,(X) est partout a-répétitif. De plus, le nombre d’a-répétitions minimales est au plus

celui de X car plusieurs lettres sont envoyées sur 0.

Enfin, 3b € B tel que 7,(X) soit apériodique. Sinon, le plus petit commun multiple des

périodes de tous les 7,(X) serait la période de X lui-méme, or X est apériodique. O



3.3 De la définition générique des a-racines

En réfléchissant a la nature de la racine carrée des mots sturmiens, je me suis demandé si
d’autres racines étaient possibles. Aprés exploration, ma conclusion étant oui, nous définissons

donc les a-racines de fagon générique.

Remarque 3.3.1.
Si X est un mot infini a-répétitif, alors sa décomposition en a-répétitions minimales est unique.
En effet, si X = X1 Xo0X5--- = V1YoY5--- et | Xy| # |Y1|, alors 'un est préfixe de 'autre, ce
qui contredit la minimalité. Et donc, de proche en proche, on obtient que la décomposition est
unique.

Notons que le caractére optimal de X n’intervient pas dans la factorisation en produits
d’a-répétitions minimales.
Définition 3.3.2.
Soit 1 < a < ¢+ 1.Siwe {0,1}7 est une a-répétition minimale i.e. w = v? avec ¢ € Q tel

que ¢ > « et glv] — 1 < avl, alors on définit I'a-racine finie de w par :
o rwev

De plus, si X = X7 X5X3--- est un mot infini partout a-répétitif et que les X; représentent la

décomposition de X en a-répétitions minimales, alors on définit I’a-racine infinie par :

Les deux prochains chapitres sont ainsi dédiés a I’étude du cas particulier de la 2-racine des

mots sturmiens.



Chapitre 4

Des caractéristique des mots
(semi-)standards comme facteurs de mots

sturmiens

Ce chapitre est la derniére étape préparatoire a I’analyse de la racine carrée des mots stur-
miens. En effet, ce chapitre, qui reprend principalement le papier [4], est le développement
préambule de la série de résultats simplement énoncés dans |2, chapitre 2.2,3,4|. Ces résultats
concernent la place des facteurs, et plus particuliérement des mots (semi-)standards, sur le

cercle des mots de rotations de .

4.1 De la distance sur le cercle T

Dans cette section, nous allons nous attarder sur la fagon dont interagissent les multiples

de a sur le cercle T = [0, 1].

Définition 4.1.1.

Soient T! le tore de dimension 1 et x un réel. On définit la norme de x sur T par I’égalité

||lz]| = min {{z} 1 —{z}}.
Notons également, comme dit dans [12, Chapitre 1|, que cette norme est égale a

min|x — z|
2€7L

i.e. a prendre la valeur absolue de la différence avec I'entier le plus proche de x.

Définition 4.1.2.
Rappelons I'application de rotation d’angle a € [0, %] \ Q sur le cercle que l'on a définie dans
la section 2.2.4 :

Ry :[0,1[— [0,1]: z — {z + o}

Nous allons établir quelques terminologies :
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1
12
z,y € [0, 1] qu’ils sont du méme coté de 0 §’ils font partie du méme intervalle. Et a 'inverse,

En partitionnant le cercle par les intervalles (0,3) et (3,1), nous dirons de deux points

qu’ils sont de part et d’autre de 0 s’ils ne sont pas dans le méme intervalle.

Proposition 4.1.3.
Soit o € [0, 5]\ Q et k > 1, alors les points {ga} et {gry1a} sont toujours de part et d’autre
de 0.

Démonstration:

Soient « € [0, 3]\ Q, et (B%)ken ses convergents. Notons d’abord que ¢; = a; > 2. Nous savons
de la proposition 2.3.14 que si g, > 2 alors |gzov — pi| < |2 — 1|. On retire de ceci que si g > 2
alors ||gra| < 3.

De plus, nous savons de la démonstration de la proposition 2.3.13 que pour tout k£ € N,

P2k - o < 241 Bt ainsi, on obtient que si k > 1 :
92k q2k+1

1
Qo — Do > 0 = {qarar} € |0, 5

1
Qok—10 — Po—1 < 0 = {qup100} € {5, 1{

0

Le cercle T va aussi nous permettre de représenter les mots finis sous forme d’intervalle.
Cependant, le choix pendant de Iy et I; et la structure que nous voulons mettre sur T nous

oblige a introduire une nouvelle notation.

Définition 4.1.4.
Sur le cercle T = [0, 1[, deux points de R, = # y avec x,y # 0 déterminent [’intervalle d’arc, noté
[z, y], qui est I'intervalle semi-ouvert délimité par {x} et {y} et qui ne contient pas 0 comme
point intérieur. L’ouverture se fera dans le méme sens que les intervalles I et ;. Notons que
méme si [z,y] = [y,z], si Pordre de {z} et {y} est connu, on pose la convention d’écrire
I'intervalle d’arc dans cet ordre.

On définit aussi le cas particulier [0, z] qui est le plus petit des deux intervalles semi-ouverts

de T délimités par 0 et {z}. Cet intervalle est également ouvert du méme coté que Iy et I;.

Maintenant, pour placer les mots finis sur le cercle, nous avons d’abord besoin d’associer un

mot fini & un ensemble.

Définition 4.1.5.

Soit A un alphabet fini, le eylindre d’'un mot w € A*, noté [w] est 'ensemble :
{X € AN X[07|w|[ = w}

Autrement dit, c’est I’ensemble des mots infinis de A qui commencent par w.



Définition 4.1.6.
Soit v € [0,1] et w = wy - - w,, € {0,1}". L’ntervalle du cylindre [w] par rapport a L(«), noté

[w], est intervalle défini comme suit :
Ty, N (L, — @) N (Ly, — (n— 1))

De ces définitions et de celle des mots de rotation (2.2.16), on obtient le résultat suivant.

Proposition 4.1.7.
Soient S, , € & et w € {0,1}". Alors S, , € [w] < p € [W]a.

Démonstration:

Soient S,, € ® et w = wy---w, € {0, 1}*. Comme Sa,p est un mot de rotation, on obtient

pour tout 1 <7 < n que:
Sap(i) =w; <= p+(i—1ael, < pe(l,, —(i—1a)
Et on peut ainsi conclure que S, , € (W] <= p € [W],. O

Avec cette caractérisation, étant donné que le contexte L(a) sera toujours présent, nous
nous permettrons de confondre les notations [w] et [w],.
Avant de continuer, nous allons développer de petits résultats sur les cylindres qui serviront

plus tard.

Proposition 4.1.8.
Soient o € [0, 3]\ Q et w,v € L(a)

i) Si w est spécial a droite alors {—(|w| + 1)a} € [w].
ii) Si w est un préfixe de v alors [v] C [w].
iii) Si w est un suffixe de v alors [v] C ([w] — (Jv| — |w])a)

Démonstration:
Soient o € [0, 3]\ Q et w,v € L(a)

1) Si w est spécial a droite, alors w0, wl € L(a). Ce qui implique que [w] N (Iy — |w|a) # O
et [w] N (I} — |w|a) # O ce qui s'interpréte sur le cercle par le fait que {1 — a — |w|a} soit
un point intérieur de [w] et donc que {—(Jw| + 1)a} € [w].
ii) Si w est un préfixe de v alors tout mot infini qui commence par v commence également
par w et donc par définition [v] C [w].
iii) Siw = wy ---w, est un suffixe de v = vy - - - v, alors les |w| derniéres lettres de v coincident
avec celles de w. Ainsi l'intervalle [v] peut s’écrire
Loy N (Lo, —a) O -0 (L,
NIy, —(m—n)a)N---N (L, —(m—1)a)
=1, N(L,—a)n---N(I

—(m—n-1)a)

Um—n

—(m—n—-1a)N (jw] = (m—n)a)



Et on conclus que [v] C ([w] — (m —n)a).

Revenons maintenant aux distances sur T.

Lemme 4.1.9.
Soit a = [0;ay,as,---]. Alors, pour tout k& > 2 et 0 < [ < ag, nous disposons des égalités

suivantes :

i)

laricll = (=1)*(gricx — pri) (4.1)
ii)
gkl = llgesrell = llgr—re] (4.2)
iii)
Jmin [[nall = g al (4.3
Démonstration:

Soient o = [0; a1, a9, ], k >2et 0 < < a.
i) Par définition, ||gx o = miél|quloz — z|. Or, les (semi-)convergents étant la meilleure ap-
ze

proximation & dénominateur fixé de «, on obtient que
min |qraer — 2| = |qeac = pra| = (=1)* (qrac — piy)
ii) Grace au point (i), et en se rappelant de la définition 2.3.15, on calcule que :

gricrl| = (‘Uk(%za — Prl)

= (=1)*((gka—1 + gr-1)a = (Pri1 + Pe-1))
(‘Uk(%,lﬂa — Pri-1) + (—1)]6(%7104 — Di—1)

|Gk i—10e]| — (_1)]“71(%—106 — Pk-1)

gk = llgr—1ce]|

iii) L’égalité est une réécriture de la proposition 2.3.14 avec la notion de norme.

O

Grace a la deuxiéme équation, nous pouvons, similairement & la proposition 4.1.3, donner
les positions relatives des semi-convergents par rapport a leurs voisins.
Proposition 4.1.10.
Soit a € [0,2]\ Q et k > 1, alors les points {gya} avec (k,1) € K(a) sont situés entre les
points {gra}t et {qr_2a}

Démonstration:

Soit a € [0,1]\ Q et (B )ken ses convergents.



Par (4.2) on obtient que ||gxa|| = ||lgk ]| — (ar — 1)||ge—1¢|| et donc ||gre|| < ||gricy]|-
Et par cette méme équation on obtient que ||gyall = [|gri—10|| = ||gr-1,0x_, 10| + [|gr—2c|

et donc ||gric|| < ||gr—20]|. O

Proposition 4.1.11.
Soit @ € [0,1] \ Q. Si n est un naturel tel que 0 < n < gx; avec k > 2 et 0 < [ < a; et que

l|na|| < ||gri—1¢|], alors n = mgy_1 pour un certain 1 <m < min{l,ax — [ + 1}.

Démonstration:

Soit av € [0,1] \ Q et soit n < gx,; tel que ||na|| < ||gri—1¢||. Supposons par absurde que
{na} et {gr_20a} soient du méme coté de 0. L’inégalité n < gi; implique que n # g, pour les
r > 1. De plus, par (4.2) et I'hypothése que ||na| < ||gri—1¢|, on récupére que n # gy, pour
0<r<Il—1 Ainsin # q, V0 <r < a;.

Par (4.3), on sait que ||na|| > ||gra|| et donc que {na} se trouve entre {gi ja} et {qx j+10}
pour un certain 0 < j < aj. On sait aussi que la distance entre {na} et {g ja} est inférieure a
lge—1¢||. Or, cela impliquerait que g ; > g, ce qui est une contradiction de la définition 2.3.15.

Supposons par 'absurde que n ne soit pas un multiple de gx_1. Alors le point {na} se
. HJ' Comme {na} est du

llak—1cx
méme coté de 0 que {gx_1a}, on obtient que ||na|| > ||tgr—1¢|| et rappelons par définition que

trouve entre les points {tg,_1a} et {(t + 1)gp_1a} avec 0 < t < L

[tgr—1cel| = tllgr-1cr]].

Ainsi, la distance entre ||no|| et ||tgr_1c|| étant inférieure a ||gx_icv||, on obtient par (4.3)
que tqr—1 > qr = axqr—1 + qr—2 et que donc ¢ > a.

Avec la définition 2.3.15, on calcule que la distance entre {gra} et {gr_o2a} est de ay||gr—1¢]]

et vu que ||gra|| < ||ge—1c|| on obtient que
a1l < llai—sall = agllgsrall + lasall < (ax +1) g0l
Ainsi, nous pouvons réécrire notre hypothése n sur par
(ak + Dllgr-all > llgeiall > [Inall > g o

ce qui implique que a; > t, or nous avons déja que t < a; et donc une contradiction. Et donc
on obtient que n = mgy_; (m € Np).
Prouvons maintenant que 1 < m < min{l/,ay — [+ 1}. Notons d’abord par la définition

2.3.15 que m@y—1 < ¢, exactement lorsque m <! < a. Ainsi, par (4.2) :

mllgraall = [[mgeall < llgriall = (e = (0= D)llgerell + gl

Et donc on obtient que m < ay — [+ 1 et que donc m < min{l, a; — [ + 1}. O

Remarque 4.1.12.

Avec U'inégalité (ar + 1)||gr—1c]] > ||gk1—1¢|| vue dans la preuve ci-dessus et par 'égalité (4.2),



on récupére que ag||gr—1¢| < ||gr—2|l < (ax + 1)||gr—1¢|| et donc on obtient I’égalité suivante :

=1 (14)

lgk—1cx]

4.2 Des (semi-)convergents et facteurs de mots sturmiens

Maintenant que nous avons établi le résultat 4.1.11, nous allons pouvoir nous en servir pour
analyser les puissances présentes comme facteurs de mots sturmiens. Les résultats suivants sont
quelque peu techniques mais d’une grande utilité pour ’étude combinatoire de la racine carrée
des mots sturmiens.

Avant d’établir les résultats, nous avons besoin, parmi les opérations classiques sur les mots
finis, de définir ce qu’on appelle les conjugués d’un mot.

Définition 4.2.1.
Soit A un alphabet fini. Les deux mots finis w,v € A" sont conjugués 8'il existe z,y € A™ tels
que w =zy et v = yx.

Nous définissons aussi 'opération de conjugaison cyclique :
C: A" 5 AT w = avw' — wa.

L’ensemble des conjugués d'un mot w peut donc étre décrit par Cy, = {C*(w) : 0 < i < |w|}

Proposition 4.2.2.
Soit a € [0,2] \ Q. Si w est un mot non vide primitif tel que w? € L(«a), alors soit |w| = gy
(k> 0) soit |w| = qr; ((k,1) € K()).

Démonstration:

Soient o € [0, 3] \ Q et w primitif avec w? € L(«) et posons |w| = n.

Cas n < g1 = ay : Nous avons vu dans le théoreme 2.3.27 que dans les mots sturmiens de

pente «, s§ = ((07711)20)%30~'1 € L(a). Ce qui implique que pour tout facteur

suffisamment grand, deux 1 sont toujours séparé par au moins a; — 1 fois la lettre 0. Ce

qui implique que pour un mot de longueur n, si w? est dans £(a) alors w ne peut étre

qu'une suite de 0. Et si w est primitif alors w doit étre égal & 0 = 5. Et donc |w| = qo.
Cas n > ¢ : Posons [w] = [—ia, —ja] avec 0 <4, j < n.

Si w n’est pas spécial a droite, alors w et w? s’étendent de maniére unique et le mot
C(w) = wy - - - wyw; est un mot de longueur n primitif avec C(w)? € L(«a). Ci ce mot
n’est pas spécial & droite alors on peut répéter le processus. Et si tout les mots de C,
ne s’étendent que de maniére unique, alors tout les mots sturmiens de pente « serait
ultimement périodique ce qui est contradictoire avec la définition des mots sturmiens.
Ainsi, on doit avoir un conjugué de w qui soit spécial & droite. On peut ainsi supposer
sans perte de généralité que se soit w lui-méme qui soit spécial & droite. Ce qui implique
par la propriété 4.1.8 que {—(n + 1)a} € [w]. De plus , comme [w?] = [w]N([w]—na) # 0,

on obtient que soit [w?] = [—(i + n)a, —ja] soit [w?] = [—ia, —(j + n)a].



Par symétrie, supposons que [w?] = [—ia, —(j + n)a] et montrons que nous avons
{-=(n+1)a} = {—(n+j)a} ie. que j = 1. Supposons par 'absurde que j # 1. Si
a = wi, et b # a, on obtient, comme w est spécial a droite, que [w?] C [wa], [wa] =
[—ia, —(n + 1)a] et [wb] = [—(n + 1)a, —ja]. Posons p € [w?], o € [wa] \[w?] et u =
A(Sap, Sas) (avec A qui rends le plus long préfixe commun de deux mots cf.1.2.4).
Comme [wa] # [w?], on déduit que |u| < 2|w|. De plus, par définition de u, il est spécial
a droite ce qui implique que w est un suffixe de u par la proposition 2.2.2. Cependant,

w? est un préfixe de S, , et donc il y a au moins trois occurrences de w dans w?

ce qui
contredis sa primitivité.

Ainsi, nous obtenons que j = 1. Comme il n’y a aucun point { —ma} dans l'intervalle
[—(+n)a,—ja] = [-(n+1)a, —a] si m < n, on obtient que {—na} est le point le
plus proche de 0. Et donc, si ¢ < n < g2 alors n = ¢; ou alors il existe & > 2 tel que
ks <n < @ri+1 (0 <1 < ag) et par la proposition 4.1.11 soit n = gx_1 soit n = g .

O

Nous pouvons également prouver que de tels facteurs existent. En effet, les mots (semi-)

standards et leur carré sont tous dans L(a).

Lemme 4.2.3.

Soit o € [0, 3] \ Q, alors 53, 57, 57, € L(a) pour tout (k,1) € K (a).

Démonstration:

Soit @ € [0,1]\ Q. Etant donné que s§ = (((0%711)%20)%0u~11)%((0~'1)%20) € L(w), on

observe directement que s = 00 et s? = (0“7'1)? sont tous deux dans L(«).

De plus, comme vu dans la proposition 2.3.33, siSi11 et g1, n'ont que les deux derniére
lettre qui différent. Ainsi, on obtient que si k& > 2 alors s; est un préfixe de sy 15; qui est un
suffixe de s,2 et donc s; € L(a).

Enfin, comme par définition, s; est un préfixe de sy, si (k,1) € K(a) alors sp; = st s,
est un préfixe et un suffixe de s, = s7* | s,_o et donc s}, est un facteur de s et donc on récupére

bien que s, € L(c). O

Nous allons maintenant discuter de la longueur des intervalles des 5 ; et de leurs conjugués.
Et c’est ce théoréme, ainsi que celui qui suivra, qui nous permettront de développer des critéres
sur la racine carrée de mots infinis.

Nous avons d’abord besoin du théoréme classique dit "des trois distances". Nous allons ici

développer une preuve inspirée de celle de Swierczkowski [13].

Posons d’abord le contexte, soient a € [0, 1] \ Q,N € N et la suite finie sur T : ({na})i<n<n-
Etant donné que « est irrationnel, on peut affirmer que les éléments de cette suite sont tous

distincts. Et donc, si on les ordonne, la suite

{roa} =0 < {z1a} <{z2a} < - <{zya} <1



partitionne T en N + 1 intervalles. Nous dirons que {z;a} suit {z;a} si j = ¢ 4+ 1. Avec ces

notations, on pose comme cas particulier que 0 suit {zya} et que {x1a} suit 0.
Nous allons ensuite, pour tout i € {0,---, N}, poser 6; = | [{zia},{xir1a}[]| et le cas

particulier {zy 1} =1=0.

Théoréme 4.2.4.
Soient & = [0;ay,a,-+-], N € N et i€ {0,---,N}. L’écart ¢; ne prend sa valeur que parmi
(50, 5]\/ ou (50 + 5N-

Démonstration:

Soient a, n et 7 tels qu’énoncés. On décompose ¢ de fagon unique comme étant ¢ = hqg_1+qx_o+7r
avec k> 2,0<h<apet0<r<qp.
Cas xy < x7 : Dans ce cas, au vu des considérations de la sections précédente, on obtient
que Ty = qr—o et x1 = qp_1 et donc que nm<1]r\[1]|naH = ||gr_1c¢]| = do

Sous cas ¢ < xy : Dans ce sous cas, on obtient que i + 7, — x,, < N

Sous Sous Cas i + z1 < N : Nous allons montrer que {(i + z1)a} suit {ia}. Suppo-

sons par absurde qu’il existe [ tel que {ia} < {la} < {(i + x1)a}. Ainsi, sii < [,
du fait que |{ia} — {la}| < |{ia} — {i + z1a}|, on obtient que ||(I —i)a| <
|z, Et sil < i, du fait que |{la} — {(i +x1)a}| < |{ia} — {i + 210} |, on
obtient que |[(i + 21 — D)a|| < ||z1|. Ce qui, dans les deux cas, est une contra-
diction. Et donc §; = g

Sous Sous Cas N < i+ z; : Nous allons montrer que {(i +zy —xn)a} suit {ia}.

Montrons d’abord que x; — xy = x3. En effet, sinon il existe j tel que {z1a} <
{ja} < {(z1 —zn)a}. Ce qui implique que 0 < {(j — x1)a < {—zya}} et donc
que {zya} < {(z1 — j)a} < 0 ce qui contredit le fait que 0 suit {zya}.

Supposons par I’absurde qu'il existe [ tel que {ia’} < {la} < {(i + 21 — zn)a}.
Ainsi, si @ < [ alors on obtient que ||(I —i)a|| < ||[(x; —xy)a| et donc que
I|(I —i)a| < [|z2c||. Ainsi, on doit avoir que I —i = z1 ce qui contredit N < i+x;.
Et si [ < ¢ alors on obtient similairement que ||(i — [ 4+ 21 — zn)|| < ||xsa|| et
donc que i — [ + 1 — x, = x1 ce qui contredit ¢ < zy. Ainsi on obtient que
d; = 6o + On

Sous Cas xy < i : Nous allons montrer que {(i — zy)a} suit {ia}. Supposons par I’ab-

surde qu’il existe [ tel que {ia} < {la} < {(i — zy)a}. Sii <[, alors on obtient que

I[{(l =i+ zn)a},0[ < |[{zna},0]| et sil < i alors, |[{(i —1)a},0] < |[{znal,0]|

ce qui dans les deux cas contredit que 0 suit zya. Et donc on obtient que §; = dn
Cas xny > x1 : Dans ce cas on obtient que x1 = qx_2 et xnx = qr_1 et donc la démonstration

est similaire avec les roles de x; et xn inversé.

O

Proposition 4.2.5.
Soient o € [0, 3]\ Q, (k,1) € K() et n = gy. Alors Vi € {0,--+ ,n— 1}, C(S,) € L(c).



De plus :

” lgri—rall si i€ {0, qu1 — 1}

€G]l = *
gl si i€ {ge-1,---,n—1}

Et lintervalle du n + 1™ facteur de longueur n de L£(«) est de taille ||gx ).

Démonstration:

Soient a, k,l,n et r tels qu'énoncés. On obtient de la proposition 4.1.11 que lintervalle J =
[—qxi—1c, 0] posséde uniquement {—na} parmi les {—ia} comme point intérieur. Autrement
dit, le point —na sépare J en deux intervalles K = [—qx;—10, —na] et L = [—na, 0]. Notons
aussi que ||qg 1] = |J| = | K| + |L| = ||gk—1¢]| + [|@r||- Ainsi, le théoréme 4.2.4 des trois
distances implique que ces trois normes représentent les longueurs de tous les intervalles de
la partition par 0,{a} {2a},- -, {na}. De plus, on remarque que L est I'unique intervalle de

longueur /g /|-

Soit i le plus petit naturel tel que (J — ia) ne fasse plus partie de la partition. Comme
les extrémités de (J — i) sont toujours de la forme ma, on obtient par (4.2) qu’il doit étre
I'union de deux intervalles de longueur respectivement |K| et |L|. De plus, |J| ne peut pas
étre un multiple de |K| et pareillement |K| n’est pas un multiple de |L|. Ainsi, du fait que
L est l'unique intervalle de longueur ||gx ||, on obtient que L doit faire partie de l'union.
Vu l'irrationalité de o on obtient que (J — i) # J et on récupere que (J —ia) = M U L
avec M = [—qx—1,0]. On obtient ainsi que la rotation d’angle —icv envoie l'extrémité 0 de
L sur l'extrémité —qy_1a de M et donc ¢+ = ¢,_1. Comme k > 2, i > 1 et les intervalles
J(J—a), -, (J— (i — 1)a) sont les gx_; intervalles de longueur ||gx,;—1¢||. Et de nouveau,
par le théoréme des trois distances, les n + 1 — g,_1 intervalles restants, a I’exception de L, sont

ceux de longueur ||qx_ic|

Nous allons maintenant établir le lien entre la partition des rotations et les conjugaisons de
Sk Solent w et v deux facteurs de L£(«) de taille n = g tels que [u] = M et [v] = L. Du fait
que M et L sont de part et d’autre de 0, on récupére que w = aw’ et v = bv" avec a et b deux
lettres distinctes. Soient x € M et y € L. Comme ¢ > 1, nous pouvons observer 'intervalle
(J—(i—1)a) = (M UL)— «a) qui représente un mot u de longueur n. Nous obtenons de
ceci que les deux mots sturmiens S, ;1o €t Sy 4o possédent tous deux u comme préfixe. Cela
implique que au est préfixe de S, , et que bu est préfixe de S, . Le tout indique que v est un
mot spécial a gauche de longueur n = g i.e. u = s;;. Montrons que v n’est pas un conjugué
de si;. Notons que k — 1 est impair si et seulement si {—¢q_1a} € Ij. Ainsi, la premiére lettre
de v est O si et seulement si &k — 1 est impair et la derniére lettre de sj; est 0 si et seulement si
k — 1 est pair et donc ces deux lettres sont toujours distinctes. Cependant, comme le suffixe de
longueur n — 1 de v est un préfixe de s;;, on en déduit que |v|, > |sk,|p et donc que ces deux

mots ne sont pas conjugués.
Posons maintenant z le mot tel que (J — a) = [z]. Comme {—na} € J, on obtient que
{—=(n+1)a} € [z] ce qui traduit le fait que z soit spécial & droite et que donc z = ;. Nous

savons par le lemme 4.2.3 que s3; € L(a) et que donc tous les conjugués de s;; aussi ainsi



leur miroir par 2.3.2. De plus notons que les conjugués de s;; s'é¢tendent de facon unique par
la gauche avec leur derniére lettre.

Posons A et p deux facteurs de taille n tels que A # v et ([A\] — @) = [i]. Etant donné que
sk, ne satisfait pas a ces conditions on obtient que A\ # si; et donc que A\ s’étend a gauche
de fagon unique. Montrons que C'(\) = p. Si A = N¢ alors on peut écrire que p = d)\ et on
obtient que pc = dNec = d\ € L(a) et que ¢ = d. On peut donc conclure que C(A) = u. Ainsi
on obtient que les facteurs (J —a), (J —2a),-- -, (J — (i —1)a) sont respectivement les facteurs
Skt C(Ska), -+, C%172(5) ;) = sg;. De plus comme v n’est pas conjugué a s, on doit avoir
C(sk1) = u. Les facteurs de taille n d'intervalle [w] = L, (L—«),- -+ , (L — (n—qx_1)) sont donc
respectivement les facteurs w, C(w),--- ,C" %-1(w). Enfin, les derniéres conjugaisons sont les
intervalles manquant. Et nous avons donc que l'orbite de .J sous la rotation d’angle —a décrit

les intervalles des conjugués de i du fait que w = C(sy,;) = C%*-171(8;,). O

Pour exprimer que le carré d’'un mot appartient a £(«), il peut étre utile d’utiliser comme
outil intermédiaire le concept d’index de facteur sur lequel le résultat suivant porte. Nous allons

donc d’abord définir cette nouvelle notion.

Définition 4.2.6.

Soient w un mot fini non vide de F un ensemble de mots sur A un alphabet fini. L index de w
est défini par indg(w) =sup{n € N: w" € E}.

Remarque 4.2.7.

Similairement & la démonstration de la proposition 4.2.2, I'index d’un mot w dans £(«) peut
s’exprimer par sup {t € N: ({z} — t|w|a) € [w]} avec x qui est une des extrémités de [w]. En
effet, vu que [w"] C [w] pour tout n > 1, dés que {z} —t|w|a n’est pas dans [w] pour un certain
t alors c’est que w' n’est plus un facteur de £(a). Et donc I'index d’un mot dépend seulement

de sa taille et non de sa position. Ainsi, nous pouvons déduire que

. w Losi |[w]] # [lJwlel]

indg (o) (w) =7+ ] v = (4.5)
[[|wlel] 0 sinon

Proposition 4.2.8.

Soit @ = [0;a1,a2,---] € [0,2]\ Q. Si k > 2 alors pour les facteurs de taille n de £(a) nous

avons les possibilités suivantes :
i) Sin < qp, I'index des conjugués de 0" 1 est 1 et celui des 0" restant est [%J
ii) Si n = ¢, 'index des conjugués de §; est ay + 1 et celui des 0 restant est 1.

iii) Sin = g, 'index des gx_; — 1 premiers conjugués de 3y est axy1+2, 'index des n+1—qx_1

autres conjugués est agyq + 1 et celui du facteur restant est 1.

iv) Sin =g (0 <l < ag), 'index des gx_; — 1 premiers conjugués de $j,; est 2 et celui des

facteurs restant est 1.

Démonstration:

Soient o = [0; aq, a9, -],k > 2 et n € Ny. Notons d’abord que les sept cas sont mutuellement



exclusifs.
Cas (i) et (i1) : Les facteurs de tailles n < ¢; de L£(«) sont 0" et les conjugués de 0" 1.
L’index de 0 étant a;, on obtient que I'index de 0™ est donc L%J
Ensuite notons d’abord que, étant donné que aqg; < 1, la longueur des intervalles des
conjugués de 0" 1 est de . Si n = 1, 'index du mot 1 est 1 vu que 11 ¢ L(a). Sin > 1

alors par 4.5 :

indg()(w) =1+ { . J LHazsin=q(cf.(44))

el 1 sinon

Cas (it7) et (iv) : Soient (k,l) € K(«) et w € L(a) un mot de longueur sy.

Siw = C"(31,;) (i < qr_1 — 1) : La proposition 4.2.5 nous dis que |[w]| = |lqr;_1¢| et

donc par (4.2) et (4.5) on obtient que :

. Y’ ol + 1 1
ind e (w) = 1+ LHC]M 1 HJ 4 “qk,z |+ 1lgr— HJ o4 qu 1 HJ
| qrace|| gl | qrce||

Si | = ay alors par (4.4) indg)(w) = 2 + apqq et sil # ag, alors par (4.3) [|griaf| <
||QI<:_1CY|| et donc indg(a) (’LU) =2

Siw=C"5k;) (1 >qr_1 — 1) : On obtient que |[w]] = ||gr_1c| et donc, de maniére

équivalente a I'équation du sous-point précédent, que si | = aj alors indg ) (w) =1
et si [ # ay, alors indg ) (w) =1 + apqq.

Si w # C'(51,) pour tout ¢ : on obtient que |[w]| = ||gr | et donc de nouveau par (4.5)

on obtient que indz()(w) =1
U

Nous pouvons donc maintenant énoncer le théoréme qui nous servira dans la caractérisation
de la racine carrée des mots sturmiens.

Théoréme 4.2.9.

Soit a € [0, %] \ Q. On dispose des quatre points suivants :

i) Le facteur w € L(«a) de longueur g est un conjugué de s, (k > 0) si et seulement si
w? € L(a).

ii) Sile mot w est un conjugué de si; ((k,1) € K()). Alors w? € L(«) si et seulement si [w]
et [sg,] sont des intervalles de méme longueur.

iii) Sin = g,n = q oun = g avec ((k,1) € K(a)), que s est le mot (semi-)standard de
longueur n et que w € L(«) est un mot de taille n. Alors, w est un conjugué de s si et
seulement si |w|y = |s]o.

iv) L’index du mot standard s, € L(«) est ag1 +2sik>2etas+1si k=1
L’index du mot semi-standard s;; € L£(«) est 2 ((k,1) € K(«)).

Démonstration:

Soit a € [0, 1]\ Q.




i)

i)

iii)

iv)

Soient k € N;w € L(«) de longueur g et sg. On calcule que w est un conjugué de sy, si et
seulement si w est un conjugué de §y.

De plus, par le point (i) de la proposition 4.2.8, on obtient que indzq)(w) > 2. Ce qui
est vrai si et seulement si w? est dans L(a).

Soient (k,1) € K(a) et w € L(«) un conjugué de sy .

Les intervalles [w] et [sy;] sont de méme longueur si et seulement si w est un des g1 — 1
premiers conjugués de sy ;. Et le point (iv) de 4.2.8 nous dit donc que l'index de w est 2 et
donc que w? € L(a).

Soient n = qo, q1 ou gy (k> 2,0 <1< ay), s € Stt(a) et w € L(a) deux mots de taille n.
Par le lemme 4.2.3, on sait que s*> € L(a) et donc les n conjugués de s y sont également.
Or, comme il existe un facteur spécial a droite de taille n — 1, il existe donc un unique v
de taille n tel que |v]g # |s]o et qui donc n’est pas un conjugué de s.

Ainsi on récupére que si |w|g = |s|lp <= w # v si et seulement si w est un des conjugués

de s.

L’assertion est un cas particulier des points (i7), (iii) et (iv) du théoréme 4.2.8.



Chapitre 5

Des mots infinis carrés-pleins et de leur

racine

Nous allons maintenant examiner les mots carrés-pleins et leurs liens avec les mots sturmiens
car ¢’est & partir du moment ot un mot infini est carré-plein qu’on peut le factoriser en une
suite infinie de carrés et induire une définition de racine. La premiére partie de ce chapitre
continue les travaux de K.Saari [10] et la seconde, & partir de la section 5.2, est le coeur de
I'intérét de ce travail, est I'exploration de M. Whiteland et J. Peltoméki de la racine carrée (cf.
[2]).

Commengons par un lemme primordial qui sera la base de nombreux résultats.

Lemme 5.0.1 (Intrication des carrés).
Soit X un mot infini carré-plein sur un alphabet fini A. Si ww est un carré minimal de Fac(X),

alors w est le préfixe dans X d’un autre carré minimal vv.

Démonstration:

Soit X € AN un mot infini carré-plein, de cette propriété, on obtient que la premiére lettre du
second w dans ww démarre un carré minimal vv. Et la minimalité de w implique que vv n’est
pas préfixe de w. Ainsi, les possibilités sont v = w ou w est préfixe de vo. Mais, comme X est

apériodique, le second cas doit se produire car sinon on aurait X = rw®. 0

X

Lemme 5.0.2.
Soit X un mot infini carré-plein sur un alphabet fini A. Pour toute lettre a € Fac(X), il existe

au moins 3 carrés minimaux distincts commengant par a dans Fac(X).

Démonstration:

Soit X € AN un mot infini carré-plein et a € A une lettre qui appartient a Fac(X). Si ww est
le plus petit carré minimal qui commence par a, par le lemme 5.0.1, il existe un autre carré

minimal vv commengant par a. Par minimalité, on obtient I'inégalité 2|v| > 2|w| qui implique

o8



que w est aussi un préfixe de v. Dénotons wt = v pour un mot non vide ¢.

Supposons par ’absurde que ww et vv soient les deux seuls carrés minimaux commencant
par a dans Fac(X). De nouveau par 5.0.1, il existe une position dans X ot démarre v et ww
car il n'y a aucune autre possibilité. Or, vv étant un carré minimal, on obtient que v est un
préfixe de ww et que t est donc un préfixe propre de w. Ainsi, il existe un mot non vide s tel
que vv = wtts. Or tt ou un de ces préfixes sera un carré minimal qui commence par a, ce qui

est une contradiction. O

Remarque 5.0.3.
On retire du lemme précédent que tout mot infini apériodique carré-plein sera composé d’au
moins 6 carrés minimaux distincts. De plus, dans le mot de Fibonacci (1.1), chaque position

démarre par un des 6 carrés minimaux suivants :
00, 0101, 010010, 1010, 100100, 1001010010.
En effet, en observant les 11 facteurs de longueur 10 de F', on constate :

0010010100
00 est préfixe de < 0010100100
0010100101

0101001001
0101001010

0101 est préfixe de

0100101001
0100100101

010010 est préfixe de

1010010010
1010010100

1010 est préfixe de

100100 est préfixe de {1001001010

1001010010 est préfixe de {1001010010

Ainsi, on obtient que 6 est une borne inférieure optimale et donc que M (2) = 6. Et cette



borne indique également que qu'un mot carré-plein optimal est obligatoirement sur un alphabet

a 2 lettres.

5.1 De la carrée-plénitude optimale et des mot sturmiens

Nous allons maintenant nous concentrer sur A = {0,1} et nous allons construire les mots
carrés-pleins optimaux par leurs carrés minimaux et les lier aux mots sturmiens.

Rappelons que si X € {0, 1}N est un mot apériodique carré-plein optimal alors, Fac(X)
contient exactement 6 carrés minimaux dont respectivement 3 qui commence par 0 et 3 par 1.
L’apériodicité de X indique également qu’il existe des blocs de 0 d’au moins 2 tailles différentes

et nous appellerons 0 < i < j les plus petits naturels tels que 10°1, 1071 € Fac(X).

Lemme 5.1.1.
Soit X un mot infini carré-plein optimal sur {0, 1} et posons i et j les plus petits naturels tels
que 1071,10’1 € Fac(X). On obtient les résultats suivants :

i) Le mot 11 n’est pas un facteur X.
ii) Sin € N\{0} alors 10"1 € Fac(X) si et seulement si n =7 or n = j.
iii) On dispose de 'égalité i = j + 1.
iv) Il existe k € N tel que 10°71(10°)"10°"! si et seulement sin =k oun =k + 1.

Démonstration:
Soient X € {0, 1}N,z’ et j tels qu’énoncés.

i) Par carré-plénitude, le facteur 10°1 est préfixe d’au moins un carré minimal de X. Et
comme j > i, par le lemme 5.0.1 d’intrication des carrés, on obtiens que 10/ est préfixe
d’au moins deux carrés minimaux. Ainsi, en supposant que 11 € Fac(X), on obtiendrait 4

carrés minimaux qui commence par 1 ce qui n’est pas possible.

ii) Supposons par 'absurde que 10”1 € Fac(X) pour un naturel n tel que i < j < n. De la
méme maniére qu’au point (), 10°1 et 1071 sont préfixes d’un carré minimal et 10" de 2

autres ce qui contredit & nouveau 'optimalité.

iii) Premiérement, le point (i) et la proposition 2.1.5 nous disent que 00 est un carré minimal
de X. Ensuite comme 10°1 est facteur X et 11 non, On obtient que 010°-*010 € Fac(X).
De plus, vu que 10™1 n’est pas un facteur de X si n ¢ {7, ;}, on obtient que 01010101
un carré minimal dans X. Enfin, comme 010’ € Fac(X), ce mot est le préfixe d’un carré
minimal de X. Et donc par le lemme 5.0.1 cela signifie que 0107~! est également préfixe de
00 ou 010°71010°~!. Le premier cas est impossible et le second ne peut ce produire que si
j=i+1.
Nous substituons donc dés a présent j par ¢ + 1 dans les notations.

iv) Soit, m € N la position du premier 1 dans X. Par les trois points précédents, nous pouvons
factoriser X, - €n une suite infinie de (10%) et (10°*1). De plus, comme X est apériodique,
10771(109)"10"! doit apparaitre pour au moins deux n distinct. Soient [ > k les deux plus

petits naturel qui remplissent cette condition.



Pour montrer que | = k£ + 1 nous procédons comme au point (7i7). Notons d’abord que
10°10° et 10°71(107)*10"(10%)* sont dans Fac(X) et que les deux sont des carrés mini-
maux. De plus, comme 10771(10%)!10"! € Fac(X), le lemme 5.0.1 indique qu’il existe deux
carré minimaux avec 10°71(10%)! comme préfixe. Or le nombre de carrés minimaux étant 3,
10771 (10%)! doit étre préfixe de 1077 (10%)10771(107)* ce qui n’est possible que si l = k + 1.

U

Proposition 5.1.2.
Soit X € {0, 1}N un mot infini carré-plein optimal. Il existe 2 naturels ¢ > 1 et & > 0 qui

déterminent ces carrés minimaux. Les racines de ces carrés sont :
S; =0, Sy =010, S3=010°, Sy = 10°, S5 = 10"} (10%)*, Sg = 107 (107" (5.1)

Démonstration:

Soit X e {0,1}" carré-plein optimal. Par le lemme précédent, il existe ¢ > 1 tel que 010710’
et 01071107 soient des facteurs de X et ces deux mots contiennent les facteurs 0%, (010°1)%
(01092 et (10%)%. De plus, nous récupérons du point (iv) de 5.1.1 qu'il existe & > 0 tel que
(10°71(10%)%)2, (1071 (10%)%1)? soient des facteurs de X. L’optimalité de X permet de conclure

vu que 'on dispose des 6 carrés nécessaires. O]

Maintenant que 1’on dispose des carrés, le fait que 11 ne soit pas un facteur de X va
conditionner la forme de X. Nous allons utiliser cette forme pour décrire une famille de langages

qui contient les mots carré-plein optimaux.

Théoréme 5.1.3.
Soit X € {0,1}Y apériodique. X est carré-plein optimal si et seulement si, & un renommage

prés, Ji,k € N (i # 0) tel que X fasse partie du langage :

0% - (107)* - (10771(10%)" + 1071 (107)*+1)~. (5.2)

Démonstration:
Soit X € {0, 1} apériodique.

i) Considérons que X soit carré-plein optimal. Décomposons donc X en wW avec W le suffixe
de X qui commence avec le premier bloc 107! de X. Ainsi, du point (iv) de 5.1.1 on obtient
que W se factorise en une suite infinie de 10°71(10%)* et 10771(10%)**1. La seule possibilité
pour w est d’étre de la forme 0* - (10%)* étant donné que le premier 1 de X induit le reste
de la structure du mot.

ii) Considérons maintenant que X fasse parti du langage (5.2). Soit m un naturel et discutons
de x,,.

Cas z,, = 1:
1) Si Xy, démarre dans (10°)*, il a pour préfixe soit 10°10 soit 10°10°** et donc aussi

le carré minimal 10°10°.



2) Si X[p,co] démarre par un bloc 107110 il a pour préfixe :
Soit 10°F1(101)*1071(10%)! qui commence par 107+1(10%)%10°F1(109)* si [ vaut k ou
k+1.
Soit 107H1(108)FF1107F1(109)*+! qui est un carré.
Soit 10771 (10%)%F11071(101)*10°+! qui commence par 10771 (10%)5 11071 (10%)~+1,
Cas z,, =0 :
1) Si 2,21 = 00, la position commence bien par un carré.
2) Si &y Tmy1 = 01 alors X, o[ & comme préfixe :
Soit 010% et donc 010?107, Qui commence par 010°71010°! si j =4 ou j = i+ 1. Soit
010! et donc 010°7110?. Qui commence par 010°010° si j =i ou j =i + 1.
Ainsi, & chaque position m € N de X, il commence par un carré minimal de (5.1) ce qui im-

plique que X est carré-plein optimal. 0

C’est cette famille de langages qui nous permet de faire le lien avec les mots sturmiens.

Théoréme 5.1.4.

Si X est un mot sturmien, alors il est carré-plein optimal.

Démonstration:

Soit X un mot sturmien, quitte a renommer les lettres, supposons que 11 ¢ Fac(X). Soit i le plus
naturel tel que 10'1 € Fac(X) (i > 1). Comme X est équilibré, 072 ¢ Fac(X) et donc le plus
grand j tel que 1071 € Fac(X) est i+ 1. En résumé, X appartient au langage 0% - (10° 4 10F1)«,
Considérons maintenant & le plus petit n € N tel que 10t1(107)"10°"! € Fac(X). Par équilibre,
le plus grand n possible pour ces facteurs est k+ 1 car sinon 0°71(10%)¥10"+1 et (107)*+21 contre-
dirait I'équilibre. Ainsi, le langage de X peut donc étre affiné en : 0* - (10%)* - (1071 (10%)% +

10771 (10%)k+1)« et donc le théoréme 5.1.3 nous dit que X est carré-plein optimal. O

Pour décrire les carrés minimaux des mots sturmiens, non seulement nous disposons de
I'existence de i et k£ mais en plus, la pente du mot va déterminer la valeur de ces deux naturels.
Théoréme 5.1.5.

Soit X un mot sturmien de pente a = [0;ay, as,---] € [0, 3]\ Q. Alors les naturels i et k qui

décrivent les carrés minimaux (5.1) de X sont tels que i = a; — 1 et k = ay — 1.

Démonstration:

Soit X un mot sturmien de pente o« = [0; aq, az, - --|. Il existe ¢ € Ny et k € N tels que les carrés
minimaux de (5.1) soient ceux de X.
i=a; —1: On récupére du point (iz) de 5.1.1 que 10°1 et 10°'1 sont les seuls de cette
forme dans X. De 13, on trouve que le mot 10° est I'unique facteur spécial a droite de
la forme 10" vu que 10°1,10°"" € Fac(X) et que 1072 ¢ Fac(X). Or le miroir du mot
standard 5¢ = 10“~1 est aussi un facteur spécial a droite de X et donc 10° = 10% 1.
k =as —1: On récupére du point (iv) de 5.1.1 que 10771 (109)% et 10°71(107)%! sont les

seuls de cette forme dans X. De la, on trouve que le mot 10771 (107)**1 est 1'unique



facteur spécial & droite de la forme 10°+1(109)" vu que 1071 (10%)**11 et 1071 (101)k+10 =
1071 (10%)%10°"! sont dans Fac(X) et que 1077 (109)*0 = 10°71(10°)5~110"" ¢ Fac(X).
Ainsi, le suffixe 0(10°)**! est 1'unique facteur spécial & droite de la forme 0(10%)" or
85 = ((0"1)220)~ = 0(10")* est un facteur spécial a droite de X et donc k + 1 = a,.

0

Exemple 5.1.6.
On dispose d’une nouvelle fagcon de décrire les mots ayant la méme pente que celui de Fibonacci
i.e. [0;2,1]. On récupére ici que i =2—1=1et k =1—1 = 0 et donc les mots sturmiens ayant

la méme pente font partie de ’ensemble :

0*(10)*(100 + 10010)*

5.2 De la racine carrée de mots infinis

Dans le chapitre 2, nous avons appris que si X et Y étaient des mots sturmiens de méme
pente, alors ils disposent du méme ensemble de facteurs. Et dans la section précédente, nous
avons vu qu’ils partagent également les mémes carrés minimaux. Nous arrivons donc a 1'un des
points centraux de ce mémoire qui est d’analyser les propriétés de la 2-racine ou racine carrée
de mots carré-plein et notamment d’observer le résultat surprenant qui nous dit que si X est

un mot sturmien, alors v/ X est un mot sturmien de méme pente.

Corollaire 5.2.1.

La 2-racine est bien définie sur ’ensemble &

Démonstration:

En effet, le théoréme 5.1.4 nous dit que si S € ® alors S est partout 2-répétitif (ou carré-plein)
optimal. O

Nous pouvons donc poser comme rappel de 3.3 la définition du cas particulier de la 2-racine

infinie.

Définition 5.2.2.
Soit X € {0,1}" un mot infini carré-plein et soit X2X2X2X2... . la décomposition de X en

carrés minimaux. La racine carrée de X = X?X2X2X7?--- . est définie par le mot

VX = X1 X0 X3Xy -



Exemple 5.2.3.
Regardons le début du mot F' (1.1). On obtient :

F = 010010100100101001010010010100100101001010010010 - - -

= (010010)(100100)(1010)(0101)(00)(1001010010)(0101)(00)(1010)(010010) - - -
Et donc vF = (010)(100)(10)(01)(0)(10010)(01)(0)(10)(010) - - -

= 010100100101001001010010 - - -

Pour lier un sturmien et sa racine, nous allons avoir besoin d’une fonction qui peut sembler
simpliste, mais qui va étre d’'une importance capitale.
Définition 5.2.4.

Définissons

(o) 7 _
1— ——silp=1[0,1-«
pril-a) (1=a) avec ¥ (0) = 2 o =1 :

V:T—T:p—
2 1—2silp=10,1-a

Notons que le point (1 — «) sera envoyé sur lui-méme.

Cette fonction rapproche les points de (1 — ), exactement en divisant cette distance par 2.
De plus, cette fonction va nous permettre d’aboutir au résultat suivant : \/m = Sa(p)-
Définition 5.2.5.
Soit o € [0, 1] \ Q. On dit d'un mot fini w tel que w? € L(«r) qu'il satisfait la condition i)-racine !
si ([w?]) C [w].
Lemme 5.2.6.
Soit a € [0, %] \ Q. Chaque carré minimal de pente « satisfait la condition t-racine et on dispose
de l'égalitée ¥ ({p + 2[S;|a}) = {¥(p) + [S;la} pour tout p € [S?],j € {1,---,6}.

Démonstration:

Soit a € [0, %] \ Q. Rappelons d’abord que i = a; — 1 et k = ay — 1. Caractérisons ensuite les

différents [S}] et [S7] :

1) S; = 0 : La définition 2.2.16 indique que [S;] = (0,1 —a) = Iy. Et vu que S? = 00, on déduit
que [S?] = (0,1 — 2a).

2) Sy =010""" : On calcule que

[Sg]:Iom(jl—Of)ﬂ(]o—Q&)ﬂ"'ﬂ(Io—ala>
=[0,1—a]N[l—-2a,1—a] N[l —-2a,1=3a]N-- N[l —-ara,1— (a3 + 1)a]
=[1-2a,1—q]

En effet, par la définition 2.3.10 des fractions continues, on déduit que a;a < 1 < (a; + 1)«

1. Dans |2, définition 10|, cette condition est nommée "square root condition”. La traduction littérale "condi-
7 )
tion racine carré" étant, pour moi, peu satisfaisante et laissant & penser que 'on puisse directement pouvoir
appliqué une racine carré. J’ai donc décidé de traduire cette condition par "condition t)-racine"



et donc que 1 —a < {—(a; + 1)a} < 1. Ainsi, [1 — 2,1 — a] est inclus dans tout les autres

intervalles.

Et on calcule aussi que

(3] = [S2] NV ([S2 = [Sala]) = [So] N ([S2 — a1a])
=[1-2a,1—a]N([1-2a,1—-a] —aa)
=[l1-20,1—a]N[l—=(2+a)a,1—(14a)c]
=[1 (@21 + 1,1 =]

On obtient la derniére égalité du fait que 1 —2a < 1 —{(a1 +2)a} <1 — o et que ga1 =
@1+ qo=a; + 1.

3) S3 = 010° : On obtient donc que [S3] = [So] N1 — (a1 + 1), 1 — (a3 + 2)a]] = [Ss] et ainsi
[S5] =1 — 2,1 —qa].

Cependant, |S5| # |S2| et nous avons donc besoin de calculer :

[S2] = [S3] N (S5 — |Ssla]) = [Ss] N ([S3 — (a1 + 1)a])
=[1-2a,1—a] N ([l —2a,1—a] - (a + 1))
=[1-2a,1—(g21+1)q]

4) Sy = 10" : On calcule similairement au point (2) que :

[54]zflﬂ(fo—oz)ﬂ-~ﬂ(fo—(a1—1)a)
=[l-—ao,1]N[l=a,1=2a]Nn---N[1=(a; — 1,1 —a10]
=[1-a,1]

De plus on obtient que :

[S3] = [Sa] N ([Sa] = [Salar) = [Sa] N ([S] — axcx)
=[1—a,1]N[1— (a1 + 1), 1 — a1q]
= II]_ — quOé, 1]]

5) S5 = 1071(10%)% : On calcule donc que :

[S5] = [Sa] N (Lo — (a1 + 1)a) N ([Sa] — gapa) M-+ N ([Sa] — qapcv)
=[l-a,1]N[l—-ao,1—qga]N
[1— (g1 + 1), 1 —gra] N---NJL—(gr+ 1o, 1 — qrc]
=[1—-a,1—¢.q]



En effet, rappelons d’abord que les {—g2;a} et {—goa} sont tous du méme coté de 0. On
obtient ensuite, par (4.2), que pour tout 0 < [ < as, ||gric|| < ||gk;—1¢¢||. Ainsi, nous pouvons

établir que 1 —a <1 —{g a} <--- <1—{gra} <1 et donc obtenir I'égalité.

De plus, on calcule que :

[S2] = [S5] N ([Ss] — |S5]er) = [S5] N ([S5] = qakac) = [S5] N ([S5] — goc)
=[l—a,1—gia] N1 - (g2 4+ Da,1 = (gs1+ 1)
=[1—a,1—(g1+1)]

En effet, de nouveau par (4.2), on sait que [|gs | < [gz21]|, et comme 1 — {g31a} et

1 — {g21a} sont de part et d’autre de 0 on obtient donc que 1 — {(g2 + 1)a} < 1 —a <
1 —{(gs1 +1)a} <1—{g1a} et donc I'égalité finale.

Se = 10°71(10%)%*1 : On calcule que :

[S6] = [S5] N ([S4] — g20)
=[l—a,l—gia] N[l —(g+1a,1 — gaq]
=[1-a,1—ga] =[S5]

En effet, la chaine d’inégalité montrée au point (v) nous dit que 1 — {(g2 + 1)a} <1 —a <
1-— {QQJO[} <1- {QQOK}.

Enfin, on calcule que

[S8] = [S6] N ([Se] — [S6lcr) = [Ss] N ([Ss] — g3102)
=1 -, 1—qgia]l N1 —(g31+ 1,1 = (g31 + q21)]
=[1—(g31 + e, 1 = g10]

En effet, de nouveau comme au point (v), on trouve que 1—a < 1—{(g31 + 1)a} < 1—{g2 0}

et comme |[Sg]| < ||r]| on obtient 1'égalité finale.

Nous pouvons ainsi montrer que les six carrés minimaux satisfont tous la condition -racine.

En effet, notons d’abord par définition que [w?] C [w] et que les S; possédent tous 1 —a comme

extrémité. Posons p € [w?]. On obtient d’abord que p € [w] et donc que [p,1 —a] C [w].

Par la définition 5.2.4 de v, on obtient donc que p < 1 —a = p < ¢Y(p) < 1 —«a et
l—a<p = 1—a<iy(p) <petdoncP(p) € [w].

Nous allons maintenant prouver la deuxiéme partie de 1’énoncé ; ¢’est-a-dire que

U({p+2IS5la}) = {1(p) + |Sjla} pour tout p € [$2],j € {1,-+- .6}

Posons p € [S?]\{0} tel que p + 2|S;|a # 0 et que |p + 2|S;|a] = 2r (r > 0). On obtient dans

ce cas que :



(p+2|Sila—2r)+ (1 —a)

v({p+2ISia}) = 5

= ¥(p) + [Sila —r ={¢(p) + Sila}  (5.3)

Et il reste donc a vérifier que le plancher de p + 2|.S;|« soit pair pour tout p € [S?] et que
le résultat soit vrai pour les potentiels points p tels que p = 0 et {p + 2|S;|a} = 0.

Rappelons d’abord les équations suivantes |qia| = (=1)(qria — pry) (4.1), |lgricll =

gk 1]l = llgr-1all (4.2), lgnall > llgnirall (n € N) (4.3) et 1 —a = o+ [[gaf| (point (2) de
la partie précédente).

1) S;1=0: Soit p € [0,1 — 2a]. On calcule que :

2pp=0<2a0<p+2a<1l—-2a+2a=1=2py+1 = |[p+2a] =2p,

Si p =0 alors Iy = [0,1 — af et on obtient que

Wi +a = {15+ ab = {150 — v+ 201

Et si {p+2a} =0 alors p+ a = {—a} € Iy = 0,1 — a] et on obtient que

a_, «a

W{p+20) =p(O) =1-5 =13

+{p+2a} ={v(p) +a}

2) Sy =010""" : Soit p € [1 — (q21 + 1)a, 1 — a]]. On calcule donc que :
p+2pa<l—a+2¢qa=1—a=2||qal+2p <1+ 2p;
Et aussi que :

p+2¢a > (g1 + Dol + 2qa
=1-a+|geil - 2aal +2p
> o+ gl + [lgial = 2llgal + 2p:
> |lgzac|| + 2p
> 2py

Et donc |p + 2] = 2p;. De plus, comme p + 2¢;a n’est pas un entier pour tout p € [S7]

et que 0 n’est pas dans [S3], on peut conclure.
3) S35 =010": Soit p € [1 —2a,1 — (g2.1 + 1)a]. On calcule donc que :

p+ 2010 >1—=2a+2¢ 0 > ||[qall + 2|l + 2p21 > 2p2a



Et aussi que :

p+2¢10a <2 — (g1 + 1)a+2|giaf + 2pa2n
=1—-a+|gial+1—gia+|[gial +2p2
<1+1-qaa+ |giof +2p2
=1+1—=po1+2p21=1+2py,

La premiére inégalité est due au fait que (ga1 + 1)a €]1 + a, 1 4+ 2a[ et donc que la partie
fractionnaire de 1 — (g2 + 1) s’obtient en rajoutant un tour de cercle.
Et donc [ p + 2¢a 1] = 2pa1. De plus, comme p+2¢2 1 n’est pas un entier pour tout p € [S3]
et que 0 n’est pas dans [S3], on peut conclure.
4) Sy = 10" : Soit p € [1 — g2.1c, 1]. On calcule donc que :
p+2qa <1=2)gal +2p <1+2p
Et aussi que :
p+2na>1—a+||gal —2|qal + 2p1 > a+2p; > 2p;
Et donc |p + 2] = 2p;. De plus, comme p + 2¢;a n’est pas un entier pour tout p € [S%]

et que 0 n’est pas dans [S2], on peut conclure.

5) S5 = 1071(10%)% : Soit p € [1 — a, 1 — (g3.1 + 1)a]. On calcule donc que :

p+2¢a < [[(gs1 + el + 2¢0
=1—a+ gl +2p2 + 2|q0f]
=1—a+ [|gal = |lgall + 2ps + 2[|gec||
=1—a+ ||ga| + ||gal + 2p2
<2py +1

Et aussi que :

p+ 2o > 1—a+2q2a:1—Oz+2p2+2||(]204||
> a+ ||qal + 2p2 + 2||ga|
> 2po

Et donc |p + 2gear] = 2ps. Si p = ||(g31 + 1)a|| et ag = 1 alors on obtient {z + 2¢2a} = 0.



Dans ce cas, Iy =]0,1 — o] et Y({p + 2q2a}) = ¢(0) = 1 — 5. De plus,

(1—a+|gqia +1—a)

Y(p) + o = 5 + p2 + || g2
(I =a+|qal = leof + 1 — o+ 2||lgal)
= + P2
2
)
12
7 + po

Et donc, on obtient bien que {1(p) + ga} = ¥({p + 2¢2a}). De plus, comme 0 n’est pas

dans [SZ] on peut conclure.

6) Sg = 1071 (10%)%+1 : Soit p € [1 — (g31 + 1), 1 — g210]. On calcule donc que :

p+ 210 < [lg2aa = 2[[gsaal + 2p3q
=1—a+|qal = 2[qall + 2ol + 2ps.
<1—a—|qal +2[qal + 2ps,
=1—a+|[qal +2psa
<1+ 2ps;

Et aussi que :

p+2gz10 > |[(gz1 + 1)af] = 2||gsaall +2psa
=1—a—|giaf +2ps,
> a+ [[qal = llaol + [lgol + 2psy
= a+ [|gall + 2ps;
> 2p31

Et donc | p + 2¢3 1) = 2p31. De plus, comme p+2¢3 1 n’est pas un entier pour tout p € [S§]

et que 0 n’est pas dans [SZ], on peut conclure.

Théoréme 5.2.7.
Soit Sy, un Sturmien de pente a € [0, 3] \ Q et d’origine p € [0, 1[. Alors /S, = Sau(y)- Plus

particulierement, /S, , est un mot sturmien de pente a.

Démonstration:

Dénotons S, , par sa factorisation en carrés minimaux : X{ X3 X3X7 - ..

Comme X? satisfait la condition t-racine, par le lemme précédent, on récupére que ¥(p) €
[X1]. Ainsi, les mots Sy, () €t \/m commencent tous deux par X;. De plus, pour tout x € [X?7],
on sait du lemme précédent que ¥({p + 2|X1|a}) = {¥(p) + [ Xi|a}.

Ainsi, on obtient que (Sa.,)p1x;[00[ €t (Sa,u(p))[X1],00] POSSedent la méme origine. Les suffixes

de Saup(p) et de \/Sa,, sur [| X, 00[ commencent donc par le méme carré : Xy. On peut donc



conclure de proche en proche que Sy y(,) = 1/ Sa,p- O

Corollaire 5.2.8.
Soit X un mot sturmien de pente . Le mot X est tel que vV X = X si et seulement si X = 0lc,

ou X = 10c¢,, les deux mots d’origine 1 — a.

Démonstration:

Soit X un sturmien de pente o et d’origine p. On calcule grace a la fonction ¥ que :

p+(1—a)

V(p) =p 5

=p &= p=1—-«

Or, étant donné que C,, = S, 4, en rajoutant un préfixe de deux lettres par rotation sur T, on
obtient les sturmiens 01C,, et 10C,, en fonction du choix de Iy et I; concernant (1 — ).
De plus, comme Vp € R, lim¢"(p) = (1 — «), on déduit que toute suite de la forme
n—oo

( %/ Sa,p)nen converge vers Sq,(1-a) OU S, (14 0

Exemple 5.2.9.

Pour le mot de Fibonacci, on obtient donc que :

s, ) 57

0 (0,1 —a) (0,1 —2a)

01 [1-2a,1—a] [l-4a,1—-q]
010 [1—-2a,1—0a] [1—2a,1—4c]

10 [1— o 1] [1—3a,1]
100 [l—a,1=3a] [1—a,1—6q]
10010 [l —a,1—=3a] [1—6a,1—3q]

S UL =W N .

Ce qui donne sur le cercle T :

1 -3« 1 -3«

1 -2« 1—2«a

1 -4«

Représentations des [S;] et [S7] sur le cercle de rotation d’angle é



5.3 Des propriétés de la racine carrée de mots sturmiens

Dans cette section, nous allons d’abord présenter des critéres sur les mots finis qui satisfont
la condition w-racine. Ensuite, nous aboutirons a des résultats qui caractérisent la structure de

la racine carrée des mots sturmiens.

5.3.1 De la condition v-racine et des mots (semi-)standards

Dans la section 2.3.3 nous avons vu que la suite des mots standards de pente « convergeait
vers le mot caractéristique de méme pente. Le but de cette premiére section va étre de montrer
le lien entre les mots (semi-)standards et la condition v-racine.

Pour ce faire, rappelons-nous des deux ensembles définis dans 2.3.32, St(a) I'ensemble des
mots standards et St*(a) 'ensemble des mots (semi-)standards de pente .. Et posons comme

nouvelle notation leur miroir :
StM(a) = {w: w € St(a)} et STM™ (a) = {w:w e StT(a)}

Nous allons aussi avoir besoin de 'opération L qui échange les deux premiéres lettres d'un

mot de longueur au moins 2.

Lemme 5.3.1.
Soit v = [0;ay,a9,---],sin=¢q oun=qy (k>2et 0<l<a)etsiiest un entier entre 1

et n alors :
i) Si {—ia} € Iy et {—(i +n)a} < {—ia}, alors Y(—(i +n)a) > {—ia}.
ii) Si {—ia} € I et {—(i +n)a} > {—ia}, alors Y(—(i + n)a) < {—ia}.

Démonstration:

Soient o = [0; a1, as,---] € [0,3] \ Q et n > 1 un (semi-)convergent.

i) Comnsidérons que {—ia} € Iy et {—(i +n)a} < {—ia}. La distance entre {—(i + n)a} et
{—ia} est ||na|| qui est plus petite que ||a| = « . Ce qui implique que {—na} est dans I;.
Supposons par l'absurde que ¥(—(i + n)a) < {—ia}. En développant v, on obtient
que {—(i + n)a} + 1({1 — o} — {—(i + n)a}) < {—ia}. Cette inégalité¢ implique, vu que
d{—(i+n)a},{—ia}) =d(1,{—na}), que {—(i + n)a} = {—ia} — (1 — {—na}).

Et I'inégalité supposé devient :
{~(i+ma} + 5({1— a} — {~(i +n)a}) < {~ia)
= {~ia) ~ (1~ {=n0}) + 5({1 ~ a} ~ ({~ia} ~ (1 - {-na}))) < {~io}
= ({1 —a} — {—ia} — (1 - {-na})) <0

2
<— {l—a} —{—ia} < (1 —-{-na})

Et du fait que {—na} € I on arrive a || — (i — 1)a|| < || — na|.



Casn=qy (k>2et0<1l<a): Commei—1<n par la proposition 4.1.11, on obtient

quei—1=mg,1 (1 <m <min{l,a, — 1+ 1}).

Et comme {—na} € I, le point {—gx_1a} doit se retrouver a 'opposé de 0 dans I, et donc
que {—(i — 1)a} € Iy. Or cela impliquerais que {—ia} se trouve dans I ce qui contredit
I’énonceé.

Cas n = ¢q; : Dés que i est plus grand que 1, l'inégalité || — (i — 1)a|| < || — nal| ne tiens

plus.

ii) le point (ii) est tout a fait symétrique.

Corollaire 5.3.2.
Si w? € L(a) avec w primitif satisfaisant la condition t-racine, alors [w] posséde (1 — ) comme
extrémité.

Démonstration:

Soit w? € L(«) avec w primitif. En posant n = |w|, la proposition 4.2.2, les possibilités pour n
se réduisent an =qgon=q oun=qg; (k>2et 0<<ay)
Casn = qop =1 : comme le seul carré de taille 2 de L(«) est 00, on obtient immédiatement
que [0] =1, =[0,1 — ]
Cas n = ¢ oun = qg; : Posons [w] = [—ia, —ja], ainsi soit [w?| = [—ia, —(j + |w|)a] soit
[w?] = [ (i + |[w]e, —jo].
Sous-Cas [w] C Iy Par symétrie, fixons {—ia} < {—ja}.

Sous-sous Cas [w?] = [—(i + |w|)a, —ja] : Si j # 1 on peut trouve un point z dans

[—ic, —ja] proche de {—ja} avec ¢(x) > {—ja} et donc 1([w?]) ne sera pas
inclus dans [w]. Donc on doit avoir j = 1.

Sous-sous Cas [w?] = [—ia, —(j + |w|)a] : Sij # 1 on sait par le lemme que (—(j+

lw|)a) > {—ja} et que donc la condition t-racine de [w?] n’est pas respectée. et
donc on doit également avoir j = 1.

Sous Cas [w] C I; : Ce cas de fait de maniére symétrique avec le deuxiéme point du

lemme.

O

Proposition 5.3.3.
Soient w,v € L(a) deux mots de taille n = ¢ oun = q i (k> 2et 0 <1 < ag) tels que [w] et

[v] possédent 1 — a comme extrémité. Alors :

i) Il existe un mot u tel que w = xyu et v = yau = L(w) (z #y € {0,1})

)
ii) Soit w soit v est spécial & droite
)

iii) Le dit mot spécial a son carré dans £(«)

iv) L’autre mot a son carré dans £(«) si et seulement si il appartient a St(«)



Démonstration:

Soient w et v dans L£(«) deux mots de taille n tels que [w] et [v] possédent (1 — ) comme extrémité.

Cas n = ¢ : Les facteurs w sont v sont identifiables par la caractérisation 5.2.6 des carrés
minimaux de L(«). En effet, étre de longueur ¢; et avoir 1 — a en extrémité limite les
possibilité pour w et v & 01072 = Sy et 10! = S,. Notons que S, spécial a droite,
L(Sy) = Sy € St(a) et S2,5% € L(a) .

Cas n = gy : Par la proposition 4.1.11 , Nous savons que {—gj o} est le point le plus proche
de 0 dans le coté opposé a {—qx_1a} et donc que {—(gx; + 1)a} appartiens soit a [w]
soit & [v]. Posons par symétrie que {—(gx; + 1)a} € [w] i.e. que w soit spécial a droite
et ainsi le point (i) est vérifié.

Ensuite, I'extrémité de w qui n’est pas 1 — « doit, aprés rotation, étre ensuite le
points le plus proche de 0 opposé & {—qr_1a}. Et donc de nouveau par la proposition
4.1.11, on obtient que [w] = [—(qrs-1 + 1)a),1 —a] et [v] = [1 — o, —(qx—1 + 1)a].

Posons © = {—(qr;—1 + 1)a} et y = {—(qx—1 + 1)a} deux points de part et d’autre
de 1 — a. Ces points sont tels que {x + a} et {y + a} sont de part et d’autre de 0. On
obtient ainsi que w et v commencent par deux lettres opposées a et b.

Supposons par I'absurde que w = abzcw’ et v = bazdv' avec ¢ et d des lettres
distincts et |z| < n — 3. Cela implique que 2’ = {z + (|z| + 2)a} est un point de [¢] et
vy = {y+ (|z| + 2)a} est un points de [d]. Si les égalités ¢ = a et d = b ne sont pas
vraies, alors 2’ — « serait dans [a] et ¥ — « serait dans [b] ce qui rendrait caduque le
choix de z. Et donc c=a et d = 0.

Comme o ¢ Q, soit z’ est plus proche de 1 — a que x soit 3 est plus proche de
1 — « que y. Supposons que l'on soit dans le premier cas. Comme z et 2’ sont du méme
coté de 1 — av on obtient ||z’ + || = ||(gki—1 — 2] — 2)|| < ||gki-12]| = ||z + a]|. Du
fait de g —1 — |2| — 2 < @ry—1, par la proposition 4.1.11, on obtient que gx;—1 — |2| —
2 < 0. Cependant comme ||gx;—1¢|| = || — qra—1¢||, la proposition nous dit aussi que

|2| +2 — qxi—1 = mar—1 (m >1). Donc |z| +2 > qx -1 + qe—1 = qx; = n ce qui contredis

|z| <n—3.
Si par contre 3/’ est plus proche de 1 —a que y, on obtient que ||y +a|| = |[(gr_1—|2|—
2)a|| < |lgk-1¢|| = |ly+al|. Pareillement au point précédent, du fait que g1 —|z|—2 < 0

et |z| +2 — qx—1 > q, on arrive a la contradiction |z| +2 > gx_1 + qx > n.

Ainsi, nous avons prouvé le point (i) car w = abu et v = bau. Du fait de n = ¢, le
mot spécial a droite sera §;;. par la théoréme 4.2.9 mots w et v sont des conjugués de
5, et donc conjugués entre eux.

Si [ = ay, alors la proposition 4.2.2 indique que w?,v* € L£(«). Si maintenant [ # a,
le théoreme 4.2.9 indique que s3; est dans L£(a). Or L(a) est miroir-invariant ce qui
implique que w? = §;; € L(«a). Et par la méme proposition |[w]| = ||gri_1|] = ||sk.i]]-

De plus [v] = [1 — a, —(qz_1 + 1)a] et |[v]| = ||gr_1|| # |[u]| et donc v* & L(a). Ce

qui permet de conclure pour (iii) et (iv).



Théoréme 5.3.4.

Un carré w? € L(a) avec w primitif satisfait la condition t-racine si et seulement si
w € StM™ (o) U L(StM ()

Démonstration:

Soit w un mot primitif tel que w? € L(«).

- Considérons que w? satisfait la condition ¢-racine. Si |w| = 1, alors w = 0 = 5. En
supposant donc que |w| > 1. Par le corollaire 5.3.2, [w] posséde 1 — o comme extrémiteé.
Comme observé, |w| = ¢ ou |w| = qx; (k> 2 et 0 < < ag) et donc par la proposition
ci-dessus, w = § ou w = L(3) ou s est le mot (Semi-)standard de longueur |w|. On sait
aussi que §* € L(«) et que L(5)* € L(«) si et seulement si |w| = ¢, (K > 1). Et donc
w e StM*(a) U L(StM(«))

- Considérons maintenant que w € StM™*(«) U L(StM(«)). Par le théoréme 4.2.9, comme
w et L(w) contiennent le méme nombre de chaque lettre, ces deux mots sont conjugués
et w? € L(a). Soit u et v des facteurs de tailles |w| avec 1 — @ comme extrémité. Par
la proposition précédente, le mot u est spécial a droite et v = L(u). Comme le facteur
spécial de taille |w| est unique, soit w = u soit L(w) = u et donc [w] posséde aussi 1 — «

comme extrémité ce qui implique que w? satisfait la condition v-racine.

5.3.2 De la condition 1/-racine et équation de mot

Nous allons donc maintenant essayer d’étendre la caractérisation du théoréme 5.3.4 de la
section précédente.
Cette extension de la caractérisation des carrés de pente a qui satisfont la condition v-racine

est donnée par les solutions a ’équation de mot de L(«) :

X2X2. X2 = (X1 Xy X,)? (5.4)

Nous nous intéresserons seulement aux carrés minimaux pour ensuite confondre la notion

de racine carrée pour les mots infinis.

Définition 5.3.5.
Un mot w non vide est solution de (5.4) s'il peut s’écrire comme un produit de racines de carrés
minimaux qui satisfont 1’équation.

La solution X; = X, = --- = X, est dite triviale. Si w est un mot primitif, alors w est dit
une solution primitive. Le mot w est également une solution dans £(«) si w satisfait I’équation

et que w? € L(a).



Remarques 5.3.6.
Les carrés minimaux de pente o sont des solutions triviales.

Un exemple de solution non triviale est w = 95515, dans le langage de Fibonacci (o =
[0;2,1,1,---]). En effet w? = (01010)? = (01)%0%(10)* = S3.5%53.

Notons aussi que pareillement au mots infinis, la factorisation d’un mot fini en carré mini-
maux est unique. En effet si X7--- X2 = Y?2--- Y2 soit X? est préfixe de Y soit Uinverse, et
donc par minimalité X;=Y] et ’égalité s’obtient par récurrence.

Nous définissons maintenant deux nouveaux ensembles de langages pour exacerber les par-

ticularités de I'équation de mots (5.4).

Définition 5.3.7.

Le langage L(i, k) représente I'ensemble des facteurs des mots infinis du langage :
(107*1(10°)* 4 1071 (107) 1)« = (S5 + S6)*.

On observe par la proposition 5.1.3 que les facteurs de L(i, k) sont également facteurs d’'un
certain mot infini carré-plein optimal de paramétre i et k. De plus, si @ = [0;i + 1,k +1,- -]
alors L(a) C L(1, k).

Définition 5.3.8.
Le langage I1(7, k) est I’ensemble des facteurs non vides de L(i, k) qui peuvent s’écrire comme
un produit de carrés minimaux.

C’est-a-dire, si w € I1(4, k), alors w = X?--- X2. Et nous pouvons ainsi définir la racine

carrée de ce mot fini.

Voiw=X{ X Ju=X-- X, (5.5)

Nous allons encore une fois avoir besoin de lemmes techniques sur la composition des mots
pour pouvoir avancer.

Le premier lemme est un cas d’application qui permet de développer le deuxiéme, qui va
permettre d’échanger certaines lettres distinctes consécutives dans des mots sans en impacter
la racine carrée.

Lemme 5.3.9.

Soient i, k € N et deux mots w et v tels que :

- w est un suffixe non vide de Sg.

[v] > [S5Ss].

- v commence par deux lettres distinctes.
- wv et L(v) € L(i, k).

Si il existe un carré minimal Z? tel que |Z?%| > |w]| et que Z? est un préfixe de wv ou wL(v),
alors il existe des carrés minimaux Y2, --- Y2 tels que Y- Y2 et Z? soient des préfixes de
wv et wL(v) et que Z =Y, ---Y,,.



Démonstration:

Soient i, k € N, w et v des mots finis tels qu’énoncés et Z2 un carré minimal de paramétres i, k
plus long que w. Supposons par symétrie que Z2 soit un préfixe de wv. Cela implique que w
est un préfixe de Z2.

Cas Z = S; =0 : Comme w est un suffixe non vide de S et |Z?| = 2 > |w| alors w ne peut

étre que 0. Le mot v doit aussi commencer par 0 et donc 01. De plus comme v € L(a, b)
et [v] > |Ss], v vas donc commencer par soit 0107107 soit 010°7110%. Dans le deuxiéme
cas, on aurait L(v) € L(a,b) qui démarrerait par 10°721 ce qui contredis I'appartenance.
Donc wv commence par (0)(010°10°) c’est a dire S?S%. De plus, wL(v) commence par

S2 = 017110". Et comme S3 = S1.5;, on peut conclure.

Cas Z = Sy = 010! : Si w = 0, alors v doit commencer par 10°10° et donc 010°~1010°1

serait un préfixe de L(v) ce qui contredit 'appartenance a L(i, k)

Ainsi, la seule possibilité pour w est w = 010° ce qui implique que v posséde 10°
comme préfixe. Comme L(v) € L(i,k), le mot L(v) doit démarrer par 010" et v par
10T, Les mots wv et wL(v) possédent donc respectivement S3S7 et S5 comme préfixe.

Et I'égalité S3 = 5551 permet de conclure.

Cas Z = S5 = 010" : Similairement au cas précédent, soit w = 0 soit w = 010°. Dans le

premier cas, v commence par 10°7110% et L(v) par 010°10% et donc S?5% est préfixe de

wL(v). Et le fait que wv possede 010°7110" = S3 et 515, = S3 permettent de conclure.
L’autre cas, w = 010° implique que L(v) commence par 10" ce qui donne que

wL(v) et wv disposent respectivement de S357 et Si2 comme préfixe et nous obtenons la

conclusion par S35 = Ss.

Cas Z = S; = 10° : La seule possibilité pour w est 10°. Nous allons étendre progressivement

le préfixe connu u de v. Comme L(v) € L(i, k), le mot v doit commencer par 10°"!. De
plus , comme |v| > |Sg|, on obtient que v est au moins Sg. Si Sgl est un préfixe de
v alors L(v) aurait (10%)¥*21 comme facteur ce qui contredit I'appartenance a L£(i, k).
Donc, c’est le mot Sg0 qui est préfixe de v et comme v € L(i, k) et |v| > |S5S6| on obtiens
que Ss0(107)k+1 = 2107 est un préfixe de v. Ainsi, on obtient que wL(v) commence par
Sz.

Pour conclure il faut maintenant discuter de la parité de k.

Si k est impair : Comme 0(109)F1071(109)+! = (S52)"5" $2(52)"3", on peut trans-
former le préfixe de wv comme suit : 10°S210° = S2(S52)"% S2(52)"s. Et légalité
S4(Sg)k+131(54)k31 = Sg permet conclure.

Si k est pair : Comme 0(107)F10711(107)F+1 = (S2)2 S2(S2)
que 10°5210° = S2(52)2 52(52)2. Bt le fait que S4(S2)255(54)2

2, on obtient pareillement

= Sg permet de conclure.

Cas Z = S5 = 1071(10%)* : Ici, soit w = 107 soit w = 10°71(107)**1. Dans le premier cas, v
doit commencer par 0(109)*107+1(10%)*. Cependant, cela implique que L(v) commencerait
par 10°71(10%)*=11071(10%)* ce qui contredit I'appartenance a L(i, k).

Dans le deuxiéme cas, pour respecter 1'énoncer, v démarre par 0(10°)* et L(v) com-




k+1

mence donc par 10°71(10°)**!. Donc, wL(v) posséde Sz comme préfixe. Et comme v

commence par 0(10°)*"2 le mot wv posséde S257 comme préfixe. Et on conclut car

S5S4 - S6.

Cas Z = Sg = 1071(10")**! . Comme au cas précédent, soit w = 107 soit w = 10°F1(10%)*+1.
Dans le premier cas v commencera par 0(10°) 11071 (109)%1 wo par S2 et wL(v) par
S20(101)* 1071 (10%)*! = 1015210%. Ce qui est exactement la méme situation qui aboutit

a un discussion sur la parité de k du point Z = S;.

Si maintenant w = 1071(109)**!, v commence donc par 10°71(10°)**1. Ainsi, wv
commence par Sz et wL(v) par 10771(101)*10(107)k+2 = 282, Et 1'égalité S = 555
permet de conclure.

O

Lemme 5.3.10.
Soit i,k € N. Si un mot w est une solution primitive de (5.4) qui posséde Sg comme suffixe et

telle que w?, L(w) € L(i, k), alors wL(w) € T1(3, k) et \/wL(w) = w.

Démonstration:

Soit 7, k et w tel qu’énoncé.

Si w = |Sg| alors wL(w) = S2S37. Or, w = S35, et on conclut.

Considérons maintenant que Sg est un suffixe propre de w. Le mot w est tel qu’il existe
neNyw? =X2X2--- X2 = (X;Xy---X,,)? et donc que w = X; -+ X, avec X; pour 1 <i<n
des carrés minimaux. Si n = 1, alors w = X ce qui contredis le fait que Sg soit un suffixe
propre de w. On peut donc supposer que n > 1.

Par I'absurde, Supposons que X; = S;. Comme X; X, est un préfixe de w?, 0 doit étre préfixe
de X,. Et si X3 # Sy, alors X1 X, doit démarrer par 001 et X2X2 par 000 ce qui est impossible
vu qu’aucun des six carrés minimaux ne commence par 00. Ainsi on obtient obligatoirement
que Xy = S et, de proche en proche, que X; = S; Vi ce qui n’est pas possible vu que |Sg|; > 0.
Donc, si Sg est suffixe propre de w, alors X; # S; et donc que w commence par soit 10 soit 01.

Montrons maintenant que |X?| < |w|. Supposons par absurde d’avoir l'inverse , alors Sg
est un facteur de X? et les possibilités pour X; se réduisent a Ss, Sg et Sz si k =0

Si X; =S5 : Alors X2 = 10771(109)*10°(10%)* et donc Sg y apparait uniquement comme
préfixe. Ceci contredit I’énoncé car Sg ne peut donc pas étre un suffixe propre de w.

Si X1 =S : Alors X7 = 52. Or vu que w # Sg, on obtient obligatoirement que w = X7 ce
qui déroge a la primitivité de w.

Si X1 =85 (k=0) : Alors Sg = 10"7'10° est un suffixe de S7 = 010°110%. Or, cela implique

forcément que w = X? ce qui de nouveau contredit la primitivité de w.

Ainsi, | X?| < |w| et il existe 1 < r < n maximal tel que X7 --- X? soit un préfixe de w. De
plus, X2--- X2 est un préfixe propre de w sinon w? = (X2---X?)? et donc w = (X;--- X, )?
ce qui contredis la primitivité de w. Donc en factorisant wL(w) et w? en carré minimaux, on
obtient que les r premiers carrés sont égaux. Soit v le mot non vide tel que w = X?--- X?v.

Par définition de r, v est un préfixe propre X2 -



Supposons par 'absurde que |v| > |Ss|, cela implique que Sg est un suffixe propre de w.
Ainsi on ne peut avoir que X, ,; = S5 ou X, ;1 = Sg. Mais le cas S5 n’est pas possible car cela
ne permettrais pas d’avoir Sg en suffixe propre et le cas Sg n’est pas possible car sinon r ne

serait plus maximal. On obtient donc que |v| < |Sg|.

Montrons que |w| > |S5S6|. En effet, supposons que w commence par 0, vu que Sg est un
suffixe propre de w et que w? € L(i, k), w doit commencer par 0(10°)%1. Si cette partie est
entreméler avec le suffixe Sg, on obtient forcément que w = 0(107)*10"(10%)*! = (0(10%)*+1)2
ce qui contredit la primitivité de w. Si par contre ces deux partie de w sont distincts, alors
|S5S56| < |wl|. Supposons maintenant que w commence par 1, on obtient alors que w commence

par 10°71(10%)**! et donc nécessairement que |w| > |S55].

Pour finir, nous pouvons appliquer le lemme précédent avec w, v et X = X,,;, on sait
donc qu’il existe Y2, --- Y2 des carrés minimaux tel que Y?---Y;2 soit préfixe de vL(w) et

Yi---Y,, = X,41- X, pour un certain s non nul. Ainsi :
wL(w) = X7+ X2YP - Y2X2 0 X2 eH(ik) et w=X1- X, Y7 Y Xppi1 - Xon.

O

Théoréme 5.3.11.
Soit a € [0, 2]\ Q. Si w € StM*(a) N L(StM (), alors w est une solution primitive de (5.4).

Démonstration:
Soient a € [0,1]\ Q et w € StMT(a) N L(StM(e)). Par le théoréeme 4.2.9, on sait que w? €
L(a).

Cas |w| < |Se| : Etant donné que S5 = 33, = 1071(10°)**! et que les carrés minimaux de
1 & 5 sont solutions. Il nous reste donc les cas w = 39, = 0(10°)' (1 <1 <k +1).
Sous-cas [ pair : On obtient que w? = (S2)/252(SH2 et w = (S95)"2S,(S4)/2.

Sous-cas [ impair : On obtient que w? = (SZ)(+1/252(52)(+1)/2 ¢
w = (5«2)(1+1)/253(84)(l+1)/2.

On dispose ainsi d’une solution a (5.4).

Cas |w| > |Sg| : Le carré Sg est suffixe de w.

Par récurrence sur k, [l : On récupére soit w = §x; soit L(w) = 38 (k>3 et 0 < <
a).
Supposons que tout les mots plus petits que w qui satisfont 'hypothése vérifient la
preuve et montons la pour w.
Cas w = 5 : Comme §j_15,_9 = L(5;_2)3,_1 on obtient que :
w? = 398k |8k 08k
= §k—2§§;11L(§k—2)5211152—1

= 5411 L(81k1-1)57 4



Le cas de base est vérifié car s3; = Sg est un carré minimal. Ainsi on peut donc
supposer que k > 3 ou k = 3 avec [ > 1. Comme §;_; est une solution par hypotheése
de récurrence on sait que 52 | = X7--- X2 et §,_; = X;--- X, avec les X; des carrés
minimaux.

Donc 57, € II(a,b) et \/Sk1—1L(5k,1-1) = Sku—1 et par le fait que |5;_1] > |Ss| nous
pouvons appliquer le lemme précédent et obtentir que vVw? = \/m \/a =
Ski-18k—1 = w qui est donc solution de (5.4).

Cas w = L(3g) : On sait que :

w® = L(85-2)5 | L(Sk—2)53"

~ ~ o~ GG 1~k
(Sk—2)8k-18k-38,"5 8,71 8k-28;"5

= ~ = ~ak—1—1~2
(8k—2)8k-181-35,"% S a1

= ~ < ~ak—1—1~2
= Sk-15k—25k-3SK_2  Skap—1

=~

= Sk-1L(5k-1)5} 4,1

Pareillement au cas précédent, si k > 3 on déduit que |5,_1| > |Ss| et que donc, par
récurrence : 5,1 L(5;_1) € [I(a,b). Et par le lemme précédent : /851 L(5k—1) = S_1.
AiIlSi, V w? = \/ §k_1L(§k_1)1 lgz,ak—l = §kz—1§k,ak—1 =w.

Et pour pour le cas de base k = 3, si b est pair, on calcule que 5;_1L(8x_1) =
(5«22)1+b/25v%<52>b/2 et que §p_1 = (52>1+b/25'1(54)b/2.

Si b est impair alors 8,1 L(5;_1) = (S2)0+1/282(52)(b—1)/2 et

gk—l — (SQ)(b+1)/2S3<S4)(b_1)/2

Et donc w est bien solution de (5.4).

Remarque 5.3.12.
La proposition nous révéle donc qu'il existe des solutions arbitrairement longues dans £(«) de
I'équation X2X7--- X2 = (X1 Xy -+ X,,)2
On peut également en déduire que siw € L(StM™(a)) \ L(StM(«)), alors w est une solution
mais qui n’appartient pas a L(«).
Nous pouvons désormais étendre notre caractérisation de la condition -racine :
Théoréme 5.3.13.
Soit w € L(«) avec w primitive. On dispose des équivalences suivantes :
i) w est une solution primitive de (5.4) dans L(«).
ii) w satisfait la condition v-racine.
iii) w e StM*(a) U L(StM («)).

Démonstration:

La bi-implication (i) <= (7ii) n’est en fait que le théoréme 5.3.4 et 'implication (iii) = (i)

est donnée par le théoréme 5.3.11.



Ainsi montrons donc que (i) = (i7) : Si w est une solution de (5.4) dans L£(«), on peut

2

donc dire que w? = X7--- X2, Soit p € [w?], le mot S, , commence par X;--- X2 et donc

le théoreme 5.2.7 nous dit que le mot \/Sa, = Sa,4(p) commence par X --- X, et donc que
Y(p) € [X1--- Xp] = [w]. Ce qui montre que w satisfait la condition ¢-racine. O

5.3.3 De la caractérisation combinatoire de la racine carré des mots

sturmiens

Grace aux deux sous-sections précédentes, nous allons pouvoir caractériser I'application
racine carrée un peu plus en détail, notamment par I'information de la position d’apparition

des carrés.

Lemme 5.3.14.
Soient o € [0, 3] \ Q et 5, un mot de StM*(a) (k> 2,0 <[ < a;). L’ensemble (37 ]\ {1 — o}

peut s’écrire comme étant :

(U Ul[gzwm‘]) \U[gi,i]

i=0 j=1
Les ensembles [5o] \ {1 — a} et [§1]\ {1 — a} se décompose de maniére similaire.

Démonstration:
Soient v € [0, 3]\ Q, (k,1) € K(a) et 5, € StM (). Dénotons 'ensemble

D = {|w|:w e StM™(a) Nwy = (Sk)1} -

Nous pouvons ordonner une partie des éléments de D en une suite croissante (d,,),en telle que
dy = @ —1. Posons vy = 8, et J; = [—(d1 + 1)a, 1 — a]. En observant le développement de la
preuve de la proposition 5.3.3, on conclut que [v;] = J;. De I’égalité (4.2), notons que U'intervalle
Ji est séparé¢ en deux par le point {—(qx; — 1)a} = {—(d2 + 1)a}.

Montons par 'absurde que [vi] = [—(d; + 1), —(da + 1)a]. Supposons que [vi] = [v1] N
([v1] — dacr) = [—(d2 + 1), 1 — a]. Les points {—(d; + da)a} et {—dya} sont donc de part et
d’autre de 0. Notons aussi que sur T, par (4.2), la distance entre {—dja} et —{—dsa} est
donnée par ||—(d; + da)a|| = || —gqx—1¢||. Ainsi, étant donné que {—qx_1a} et {—d a} sont aussi
de part et d’autre de 0, on obtient que qx_1 = d; + ds, ce qui est impossible.

On obtient donc J; = [v1] = [—(d; + 1), 1 — o] et [v}] = [—(dy + 1), —(dy + 1)a] et nous
définissons alors J, = Jy \[v?] = [—(ds + 1), 1 — ] qui sera Pintervalle de vy, I'unique mot de
D de taille ds.

La répétition de ce processus a l’étape n > 1 est comme suit. L’intervalle J, est séparé
par le point {—(b,41 + 1)a} et on obtient que [v2] = [—(b, + 1), —(b,11 + 1)a]. Et il existe
ensuite un unique mot dans D, v, 1, tel que [v,1] = [—(bpr1 + D, 1 — a = J,, \[s2]. Et nous

posons donc J, 11 = [$p41]. Par définition D, (s,41)1 = (s1)1 et donc (J,,)nen est une suite bien



définie d’intervalles emboités. De plus, comme |J,| — 0, on obtient que
n—ro0

(ea) = o = (J 0]

n=1

De plus, les ensembles [vZ] sont disjoints par construction. Pour obtenir 'ensemble de 1’énoncé,
notons que, comme sy ; = Siilsk_g, en miroir, les §;; qui commence par la par la méme lettre ont
un k de méme parité. Les 52, que I'on retire ensuite sont les mots plus petit qui n’interviennent

pas dans le début de la démonstration. Et ainsi

o) [e%e] o0 Ak+42i

27
U[Un] = U Sk;z U U 8k+22,] U Skz
n=1 sk1€D =0 j=1

On retire ensuite le point {1 — a} pour conserver le degré de liberté quand au choix du sens
d’ouverture de I et 1.

Pour finir, regardons les cas particulier de §; et ;.
50 : Nous savons du lemme 5.2.6 que [5] = [S1] = [0] = [0,1 — ] et que [53] = [0,1 — 2a].

Ainsi on obtient que
[So] = [58] U [—(q0 + ), 1 — ] = [§5] U [52.1]

Et on décompose [321] comme ci-dessus pour conclure.

: De nouveau grace au lemme 5.2.6, on sait que [3;] = [10971] = [Sy] = [1 — a, 1] et que

|Cm

[57] = [1 — g2.1¢, 1]. On obtient donc que
5] = [F U1 — o, 1 = goaa] = [5]] U [554]

Et on décompose [33 ;] comme ci-dessus pour conclure.

Lemme 5.3.15.

Siw e StMT(a) et v € SEMT(a)UL(StM™(a)), alors w? ne peut jamais étre un préfixe propre
de v2.

Démonstration.:

Soit € [0, 3]\ Q et w € StM T (a).

Cas v € StM™(«) : On peut se limiter au cas |w| < |v|. Or, dans ce cas, par le lemme

précédent, on sait que [w?] et [v?] sont disjoints et donc aucun de ces deux mots ne peut

étre préfixe de 'autre.

2

Cas v € L(StM™(a)) : Si |v| < ]3] alors v? est un carré minimal et donc w? ne peut pas

en étre préfixe. Si par contre |v| = [5;,] (K > 2,0 < < a;), on obtient par la preuve de
5.3.3 que [v] = [—(qx-1 + 1)a,1 — a]. Si v et w commencent par la méme lettre et que

|lw| < |v|, alors |w| < §x_;. Ainsi, par le lemme précédent, on obtient que la distance



entre 1 — v et les extrémités de [w?] est d’au moins ||g;_1||. Et donc, comme [v] et [w?]
sont disjoints, w? ne peut pas étre préfixe de v2.
U

La proposition suivante nécessite un lemme ici réadapté de |7, 2.2.8|.

Lemme 5.3.16.
Soit «v € [0, %] \ Q, alors pour tout k& > 1 les mots standards successifs si et sg,; sont tels qu'il

existe p,q,r € {0,1}" des palindromes tels que :

sp =qty et sp = ptpyr =qr

avec tp = 01 si k est impair et ¢, = 10 si k est pair.

Démonstration:
Soit a € [0,3]\ Q. Etablissons d’abord le cas de base k = 1. Nous avons donc les mots

s¢ = 09711 et s§ = (0711)%20 et donc :

s¢ = (0“7)01.

De plus,

(091-11) "% (091-1)(10%~1) % 10 si ay est impair

ag—2 ag—2

(0 =11) 72 (01~ 110% 1) (10 ~1) ™2 10 si ay est pair

Sg — (Oal_ll)a2_1(0a1_1)10 —

On dispose aussi de 1’égalité
sg = (072)(01(0™~"1)*272(0"~1)10)

Ainsi les mots ¢ = 072, p = (0~ '1)2271(0m~) et r = (01(0711)2272(0*2~1)10) sont des
palindromes qui satisfont 1’énoncé.

Supposons maintenant qu’il existe p, ¢, des palindromes tels que sj' = gt; et si', | = pt; 11 =

qr. On calcule donc que

((gr)"™2q)t,
p(tie1(gr)® " qty)

Sla+2 = (Slaﬂ)al+2 S

Ainsi, les mots p, ((qr)+2q) et (t;11(qr)“+2~1qt;) sont des palindromes qui satisfont 1'énoncé

et nous pouvons conclure par récurrence. O

Proposition 5.3.17.
Soit Sa, un mot sturmien de pente a € [0,1]\ Q et d’origine p € R. S, , posséde comme

préfixe w? avec w € StM™(a) si et seulement si p # 1 — a.



Démonstration:

Soit Sy, un mot sturmien

- Considérons que p # 1 — «, alors p € Iy \ {1 —a} = [S]\{l —a} oupe [\{l —a} =
[51] \ {1 — a}. Ainsi, en appliquant le lemme 5.3.14 & ces deux ensembles, on obtient que

Sa,p commence par un carré de StM™(a).

- Considérons que S, , posséde comme préfixe un carré w? tel que w € StM™ (). Supposons
par I'absurde que p = 1 —a. Notons que S, 1- € {01C,, 10C, }. Le lemme précédent nous
indique que, pour tout k > 1, sor = pox10 et Sor11 = @or+101 pour des palindromes poy. et

Gok+1- On obtient donc, comme C, = limy, sg, que 01C,, = limy, So5, et 10C, = limy, Sop 1.

Pour conclure nous allons exhiber la structure de §;. En effet, commencons par adapter
la proposition 2.3.33. On obtient que Vk € N,

SkSkt1 = L(Sg156) = D(skskt1) = Skr158 = SkSk+1 = L(S5415k)

De plus, vu que a; est toujours plus grand que 1, §,_25,_1 sera toujours un préfixe de

5k,. Et donc si k est suffisamment grand, nous calculons que :

~ ~ ~ ~p_o—1 ~ap_
Sp—3)L(8p—3)8p-45,"3" 8,55

Ainsi, pour un k suffisamment grand, L(5;_3)? est un préfixe de 55, et L(5;_3) € L(StM™).
Or, le lemme 5.3.15 nous dit L(5;_3)? ne posséde aucun préfixe v* avec v € StM ™ et donc

que S, 1-o ne possede également aucun tel préfixe ce qui contredis I’hypothese d’énoncé.

O

Remarque 5.3.18.
Nous pouvons observer avec la preuve du théoréme précédent que si un sturmien S, , possede
parmi ses préfixes une infinité de carrés qui sont solution de (5.4) alors p = 1 — « et donc
Sai—a € {01cy, 10, }.

Nous pouvons donc caractériser les mots sturmiens qui peuvent s’écrire comme une suite

infinie de carrés de StM™(«)
Théoréme 5.3.19.

Soit o € [0,2]\ Q, p € R et S, , un mot sturmien. Le mot S, , peut se réécrire en un unique
produit de carrés de StM™T(a) si et seulement si S, , n'est pas de la forme X7 X7..X2C avec

X; € StM*(a) pour i € {1,--- ,n} et C € {0lc,, 10c, }.

Démonstration:

Soit S,,, un mot sturmien.



- Considérons que S, , est une suite infini de carrés de StM™(«) et supposons que S, ,
soit aussi de la forme X7 --- X2C comme énoncé. On obtient donc que C' doit également
s’écrire comme une suite infinie de carrés de StM ™ («) or, le lemme 5.3.17 nous dit que
les mots 01C, et 10C,, ne possédent tout deux aucun carré de StM™(«) comme préfixe,

ce qui est donc contradictoire.

- Considérons que S, , soit de la forme X7 .- X2C' comme énoncé et montrons que S, ,
n’est pas un produit infini de carré. En effet, comme C' est un mot sturmien d’origine
1 — a, il ne posséde pas de carré de StM™(a) comme préfixe et donc la suite de carrés

est incompléte.

L'unicité de la décomposition vient du lemme 5.3.15. En effet, si S, , commence par un
carré w? avec w € StM™(a) alors w? n’a pas de préfixe qui est un carré de StM ™. De plus, s'il
existe un autre préfixe v? de S, , avec |v| > |w| et v € StM ™ (), alors w? ne peut pas étre un
préfixe de v? ce qui est contradictoire. On obtient donc que w est unique et que argument est

réutilisable sur le mot (Sy,,)p0,w| €t ainsi de suite. O

Remarque 5.3.20.

Supposons qu’un mot sturmien S, , ¢ {01lc,, 10¢, }, on sait alors S, , ne posséde qu’un nombre
fini de carrés qui soient solution de (5.4) comme préfixe. Parmi ces carrés, celui de plus grande
longueur sera appelé solution maximale. Notons que cette solution maximale n’est pas forcément

primitive, vu que n’importe quelle puissance d’une solution en est une aussi.

Nous pouvons maintenant classer les mots sturmiens en 2 catégories distinctes, séparées par

la structure de leur racine carrée.

Définition 5.3.21.
Considérons I'ensemble des mots sturmiens de pente v € [0, 5] \ Q.
Type A : Un mot sturmien X est dit de type A s’il s’écrit comme le produit de solutions
maximales de (5.4) i.e. X € TypeA si X = X?X7--- avec X; la solution maximale de
(5.4) pour laquelle son carré est un préfixe de Xjg x2..x2 |-
Type B : Un mot sturmien X est dit de type B s’il s’écrit comme le produit X = X7 --- X2C
avec C' € {01c,, 10¢,} et X; la solution maximale de (5.4) pour laquelle son carré est un

préfixe de Xy x2..x2 |-

Nous obtenons des quelques résultats précédents que les solutions maximales X; définies
ci-dessus sont uniquement déterminées et que leur racine primitive sont donc StM™(«). Ainsi,
ces solutions maximales sont toutes spéciales & droite. Donc, pour factoriser un mot sturmien
X en un produit de solutions maximales, il est suffisant de trouver & chaque nouvelle position
le plus petit carré de StM™(a) qui est préfixe de X et de considérer sa plus grande puissance
paire.

Nous définissons également deux suites de mots finis, (A;);en et (1;);en qui sont telles que :

- Ao = o = €.



- Si X € TypeA alors Vk > 1 :
= XiXe-- X2 et MNe=X1Xo - Xp
- Si X € TypeB alors pour 1 <k <n
e = X2 X2 X2, =X X0 Xg,

et flpp1 = X12 e 'XZHCa A1 = X1 Xy O

Proposition 5.3.22.
Soit Sy, € ®. Si Sy, € TypeA alors \; est spécial & droite et est un suffixe de p; pour tout
j=0.

Démonstration:

Soit Sy, € © de Type A. Procédons par récurrence. Si j = 0. Comme S, , n’est pas constant,
alors Ay = € est bien spécial a droite. et ¢ est bien un suffixe de p; = e.

Supposons maintenant que pour un j > 0, A; soit spécial a droite et suffixe de p;. Traduit
en termes d’intervalle, I’hypothése de récurrence se traduit par la proposition 4.1.8 en les deux

conditions suivantes :
D) {=(Al +1)a} € [Ad]
i) [pe] C (] = [Anle)

Etant donné que I’argument principal de cette preuve repose sur le fait que ;X Jz 1 € L(o)
et non sur la structure de A et p, nous pouvons donc supposer que X, est primitif et donc
que X1 € StM™*(a). On obtient alors qu'il existe ¢ € Ny tel que :

[(Xjr]=[-(g+1a,1 -]
[X;H] = [Xja] N ([Xj] = [Xjle) = [-(g+ Do, = (| Xj5a| + 1)a] .

Soit © = {—(|g;| + 1)a}. Par hypothése de récurrence on sait que x € ([A\;] — |A\j|a) et que
x est une extrémité de ([X;41] — |py|).

Soit y = {—(|p; X;11] + 1)a}. Le point y est une extrémité de ([X;11] — |1 X 41|c) et est
un point intérieur de ([X;+1] — | la).

Supposons par 'absurde que y ¢ ([A\j] —|\j|a). Comme 1 —a ¢ ([X;11]—|X41|a) on obtient
que 7 ¢ ([Xj41] — [ Xj41]a). Ceci implique que ([A;] — [Ajla) N ([Xj4] = |1y Xja]a) = 0.

Or, vu que [pj41] = [p] NV ([Xj4a] = [p5]a) O ([Xja] — |15 Xj41]a), on récupere que [p;] C
([Xj41] =1 Xj+1]c) et par hypothése de récurrence on obtient que [pj41] C [1;] € ([Nj]—|Aj]|@).

Ainsi, [pj41] C 0 ce qui est contradictoire et qui donc nous indique que y € ([A;] — |A\j]«).

Maintenant, regardons I'ensemble ([A\;X;1] — |Aj|la) = ([N] — [Njle) N ([Xja] — |pla).
On sait que y = {—(|¢;X;+1| + 1)a} se trouve dans cet ensemble et donc que y + |\j|la =
{=(NjX 41| + Da} € [A\;jXj41]. Ce qui signifie que ;X1 est spécial & droite.



Pour conclure que Aj;; est bien un suffixe de y;41 nous devons discuter sur les longueurs
d’intervalles
Cas ([Xj11] — i) € ([A\j] — [Ajla) : Posons ([A\;jXj11] — |Aj|a) = [z, 2] avec z une des
extrémités de ([A;] — |Aj|a). Comme y est un point intérieur de ce [z, z], on peut écrire
que {z — [Xjla} =y et que @ & ([\;Xj] — [N Xj|a).
On obtient donc que [y, 2] C ([AjXj41] — [AjXj41]a). Et comme y est aussi un point
intérieur de ([Ax] — [ Ae|c), on dispose en fait de Pégalité [y, 2] = ([A;] — [Aj|a) N ([XF, ] —
|pej]r). Et ainsi :

[i+1] = (] O (X7 = [pgla)
C (M) = IMla) N (X7 ] = |isle) = [y, 2]
C (N Xj] = N Xjala)

Ce qui montre que \; X ;11 = A4 est un suffixe de f1;41.

Cas ([Xj+1] — |jla) € ([Aj] — |Ajla) « Ici, on obtient que ([A\jX;41] — [Njla) = ([Xj] —
|1jlar) et done que ([A; Xj41] — [N\ Xja|o) = ([Xjpa] — |1 Xj11]a). Et comme ([X7,,] —
1jle) € ([Xjea] = |15 Xj41]e), on obtient que :

[ 41] = (1] O (X7 = [gla)
C (1] O ([Xja] = 15 X 11 ]e)
C [is] N ([N XGa] = [N X o)

Et donc, pareillement, \;;; est bien un suffixe de f1;41.

Théoréme 5.3.23.
Soit S, € &.

A) Si S, € TypeA alors

\/Sap = jlijgo (Sep) 171,00

De plus, la premiére occurrence dans S, , du préfixe \ji1 de /S, , est & la position |)]
pour tout 53 > 0.

B) Si S,, € TypeB alors il existe n € Ny tel que

Senp = (Sap) Al ool

De plus, la premiére occurrence dans S, , du préfixe \ji1 de /S, est & la position |)]
pour tout 0 < 57 <n—1.

Et la premiére occurrence dans S, , de tout les préfixes de longueur plus grande que |\,



dans /S, est & la position |A,|.

Cette preuve démontre d’'une nouvelle fagon que /S, , est un mot sturmien de pente a.

Démonstration:

Soit S,,, un mot sturmien.
Sa,, € TypeA : Soit j > 0. La proposition précédente nous dit que \; est un suffixe de p;.

Et comme 2|A;| = ||, le mot (Sa,p)[al,00] POSsede ); comme préfixe. Et donc nous
obtenons que /S,,, = IJEEO(SQW)HMLOO['

Montrons maintenant par récurrence que les A occurrent aux positions énoncées.
Notons d’abord que A\; = X; apparait a la position |[Ag| = 0 ce qui conclus le cas de
base. Considérons donc que le résultat soit vrai pour \; avec j > 0 et regardons ce qu'’il
advient de Aj4q.

Par I’absurde, supposons que \;;; démarre dans S, , & une position inférieure a |\;|.
Comme \; est un préfixe de )i, on obtient par hypothése de récurrence que ;i ne
peut pas apparaitre avant la position |A;_1|. Ceci implique qu'il existe une occurrence de
X; X1 qui commence dans S, , a la position v qui est telle que |p;—1| < v < |p;—1Xj].
Notons aussi que dans S, ,, & la position |ug_1], il y a une occurrence de Xf et que
Xy = w' pour un certain t € N et w € StM™(«). Et done, w étant primitif, on obtient
que v = |p;_1| + r|w| avec 0 < r < t. Ainsi, X, apparait dans S, , & la position
v+ |X;| = |pj—1] + (r +t)|w|. Et comme r < t, des mots w et X1, un est préfixe de
I'autre.

‘ D Qo — : 2 . 2
Cas w préfixe de X, @ Siw = Xj,, alors dans S,, , le préfixe p; 1 X3 est suivi par w
2t+2

et donc w est une solution de (5.4) qui contredit le fait que le facteur X, soit une
solution maximale.

Supposons donc que |w| < |Xj41|. Comme X1 apparait & la position |u;_1| +
(r +t)|w| < |p;], on récupere que X; 1 commence par wa avec a la premiére lettre
de w. De plus, comme w? € L(a) et que w est spécial & droite, on déduit que XjQ+1
commence par w? ce qui montre encore que X; n’est pas la solution maximale.

Cas X, préfixe de w : Le mot X, doit étre primitif. En effet, sinon X;,; et donc w

aurait comme préfixe un carré de racine dans StM™(«) ce qui contredit le lemme
5.3.15. Notons aussi que w et X, posséde la méme premiere lettre.

Comme w? € L(a) et que w est spécial & droite, dans S, ,, il y a une occurrence
de w aprés p; au méme endroit que X JQ 1. Dong, le lemme 5.3.15 nous dit que w doit
étre un préfixe propre de X ]2 1 et comme X doit étre un préfixe propre de w, les
cas w = 0(= §) et w = 10°(= §;) sont a écarter. On obtient donc que w = 3, avec
E>2et0<!l<a; Et vu que |w| < 2|X;11], on obtient aussi que | X;41| > |Sk_2].
Ainsi la seule possibilité sera X, = 8, avec 0 < !’ < [. Or on peut écrire que

X701 = (8r—28k1)” = Sp—28 1 L(5m1) 8028y,

Et comme w est préfixe de X32+17 on doit avoir que 5,1 = L(8;_1) ce qui est impos-



sible.
La conclusion est donc que A\, n’apparait pas avant la position |A|.
Sa,p € TypeB : Du corollaire 5.2.8, nous savons que \/m = Sa,1—a- De plus les argu-
ments de positionnement dans le cas S,, € TypeA sont a l'ordre fini et sont donc

applicable dans ce cas aussi. Ainsi, nous pouvons conclure.

O

Revenons une fois de plus au mot de Fibonacci.

Exemple 5.3.24.
Comme F =C 1, 0n obtient que F' € TypeB et nous pouvons observer le début de sa décom-
©

position en solutions maximales primitives :

xXi=f2* X3=Ff5" X3=fs*

—— v
F =010010 1001001010010 101001 - - -
A1 : 010
A2t 1010

~

[l
A3 010

[Az]

A 010

A3l

Nous allons conclure ce chapitre sur quelques résultats concernant la structure des solutions

maximales pour les mots sturmiens de Type A.

Lemme 5.3.25.
Soient a € [0, 3]\ Q et w,v € St*(a) avec |w| > |v]. Si w est un préfixe d’une puissance de v

alors w = s, et v =5,y pour un k > 2 et 0 <1 < a.

Démonstration:

Soient o, w, v comme énoncés et notons i = a; — 1. Si w = s; = 0°1, alors il faut nécessairement
que v = so = 0. Or dans ce cas, w ne pourra jamais étre préfixe d'une puissance de v. Supposons
donc que w = s, avec (k, 1) € K(a).
Cas k=2 Ici, w = (0'1)'0 et v = 0’1 = s;. En effet, w ne saurait pas étre préfixe ni d’'un
multiple de 0 = so ni d’un multiple de (0°1)"0 (I’ < I).
Cas k > 2 : Procédons par I'absurde en supposant que v # sg_1.

Supposons |v| > [sg_1]| : Vu que |w| > |v|, alors v = s (I' < ). Comme w est préfixe

d’un multiple de |v], le mot s’ s, 5 est un préfixe de sp_ov* (t € Ny). On calcule
donc que

- ak—1 -2
Sk 15k—2 = Sk—1S_9 Sk—3Sp_1 Sk—2

et donc que sg_1Sk_2 = Sk_2Sk_1, ce qui est faux.

Supposons |v| < |sg_1| : Le préfixe s;_; de w est aussi un préfixe de v* (¢ € Ny), on ne

peut donc avoir que v = s;_». Comme w = (s;.*7 sx_3)'sr_2, on obtient que le mot



U = S_3Sp_o est un préfixe d'un autre multiple de v. Ainsi on obtient que u se fini
par un préfixe de s;_o de taille |s;_3| qui est donc s;_3 lui méme. Et donc on obtient
que Sp_oSk_3 = Sk_3Sk_2, Ce qui est faux.
Ainsi, la seule possibilité restante est v = s;_1. Et cette solution fonctionne, ce qui nous
permet de conclure.

O

Proposition 5.3.26.
Soit S, , = X7X3X3 -+ un mot sturmien de TypeA. Si [X;| > | Xy|, alors X; = §;; (k <2 et
0 < < ag), la racine primitive de X3 est 5,1 et | X3| > | Xy].

Démonstration:

Soit S,, € TypeA un mot sturmiens tel que | X;| > | Xy

Cas X7 primitif : Soit w la racine primitive de X5. Les mots w et X; sont tous deux dans

StM™ (). Par hypothése, on sait aussi que |w| < |Xi|. Le théoréme 5.3.23 nous indique
que le mot Ay = X1 X, est un suffixe de s = X2X3 et donc que X; est un suffixe propre
de X7 Xs.

Posons Z le mot tel que ZX; = X; X,. Cette égalité implique que pour tout naturel
n, Z"X; = X1 X7 et donc qu’il existe m € N tel que X; soit un suffixe propre de X2
Ainsi, le mot X est préfixe d’un multiple de @ et le lemme précédent nous dit donc que
X1 = sy et @ = s pour un (k,1) € K(a).

Si | = ay, alors le mot X2X2 posséde le mot §k_1§k_2§zkj2 comme facteur. Ce qui

. . 2 .
implique que le mot sZ’“fl Sk—28k—1 € L(a). Or, comme s;_1 est un préfixe de sg_o25k_1,

on obtient que s{**? € L(a) ce qui contredit le point (iv) du théoréme 4.2.9. Ainsi on
conclut que si X; =5, alors k> 2 et 0 <1 < ag.

Cas X; non-primitif : Posons v la racine primitive de X; et j € N tel que X; = v?. Considé-

rons le mot sturmien (Sa,,)[2j-2)v],00] = V2 X3X3 - -+ qui retombe dans le cas précédent,
ce qui implique que v = 5;; avec k > 2 et 0 < [ < a;, et que la racine primitive de X,
est §x_1. De plus, comme [ # a;, on obtient de nouveau par le point (iv) du théoréme
4.2.9 que v* ¢ L(a) et donc que j =1 et X; = v = 5.
Montrons maintenant que | X;| < | X3
Supposons par I'absurde que |X;| > |X3|. Montrons d’abord que |X3| > |X5|. En effet, si
| X3| < | X2, le début de preuve nous dit que Xy doit étre le miroir d’un mot semi-standard.
Or ici, X5 est un multiple de §,_1, ce qui est contradictoire. De plus, on ne peut pas avoir
| X5| = | X3] par maximalité de X,. Posons X3 = u' avec u € StM™(a) et t € Ny. Comme
| Xo| < |X3] < X1, on obtient que |Sx_1| < tlu| < |5,
Nous allons maintenant énumérer plusieurs contradictions grace au point (iv) du théoréme
4.2.9 qui nous renseigne sur 'index dans £(«) des mots de StM™(«) pour obtenir la conclusion.

Supposons que |u| < |sg_1].

- Supposons que u soit le miroir d’un mot semi-standard, or vu que X? = v** € £L(«) et 'index

de w est 2, on récupére que t = 1 et donc que |u|t < |s,_1| ce qui est contradictoire. Ainsi, on



sait u est le miroir d’un mot standard.

- Supposons que u = 5y = 0. Alors l'inégalité t|u| > |sk_1| > |s1| n’est plus vrai car I'index de

0 dans L(«) est a; + 1. Ainsi, on sait que u # 3

- Supposons que u = §;_o. Comme t|u| > |sp_1| = ax_1|sk_2| + |sk_1|, on obtient que t > a_;.
De plus, vu que X2 € L(«), on obtient que 2t < aj_; +2 et donc que ag_1 +2 > 2t > 2a;,_; ce
qui n’est possible que si ay_; = 1. Et dans ce cas, ax_1 + 2 est impair et donc ay_1 +2 > 2t >

2ai_1. Ce qui implique que a;_; < 1 et donc une contradiction. Ainsi, on sait que u # 5;_».

- Supposons que u = §,_3. On calcule que
tlul > [sp_1] > [sp—28k-s| = |s3"5 sk—ask—s| > (ar—2 + 1)|55_s3]

et donc que t > ap_o+1. Or 'index de X3 implique que 2t < a,_»+2 et donc que, pareillement

au point précédent, ai_o < 0 ce qui est contradictoire. Ainsi, on sait que u # 5_3.

- Supposons que |u| < |sk_4|. On calcule que

|sk_1| > (ag—2 + 1)|sk—s| + |sk—a| > 2|sk_3| + [Sk—a| > (2ar_3 + 1)|sk_4]

et comme 2a,_3 + 1 > ay_3 + 2, on obtient que |SZ’“:43+2| < |sg_1|. L’'index de u nous dit

donc qu’il est impossible d’avoir |t|u > |sx_1| ce qui est une contradiction. Ainsi, on sait que
lu| > |sk—_a].
On obtient donc que si |u| < |sg_1| alors on obtient forcément que t|u| < |sx_1|. Ce qui est une
contradiction. Ainsi, on sait que |u| > |sx_1|. De plus, par maximalité de X5, on sait également
que u # 8i—1 et donc que |u| > |sp_q|.

Du fait que |u| < |5, on sait donc que u = Sy pour un certain 0 < I’ < [. De plus,
comme | # ay, on obtient, comme ci-dessus, que t = 1. Par la proposition 5.3.22, on sait que
A3 = X1 X5 X3 est un suffixe de p3 = X2X2X2 et donc que §; o557, = 57715, 5580 | avec r le
naturel tel que Xy = 5} _;. Ce qui implique que les mots 5;_; et 5;,_5 commutent, ce qui est la
contradiction finale qui permet de conclure que | X3| > | Xi].

[

Corollaire 5.3.27.
Soit S, , = X$X2X3 -+ un mot sturmien de TypeA. Alors lim inf|X;| = co.

1—00

Démonstration:

Soit Sa, € TypeA, par la proposition précédente on sait grace au mot (Sa,p)[ju 1|00 que si
|Xi+1| < |Xz| alors |Xi+2| > |Xz| [



Chapitre 6
Des mots infinis chevauchements-pleins

Maintenant que nous nous sommes familiarisés avec la racine carrée des mots sturmiens,
une question pertinente que I'on est en droit de se poser est : Si un mot sturmien est partout
a-répétitif optimale, I'a-racine associée préserve-t-elle le caractére sturmien et/ou la pente ?

En ce sens, nous allons nous concentrer sur les chevauchements et faire le lien avec les mots
sturmiens.

Nous allons considérer dans cette section, pareillement aux mots carrés-pleins, que l'on

travaille dans I'alphabet A = {0, 1} et uniquement avec des mots infinis apériodiques.

6.1 De la chevauchement-plénitude optimale

Rappelons qu'un mot X est une 2"-répétition ou un mot chevauchement-plein si un che-

vauchement commence & chacune de ses positions.

Lemme 6.1.1.
Si X est un mot infini chevauchement-plein, alors Fac(X') contient au moins 3 chevauchements

minimaux distincts avec 01 comme préfixe.

Démonstration:

Soient X est un mot infini chevauchement-plein et ww0 le plus grand chevauchement minimal
de X qui posséde 01 comme préfixe. Avec la maximalité de w et le fait que X est apériodique,
on obtient, en partant du deuxiéme w, qu’il existe un autre chevauchement minimal vv0 ot v
est préfixe de w, 01 est préfixe de v et w est un préfixe propre de vv.

Ensuite on sait qu’il existe u et ¢ deux mots non vide tel que w = vu et v = ut avec t qui
commence par 0. Et cela implique que u a 01 en préfixe car sinon cela contredirait la définition
de v.

Ainsi, on obtient que ww0 = vuutul et donc que wul est un chevauchement et donc soit il

est minimal, soit un de ces préfixes 'est et tous deux démarrent par 01. U

Lemme 6.1.2.
Si X est un mot infini chevauchement-plein, alors Fac(X') contient au moins 3 chevauchements

minimaux distincts avec 00 comme préfixe.
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Démonstration:

Soient X un mot infini chevauchement-plein et ww0 le plus grand chevauchement minimal
avec 001 comme préfixe. Comme pour le lemme précédent ; par maximalité, on dispose d'un
chevauchement minimal qui commence au deuxiéme w i.e. on sait qu’il existe vv0 avec v qui est
un préfixe de w, v qui commence par 001 et w qui est un préfixe propre de vv. Ainsi, on peut
décomposer w et v avec deux mots non vides u et ¢ qui commencent par 0 tels que w = vu et
v = ut.

Et donc ww0 = vuutul ce qui implique que uu0 est un chevauchement. Notons que le cas
u = 0 est compté car dans ce cas uu0 = 000 posséde 00 comme préfixe. Et si |u| > 1 alors soit

uu0 soit un de ces préfixes sera le troisieme chevauchement minimal. 0]

Lemme 6.1.3.
Si X est un mot infini chevauchement-plein, alors Fac(X) contient au moins 3 chevauchements

minimaux distincts avec 10°1 comme préfixe et au moins 3 avec 10’1 comme préfixe (7 # j).

Démonstration:

Soit X un mot infini chevauchement-plein. Etant donné que X est apériodique, on sait qu’il
doit exister, & renommage des lettres prés, deux longueurs différentes i et j telles que 10°1 et
1071 soient tous deux dans Fac(X).

Soit ww1 le plus grand chevauchement minimal avec 10’1 comme préfixe. On doit avoir que
10°1 soit un préfixe de w. En effet, sinon on obtient que w = 10° et par maximalité, chaque w
doit relancer un chevauchement ww1 et donc X posséde comme suffixe (10°)% ce qui contredit
I’apériodiciteé.

De nouveau du fait que wwl soit le plus grand chevauchement minimal qui commence par
101, il doit en exister un autre : vvl avec v préfixe de w, w préfixe propre de vv et 10°1 préfixe
de vvl. Et aussi qu’il existe u, ¢t non vides qui commencent par 1 tels que w = vu et v = ut et
donc on obtient que wwl = vuutul.

Ainsi, le mot wul est un chevauchement de Fac(X) et montrons enfin que 10°1 en est préfixe.
Comme 101 est un préfixe de vvl et comme ¢ commence par 1, on retire de v = ut que 10° est
un préfixe de u. Donc soit u = 10%, soit 101 est préfixe de u. Ainsi, dans les deux cas, soit uul
ou soit un de ces préfixes est le troisiéme chevauchement minimal de Fac(X) qui commence par
10°1.

La preuve de ce lemme est strictement identique pour j. 0

Théoréme 6.1.4.
Si X est un mot infini chevauchement-plein, alors il posséde au moins 12 chevauchements

minimaux et cette borne est optimale.

Démonstration:

Soit X un mot infini chevauchement-plein. Par les trois lemmes précédents, on obtient qu’il

existe pour respectivement 00, 01, 10°1, 10’1 (¢, j € N) au moins trois chevauchements minimaux



distincts qui commencent par les préfixes ici mentionnés.
Soit I’ le mot de Fibonacci. Nous observons que chacun de ces 28 facteurs de taille 27

commence par un chevauchement parmi 12 différents.

En effet on retrouve que :

001001010010010100101001001
0010010 est préfixe de { 001001010010100100101001001
001001010010100100101001010

001010010010100100101001010
001010010010100101001001010

00101001001010010 est préfixe de

001010010100100101001001010
001010010100100101001010010

00101001010 est préfixe de

010010010100100101001010010
010010010100101001001010010

0100100 est préfixe de

(010010100100101001001010010
010010100100101001010010010
010010100101001001010010010

\010010100101001001010010100

01001010010 est préfixe de

(010100100101001001010010100
010100100101001010010010100
010100101001001010010010100

\010100101001001010010100100

01010 est préfixe de

100100101001001010010100100
1001001 est préfixe de  100100101001010010010100100
100100101001010010010100101

100101001001010010010100101
100101001001010010100100101

10010100100101001 est préfixe de

100101001010010010100100101
100101001010010010100101001

10010100101 est préfixe de

10100100101001001 est préfixe de {101001001010010010100101001



101001001010010100100101001 est préfixe de {101001001010010100100101001

101001010010010100100101001
101001010010010100101001001

10100101001 est préfixe de

Ces chevauchements sont des %—répétitions. Le mot de Fibonacci atteint donc la borne de

12 chevauchements minimaux. O

Rappelons-nous de deux des morphismes vus dans la section 2.3.3

0~ 01 O0—1
E
1—0 1—0

Nous avons vu avec la proposition 2.3.31 que n’importe quel mot caractéristique C,, peut étre
obtenu en appliquant une certaine suite infinie de morphismes ¢ et E' au mot de Fibonacci. Nous
allons maintenant montrer que ces deux morphismes préservent la chevauchement-plénitude

optimale.

Proposition 6.1.5.
Si X € & est chevauchement-plein optimal, alors F(X) et ¢(X) le sont aussi.

Démonstration:

Comme FE est un codage et ne fait que renommer les lettres des mots, la conclusion est immé-
diate.

Ensuite, soit X un mot sturmien la proposition 2.3.21 et son lemme nous informe que
©(X) est aussi un mot sturmien. Considérons les lettres de X = xgx12s... et ©(X) = pop1pa...
(xi,p; € {0,1} V7). Soit i,j > 0 deux entiers tels que p; = 0 et p;pjt1... = @(x;Ti41...). Comme
X est carré-plein avec exactement 6 carrés minimaux, on obtient que x;z;,1... commence par ww
qui est un de ces carrés. Et donc, par définition de ¢, le suffixe p;p;41... commence par p(ww)0
qui est un chevauchement. On en déduit qu’a chaque occurrence de 0, il y a un chevauchement

parmi un des 6 de la forme ¢(ww)0 avec ww un carré minimal de X.

Ensuite, soit £ > 0, > 1 deux entier tels que zx = 0,p; = 1 et Oppr41... = O(TpThi1-..)-
Comme X est chevauchements-pleins optimal, on obtient que xyxi.1... commence par un che-
vauchement minimal 0wOw0 parmi 6 distincts. On obtient donc que Op;p;;1... commence par
©(0wOw0) et donc que pypyy1... commence par 1lo(wOw0) qui lui méme est un chevauchement.
Ainsi, chaque position qui commence par 1 dans ¢(X) commence aussi par un chevauchement

parmi un des 6 de la forme 1p(w0w0) (avec 0wOw0 un chevauchement minimal de X).

Ainsi chaque position de ¢(X) commence par un chevauchement parmi 12 distincts. Si un

des 12 n’est pas minimal, on peut le remplacer dans la liste par son préfixe qui I’est. De plus,



comme (X)) est apériodique, on récupére du théoréme 6.1.4 que ¢(X) est chevauchement-plein

optimal. O

Théoréme 6.1.6.

Soit S, , € $, alors S, , est chevauchement-plein optimal.

Démonstration:

Soit S,,, € $. Nous avons précédemment montré que :

(6.1.4) F, le mot de Fibonacci, est chevauchement-plein optimal.
(2.3.31) Cy =1lim, 400 g1 0 ... 0 g, (F) avec g; € {E, v} Vi.

(6.1.5) Vn,g; o...0 g,(F) est chevauchement-plein optimal.

Ainsi, la limite d’une suite de mots sturmiens chevauchements-pleins optimaux, qui est C,, est

elle-méme un mot sturmien chevauchement-plein optimal.

De plus, la définition 3.1.1 des mots 27 -répétitifs nous qu’il existe N € N tel que tout les
facteurs de C, de longueur plus petite que N posséde un préfixe 21-répétitif. Ainsi, les facteurs

de S, , et C, étant les mémes, on obtient que S, , est aussi chevauchement-plein. O

6.2 De la racine chevauchiéme : une fausse bonne idée

Etant donné que pour tout mot w € {0,1}" et a € {0,1}, le mot awawa est égal au mot
w'w'a avec w' = aw, la 2T-racine finie du chevauchement awawa est donc aw. Nous allons

appeler cette racine racine étendue a gauche.

Définition 6.2.1.
Soient A un alphabet fini, a € A une lettre et w € A* un mot, on définit alors la racine

chevauchieme étendue a gauche par :
/- awawa — aw
Et si X € AY est un mot infini chevauchement-plein alors on étend la définition par

ou la suite (X;);en, représente la décomposition de X en chevauchements minimaux.

Malheureusement, cette racine ne préserve pas la propriété d’étre sturmien. En effet, si I'on

regarde le début du mot F', on obtient :



F =0100101001001010010100100101001001010010100100101001010010010100100...
=01001010010/01010/01010/01001010010/01010/01010/01001010010/1001001/0100100...
et donc que

VF = 01001/01/01/01001/01/01/01001/100/010...

=01001010101001010101001100010....

Ainsi, comme 11 et 00 sont des facteurs de ¥/ F, ce mot n’est pas sturmien.
Cependant, au vu de la structure d’'un chevauchement, la définition d’une racine n’a lair,
de prime abord, d’étre univoque. En effet, nous pouvons considérer 3 autres possibilités raison-

nables de racine.

Définition 6.2.2.

Soient A un alphabet fini, a € A une lettre et w € A* un mot, nous définissons les 3 racines

suivantes :

la racine chevauchiéme courte : /- : awawa — w
la racine chevauchiéme étendue & droite : /- : awawa — wa

la racine chevauchiéme longue : /- : awawa — awa

Et donc, si X € AN est un mot infini chevauchement-plein, on définit les racines :

X =X XX;5... > W = C\d/Xl C\d/XQ c\d/Xg...

ou la suite (X;);en, représente la décomposition de X en chevauchements minimaux.

Ces racines possédent les mémes limitations que la racine étendue a gauche. En effet, de

nouveau avec le mot de Fibonacci, on obtient pour la racine étendue a droite que :

¥/F = 10010,/10/10/10010,/10,/10/10010/001,/100...
= 10010101010010101010010001100

Pour la racine courte que :

V01010 =11 et V01001010010 = 1001

Et pour la racine chevauchiéme longue que Facg( ¥/F) > 10 (cf. Annexe B).

Ainsi nous avons que toutes les racines chevauchiémes ne préservent pas le caractére sturmien

des mots infinis.



Chapitre 7

Conclusion

7.1 Dela %-racine de F

Nous avons dans le chapitre précédent que la 2*-racine ne préservait pas le fait d’étre
sturmien. L’exemple qui suit est 1a pour nous aider & réaliser 'impact de la nature de a par
rapport a cette propriété. Etant donné que les mots sturmiens sont tous partout 2-répétitifs, ils

sont également partout %—répétitifs. Ainsi, la %-raeine est bien définie pour les mots sturmiens.

Cependant, cette racine a le méme probléme que la racine chevauchiéme. Elle ne préserve

pas le fait d’étre sturmien.

En effet, si on reprend 'exemple du mot de Fibonacci, parmi les facteurs de taille 5 de F,

on retrouve les %—répétitions minimales suivantes :

00100 01010
00 est préfixe de 010 est préfixe de
00101 01001
101 est préfixe de {10100 10010 est préfixe de {10010

Et donc les racines de ces répétitions sont :
W00 =0, V010=01, V101 =10 et /10010 = 100

Ainsi, on observe que
WF = 0101100.. - - -

et donc que 11 et 00 sont tous les deux facteurs de 'V/F et que ce mot n’est donc pas sturmien.
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7.2 De la conclusion sur les a-racines

Parmi les a-racines de mot infini, nous pouvons nous interroger sur I'unicité de l'identité et
de la 2-racine ou racine carrée pour préserver la propriété d’étre sturmien. En effet, les n-racines

avec n € N préservent naturellement la pente d’'un mot vu que pour chaque n-répétition w :

b _fol/n _ @ _
=Tl T feln T T T

Cependant, les autres a-racines, qui ne préservent pas la pente des mots, ne semblent pas

m(w)

jouir de la propriété de préserver le caractére sturmien des mots infinis. En effet, les deux
exemples que I'on a ¢tudiés : la 2F-racine ou racine chevauchieme (voir 6.2) et la 2-racine (voir
7.1), nous poussent vers cette conclusion.

J’ai donc décidé d’entreprendre la preuve de cette conjecture. !

Avant de pouvoir s’attaquer au résultat. Notons que nous n’avons pas prouvé que tous les
mots sturmiens sont a-répétitifs pour o de 2t & 1 + ¢, ce qui n’entrave en rien la véracité du
résultat suivant. Et méme plus que ¢a, quand bien méme il existerait S € & qui ne soit pas
partout a-répétitif, alors I’ a-racine n’est méme plus bien définie et devient dépourvue de tout

intérét par rapport aux mots sturmiens.

Théoréme 7.2.1.
Soit 1 < a < ¢+ 1, si a ¢ N alors I'a-racine associée ne préserve pas le caractére sturmien des
mots infinis.

Démonstration:
Soit 1 <a < p+1.

Cas o < 2: Soit v =[0;5 +1,2,1] avec j tel que :

( L
1071071
2j 2] +2 2j+1 010°-101072
,—] <a< ] i < ‘7 i == { sont des a-répétitions minimales
J+1 J+2 J+1 109+1109-1
00
\

Etant donné que (57)% € L(7), il existe p € [0, 1] tel que S, , soit tel que :

S, =08586- = 0107107101107 107 - - -
= 010°"1010°"2/00/10° 110’1 /0107 - - -
= {/S,,=010"1/0/10°*! JO1- -
— 010j10j+21 -

Ainsi, comme |[07*2|; = 0 et [1071]; = 2, on obtient que V/S n’est pas équilibré et donc

1. Le cours, et surtout le calculateur de fraction continue de R.Knott [14] m’ont énormément aidé dans la
phase exploratoire de cette conjecture.



pas sturmien.
Cas 2 <a < 2: Soit § =[0;2,2,1].

Comme 0101 est un carré minimale et que 01010 est une g—répétition minimale, on

obtient que 01010 est aussi une a-répétition minimale.
Etant donné que (S3)? € £(6), il existe o € [0, 1] tel que Ss, soit tel que :

S0 = 05255 = 010101001010 - - -
= 01010/1001010 - - -
= /S5, =01/1001- -
= 011001

Ainsi, comme 11 et 00 sont tous deux des facteurs de {/Ss., ce mot n’est pas sturmien.
Cas 3 <a<1+¢: Soit ¢ =[0;3,2,1].
Vu que 0010010 est une %—répétition minimale, 00100100 est une 8/3-répétition mini-

male et que % < g <a<l4+p< %, on obtient que 00100100 est aussi une a-répétition
minimale.

Etant donné que (S§5)% € £(¢), il existe v € [0, 1] tel que Se,, soit tel que :

Se.o = 0053 Ss = 001001001000100100 - - -

— 00100100,/1000100100 - - -
— {/S¢., = 001/10001 - - -
= 00110001

Ainsi, comme 11 et 00 sont tous deux des facteurs de {/S¢ ., ce mot n’est pas sturmien.
O

Ainsi, en mettant de coté le cas trivial de 'identité, nous savons donc que la racine carrée
est la seule racine qui, dans le cadre des mots sturmiens, a un intérét combinatoire profond car

elle est la seule a-racine avec a €)1, + 1[NN.
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Annexe A

Du développement décimale de v/2

Bien que les résultats suivants puissent étre considérés comme basiques ou élémentaires, je

considére qu’il est bon de les rappeler pour la bonne autosubsistance de ce mémoire.

Proposition A.0.1.

Le nombre /2 est irrationnel.

Démonstration:

Par I’absurde, considérons que v/2 soit rationnel, ¢’est-a-dire qu'’il existe p € Z et ¢ € Ny tels

que pgcd(p,q) = 1 et § = /2. Dans ce cas,

2
Poviel —oop—op
q q
Ce qui implique que 2 est un diviseur de p? et donc de p. Comme p est pair, il existe un entier
r tel que p = 2r. Ainsi, on obtient que

2 2
]2:\/5@(7’) =2&2°=¢
q q?

et donc que ¢ est divisible par 2. Or cela implique que pgcd(p, q¢) = 2, ce qui est contradictoire
a la définition de p et q. O

Proposition A.0.2.

Soit r € R, si r est irrationnel alors son développement décimal est infini et apériodique.

Démonstration:

Soit r € R. Considérons que r soit irrationnel et supposons par I’absurde que son développement

_a_
107

supposons maintenant que le développement décimal de r est ultimement périodique. On peut

décimal soit fini. Alors il existe a € Z et n € N tels que r = ce qui contredit l'irrationalité.

donc écrire 1 = paj...a;, by...bj(cy...cp)* avec ap, by, ¢, € {0,1,..,9} (1 <m<i,1<n<j1<

o < k)etpe {+1,—1}. On calcule de cette écriture que la partie périodique est une série
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géométrique. En effet, on obtient

1 /ci...c  ci..c,  Cp...Ch 1] 2l C1...Cp;
0,0...0(c1... wzf( >:—. 0 _ |
Y(cl A T T T C R T 1071 — & (105 — 1)10J
j fois
Ainsi, rassemblons toutes les parties de r :
bl...bj C1...Ck
r=pa...a, + — + - cQ
—— 107 10% — 1)104
cZ S—— (_,>_/
€Q €Q

ce qui est contradictoire vu que r ¢ Q.



Annexe B

Des tests sur la racine chevauchiéme de F

Cette annexe contient le code en langage Python qui m’a amené aux conclusions sur la

racine chevauchiéme.

1 #fib(n) rend la string f_n

2 def fib(n):

3 a,b="0","01"

4 for i in range(n-1):
5 a,b = b,b+a

6 return a

8 #racineC rend la racine chevauchiéme du préfize F de Fibomnacci
o #dg[0]=1 étand la racine d gauche et dg[1]=1 étend la racine d droite
10 def racineC(F,dg=(0,0)):

11 1=["0010010","00101001001010010","00101001010",

12 "0100100","01001010010","01010","1001001",

13 "10010100100101001","10010100101","10100100101001001",
14 "101001001010010100100101001","10100101001"]

15 S,on="" True

16 while on:

17 on=False

18 for j in 1:

19 if j==F[0:1en(j)]:

20 S,F,on = S+j[1-dg[0] :int(len(j)/2)+dgl[1]1], Fllen(j):1, True
21 break

22 return S

23
24 #FNX(F,n) rend la liste des facteurs de taille n du mot F
25 def FNX(mot,taille):

26 facn=[]
27 for i in range(len(mot)-taille):
28 if mot[i:i+taille] not in facn:
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29 facn.append(mot[i:i+taille])

30 return facn

31

32 #testgd() rend les racines chevauchiémes étendues da gauche et da droite
33 #du préfize f_10 de Fibonacci

3¢ def testgd():

35 F = £ib(10)
36 print("gauche -> " + racineC(F,(1,0)))
37 print("droite -> " + racineC(F,(0,1)))

38
39 print(len(FNX(racineC(fib(11),(1,1)),8)))
40 #Cette instruction rend la taille de la liste des facteurs de taille 8

a1 #de la racine chevauchiéme longue du préfize f_{12} de F.

L’instruction finale rend I’Output 10 et la fonction ’testgd()’ rend les mots présentés a la
fin du chapitre 6.
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