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Introduction

Au fil des années, la perception scientifique vis-a-vis des cristaux a connu plusieurs
bouleversements. L’histoire de la science des cristaux débute au 18%™¢ siécle avec I'ouvrage
intitulé « FEssat d’une théorie sur la structure des crystauzr »de ’abbé René-Just Haiiy.
Avant cela, sur les structures cristallines, il n’existait que 1'idée avant-gardiste de Kepler qui
hypothétisait un ordre interne des atomes. Dés le début, en cristallographie mathématique,
la croyance était que 'ordre des atomes d’une structure cristalline était nécessairement le
fruit d’'un remplissage périodique de ’espace. Dés lors, les notions de périodicité et d’ordre
deviennent synonymes, des propriétés interchangeables.

Un cristal est un solide tel que 'agencement d’atomes, d’ions ou de molécules, forme
un motif qui se répéte périodiquement dans les 3 dimensions de I'espace. On appelle maille
élémentaire d’un cristal le plus petit volume permettant de reconstruire par translation
I’entiéreté du cristal. Puisque les mailles doivent étre adjacentes les unes aux autres, celles-
ci doivent paver l'espace. En particulier, cela implique que les symétries rotationnelles
admises par le recouvrement de I’espace par les mailles élémentaires sont celles de 60°, 90°,
120° et 180° degrés. Autrement dit, les seules symétries rotationnelles admises sont celles
d’ordre 2, 3,4 et 6, cette propriété est connue sous le nom de restriction cristallographique
et sera au coeur du Chapitre [}

Quelques décennies plus tard, dans les années 1910, le prix Nobel de physique Max von
Laue publia la découverte de la diffraction des rayons X par les cristaux. Cette nouveauté
permet de développer des techniques qui déterminent la structure du cristal. L’idée est
d’envoyer une importante quantité de faisceaux de rayons X sur un échantillon du cristal
et cela va produire une image constituée de taches de diffraction bien définies (voir Figure
. A partir du cliché obtenu, il est possible de déterminer la structure atomique d’un
matériau, notamment celle des cristaux. C’est ainsi que les physiciens ont pu confirmer
que la structure atomique d’un cristal est périodique, comme conjecturée initialement. Dés
lors, plusieurs milliers de cristaux ont été testés et l'intégralité de ces cristaux présentent
un diagramme de diffraction constitué de taches de diffraction, aussi appelé pics de Bragg,
et ces clichés constitués de pics de Bragg sont devenus la signature de périodicité. Le cliché
obtenu pour un matériau amorphe, c’est-a-dire un matériau dont les atomes ne sont pas
ordonnés, le cliché obtenu ne présente pas de pics de Bragg mais ressemble a une zone floue
et diffuse. A cette période, les matériaux sont classés en deux catégories : les matériaux
amorphes et les matériaux cristallins.



FIGURE 1 — Cliché d’un cristal cubique faisant apparaitre un axe de rotation d’ordre 4.

En 1982, a 'occasion d’une année sabbatique a Washington, le physicien Dan Shecht-
man fit une découverte qui a remis en cause le lien entre la périodicité et les pics de Bragg.
En effet, alors qu’il analysait plusieurs alliages métalliquesE], il fit apparaitre des pics de
Bragg, synonyme de périodicité. Cependant, le diagramme de diffraction possédait une sy-
métrie d’ordre 10 (voir Figure , une symétrie rotationnelle interdite par la cristallographie
classique.
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FI1GURE 2 — Diagramme de diffraction ayant une symétrie rotationnelle d’ordre 10.

D.Shechtman en déduit alors que la présence de pics de Bragg n’est pas exclusivement
due a la périodicité mais que celle-ci peut étre due a un ordre a longue portéeEl7 ce qui lui a
valu le prix Nobel de chimie en 2011. En 1992, l’IUCrEr] change la définition du cristal : Un
cristal est tout solide possédant un diagramme de diffraction essentiellement
discret.

Dés lors, afin de trouver des modélisations mathématiques fidéles aux caractéristiques

1. Un alliage métallique est un mélange d’éléments chimiques dont le principal est métallique.

2. L’ordre a longue portée, en termes simples, est une mesure de corrélation entre les positions des
atomes dans des régions éloignées du matériau. Autrement dit, la connaissance de la position d’un atome
permet de prédire la position d’un autre atome trés éloigné.

3. International Union of Cristallography.



des quasi-cristaux, la recherche s’est intensifiée. la recherche d’ensembles possédant un dia-
gramme de diffraction composé de pics de Bragg et présentant des symétries rotationnelles
non cristallographiques, c’est-a-dire des symétries d’ordre différent de 1,2,3,4 et 6, s’est
intensifiée. Afin de modéliser de telles structures, les ensembles de Delone, de Delone de
type fini et de Meyer ont été méticuleusement étudiés depuis les années 1980. Bien que
les quasi-cristaux n’aient été découverts qu’en 1984, les ensembles de Meyer avaient été
introduits auparavant par le mathématicien Yves Meyer dans son livre [Mey72] publié en
1972, dans un contexte d’approximation diophantienne. On s’intéresse aux ensembles de
Meyer dans le chapitre 2 et aux ensembles de Delone de type fini dans le chapitre 3.

Dans le Chapitre [2] comme mentionné ci-dessus, on introduit les ensembles de Meyer.
On démontre, en particulier, qu'un ensemble de Meyer A est exactement un ensemble de
Delone pour lequel il existe un ensemble fini F' qui vérifie la relation :

A—-ACA+F.

Cette propriété montre, en particulier, que les distances interatomiques ne peuvent pas
s’accumuler de maniére aléatoire. Cela prouve également que la position d’un atome in-
fluence également la position d’'un autre atome quelconque. Cela témoigne d'un certain
ordre au sein d’un ensemble de Meyer. On conclut le chapitre en introduisant une méthode
de construction d’ensembles de Meyer appelée méthode de coupe et projection.

Dans le Chapitre [, on étudie la classe des ensembles de Delone de type fini. Cette
classe d’ensembles a également vu son intérét grimper depuis la découverte de Shechtman.
On démontre dans ce chapitre le lien entre les ensembles de Meyer/ensembles de Delone
de type avec les fonctions adresses. Pour conclure, on montre le lien des entiers algébriques
avec les ensembles de Delone et de Meyer possédant des symétries d’inflation.

La complexité locale des cristaux idéaux nous occupera dans le Chapitre |4l Pour ce
faire, on y définit deux fonctions clés : la fonction de comptage de patchs et la fonction
de répétitivité. La premiére nous permet de mesurer quantitativement la complexité d’un
ensemble, la deuxiéme détermine I'homogénéité et la récurrence spatiale des motifs. A
partir de celles-ci, on établit des résultats qui déterminent si un ensemble de Delone est
un cristal idéal. Pour finir, on présente des ensembles non-cristallins ayant une complexité
locale proche de celle des cristaux idéaux.
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Chapitre 1

Restriction cristallographique

Comme énoncé lors de l'introduction, la structure atomique d’un cristal ne peut pos-
séder que certaines symétries rotationnelles, a savoir celles d’ordre 1,2,3,4 et 6. Cette
propriété est connue sous le nom de restriction cristallographique. Cette section est consa-
crée a la démonstration de la restriction cristallographique, d’abord pour les réseaux, puis
pour les cristaux idéaux. La rédaction de cette premiére section est essentiellement basée
sur les livres [BG13] et [Sen95].

1.1 Quelques rappels géométriques et algébriques

Dans cette sous-section, on rappelle quelques définitions et propriétés utiles concernant
les isométries. Pour ce rappel, on se place dans I’espace euclidien.

Définition 1.1.1. Une application
T:R"—R"
est une isométrie si les distances sont préservées, i.e., si
|z =yl = T(z) =TI, Vvr,yeR".

Remarque 1.1.2. Grace a la préservation des distances, une isométrie T' est automati-
quement injective. Si z,y € R" tels que = # y, alors ||z — y|| # 0. Cela implique que
|T(x) — T(y)|| # 0, donc, T'(x) # T(y) ce qui assure l'injectivité de 7T

Proposition 1.1.3. Toute isométrie de R" qui préserve 'origine préserve également la
norme. En particulier, une telle isométrie préserve le produil scalaire.

Démonstration. Considérons T une telle isométrie. On a

[T ()] = [IT(x) = TO)|| = [l = 0] = [l«]|, VzeR"

10



Ainsi, on en tire que la norme est préservée. Afin de montrer que le produit scalaire est
également préservé, il suffit d’utiliser la formule de polarisation :

1
(.y) = S(lz+yll* = ll=1” = lyl*)-
O

Proposition 1.1.4. Soit T : R" — R" une isométrie. Alors T préserve l'origine si et
seulement si T est linéaire.

Démonstration. Considérons T une isométrie qui admet 0 comme point fixe et posons
B ={e1,...,e,} la base canonique de R”. Par la Proposition [I.1.3]

(T'(ei), T(ej)) = (e, €5) = 0y

Ainsi Pensemble F' = {T'(ey),...,T(e,)} est une famille orthonormée de R™, donc une base
de R". En utilisant la Proposition [1.1.3], on a, pour tout z,y, z € R",

(T(z+2),T(y)) = (z+2,y) = (z,y)+(z,y) = (T(2), T(y)+{T'(2), T(y)) = (T(x)+T(2), T(y))-
Posons z, 2 € R™. Par linéarité du produit scalaire,
(T(x+2) — T(x) — T(2), T(y)) =0, VyeR"
En particulier,
(T(x +2) — T(x) — T(2), T(e;)) =0, Vie{l,...,n}.

De ce raisonnement, on en conclut que T'(z+2) = T'(z)+71'(2). De plus, pour tout z,y € R"
et A€ R, ona

(T(A\2), T(y)) = Az, y) = Mz,y) = MT'(x),T(y)) = (\T'(z), T(y)),

ce qui implique que T'(Az) = AT(x).
Réciproquement, considérons 1" une isométrie linéaire. On a

T(0)=T(0x)=0T(x) =0, ze€R"
et cela permet de conclure la démonstration. O

Remarque 1.1.5. Une isométrie linéaire 1" est représentée par une matrice orthogonale M.
En effet, comme une telle isométrie préserve le produit scalaire, la composante (M7 M), ;
est donnée par (T'(e;),T'(ej)) = d;j, ol e1,..., e, est la base canonique. Ainsi, on en tire
que MTM = I, et par unicité de I'inverse, on en tire que M~ = M7,

Proposition 1.1.6. Toutes les valeurs propres d’une isométrie linéaire sont de module 1.

11



Démonstration. Considérons T une isométrie linéaire et notons M la matrice représentant
T dans la base canonique. De plus, par la Proposition une telle isométrie préserve la

norme. Pour tout z € R", on a
[Mz]| = |||

Si A est une valeur propre de T, il existe z € R" \{0} tel que
Mz = \x.
En particulier, on a
[Mz| = |lz|| < [[Az]| = [lz]] < [Allz]] = [lz]]
Cela implique que |\ = 1. ]

Remarque 1.1.7. Si M est la matrice représentant une isométrie linéaire 7', alors det(M) =
+1. Cela découle de la Proposition [1.1.6] et de la relation suivante :

n

det(M) = [ [ M,

i=1
ou A; sont les valeurs propres de M répétées selon leur multiplicité.

Définition 1.1.8. On note GL(n, R) 'ensemble des matrices carrées réelles inversibles de
dimension n. Autrement dit,

GL(n, R) = {M € R" : det(M) # 0}

Définition 1.1.9. L’ensemble des isométries linéaires de R" forme le groupe orthogonal
O(n). En termes matriciels, le groupe orthogonal est 'ensemble

O(n)={M € GL(n,R) : M~' = M"}.

En particulier, O(n) est un sous-groupe de GL(n, R). On note SO(n) 'ensemble des rota-
tions pures, ¢.e. les rotations qui préservent 'orientation. On 'appelle le groupe orthogonal
spécial et, en termes matriciels, il s’écrit

SO(n) ={M € O(n) : det(M) = 1}.
Présentons un dernier résultat pour conclure cette section sur les rappels.
Proposition 1.1.10. Pour toute matrice M € O(3) \ SO(3), il existe N € SO(3) tel que
M* = (=I;)*N* vk €N,

ou I3 est la matrice identité de dimension 3. En particulier, pour tout M € O(3) \ SO(3),
il existe N € SO(3) tel que M = (—1I3)N.

12



Démonstration. Considérons M € O(3) \ SO(3) et posons N := (—I3)M. En utilisant la
Remarque [1.1.7, det(M) = —1, ainsi
det(N) = det((—I3)M) = det(—1I3) det(M) = (—1)(=1) =1

et N € SO(3). De plus, puisque (—I3) est un multiple de I'identité, il commute avec toute
matrice et il s’ensuit que

M* = (—=I;)*N* VEeN,.

1.2 Premiéres définitions

Commencons par définir une multitude de notions.

Définition 1.2.1. Une partie A de R" est un ensemble de points si ¢’est une union dé-
nombrable de singletons.

Définition 1.2.2. Soit A C R" un ensemble de points. On dit que A est discret si pour
tout = € A, il existe ¢, > 0 tel que

B.(e:) N A = {x}.
Exemple 1.2.3. Les ensembles N et Z sont des ensembles discrets.

Définition 1.2.4. Un ensemble de points A est dit uniformément discret s’il existe r > 0
tel que toute boule de rayon r contient au plus un élément de A. Un ensemble A est dit
r-uniformément discret si r est le plus grand rayon satisfaisant 1’assertion précédente. Un
tel r est aussi appelé rayon de séparation.

Tout ensemble uniformément discret est discret. La réciproque n’est pas vraie.

Remarque 1.2.5. Soit A un ensemble uniformément discret. Par définition, il existe un
rayon r > 0 tel que pour toute boule de rayon r, il existe au plus un élément de A. Ainsi,
pour tout x € A, on a

B(z,r)NA = {z}.
On en tire que tout ensemble uniformément discret est discret.

Exemple 1.2.6. Les ensembles N et Z sont également uniformément discrets. L’ensemble
A ={1/n:n € Ny} est discret mais pas uniformément discret. Pour chaque n € Ny, il
suffit de considérer B(%, m) pour remarquer que A est un ensemble discret. De plus,
pour tout r > 0, on peut trouver une boule qui contient au moins deux éléments de A. On
en tire que A n’est pas uniformément discret.

Pour conclure, remarquons que I’ensemble A U {0} n’est pas discret. En effet, la suite

(%)neNo converge vers 0. Ainsi, pour tout € > 0, il existe N € Ny tel que pour tout n > N

1
n

<e,

ce qui contredit la définition d’ensemble discret. Le point 0 est un point d’accumulation.

13



Tout sous-ensemble d’ensemble uniformément discret hérite du caractére uniformément
discret.

Proposition 1.2.7. Soit A un ensemble uniformément discret et soit A" C A. Alors l’en-
semble N’ est uniformément discret également.

Démonstration. Considérons un ensemble uniformément discret A C R” et un sous-ensemble
A" C A. Par définition, il existe r > 0 tel que

IN=N|[ =7, VAN EAAN£N

Puisque A’ C A, le méme réel r > 0 permet de vérifier le caractére uniformément discret
de A'. O

Définition 1.2.8. Un ensemble de points A C R" est localement fini, si
|[KNAl <o
pour tout compact K.
Le concept de réseau est primordial pour les cristaux, définissons-le.

Définition 1.2.9. Soient bq,...,b, € R" des vecteurs linéairement indépendants. L’en-
semble
A:Zbl@@an: {albl+"'+anb7L2@1,...,0% GZ}

est un réseau de rang n, ou, autrement dit, réseau de rang maximal. L’ensemble des vecteurs
bi,...,b, forme ce que I'on appelle une base du réseau A.

Exemple 1.2.10. Un exemple classique de réseau dans 'espace R? est donné par l'en-
semble I' suivant
A = {ae; + bey : a,b € Z},

ou e; = (1,0) et eg = (0, 1). Ce réseau est qualifié de réseau carré di a la figure sous tendue
par les deux vecteurs de base e; et es.

Proposition 1.2.11. Tout réseau de rang mazimal A est un sous-groupe additif commutatif
discret de R".

Démonstration. Considérons A un réseau et B = {by,...,b,} une base de A. Par définition,
AN=7Zb®..BZLDb,.

De simples vérifications permettent de montrer que le réseau est un sous-groupe com-
mutatif. Montrons que c’est discret.

Puisque tout réseau est un sous-groupe additif de R" et que la translation est un
homéomorphisme, il suffit de montrer que 0 est un point isolé. Considérons

P = {Zaibizogai <1,Vie {1,...,n}} et p=vol(P)>0.
i=1

14



On a R" = L)ea(A + P) et, pour tout A € A, I'ensemble \ + P posséde exactement un
élément de A, a savoir A. Considérons une suite ();); de A qui converge vers 0. Quitte &
retirer d’éventuels doublons, supposons que la suite est composée d’éléments distincts 2 &
2. Pour un rayon R > 0, il existe K tel que

M € Byo(R), VEk> K.

Ainsi, pour k > K, on en tire que les translatés A\, + P sont inclus dans By(R) + P. Or,
puisque les translatés sont 2 & 2 disjoints et de volume p, il est impossible que By(R) + P
posséde une infinité d’éléments de A. Il s’en suit que A est localement fini. Posons r =
min{|[A|| : X € Bo(1) N A, A # 0} si cet ensemble est non-vide et 1 sinon. On obtient alors
que r > 0 et que By(r) N A = {0}. Il s’ensuit que 0 est un point isolé et que A est discret.

0

Corollaire 1.2.12. Tout réseau A C R" est uniformément discret.

Démonstration. Par la Proposition [1.2.11] le point 0 est isolé dans A. Il s’ensuit que
r:=min{|ly|| : y € A\ {0}} > 0.
Pour tous points distincts x,y € A, la structure de groupe de A assure que z — y € A.
Alinsi,
lz =yl =,

ce qui permet de conclure la démonstration. O

Dans un premier temps, nous allons démontrer que les réseaux de dimensions 2 et 3
n’admettent que des rotations d’ordre 1,2, 3,4 et 6 comme symétries possibles.

Proposition 1.2.13. Si A C R" est un réseau de rang mazimal, alors le quotient R" /A
est un groupe abélien compact.

Démonstration. La commutativité de R"™ implique que tout sous-groupe est normal, en
particulier, A est normal dans R™. Ainsi, par le Théoréme [A.0.4] il s’ensuit que R" /A est
un groupe commutatif. Montrons que le groupe abélien R" /A est compact. Considérons la
projection canonique

T:R" > R"/A:x— x4+ A,

et le parallélépipéde

P = {szbz Vi e {1,...7’)1},])2' S [0,1]},
i=1

ou B = {by, ..., b, } est une base du réseau A . Comme I’ensemble P est borné et fermé, on en
déduit qu’il est compact. Par définition de la topologie quotient, la projection canonique est

15



continue. De plus, on a que 7(P) = R" /A. L’inclusion 7(P) C R™ /A est directe. Montrons
lautre inclusion et considérons x € R". Celui-ci admet une décomposition dans la base B,

i=1 =1

i=1
~

:Zp =A
De cette relation, on en tire que z + A = p + A et donc w(z) = 7(p). Ainsi, on obtient
m(P) = R" /A. Etant 'image d’un compact par une application continue, il s’en suit que
R™ /A est compact également. O

Remarque 1.2.14. Les réciproques des Propositions|l.2.11]et[1.2.13|sont également vraies.
On peut alors caractériser les réseaux étant comme les sous-groupes additifs discrets R" tels
que R" /T soit compact. Pour plus de détails concernant la réciproque, on pourra consulter
I'ouvrage [Cas96].

1.3 Restriction cristallographique pour les réseaux

Avant de démontrer le résultat pour les réseaux de dimension 2 et 3, démontrons deux
lemmes.

Lemme 1.3.1. Soient A C R" un réseau et T € O(n) telle que TA C A. Alors, on a
TA=A

Démonstration. Dans cette démonstration, on utilisera la notation A, := A N B,(0) pour
tout r > 0. Posons T € O(n) tel que T'(A) C A. Par définition de O(n), T est une isométrie
linéaire, par la Proposition m T préserve les normes. Puisque T'(A) C A, on en tire la
relation suivante

T(A,) CA., VYr>0.

Puisque A, est uniformément discret, on en tire que A, est fini. Ainsi, comme "application
T est injective, on obtient que |T'(A,)| = |A,|, pour tout r > 0. Ainsi, on a prouvé que
T(A,;) = A,,¥r > 0. Afin de conclure la démonstration, montrons que 'on a TA = A.
Procédons par I'absurde, si TA # A, alors il existe € A\ T'A. Or, pour un certain r > 0,
onazx €A, = (TA),, ce qui est absurde. O

Lemme 1.3.2. Soient A C R" un réseau et T € O(n) tel que TA = A. Le polynome
caractéristique Py = det(T — A1) ne posséde que des coefficients entiers.

Démonstration. Notons B = {by,...,b,} une base du réseau A. Puisque TA = A par
hypothése, chaque vecteur formant la base B est envoyé sur un élément du réseau A. Par
définition, le réseau A est de la forme suivante A = Zb; & --- ® Zb,,, donc, pour tout

ie{l,...,n},
Tbl = Zaijbj,
j=1
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ou les coefficients a;; € Z. Posons A la matrice carrée définie par A;; = a,;;. Au vu de ce
que 'on a posé, on peut remarquer que 'on a la relation suivante

TB = BA,

ou B est la matrice carrée dont les colonnes sont les vecteurs by, ..., b,. Puisque la matrice
B est formée par des vecteurs linéairement indépendants, elle est inversible et on obtient
la relation

T =BAB™'.
Par définition, la matrice A est a coefficients entiers, et puisque les polynémes caractéris-
tiques de T et de A sont identiques, on en tire que le polynoéme caractéristique de T est a
coefficients entiers. ]

Désormais, nous sommes en mesure de démontrer que les seules rotations laissant un
réseau de dimensions 2 et 3 invariant sont celles d’ordre 1,2,3,4 ou 6. Commencons par
démontrer le résultat concernant les réseaux a deux dimensions.

Théoréme 1.3.3. Si A C R? est un réseau, alors les seules rotations qui peuvent laisser
A invariant sont celles d’ordre 1,2,3,4 ou 6.

Démonstration. Considérons une rotation d’un angle 6 laissant le réseau A invariant et
montrons qu’elle est d’ordre 1,2,3,4 ou 6. Une telle rotation est décrite par une matrice

de la forme suivante : 0 00
cosf —sin
R(9) = (sin9 cos 6 )

Le polynome caractéristique de cette matrice vaut

P(A\) = \* —2cos(f)\ + 1.
Puisque R(0) laisse A invariant, en appliquant le Lemme les coefficients de P()\) sont
des entiers. Ainsi,

1
2cos(f) € Z = cos(f) € {O,j:§,j:1}.
De cette relation, on en déduit que 6 est un angle de 0°,60°,90°, 120° ou 180°. O

En procédant de maniére analogue, on peut étendre le résultat précédent a trois dimen-
sions.

Pour cela, en faisant un choix de base judicieux, une rotation a trois dimensions d’angle
0 peut toujours étre représentée par la matrice suivante

cos(f) —sin(d) 0
sin(f) cos(d) 0 (1.1)
0 0 1

Théoréme 1.3.4. Si A C R® est un réseau, alors les seules rotations qui peuvent laisser
A nvariant sont celles d’ordre 1,2,3,4 ou 6.
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Démonstration. Considérons une rotation laissant le réseau A invariant. Une telle rotation
peut étre représentée par la matrice dont le polynéme caractéristique vaut P(\) =
(A —1)(A\* —2cos(6)A +1). En utilisant le Lemme et en procédant similairement a la
démonstration précédente, on conclut alors que les rotations laissant le réseau A invariant
sont soit d’ordre 1,2, 3,4 ou 6. ]

Nous avons démontré le résultat pour les réseaux, qui modélisent la périodicité présente
au sein des structures cristallines. Toutefois, il existe des modéles mathématiques plus com-
plets et plus fidéles a la réalité des cristaux, appelés ensembles de points cristallographiques
ou cristaux idéaux. I’ objectif actuel est d’étendre le résultat a ces ensembles. C’est 'objet
de la section suivante.

1.4 Restriction cristallographique pour les cristaux idéaux

En général, le translaté d’un réseau A C R" n’est pas un réseau. Par exemple, pour
x € R™"\A, considérons
Ay =A+zx={ +x: €A}

Cet ensemble n’est pas fermé pour ’addition :

¢A
!/ !/
A+z2)+N+z)= A+ N+r+x ¢ A+
———
€A
Alinsi, la translation d’un réseau n’est jamais un réseau sauf si on le translate par I’'un de ses

éléments. C’est pour cette raison, que l'on introduit la notion cristal idéal, ou, autrement
dit, ensembles de points cristallographique.

Définition 1.4.1. Soit I' C R" un ensemble de points non-vide. On dit que I' est un cristal
1déal 'l existe :

1. un réseau maximal A C R";

2. un ensemble fini non vide F' C R";

tel que
F=A+F=JA+{f}.

fer

Remarque 1.4.2. Un cristal idéal I' n’est, en général, pas muni d’une structure de groupe,
mais il constitue une généralisation de la notion de réseau. Si on considére F' = {0}, on
retrouve I' = A un réseau. De plus, bien que I' soit obtenu par translation d’un réseau par
un ensemble fini, il conserve la structure périodique héritée du réseau A.

En physique, les cristaux sont déterminés par la périodicité de sa structure atomique
) )
d’oll notre intérét pour la définition suivante.
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Définition 1.4.3. Soient p € R" et A C R". L’élément p est une période de A si
A+p=A.
L’ensemble des périodes de A est
per(A) ={peR": A+p=A}.
La dimension du sous-espace vectoriel engendré par per(A) est appelée le rang de A.

Définition 1.4.4. Soient z € R" et X C R". On dit que = est un point d’accumulation
de X si pour tout voisinage €2 de x, on a

(Q\{z}) N X #0.

Exemple 1.4.5. Considérons X = {—1}U][0, 1[. Le point 1 est un point d’accumulation de
X car si on consideére la suite définie par z; = 1—1/7, pour tout j € Ny, celle-ci appartient
a X et converge vers 1. En particulier, tout voisinage de 1 est d’intersection non-vide avec
X. En revanche, il est clair que le point —1 n’est pas un point d’accumulation de X.

Remarque 1.4.6. Tout ensemble discret X ne posséde aucun point d’accumulation. Par
définition, pour tout z € X, il existe un ouvert €2, tel que 2, N X = {x}, donc x n’est pas
un point d’accumulation.

Lemme 1.4.7. Soit A C R" un réseau. L’ensemble des périodes de A est un sous-groupe
discret de R".

Démonstration. 1l est immédiat que per(A) est un sous-groupe de R", cela découle de la
condition A + p = A est préservé pour I’addition et 'opposé.
Montrons que per(A) est discret. Par le Corollaire(1.2.12] I’ensemble A est uniformément,

discret, posons r > 0 tel que
B.(r)NnA={z}, VxeA.

Remarquons que, étant donné que per(A) est un sous-groupe, il suffit de montrer que 0
n’est pas un point d’accumulation.

Supposons que 0 est un point d’accumulation et considérons (p;); une suite d’éléments
distincts de per(A) qui converge vers 0. Soit A € A, par définition de per(A), on a que,
pour tout j € N,

A+ p; € A. (1.2)

Ainsi, puisque la suite (p;) tend vers 0, il existe J tel que pour tout j > J, on a
(A +p;5) = All = llp;ll <

Or, comme A+p; € A et A € A, cela contredit le caractére uniformément discret de A. [
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Définition 1.4.8. Soit A C R" un ensemble de points. Si dim({per(A))) = 0, alors A est
dit non-périodique. Sinon, A est dit périodique.

Définition 1.4.9. Un ensemble de points A C R" est dit cristallographique si per(A) est
un réseau de R". On dit que A est non-cristallographique sinon.

On peut montrer que les ensembles cristallographiques localement fini sont exactement,
les cristaux idéaux.

Théoréme 1.4.10. Soit I' C R" un ensemble de points localement fini. Alors T est cris-
tallographique si, et seulement si, il existe un réseau A et un ensemble fini F' tel que

'=A+F.

Démonstration. Commencons par démontrer que la condition est suffisante.
Considérons A un réseau et F' un ensemble fini tel que I' = A + F' et montrons que I'
est cristallographique. Pour tout p € A, on a

F'+p=A+F+p=F+A+p=F+A=T (1.3)

ou la derniére égalité est obtenue grace a la structure de groupe de A. Ainsi, de la relation
(L.3), on en tire que A C per(T). Par la Proposition I'ensemble per(I") est un sous-
groupe discret de R"™. De plus, comme A est de rang n, il en est de méme pour per(I"). Pour
montrer que le quotient per(I')/A est un groupe fini, prenons x € per(I'). Par définition,
onax+ A+ F = A+ F. De cette égalité, on en déduit que pour tout f € F, A € A, il
existe ' € I, N € A tels que

r+ A+ f=N+fer+f=N=-N+f =N+ f.
A

En particulier, on en tire que
r=f —f modA.

Ainsi, comme [ est un ensemble fini, il s’ensuit qu’il n’existe qu’un nombre fini de classes

de per(I")/A. Concluons la premiére partie de la démonstration en montrant la compacité
de R" / per(T"). En utilisant le Théoréme on obtient un isomorphisme

¢ (R"/A)/(per(I')/A) — R" / per(L’).

Ainsi, on en déduit que le quotient R" /per(I') est compact également. On peut alors
conclure que I’ensemble per(I') est un réseau de rang maximal et donc que ’ensemble T’
est cristallographique.

Passons a la condition nécessaire. Considérons B = {by,...,b,} une base du réseau
A =per(l) et
X = {Zaibi Vi, a; € [0,1[}.
i=1
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Tout vecteur de v € R" admet une décomposition de la forme

n

v = Zvibi = Z(Uz' - Lm)bﬂrZLvini,

=1

-

€exX €A
on en déduit que R" = | |,.,(l + X), 'union est disjointe car A est un réseau. Posons
F:=TnNX.On a la relation suivante
F=TnXcInX.

Comme l’ensemble X est borné et fermé, il est compact et, par hypothése, il s’ensuit que
F est un ensemble fini. De plus si g € I', par la partition, il existe [ € A = per(I") tel que
gel+Xetdoncg—1€ X.Onaaussiqueg—1€Tl. Ainsi, g—1 € XNI'=F, ce qui
implique l'existence de f € F' tel que g =1+ f € A+ F. Par conséquent, on en déduit
Iégalité

'=A&F.

L’unicité de la décomposition découle du choix de X. O

Terminons ce premier chapitre par la démonstration de la restriction cristallographique
pour les cristaux idéaux.

Proposition 1.4.11. Soient A C R" un ensemble de points localement fini cristallogra-
phique, T € O(n) et x € R". Si TA+ a = A, alors lisométrie linéaire T fize per(A), i.e
T(per(A)) = per(A).

Démonstration. Considérons X, = per(A) le réseau des périodes de A. Par le Théoréme
1.4.10, il existe un ensemble fini F' tel que A = F & X, et A = | |, (f + X4). Puisque
T(A) 4+ a = A et que I'isométrie T est linéaire, posons I’ensemble

Aa=A—a=| |(T(f)+T(X4)).
fer

Comme les isométries préservent les distances, 'ensemble T'( X ) est encore un réseau. Pour
tout z € R", on a

AMdr=AsA+r—a=A—a<s A, +12=A,,

ainsi, on obtient per(A) = per(A,). Prenons x € T(X,) et montrons que = € per(A,). I
existe y € Xu tel que z = T'(y). Ainsi,

Aa+a= (@) +TX0) +Ty) = | |(T(F)+T(X2) +T(y))
feF fer
= (T +T(Xa+y))

= L(T(f) +T(Xa))
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Finalement, on en déduit que
T(X\) C per(A,) = per(A) = Xa,
et, en utilisant le Lemme [1.3.1] il s’ensuit que T'(X,) = X,. O

Remarque 1.4.12. En utilisant le Lemme [1.3.2, le polynéme caractéristique associé a
T € O(n) de la démonstration précédente est a coefficients entiers.

On conclut le premier chapitre par le résultat suivant.

Corollaire 1.4.13. Soient A C R" un ensemble de points localement fini cristallogra-
phique, z € R" et T € O(n) pour n € {2,3}. Si TA+x = A alors T est un générateur du
groupe cyclique fini Cy, d’ordre k, pour k € {1,2,3,4,6}.

Démonstration. En utilisant le Théoréme [[.4.10f on a A = I' @ F ou F est un ensemble
fini et I' = per(A). De plus, puisque A est cristallographique, ’ensemble I' est un réseau de
R™. Par la proposition précédente, on a T'(I') = I". Si T" € SO(n), alors par le Théoréme
[1.3.3| (ou [1.3.4), il s’ensuit que T" est d’ordre {1,2,3,4,6}. Pour conclure la démonstration,
traitons le cas o T ¢ SO(n). Si n = 2, les éléments de O(2) \ SO(2) sont des réflexions.
Pour T € O(2)\ SO(2), on a T? = I, et T est d’ordre 2. Si n = 3, alors par la Proposition
1.1.10} il existe une matrice N € SO(3) telle que

T" = (~I;)*N*, VkeN.

Si N est d’ordre k, pour un nombre pair k, alors T% = (—I3)*N* = I3 et les ordres de

0(3)/SO(3) sont les mémes que ceux de SO(3). Si k est impair, alors k € {1,3} et on a

TF = (—I3)*N* = (=1I3). 1l s’ensuit que T?* = I3 et qu’aucun nouvel ordre n’est ajouté.
O]
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Chapitre 2

Ensembles de Delone et de Meyer

Dans un premier temps, 'objectif de ce deuxiéme chapitre est d’introduire les no-
tions d’ensembles de Delone et de Meyer. Ensuite, deux caractérisations des ensembles
de Meyer seront présentées et, pour conclure, en appliquant 'une de ces caractérisations,
nous montrerons que la classe des ensembles de Meyer n’est pas exclusivement réservée
aux quasi-cristaux mais qu’elle contient également les cristaux idéaux. Pour conclure ce
chapitre, on présentera une méthode qui permet de construire des ensembles de Meyer, a
savoir la méthode de coupe et projection. La majeure partie de ce chapitre a été rédigée
grace aux ouvrages [BG13| et [Lag96].

Dans ce chapitre, on notera B(z,7) les boules ouvertes de centre x et de rayon r > 0.

Les boules fermées seront notées B(z,r).

2.1 Premiéres définitions

Dans ce qui suit, on se place dans 'espace R" muni de la topologie euclidienne. L’ob-
jectif de cette premiére section est de caractériser les ensembles de Meyer avec la notion
d’ensembles de Delone. Pour ce faire, commencons par définir la densité relative.

Définition 2.1.1. Un ensemble de points A est relativement dense si il existe un compact
K CR" tel que A+ K =R".

Caractérisons les ensembles relativement denses par une propriété plus pratique.

Proposition 2.1.2. Un ensemble A C R" est relativement dense si et seulement s’il existe

R > 0 tel que pour tout x € R", B(x, R) N A # ().

Démonstration. Montrons que la condition est suffisante. Par hypothése, il existe R > 0
tel que

B(z,R)NA#0, VreR".
Ainsi, pour tout x € R", il existe A € A tel que

[l = All < R.
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Puisque -
r=A+(x—X) €A+ B(0,R),

en considérant I'ensemble compact K = B(0, R), il s’ensuit que A est relativement dense.

Montrons que la condition est nécessaire. Par définition de la densité relative, il existe
un ensemble compact K C R" tel que A + K = R". Puisque I'ensemble K est compact,
il est borné. Considérons R > 0 tel que ||z|| < R pour tout x € K. En particulier, on en
déduit que K C B(0, R) et que

A+ B(0,R) =R".
Cela signifie que, pour tout € R", il existe A € A et y € B(0, R) tels que
r=A+y.
De cette relation, on en tire que
A=z —y€ Bz, R)NA.
ce qui conclut la démonstration. O

On dit également qu'un ensemble est R-relativement dense si R est le plus petit réel
satisfaisant la condition de la Proposition 2.1.2] Pour un ensemble A, Un tel R est appelé
le rayon de recouvrement de A.

Introduisons les ensembles de Delone. Bien que ces ensembles n’aient pas été introduits
par le mathématicien russe Boris Nikolaievitch Delaunay, celui-ci a posé les bases dans son
article [B.D34] en 1934.

Définition 2.1.3. Un ensemble de points A C R" est un ensemble de Delone si
(1) A est uniformément discret ;

(2) A est relativement dense.

Les ensembles de Delone ont pour objectif de représenter une structure atomique idéa-
lisée d’un matériau a ’état solide. On impose la densité relative a un ensemble de Delone
car on souhaite que les atomes, ici représentés par des points de 'espace R", soient dis-
tribués de maniére homogéne afin d’éviter qu’il y ait des "trous" dans la structure. On
exige également qu'un ensemble de Delone soit uniformément discret afin d’éviter que la
distance interatomique ne soit trop faible. Ces deux contraintes traduisent des propriétés
physiques essentielles des solides : une répartition réguliére de la matiére et des interactions
interatomiques a portée finie.

Remarque 2.1.4. Si A est un ensemble de Delone, il existe r > 0 tel que les boules ouvertes
de rayon r ne conteniennent au plus qu'un élément de A. Par la Proposition il existe
un R > 0 tel que les boules fermées de rayon R contiennent au moins un élément de A.
C’est pour cela qu’un ensemble de Delone est également appelé un ensemble (r, R)-Delone.
On constate par ailleurs que 0 < r < R.
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Proposition 2.1.5. Si A C R" est un ensemble de Delone, alors A est infini dénombrable.

Démonstration. Puisque 'ensemble A est relativement dense, par la Proposition [2.1.2] on
peut considérer R > 0 tel que

B(z,R)NA#0, VzreR"

Considérons également (z;); une suite de R" telle que les boules B(z;, R) soient disjointes
deux & deux. Par densité relative, chacune de ces boules contient au moins un point de A,
et puisque boules sont disjointes, ces points sont tous distincts. Il s’ensuit que A est infini.

Pour tout k € Z", posons Cy, = k + [0, 1[". Puisque les hypercubes (Cy)xezr recouvrent
R"™, on a

A= | |(@nA).

kez™

Puisque 'ensemble A est uniformément discret, il existe r > 0 tel que
IN=XN[>r, VAN eAN#N.

Ainsi, pour tout k € Z", comme I'hypercube C} est borné, il est de volume fini, donc
I’ensemble C), N A est fini car les points de A sont séparés par, au moins, une distance 7.
Comme il existe un nombre dénombrable d’ensembles (Y, il en est de méme pour A. [
Définition 2.1.6. Un ensemble de points A C R" est un ensemble de Meyer si

(1) A est relativement dense

(2) A — A est uniformément discret.

Les ensembles de Meyer jouent un réle crucial dans la cristallographie. Les éléments d’un

ensemble de Meyer A correspondent aux atomes d’une structure cristalline et I’ensemble

A —A correspond & la distance interatomique et des restrictions sur cet ensemble engendrent
de l'ordre a longue portée.

Proposition 2.1.7. Tout sous-ensemble relativement dense d’un ensemble de Meyer est
un ensemble de Meyer.

Démonstration. Considérons A un ensemble de Meyer et p C A un sous-ensemble relative-
ment dense. Il suffit de montrer que p — p est uniformément discret. Comme

p—pCA—A,

et que A — A est uniformément discret, il s’ensuit que p — p 'est également et on en tire
que p est un ensemble de Meyer. [

Exemple 2.1.8. A aide de la Proposition [2.1.7] puisque 'ensemble des entiers Z est un
ensemble de Meyer, il s’ensuit que 1’ensemble 57 U{1,8,17} est de Meyer également.

Lemme 2.1.9. 57 A C R" un groupe , alors A — A = A.
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Démonstration. Considérons A un groupe. Puisque 0 € A, pour tout z € A, on a
r=x—-0eAN-A.
Réciproquement, si v € A — A, il existe y, 2z € A tels que x = y — z. Comme
r=y—z=y+(—2) € A+ A
on peut conclure car 'opération est interne. O
Les réseaux de R" sont inclus dans la famille des ensembles de Meyer.

Proposition 2.1.10. Tout réseau est un ensemble de Meyer.

Démonstration. Soit A C R™ un réseau engendré par la base B = {by,...,b,} et notons le
parallélépipéde P engendré par les vecteurs de la base B

P= {zn:pibi ip; € [0,1}}.

Par la Proposition [1.2.11} 'ensemble A est muni d’une structure de groupe, de plus, par le
Lemme [2.1.9} on a
A—A=A.

Il suffit alors de montrer que A est un ensemble de Delone. En appliquant le Corollaire
[1.2.12] le réseau A est uniformément discret. Il ne reste plus qu’a prouver la densité relative.

Puisque 'ensemble P est fermé et borné, il est compact. Montrons que A + P = R" et
posons z € R". L’élément x se décompose de maniére unique dans la base B :

x:i(pz—i—)\z)bz = iplbl—f—i)\zb“ i € [0,1[, >\z cZ.
1 =1 =1

Ainsi x € A + P et on en déduit la densité relative de A. O

Lemme 2.1.11. Soit A C R" un ensemble de points. Si ’ensemble A— A est uniformément
discret alors l’ensemble A est uniformément discret.

Démonstration. Notons que 0 est toujours un élément de A — A et supposons que A — A
est uniformément discret. Par définition, il existe r > 0 tel que :

lo—yl =7 VeyeA-Az#y.

Procédons par 'absurde. Si A n’est pas uniformément discret, il existe deux éléments
distincts A\, X € A tels que
AN =N <.

Or, A\ — X € A — A\ {0} et puisque
A =X) =0l <7,

on obtient une contradiction, ce qui assure que I’ensemble A est uniformément discret. [

27



On peut, dés lors, démontrer que la classe des ensembles de Meyer est incluse dans la
classe des ensembles de Delone.

Théoréme 2.1.12. Tout ensemble de Meyer est un ensemble de Delone.

Démonstration. Supposons que A est un ensemble de Meyer. Par le Lemme [2.1.11] I’en-
semble A est uniformément discret et donc de Delone. O]

Comme illustré dans 'exemple suivant, en général, la réciproque du Théoréme [2.1.12
est fausse.

Exemple 2.1.13. Considérons

1
A:{xn::n—l——:nEZo}
n

et montrons que c’est un ensemble de Delone mais que ce n’est pas un ensemble de Meyer.
Remarquons que la suite (z,)nez, est strictement croissante. Pour deux points consécutifs,

on a

1 1 1 1
—n——=1+ .
n+1 n n+1 n

601
727
1

Ainsi, les boules de rayon 7 et de rayon 2 permette de montrer que I'ensemble A est

uniformément discret et relativement dense, respectivement. Ainsi, ’ensemble A est un
ensemble de Delone. En revanche, ce n’est pas un ensemble de Meyer. En effet, remarquons

que
{(n+1+%+1)—<n+%> :nGZO}:{%:nGZO}CA—A.

n(n—l—l)—l_1
n—too  (n4+1n

Tpi1 — Tp=(n+1)+

Puisque, pour tout n € Zj,
1 1

n+1l n

Or,

Par conséquent, puisque I'ensemble A — A posséde une suite convergente, celle-ci est de
Cauchy. Ainsi, 'ensemble A — A ne peut étre uniformément discret.

Lemme 2.1.14. Soit A C R" un ensemble relativement dense. Alors, pour tout X € A,
Uensemble translaté A — {\} est également relativement dense.

Démonstration. Considérons A C R"™ un ensemble relativement dense. Par définition, il
existe R > 0 tel que

B(z,R)NA#0, VYreR".
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Posons A € A et montrons que

Blz,R)N(A—{\}) #0, VzecR".

Posons © € R", et considérons la boule B(z + )\, R). Par densité relative de A, il existe
x)y € B(x + A\, R) N A et donc,

Ty — X € Bz, R)N (A —{\})

Puisqu’on a choisi arbitrairement A € A, il en résulte que A — {A} est relativement dense
pour tout A € A. ]

Remarque 2.1.15. Dans le Lemme [2.1.14] on démontre le résultat pour A € A mais le
résultat est valide pour A € R" également.

Lemme 2.1.16. Soit A C R" un ensemble de points. Si A est relativement dense alors
A — A est relativement dense.

Démonstration. Par le Lemme [2.1.14] I'ensemble A — {A\} est un ensemble relativement
dense. Puisque
A—{I} CA—A,

on en déduit que A — A est relativement dense. ]
On peut démontrer la premiére caractérisation de ce chapitre.

Théoréme 2.1.17. Soit A C R", les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) A est un ensemble de Meyer

(2) A est un ensemble de Delone et A — A est un ensemble de Delone

Démonstration. (2) = (1) : Un ensemble de Delone est uniformément discret et relative-
ment dense, ainsi, A est un ensemble de Meyer.

(1) = (2) : Par hypothése, les ensembles A et A — A sont relativement dense et unifor-
mément discret, respectivement. Par le Lemme I'ensemble A — A est également
relativement dense, donc ¢’est un ensemble de Delone. De plus, par le Lemme A est
uniformément discret et de Delone également. Ainsi, la condition (2) est vérifiée. [

2.2 Caractérisation des ensembles de Meyer

Dans un contexte de géométrie cristallographique, la condition (2) du Théoréme
est la définition des ensembles quasi-réguliers introduite en 1989 par le mathématicien russe
R.V. Galiulin dans [Gal89).

Dans [M0097], Le mathématicien Moody a, quant a lui, adopté et popularisé I’expression
ensembles de Meyer pour désigner les ensembles de Delone A pour lesquels il existe un
ensemble [ fini tel que :

A=Ac | Ja+{m.

fer
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L’objectif de cette section est de démontrer ’équivalence entre les ensembles de Meyer
de Moody et les ensembles quasi-réguliers de Galiulin. Cette caractérisation, due a J.C
Lagarias, assouplit considérablement la notion de réseau. Rappelons que, si A C R" est un
réseau, en particulier, on a

A—A=A.
Lemme 2.2.1. 5i A C R" est discret et F' C R" un ensemble fini, alors A+ F est discret.

Démonstration. Posons F' = {fi,..., fm} et

A+F:O(A+{f,-}).

i=1
Puisque, par hypothése, A est discret, pour tout A € A, il existe £, > 0 tel que
B(Xen) NA={A}.
De cette relation, on en déduit que, pour tout A € A, on a
B+ fi,en) N(A+ fi) ={A+ fi},

pour tout ¢ € {1,...,m}. Ainsi, chaque ensemble de la forme A+ {f;} est discret. Montrons
que 'union de ces ensembles I'est également. Procédons par I'absurde et supposons qu’il
existe x € R" un point d’accumulation de A + F. Il existe

(Zn)n = (An + fin)n

une suite de A + F' qui converge vers x. Puisque I'ensemble F' est fini, par le principe
des tiroirs, il existe j € {1,...,m} tel que f; apparait dans une infinité de termes de la
suite (z,),. En particulier, si on construit une sous-suite de (x,), en ne considérant que
les éléments ou le terme f; apparait, on obtient une suite de A + {f;} qui converge vers
x. Cela implique alors que z est un point d’accumulation de A + {f;}, ce qui contredit
le caractére discret de cet ensemble. Il s’ensuit alors que 'ensemble A + F' est également
discret. ]

Remarque 2.2.2. La finitude de I'ensemble F est essentielle dans le lemme précédent. Si
on considére ’ensemble discret A = Z et I’ensemble F' = {% : n € N} infini dénombrable,
alors tous les éléments de Z sont des points d’accumulation de A+ F'. En effet, pour chaque
n € 7, la suite de A + F' définie par

1
rij=n+-, Vj=>1
J

converge vers n.

Théoréme 2.2.3. Si A C R" est un ensemble de Delone tel que A— AN C A+ F, ou F est
un ensemble fini, alors ’ensemble A est de Meyer.
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Démonstration. Montrons que la condition est suffisante.
Supposons que A est un ensemble de Delone et que F' est un ensemble fini tel que

A—-ANCA+F.

Puisque, par hypothése, 'ensemble A est de Delone, pour montrer que A est un ensemble de
Meyer, il suffit de montrer que A — A est un ensemble de Delone. Par hypothése, I’ensemble
A est relativement dense, par le Lemme [2.1.16] il en résulte que I'ensemble A — A T'est
également. Montrons que A — A est uniformément discret. Pour ce faire, il suffit de montrer
que A + F' est uniformément discret. En effet, comme

A-ANCA+F,

on pourra conclure, par la Proposition que l'ensemble A — A est également uniformé-
ment discret. Par le Lemme [2.2.1] on a que A + F' est discret. Ainsi, il s’ensuit que A — A
est discret. Supposons que A + F' n’est pas uniformément discret. Pour tout ¢ > 0, il existe
z € R" tel que

|B(z,e) N (A+ F)| > 2.

On peut construire une suite (z,)neny de (A + F) — (A + F) qui converge vers 0 et tels
que tous les termes de la suite (x,)nen sont différents. On peut construire une telle suite
comme suit. Pour e, puisqu’on a supposé que A + F' n’est pas uniformément discret, il
existe yp,21 € A + F tels que

ly1 — 21| <e.
Posons di = ||y — z1]| > 0, puisque A + F ne soit pas uniformément discret, il existe
Yo, 20 € A+ F tels que

ly2 = 22| < di.

En continuant de la sorte, on construit une suite (z,), = (Yn — 2n)x de A + F telle que
|Zns1ll = 1Ynt1 — 2ngrl] < dn, Vn € Ny,

et (dy)n décroit vers 0.
Chaque élément de la suite (z,)nen s’écrit de la maniére suivante :

Tn = ()‘n + fn) - ()\;L + f1/1>7

ot \p, A, € Aet f,, fr € F. Puisque F' est fini, on peut extraire une sous-suite (Zj())nen
de (z,,)nen ot le couple (f,, f,,) est constant, disons (f, f’). Considérons la suite (y;);en
telle que

yj =N — A,

pour tout j € N. On a que (y;)jen converge vers f — f’ et de plus, tous les éléments y;
sont distincts car tel est le cas pour les z,,. On peut en déduire que A — A n’est pas discret
car (y;)jen est une suite de A — A qui converge vers f — f’ et qui atteint une infinité de
valeurs distinctes. On atteint alors une contradiction, puisqu’on a prouvé que A + F' était
discret. ]
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On vient de démontrer un premier sens de la caractérisation que I’on souhaite présenter.
Pour montrer le deuxiéme sens, on doit encore démontrer quelques lemmes techniques.

Définition 2.2.4. Un groupe G est dit finiment engendré §'il existe P € P(G) une partie
génératrice finie. On note alors G = (P).

Lemme 2.2.5. Soit A C R". Si l’ensemble A est uniformément discret alors, pour tout
r >0, 'ensemble AN B(0,r) est fini.

Démonstration. Par hypothése, il existe R > 0 tel que pour tous points distincts z,y € A,
on a
|z —yll = R.

il existe r > 0 tel que [A N B(0,r)] = oo, alors B(0,7 4+ £) contiendrait une infinité
de boules deux a deux disjointes de rayon %. Puisque le volume de B(0,r + %) est fini,
AN B(0,7) ne peut contenir quun nombre fini d’éléments. O

Lemme 2.2.6. Supposons que A C R" est un ensemble (r, R)-Delone et que A — A est un
ensemble (1, R')-Delone. On a

(A — A)N B(0,3R)| < (i—R + 1)n.

Démonstration. Posons P := (A — A)N B(0,3R) et, pour tout = € P, considérons la boule

ouverte B(z, %/) Puisque A — A est uniformément discret de seuil 7/, il s’ensuit que toutes

les boules ouvertes B(z, %) sont deux a deux disjointes. Si x € P, on a

r! r!
B — ) CB|0,3R+ —
(+5) <o (0am+3)
De plus, on a les relations suivantes
r! "\"
1B — =V.l=]) ,
o s(=3)) = (3)
7,./ T, n
(B (03n+ 7)) < (sm+5)"
ot V,, est le volume de la boule unité de dimension n. Ainsi, de ces relations, on en déduit
\" r\" ”\" [6R "
PVol=) SVoI3R+—=| =V, (= —+1) .
i (5) 2w (oeg) - (3) (G)
En divisant par V, (%)n, on obtient
6R "
|P| < (7 + 1) :
comme souhaité. n
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Démontrons un dernier lemme technique avant de passer a la démonstration de la
deuxiéme partie de la caractérisation.

Lemme 2.2.7. Supposons que A est un ensemble (r, R)-Delone tel que A — A soit un
ensemble (r', R')-Delone. Le groupe additif engendré par les éléments de A — A est finiment
engendreé.

Démonstration. Considérons A un ensemble (r, R)-Delone et A — A un ensemble (', R')-
Delone. Montrons que le groupe additif (A — A)z est finiment engendré. D’aprés le Lemme

I’ensemble
P=(A-A)NB(0,3R)

est fini.
Par le Lemme [2.2.6] il s’ensuit que

61 "
|P| < (7+1> :

Considérons le Q-espace vectoriel engendré par P et notons le E := (P)qg. Puisque P est
de cardinalité finie, on obtient que

dim(FE) = m,

pour m < (%‘2 + l)n. Soit B = {by, ..., by} une partie de P qui forme une base de E. Pour

tout p; € P, on a
m
pi = Z kijbj,
j=1

ou k;; € Q. Comme il n’y a qu’'un nombre fini d’éléments de P et que la dimension de E
est finie, il est clair qu’il n’y a qu’un nombre fini de coefficients k;;. Considérons D le plus
petit commun multiple de tous les dénominateurs des k;;. Ainsi, on a

d.:
ki' = i?
7D
pour d;; € Z. Pour tout j € {1,...,m}, considérons
b
1Yy
b; = D

On posséde désormais une nouvelle base {0}, ..., } pour laquelle tout élément de P peut
s’écrire de la forme suivante .
bi = Z dijb;‘7
j=1

ou tous les d;; € Z. On en tire que
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Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer que A — A C ({¥},...,0,})z. Pour ce
faire, fixons x € A— A et posons A\, X € A tel que z = X — \. Pour tout k € {O, o {@J },
on définit

vk = A+ kR
[l
et pour k' = {@J + 1, posons
v = N
Comme A est relativement dense, pour tout k& € {0, ..., k'}, il existe u, € A tel que
g — ug|| < R (2.1)

Posons uy = vg et up = vp. En utilisant I'inégalité triangulaire et la relation (2.1]), on en
tire que

ur1 — urll = [|[urt1 — Vrgr + Vesr — v+ vp — ug|
< uggr = Vil + Jvrgr — vrll + floe — ul|
< 3R,

pour tout k € {0,...,k" — 1}. On conclut alors que, pour tout & € {0,..., k' — 1}, on a
Upr1 — up € P C ({b},...,0,})z. En remarquant que,

k-1
r=N=-A=> (w1 — u),
=0
on en déduit que x € ({b}, ..., 0, })z. O

On peut désormais passer a la démonstration de la caractérisation. Afin de ne pas
encombrer la preuve, on gardera les mémes notations que celles présentes dans la démons-
tration du Lemme 22,7

Théoréme 2.2.8. St A C R" est un ensemble de Meyer alors il existe un ensemble fini F
tel que A— A C A+ F.

Démonstration. Supposons que A est un ensemble (r, R)-Delone et A — A un ensemble
(r', R')-Delone. Cherchons un ensemble fini F' tel que

A-—ACA+F. (2.2)

Sans perte de généralité, on peut supposer que 0 € A. En effet, si 0 ¢ A, considérons
N=A-{Aavec A€ A.Ona0e /N,

N-N=A-{)—A-{\})=A—A (2.3)
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SiA—ACA+F,en posant F' = F + {\}, on obtient
N+F =A-{H)+F+{\})=A+F (2.4)

En combinant, les équations (2.2)), et (2.4), il s’ensuit que A’ — A" C A’ + F.

Par hypothese, A — A est uniformément discret. Par le Lemme [2.2.7 le groupe (A —A)z
est finiment engendré. En reprenant les notations de la démonstration précédente, posons
les constantes suivantes :

/L?]
4R "
(7:20(—7+1)
r

et considérons ’ensemble suivant

F = {Z bl e <O e € Z,Vi} )

i=1
Puisque dim(F) = m est fini, on en déduit que 'ensemble F' est de cardinalité fini. On va
montrer que A — A C A+ F. Pour ce faire, posons x € A — A et montrons que r € A+ F.
Par définition, il existe A, X € A tels que x = X' — \. Par densité relative de A, il existe
y € A tel que

lz =yl < R. (2.5)

On a montré que I'on peut supposer, sans perte de généralité, que 0 € A. Ainsi, en utilisant

le Lemme on a

Il en résulte que x,y € ({b),...,0,})z et cela implique

r= Yt y=dul
=1 i=1

ou x;,y; € Z. Pour prouver que x € A + F', montrons qu’il existe f € F tel que x =y + f.
Remarquons que z = y + f si et seulement si

Construisons une chaine de vecteurs de P — P qui commencent en y = y — 0 et termine en
x = N — X tels que chaque pas est constant de longueur R. Pour ce faire, considérons les
vecteurs suivants : )

/

T =kR— e oz =x,+7x
Al

pour tout 0 < k < k' = {%J . En utilisant & nouveau la densité relative de A, pour tout
1 <k <K, il existe 2, 25, € A tels que

|z — 2| < R et |z}, — 2| < R.
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Posons zy = 0 et z;, = y. On remarque que ||xg — zo|| = ||0 — 0]] < R et que, grice a la
relation (2.5)), on a également ||z, — z{|| < R. Pour k' + 1, on pose

Zk/_;’_l = )\ et Z;i)/+1 — A/.
Définissons, désormais, pour tout 0 < k < k&’ + 1,
Wi = 2), — 2.

On a
wg=y—0=y, w1 =N — A =1z.

Comme chaque w, € A — A, on en tire que

m
§ : /

Wi = a;w-bj,
j=1

ol ay; € Z, pour tout k € {0, ...,k + 1} et pour tout j € {1,...,m}. Montrons que pour
tout k € {1,...., k" + 1}, on a
w, —wWig—1 € P—P.

En utilisant I'inégalite triangulaire, on a

1z = 2 DIl < Nz — 24l + oy — 2h ol + lleky — 2|l < 3R, VE€{0,... K +1}.
On a également

(26 — ze—1) || < |2k — 2kl + |2k — 2p—1 |l + |or—1 — 211l < 3R, Vke€{0,..., k' +1}.

Vu que wy, — wy_1 = (2, — 2},_1) — (2x — 21_1), on en déduit que wy, — wy_; € P — P. De
plus, par définition de C, on en tire que

]ak,j — a(k_1)7j| < ‘Clk7j| -+ ]a(k_l),j\ < 20, VJ € {1, ,m} (27)
Comme z = 2/ — z;, on a
lwj = @l] = Iz} = 2;) = (&f — 2)ll < (25 — 2)[l + (2] — 2))[| < 2R.

Ainsi, tous les vecteurs w; sont dans la boule B(z,2R) et
4R "
|B(z,2R)N (A —A)| < (7 + 1) : (2.8)

Supposons que la relation (2.6]) n’est pas vérifiée et considérons la suite de vecteurs wy, telle
que wy = y et que wy11 = x et pour aller de wy & w11, on le fait en faisant des pas qui
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respectent 1’équation ([2.7). Comme on a supposé que I'équation (2.6 n’était pas satisfaite,
on en déduit I'existence d’une coordonnée ky € {1,...,m} qui satisfait :

AR "
|Tko — Yro| > €' =2C (74— 1> :

Etant donné que la suite (wy,) effectue des pas d’une longueur au plus 2C, on en déduit

I’existence d’au moins (47“—1,% + 1)™ + 1 vecteurs distincts, ce qui est impossible au vu de

(2.8). Ainsi, puisque on a atteint une contradiction, la relation (2.6 est vérifice et celle-ci
implique 'existence de f € F tel que

r=y+/f
comme souhaité. O
En réunissant les Théoremes et [2.2.8] on en déduit la caractérisation suivante.

Corollaire 2.2.9. Un ensemble A est de Meyer si et seulement si, A est un ensemble de

Delone tel que
A—ANCA+F,

ot ' C R" est un ensemble fini.

Remarque 2.2.10. Dans certains ouvrages, les ensembles de Meyer (ou les quasi-cristaux)
sont définis comme des ensembles de Delone satisfaisant la condition du corollaire précé-
dent.

Corollaire 2.2.11. Tout cristal idéal est un ensemble de Meyer.

Démonstration. Considérons A C R"™ un cristal idéal. Par définition, il existe un ensemble
fini FF C R" et un réseau complet I' C R" tel que

A=T+F.

Puisque I'ensemble I' est relativement dense, I’ensemble A I'est également. De plus, par le
Corollaire [1.2.12] I’ensemble I' est uniformément discret, en particulier, I’ensemble I' est
localement fini. Posons x € R" et considérons

ANB(z,r)= | J(T+ )N B(z,r)),
fer

pour r > (. Puisque o o
L+ f)NB(z,r) =T N (B(z,r) —{f}),

Iensemble T' étant localement fini, il s’ensuit que chaque (I' + f) N B(x,r) est fini et,
comme une union finie d’ensembles finis est finie, il s’ensuit que AN B(x,r) est fini. Ainsi,
Iensemble A est localement fini et, par périodicité du réseau, on a que A est uniformément
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discret et, donc, un ensemble de Delone. Pour conclure, il suffit de trouver un ensemble fini
G tel que A — A C A+ G et d’appliquer le Corollaire On a

A~A=T+F)—(T+F)=(C-T)+(F—F)

Comme le réseau I' est muni d’une structure de groupe, par le Lemme[2.1.9, onaI'—I"' =T
Alinsi,
-+ (F-F)=TH+(F-F)=AN-F=A+G,

I’ensemble F' est fini, il en est donc de méme pour G = —F. O]

2.3 Meéthode de coupe et projection

Il existe différentes maniéres de construire des ensembles de Meyer ; 1a méthode de coupe
et projection est I'une d’entre elles. Le principe de cette méthode a été envisagé dés les
années 1920. En effet, le mathématicien Harald Bohr a développé la théorie des fonctions
presque périodiques dans son article [Boh32]|, ses travaux ont permis de mieux comprendre
des structures présentant un ordre sans périodicité stricte et ont inspiré, quelques décennies
plus tard, I’élaboration de la méthode de coupe et projection. Cette méthode permet de
créer des ensembles appelés ensembles modéles et ceux-ci possédent des propriétés remar-
quables comme "appartenance a la famille des ensembles de Meyer et ’absence de symétrie
translationnelle.

L’objectif est de démontrer que les ensembles modéles sont, en particulier, des ensembles
de Meyer.

Avant de passer a la méthode de coupe et projection, rappelons quelques définitions
classiques de topologie.

Définition 2.3.1. Un espace topologique (X, 7T) est séparé si pour tous z, 2’ € X distincts,
il existe Q,,Q, € T tels que v € Q,, 2’ € Qv et

Q. N, = 0.

Définition 2.3.2. Un espace topologique (X, 7T) est localement compact si pour tout x €
X, il existe un voisinage de x qui est compact.

Définition 2.3.3. Soit G’ un groupe et aussi un espace topologique, de topologie 7. On
dit que G est un groupe topologique si les applications

+:GXG—=G:(x,y)—z+y
-GGG z— -z
sont continues.

Définition 2.3.4. Un groupe G est localement compact si G est un groupe topologique dont
la topologie est localement compact et séparée. De plus, si un tel groupe G est commutatif,
on dit que G est un groupe abélien localement compact.
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Exemple 2.3.5. I’ensemble R muni de la topologie euclidienne est un groupe abélien
localement compact. L’ensemble Z muni de la topologie discréte en est un aussi.

Définition 2.3.6. Soit G un groupe muni d’une topologie 7. On dit qu’un sous-ensemble
H C G est dense dans G si pour tout ouvert non-vide V € T, on a

VNH #0.
Puisqu’on 'utilisera a plusieurs reprises, rappelons le théoréme de Tychonoff.

Théoréme 2.3.7. Soit (X;,T;), j € J, une famille d’espaces topologiques. Tous les espaces
X sont compacls si el seulement si Hje] X est compact.

Dans le Chapitre 1, la notion de réseau avait été introduite dans ’espace euclidien
R". Cependant, il est nécessaire de généraliser la définition pour introduire la méthode de
coupe et projection. Comme dans la Remarque [1.2.14] on définit un réseau A comme étant
un sous-groupe discret dont le quotient est compact.

Définition 2.3.8. Soit G un groupe abélien localement compact. Un ensemble L CcR"xG
est un réseau si L est un sous-groupe discret tel que (R" xG)/L est compact.

Exemple 2.3.9. Considérons n = 1, G = T et L = Z x{0}. Montrons que L est un réseau.
L’ensemble Z x{0} est bien un sous-groupe discret pour la somme. De plus, on a

(RxT)/(Z x{0}) =T x T,

ou T est le tore. Puisque le tore T est compact, par Tychonoff, 'ensemble T X T Dest
également. Ainsi, le quotient est compact et L est un réseau.

Un schéma de coupe et projection est la donnée d’une collection d’espaces et d’appli-
cations. Un tel schéma est résumé par le diagramme suivant :

R «™ R"xG 25 G

J

L

ou G est un groupe abélien localement compact, L est un réseau de R™ xG. L’ensemble
produit R" xG est muni de la topologie produit. Les projections sont définies par

m:R"XG - R": (z,9) —
T R"XG = G : (z,9) —~ g

On impose que 'application m|; est injective et que 'image Wg(f/) est dense dans G. On
note L = wl(f/). L’espace R" xG est appelé I'espace ambiant, R" est 'espace physique et
G est lespace interne. Un triplet (R", G, i) satisfaisant les conditions ci-dessus est appelé
un schéma de coupe et projection.
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Considérons I'application suivante :
*x: L= G:xe ot =m((m]z) Hx)).

L’application est bien définie car 71 est une bijection entre L et L. De plus, puisque Pappli-
cation % est la composition d’homomorphismes de groupes abéliens, alors x est également
un homomorphisme de groupes abéliens. Pour tout sous-ensemble W C G, on définit I’en-
semble suivant

AW) ={m(z) :x € Lymy(x) e W} ={x € L:a" € W} (2.9)
L’ensemble W est appelé la fenétre d’acceptation.

Définition 2.3.10. Soit (R",G, [~/) un schéma de coupe et projection. Si W C G est
relativement compact et d’intérieur non vide, alors 'ensemble A(TV) définie par (2.9) est
un ensemble modele.

Avant de passer aux résultats théoriques, donnons un exemple d’ensemble modéle.

Exemple 2.3.11. Notons 7 = %‘F’ le nombre d’or et 77 = %5 son conjugué. Pour rappel,

le nombre d’or est la plus grande racine du polynoéme
?—r—1=0.
Posons G = R et définissons le réseau
L:={a(1,1) +b(r,7") :a,b € Z} = {(a+ br,a + br') : a,b € Z}.

Le schéma de coupe est projection est le triplet (R,R,L). Puisque pour b; = (1,1) et
by = (1,7'), on a )
L - Z bl @ Z b2

et cela correspond a la définition de réseau dans R2. Soient u,v € L, alors u = (a+br, a+b1")
et u' = (a' +01,d +b7"). Si m(u) =m(v) alors

atbr=d+brs(a—d)+(BH-V)r=0.

Puisque 7 est irrationnel, 'équation est satisfaite si a = o’ et b = b'. La projection m|; est
donc injective. De plus, mo(L) = {a + b7’ : a,b € Z} est un sous-groupe additif de R et,
puisque qu’il n’est pas de la forme m Z pour m € R™, il est dense dans R par la Proposition
En prenant I'ensemble relativement compact W = [—1,7 — 1], on obtient ’ensemble
modéle

AW)={a+br:a,beZ,~1<a+br <7-—1}

Avant d’étre en mesure de démontrer que tout ensemble modéle est un ensemble de
Meyer, il est nécessaire d’établir de nouvelles définitions et d’énoncer quelques lemmes.
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Définition 2.3.12. Soit A C G un ensemble de points. Tout ensemble de la forme K N A
est appelé un cluster si K C G un ensemble compact. De plus, si K est convexe, I’ensemble
K N A est un patch.

Exemple 2.3.13. Si G = R", pour toute boule B, 'intersection R" NB est un patch. De
méme, si on remplace la boule fermée par un parallélépipéde fermée.

Définition 2.3.14. Soit G un groupe abélien localement compact. Un ensemble de points
L C G a une complexité locale finie si, pour tout compact K, I’ensemble

Pk ={KnN(L—z):zcL}
est fini. Un tel ensemble est appelé un ensemble FLC

Remarque 2.3.15. Soit G un groupe abélien localement compact. Puisque R" est un
groupe abélien localement compact et que le produit de deux groupes abéliens localement
compacts est aussi un groupe abélien localement compact, il s’ensuit que la définition
précédente est valable pour R" xG.

Lemme 2.3.16. Soient G un groupe abélien localement compact et K1, Ky C G des en-
sembles compacts. Si K1, Ko sont des ensembles compacts, alors Ki — Ky et K1 + Ky sont
également compacts.

Démonstration. Considérons K, K, des ensembles compacts de . Puisque G est un
groupe topologique, par définition, ’addition

+: Ky x Ky —» K1+ Ky: (z,y) —»z+y

est continue. Par le Théoréme le produit fini de compacts est compact et que 'image
continue d’un compact est compact également, il s’ensuit que

K1+K2:{£L'+yil'€K1,y€K2}

est compact.
Puisque K5 est compact, par continuité de I'application —, I’ensemble — K5 est compact,
également. Il s’ensuit que I'ensemble K + (—K>) est compact. O

Afin de démontrer que tout ensemble de complexité locale finie est uniformément dis-
cret, présentons une caractérisation des ensembles FLC.

Proposition 2.3.17. Un ensemble A C R" est FLC si et seulement si ’ensemble A — A
est localement fini.

Démonstration. Supposons que A C R" est FLC et posons r > 0. Par hypothese, il n’existe
qu’'un nombre fini de patchs de la forme B(t,7) N A pour t € A. Ainsi,

(B(t,r)NA:te Ay ={P,.... P}
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pour m € Ny. Montrons d’abord que chaque patch P; posséde un nombre fini d’éléments.
Supposons qu’il existe un patch P; tel que

P = co.

Etant de volume fini, il existe une suite de Cauchy dans le patch P;. L’existence d’une telle
suite engendre une infinité de patchs différents, a translation prés, ce qui est absurde. Il
s’ensuit que |P;| < oo pour tout ¢ € {1,...,m}. Pour toute paire d’éléments x,y € A telle
que

|z —yll <,

Ainsi le point & appartient & A N B(y,r). Cela implique que

(A—ANDB(,r) C OB.

i=1

Comme toute union finie d’ensembles finis est finie, il en résulte que l’ensemble (A — A N
B(0,7)) est fini. Par conséquent, puisque le choix de r était arbitraire et que tout compact
K est inclus dans B(0,7) pour un certain r, alors A — A est localement fini.

Supposons désormais que ’ensemble A — A est localement fini. Par définition, pour tout
r>0,on a

(A —A)NB(0,r)] < oo, Vr>0.

On peut alors écrire que A — A = {z,, : © € Ng} tel que xg = 0 et ||z;|| < ||y Ainsi,
pour tout patch de B
AN B(0,r)

doit étre de la forme {y + x; : i € I}, avec y € Aet I C {i : |z;] < r}. Cet ensemble
I est fini car A — A est localement fini. Il n’existe qu’un nombre fini de possibilités pour

I’ensemble I et, comme 7 > 0 est arbitraire, il s’ensuit que A est FLC.
]

Proposition 2.3.18. Si A C R" est a complexité locale finie alors A est uniformément
discret.

La proposition suivante a déja été montré au Chapitre 1. La définition de réseau étant
différente ici, la démonstration donnée au Chapitre 1 ne s’applique plus.

Démonstration. Par la Proposition[2.3.17, I'ensemble A —A est localement fini. Pour »' > 0,
I'ensemble B, := B(0,r") N (A — A) est fini. Ainsi, la valeur

r:=min{||z| : x € B, \ {0}} >0

est finie et permet de vérifier que ’ensemble A est uniformément discret. ]
C

Proposition 2.3.19. Soit G un groupe abélien localement compact. Tout réseau L
R" xG est FLC.
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Démonstration. Posons K C R™ xG un ensemble compact. Par définition, le réseau L est,
en particulier, un sous-groupe discret. La famille des K-patchs est

Px={(L—2)NK:z€lL}
Puisque pour tout z € L, on a L — z = L, alors la famille des K-patchs devient
PK:{[N/QKZI'GE}

et ne dépend plus de x. Ainsi
|PK| =1,

ce qui permet de conclure puisqu’on a choisi K arbitrairement. O

Lemme 2.3.20. Soient (R", G, ZN'J) un schéma de coupe et projection et 2 C G un ouvert
non vide. Alors, il existe un compact K C R" tel que

R" xG = L + (K x Q).

Démonstration. Puisque L C R" xG est un réseau, par définition, (R" xG) /L est compact.
Il existe alors un ensemble compact F' C R" xG tel que

R"xG = L+ F.

Les projections 7, mo sont continues et, comme toute image continue d’un ensemble com-
pact est compact, on en tire que F} := 7 (F) et que F» := mo(F) sont compacts. Puisque
F C F| x F5, on obtient

R"xG=L+FCL+(F xF)cR"xG,
d’ou 3
R"xG =L+ (F x F).

Par définition de schéma de coupe et projection, I’ensemble 7T2([~J) est relativement dense
dans GG, donc, on obtient la relation suivante

lel

Puisque F» C G, il s’ensuit que F5» C U(ﬂ'g(l) + Q). Chaque ensemble 75(1) + € est ouvert
lel ~
et Fy est compact, il existe alors un ensemble fini A C L tel que

F, C U(ﬂ'g(a) + Q).

a€cA

Fixons x € R" xG. Il existe [ € L tel que x — [ € F} x Fy. Puisque mo(x — 1) € Fy, il existe
a € A tel que
mo(x — 1) —ma(a) = m(x — 1 —a) € Q.
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De plus,
m(x—1—a)=m(x—1)—m(a) € F; — m(A).

Comme ’ensemble A est fini, il est compact, il en résulte que ’ensemble 7 (A) est également
compact. Dans R", par le Lemme [2.3.16} la différence d’ensembles compacts est compact,
on en déduit la compacité de K := F; — m1(A). Ainsi,

r=Il4+a+(x—1—a)e L+ (K xQ).
Ayant choisi & arbitrairement, on en déduit I'égalité R xG = L + (K x ). ]

Pour les prochains résultats, on considére que le triplet (R", G, f/) est un schéma de
coupe et projection, que W C G est la fenétre d’acceptation et on pose I' = A(W) +t avec
t € R" et A(W) est 'ensemble défini par (2.9).

Proposition 2.3.21. 5i W est relativement compact, alors ['ensemble I' est uniformément
discret.

Démonstration. Considérons un ensemble compact K C R". Par ar hypothése, 'ensemble w
est compact. Par le Théoréme - I'ensemble produit K x W est compact également.
Puisque L est un réseau de R” X G, par la Proposition 2. | 'ensemble L aune complexité
locale finie, donc les compacts K x W ne posséde qu'un nombre fini de patchs de L. En
particulier, L est un sous-groupe discret et cela implique que Iintersection (K x W)N(L—z)
ne posséde quun nombre fini d’éléments de L, pour z € L. Ainsi, on a que l’ensemble

Prvv =K xW)N(L—-1):1eL}

est fini. Rappelons que, par définition, on a A(W) = {m(l) : 1 € L,my(1) € W}. Pour tout
y € A(W), il existe I’ € L tel que y = w(I'). En projetant sur R", puisque la projection m
est injective, on obtient

(AW) =) NK =m((L—=1)N (K x (W —m(l')). (2.10)
Comme W — mo(I') C W — W et que W — W est compact par le Lemme on a
(L —=1)N (K x (W —=m(l")) C m((L=1)N (K x (W -W)). (2.11)

Par les relations (2.10) et (2.11)), on en tire que I’ensemble A(W) est FLC car L V'est. De
plus, comme

L=AW)+xCAW)+z,

Iensemble I' est également FLC. Par la Proposition [2.3.18] I’ensemble I' est uniformément
discret. [

Proposition 2.3.22. S la fenétre d’acceptation W est d’intérieur non vide alors [’en-
semble T" est relativement dense.

44



Démonstration. On cherche un ensemble compact K C R" tel que
R"=T+ K.

Puisque l'intérieur de W est non-vide, il existe un ouvert Q C G tel que Q C —W.

Remarquons que .
L={(x,z*):xz € L}.

Par le Lemme [2.3.20] il existe un compact C' C R" tel que
R"xG =L+ (C x Q).

Ainsi, pour tout € R", il existe [ € L, ¢ € C' et w €  tels que
(x,0) = ([,I") + (c,w).

De cette relation, on en tire que [* = —w et —w € W car w € 2 C —W. Puisque [* € W,
onaleAW). Ainsi, x =1+ ¢ € A(W) + C. On obtient alors R" = A(W) + C o C est
un ensemble compact. O]

Proposition 2.3.23. 5% la fenétre d’acceptation W est relativement compact, alors
AW) = A(W) Cc A(W —W).

En particulier, 'ensemble A(W) — A(W) est uniformément discret.

Démonstration. Considérons z € A(W) — A(W). Il existe z,y € L tels que z =z — y et

z*,y* € W. On souhaite montrer que z € A(W — W), pour cela, montrons que z € L et

que z* € W —W. Puisque L = (L), il existe 7,9 € L tels que z = m; (%) — 71 (7). Comme
L est un sous-groupe, T — y € L. Ainsi,

z=c—y=m(Z) —m(y) =m(z—g) € m(L)=L.
De plus, I'application x est un homomorphisme, ce qui implique que
F=(x—y) = -y eW-W
Il s’ensuit que z € A(W — W).

Par le Lemme [2.3.16, ’ensemble W — W est relativement compact. Par la Proposition
2.3.21] I'ensemble A(WW — W) est uniformément discret et A(W) — A(W) également. [

On peut alors conclure le chapitre en démontrant que tout ensemble modéle est de
Meyer.

Théoréme 2.3.24. Tout ensemble modéle est un ensemble de Meyer.

Démonstration. Considérons I' = A(W) 4+ x un ensemble modéle. Par la Définition [2.3.10}
la fenétre d’acceptation W C G est un ensemble relativement compact d’intérieur non vide.
Par les Propositions [2.3.21] et 2.3.22] il s’ensuit que I" est un ensemble de Delone. Par la

Proposition [2.3.23] il s’ensuit que
AW)—=AW) C A(W —-W)
et que A(W) — A(W) est uniformément discret. Ainsi, 'ensemble I' est de Meyer. O
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Chapitre 3

Ensemble de Delone de type fini et
symeétries d’inflation

Rappelons que lordre au sein d’un matériau dépend des distances interatomiques. Afin
de prendre cela en compte, on introduit une nouvelle classe d’ensembles dont ’apparition
a été motivée par la découverte de D.Shechtman, & savoir les ensembles de Delone de
type fini. Selon Lagarias, cette classe d’ensembles est la plus appropriée pour modéliser
les structures quasicristallines, bien qu’elle posséde des ensembles ne présentant un spectre
ponctuel de diffraction. La source principale de la rédaction de ce chapitre est [Lag99].

Dans ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, on note B(z, ) les boules ouvertes
et B(x,r) les boules fermées. Dans cette section, on se place dans I'espace R muni de la
norme euclidienne.

3.1 Ensembles de Delone de type fini

Commencons la section par la définition d’'un ensemble de Delone de type fini.

Définition 3.1.1. Un ensemble de Delone A C R" est de type fini si A — A est un sous-
ensemble discret de R", ¢’est-a-dire, si pour toute boule fermée B de R", 'ensemble (A —
A) N B est fini.

Proposition 3.1.2. Tout ensemble de Meyer est également de Delone de type fini.

Démonstration. Considérons A C R" un ensemble de Meyer et B une boule fermée de
R"™. Par définition, ’ensemble A est de Delone. De plus, par définition, I’ensemble A — A
est uniformément discret, cela implique que 'ensemble (A — A) N B est fini et donc que
I’ensemble A est de Delone de type fini. ]

Définition 3.1.3. Soit A C R"™ un ensemble de Delone. Pour tout R > 0, on note
An(R) = {(A = {A}) N (B(0,R)) : A € A}

’ensemble de tous les R-patchs de A. L’ensemble A, (R) est appelé le R-atlas.
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Soit A un ensemble de Delone. On introduit la fonction
Ny : Rt — NU{+OO} cR— NA(R) = #.AA(R)

qui permet de compter le nombre de motifs d’un ensemble de Delone. Cette fonction est
appelée la la fonction de comptage de patchs.

Définition 3.1.4. Un ensemble de Delone est finiment engendré si le groupe abélien

<A—A>Z: {ZZZ<£IZ',L—yZ)kEN,ZzEZ,iCZ,yl GA}

i=1
est finiment engendré.

Dans la suite, on notera (A) pour parler de (A)z. Grace a la proposition suivante,
lorsque l'on parle d’ensemble A finiment engendré, on pourra travailler avec (A).

Proposition 3.1.5. Un ensemble de Delone A est finiment engendré si et seulement si
(A) est finiment engendré.

Démonstration. Considérons A un ensemble de Delone finiment engendré et posons vy, ..., v, €
A — A une famille de générateurs de (A — A). Fixons X' € A. Puisque, pour tout A\ € A, on
a

A=XN+A=XN)eXN+(A-A),

alors, il s’ensuit que
(A) = (N)+ (v1, .. o) = (N, 01,0, ).

Passons a la condition nécessaire. Supposons que (A) est finiment engendré et montrons
que (A—A) Dest également. Soient vy, ..., v,, une famille de générateurs de (A) et \, X' € A.
On a

m

A — )\/ = in:)\ﬂjz — zm:)\;l}l = Z()\Z — /\;)Uz € <U1, c ,Dm>.
i=1 i=1

i=1
Il s’ensuit que (A—A) C (v1,...,vy,) = (A). Tout sous-groupe d’un groupe abélien finiment
engendré est finiment engendré. ]

Considérons A un ensemble de Delone finiment engendré. En appliquant la Proposition
I'ensemble (A) est finiment engendré. Posons m = rang(A). Il existe alors vy, ..., v, €

A tels que
<A> = {Zl’ﬂ)z 1 x; € Z} .
i=1
On définit la fonction associée a la base vy, ..., v,

o (A) %Zm:x:inviH (X1, Tm)-
i=1
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La fonction ¢ est appelée la fonction d’adresse. La famille des ensembles de Delone finiment
engendré est la plus grande famille d’ensembles pour laquelle la fonction adresse ¢ est bien
définie. Cette famille est constituée d’un nombre d’ensembles bien trop élevé pour étre la
plus représentative des structures quasi-cristallines. Cependant, en appliquant des restric-
tions sur les fonctions d’adresses, on retombe sur la famille des ensembles de Delone de
type fini. C’est la caractérisation que nous souhaitons démontrer pour clore cette premiére
section.

Remarque 3.1.6. Les fonctions adresses sont Z-linéaires mais pas R-linéaires. Considérons
A un ensemble de Delone finiment engendré de rang m, un élément A\ € A, une base
B = (b1,...,by) et ¢ une fonction adresse de A associée a la base B. Pour tout z € Z, on
a zA € (A). En revanche, pour r € R\ Z, on a

m

rA = ri Aibi = (rA)b;.
=1

=1

En général, les coeflicients r\; ne sont pas entiers et donc 7\ n’appartient pas a (A), ce qui
empéche la fonction ¢ d’étre R-linéaire.

Définition 3.1.7. Soient A C R" un ensemble de Delone et R € RT. On définit Iapplica-
tion

Dy :RT = N:r Du(r) := #((A - A) N B(0,r)).
On l'appelle la fonction de comptage des distances de A.

Cette définition permet de mesurer le caractére discret de 'ensemble A — A, ou A est
un ensemble de Delone.

Lemme 3.1.8. Soit A C R" un ensemble (r, R)-Delone. Pour tout couple (\, \') de points
de A, il existe une chaine de points Ao, ..., A\, de A tels que :

1. p=Xet )\, =N,
5. m < (4) A= N,
Démonstration. Considérons A\, \" € A et construisons récursivement une telle chaine de

points. Posons A\g = A. Si || A\g— || < 2R alors, on peut s’arréter puisque la chaine souhaitée
est directement obtenue. Sinon, considérons la boule

— N —Xo
By:=B [\ R——— R|.
0 (” N =]l )

La boule By contient au moins un autre point de A. Pour montrer cela, considérons € > 0
et
= AN =
By(e) =B (AO +(R+e)— 0 R) .
I = Aol
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Par hypothése, ’ensemble A est relativement dense, donc il existe A. € By(e) tel que
Ae # Ao puisque Ao ¢ By(g). En particulier, pour tout k& € Ny, la boule By(1/k) contient un
élément /\i € A tel que /\1 % X\o. Comme A est uniformément discret, il existe un élément

parmi {\/x : k € No} qu1 apparait une infinité de fois, notons le A;. De plus, cet élément
appartient a By. En effet, puisque I’élément A\; correspond a une infinité de points Ay, il
vérfie

d()\l, Bo) < E,
pour une infinité de k. Par conséquent, I’élément \; € By puisque la boule B; est fermée.
De plus, on a

1A — Aol < 2R.

Supposons désormais que 'on posseéde Ag, ..., A; € A tels que A\g = A et
1A = Nl 2R, Vje{o,....i—1}

On proceéde de maniére similaire. Si ||A; — || < 2R, on pose m = i + 1 et on conclut.
Sinon, on considére a nouveau

— N\
Bii=B M+ R0 R)
( IV = Xill”

Bi(e) E(A +(R+e) Al R)
i(e) = i £)——, .
A= Adll
En procédant comme ci-dessus, on extrait un élément \;;; de A tels que \;y1 € B; et
[Ai = A || < 2R

Une telle construction prend fin & une certaine étape car 'ensemble A est uniformément
discret et que la distance entre A et X\ est finie. Notons \,, = X\’ le dernier élément d’une
telle chaine. Pour conclure, il faut vérifier qu'une telle chaine satisfait le point (3). Par
hypothése, on a

[Ai = Al =7, Vi

Puisque \; est le point de B; le plus éloigné de )\, on en tire que
H/\m =N <[ =N =C (3.1)
ot C' > 0. On peut prendre C' = 15. En utilisant I’équation 1) on obtient

0= HAm =N < Am =N =C
< Az — N|| = 2C

< A= X[ =mC
dou m < [|A — X 2E. O
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Lemme 3.1.9. Un ensemble de (r, R)-Delone A C R" est de type fini si et seulement si
DA(2R) est fini.

Démonstration. Considérons A un ensemble (r, R)-Delone de type fini. Puisque pour toute
boule fermée B, I’ensemble (A — A) N B est fini, il s’ensuit que Dy (2R) est fini.

Supposons désormais que, pour R > 0, Dj(2R) est fini et posons A\, X € A. Par le
Lemme [3.1.8] il existe une chaine de points Ag, ..., A, de A telle que

L. d=Aet A\, =N,
2. [N — Xl 2R, Vie {0,...,m —1}.
3. m < (4) A - X].
Si []A = X|| < N alors, la chaine est composée d’au plus CN éléments, ou C' = (2&). Pour

chaque palier \;;1 — \;, il existe au plus Dj(2R) choix. Par conséquent, la fonction Dy (N)
est finie, pour tout N > 0. Ainsi, il s’ensuit que ’ensemble A est de type fini. ]

Théoréme 3.1.10. Un ensemble de Delone de type fini est finiment engendré. En parti-
culier,

rang(A) < Da(2R).

Démonstration. Posons A € A. Pour tout X' € A, en appliquant le Lemme [3.1.8] il existe
une chaine de points satisfaisant les 3 assertions du lemme. En particulier, pour tout A" € A,

on a
m

N=X=> Ay —A) € (A= A) N B(0,2R))),
i=1
ou \; € A, pour ¢ € {1,...,m}. Cela implique alors que

(AY C I\ U{z: 2 e (A—A)NB0,2R)}Y) = (A} U((A— A) N B(0,2R))).  (3.2)

Puisque I’ensemble de Delone A est de type fini, il s’ensuit que (A — A) N B(0,2R) est
fini. Cela implique que (A) est finiment engendré. En appliquant la Proposition [3.1.5 il en
résulte que 'ensemble A est finiment engendré également.

De plus, par la relation , on en déduit que

rang(A) < Da(2R).
[

Remarque 3.1.11. Dans cette premiére section, par la Proposition [3.1.2] on a démontré
que la famille des ensembles de Meyer est incluse dans la famille des ensembles de Delone

de type fini. De plus, par le Théoréme [3.1.10] la famille des ensembles de Delone de type
fini est incluse dans la famille des ensembles de Delone finiment engendrés.
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3.2 Caractérisations par les fonctions adresses

Dans cette section, on présente, dans un premier temps, une caractérisation des en-
sembles de Delone de type fini par les fonctions adresses satisfaisant une condition de type
Lipschitz. Ensuite, une caractérisation des ensembles de Meyer par les fonctions adresses
presque linéaires.

Théoréme 3.2.1. Soit A C R" un ensemble (r, R)-Delone. Alors, l'ensemble A est de type
fini si et seulement si,

1. A est finiment engendré

2. Pour toute fonction adresse ¢, il existe Cy > 0 tel que
[6(A) = d(N)[| < Col]A = Nl, VA X €A

Démonstration. Commencons par la condition nécessaire et supposons que A est un en-
semble (r, R)-Delone de type fini. Par le Théoréme [3.1.10] le point 1 est vérifié et notons
s = rang(A). Considérons ¢ une fonction d’adresse et trouvons une telle constante Cl.
Considérons A\, N € A, par le Lemme [3.1.8] il existe une chaine \g = A,..., \,, = X de
points de A telle que, pour tout i € {1,...,m — 1},

[Xi — Aial] < 2R
et )
r
<[ — ) Ix=NX].
s () A=
Posons
Croax = max [o()]],

z€(A—A)NB(0,2R)

puisque 'ensemble (A — A) N B(0,2R) est fini, la constante Cy,y est finie. En utilisant
'inégalité triangulaire et la linéarité de ¢ sur (A) vers Z°, on obtient

—_

[9(A) = o(N)II =1 p_(@(Xis1) — &(M))

)

3

3
=l
(=)

IN

[p(Niv1) — o)l

<.
|

3

IN

| (Nirr — i) |l
————

Scnlax

[e=]

=

IN
A

m max

Y
max4R||)\ AH'
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r2

On conclut la premiere partie de la preuve en posant Cy = Craxip-
Passons & la condition suffisante. Pour montrer que 'ensemble A est de type fini, en

utilisant le Lemme m, il suffit de montrer que (A — A) N B(0,2R) est fini. Considérons
une fonction adresse ¢ telle que

[6(A) = d(N)I| < Cyl[A = NI, VAN €A,
ot Cp > 0. Posons A\, X' € A, si |[A — X|| < 2R, alors, par hypothése, on a
[6(A) = ¢(N)| < ColIA = N|| < 2RC.

Par définition, la fonction ¢ est a image dans Z°, donc 'ensemble {¢(z) : . € (A —A)N
B(0,2R)} est bornée dans Z°. Ainsi, il n’existe qu’un nombre fini de ¢(\ — \'). De plus,
toute fonction adresse est injective. Par conséquent, il n’existe qu’un nombre fini de valeurs
possibles pour A\ — \. O

Avant de passer a la caractérisation des ensembles de Meyer, on introduit la notion de
presque linéarité.

Définition 3.2.2. Soit A C R" un ensemble de Delone et soit f une application définie
sur (A) et a valeurs dans R™. On dit que I'application f est presque linéaire s'il existe

Ly:R" = R™
une application linéaire et une constante C'y > 0 telle que
IfON) = L\ < Cy, VA €A.

Théoréme 3.2.3. Soit A C R" un ensemble discret. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. A un ensemble de Meyer

2. N\ est un ensemble de (r, R)-Delone finiment engendré et tout homomorphisme
¢:(A)y > R™ m>1,

est presque linéaire sur A.

3. A\ est un ensemble (r, R)-Delone finiment engendré et toute application adresse ¢ est
presque linéaire.

Démonstration. 2) = 3) Par hypothése, 'ensemble A est finiment engendré. De plus, il
est clair que toute application adresse ¢ est un homomorphisme. Ainsi, toute application
adresse est presque linéaire.

3) = 1) Notons m = rang(A). Considérons ¢ la fonction adresse de A associée a la base
B ={by,...,by}. Par hypothése, il existe une application linéaire

Ly :R" — R™
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et une constante Cy > 0 telles que
C
[6(A) — Lo(N)]| < 7¢ VA € A.

Posons A, X € A. Puisque I'application ¢ est un homomorphisme et que I'application L,
est linéaire, on en déduit que

[o(A = X) = Lo(A = X[ = [|¢(A) = ¢(X) — Lg(A) = Lo(X)]
< oA = Le(MI + [|o(XN) = Lo (V)]
< C¢
L’ensemble A étant de Delone, il existe A’ € A tel que
A" = (A =Nl < R,
ot R > 0 est le rayon de recouvrement de A. Ainsi, on a
lp(A") = L (A < Cs.
De plus, puisque I'application L, est linéaire, on a
=M
14 / /_/H " /
[Lo(A" = (A = XD < N[ Lgllop 1A = (A = X)|| < ME.
Par conséquent, on a
[o(A" = (A = XD = lo(A") = ¢(A = X))
= [[6(\") = L(A") + Ls(X") = (A = X') = Lg(A = ) + Lo(A = X
< [6(N") = La(N)| + [ Lo(A = X)) = d(A = N) [ + | L(A") — Lg(A = N)|
<204+ MR
Considérons I’ensemble
F:={\e (N :||¢(N)] <2C, + MR} = ¢ *(B(0,2C4 + MR) N Z™).

Puisque 'application ¢ est un isomorphisme entre (A) et Z™ et que I'image ¢(F') est borné
dans le réseau Z™, on en déduit que I'ensemble F' est fini car un réseau est localement
fini. Pour conclure, on a montré pour tous A\, N € A, il existe \” € A tel que I’élément
N —(A=X) e A— A — A satisfait

[o(N" — (A= X))|| <2C, + MR.
Alors, I’élément (A — X') — X’ € F et on en déduit la relation suivante
A—-ACA+F,

ot F' est un ensemble fini. Par le Corollaire [2.2.9] on en conclut que I’ensemble A est de
Meyer.

1) = 2) Pour les détails concernant cette implication, on pourra consulter [R.V. Moody,Meyer
sets and their duals, in : The Mathematics of Long-Range Aperiodic Order] O
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3.3 Symétries d’inflation et entiers algébriques

Les ensembles de Delone possédant une symétrie d’inflation ont un lien trés étroit
avec les entiers algébriques. Pour conclure ce chapitre, on met en lumiére le lien entre
les ensembles de Delone de type fini avec les nombres de Perron-Lind et celui entre les
ensembles de Meyer avec les nombres de Salem-Pisot.

Définition 3.3.1. Soit a € C. On dit que « est un entier algébrique s’il existe un polynéme
monique non-nul P € Z[X] tel que
P(a) =0.

Le degré d’un entier algébrique a est le degré minimal de tout polynéme monique non nul
P € Z]X] tel que P(a) = 0. Les autres racines du polynéme monique de degré minimal P
sont appelées les conjugués de a.

Définition 3.3.2. Soient o un entier algébrique réel et as, ..., o, les conjugués de a. On
dit que o > 1 est un nombre de Pisot-Vijayaraghavan (ou de Pisot) si o > 1 et

max{|as|, ..., |an|} < 1. (3.3)
Si on remplace la condition par

max{|azl|, ..., |a,|} = 1,
alors, on dit que « est un nombre de Salem

Exemple 3.3.3. Considérons le polynome suivant : P(x) = x? — 2z — 1. Les racines de
P(x) sont 1+ V2 et 1 — /2. Etant donné que 1+ v/2 > 1 et que |1 — \/5] < 1, on a que
1 4+ /2 est un nombre de Pisot.

Définition 3.3.4. Soient o un entier algébrique réel et as, ..., o, les conjugués de a. On
dit que a > 1 est un nombre de Perron si a > 1 et

max{|azl|, ..., ||} < a. (3.4)
Si on remplace la condition par

max{|as|, ..., |an|} =
alors, on dit que « est un nombre de Lind

Remarque 3.3.5. Puisque les conjugués d’'un nombre de Salem ou Pisot sont de module
inférieur ou égal a 1 et que a > 1, tout nombre de Pisot et de Salem sont également des
nombres de Perron.

Définition 3.3.6. Soit A C R" un ensemble de Delone. On dit que A posséde une symétrie
d’inflation de paramétre v > 1 si yA C A.
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Afin d’illustrer cette définition, continuons I’Exemple [2.3.11]

Exemple 3.3.7. Considérons I'ensemble modéle A(W) = {a+br 1 a,b € Z, —1 < a+br’ <
7 — 1} ot 7 est le nombre d’or et 7/ < 0 son conjugué. Par le Théoréme , I’ensemble
A(W) est un ensemble de Meyer et donc de Delone. Montrons que TA(W) C A(W) et
considérons x = a + br € A(W). Puisque 72 = 7 + 1, on en tire que

T(a+br)=ar +br* = ar +b(r + 1) = (a + b)T + b.

2

Comme 7% = 7/ 4+ 1, en procédant de la méme maniére, on obtient

(a+br") = (a+b)7" +0.
Rappelons que le nombre d’or vérifie les relations suivantes

= -1
T+7 =1

Ainsi, en utilisant les relations ci-dessus et en multipliant les inégalités —1 < a+b7’ < 7—1
par 7', il en résulte que

—1<a+br<7t-1
S—7>ar +br?>717 -7
s—7>ar +b(7+1)>-1-7
s—7>@+br+b>-1-1".

Ainsi, comme 7' =1—7et —1 — 7 > —1, on en déduit
—1<-1-7<(a+b)r+0<-1-7=7-1
Cela montre que TA(W) C A(W), comme souhaité.

Comme mentionné au début de la section, 'objectif de cette section est de démontrer
que les paramétres d’inflation d’un ensemble de Delone de type fini sont des nombres de
Perron ou de Lind et ceux d’un ensemble de Meyer sont des nombres de Salem ou de Pisot.
Puisque tout ensemble de Meyer est également un ensemble de Delone de type fini, il faut
que les nombres de Salem et Pisot soient aussi des nombres soit de Perron soit de Lind.
Par définition, les conjugués d’un nombre de Salem ou Pisot sont de module inférieur ou
égal a 1 et que o > 1, tout nombre de Pisot et de Salem sont également des nombres de
Perron.

Théoréme 3.3.8. Si A C R" est un ensemble de Delone finiment engendré possédant une
symétrie dinflation de parameéetre v alors v est un entier algébrique. En particulier, le degré
de v divise rang(A).
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Démonstration. Soient A C R" un ensemble de Delone finiment engendré et v > 1 tel que
vA C A

Sans perte de généralité, on peut supposer que 0 € A. En effet, si 0 ¢ A, alors A’ = AU{0}
est encore un ensemble de Delone tel que yA” C A’. Posons r := rang(A) et considérons
by,...,b. € R" des vecteurs indépendants sur Q tels que

(A) = (by,....b,).

Remarquons que r > n. En effet, si I'espace vectoriel engendré par A était de dimension
strictement inférieure a n alors, on pourrait s’éloigner autant que souhaité de A, ce qui
est absurde car A est relativement dense. Ainsi, I'espace vectoriel engendré par A est
nécessairement de dimension n et le groupe abélien (A) est donc de rang r > n.
Puisque yA C A, on a
Y(A) C (A).

Ainsi, il existe une matrice M € Z, telle que
vB=MDB (3.5)
ot B = (by,...,b.)T. De I'équation (3.5), on en déduit que (v/ — M)B = 0 et donc
(vI —M)v; =0, Vie{l,...,n},

ou v; = (bgi)7 e by(f)) € R". Le réel v est valeur propre de M, donc il annule le polynome
caractéristique de M € Z;

Py (z) = det(zl — M).
Le polynome Py, € Z[z]| étant monique & coeflicients entiers, il s’ensuit que 7 est un entier
algébrique.

Pour conclure, il reste a démontrer que deg(y) divise r. Pour ce faire, considérons la
forme rationnelle canonique de M. Pour plus de précisions sur ce type de matrice, on
pourra se référer a I’Annexe . Posons [ = deg(y). Par définition, il existe un polynome
monique P, a coefficients entiers et de degré [ qui s’annule en . Il est de la forme

En utilisant 'équation (3.5)), on obtient que
VB =7(yB) =y(MB) = M(yB) = M*B.
En répétant ce raisonnement, il s’ensuit que

Y*B=MB, 1<k<I (3.6)
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Grace a I’équation (3.6)), on a

-1
P,(M)B = (M'+) a;M")B
=0
-1
=M'B+) (a;M'B)
=0
-1

=9'B+) (a7'B)

=0

Ainsi, on obtient

j=1
En particulier, pour toute ligne i € {1,...,r},
(Py(M)B); = Y (P, (M))yb; = 0 (3.7)

De plus, par définition de P,, les éléments de P, (M) sont des entiers, alors, puisque les
vecteurs b; sont indépendants sur Q, il s’ensuit que

(Py(M))s; =0, Vi,je{l,...,r}.

Le polynome P, est irréductible, sinon, il existerait une décomposition en polynomes non-
constants dont un de ces polyndémes de degré inférieur a [ annulerait v, ce qui contredit

deg(v) = L.

Par (3.7, le polynome minimal m,, de M divise P, et, puisque ce sont deux polynomes
moniques, il en résulte que

Par (3.8)), les facteurs invariants sont égaux a P, on en déduit ainsi que la forme rationnelle

canonique de M est une matrice blocs diagonales, ou chaque bloc est la matrice compagnon
C de P,. On a
Py (z) = (Py(7))*, keNg.

Par conséquent, on a
deg(Py) = r = kl = kdeg(P,)

et donc le degré de v divise r = rang(A), comme souhaité. ]
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Afin de démontrer que les paramétres d’inflation pour un ensemble de Delone de type
fini sont soit des nombres de Lind, soit des nombres de Perron, commencons par démontrer
les lemmes suivants.

Lemme 3.3.9. Tout polynome P € Qx| irréductible sur Q n’admet que des racines simples
dans C.

Démonstration. Considérons P un polynome irréductible sur Q et notons P’ la dérivée de
P. Puisque P est irréductible, les seuls diviseurs de P sont 1 ou un multiple de P. Procédons
par ’absurde et supposons que P posséde une racine o € C multiple. Par définition, le
polynéme P’ admet également o comme racine, en particulier,

pged(P, Py = cP, c¢e Q\{0}.
Or, puisque car(Q) =0, on a
deg(P') = deg(P) — 1 < deg(P).

Cela implique que P ne peut diviser P’. Ainsi, pged(P, P') = 1 et P n’admet que des
racines simples. O

Remarque 3.3.10. Dans la démonstration du Théoréme [3.3.8 la matrice M € Z; est
diagonalisable sur C. En effet, la forme rationnelle canonique de la matrice M est une
matrice blocs diagonale oli chaque bloc est la matrice compagnon C € Z% de P,. De plus,
par le Lemme puisque le polynome P, est irréductible dans Q, il n’admet que des
valeurs simples sur C. En particulier, chaque bloc est diagonalisable sur C et il en est de
méme pour M.

Lemme 3.3.11. Soit A C R" un ensemble de Delone et v > 1 un parametre d’inflation de
A. Alors (A) est un Z[y]-module.

Démonstration. Par définition, ’ensemble

k
(A) = {Z‘M‘ k€ Ng,a; € Z,\; € A,w}

i=1
est un Z-module. Considérons A € (A). Il admet une décomposition de la forme :

k

i=1

Alors,



Par hypothése d’inflation, on a yA C A. Par conséquent, pour tout i € {1,...,k}, on
obtient yA; € A, et cela implique que YA € (A). Puisque yA C A, alors, pour tout n € Ny,
on a

Y'A C A

Ayant choisi un élément quelconque de (A), le résultat est démontré. O

Puisque qu’on I'utilise dans la preuve qui suit, rappelons ce qu’est une norme hermi-
tienne sur un C-espace vectoriel.

Définition 3.3.12. Soit E un C-espace vectoriel. Une norme hermitienne sur E est une
application || - || qui satisfait les conditions suivantes :

1. pour u € E, ||ul]| = 0 si et seulement si u = 0;
2. pour tous u € Eet A€ C, A € C, on a || Au|| = |A|||u]].
3. pour tous u,v € E, on a ||u+v|| < ||ul| + ||v||

A partir d’une norme hermitienne ||-|| sur un C-espace vectoriel E, on définit la distance
associée par
d(u,v) = [lu —v|, Vu,vek.

Désormais, nous pouvons passer a la démonstration concernant les parameétres d’infla-
tion des ensembles de Delone de type fini.

Théoréme 3.3.13. Si A C R" est un ensemble de Delone de type fini possédant une
symétrie dinflation de parametre v alors v est soit un nombre de Lind soit un nombre de
Perron.

Démonstration. Considérons A un ensemble de Delone de type fini, v > 1 un paramétre
d’inflation et posons R > 0 le rayon de recouvrement de A. Par le Théoréme [3.1.10]
I'ensemble A est finiment engendré et son rang est fini. Par le Théoréme le paramétre
d’inflation ~y est un entier algébrique de degré [ qui divise le rang de A. Posons r = rang(A),
p = 7 et posons 'ensemble

-1
ZW] = 7Z[1,7,...,v" 1 = {Z ny' i m; € Z,Vz}

=0

est 'anneau engendré par 7. Par le Lemme [3.3.11] 'ensemble (A) est un Z[y]-module.
Cependant, rien ne nous garantit que ensemble (A) est un Z[y]-module libre. En effet,
pour que ce soit un Z[y]-module libre, par le Théoréme [B.0.4] il devrait exister une base,
or, il se peut qu'un Z[y]-module ne posséde pas de base. Il existe (G) un Z[y]-module libre
dans R" tel que

(A) SG) = (g1, )y et [(G) = (A)] < oo.

Construisons ce Z[y]-module libre (G). Pour ce faire, utilisons les objets mathématiques
définis dans la démonstration Théoréme Considérons la matrice compagnon C' € Q!
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de P, et la matrice M qui était définie par yB = M B. La matrice M représente 'action de
~ sur la matrice B composée des vecteurs de la base. Notons H := {hq,...,h.} la base de
Q" qui permet d’obtenir la forme rationnelle canonique de M. Dans la base H, la matrice
M devient la matrice blocs diagonale

C
C
M =
C
De plus, par (C.1), on a
E1 EP

——— —N—
Q" = Qlz]/Py(z) ®-- - ® Qlz]/ Py (2),

puisque le seul facteur invariant est P,(z). Puisque C € Qﬁ et que r = [p, la somme
directe contient p termes. Comme mentionné dans I’Annexe [C] chaque terme composant
la somme directe est cyclique. Ainsi, pour tout ¢ € {1,...,p}, il existe g; € E; tel que
B; = {9i,7Gi, .. .,7 'g;} est une base de E;. Posons désormais

(G)=Zhlgr & - & Z]]gy.

Par construction, I’ensemble (G) est un Z|y]-module libre de rang p et on a
hiv—1r =79,

ouie{l,....l},je{l,...,p}h

Montrons que U'indice [(G) : (A)] est fini. Tout d’abord, les ensembles (G) et (A) sont
de rang r. Comme la base de (G) est une base de Q", alors tous les éléments de (A) se
décompose dans celle-ci. Par hypothése, 'ensemble (A) est finiment engendré et chacun
de ses générateurs se décompose dans la base H. La décomposition de chacun de ses
générateurs admettent un nombre fini de coefficients. On peut alors considérer D le PPCM
de ses dénominateurs. Cela implique alors

1
A) C —=(G).
(A) € ()
Pour rappel, on a déja utilisé un raisonnement similaire dans la démonstration du Lemme
Puisque les deux modules sont de méme rang, il s’ensuit que l'indice est fini.
Procédons par contraposition. Supposons qu’il existe v/ € C un conjugué de v tel que
|7'| > v > 1. Posons

(G =2 & --- & Z[Y]gp,
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vu comme un sous-ensemble de C". Pour mesurer les distances sur C", on considére la
distance associé a la norme hermitienne

n
le=dl5 =D le— ¢, Ve, d eCm.
=1
Notons

o Zh] = 2,
le morphisme de Galois tel que o(y) = /. Puisque pour tout x € (G), on a

p
7= a9,

j=1

pour ay, ..., a, € Z[y], on définit I'application

f:(G) = (&)

telle que

flz)=f (Z %‘%‘) =) o(a;)g;.

j=1 j=1

Cette application est telle que

fle+y) = f@)+ f(y);
flaz) = o(a)f(x),

ou z,y € (G) et a € Z[y].
Soit A € A tel que f(\) # 0 et posons v, = Y*A — A = (v* —1)A. On a

2:L1

—
1 wi)ller = 1Y = DDl = 1™ = LF V)=
= L]y =1

= Lily]*l1 = (v)7"]
Puisque |y/| > 1, lorsque k — +0o0
I COR I
Ainsi, quitte a redéfinir Lq, on a
1f@i)ller = Laly'[F, & — +o0 (3.9)
Par hypothése, pour tout £ € N, on a

’ykA C A,
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donc 4%\ € A. Fixons k € N. On peut alors construire une chaine de points \g = \, ..., A\, =

’Yk)\ telle que s = W+)H’\ ot

||)\z_)\2—1|| <3R, Vie{l,...,S}.

Pour obtenir une telle chaine, considérons le segment joignant A et v*X. On commence par
Ao = A € A et on consideére le point y; = A + R55—5+
A1 € A tel que

T, Par densité relative de A, il existe
Il >\ >\H

Ainsi, en utilisant I'inégalité triangulaire, on a
A = Aol = IA = w1+ 51 = Aol < [[Ax = wll + [ly2 — Aol| < 3R.
Pour m € Ny, supposons désormais avoir une chaine de points \g = A\, A1 ..., \,, telle que
1A — Aol < 3R, jed{l,...,m}.

et telle que
N —yll <R, jefl,...,m},

ouy; = A+ jRH’Yk)\_)\H est un point du segment reliant A et v*)\. Par densité relative, il

existe A\, 11 € A tel que
[ Amt1 = Yma1l < R.

Alinsi,
||>\m+1 - Am” = ||>\m+1 — Ym+1 + Ym+1 — Ym + Ym — >\m||
< A1 = Y | + 1Ymrr = Yol + Ym — Al

X — A
<2R+||(A+(m+ 1R i

k
YA — A

———) — (A +mR

[[7*A = All

eV
< 3R.

De plus, puisque le segment joignant A et v*) est de longueur ||(v* — 1))||, et que chaque
y; représente un pas de d’une longueur R sur ce segment, il est clair que

_ W LA,

De plus, puisque par hypothese I'ensemble de Delone A est de type fini, ’ensemble (A —
A) N B(0,3R) est fini et la constante

Ly = max{||f(2)||rr : # € (A — A) N B(0,3R)}
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est finie également. En utilisant la chaine de points ci-dessus et la linéarité de f, on obtient

[f (i)l = | Zf()\z‘ —Ai-1)|lm

< O IF = X))l
i=1

Par définition de la chaine, pour tout i € {1,...,s},
ANi— A1 € (A — A) ﬂE(O, 3R>,
donc

s .
STIFO = Xl < Los = L (w N 1) |
=1

Alinsi,
E_q
[f (o)l < Lo (M) < L3v",

Pour conclure, on a montré que

1@l = L1, 1f o)l < Lsy*, b — +o0

et comme on a supposé que v < ||, on atteint une contradiction pour k suffisament grand.
Par conséquent, tous les conjugués 7' de ~y vérifient

Yl <,
et donc 7 est soit un nombre de Perron soit un nombre de Lind. ]

Concluons ce chapitre par un résultat liant les ensembles de Meyer et les nombres de
Salem et de Pisot. Yves Meyer fut le premier a mettre en évidence la connexion entre les
ensembles de Meyer et ces entiers algébriques dans son ouvrage [MeyT72].

Théoréme 3.3.14. Si A C R" est un ensemble de Meyer possédant une symétrie d’infla-
tion de paramétre v alors v est soit un nombre de Salem, soit un nombre de Pisot.

Démonstration. Considérons A un ensemble de Meyer tel que yA C A avec v > 1. Par le
Théoréme [3.2.3] 'ensemble A est finiment engendré et, par le Théoréme 7 est un
entier algébrique. Notons r := rang(A), [ := deg(~) et posons B = (by,...,b,) une base de
(A). Par le Théoréme la fonction adresse ¢ associée & A est presque linéaire. Il existe
une constante Cy > 0 et une application linéaire

Ly :R" - R’
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telles que
|o(N) — Le(N)|| < Cy, VA € A.

Puisque vA C A, en procédant de facon similaire a la démonstration du Théoréme [3.3.8]
on obtient & nouveau la relation

~B = MB,
ot M € Z et B = (by,...,b,)". Considérons A € (A), on a A = Y7 \ib; et ¢(N) =
(A1, .-, AT, par définition de fonction adresse. Alors,

A=) Ab =Y (b))
j=1 j=1
j=1 i=1
i=1 \j=1

On en déduit que

B(N) = (Z My, ..., Z MM)\J) = Mo(N) (3.10)

Dans la démonstration du Théoréme|3.3.8] on a également montré que le polyn6me minimal
de M est le polynome monique irréductible P, € Z[xz] telle que

Py(v) =0.

Notons
! -

Py (z) = H(ﬂf — ) =+ Zaifﬂi,

=1 1=0

ou [ = deg(y) et 71 = 7. De plus, par la Remarque [3.3.10} la matrice M est diagonalisable
sur C. Ainsi, on a

C =G+ +G (3.11)

ou, pour tout ¢ € {1,...,l}, "'ensemble G; est le sous-espace propre associée a la valeur
propre ;. Par le Lemme [3.3.9} toutes les racines de P, sont simples et puisque la matrice
M posséde ; copies de C, la matrice compagnon de P,, on en tire que

dim(Gi):g, Vie {1,...,1}.
Pour chaque i € {1,...,1}, par définition de G}, on a

Mg = vig9:,  Vgi € G (3.12)
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Considérons A € A tel que ¢(A) # 0. Puisque ¢ est injectif et que 1’ensemble A est relati-
vement dense, un tel A existe. Par I'équation (3.11)), il existe une décomposition unique de
la forme

I
o) = g (3.13)
i=1
telle que g; € G, pour tout i € {1,...,l}. Montrons que puisque ¢(\) € Z" \{0}, alors
g; # 0, Vle{l,,l}

Notons G le groupe de Galois du polynome P,. Comme le polynéme P, est irréductible,
par la Proposition [D.0.4] le groupe G est transitif. Pour 4,5 € {1,...,1}, il existe alors
un automorphisme o tel que o(7y;) = ;. Cela implique que l"automorphisme o engendre
aussi une permutation des sous-espaces propres associées & y; et ;. En particulier, pour la

relation ,
o(9i) = 95-
Si g; = 0, alors 0 = 0(g;) = g;. Au final, si une composante g; = 0, alors tous les termes de
(3.13]) valent 0 et cela impliquerait que ¢(\) = 0, ce qui est absurde.
En itérant I’équation et en utilisant la décomposition de ¢(A), on obtient

l
Mo\ => g, =1 (3.14)
i=1

Pour j > 1, en utilisant le caractére presque linéaire de ¢ et ’équation (3.10)), on a
IL6(v"A) = d( Nl = [V Ls(A) — MPG(N)]| (3.15)
De plus, par I’équation (3.14)),

l
IV Ls(A) = Mo = IV Lo (X) = D Al
i=1

!
= [V (Lg(N) — 1) — vang
=2

< Cy.
Pour conclure la démonstration, montrons que Ly(A) = ¢1 et que |y| < 1 pour i €
{2,...,1}. Considérons le vecteur v; tel que la ™ composante

!
vj(-l) = ngi(%)j
k=1

éme

ot le terme gy, est la *™® composante de (Ly(\) — g1) et le terme g, est la i*™ composante
de —g pour k > 2. Par le raisonnement précédent, on a
W] < Cy Vie {1,..., 0} (3.16)
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Ainsi, pour |z| suffisament petit, on a la relation suivante

ZOUJ('i)zj — Z (Z gki(,yk)j) 5]

=D _ (Z(W)j)

l
_ Z Iki
prih (5
Par I’équation (3.16]), on obtient que la série converge lorsque |z| < 1. Puisque tous les
¢léments ~y,, sont distincts, pour tout |y;| > 1
g]m':O, VZE{L,Z}
En effet, si || > 1 pour k € {1,...,1}, alors,

1
<
|Vl

et le module de la variable z ne peut valoir Iw_lkl Cela implique que

1

g =0, Vie{l,... I}
Par hypothése, on a v =+ > 1, d’ou
g1i=0, Vie{l,... I},

et Ly(A) = ¢g1. De plus, pour k£ > 2, on a montré que g; # 0, alors, pour chaque k£ > 2, il
existe ¢ € {1,...,1} tel que gx; # 0 et cela implique que || < 1. Par conséquent, tous les
conjugués ' de ~y satisfont

Y] <1,

il s’ensuit que v est soit un nombre de Pisot, soit un nombre de Salem. O]

Exemple 3.3.15. Dans I'Exemple on affirme que 'ensemble A(W) est de Meyer et
que TA(W) C A(W). Ainsi, par le Théoréme [3.3.14} il s’ensuit que le nombre d’or 7 est
bien un nombre de Pisot ou de Salem.
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Chapitre 4

Etude de la complexité locale des
ensembles de Delone.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la complexité locale des cristaux idéaux. En se ba-
sant sur le nombre de configurations locales ou sur I’hétérogénéité de leur distribution, on
établira si un ensemble est un cristal idéal de R".

Dans cette section, on se place a nouveau dans R" muni de la norme euclidienne. La
rédaction de ce chapitre s’appuie principalement sur larticle [LP0O1] et a été complétée par
des résultats de [Lag99l [LP03].

4.1 Rappels et définitions

L’objectif de cette premiére section est de présenter une caractérisation des cristaux
idéaux via leur nombre de patchs.
Comme défini au Chapitre [I} un ensemble A C R" est non-périodique si per(A) = {0}
et non-cristallin si
0 < dim((per(A))) < n.

Un T-patch centré en A € A est 'ensemble de la forme :
P\, T)=ANB\T).

Notons Pa(T") Pensemble des T-patchs de A.
Deux T-patchs P(A\,T) et P(N,T) sont équivalents si, pour t € R", on a

P\T)=P(N,T)+X— X (4.1)

Autrement dit, ils sont équivalents s’ils sont égaux, & translation prés. On note alors
P\,T)~ PN, T).

Proposition 4.1.1. La relation ~ définie par est une relation d’équivalence.
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Démonstration. La relation ~ est réflexive : il suffit de considérer la translation nulle. Si
P\, T) ~ P(XN,T), alors

PAT)=PWN,T)+ (A= X) < PO\T)— (A= X)=PW\,T)

ce qui montre que la relation est symétrique. La transitivité découle directement de la
composition de translations. O

Ainsi, on peut définir la fonction de comptage de patchs de la maniére suivante. Cet
outil permet de mesurer la complexité d’'un ensemble de Delone a partir de sa structure
locale.

Définition 4.1.2. Soit A C R" un ensemble de Delone. La fonction de comptage de patchs
est la fonction définie par

Ny :RY = NU{+o0} : T+ #{[P]~ : P € Px(T)}.
On dit que I’ensemble A est & complexité locale finie(on est FLC) lorsque
NA(T) < 00, VT > 0.

Remarque 4.1.3. Considérons l'ensemble (r, R)-Delone A C R". La fonction N est
croissante. En effet, pour des rayons T > 0 et 77 > 0 tels que T' < T’, si deux T'-
patchs sont équivalents, alors leur restrictions a 7' restent équivalentes, ce qui garantit la
croissance. De plus, puisque la constante r garantit que

”A - )\/H > r,

pour tous A, \" € A distincts, il en résulte que Np(T") = 1 pour tout 0 <7T' < £.

4.2 Quelques lemmes techniques

Dans cette section, on retrouve deux lemmes techniques qui nous seront utiles pour la
suite. Le résultat qui suit est direct si s = 1. C’est pour cela que 1'on considére s > 2.

Lemme 4.2.1. Soit A C R"™ un ensemble de Delone et soit un entier s > 2. S’il existe un
sous-ensemble Ay C A et des translations ty,...,ts € R" (avec t; 1= 0) tels que

A= |:|(A1 +t;),

i=1

alors l'ensemble Ay est également de Delone.
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Démonstration. Puisque A; C A et que I'ensemble A est uniformément discret, il en est de
méme pour A;. Montrons que ’ensemble A; est relativement dense. Par densité relative de
A, posons R > 0 tel que

B(z,R)NA#0, VzeR"
et t = 1;nax } |t:]|. Fixons x € R", il existe A € B(x, R) N A. Donc, il existe \; € A; et
ie{l,...,s
i€ {l,...,s} tels que B
)\:)\1+ti - B(IL‘,R)QA

Ainsi, en utilisant 'inégalité triangulaire, on a

A — 2|l = [|A — 2+t — 4|
<A =z + |+ |t
< R4+ t.

Ainsi, les boules de rayon R + t rencontrent toujours au moins un élément de Ay, il en
résulte que I'ensemble A; est relativement dense et donc de Delone. O

Lemme 4.2.2. Soit A C R" un ensemble de Delone. Si
M =max{Nx(T): T € R"} < o0,

alors ensemble A est l'union de M classes latérales d’un réseau de R". Autrement dit, si

la fonction Ny est bornée, alors il existe A1 un réseau de R™ et \1, ..., Ay des éléments de
R M
A=A+ X)) =M+ {h, . A
i=1

Démonstration. Pour tous A\, N € A distincts, si
PA(A,T) e PA()\/,T),

alors, on a

PANT) = PA(N,T'), VT <T.

En effet, si les patchs sont différents proches du centre, ils le restent si on augmente le
rayon. Par hypothése, comme la fonction N, est croissante, bornée et a valeurs dans N,
il existe Thax € RT tel que Np(Tmax) = M. L’ensemble A posséde alors exactement M
Tmax-patchs. Puisque la fonction N, est croissante, on a également

NA(T) =M, NT' > Thax. (4.2)
Il en résulte alors que
M M
A={JA={J{}eA: Pa(\, Ta) ~ P}
i=1 i=1
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otl, pour tout i € {1,..., M}, chaque ensemble P; est un Ti.x-patch et P; # P; si i # j.
La famille d’ensembles (Ai)ie{l,._,7M} forme une partition de A. En effet, pour chaque \ € A,
puisque

NA(TmaX) = M:

le Thax-patch centré en A est égal, a translation pres, & un des P;. De plus, chaque élément
A € A ne peut appartenir qu’a un ensemble A; car, sinon, il aurait deux Tp,..-patchs
différents. Quitte & translater A, on peut supposer, sans perte de généralité, que 0 € A; et
montrons que I'ensemble A; est un sous-groupe additif de R". Pour tous A, A’ € A, on a les
deux relations suivantes

B0, Tia) € B, T + [N]) (4.3)

et
B\ = N, Tinax) € B, Tonax + |IX) (4.4)

Montrons que les relations sont vérifiées. Si z € B(0, Tinax), 0N a
[l = N[ < ]| + [N < Tax + [Nl
ce qui permet de démontrer la premiére relation et, si y € B(A — X, Tyax)
[y = Al < Mly = A+ XN =X <[ly = A= N[+ N[ < Tonax + [N,

et la deuxiéme relation est également vérifiée. Si A, \' € Ay, par définition de Aq, on a que
les Thax-patchs de X et X sont identiques, & translation prés, a P;. Par ’équation ,
cela implique, en particulier, que les éléments A\ et X' ont les mémes (Th,ax + || V||)-patch.
Ainsi, la translation

tA/,A:R”%R”:xHx—l—X—)\

envoie la boule B(\, Thnax + || N||) sur B(N, Tiax + ||X']]). De plus, par les relations et
, on obtient, en particulier, que cette translation envoie les points de (B(0, Tyax) N A)
sur (B(XN — A\, Tnax) NA). Puisque 0 est un élément de A; et qu’il est envoyé sur A’ — A, on
en déduit que ' — X\ € A par I’équivalence des patchs. De plus, comme

PA<07 Tmax) ~ PA(A, - /\7 Tmax)a

on a XN — X € A;. On obtient alors que pour tout élément A € A, ona -A=0— € A et
que
A+ N =X=(=N)e A, VINNeA

comme l’ensemble A; est stable pour 'addition et posséde 'opposé de chacun de ses élé-
ments, il en résulte que ’ensemble A; est un sous-groupe additif de R".
Afin de montrer que
Ay + Ao = Ao,

pour \y € Ay, considérons Ay € A; et \y € Ay. Par définition de Ay, on a

PA(O,Tmax + H)\2H) ~ PA(>\17Tmax + H)\QH)
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Procédons de maniére analogue mais avec la translation ¢, cette fois-ci. Cette translation
envoie B(0, Tiax + |[A2]]) sur B(Aa, Tiax + [ A2]]) et B(A1, Tiax + || A2]]) sur B(A1 + A2, Tiax +
| A2]|). Puisque les (Tiax + [ A2]])-patchs de centre de 0 et A\; sont identiques, & translation
prés, il en est de méme pour pour les Ty,..-patchs de centre \y et Ay + . Ainsi, on a

Py ~ Pr(A2, Thnax) ~ Pa(A1 + A2, Thnax)
De plus, puisque le point Ay € Ay, il s’ensuit que A\; + Ay € A. Ainsi, on a A\ + A\ € Ay et
A+ X C A (4.5)
Pour montrer 'autre inclusion, considérons A, € As, on a
Pr(A2, Tnax + [[A2]l) ~ Pa(AS, Tinax + [[A2]])-

En procédant de maniére analogue, en considérant la translation —\,, on obtient que
A, — Xy € Ay, Alnsi,

Ay — A C Ay,
et par la relation (4.5, on a

A1 + /\2 = AQ.
On vient de démontrer que ’ensemble A, est une classe latérale de A; et en procédant de
maniére similaire, il en résulte que, pour tout ¢ € {2,..., M}, 'ensemble A; est une classe

latérale de A;. On a alors démontré que

M M
A=| A =] A+ x).
=1

i=1

Ainsi, 'ensemble de Delone A est une union finie de translatés de A;. Par le Lemme [4.2.1],
il s’ensuit que 'ensemble A; est de Delone. Pour conclure, montrons que ’ensemble A, est
un réseau complet. Pour ce faire, comme c¢’est un sous-groupe discret, il suffit de montrer
que dim((A)) = n. Par I'absurde, si dim((A)) = k < n, alors il existe un vecteur v € R"
orthogonal & (A) et, on pourrait, en parcourant le long de ce vecteur v, s’éloigner autant
que souhaité de A, ce qui est absurde vu la densité relative de A. Ainsi, on en tire que
dim({A)) = n et que 'ensemble A; est un réseau complet. O

4.3 Caractérisation des cristaux idéaux par la complexité
locale

On peut passer a la caractérisation des cristaux idéaux par la complexité locale.

Théoréme 4.3.1. Si A C R" est un ensemble de Delone, alors A est un cristal idéal si et
seulement st la fonction Ny est bornée.
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Démonstration. Supposons que la fonction N, est bornée et montrons que I’ensemble A est
un cristal idéal. Par le Lemme il existe un réseau A; C R" et des vecteurs Ay, ..., Ay
tels que

A:A1+{>\17---7)\M}a

il en résulte que 'ensemble A est un cristal idéal.
Supposons désormais que I’ensemble A est un cristal idéal et montrons que la fonction
Ny est bornée. Par hypothése, il existe un réseau A; C R" et un ensemble fini F' tel que

Puisque 'ensemble A; est un sous-groupe additif de R", on a
A Cper(A)={peR":p+ A=A} (4.6)

Par le Lemme I'ensemble per(A) est un sous-groupe discret de R" et, vu la relation
(4.6), on en déduit que dim({per(A))g) = n. Ainsi, 'ensemble per(A) est un réseau complet.
Pour \ € A, posons I’ensemble

Orb(A) = {A+p:p € per(A)},

l'orbite de A sous laction des translations du groupe per(A). Comme A = Ay + F, il existe
A € Ajet f € F tels que A = Ay + f. Ainsi, comme I’ensemble per(A) est muni d’une
structure de groupe, on a

Orb(A) = A + f +per(A) = f+ (M + per(A)) = f + per(A).

Dong, toutes les orbites sont de la forme Orb(\) = f + per(A). Ce sont exactement les
classes latérales du réseau per(A), il y en a au plus M := |F|. Pour montrer que la fonction
Ny est bornée, montrons que les éléments d’'une méme classe latérale possédent le méme 7'-
patch, a translation prés, pour tout 7' > 0. Posons T > 0, A € A et considérons v € Orb(A).
Par définition de l'orbite, il existe p € per(A) tel que v = A+p. En considérant les T-patchs
centrés en 0, on obtient

P(y,T)=(B(y,T)NA) =7 = (B, T)NA) = A-p
En translatant de —p, puisque p € per(A), on obtient

(BLT)N(A=p)) = A= (BO\T)NA) — A
= P(\,T).

On a démontré qu’il y avait au plus |F| orbites et les éléments d’une orbite possédent les
mémes T-patchs. Par conséquent, la fonction de comptage de patchs Nj est bornée par
|F|. ]

Illustrons ce théoréme avec un exemple classique.
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Exemple 4.3.2. Considérons A = (2Z) + {0, 1}. Puisque 'ensemble 27 est un réseau
et que l'ensemble {0, %} est fini, il s’ensuit que l'’ensemble A est un cristal idéal. Pour
0<T <1/2,0na Ny(T)=1 puisque

PAMNT) ={\}, YA€A.

SiT > %, alors Nj(T) = 2. En effet, pour tout 7' > %, tous les T-patchs des éléments

A € 27 sont identiques a translation prés. Il en est de méme pour les éléments de 2Z+%.
De plus, le T-patch centré en un élément \ de 27 est bien distinct de celui centré en un
élément N de 2Z+3. On a bien

Ny(T) <2, VT >0,
comme 'affirme le théoréme.

Le théoréme permet également de déterminer si un ensemble de Delone est un cristal
idéal.

Exemple 4.3.3. Considérons I’ensemble

A= {xn =+ <_;)n n € Z\{—l,O}}.

La densité relative A est vérifiée pour les intervalles de rayon 2, par exemple. Montrons
que l'ensemble A est uniformément discret. Pour deux points consécutifs avec |n| > 2, on

a
(_1)n+1 (_1)n (_1)n+1 (_1)n
Tpi1 —Tp = (n+1)+ ] Nt —= + ] -
Puisque
_1\n+1 _1\n
Cot el 1
n+1 n |~ |n+1]  |n|

il s’ensuit que

> 1 ( ! +1)
Tn — Tp = — — .
1 n+1] ' |n|

Ainsi, pour |n| > 2, on a x,11 — x, > %. De plus, pour n =1, on a

5
|l’2 — [L’1| = §
Alinsi, tous les éléments de A sont, au moins, séparés d'une distance %. Donc, I'ensemble A
est de Delone. Montrons qu’il existe une infinité de T-patchs pour T° > 2. Pour tout n € N,
chaque T-patch Py(x,,T) contient z, 1. En particulier, chaque T-patch Py(z2,,T) posséde
Zont1. Comme
(_1)2n+1 (_1)2n 1 1

n - n:1 - =1- - T
[Z2n+1 = Ton| T o m+1  2n
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et que la fonction
1 1

n+1 2n
est strictement croissante, il en résulte que tous les T-patchs recentrés en 0

f Ny—=R:n—1-

Py (290, T) — 29y

sont distincts deux & deux, pour n € Ny. Ainsi, il s’ensuit que la fonction N, n’est pas
bornée et, par le Théoréme [4.3.1] il en résulte que 'ensemble A n’est pas un cristal idéal.

A partir des résultats présentés dans cette section, on peut en déduire une caractérisa-
tion analogue pour les translatés de réseau.

Corollaire 4.3.4. Si A C R" est un ensemble de Delone, alors A est le translaté d’un
réseau si et seulement si

NA(T) =1, VT >0.

Démonstration. La condition suffisante est directe par le Lemme [4.2.2

Passons a la condition nécessaire. Dans la démonstration du Théoréme 4.3.1, on a
prouvé que si Pensemble A = A; + F' est un cristal idéal alors Nj(T) < |F|, pour tout
T > 0. Ici, comme l'ensemble A est le translaté d’un réseau, on a

A=A +F =AM+,

ot 'ensemble A; est un réseau et f € R". On en déduit alors que la fonction N, est bornée
par 1. Puisqu’un ensemble de Delone est non-vide par densité relative, on obtient que

NA(T) =1, VT >0,
comme souhaité. O]

Par le Théoréme [4.3.1, on a montré que, pour tout cristal idéal A, la fonction Ny
de comptage de patchs est bornée. Pour cloturer cette section, montrons que le taux de
croissance de toute fonction de comptage de patchs associée & un ensemble de Delone qui
n’est pas un cristal idéal admet une borne inférieure linéaire.

Théoréme 4.3.5. Soit A C R" un ensemble (r, R)-Delone. Si l’ensemble A n’est pas un
cristal idéal, alors

T
— < Ny (T VT > 0.

Avant de passer a la démonstration de ce théoréme, prouvons le lemme technique sui-
vant.

Lemme 4.3.6. Soit A C R" un ensemble (r, R)-Delone. S’il existe des constantes C > 0
et D > C + 2R telles que Ny(C) = N(D), alors

NA(T) = NA(C), VT >C

En particulier, ’ensemble A est un cristal idéal.
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Démonstration. Considérons A\, \' € A tels que
PA(/\, C) g PA()\/, C)

Puisque ces deux patchs de rayon C' ne sont pas équivalents, si on augmente le rayon de
ces patchs, ils restent distincts. Par conséquent, on a

PA(/\7 C,) ad PA()\/, O/), \V/C/ Z C. (47)

En particulier, la relation (4.7)) reste vraie pour D. Comme la fonction N, est croissante
et que, par hypothése,
NA(C) = Na(D),

il en résulte que le D-patch Py(\, D) est déterminé par le C-patch Py(A,C). Prouvons
que le (2D — C — 2R)-patch Py(A,2D — C — 2R) est également déterminé par le C-patch
Py(\, C). Pour ce faire, posons \g € A et considérons ¢ € B := B(\y,2D — C — 2R).
Puisque ¢ € B, il existe d € B’ := B(\y, D — C — R) tel que

ld—¢| < D— R.

Prouvons 'existence d’un tel point d. Pour ¢ € B, on peut considérer

(C—Ao)
d=c—(D—-—R—¢,)—,
. e =l
ol la constante ¢, := 2D_C_2};_HC_)‘°H est la moitié de la distance entre la bordure de B et
c. Puisque
(C—Ao)
d—X||=llc—=(D—-—R—¢.)—— — A
H 0” ( )Hc_ )\OH 0
(C—)\())
= Xl = (D= R —¢,))——29
(e = dall = (D = B = 20) 1 E=5
e =» H_2D—2R—2D+C+2R+||c—)\o|| ‘
= 0 5
C+llc—A
= e ol - EE= 2l
=Xl - €
2
<2D—C;ﬂ%{w:D_C_R
et que
- A
le—dl=|le—c(p-R-—e) =2 _p_gr_c.<D_R
e = Aoll
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on en déduit bien que d € B’ et que ||c — d|| < D — R. De plus, par densité relative de A,
il existe z € B(d, R) N A. Ainsi, on a que B(z,C) C B(\, D) car si y € B(z,C) alors,

M=yl <|M—z|+|lz—yl|l<D-C+C=D.
On a aussi ¢ € B(z, D) puisque
|z —c| <lz—d|+|d-c|<R+D-R=D.

Alors, il résulte que le patch Py (A, D) détermine le patch Py (x, C') car B(z,C') C B(\o, D),
et par la premiére partie de la démonstration, le patch Py (x, C') détermine le patch Py (z, D).
Le choix du point ¢ était arbitraire, donc

B(»,2D-C-2R)c  |J B(x,D).

IEPA()\07D—C)

Ainsi, on en tire que tous les points de B(\g,2D — C' — 2R) sont déterminés par Py(\g, D).
Comme le choix )\ dans A est également arbitraire, on obtient

NA(2D — C — 2R) = Np(D) = N,(C).

Puisque la fonction N, est croissante, en itérant le raisonnement que ’on vient de faire,
on a

NA(T) = Nx(C), VT >C,

comme souhaité. De plus, comme la fonction N, est bornée, par le Théoréme |4.3.1] il
s’ensuit que I'ensemble A est un cristal idéal. O

Passons a la démonstration du Théoréme [.3.5]

Démonstration. Considérons un ensemble A qui n’est pas un cristal idéal. La relation sui-
vante est toujours vraie
NA(TQ) > 1, \V/To > 0.

Par le Théoréme [4.3.1} on obtient que la fonction Ny n’est pas bornée. Comme la fonction
N, est croissante, par la contraposée du Lemme [4.3.6

NA(QR+ Ty + Ty) > Na(Tp), VT1 > 0.
Puisque la fonction Ny est & valeurs dans N, il en résulte que
NAQR+ T\ +Ty) >2, VI1,Ty > 0.
En itérant ce raisonnement, on obtient que
J
Ny <2jR+ZE) > i4+1, Vj>0, (4.8)
i=0
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ot T; > 0, pour tout i € {0,...,7}. Puisque les paramétres Ty, ..., 7T} sont choisis arbitrai-
rement, il s’ensuit alors que

Ny(2jR+€)>j+1, VYe>0. (4.9)

Considérons T' > 0. Il existe j € N tel que 2jR < T < 2(j + 1)R. Ainsi, en utilisant la
croissance de Ny, on a
NA(T) > Na(2jR+¢) > j + 1,

pour € > 0 tel que 2R + ¢ < T'. De plus, comme % <j7+1,0ona

T

NA(T) > —.

A 2 o
[

En considérant la contraposée du Théoréme 4.3.5] on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.7. Soit A C R" un ensemble (r, R)-Delone. Si 'ensemble A satisfait

alors A est un cristal idéal.

4.4 Ensembles linéairement répétitifs

Une notion faible d’ordre translationnel pour un ensemble de Delone est donnée par la

.....

Définition 4.4.1. Soit A C R" un ensemble de Delone. L’ensemble A est répétitif si pour
tout 1" > 0, il existe My > 0 tel que toutes les boules fermées de rayon Mp contiennent
le centre d’un translaté de chaque T-patch de A. Autrement dit, pour chaque T-patch P,
chaque boule fermée B de rayon Mr posséde un élément qui est le centre d’'un translaté
de P.

Un ensemble répétitif est telle que chacun de ses motifs (T-patchs) apparait une infinité
de fois et la répétition d’un tel motif a lieu a une distance d’au plus My. Méme si un tel
ensemble peut ne pas étre périodique, il posséde une certaine régularité et ordre.

Définition 4.4.2. Un ensemble de Delone de type fini est linéairement répétitif si My(T) =
O(T) lorsque T'— 4o00. Autrement dit, il existe kK > 0 et 7" > 0 tels que

My(T) < kT, VT >T'

On définit une fonction associée a cette notion de la maniére suivante.
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Définition 4.4.3. Soit A C R" un ensemble de Delone. La fonction de répétitivité M, est
la fonction qui, & tout T > 0, associe le plus petit rayon M, (T') pour lequel chaque boule
fermée de rayon M, (T') contient le centre d’un translaté de chaque T-patch de A.

Lemme 4.4.4. Soit A C R" un ensemble de Delone. L’ensemble de Delone A est de type
fini si et seulement si Np(T') < oo pour tout T > 0.

Démonstration. Dans la Proposition [2.3.17], on a démontré que 1’ensemble A est FL.C si et
seulement si A — A est localement fini. Cela veut dire exactement que Nj(7) < oo pour
tout T > 0 si et seulement si 'ensemble de Delone A est de type fini. ]

Proposition 4.4.5. Tout ensemble de Delone répétitif est un ensemble de Delone de type

fini.

Démonstration. Considérons A un ensemble de Delone répétitif et montrons que c’est un
ensemble de Delone de type fini. Par le Lemme 4.4.4] il suffit de montrer que

NA(T) < 00, VT >0.

Par définition de la répétitivité, pour tout 7" > 0, il existe My > 0 tel que les boules fermées
de rayon My contiennent le centre d’un translaté de chaque T-patch. Posons x € R" et
considérons la boule fermée B(z, Mr). L’ensemble A étant de Delone, il est r-uniformément
discret, cela implique que les points du Mp-patch

PA(.CIZ,MT) = AQE(LE,MT)

sont séparés au moins d’une distance r > 0. En particulier, les points correspondant au
centre d’un T-patch translaté sont également espacés de r. Le volume de la boule B(z, Mr)
étant fini et le Mp-patch Pp(x, Mr) contenant un représentant de chaque T-patch, il en

résulte que
NA(T) < Q.

Comme T > 0 est arbitraire, le résultat est vérifié pour tout 7" > 0. O

Présentons un résultat analogue au Corollaire pour la fonction de répétitivité.
Avant de passer a ce résultat, Montrons tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 4.4.6. Soient T > 0, A C R" est un ensemble de Delone tel que 0 € A et
C= {/\ eA: PA()\,T) ~ PA(O,T)} S
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Démonstration. 11 suffit de montrer que

R" C UB(y%)

yeC

Considérons = € R" et procédons par I’absurde. Supposons que
T
o -yl 25, Wyec.

Cela implique qu’il n’existe aucun élément de C' dans la boule ouverte de centre = et de
rayon % Cela contredit alors I'hypothése My (T') < % [

Proposition 4.4.7. Soit A C R" un ensemble de Delone. Si
T
My(T) < 3 VT > 0,

alors Uensemble A est un cristal idéal.

Démonstration. Quitte a translater A, on peut supposer que 0 € A. Supposons que
T
My(T) < 3 VT >0
et montrons que l'ensemble A est un cristal idéal. Pour ce faire, pour 7' > 0, posons
P :=Py(0,T)=B(0,T)NAet Cp ={\ € A: Py(\,T) ~ P}. Remarquons que I’ensemble
Cp est non-vide puisqu’il contient 0. Montrons que les éléments de Cp» N B(0, %) sont des
périodes de A. Si x € P et si p € Cp alors
r+peP+p=Py0,T)+p.

Comme p € Cp,
z+pe€ Py(0,T)4+p=Pr(p,T) CA. (4.10)

En particulier, si z € B(0, %) NAetpeCpn B(0, %), par la relation , on a
r+peANB0,T)="P.
Ainsi, pour tout y € Cp, si x € Py (y, %) alors
r+p€ Py, T) CA.

Par hypothése, on a que My (T) < %, par le Lemme , on a

R" = [ B<y,§).



Pour tout A € A, il existe y € Cp tel que A € B(y,%). On a montré que pour p €
Cp N B(0, %), on a

T
Py (y,g) +p CA.

Il en résulte que p + A C A. L’autre inclusion se montre par symétrie du probléme.

Pour conclure la démonstration, montrons que la boule B(0, %) contient n vecteurs
linéairement indépendants de Cp. Pour ce faire, considérons une boule B; de rayon % telle
que 0 € By \ By. Puisque My(T) < L, il existe p; € (Cp N By) \ {0}. Supposons avoir
construits £ < n vecteurs pi,...,p, linéairement indépendants. Considérons une boule
By 1 telle que

Fk:-‘rl N <p17 s 7pk> = {0}

Il existe un vecteur pry1 € (Cp N Byyq) \ {0} tel que les vecteurs pq, ..., pry1 sont linéai-
rement indépendants. En faisant cela n fois, on obtient n vecteurs pq,...,p, linéairement
indépendants tels que

2T
pz‘EBZ‘CB(O,?>, Vie{l,...,n}.

4.5 Non-cristaux a basse complexité locale

L’objectif de cette derniére section est de montrer que les bornes du Corollaire [4.3.7]
et du Théoréme sont optimales. Pour ce faire, commencons par définir la notion de
pavage.

Définition 4.5.1. Soit I C N. Un pavage de R est une famille (7;);c; non vide de sous
ensembles non vides de R telle que

1. chaque ensemble T} est fermé,

2. Viel,onaTy NTY, =0,

3. UierT; = R.

Considérons A := {\,, : n € Z} un ensemble de (r, R)-Delone de type fini. Par définition,

pour tout n € Z, on a
r S ||)\n+1 - )\n” S R

De plus, puisque 'ensemble A est de type fini, pour tout compact K C R, I'ensemble
A — AN K est fini. En particulier, 'ensemble (A — A) N [r, R] est fini. Comme,

{Mg1 — A\ neZyCc(A—AN)NJr R,

il s’ensuit qu’il n’existe qu'un nombre fini de distances différentes entre points consécutifs.
Ainsi, les intervalles de la forme
In = [)\rm >\n+1]
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forment un pavage de R et ceux-ci ne peuvent avoir qu'un nombre fini de longueurs diffé-
rentes, notons [y, ..., l,, ses distances. En particulier, a chaque ensemble de Delone de type
fini, on peut associer un pavage de R.

De plus, I'assertion inverse est vraie également. En effet, considérons un pavage formé
par des intervalles I,, de R telles que les distances voisines prennent un nombre fini de

valeurs [y, ..., 1. Alors, tout élément de A — A est de la forme
1—1 e{llv---vl'm}
P e N
Ai— Ay = (Akr1 = Ar),
k=

ot j < 1. Cela implique que chaque élément de A — A est une somme finie composée
d’éléments appartenant & L = {£ly,...,£l,}. Dans un intervalle compact de la forme
[—M, M], il n’existe quun nombre fini de combinaisons possibles composées d’éléments de
L, cela implique que ensemble (A — A) N [—M, M] est fini et donc que 'ensemble A est
un ensemble de Delone de type fini.

Un tel pavage est entiérement déterminé par la position )y, c’est-a-dire la borne infé-
rieure de 'intervalle Iy, et par la donnée d’une expression symbolique de la forme

Sa=0(..,5.1,50,51,...) €{l1,.... Ln}",

ou chaque élément s; représente la longueur de lintervalle [\;, A\;11]. Quitte & translater,
on peut toujours supposer que Ay = 0. On va se restreindre au cas ayant seulement deux
longueurs, a savoir 1 et a. Dans ce contexte, une expression symbolique dans l'alphabet
{0,1} et la valeur de v détermine 'ensemble de Delone de type fini A := A, (S).

Dans le Chapitre 3, on a introduit le concept de presque linéarité pour les fonctions
adresses d'un ensemble de Delone finiment engendré. De maniére analogue, on définit cette
notion pour les suites de symboles.

Définition 4.5.2. Soit S = (..., s_1,50,51,...) € {0,1}% une suite de symboles. On dit
que 'expression symbolique S est presque linéaire s’il existe un nombre 5 € R tel que pour
les sommes partielles

n n
Sn+1 = ZSZ‘, S_n = ZS_Z', n Z 0
=0 =1

satisfont
|S,, — Bn| < C,Vn € Z, (4.11)

ou C' > 0.
Ainsi, pour toute suite symbolique S € {0,1}%, on a que Ao(S) = {\, : n € Z} ot
A= (n—=38,) + aS,.

Lemme 4.5.3. Tout sous-ensemble de Delone d’un ensemble de Meyer est également un
ensemble de Meyer.
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Démonstration. Soit A C R" un ensemble de Meyer et A’ C A un ensemble de Delone. Pour
conclure, il suffit de montrer que A’ — A’ est uniformément discret. Comme A'— A’ C A —A,
I’ensemble A" — A’ hérite du caractére uniformément discret de A — A. Ainsi 'ensemble A’
est de Meyer. O

Théoréme 4.5.4. Soit S = (...,5_1,80,51,...) € {0,1}2 une suite de symboles. Si l'ex-
pression symbolique S est presque linéaire, alors A, (S) est un ensemble de Meyer, pour
tout a > 0. Si S n’est pas presque linéaire, alors A, (S) est un ensemble de Delone de type
fini. Dans ce cas,

1. si a € Q, alors l'ensemble A (S) est de rang 1 et est de Meyer
2. si a ¢ Q, alors 'ensemble A, (S) est de rang 2 et n’est pas de Meyer.

Démonstration. Supposons que o = § € Q. Dans ce cas, pour toute expression symbolique
S € {0,1}%, 'ensemble A,(S) est de rang 1 car 1 et « sont linéairement dépendants sur

Q. De plus, puisque
1
AL (S) C (5) Z

et que ’ensemble G) Z est de Meyer, par le Lemme 4.5.3] il en résulte que I’ensemble
Ao (S) est de Meyer également.

Traitons le cas ot a ¢ Q. Pour toute expression symbolique S € {0,1}%\ ({0%,1%}),
I'ensemble A,(S) est de rang 2 car les nombres 1 et « sont linéairement indépendants sur

Q. Pour tout n € Z, chaque élément \, de A est de la forme

A= (n—=38,) +aS,.
Considérons la base by = 1 et by = . Dans cette base, on a la fonction adresse définie par
¢ (Aa(S)) = Z%: Ay = (n — S, Sh).

Par le Théoréme I'ensemble A, (S) est de Meyer si et seulement s’il existe une fonction
linéaire Ly et C' > 0 tels que

[6(An) = Le(An)| < C, Vn € Z.
Disons que la fonction linéaire est définie par
Ly:R— R*: 2 (B, for).
Ainsi, par définition de ¢ et de Ly, on a
(1= B)n~+ (=14 B — aB)Sn, —fan+ (—foa+ B + 1)S,)|| < C, VneZ. (4.12)
De cette relation, comme

|| < [[(z1,22)||, pour i€ {1,2}
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il en résulte que chaque composante est bornée. De plus, au moins une des deux compo-
santes permet d’obtenir une relation de la forme (4.11) pour S,,. En effet, si tel n’était pas
le cas, on aurait que les coefficients de §,, sont nuls. Comme

(=fa+f2+1)=0, (=1+p —ab)=0
et que o ¢ Q, cela implique que fy, B2 ¢ Q. On aurait alors les relations suivantes
(1=Bu)n| <C,  |fan| <C (4.13)

pour tout n € Z, ce qui est absurde. Ainsi, pour que 'ensemble A, (S) soit de Meyer, il faut
que S soit presque linéaire. Supposons désormais que I'expression S est presque linéaire, il
existe 5 € R et C' > 0 tels que

IS, — Bn| < C.

En particulier, pour tout n € Z, il existe ¢, € R tel que |c,| < C et

Sn = pn+cy. (4.14)
Posons 15 3
R H A e Ry

Pour de telles constantes, on a la relation suivante
bi+aby =1 (4.15)

En utilisant les relations (4.14]) et (4.15]), la premiére composante de (4.12) devient

(1=B)n+ (=14 b1 — ap)S, = afon + (—afi — afz)Bn + (—af — afs)c,
= (afy — (afy + afz)B)n — (B + aBa)cy,.

De plus, en développant le coefficient de n, on obtient que

afy — (afy + affe)f = (1 — gi i (al__(zﬁjaogﬁ) 5)

=0

Ainsi, la premiére composante vaut —(af; + af2)c,. En procédant de maniére analogue,
la deuxiéme composante vaut (5, + S2)c,. Ces deux composantes sont majorées par

| — (afy + af)ea| < [(afy + afs)|C
|(B1+ B2)cn| < |51+ B2|C.

Comme |[|(x1, z2)|| < |x1|+|x2|, il en résulte que la relation (4.12) est satisfaite et il s’ensuit
que l'ensemble A, (S) est de Meyer. O
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Pour tout ensemble A (r, R)-Delone, on a les égalités suivantes :

1 R
Nya(T)=1= 2_7’T’ My(T)=R= 2_7“T’

lorsque T" = 2r. On remarque ainsi que 'inégalité du Corollaire devient une égalité si
on remplace la constante ﬁ par % et que 'inégalité n’est plus vérifiée. Dans le théoréme
qui suit, on va construire des ensembles de Meyer apériodiques tels que 1;_«2 aussi proche que
souhaité de 1. Cela impliquera que, en particulier, % sera arbitrairement proche de ﬁ et
que % de %

Dans la démonstration du théoréme qui suit, on exploite certaines propriétés des suites
sturmiennes et des rotations irrationnelles. Une bréve introduction & ces concepts est pré-

sentée dans 'annexe [El

Théoréme 4.5.5. Pour tout € > 0, il existe A C R un ensemble de Meyer apériodique et
linéairement répétitif satisfaisant les assertions sutvantes.

1. Il existe T" > 0 tel que
1 T’ 1
NA(T' — — t MA(T' — T
W) < (3re) T < (5+2)
2. 1l existe Ty > 0 tel que pour tout T > Ty,

NA(T) < (1+¢) =

7 et M\(T) < (t1+1+¢)T,

ot T est le nombre d’or.

Démonstration. Par le raisonnement ci-dessus, pour satisfaire le point 1, il suffit de construire
un ensemble A tel que les constantes de Delone (r, R) associées satisfont

R
— <1+ 2e.
,

En effet, pour 77 = 2r, on a Ny(T") = 1. Alors,

T’ 2r R
NA(T' 1 — &1 1 — & — <142
AT < ( +€)R<:> < ( +€)R<:>T< + 2¢
, 1 , 1 R
My(T") < §+5 T"e R< §+e 27“<:>7<1—|—2€.
Posons I’ensemble
A={\,:=m+ B{(ma):meZL}
ot o ¢ Q, |8] < 5 et (ma) = ma — [ma]. Montrons que 'ensemble A est de Delone. On a
Amit = Am = (m +1) + B(((m + 1)a)) —m + B((ma))
=14 5(((m + Da) = (may),
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pour tout m € Z. De plus, comme la partie fractionnaire appartient toujours a [0, 1], il
s’ensuit que

/\m-‘rl_/\mE [1_|B|71+|ﬂ”> (416)

et que I'ensemble A est de Delone. Pour tout m € Z, posons s, := A\pi1 — A = 1+
B({(m+1)a) — (ma)). Remarquons que si (ma)+a < 1, alors on a {((m+1)a) = (ma) +«
et donc on a

sm =1+ B(((m + L)) — (ma))
1+ 8((ma) + o — (ma))
=1+ Ba.

Si (ma) 4+ a > 1, alors on a ((m + 1)a) = (ma) + o — 1 et, dans ce cas, on obtient
Sm=14+F{((m+ 1Da) — (ma)) =1+ B(a—1).

Cela implique alors que la longueur des intervalles séparant deux points consécutifs de A
vaut soit [; := 14 Sa, soit [y = 1+ B(a—1). De plus, pour tout n € Z, la suite des sommes
partielles S, = > (A\; — Ai_1) correspond & la position de A, on a

1

Sn —n| <A —nf < |B] < 9

Il en résulte que la suite symbolique S = (..., 5 1,80, 81,...) € {l1,l2}Z ol s; représente

la longueur de l'intervalle séparant \;;1 — \; est presque linéaire. Ainsi, par le Théoréme
Iensemble A est de Meyer.

Montrons que ’ensemble A est apériodique. Procédons par ’absurde et supposons qu’il

existe t € R tel que
A+t =A.

En particulier, cela implique que
Sm = Sm+k,

pour un certain k € Zgy. Rappelons que si (ma) € [0,1 — «f, alors s, = [; et si (ma) €
[1—a, 1], alors s, = l5. On partitionne ainsi l'intervalle [0, 1] en deux zones Z; = [0,1 —«]
et Zo = [1 — «, 1. Puisque la suite (s,,)mez est périodique de période k, pour tout m € Z,
on a

(ma) € Z; & (m+k)a) € Z;, i€ {1,2}.

Par le Lemme la suite ({ma))mez est dense dans [0, 1]. Or, comme ka ¢ Z, il existe
des points de la forme (ma) dans lintervalle [1 —a — (ka), 1 — af. Pour un tel point, on a
que (ma) € Zy et que ((m+ k)a) € Zy, ce qui est absurde.

Par la relation (4.16), le rayon d’empilement de A vérifie

rA >

(1—18)

N —
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et et le rayon de recouvrement satisfait

Ra < 31+

En combinant les deux relations, on obtient

Ry _ 148
TA_1—|5‘
Ainsi, on a
1+ 16
<142« < .
1o St Eebl<
Comme pour tout 0 < e < 1, on a
€ €
- <
2 " 1+¢’

cela implique que Ij—//\‘ < 1+ 2¢ lorsque |B| < §, ce qui conclut le premier point.

Passons au point 2. Remarquons que la longueur du m®™® intervalle de A est donnée

1+ B(((m +1)a) = (ma)) = 14 fa = B([(m + 1)a] — [ma]).

Ainsi, il y a deux longueurs possibles pour les intervalles de A. L’agencement de ces lon-
gueurs d’intervalles correspond a 1’agencement des termes de la suite sturmienne

w=A{|(m+ o] — |ma]}.
Puisque cette suite est sturmienne, pour tout n € N, on a
po(n) =n+1 (4.17)

Notons P un T-patch de A pour T' > 0. Puisque le T-patch est de longueur 27, le nombre
d’intervalles [\, Appy1] inclus dans P ou qui chevauchent suffisament pour déterminer le
type d’intervalles est au plus 2|7 + |5]]. Cela découle du fait que |\,, — m| < || et,
donc les indices des intervalles qui apparaissent dans le T-patch sont les indices m €
(=T —|8|,T + |B|]- Ainsi, le nombre de T-patchs différents est

NA(T) <2|T+ 5] +1<(1+ |ﬁ|)% +1+2|8], VT >0.

La premiére inégalité est justifiée par et la deuxiéme par le fait que R < 3(1+ |3]).
Notons ¢, la fonction de récurrence associée a w, introduite dans ’annexe dédiée aux suites
sturmiennes. Pour m € Z, la valeur ¢,(m) correspond a la longueur minimale telle que
tout facteur de w de longueur ¢(m) contient une copie de chaque facteur de longueur m
de w. On a la relation suivante :

M,(m) = ¢,(m) —m+1,
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ou est M, (m) est I’écart maximal entre les premiéres lettres de deux occurences successives
du méme facteur de longueur m de w. Remarquons que la fonction M, est I'équivalent de
la fonction de répétitivité M, mais dans le cadre des suites symboliques. En effet, pour
retrouver un T-patch de A, cela revient a trouver le facteur de w correspondant. Si M,, croit
de maniére linéaire alors M, aussi. Notons {g} la suite les dénominateurs des convergents
de . Par le Théoréme si g1 <m < qx, on a

M(m) = qx + qe-1-

De plus, si la fraction continue associée a o posséde des quotients partiels bornés, c’est le
cas pour les irrationnels quadratiques comme énoncé dans ’annexe dédiée aux fractions
continues, alors

Gk + Q-1 = AkQe—1 + Q-2 + Q-1 < Q-1 + Qr—2 + Q-1 < (¢ + 2)qx—1,

ou ¢ est un majorant des quotients partiels et car la suite (gx)x est strictement croissante.
Au final, il en résulte que

M,(m) =g+ gr—1 < (c+2)gr—1 < (c+2)m,

car m > qp_1. Ainsi, la suite symbolique est linéairement répétitive et 'ensemble A D'est
également.

Pour conclure le point 2, choisissons o = 7 = %g Comme montré en annexe, les
quotients partiels du nombre d’or 7 sont [1;1,1,1,...] et la suite de dénominateurs des
convergents de 7 est la suite (Fy), ainsi on peut prendre b = 1 et qp = Fj, est le k®m¢
nombre de Fibonacci. Comme évoqué plutot dans la démonstration, dans un T-patch de
A, on peut reconnaitre au plus 2(| 7"+ |/5|]) intervalles. Ainsi, on a

2MN(T) < Fy + Fro1 + 18],

si Fr—1 < 2(|T + |5|]) < Fk. Le terme |5| permet de prendre en compte le fait que la

distance entre deux points de A différe du nombre d’intervalles qui les séparent par au plus
|3|. En utilisant le Théoréme [F.0.§]

1\ k1
Fp=1F,1+ (—) ;
T

et les relations -
1\ *
Foa < 20T +18)) et (—) <1,

on obtient 5 |
MA(T) < (r+ 1T+ <r+§) ﬁ+§.
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Choisissons (] < £ et Ty > 2( 4 ¢) et montrons que ces bornes sont valides. On souhaite

avoir MA(T) < (1 +1+4¢)T, c’est le cas si

3 1
(T+§)ﬁ+§<€T.

En utilisant 'approximation 7 < 1.62, on obtient que

3
(7‘ + 5) B < 1.56¢.

On a ) )
1.56e+ =< el < 1564+ — < T,
2 2e

or, pour tout € €0, 1], on a

1.5
Ty = — + 2¢ > 1.56,
€
ce qui permet de conclure que les choix de T et de |5| sont valides. O
Grace a ce théoréme, on peut en déduire un résultat analogue en dimension n € Nj.

Corollaire 4.5.6. Pour tout e > 0, il existe A C R" un ensemble de Meyer non-cristallographique
et lin€airement répétitif satisfaisant les assertions suivantes.

1. Il existe T' > 0 tel que

NA(T) < (% —|—€> %, et M(T) < (% +5> T.

2. Il existe Ty > 0 tel que pour tout T > Ty,

T
NA(T) < (1+4¢) I et MA(T) < (t1+1+4+¢)T,
ot 7 est le nombre d’or.
Démonstration. Considérons 'ensemble

A=N xnZr

ou 'ensemble A’ est celui construit dans le Théoréme et n > 0 est suffisament petit.
Pour tout 7, ’ensemble A est de dimension n. De plus, comme nZ" ! est un réseau, on a

n Z’nfl —n Z’nfl =7 anl

et, par le Théoréme I'ensemble A’ est de Meyer, donc il existe F’ un ensemble fini
tel que
N—-—AN=N+F.
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En considérant F' = F’ x {0}"~!, on obtient que
A—A=A+F,

et donc que, par le Corollaire 2.2.9] il s’ensuit que A est également de Meyer. Par le
Théoréme |4.5.5, 'ensemble A’ est linéairement répétitif, il existe C; > 0 tel que

My (T) < CyiT.

I’ensemble nZ" ! est périodique, cela implique que chaque T-patch se répéte a chaque
maille, donc on obtient

Mo+ (T) < T+ (v = 1),

ot n(v/n — 1) est le diamétre de la maille de nZ" . Ainsi, pour tout 7' > n(v/n — 1), il
existe une constante Cy > 0 telle que

ann—l (T) S C2T

Comme I'ensemble A est de Delone et que les composantes de A sont linéairement répéti-
tives, il en résulte que A est également linéairement répétitif. Bien que ’ensemble A ne soit
pas un ensemble cristallographique puisque l’ensemble A’ est apériodique, il posséde un
réseau de périodes de dimension n —1. Comme, par le Corollaire ona N, zn1(T) =1
pour tout 7' > 0, il en résulte que

NA(T) = N (T). (4.18)

On a, par Pythagore,
1
MA(T)? < Mp(T)? + Mo (T)? < Ma(T)? + an(n —1), VT >0 (4.19)

Si on prend T" < min(2ry,n), les T-patchs de A’ et 7 Z" ' sont des singletons, et par la

relation (4.19)), on obtient

RA(T) < B (T) + j(n — 1) (4.20)

olt Ry est le rayon de recouvrement de A. Les 3 relations (4.18), (4.19), (4.20) dépendent
de n, ainsi, lorsque l'on fait tendre n — 0, et au Théréome 4.5.5| on peut conclure. Par le
point 1 du Théoréme [4.5.5] il existe 7" > 0 tel que

1 T
Ny (T < | = .
A ( ) (2 + 8) RA’
Par la relation 1} et comme RLA > RLA, on a

1 T’
NA(T' - —.
A( ) < (2 +€) RA
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De plus, par (4.19)), on a, lorsque n — 0, lim,_,o My/(T) = M (T), ainsi il existe ' > 0 tel
que pour tout n <7, on a

1
MA<T,) < <§ + E) T/,

ce qui conclut le point 1. Pour le point 2, on procéde de maniére analogue en utilisant a
nouveau le Théoréme 5.5 O
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Annexe A

Quelques notions sur les groupes

Cette annexe sert essentiellement de rappels et a été écrite a I'aide de [Ler22|. Procédons
a des rappels sur les groupes quotients.

Définition A.0.1. Soient GG un groupe et H un sous-groupe de G. Une classe latérale a
gauche (resp. a droite) de H est un ensemble de la forme x + H (resp. H + z) pour tout
x € G. On note (G/H), (resp. (G/H),) I'ensemble des classes a gauche (resp. a droite) de
H.

Définition A.0.2. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On dit que H est un
sous-groupe normal de G si x + H = H + x pour tout x € G. Si H est un sous-groupe
normal dans G, alors on a G/H = (G/H), = (G/H)a.

Remarque A.0.3. Dans un groupe commutatif GG, tout sous-groupe H de G est normal
dans G.

Théoréme A.0.4. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. L’opération
o:(G/H)y x (G/H)y = (G/H)y,(z+Hy+ H)— (x+y)+H

est bien définie si et seulement si H est normal dans G. De plus, dans ce cas, on a que
(G/H,o0) est un groupe de neutre H et dans lequel —(x + H) = (—x) + H.

Théoréme A.0.5 (3™ Théoréme d’isomorphisme). Soient G un groupe et H, K des sous-
groupes de G tels que K < H. Si H et K sont normaux dans G alors H/K est normal
dans G/K et (G/K)/(H/K) est isomorphe o G/H.

La démonstration est tirée de [Per].

Proposition A.0.6. Les sous-groupes additifs de R sont soit de la forme mZ avec m € RT
soit denses dans R.

Démonstration. Considérons G un groupe de R. Pour G = R ou G = 0 le résultat est
direct. Posons g € G, sans perte de généralité, on peut supposer qu’il est strictement

positif et notons
A={geG:g9>0}

94



Puisque A est minoré et non-vide, il admet une borne inférieure que I’on note a. Si a = 0,
alors G est dense dans R. Considérons y € R et ¢ > 0. Puisque a = 0, alors il existe
x €]0,¢[ et y € [nx, (n + 1)z[. Cela implique que

0<y—nr<z<e.

Le sous-groupe G est donc dense dans R.
Si a > 0 alors montrons d’abord, par I'absurde, que a € G. Si a ¢ G. Par définition de
a, il existe z € G tel que
a<x<2a.

A nouveau par définition de a, il existe y € G tel que
a<y<zx<a.

Or, comme 0 < x —y < a et que x —y € G, cela contredit la définition de la borne
inférieure. Ainsi, on a que a € G et cela implique que aZ C G. Montrons 'autre inclusion
et posons z € G. Il existe n € Z tel que na < z < (n+ 1)a donc 0 < z —na < a. On
obtient que z — na € GNRY et que z —na ¢ G NRY, ce qui implique que z —na = 0 et
r=na€ al. ]
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Annexe B

Modules libres

Cette partie est entiérement tirée de l'ouvrage [Bly18]. J'invite le lecteur désireux de
plus de détails a consulter le livre mentionné.

Définition B.0.1. Soit A un anneau unitaire. Un A-module est la donnée d’un couple
(M, -4) ot M est un groupe abélien et -, : A x M — M est une action & gauche définie par
-g(a@,m) = am qui satisfait les conditions suivantes :

u(x +y) = pa + py;
A+ p)z = Az + pax;
Apx) = (Ap);

lax = x,

pour tous x,y € M et u, A € A. Si A est un champ, alors un A-module est un champ
vectoriel sur A.

Définition B.0.2. Soit A un anneau unitaire et considérons X un ensemble non vide. Un
A-module libre sur X est la donnée d’un couple (F, f) ou

f: X —=F
tel que pour tout A-module M et pour toute application
g: X — M,

il existe un unique A-morphisme
h:F — M,

tel que le diagramme
X 2o M

e

F

est commutatif.
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Définition B.0.3. Une base d’un A-module M est un sous-ensemble linéairement indé-
pendant de M qui génére M.

Théoréme B.0.4. Soit A un anneau unitaire. Un A-module est libre si et seulement si il
admet une base.

Exemple B.0.5. Tous les modules ne sont pas libres. Par exemple, I’ensemble des ration-
nels Q est un Z-module qui n’est pas libre. Il s’agit de simples vérifications pour montrer
que Q est un Z-module. Montrons qu’il n’admet pas de base. Si Q admet une base B, celle-
ci ne peut pas possédeer qu'un élément. Si tel était le cas, alors B = {{}, pour a,b € Z,.
Tout élément z € Q devrait s’écrire de la forme x = k3 pour k € Z. L’¢lément y = 5 =
appartient a Q mais n’admet de décomposition dans la base B car % ¢ 7.

Ainsi, 8’il existe une base, celle-ci doit étre composée d’au moins 2 éléments. Considérons
B={% 5}, ota,b,cde Z. Alors, puisque

2%

a c
bc— — ad— = ac — ac = 0,

b d

il ’ensuit que B est linéairement dépendants sur Z et ne peut étre une base. Ainsi I’ensemble
des rationnels Q n’est pas un Z-module libre.
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Annexe C

Forme rationnelle canonique

Dans la Section [3.3] afin de démontrer certains théorémes, on a recours a la forme ra-
tionnelle canonique d’une matrice, ou autrement dit, a la forme de Frobenius. Ce concept
est au coeur de cette annexe. Les définitions et résultats présents ci-dessous sont majori-
tairement tirés de [DF03].

Dans cette annexe, on considére que K est un champ, E est un espace vectoriel de
dimension n sur K et que 7" une transformation linéaire de E. Posons B = {b1,...,b,} une
base de E et My la matrice représentant 7' dans la base B. Muni de la transformation T,
Iespace E peut étre vu comme un K-module par ’action

x-v="T(v).
Rappelons la définition d’une transformation linéaire.
Définition C.0.1. Une transformation linéaire T est une application
T:V =V
telle que, pour tout x,y € Vet p € K
T(x+y)=T(x)+T(y)
T(px) = pT'(z)

Puisque I'espace vectoriel E est finiment engendré sur K, il est aussi finiment engendré
en tant que K-module. Cela implique que E est également finiment engendré en tant que
K[z]-module.

La forme rationnelle canonique de la transformation linéaire T'. Par le Théoréme 5
présent dans le livre [Dummit et Foote, Abstract Algebral, on a un isomorphisme

E = Klz]/ai(z) © Klz]/ay(2) @ - - - @ K[z]/ar (), (C.1)
ou ay(z),...,ar(x) sont des polynomes de K[z] de degré > 1 et tels que
a;(z) [ appi(z), i€{l,....k—1}
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Les éléments a;(x) sont appelés des facteurs invariants et on impose que ceux-ci sont mo-
niques, c’est-a-dire que le coefficient dominant est 1. Les modules K[z]|/a;(x) sont cycliques,
c’est-a-dire, ces K[x]-modules sont engendrées par un élémént. En particulier, une base de
K[x]/a;(x) est de la forme

Bi={v,T(v),...,T" *(v)},

ou v € K[z]/a;(x) et | = deg(a;).

Proposition C.0.2. Le polynéme minimal my de T est le plus grand facteur invariant de
E. Tous les facteurs invariants de E divise my.

Définition C.0.3. Soit P(z) = 2™ + . ' c;z’. La matrice compagnon de P(z) est la
matrice de la forme

0 0 —Cp
1 0 —C1
01 —Co
00

00 ... ... 1 —cp

On note Cp la matrice compagnon de P(z).

Définition C.0.4. Une matrice M est une forme rationnelle canonique si ¢’est une somme
directe de matrice compagnon de polynémes moniques ai(x), ..., ax(x) de degré > 1 et tels
que

a;(z) | aip1(z), ie€{l,....k—1}.

Les polynomes a;(z) sont appelés les facteurs invariants de la matrice.

Définition C.0.5. Deux transformations linéaires 7" et 7" sont dites similaires s’il existe
une transformation linéaire inversible P telle que

T=P TP

Deux matrices M et M’ sont dites similaires 8’il existe une matrice inversible P tel que
M =P 'M'P.

Théoréme C.0.6. Soit E un espace vectoriel de dimension n sur le champ K. Pour toute
transformation linéaire T , il existe une base B telle que la matrice My représentant T dans
la base B est en forme rationnelle canonique. De plus, la forme rationnelle canonique est
unique.

Théoréme C.0.7. Soit M € Q). La matrice M est similaire a une matrice de forme
rationnelle canonique M' € Q). De plus, la forme rationnelle canonique de M est unique.

Théoréme C.0.8. Deux transformations linéaires T et T" sont similaires si et seulement
si T et T" ont la mémes forme rationnelle canonique.
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Théoréme C.0.9. Soit M € K.
1. Le polynéme caractéristique de M est le produit de ses facteurs invariants.
2. Le polynome minimal de M divise le polynome caractéristique de M.

3. Le polynome caractéristique de M divise une puissance du polynome minimal de M.
En particulier, ces deux polyndmes possedent les mémes racines.

Il existe un algorithme permettant de convertir une matrice M en sa forme rationnelle
canonique, pour plus de détails, comme mentionné au début de cette annexe, je vous invite
a consulter [DF03].
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Annexe D

Théorie de Galois

Cette annexe a été produite a aide du livre [Ste89].

Définition D.0.1. Soit L : K une extension de champ, c¢’est-a-dire que K est un sous-
corps du sous-corps L de C. Un K -automorphisme de L est un automorphisme ¢ de L tel
que

o(k) =k, VkeK.

Définition D.0.2. Le groupe de Galois Gal(L : K) d’une extension de champ est le groupe
de tous les K-automorphismes de L.

Le groupe de Galois d’un polynéme P est ’ensemble des bijections

¢o:L— L
telles que, pour tous [,I' € Let k € K
ol +1') = (1) + o(I')
o(ll) = (D)o (')
o(k) = k.

Définition D.0.3. Soit G un groupe de permutation, ¢’est-a-dire un sous-groupe du groupe
de permutations. Le groupe G est dit transitif si pour tous s,s’ € S, il existe a € G tel
que

afs) =5

Proposition D.0.4. Tout groupe de Galois d’un polynéme irréductible est transitif sur
I’ensemble des racines.
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Annexe E

Suites Sturmiennes

Le but de cette annexe est d’introduire la notion de suites sturmiennes qui est trés
utiles pour la démonstration du Théoréme notamment. Pour écrire cette section, les
sources utilisées sont [Lot02, [BR24].

Définition E.0.1. La fonction de complexité d’un mot w est définie :
Pw: N = NU{oo} :n— #{u: u € Fac,(w)},
ou Fac, (w) est I'ensemble des facteurs de longueur n de w
Considérons o € (R\ Q)N|0, 1[ et € R. On définit la rotation d’angle o par
R, :[0,1]—= [0,1[: x — (z + ) mod 1.
L’orbite de = dans le cercle unité est I’ensemble
Orb(z) = {R}(z) = (x + na) : n € N}.

Considérons la partition du cercle unité [0, 1] par les intervalles Iy = [0,1 — af et [} =
[1 — o, 1]. Le codage de lorbite de = pour la rotation d’angle o dans la partition Iy, I; est
la suite (wy)nen € {0,1}" définie par :

w, =7 Ry(x)=(r+na)el;, je{01}.

Une suite sturmienne est une suite (wy, )neny € {0, 1} définie comme ci-dessus. Elle peut
étre vue comme le journal de bord de x sous l'effet d’une rotation irrationnelle a.

Pour la suite de cette section, on pose w = (wy, )nen la suite sturmienne obtenue & partir
de z € R, a € (R\ Q)NJO, 1] et en considérant {/y, [;} comme partition du cercle unité.

Un facteur de longueur m de w est un mot u = uq ... uy,_1 € {0, 1}™ tel que

U= Wk.. . Wktm—1,

pour k € N.
L’intervalle [0, 1] est en bijection avec le quotient R /Z. Sur R / Z, on utilise la topologie
quotient et celle-ci est donnée par la distance suivante :
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Lemme E.0.2. Soit o € R\ Q. La suite (R}(0)), est dense dans R /Z.
Démonstration. Pour ce faire, montrons que pour tout € > 0, il existe n € N
0 < d(R,(0),0) < e.
Posons € > 0 et N tel que % < e. Considérons la partition
N-1
k k+1
R/Z = —,—.

Ayant un nombre fini d’intervalles et une infinité d’éléments, par le principe du tiroir, il

existe i < j tels que R’ (0) et R/ (0) appartiennent au méme intervalle, disons Jj, := [%, %[
pour k € {0,..., N — 1}. Ainsi, on a
d(RI(0), R.(0)) < % <e.
De plus, comme « est irrationnel, on a également
d(R}7(0),0) > 0
car j —1 > 0. [

Théoréme E.0.3. Soit « € R\ Q. Alors, la suite sturmienne w d’angle o vérifie
pu(n)=n+1, VneN,.

La preuve de ce théoréme requiert quelques résultats préliminaires, pour les lecteurs
intéressés, je vous invite a consulter [Lot02].

Lemme E.0.4. Tout mot u de longueur m est facteur de w si et seulement s’il existe k € N
tel que

m—1
(@ + ka) € I{ug, ..., um_1) = [ | R’ (L)
j=0

Démonstration. Soit u un facteur de w de longueur m. Par définition, il existe k£ € N tel
que
Whtj = Uj.
Alinsi, on a
Whyj = u; & RV (2) € L.

De plus, comme REI(z) = R (RE(z)), on obtient
RE(z) € R (1,,), Vjie{0,...,m—1}.

Cela équivaut a dire :

(x + ka) = RF(x) € m R (1.,).
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Définition E.0.5. Une suite w est dite uniformément récurrente ou minimale si pour tout
n € N, il existe m € N tel que tout facteur de w de longueur m contient une copie de chaque
facteur de longueur n de w.

On a I’équivalence suivante. Pour plus de détails concernant le résultat suivant, on
pourra consulter [Lot02].

Théoréme E.0.6. Soit (2, T) un systéeme dynamique topologique et w € Q). La suile w est
uniformément récurrente si et seulement si (Orb(w),T) est minimal, ¢’est-a-dire,

Orb(w) =9, VYwe Q.
Définition E.0.7. La fonction de récurrence ¢ d’une suite minimale w est définie par
¢(m) = min{n € N : Vu € Fac,(w),Vv € Fac,,(w),v € Fac(u)}.

La fonction de récurrence de w est la taille minimale tel que chaque fenétre de longueur
¢(m) contient tous les facteurs de longueur m de w.

Pour démontrer le Théoréme souhaité, il est primordial d’avoir les deux résultats sui-
vants.

Lemme E.0.8. Soient l,, la longueur minimale des intervalles non vides I(wy, ... ,w,), ol
Wiy ... wy €{0,1} et d, Uécart mazimal entre deuz naturels succesifs tels que (ka) € [0, 1,][.
On a

o(n)=n—1+d,.

Démonstration. Soit w une suite sturmienne d’angle . On dit qu’un ensemble de points
visite un intervalle I s’il contient un élément qui appartient a /. Tout ensemble de d,, points
consécutifs de la suite ((ka)); visite tous les intervalles de longueur [,,. Pour vérifier cette
affirmation, procédons par ’absurde. Considérons I un intervalle de longueur [,, tel qu’'un
ensemble de d,, points consécutifs de la suite ((ka)), ne le visite pas. Puisque la rotation
préserve les longueurs, on peut ramener [ sur [0,/,[. On aurait alors une suite de d,, qui
ne visite pas [0,1,[, ce qui contredit la définition de d,,.

Notons X un ensemble de d,, points consécutifs de la suite ({(ka))g. Par minimalité de
l,, ensemble X visite tous les intervalles de la forme I(wy,...,w,).

Considérons v un facteur de w de longueur n — 1 + d,. Il existe k € Z tel que les
n — 1 + d,, points correspondant au facteur u soient

(ka),....((k+n+d, —2)a).

Les d,, premiers éléments de (( joz>)§?i,?+d”_2 visitent tous les intervalles non vide de la forme

I(wy,...,wy,). Ainsi, tous les facteurs de w de longueur n sont également des facteurs de
u. On a
o(n) <n-—1+d,

Montrons l'autre inégalité. Par le Lemme [E.0.2] la suite ((ka))y est dense dans [0, 1].
Par définition de d,, il existe une suite de d,, — 1 éléments de ((ka)); qui ne visite pas
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un intervalle de la forme I(wy,...,w,) de longueur [,. Il existe alors un facteur u de w de
longueur n + d,, — 2 qui n’admet u comme facteur. Ainsi,

d(n) >n—1+4d,

Pour davantage de détails, on pourra en trouver dans [BR24].

Lemme E.0.9. Soient ({qx})ren la suite des dénominateurs des convergents de o et k € N
tel que g1 < n < qr. On a

Ly =M1 = (—1)k_1(Qk—1Oé — Pk—1), dy = qk + Q1.

Grace aux deux lemmes, on peut désormais passer a la démonstration du théoréme
suivant.

Théoréme E.0.10. Soient w une suite sturmienne d’angle o et ({qx})ren la suite des
dénominateurs des convergents de a.. La fonction de récurrence ¢, satisfait :

du(m) =m — 14 qx + @1,
81 Qr—1 < m < Q.

Démonstration. Considérons w une suite sturmienne et m € Ny. Par définition, il existe
r€Ret ae (R\Q)N]O, 1] tel que

wp =7 < (+ka)el;, Vje{0,1}.

Par le Lemme un mot u = ug . .. u,_1 est facteur de w si et seulement si
m—1
](Uo, e ,um_l) = ﬂ R;j(Iuj) 7é Q)
j=0

De cette relation, on en tire que 'apparition d’'un mot v dans w est indépendant de x
puisque les ensembles R;j(Iuj) ne dépendent que de la partition et de 'angle a. Il s’ensuit
que toutes les suites sturmiennes d’angle o possédent les mémes facteurs que w et appar-
tiennent donc a Orb(w). Inversement, chaque élément de Orb(w) est une suite sturmienne
d’angle . Ainsi, pour toute suite sturmienne «’, 'ensemble Orb(w’) est égal & I'ensemble
des suites sturmiennes de méme angle. Il en résulte que toutes les suites sturmiennes d’angle
a possédent la méme fonction de récurrence. et on peut supposer, sans perte de généralité,

que z = 0. En appliquant, successivement, les Lemmes et |E2.0.9] on obtient que

p(n) =n—14q + qr—

siqp—1 <m < gy O
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Annexe F

Fractions continues

La majorité de cette annexe est tirée de [Ler24, IMH40]. I.’objectif de cette annexe est
d’introduire les fractions continues et d’énoncer les résultats utiles a la démonstration du

Théoréme [A.5.5]

Proposition F.0.1. Soient p € N, q € Ny. Il existe ag,...,a,41 €N, et ri,... ;101 € N
tels que

p=apq+ry, 0<r <gq
g=air1+rs 0<ry <nr

ri=agrs +1r3 0<1r3 <19
Tn = Qn4+1Tn+1-

Ainsi, grace a I'algorithme d’Euclide, on a

P r1 1 1
—=a+—=a+ - =ap+ =ay+ ——F—
q q £ ay + ap + —
! ! % ! a2+é
3
1
a —
I gy — 3 —
o
tan

Pour de tels p € N et ¢ € Ny, on note £ = [ag; a1, ..., @ns1]. Si (an)n € Nx NI, on note
q 0
(Pn, @) € N? tel que

Pn
q—z[ao;al,---,an] et pged(pn, gn) = 1.

106



On note 1
. Pn
11_>H1—:{Clo;al,ag,...]:ag—i—ﬁ—l.
n—r00
dn 1 az+ 1

Proposition F.0.2. Soit (a,), € N x NON. Alors, lim,,_, f’qﬁ existe et est irrationnel.

Puisque le nombre d’or ¢ = %‘?’ satisfait la relation

1
¢ =1 + R
¢
la fraction continue de ¢ est :
1
-1+
¢ 1+

1_&_#

. F, . . . , R
De plus, comme ¢ = limy ;:1, il s’ensuit que la suite des dénominateurs des convergents

de ¢ est (Fy)x et les quotients partiels sont [1;1,1,1,...].

Définition F.0.3. Soit « un irrationnel. Les termes % sont appelés les convergents de «
et les a,, sont appelés les quotients partiels.

Définition F.0.4. Un nombre irrationnel a est mal approximable s’il existe € > 0 tel que

> 13
¢

p
a__

q

Théoréme F.0.5. Un irrationnel o est mal approximable si et seulement st la suite
(an(@)), est bornée.

Le théoréme qui suit est un résultat établi par Lagrange. La démonstration est tech-
nique, le lecteur pourra se référer au cours [Ler24| pour obtenir les détails de celle-ci.

Théoréme F.0.6. Soit « € R\ Q. Alors, le réel o est quadratique si et seulement si
(an(@)), est ultimement périodique. En particulier, le réel x est mal approzimable.

Théoréme F.0.7. Le sous-shift sturmien associé a un nombre irrationnel o est linéaire-
ment répétitif si et seulement si la suite (a,(«)), est bornée.

La suite de Fibonacci est la suite (F),),en, définie par
F, = n—1+Fn—27 vn227
F1 =1et F() =0.

Proposition F.0.8. Pour tout k> 1, on a

1 k—1
Fk:TFk_l—i— <——) .
T
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Démonstration. Procédons par récurrence. Pour £k =1, on a

1 1-1
1:F1:F0+(——> :1
T

Supposons que la relation est vérifiée pour k et pour le £k + 1 ot k € Ny. On a

1 k—1
Fk:TFk,1+ (——) .
T

En multipliant par % et comme % =71 —1, alors on a

ey (1)

T

~F 1\"
(:)Tk + Pl = <——>

T

1 k
= — Fk(T — 1) + Fk—l = (—;)

1 k
<:>—7Fk+Fk+Fk_1 = (-;)

Puisque Fj.q1 = F} + Fy_1, on en tire que

1\ *
Fy1 —7F, = (—;)

ce qui conclut la démonstration.
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