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Introduction

L’approximation de fonctions est un pilier de I'analyse numérique et fonctionnelle. De-
puis les travaux classiques sur les polyndémes ou les séries de Fourier, de nombreuses mé-
thodes ont été développées dans le but de représenter efficacement des fonctions complexes
a aide d’un nombre fini de parameétres. Ces méthodes jouent un role fondamental dans
plusieurs domaines tels que la compression d’images ou la résolution numérique d’équations
aux dérivées partielles.

C’est dans ce contexte que s’inscrit ’approximation non linéaire. Contrairement au
cadre linéaire ot on cherchait a approximer une fonction par des éléments appartenant a
une suite d’espaces vectoriels fixés & l'avance, I'idée de 'approximation non linéaire est
d’adapter la représentation a la fonction. Lorsque ’on travaille avec des bases d’ondelettes,
cette idée conduit, par exemple, aux approximations & n termes ou ’on conserve unique-
ment les coefficients les plus significatifs. Cette flexibilité permet une convergence bien plus
rapide, notamment pour les fonctions appartenant a certains espaces de Besov.

Un résultat fondamental (|5]) montre par exemple que pour des fonctions dans les
espaces de Besov B3 (Ly([0,1]), s > 0, 1 < p,q < oo, 1a ot 'approximation linéaire sur un
sous-espace de dimension D engendré par des ondelettes est limitée a un taux d’erreur de
I’'ordre

D~ min(s,s+%f%)

Y

I’approximation non linéaire permet de sélectionner D termes en fonction de la fonction
étudiée et d’obtenir un taux de l'ordre

D%,

Lorsque p < 2, cela met en évidence ’avantage des méthodes adaptatives de I’approxima-
tion non linéaire.

Les méthodes d’approximation non linéaire jouent également un role primordial dans
la théorie de la compression d’images. Un travail de Cohen et Daubechies ([10]) souligne
que les performances d’un schéma de compression dépendent non seulement du taux d’ap-
proximation obtenu, mais aussi de la maniére dont les coefficients approximant peuvent
étre codés. Or, les représentations a n termes les plus efficaces ont souvent ’avantage, no-
tamment dans les espaces de Besov, de posséder des coefficients qui concentrent 1’essentiel
de l'information tandis que les autres deviennent négligeables. Cette propriété permet de
construire des stratégies de codage trés efficaces et explique pourquoi les méthodes non



linéaires basées sur les ondelettes surpassent souvent les approches linéaires classiques en
compression d’images.

L’objectif de ce mémoire est de décrire précisément les classes de fonctions pouvant
étre approximées a une vitesse donnée par des méthodes non linéaires. Cette problématique
conduit & I'introduction des espaces d’approximation qui permettent de relier les propriétés
analytiques d’une fonction aux taux de décroissance des erreurs d’approximation associées.
Cette étude des espaces d’approximation reposera elle-méme sur la théorie des espaces
d’interpolation et sur deux types fondamentaux d’inégalités : les inégalités de Jackson et de
Bernstein. Les inégalités de Jackson fournissent des estimations directes reliant la régularité
d’une fonction au taux de décroissance de 'erreur d’approximation. Elles expriment ainsi
qu'une certaine régularité implique une bonne vitesse d’approximation. Réciproquement,
les inégalités de Bernstein permettent d’obtenir des résultats inverses en controlant la
régularité des approximants a partir de leur complexité.

Dans le chapitre 1, nous présentons les divers éléments de la théorie des espaces d’in-
terpolation sur lesquels se base la caractérisation des espaces d’approximation. Nous com-
mencgons par présenter la définition des espaces d’interpolation ainsi que la construction
d’espaces d’interpolation utilisant le K-fonctionnel de Peetre qui sont proposés dans Inter-
polation Spaces (|4]). Ensuite, nous démontrons le théoréme de réitération qui permet de
réinterpoler des espaces d’interpolation. La démonstration utilisée est celle de Holmstedt
([21]) qui s’applique dans le cas ou les espaces de départ sont quasi-semi-normés.

Dans le chapitre 2, nous commencgons par un exemple introductif permettant de com-
parer les approximations linéaires et non linéaires dans le cadre d’un espace de Hilbert
muni d'une base orthonormée. Ensuite, nous construisons la théorie générale permettant
de caractériser les espaces d’approximation en développant les inégalités de Jackson et de
Bernstein. Cette théorie nous permet finalement d’affiner les résultats pour ’exemple dans
les espaces de Hilbert.

Les chapitres 3 et 4 sont consacrés a l'application de cette théorie générale a la ca-
ractérisation des espaces d’approximation dans les cadres linéaire et non linéaire lorsque
I'on travaille avec des bases d’ondelettes. Dans le chapitre 3, nous présentons deux types
de constructions d’ondelettes : les bases isotropes, dont les supports possédent les mémes
dimensions dans toutes les directions, et les bases hyperboliques, qui autorisent des sup-
ports de tailles différentes selon les directions. Nous étudions ensuite, dans le chapitre 4,
les espaces d’approximation associés a ces deux types de bases.

Enfin, dans le chapitre 5, nous étudions comment nous pouvons appliquer les résultats
du chapitre 2 a I’'approximation par des polyndémes trigonométriques et des bases de Fourier
non linéaires.
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Chapitre 1

Eléments de la théorie des espaces
d’interpolation

Dans ce chapitre, nous allons étudier les différents éléments de la théorie des espaces d’in-
terpolation qui nous seront utiles dans les chapitres suivants. Hormis la derniére section,
les résultats proviennent de [4].

1.1 Espaces d’interpolation : définition

Commencons par définir les espaces d’interpolation.

Définition 1.1.1. Soient X et Y, deux espaces vectoriels topologiques. Les espaces X et Y
sont dits compatibles s’il existe un espace séparé % dont X et Y sont des sous-espaces. Dans
ce cas, on peut définir leur somme X + VY :={u € Z |3z € X,y € Y tels que u = z + y}
et leur intersection.

Dans le cas ou X et Y sont normés, on peut munir ces espaces d’une norme :

[ull xry = max({fullx , [lully),

= inf :
lally sy = nf (llx + )

Définition 1.1.2. Soient X et Y, deux espaces normés et compatibles. On dit qu’un espace
topologique Z est un espace d’interpolation pour la paire (X,Y) si

1. XNY CZCX+Y (Z est un espace intermédiaire & X et Y),

2. toute application linéaire T': X +Y — X 4+ Y telle que les restrictions T'|x : X — X
et Ty : Y — Y sont continues est également continue de Z dans Z.



1.2 Construction utilisant le K-fonctionnel de Peetre

Il existe plusieurs méthodes pour construire des espaces d’interpolation. Nous allons
étudier ici celle utilisant le K-fonctionnel de Peetre.

On considére ici un espace normé X et un espace quasi-semi-normé Y compatible avec
X. Pour tout ¢ > 0, on peut définir une quasi-semi-norme équivalente a celle de Y donnée
par t|.]y. On définit le K-fonctionnel de z € X +Y par

K(2,1) = K(5,6: X,Y) = inf [y +tlyly-
z=x+y
zeX
yey
Les propriétés suivantes s’obtiennent alors & partir de cette définition.

Lemme 1.2.1. 1. La famille des K-fonctionnels K(-,t; X,Y), t > 0 est une famille de
quasi-semi-normes sur X + Y.

2. Pour tout z € X +Y, K(z,;X,Y) est une fonction positive, croissante et concave.
3. Pour tous s,t >0, z€ X +Y, min(1, E)K(Z,S;X, V)< K(z2,t; X,Y).

Démonstration. 1. Le fait que pour tout ¢ > 0, K(-,t) est positif et vérifie K(0,¢) =0
découle directement des propriétés des normes et des quasi-semi-normes.

Montrons que pour tous ¢t > 0, z € X + Y et tout A € R,
KAz, t) = | A K(z,1).
Si A = 0, c’est évident. Sinon, on vérifie facilement que ’application
O (z,y) — ANz, y)

est une bijection de
A={(z,y) e X XY :x+y =2z}

dans
B={(u,v) e X xY  :u+v=Az}.

Ainsi,

K(\z,t) = inf tloly = inf ||\ thyly = |\ inf tlyly = [NK(z,1).
()= o fulltlely = inf et gly = N int el ol = MK 0)

u,v

Pour conclure ce premier point, montrons que K(-,t) vérifie une inégalité quasi-
triangulaire. Par définition, il existe C' > 1 tel que pour tous y;,y2 € Y,

ly1 +yely < Clnly + [y2ly).
Ainsi, pour tous t > 0, 21,20 € X + Y,

K t) = inf t
(Zl + #2; ) Z1+Z2=$}212+y1+y2 HZEl + x2||X + |y1 + y2|y

8



_
< it (o sl Clluly + loely)

z1=x1+

= C(K(z1,t) + K(22,1)).

<CO( inf Alz|ly +tnly + inf flzafl ¢ + tyely
Y1 z2=x2+Y2

2. Le fait que K(z,.) est positif découle des propriétés des normes et des quasi-semi-
normes. Pour la croissance, on a que pour toute décomposition z = x+y de z € X+Y
et pour tous tp < 1, on a

Izl +tolyly < llzllx + tilyly

et cette inégalité reste vraie en passant a I'infinimum sur les décompositions. Quant
a la concavité, on a que pour toute décomposition z = x +y de z € X + Y, tous
t,s >0 et tout A € [0,1],

[zl x + A+ (1= Ns)lyly = A+ (1 = ) [le] x + AL+ (1 = A)s)lyly
= Allzllx + tlyly) + (T = N[zl x + slyly)
>ANK(z,6X,Y)+ (1= N)K(z,5 X,Y)

et on conclut en prenant l'infinimum sur toutes les décompositions.

3. Pour montrer le dernier point, supposons d’abord que min(1, ﬁ) =1.0Onadonct > s
et la croissance de K nous donne I'inégalité annoncée. Dans le cas ot t < s, I'inégalité
devient

EK(Z, §) < K(z,1).

Or, on a

t ) t
K (z8) = _inf (lally +slyly) <

z=z4y § zi2£y<"x"X +tlyly) = K(z,t)

car £ <1, donc & ||z < [zl
[

Ainsi, si T' est un opérateur linéaire qui plonge X dans lui-méme et Y dans lui-méme
et qui est tel qu’il existe M > 0 tel que ||T||y < M et |T]y < M, on a que pour tout
z=x+y e X+Y,T(2)=T(z)+T(y) avec T(z) € X et T(y) € Y. Donc,

K(T(2),t) < [[T(2)llx +HT(y)ly < M([[z]lx + tlyly),

ce qui nous permet de dire que pour tout t > 0, K(T'(z),t) < M K(z,t).
Au final, chaque fois qu’on aura une norme (ou une quasi-semi-norme) ||.|| définie pour
les fonctions & valeurs réelles sur Rt et compatible avec I'ordre, on aura

IK(T(2), )l < MK (=, )|

Une telle norme nous permettra donc de définir un espace qui sera un espace d’interpolation
pour la paire (X,Y).



Par exemple, on peut s’intéresser aux espaces 6, ¢ définis comme suit.

Définition 1.2.2. Si0<f <1let0<q<oo, (X,Y)y, est 'ensemble des z € X +Y tels
que

([ 0K ()] 9)7 810 < g < 00

’Z‘(X7Y)9,q =
sup;.ot YK (z,t) si ¢ = o0

est fini.

Notons que |-|p,4.x définit bien une quasi-semi-norme. En effet,

1. Les propriétés de I'intégrale et de K assurent que |-|(xy),, > 0 et [0]x,y),, = 0.

2. Pour tout A € R pour tout 2 € (X, Y)gq, [A2](x,v),, = [M|2](x,v),, grace ala linéarité
de l'intégrale et a la propriété correspondante pour K.

3. On sait qu'il existe C' > 1 tel que pour tous z1, 22 € (X,Y)g,,
K (21 + 22,t) < O(K(21,t) + K (29,1)). Ainsi, si ¢ < ooff]

1
q

o dt
|21 + 22| (x,v)0, = </ (t°K(z1 + 227t))q7)
0

Q=

o dt
< (/ (t7°C [K(21,t) + K(22, t)])qT)
0
* e de ¢
0
Si ¢ > 1, on utilise alors I'inégalité de Minkowski pour avoir

([ (fTeomen)|

= C(|21l(xy)p, T [22l(x¥)0.,)-

|21 + 22| (x.v),, < C

Si 0 < g < 1, on obtient la méme conclusion en utilisant 'inégalité quasi-triangulaire
(A.3). La constante C' sera alors multipliée par une constante dépendant de q.

De plus, on vérifie facilement que cette quasi-semi-norme est compatible avec 1’ordre
sur les fonctions définies sur RT. Au vu des raisonnements effectués précédemment, elle
permet donc de définir un espace d’interpolation conformément & la définition [1.1.2]

1. Il suffit d’adapter le raisonnement lorsque g = oo.

10



Dans la suite, on préférera travailler avec une équivalence discréte pour cette quasi-
semi-norme. Commengons par introduire la notation suivante.

Notation 1.2.3. Soient A et B deux fonctions. Nous allons écrire
AxDB
pour dire qu’il existe des constantes C', Cy > 0 telles que
C1B<A<L(CyB

Notons que dans les raisonnements qui suivront, les valeurs des constantes pourront chan-
ger d’'une ligne a ’autre, mais nous prendrons la peine de préciser les paramétres dont
dépendront ces constantes.

On peut maintenant utiliser cette notation dans la démonstration suivante[]

Proposition 1.2.4. Soient 0 < <1 et0<qg<oo. Ona
(3 [27MK (2,25)]%)7 si0 < g < 00
‘Z’(X’Y)Q,q;K =
Supyez 2K (2,2%) si g = o0
avec des constantes d’équivalence ne dépendant que de 0 et de q.

Démonstration. Effectuons la démonstration dans le cas ol ¢ < oo, il suffira de 'adapter

pour ¢ = oco. On a
o= dt
= (3 [ rmord) a
k=—o00

Or, en utilisant le point 3 du lemme [1.2.1], on obtient que

Q=

K(2,2%) < K(z,t) < 2K (z,2F) si 2F <t < 2% (1.2)

En effet, dans ce cas,

min(1, ;—k)K(Z, ) = K(2,2%) < K(2,1)

et
k k

2 2
min(1, 7)K<Z’t) = ?K(z,t) < K(z;29),
ce qui nous permet d’obtenir les inégalités en notant que % > % Ainsi, on a

2792 MK (2,28) <t7TK (2,t) <2 27MK(2,2%) si 28 <t < 28!

2. Démonstration tirée de [4].

11



et donc, en injectant ces inégalités dans [I.1], on obtient

2-9(1n(2))} ( 5 <2-k6f<<z,zk>q> < el < 2(In@)} ( 5 <2—’f9f<<z,zk>q>q

O

Remarque 1.2.5. Dans le chapitre 2, conformément a ce qui est proposé dans [12], nous
serons amenés a définir le K-fonctionnel dans le cas particulier ot Y est continument plongé
dans X, c’est-a-dire ou il existe C' > 0 tel que |||y < CJ-|y. Dans ce cas, tout z € X est
dans X + Y puisqu’on peut I'écrire z —y +y avec y € Y C X et une définition équivalente
pour le K-fonctionnel est

K(z,t; X,Y) = inf |lz —yllx +tyly.
yey

De plus, dans ce cas, I’équivalence de la proposition précédente se réécrit

Q=

0 —ko k\\q :
T (X,)g. 0 = (Zszoo_(ge K(SCk, 2 )) ) si0<g<oo
SUPy<o 27 K (7,2%) si ¢ = .

ou cette fois, les constantes d’équivalence dépendent de 6, ¢ et de C. En effet, puisque Y
est contintiment plongé dans X, on a, pour tous y € Y, t > 1,

K(z,t) < [lzllx < llz —yllx + lyllx < llz—yllx + Clyly-
Ainsi, en prenant C’ = max(1, '), on obtient
K(z,t) < C'(lz =yl x + lyly)

et donc

K(z,t) < C'K(z,1)

pour tout t > 1EL
Il vient alors

400 +oo
/1 (teK(x,t))q%gfl (teC’K(xyl))q%
—fg 7 T
= (C'K(x,1))" {—Gq}l
c' g
zg—qK(x,l)

3. L’inégalité est vraie aussi si 0 < ¢t < 1 mais ne nous sera pas utile.

12



De plus, puisque K (z,-) est une fonction positive et croissante, on a

1 1 0g—1
/ (K (@, > / K ()Y > 2 g, by

En utilisant que K (z,1) < 2K (z,1) par le point 3 du lemme on a finalement

2041 ! dt
K(z,1)7 < K 1—
K@< [ Ry,

ce qui nous permet d’obtenir

1

—0 q .
12X, v)0. 0k < (fo K(z,t)) ) | si0 < q< oo
SUPgyeq VK (2,1) si g = 00

avec des constantes d’équivalence ne dépendant que de 0, q et C'. L’équivalence annoncée
s’obtient alors de la méme maniére que dans la proposition précédente.

1.3 Le théoréme de réitération

Dans les chapitres suivants, il sera nécessaire de pouvoir ré-interpoler des espaces d’in-
terpolation. Cela est rendu possible grace au théoréme de réitération. Nous en donnerons
ici une démonstration tirée de [21] tenant compte du fait que Y est quasi-semi-normé.
Cette démonstration repose sur le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.1. Considérons un couple (X,Y) d’espaces vectoriels compatibles ou X est
normé et Y est quasi-semi-normé. Posons

E, =(X,Y)p, 4,1=0,1.
Alors,

a0

tn d o] d
K(a,t; Eo, By) = / (s K (a, 5 X, V)0 +t(/1< K (a, 5 X, )" )
t

s W S

avecn =01 — 6y, 0 <0y <0y <1et0<qo,q <o00. De plus, les constantes d’équivalence
ne dépendent que des 0;, q; et d’une constante d’inégalité quasi-triangulaire de Y .

Démonstration. Commencons par montrer le théoréme lorsque qq, q; > 1. Posons

H(a,t) = /Ot}]( 0K (a,5 X,Y)0 = | 4t (/too( K (a5 X,Y))" ds) = Lo+L;.

] S

(1.3)
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Par définition du K-fonctionnel et des espaces d’interpolation 6, ¢, on a

K(a,t; Ey, EY)
= inf (lao|g, + tlai|g,)
a=ao+ai
q 91
= inf [(/ (s7™ K(ao,s; X, Y))qo—s) "t </ (s7"K(a1,s; X, Y))ql_s) ] :
a=ao+ai 0 S 0 S
(1.4)
Puisque ||y est une quasi-semi-norme, il existe k > 1 tel que
|CL + b|y S k‘<|a|y + |b‘y)
Il est donc clair que
Kla+b,t:X,Y)<k(K(a,t;X,Y)+ K(bt; X,Y)). (1.5)

Commencons par montrer que
H(a,t) < CK(a,t; Ey, Ey).

Si a = ag+a; est une décomposition de a € Ey+ E; avec a; € E;,i = 0,1, alors en utilisant
I'inégalité ((1.5)) et I'inégalité de Minkowski,

1 X d &z ds\ "
EH(a,t) < / (S_QOK(S, ag; X, Y))qo—s + / (S_GOK(S, ar; X, Y))qo—s
0 S 0 S

1 1
+t (/100(591[((3, ag; X, Y))ql%) " +t (/100(391[((3, ap; X, Y))" %) a
=1 —|—t1'2+[3+14. t
Remarquons que par le point 3 du lemme [[.2.T] pour tout u < s,
gK(ai, $:X,Y) < K(ai,u; X, Y)
Il vient alors, pour + =0, 1
T

(@) d S
/ (u’eiK(ai,u;X,Y))ql Y 2/ u(lfei)qz"l(u’lK(ai,u;X,Y))qidu
0 0

> (s_lK(ai,s;X,Y))q"/ w031y, (1.6)
0

1

= K(a;,s; X, V)t 04—
( ) (1—0)a

14



et, puisque le K (a,u; X,Y") est une fonction croissante en u,

o0 d o0
/ (U*QiK(ai, u; X, Y))qi—u 2 / uiemilK(aia u; X, Y)du
0 S

U
zK(ai,s;X,Y)‘“/ u %%y

1
92'%"

= K(a;, s; X,Y)%s 0

En regroupant les deux, on trouve

1
00 d @ 1 N
K(ai,s:X,Y) < ( |t Y))%—“) %7 [min(8,, (1 - 6,))]%
0 u
> "y du q%' 0. -
= CZ (U ZK(CLZ',U,; Xa Y))ih_ S l, 1 = 0, 1
0 u

Cette majoration nous permet d’obtenir

1
e du\ Y 0i-00)a0-1
L<C (| ("K(a,uX YV)n= / SO—00)n-1g
0 u 0

1 % & du i
=t G\ e K (s X, Y) "
' <(91 —90)%) (/0 (u (a1, ) U)

1 1

1 \ @ b d a1

_ic (—) ’ ( / (™ K (ar, s X, Y))‘“—“) 1
nqo 0 U

i o :
L <tC, </ (u’(’OK(ao,u;X, Y))q0%> a0 (/1 8(9001)q11d8) 1
U bl
0 1 N\w [ [ t du
— q1 u q0
=Cy| —— / WK (ag,u: X, Y qo—)
" ((90 - 91)(11) ( 0 ( (@ R

1 \a [/ [ ©
- C10 (_> (/ (U_QOK(GOJU’);Xa Y)QOd_u)
na 0 Uu

De plus, on a trivialement que

1

a0

et

et que

(1.7)



Au final, on obtient que

H(a,t)§11+lg+]3+]4

. 1o\ & . 1o\ &
([ oty ) e ([Tt m s ) ]
0 0

1 1
ou C' = O(n_max(%’ﬁ)) lorsque n — 0. En prenant 'infinimum sur toutes les décomposi-

tions a = ag + a1, on obtient

<C

H(CL, t) < CK(CL, t, Eo, El)

vu (|1.4). Montrons maintenant I'autre inégalité. Soit a € Ey + E;. Puisque, par défintion
des espaces d’interpolation, Fy C X +Y et &1 C X+Y,a € X+Y. De plus, par définition
du K-fonctionnel, on peut choisir des éléments z(t) € X et y(t) € Y tels que

a=ux(t)+yt) et |z(t)lx+ty@)ly <2K(a,t; X,Y)
pour t > 0. On définit alors 2’ et y' par
2(t) =a(tn) et y(t) =y(tn).
Alors, 2’ +y' = a et

K(@/(8),5:.X,Y) < 2/ (8)llx = [[2(t7)

‘ <2K(a,t7: X,Y), (1.8)
X

1
K(y'(t),s; X,Y) < sly'(t)y = s [y(tr)
De plus, en utilisant I'inégalité (|1.5)), il vient que

y < 2st7 K(a,t7; X,Y). (1.9)

K(@'(t),s;X,Y)=K(a—y'(t),s; X,Y) <k (K(a,s; X,Y)+ Ky (t),s; X,Y)) (1.10)
et
KW' (t),s;X,)Y)=K(a—2'(t),s; X,Y) <k (K(a,s; X,Y)+ K(2/(t),s; X, Y)). (1.11)

Or, puisqu’on considére une décomposition particuliére de a, on a, en utilisant (|1.4) et
I'inégalité de Minkowski,

K(a,t; Ey, E1)

(/OOO(S“"OK(x/(t), s; X, Y))‘*’%) w +t (/Doo(s“’lK(y/(t),s;x Y))fn%)

1

IA

0

" —0, / ds oo —0 / ds %
< (K@ (@), s X Y))0— |+ [, (TE(@(t),5X,Y)"—
0 tn



a1

. -0 / ds - —0 / ds i
Tl [ ORGS0 (), TR 05 XY )
0 t

S
»

=Ji+ Jo + Js + Ji.

En reprenant les notations Ly et Ly de ([1.3]), on obtient, par le méme raisonnement que

celui suivi pour avoir (1.6)) et ([1.7)),
K(a,.X,Y) < Los™ (go(1 — ) si s < tv, (1.12)

K(a,s;X,Y) < t_lLlsel(qlel)i si s>t (1.13)
De plus, en utilisant ([1.10]) et 'inégalité de Minkowski,

z ds o
J, = / (s~ K (2/(t),s; X, Y))qo?
0

4 L\
< /(S_G%[K(G,S;X,Y)+K(y'(t),8;X7Y)])q°—S
0 s
. 1 . 1
= q0 = q0
tn » ds tn 0 , ds
<k (s7™K(a,s; X, Y)P— | + (sTPK(y'(t),s X, Y))?—
0 S 0 S
Donc .
i ag
K ds

t
KU < Lo+ / (s K (3 (), 55 X, V)0
0

Or, (1.9) nous donne que

ds

[ orw.sxym

1
tn
< / s o001 (251571 K(a,tn; X,Y))%*ds
0

3=

t
1 1
—(27 K(a,t7; X, Y))® / S-00)0-14
0

(267 K (a, 495 X, Y)) (£) 0700 (1 — 6y)go) ™

—60490

—(2K (a,t7; X, Y)®t 0 (1 = 00)q0) "

17



1
Ainsi, en utilisant 1) avec s = tn, on obtient

EVJL < Lo + 2K (a, 67 X, V)7 (1= 60)go)
< 3Ly.

En appliquant le méme raisonnement avec ([1.11]), (1.8)) et (1.13]), on obtient également
k—'J, < 3L1.

De plus, en utilisant ([1.8)) puis (1.12]),
kK, <

< , ds\ w
- ([ rr s x )
*90(10 1d5>qo
< 2K(a,tn; X,Y)t eoqo)Zo

< 2(90(10)%((1&1 - 90))5110
= CL,.

De méme, grace a et (| -

<2KatnXY(

1
tn

k~'Js < CL.
Au final, on obtient
K(a,t; EO,El) S J1 + J2 + J3 + J4 S C(LO + Ll) == CH(CL,t)

avec une constante C' ne dépendant que des 6;, des ¢; et de k, ce qui suffit pour conclure.

Lorsque gy < 1 ou ¢; < 1, on remplace les utilisations de l'inégalité de Minkowski
par l'inégalité quasi-triangulaire de L,. Le reste de la preuve fonctionne de la méme
maniére et la dépendance des constantes d’équivalence ne change pas. En outre, la preuve
s’adapte facilement lorsque gg = 0o ou ¢; = . O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme de réitération.

Théoréme 1.3.2. Considérons un couple (X,Y") d’espaces vectoriels compatibles ot X est
normé et Y est quasi-semi-normé. Posons

E; = (X7 Y)0i7Qi
avec 0 < 0; < 1,0y #60,,0<q; <oo0,1=0,1. Alors

(EOv E1)>\7q = (X’ Y)97q

18



et
CAT™ ) (1 0) 7w [al v,

< |CL‘ (Eo,E1)x,q
11

SC«/A—max(g,%)(l . )\)—max(%,i)|a|(x7y)0,q
avec 0 = (1 —=XN)bp+ M0, 0 < A< 1,0 < q< o0 et des constantes indépendantes de \.

Démonstration. Commencons par montrer le résultat pour ¢ > 1 et 6y < #,. Par définition,

o dt\ s
ez, = ([ O KGeot BB )
0

Or, grace au théoréme précédent, on sait que

t% % [ee] L
. - —0o . tIo% —01 . !h% m“
K(a,t; Ey, Ey) < (s K(a,s; X,Y)) +t| [, (s K(a,s;X,Y)) = Hy+H,
0 S tn 8

n

avec 11 = 61 — 0y et des constantes d’équivalence indépendantes de A. Or, pour ¢ > 0,

t_)‘_%HO et t_)‘_éHl étant positifs, on a t_A_%HO < t_)‘_é(Ho + Hy) et
1 1
t " aH, <t 4(Hy+ H), donc

Ly Lq

) < Ht_/\_é(Ho + Hy)

Lq

Ainsi, on obtient

,_.
')
Q|

(1.14)

=lh+ I
ou la minoration est obtenue grace au raisonnement précédent et la majoration grace a
I'inégalité de Minkowski pour ¢ > 1. Notons que les constantes d’équivalence sont bien
1
indépendantes de \. Effectuons le changement de variable s = t7o dans [. On a

do

1
tn d 1
| R s xe S = [ (@) Kt xy)e
0 0 o

S

19



donc

" (/m [t_m% ([ oo rtaitixy e )] %)é

Effectuons maintenant le changement de variable t = 7. Remarquons qu’avec ce change-

0
ment de variable, O3 devient 710, Or,

A+ 6p = A1 — o) + 0o = (1 — X\)o + My = 6.

Iy =t (/Ooo [T—G (/01( 00K (0,07 X, Y))® d;’)l] (17—7);. (1.15)

En effectuant les mémes changements de variable dans I;, on obtient également

I = (/Ooo [TG(/loo( 0 K (a,0m X,Y))" dg“>1] CL_T)é

Pour obtenir des majorations de ces intégrales, on va procéder en plusieurs cas.

Ainsi,

1. Si qo < q, on applique 'inégalité de Jensen avec qio

Iy =t (/Ooo(/ol( oK (a, 07 X, Y))® d;’)%ii);

<t (/01(/000( o~ K (a, 07 X,Y))? d:)q‘?%a);o

On effectue ensuite le changement de variable ¢ = o7 dans l'intégrale par rapport a
T, ce qui nous donne

1

Lo A\ 7 do ) ™
Iy <7 </ (/ (e ™ K (e, X, )" > -
0 0 t ’
. 0 dt\ @ d g
_ 77% (/ g —490(60—0) </ ( OK((I t; X, Y)) > =
0 0 t ’

1

1 b (00—6)—1 o
= (/0 (b0 da) lallix vy,

L o(Bo—8)-1 1
o VT doe = ————
/o QO(Q - 90)

20
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et puisque
0 — 0y = (1 — N+ N0y — 0y = A6 — ) = A,

on obtient finalement B

avec (' indépendant de .

. Si ¢; < q, on obtient de la méme maniere
-1
L <Ol =)= ||a||(X,Y)9,q (1.17)
avec (' indépendant de .

1 5
A= (/ (07" K(a,oT; X, Y))qod—a) '
0

g

. Si qp > q, posons

et

1
d
B:/ (O'_GOK(CL,O'T;X,Y))(J—J.
0 o

Considérons s € [0,1]. Si 0 < s, par le point 3 du lemme [1.2.1} on a
K(a,or; X,Y) > gK'(a, sT; X, Y).
s

On en tire que

3 d
BZ/ (O'_QOK(Q,O'T;X,Y))(J—O-
0

o

S o

. q S
_ (K(CL, STaXa Y)) / Jq(l_%)_lda.
S 0

Apres le calcul de l'intégrale, on obtient la majoration

s d
> / (079 K (a, 57 X, V)12
0

K(a,sm; X,Y) < Bis®(q(1 — 6))s.
En utilisant le fait que gy > ¢, on en conclut que

1 g9

A= (/ o " K (a,01; X, Y)qO'GO(q_qO)K((I,O'T;X, Y)qo_qda) ’
0
1 % aQ—q W0-9. 4
< (/ a_eoq_lK(a,aT;X,Y)qda) (B a4 (g(1—46p)) « ) (1.18)
0
=B (B (g1~ )" )w
B 90—49

(q(1—6y)) © =CB
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En injectant cette inégalité dans ((1.15)) et en utilisant Fubini, il vient

o) 1 d %
Iy<C (/ / (077K (a,o1; X, Y))qd—U—T>
o Jo
1

o T

1.19
= [0 fal 19
0 |

;1
= AT [l

ou la derniére égalité est obtenue par un raisonnement similaire & celui utilisé dans
le cas 1.

4. Si ¢, > ¢, on utilise un raisonnement similaire pour obtenir que

L<CU=N7 lallxy,, - (1.20)

En rassemblant (1.16)), (1.19), (1.17) et (1.20)), on conclut que

—max (%, L —max(L, L
|a|(E0,E1)x,q < COA G qo)(l - )‘) X q1)|a|(X7Y)e,q

avec C' indépendant de A. En adaptant le raisonnement que ’on vient d’effectuer, on trouve

également
1

—min(L, L —min(}, 1
O\ (q qo)(l — /\) (q q1)|a|(X7Y)9,q < |a|(E0,E1))\,q'

Dans le cas o1 ¢ < 1, on ne peut pas utiliser I'inégalité de Minkowski pour obtenir la
majoration dans ((1.14)). Par contre, on peut utiliser le fait que

|Ho + Hllp, <247 (1 Holl,, + [1Hll,,)-

Ainsi, la constante d’équivalence finale ne dépendra toujours pas de .
De plus, on a le droit de se débarrasser de I’hypothése 6y < 6; en remarquant que pour
tout £ > 0,

1 ) 1 .
tK(a, Y, X) =t( inf |yly + —[[z|x) = inf tlyly +|[z|y = K(a,t; X,Y),
t a=y+x t a=z+y

ce qui implique que

< dt
‘a’t(zX,Y)g’q :/0 t eK(aat;Xa Y)qT
dt

o 1
:/ K (a, =Y, X)1=
. ; ;

<1 d 1
= K(a,u;Y, X)q—u (changement de variable u = —)
o ut? u t

_ q
- |a|(Y7X)170,q'
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Ainsi, si 0y > 67, vu ce qu’on a montré plus haut, on a

1A ((X,Y )09 00XV )01 000 = 1A 00XV a0 000120 = 1 (XYY,

avec

0 =(1—(1—\)f1+ (1= N\ =6.
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Chapitre 2

Approximation a n termes

2.1 Exemple introductif : Approximation & n termes
dans un espace de Hilbert

Nous allons nous intéresser a une méthode d’approximation non linéaire qu’est 1’ap-
proximation & n termes. Lorsqu’on a une base d’un espace fonctionnel, on sait que l'on
peut décomposer n’importe quelle fonction de I'espace dans cette base. L’approximation
linéaire de cette fonction revient alors a considérer les n premiers termes de cette décompo-
sition. Dans le cadre de 'approximation a n termes, on ne va plus forcément sélectionner les
n premiers termes. Ainsi, on garde un controle sur le nombre de termes que 1’on sélectionne
mais pas sur ceux qui le sont, ce qui ne nous garantit plus un espace linéaire.

Nous allons appliquer 'approximation a n termes dans un espace de Hilbert afin de
mieux comprendre le probléme.E] Soit H, un espace de Hilbert de produit scalaire (.,.) et
de norme ||.||;, et soit 7,k € N, une base orthonormée de cet espace. Pour n > 0, on
considere ’espace

En:{geH:g:chnkoﬂACN,#Aﬁn}.
keA

On constate que X, n’est pas un espace linéaire puisqu’il ne contient pas forcément la
somme de deux de ses éléments. On note

Eulw = inf [1f =gl

I’erreur d’approximation.
Soit a > 0. On note

Aa((zn)n) = {f € H :sup nO‘En(f) < +Oo}a

n>1

1. Raisonnement tiré de [12].
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I’espace d’approximation a 'ordre o que ’on munit de la semi-norme

|flac((sn)n) = supn®En(f).

n>1

On peut aussi le munir de la norme

1 L ac ) = W1l + [Flao (o)

Dans la suite, lorsque il n’y aura pas d’ambiguité possible sur la suite (X,,),, avec laquelle
on travaillera, on s’autorisera a noter A® := A*((3,),). On cherche a caractériser 1'espace
A* en fonction des coefficients de f dans la décomposition f =Y .~ (f, ) dans la base
de H. On va utiliser la notation f;, := (f,nx). On a la proposition suivante.

Proposition 2.1.1. Notons, pour tout k € N\{0}, v(f), le k-éme plus grand nombre
parmi les | f;|, 7 € N\{0}. On a que f € A* si et seulement si

sup n‘”é%(f) < 400.

n>1
De plus, on a l’équivalence
- +3
[l 4o = sUp 279, (f)
n>1
avec des constantes d’équivalence ne dépendant que de c.

Démonstration. On commence par remarquer que E,(f)3, = Y, 7(f)* En effet, les
théorémes de Pythagore généralisé et de la projection orthogonale généralisée dans un
espace de Hilbert (cfr. 7.1.1 et 7.1.2 dans |2|) nous donnent que

2
f—wak =Z|fk:|2—A SUP Z|fk

keA y k>l #ASR o)

2 .
En(f)y = Acl\},r;lb;f/xgn

De plus, par définition de 4 (f), on a que supxcy ga<n 2openlfel> = 21<pen Vo> c€ qui nous
donne I'égalité annoncée.

Nous pouvons maintenant passer a la démonstration du résultat.

Notons S(f) = sup,,>; n‘”%%( f). Commengons par supposer que S(f) < oo. Alors,
par définition, pour tout £ > 1, on a

W (f) < S(f)k~(erd),

En(f)i < S(f)2 Z L~ (2at1)

k>n

donc pour tout n > 1,

Or, en réalisant une comparaison série-intégrale, on obtient

) +o00
Z k,—(2a+1) < / .CE_(QOH_l)dZE _ _n—2o¢
—Ja 2a

k=n+1
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Ainsi,
1
2 2, —2a
Ealf)i < 5-5(f)n

2o et en prenant le supremum pour n > 1,

et en divisant par n~

flao < \/iz_asm

d’ou f € A“. De plus,

+oo
115 = Eo()5 = () + D lf)
n=2

et vu le raisonnement suivi plus haut et le fait que

n(f)? <SP = 5(f)?,
on obtient que
V2a+1
V2a

V2a+1+41
e oW

Réciproquement, supposons que |f|4e < oco. Par définition, on a alors que pour tout
m > 1,

S(f).

£l <
Donc

£ 40 =

En(f)3 < |fem™™.

De plus, pour tout m > 1, on a

00 2m
En(a= Y w?= Y %)= mpm(f)
k=m+1 k=m+1
On en déduit que
1
'72m(f>2 < EEmOc)%{ < m7(2a+1)|f|i\a'

Ainsi, sin = 2m, on a

n —(2a+1) o (20
) ‘f‘i\& _ 22 +ln (2 —H)’f’ia.

2 <_
()7 = (5
Dans le cas ott n = 2m + 1, il vient

Yomi1 () < vam(f) < m~CFD| f| 4o

Or,sin23,m:”T_12§etdonc
n(f) < 3T a2 £ 4o,
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Au final, on a obtenu que pour tout n > 2,

139, (f) < Clf|ae < C | f]] 4

ou la constante C' ne dépend que de «. De plus,

N2 <D ()= Eol£)3 = IfIl5
k=1

donc .
17291 (f) < 1l < N Ilgor -

On a donc bien que )
sup 29, (f) < C|| f 4o

n>1

avec une constante C' ne dépendant que de a. O

Nous affinerons plus tard la caractérisation de notre espace A®.

2.2 Caractérisation des espaces d’approximation : Mé-
thode générale

Nous allons maintenant nous placer dans un cadre plus général que dans I’exemple pré-
cédent et chercher a caractériser les espaces d’approximation dans le cas de ’approximation
non linéaire dans des espaces normés. [

Soit (X, [|.||x), un espace normé et soit (X,),, une suite de sous-ensembles de X. On
note

Ea(f)x = inf [1f =gl

Puisque nous sommes dans le cas de ’approximation non linéaire, X,, n’est évidemment pas
obligé d’étre un espace linéaire. La ot1, dans le cas de I'approximation linéaire, n représente
la dimension de X,,, ici, n peut étre interprété comme le nombre de "paramétres libres". Par
exemple, dans I'exemple étudié précédemment, il s’agissait du nombre de termes utilisés.
Cependant, nous devons quand-méme imposerrf] les hypothéses suivantes aux ensembles
X, :

2. Sauf mention contraire, le raisonnement et les résultats exploités dans ce chapitre proviennent de
[12].

3. Seules les hypothéses 3,4 et 6 sont essentielles car elles nous assurent la convergence et stabilité de
la structure d’approximation par combinaison linéaire. Les autres pourraient étre supprimées ou modifiées
si nous suivions une autre approche. Par exemple, dans le cas oil nous n’aurions pas ’hypothése 5, nous
pourrions travailler & € prés, mais cela compliquerait les calculs.
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Xo = {0},

La suite (X,,), est croissante pour I'inclusion,

Va € R\{0}, a X, = X,

X, + X, C X., pour un ¢ > 1 indépendant de n,

Otk W=

Tout élément de X admet une "meilleure approximation" dans X,,, c’est-a-
dire qu'il existe un élément g € X,, qui réalise E,(f)x,

6. limy_soo En(f)x =0, Vf € X.

TABLE 2.1 — Hypothéses sur les espaces X,

Au vu de I'hypothése 2, on peut préciser ’hypothése 6 en mentionnant que E,(f)
décroit vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

Tout comme on l'a fait dans I'exemple sur les espaces de Hilbert, on va définir les
espaces

AY(X)={f € X :supn®E,(f)x < +oo}

n>1

pour tout @ > 0. Notre objectif va étre de caractériser A*(X). On pourra méme étre plus
précis sur la décroissance de I'erreur et plutdt caractériser les espaces suivants.

Définition 2.2.1. Soit A7 (X) P'espace des fonctions f € X telles que

(Zle(naEn(f)x)q%)E si0<g<oo
|f|Ag = .
SUp,>1 N En(f)x si g =00
est fini.

Le résultat suivant nous donne les premiéres propriétés de ces espaces.

Proposition 2.2.2. 1. On a l’équivalence suivante.

oo a 1,
7] (> ko [Qk E2k(f)X}q)q 510 < q< o0
Ag =
Supkzo 2kaE2k<f)X Si q =0

avec des constantes d’équivalence ne dépendant que de a et de q.
2. |.|Aqa est une semi-norme lorsque ¢ > 1 et une quasi-semi-norme lorsque 0 < q < 1.

3. On a que Ay C A5 pour tous 0 < g < p < o0o.

Démonstration. Montrons le premier point en considérant 0 < ¢ < oo. Un raisonnement
similaire peut s’appliquer lorsque ¢ = oo. Vu la décroissance de 'erreur et la croissance de
la fonction z — 2, on a que, pour tout n € {2%,... 2F1 — 1}

2 By (f)% < U, (f)% < 20D Ep (f)k-
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Ainsi,

o] ok+1_1 [e'e) fe%e) ok+1_1
. 1 . 1 . 1

E ok qEQkJrl(f)g( § E < E n quL(f)%(ﬁ < E 2(k+1) qEQ’“(f)%( E : ﬁ

k=0 n=2k n=1 k=0 n=2k

11 suffit alors de remarquer que

Ll
9 ok+l

IA
SN
VAN
)

-

pour obtenir I’équivalence annoncée.

Pour le deuxiéme point, commengons par remarquer que si f € X7\ {0}, alors, f € X,
pour tout n > 1 et donc E,(f)x = 0 pour tout n > 1. Ainsi, [.[4. sera au mieux une
semi-norme.

De plus, vuI’équivalence du premier point, calculer | f| 4o revient & calculer 125 Eor (f) x e,
ce qui nous donne le fait qu’on a une quasi-semi-norme lorsque 0 < ¢ < 1, au vu de
I’exemple . La méme constatation et les inclusions des espaces ¢, C ¢, lorsque ¢ < p
nous permettent d’obtenir le dernier point. ]

2.2.1 Inégalités de Jackson et de Bernstein

L’équivalence obtenue dans le résultat précédent fait penser a celle que nous avions ob-
tenue pour les espaces d’interpolation construits a partir du K-fonctionnel dans le chapitre
1. Dés lors, il n’est pas étonnant que 1’on puisse utiliser ces espaces d’interpolation pour
caractériser nos espaces d’approximation. Cela va étre rendu possible grace aux inégalités
de Jackson et de Bernstein.

Soient » > 0, X, un espace normé et Y C X, un espace quasi-semi-normé. Supposons
que les espaces X, vérifient les conditions de la Table 2.1} On peut définir les inégalités
suivantes :

Jackson : 1l existe C' > 0 tel que E,(f)x < Cn~"|f|y pour tout f € Y et tout n > 0.
Bernstein : Il existe C' > 0 tel que |S|y < Cn'"||S||, pour tout S € X, et tout n > 0.

Remarquons que 'inégalité de Jackson implique que le noyau N de la quasi-semi-norme
|-|y est inclus dans X, pour tout n > 1. En effet, si ¢ € N, par I'inégalité de Jackson,
E,(g)x = 0 pour tout n > 1, donc g € X,,. Or, la condition 5 sur les espaces X,, implique
que X, est fermé. Sinon, on pourrait trouver un élément f € X, qui ne serait pas dans X,.
Par la condition 5, on pourrait alors trouver f’ € X, tel que || f — f'||x = 0. Par définition
de la norme ||-||y, cela imposerait f = f' € X,,, ce qui est une contradiction. Au final,
g€ X, = X,.

Ainsi, quitte & ajouter ce noyau dans notre suite (X,,),, on peut supposer que

XlzN
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et donc que
|fly = 0 pour tout f € X;.

En outre, I'inégalité de Bernstein impose que pour tout n > 0,
X, CY

car si S € X,, C X, le membre de droite de I'inégalité de Bernstein est fini, donc celui de
gauche doit I'étre également.

Le lemme suivant nous donne une comparaison entre le K-fonctionnel et I'erreur d’ap-
proximation. E|
Lemme 2.2.3. Soient r > 0, X etY définis comme précédemment.

1. Si linégalité de Jackson est vérifiée, alors il existe C' > 0 tel que

E.(f)x < CK(f,n™")
pour tout n > 0 et pour tout f € X.

2. Si linégalité de Bernstein est vérifiée, alors il existe C' > 0 tel que

n

K(f.n™) < O (S B )

k=1

T =

pour tout n > 0 et pour tout f € X, ot p:= pu(Y) est 'exposant donné pour |.|y par
le Théoreme [A.0.3.

Démonstration. 1. Soit € > 0 et soit g € Y tels que
If = gllx +n7"lgly SK(fin™") +e.
Considérons également un élément S dans X, tel que
lg = Sllx < Enlg)x + ¢
Alors
En(f)x <\If =Slix < If = glix +llg = Sllx

< f = 9gllx + Enlg)x +¢
<|f =gllx +Cn"gly +¢

ou la derniére inégalité est obtenue grace a I'inégalité de Jackson. En posant
C" = max(1, (), il vient

E.()x <C'K(f,n")+ (14 Ce.
Comme ¢ est arbitraire, on obtient finalement

En(f)x < CK(f,n™").

4. Démonstration tirée de |15] (p. 217).
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2. Vu la croissance de K (f,.), il suffit de montrer le résultat pour n = 2™ m € N. En
effet, dans ce cas, pour tout n > 0, il existe m € N tel que 2™ < n < 2™+ Alors,
puisque K (f,t) est croissant, on a

K(f;n™") < K(f,27™)

om

< C 2 (3 WD )
<09 2y (S ()] )
< O (Y W BN

k=1

puisque 2™ < n et 277 < 7

Prenons donc m € N. Soit, pour tout k € N, ¢ € Xor tel que Eor(f)x = ||f — ¢ullx
(un tel ¢y existe vu la condition 5 sur les espaces Xn)ﬂ Posons ¢, = ¢ — px_1 pour
tout £ > 1 et )9 = ¢o. Au vu des conditions 2,3 et 4 sur les espaces X,,, on a qu’il
existe ¢ > 1 tel que ¢, € X . En effet,

Uk =k — Pr—1
€ Xor — Xor1
C Xyr — Xor (condition 2)
C Xor + X% (condition 3)
C Xk (condition 4).
La décroissance de (E,(f)), nous donne alors, pour p := u(Y')(cfr. théoréme [A.0.3)),
19kl < 11 = enllx + 1If = @rally < 2Bz (f), pour tout k> 1.

Comme @, = Y 1k et |tholy = 0 (car ¥y € X; = N), 'inégalité de Bernstein et
la décroissance de (FE,), ajoutées a ce que l'on vient de montrer nous donnent

K(f,27™) < ||f - SOmHX +2_mr|90m‘Y

< By (f)x + 27 (3 [l

k=1

1

< By (f)x + 02 (3 [2 nll]")
k=1

5. On pourrait aussi ne pas utiliser la condition 5 et prendre des inégalités a 2% prés, mais cela alourdirait
la démonstration.
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<027 (3 2V By (f)x]") .
k=1

Or, pour tout k > 2, la décroissance de (F,), nous donne queﬂ

2k—1_1

2B (5] <O Y W BN

n=2k—2

1

Ainsi, (330, [2M Egea (f)x]")w < CO2 I EL(f)x)” %)i Quitte a modifier la
constante, le terme en £ = 1 qui doit étre ajouté au membre de gauche peut étre
absorbé par le terme en n = 1 dans le membre de droite, ce qui nous permet d’obtenir
la conclusion.

O
Le lemme suivant nous donne une version discréte des inégalités de Hardyﬂ

Lemme 2.2.4. Soient (ay)i et (by)g, deux suites de réels positifs, r > 0, et soient C' > 0
. 1
et > 0 tels que by < 02_“(2?:0 [277aj]" ). Alors, pour 0 < o < r et pour q > 0,

Z 2kabk < ' Z 2ka ‘1 %
k=0 k=0

Démonstration. Soit a < f < r. On peut supposer que i < ¢ car si I'inégalité de 1'hy-
pothése fonctionne pour un certain p > 0, elle va fonctionner pour toutes les valeurs plus
petites puisque £, C £, si p' < p. On a 29" = 2/'=A238 Alors, en prenant p > 0 tel que
b+ & =1, l'inégalité de Holder nous donne que

k k k
(Z [2]"@]]“)% < (Z 2jﬁqGQ)§(Z QJP(T—B))%
7=0 7=0 7=0
Or, on a que
k k+1)p(r— k+1)p(r—
Z(Qp(r_ﬁ))j _ o(k+L)p(r—=8) _ 1 - 9(k+1)p(r—8) Jp——
op(r=B) — 1 — 2p(r—B) —_ 1

J=0

avec une constante C' dépendant de p, 8 et r. Ainsi,

k k
D b)
j=0

J=0

Q=

6. 11 suffit d’utiliser un raisonnement similaire a celui utilisé dans la proposition m
7. Démonstration adaptée de [16] (p. 197-198).
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Alors, en utilisant notre hypothése et cette majoration,

T

k
(277 < 2Feagag—har (Z(zﬂ"aj)ﬂ>

J=0

k
< okaqrag—ker cok(r—B)q (Z 2jﬁqa;1>
k
— ('9kala=p) (Z Qjﬁqa?>
§=0

et donc
) . o k q
O len <o (33 2
k=0 k=0 j=0
1
o0 o q
—C (Z 2jﬁqa;{ Z 2(a—6)kq>
J=0 k=j
De plus,

oo o0
Z ola=Bkq _ o(a—B)jq Z o(a—p)mq
k=j m=0

ce qui nous donne la conclusion car la série du membre de droite converge puisque

a < (. Dans le cas ol ¢ = 00, une version simplifiée de cette preuve permet de conclure. [

Le résultat suivant nous donne la caractérisation des espaces d’approximation Voulue.ﬂ

Théoréme 2.2.5. Si les inégalités de Jackson et Bernstein sont vérifiées, alors pour tout
O<a<rettout)<qg<oo, ona

A?(X) = (Xv Y)%,q
avec des normes équivalentes.

Démonstration. Notons Z = (X,Y)a 4. Soit f € Z. On sait donc que [f]|7 est fini. Or, on
sait que si 0 < ¢ < ooﬂ en utilisant le point 1 du lemme [2.2.3] -

Ex(f)x < CK(f,27%)

et en prenant l'entier j tel que 7 < kr < j + 1, par croissance de K et vu que ka ~ %oz,

e SOY[2Bn(Nx]" < C Y [27 K (f,27)]".
k=0 j=0

8. Démonstration tirée de [15] (p. 235)
9. La démonstration s’adapte facilement si ¢ = co
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Or, le dernier membre de ces inégalités est fini par hypothése (au vu de I’équivalence|1.2.5]).
Ainsi, f € A7(X).

Considérons maintenant f € Ag(X). On veut montrer que

SRR (f,27)]%) < oo
k=0

Cela suffira a obtenir que f € Z car pour k fixé et pour tout entier j tel que
kr <j<(k+1)r,

K(f,27) < K(f,27%) et j% < (k+1)a.

Ainsi, on aura

i Qj%QK(f’ 2*j)f1 < i Z 2(k+1)aqK(f’ 27kr>q

§=0 k=0 \ jelkr,(k+1)r[N

et puisque qu’il y a un nombre fini d’entiers j dans [kr, (k + 1)r[, on obtiendra

o0

Zzﬂ FK(f,270)0 <O [2RE(f,27)]") < oo

k=0

Or, le lemme nous donne que pour tout k,

2k ﬁ
ul
K f 2~ kr < 02 kr -
( 2 B3
]7
De plus,
ok k-1 [2it11
STITE N =D D S TEDE |+ 2 B (),
j=1 1=0 j=2t
et lorsque j € [2¢, 2T — 1],
E;(f)x < Ex(f)x
11 vient alors
211 2011
> B < Bk 3 0
j=2 j=2
2i+1
< C’Egﬁ(f)’;(/ g
21’
2 —1
- CEQZ(f)'L)L( TIU, 2 ‘LL.
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Au final,
2k k
Y IMTE(N)Y <G Y2 Ex(f)k
j=1 =0

On applique alors le lemme précédent avec by = K (f,27%") et aj, = Fox(f)x pour obtenir
que Yop2, 2K K (f,277)]") 7 < O|f]ag(x) < oo et donc que f € Z. O

Ainsi, au vu du théoréme précédent, lorsque 1'on se fixe un espace normé X, pour
caractériser I'espace d’approximation AJ(X), il faut

1. Trouver un espace Y continiiment plongé dans X tel que les inégalités de Jackson et
de Bernstein sont vérfiées,

2. Trouver une caractérisation de 'espace (X,Y)a , obtenu grace au K-fonctionnel.
T
Méme si la premiére étape semble difficile, le théoréme suivant nous permet de montrer
que nos espaces d’approximation vont fonctionner.m

Théoréme 2.2.6. Soient X un espace normé et une suite (X,), de sous-ensembles qui
satisfont aux conditions mentionnées dans la table . Pour toutr > 0 et tout 0 < s < o0,
les espaces (X)), satisfont les inégalités de Jackson et de Bernstein pour Y = AL(X).
Ainsi, pour tout 0 < a < r et tout 0 < ¢ < 00, on a

A (X) = (X, AL (X)) 2 g

Démonstration. Si f € AL(X), fixons m € N\{0}. Pour tout n € {m+1,...,2m}, vu la
décroissance de (E,(f))n, on a

n En(f)x > 1" Eon(f)x > m" Eop(f)x.

Donc,
2m 1 2m 1
P2 Y0 B S 2 0 Ban(Dx) Y
n=m+1 n=m+1
Or on a
2m 1 2m 1
- > — > 1
DRI SRRV
n=m-1 n=m-+1

Au final, 2m" Eyp,(f)x < C|f|4r et puisqu'un raisonnement similaire permet d’obtenir que
(2m + 1) Eypmy1(f)x < C|f|ar, 'inégalité de Jackson est démontrée.

De plus, si g € X,,, on sait que E,,(g)x =0Vm >net V1 <m < n,E,(g9) < |lg] -
Ainsi,

n—1
1
912 = 2 [ Bn(o)xl” 20 < On gl
m=
ce qui nous donne l'inégalité de Bernstein. Le reste découle directement du théoréme pré-
cédent. ]

10. Démonstration tirée de [16] (p. 198).
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2.3 Retour aux espaces de Hilbert

Revenons a I'exemple de la section 1. Les résultats obtenus précédemment vont nous
permettre d’affiner la caractérisation que nous avions obtenue. Commengons par remarquer
que l'espace A"((X,),) que nous avions étudié correspond a A% ((X,),) et que les espaces
¥, vérifient les conditions de la Table 2.1 Pour arriver a caractériser A7, on va avoir

besoin des espaces de suites de Lorentz, que nous allons étudier dans la section suivante.

2.3.1 Espaces de suites de Lorentz

Soit a := (ay,),, une suite de nombres complexes. On définit la fonction de distribution
de a sur R, par
D,(A\) = #{n € N:|a,| > A}
Cette fonction est décroissante sur R, .
Le réarrangement décroissant a* de a sur R, est donné par

a*(t) = inf{A > 0: D,(\) < t}.

Puisque D, est décroissant, cela a bien du sens de prendre I'infinimum et on obtiendra que
a* est décroissant. De plus, puisque pour tout A > 0, D,(\) est un entier, on a que a*(t)
est constant sur U'intervalle [n — 1, n[ pour tout n > 1.

Lorsque, pour tout A > 0, D,(\) < oo, le fait que le réarrangement est constant sur
[n — 1, n[ induit une nouvelle suite a* := (a), : pour n — 1 <t < n, on pose

;= a*(t) = inf{\A > 0: D(\) <n—1}.

Définition 2.3.1. L’espace des suites de Lorentz (., 1 < p < 00,1 < ¢ < o0, est
’ensemble des suites complexes a = (a,,), telles que

n=1

q
(o [mrap] i 1<p<oo, 1<g< o0,
leleg, ) = 1
Sup,>1 nra,, 1 <p<oo, ¢g=o00
est fini.[[]

Remarque 2.3.2. Dans le cas particulier ot ¢ = 0o, I’espace de Lorentz £, 4 est également
appelé l'espace ¢, faible. On a alors que pour tout a € ¢,, 1 < p < oo, ||a|\é< : < ||a||£p et
p,o0

donc que £(p o) D p.
En effet, pour tout n, on a a;, < aj pour tout £ < n au vu de la décroissance de la suite
et donc

n
n(ap)? <Y (ap)" < lall}, .
k=1
Ainsi,

1
lall,, = supnba;, < llal,.
n>

11. Définition de |25].
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La caractérisation suivante nous sera particuliérement utile dans la section 2 du
chapitre 4.

Théoréme 2.3.3. Soit 1 < p < co. Une suite (a,), de nombres complexes est dans l’espace
de Lorentz £, o) si et seulement si

supe?PD,(e) < 400
e>0

De plus, on a ||(ay) = (Sup.s 5pDa(5))%'

”Hf(p,oo)
Démonstration. Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Fixons ¢ > 0.
Posons k = D,(¢). Par définition de D,(¢), cela signifie qu’il y a exactement k termes dans
la suite de module strictement supérieur a . Ainsi, on a

ay, > e.
Or, par définition de H'Hz(p _pona
Jall,
ap < ——5 -
k»
On obtient donc
lall,
N
Dq(e)?

ce qui nous donne
P p

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Posons

S =supefD,(e).

e>0

Ainsi, pour tout € > 0, on a
D,(g) < Se7P.

Fixons n > 1. Pour tout 7 > 0, considérons 9, ,, = a; — 7.
On a d,, < af et af, =inf{\ > 0: D,(\) <n—1}, donc

n—1< Dy(d,n)
et puisque D, (9, ,) est un entier,
n < Do(0y,) <56, 7 = S(a;, —n).

Ainsi, en faisant tendre n vers 0,

n < S(a,)™?
Au final,
sup n%a; <S ,
n>1
et le résultat est démontré. O
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2.3.2 Interpolation des espaces de suites de Lorentz

Dans la suite, nous aurons également besoin de pouvoir interpoler les espaces de suites de
Lorentz. Nous utiliserons donc le théoréme suivant[™]

Théoréme 2.3.4. Supposons que (ay)n € £y + lx,0 < p < 00.

1. K((an)n,t,lp, loo) < (Z}fﬂ([a;]p)% avec des constantes d’équivalence indépendantes
de t.
1-6

2. Sz’pg<q§oo,0<9<1et%:p;0, alors

(ﬁpo ) goo>9,q = g(p,q) :

Démonstration. 1. Soit t > 0. Posons N; = [t*|. Si (a?),, est le réarrangement décrois-
sant de (a,),, posons, pour tout n,

A si |a,| > ay,
" 0 sinon.

et ¢, = a,, — b,.
Commencons par remarquer que dans ce cas, b € ¢,. En effet, par définition du

réarrangement décroissant,
* *
a; > ay > ...,

donc aj, est le Ni-éme plus grand coefficient en module. Ainsi, b a au plus N; coeffi-
cients non-nuls et donc

De plus, on a également ¢ € /... De fait, par définition, on a
0 si |an| > aj,
Cn =
a,, sinon

Donc pour tout n > 1, ¢, < aj,.
Ainsi, par définition de K, on a que

K ((an), t; by, Loc) < [(0n)ll,, +Ell(cn)ll,, -
Or, vu la définition du réarrangement décroissant,

Ny

1®a)lly, = O (a)?)e et [I(ca)ll,. = ak,-

n=1

12. Adapté du théoréme 5.2.1 p. 109 de [4]
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Donc

Ny
K((an), t; by, loo) < (O _(ag)")? + tak,.
n=1

En remarquant que

Il

Q
Yol
)=

=

g*

=
N—
s

ou la constante C' ne dépend pas de ¢, on obtient bien que

K (@)t 6y l) < C (Zm:;)p) .

n=1

Réciproquement, soient (b,) € ¢, et (¢,) € {x tels que pour tout n, a, = b, + ¢,.
Pour p > 1, 0n a

M
—~
S
3 ¥
~—
=
~—
S =
IN

S mh + <§j<c:;>f’>i]

1), + Ne (el
(G, + el

car N; <t. Dans le cas ou p < 1, la premiére majoration devient

S mt + <i<cz>p>i]

IN

IN

Ny

S (ap)pyr <C

n=1

avec une constante C' ne dépendant que de p. Au final, en prenant ¢’ = max(1,C),

on obtient
Nt

S < (U, + e, ]

n=1

Puisque cette inégalité est indépendante des suites (b,,) et (¢,) choisies, on a bien
montré 'autre inégalité.
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. Pour montrer 'égalité entre les espaces ({py,{c)oq €t (pq), montrons I'équivalence
entre leur norme. Par définition, rappelons que

o dt\ @
”(a”)"”(fpo,zoo)e,q = (/ t qu((an),t;Epo,éoo)QT) :
0

Vu I’équivalence du point 1, on a alors

Q=

PO
* . dt
e, = | [ £ X @] T

0 k<[tPo |

En effectuant le changement de variable s = tP°, on a

povZOO)G«,q

g . ds
laalli, o, = / sw (S| & (2.1)

Or,

TOO _gq ds &% [l e " ds
P *\Po p— P *)Po —
/0 s | Y (ap) . /l s (> (ap) .

E<|s] =0

De plus, puisque py < q, €,,, C £, et

ap)r<illz,, < ek, -
PO q

Donc
a
oo e Pds L e ds
[ (S ) T e [T
0 k<|s] 1=0 k<l °
R XM eads
=Sy [
k=0 1=k 7! 5
+00 “+00 _
= (CLZ)q/ s ds
k=0 k 5
En remarquant que
+oo _
/ srords _ boy sl
k S fq
et que X = 4 _ 4 op obtient finalement que
po Po p
a
+oo —ogq Po dS pO +o0 4 —q p +oo v
5P0 ay)P° — == at)ikrkro < 22 af)kr k™! (vu que ¢ >
/ T | T L <GS ka (aue > )
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et donc que
1(@n)all ey i), < C Ml@ndally,,,

avec une constante C' ne dépendant que de py, 0 et q.

Montrons 'autre inégalité. On repart de I’équivalence (2.1). On a que pour
s €[k, k+1],

On obtient donc

De plus, posons a = z—g. Pour s € [k, k+1[,s7* 1 > (k+ 1), donc

k+1
/ s s > (k+1) >0k !
k

—a—1
-1

On obtient donc que

car limy_,

N EvS |
1@ nllie sy = C D (@) 70 1
k=1

En utilisant le fait que i = 1p;09, on conclut pour 'autre inégalité.
]
Théoréme 2.3.5. Soient py, p1,qo, q1 €t q, des nombres strictement positifs et soit
0 <n<1. Posons ]lj = %1 + 1_:71_' Alors, si pg # p1,
(K(POJZO)’ g(l’lﬂl))ﬂ,q = K(P#I)'
Démonstration. Soient 0 < r < min(pg, p1), z% = 1’791' et @ = (1 — )0y + nb;. Remarquons
que dans ce cas, on a = 1%9. Alors, en appliquant le théoréme précédent et le théoréeme
de réitération[1.3.2] on a
(f(po,qo)7€(p1,q1))n,q = ((€r, €o0) 0,905 (Ervgoo)%tn)mq = (lr loo)og = Uip,g)-
O
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2.3.3 Caractérisation de Ag‘

Dans la section 1, on avait trouvé que f € A", si et seulement si sup,,~, n" "2, (f) est
fini, ot 7,,(f) est le n-éme plus grand nombre parmi les | f;,|. Cette inégalité et la définition
de (fx);, nous permettent d’obtenir que la suite (fx)x := ((f, 7)) est dans I'espace £(+(r) )
avec % =7+ 5 et sup,, n" 24, (f) est équivalent a |l ooy -

L’application f — f; est inversible et définit un isomorphisme entre H et EQ(N)E et
entre A7 et {(-(;)), VU les équivalences entre les normes.

Or grace au théoréme [2.2.6] on sait que Vo < r, Vg > 0,

AG(H) = (H, AL (H)) = 4.
De plus, le théoréme nous donne que

2
lrtayg = (7 lr(r),00)) 2 g

Ainsi, en interpolant, on a également un isomorphisme entre A7 et () 4(N). Au final,
on obtient donc le théoréme suivant qui nous donne la caractérisation que 1’on recherche
depuis le début.

Théoréme 2.3.6. Une fonction f € H est dans l'espace Ay, avec a >0 et 0 < q < 0o, si
et seulement si ses coefficients (fx), sont dans Uespace lr(a) 4, avec 7(a) = —+. De plus,

T oati
|f|Ag = |(fk)k|47(a),q'

13. Gréace au théoréme 7.1.3 de [2].
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Chapitre 3

Théorie de Littlewood-Paley et bases
d’ondelettes

Dans ce troisiéme chapitre, nous étudions ’approximation non linéaire par ondelettes
en contexte multivarié. Pour ce faire, deux types de constructions de bases peuvent étre
envisagées.

La premiére approche consiste a batir des bases d’ondelettes isotropes, dont le support
présente les mémes dimensions dans toutes les directions. Ces bases sont classiquement
privilégiées pour leur capacité a capturer la régularité globale d’un signal, une propriété
notamment exploitée dans la compression d’images au format JPEG 2000.

Toutefois, cette construction s’avére peu efficace pour traiter les discontinuités le long de
courbes. Pour répondre a des besoins spécifiques, comme ceux de I'imagerie médicale, une
alternative consiste a utiliser des bases hyperboliques (ou anisotropes). Celles-ci autorisent
des supports aux dimensions variables selon les directions, offrant ainsi une plus grande
flexibilité géométrique.

Ce chapitre intermédiaire réunit les outils théoriques nécessaires a 1’élaboration de
ces deux types de bases. Nous développerons d’abord certains éléments de la théorie de
Littlewood-Paley qui seront utile pour cette construction. Ensuite, nous préciserons les hy-
pothéses requises sur les ondelettes avant de détailler la structure des bases dans la seconde
partie du chapitre.

3.1 Eléments de la théorie de Littlewood-Paley

Dans cette section, nous reprenons les éléments cités dans la section 2 de [14].
Dans la suite, nous utiliserons la notation suivante.

Notation 3.1.1. Notons D(R?), ensemble des intervalles dyadiques de R?. Si .J € D(R?),
on note 7(J, -) toute famille de fonctions indicée par J.[]

1. Contrairement & la notation 1 qui sera définie dans la deuxiéme partie de ce chapitre, cette famille
n’est pas forcément obtenue par des translatés dilatés d’une seule fonction.
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Commencons par définir I'inégalité forte de Littlewood-Paley.

Définition 3.1.2. Soit 1 < p < oco. Une famille de fonctions a valeurs réelles n(.J,-), J €
D(RY) satisfait I'inégalité forte de Littlewood-Paley si pour toute suite finie de réels (c;),
on a

N

Yooem| =D Gl

JeD(RY) JeD(R?)

(3.1)

p p

avec des constantes d’équivalence dépendant uniquement de p et de d.

Remarque 3.1.3. Si I’équation (3.1]) est vérifiée pour des suites finies, alors on obtient
qu’elle est également vérifiée pour des suites infinies par un argument limite.

Une autre équivalence qui nous intéresse est la suivante.

Do e =X G (3.2)

JED(RY) JeD(RY)

p p

On peut montrer que (3.1)) et (3.2]) sont équivalentes sous certaines conditions. Pour ce
faire, nous avons besoin de 'opérateur maximal de Hardy-Littlewood.

Définition 3.1.4. On définit 'opérateur maximal de Hardy-Littlewood pour une fonction
localement intégrable g par

Mg(z) :=  sup |J|/Ig )|dy.

JeD(R?)zeJ
Dans [17], Fefferman et Stein ont montré le théoréme Suivantﬂ

Théoréme 3.1.5. Pour toutes fonction 1(J,-) et constantes c;,J € D(R?), on a, pour
I <p< oo,

(> (eaMy(F, )z <AIC D (em(.)D)?

JED(RY) » JeD(R)

avec une constante A dépendant seulement de d et p.
On a alors le résultat suivant pour 1’équivalence entre et dans le cas univarié.
Corollaire 3.1.6. Si la famille de fonctions univariées n(J,-) satisfait
n(J,x)| < C Mx,(z), xs(x) <C Mn(J,z), Vo €R, (3.3)

alors est satisfait si et seulement st est satisfait.

2. Voir théoréme 1
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Démonstration. 11 suffit de montrer que sous ces hypothéses,

1 1
(Y Gz =Y. &)
JeD(RY) JeD(R)

p p

Cela est immédiat en majorant chaque membre grace a ’hypothése appropriée et au théo-
réme précédent. O

Remarque 3.1.7. Les conditions imposées dans le corollaire précédent sont faciles a satis-
faire. Par exemple, sin(J, -) est la famille formée des translatés-dilatés d'une méme fonction
1, I'inégalité de gauche est vérifice a chaque fois que

[v(z)| < Cmax(1, |z|)~* pour tout x € R

avec A > 1. En effet, fixons J := [277k,277(k 4+ 1)[ € D(R) et 2 € R et pour toute fonction
f, notons f; la fonction normalisée définie par f;(z) = 22 f(2/z — k). On pose t = 27z — k
et p = dist(t, [0, 1]) = dist(2/z, [k, k + 1[). On a p < |¢].

Soit I, le plus petit intervalle contenant x et J. On a

[I| < |J| + dist(x, J) = 279(1 4 p).
De plus, on a
[ty =2t [ @y —way =2k o4
J J

Ainsi, on a

1
M > dy = > X
Xs(x) > 7] JXJ(Z/) y 21+,

Au final, puisque |1, (z)| = 2%|1/J(t)| vu ’hypothése, on a

WJ(37)|

ey < 1 AO)

< (1+ [t))C max(1, [t[)~*
< C'max(1, [t))'™
Puisque A > 1, on a bien obtenu l'inégalité de gauche.
On a également que 'inégalité de droite est toujours vérifiée lorsque la famille 7(J, )

est générée par les translatés dilatés d'une fonction ¢) non nulle.
En effet, pour J € D(R), on a

M) 2 7 festoay =24 [ o= c2!
pour tout x € R.

Or,si z € J, on a xy(x) = 2% et xs(x) < EMuy(x). Sia ¢ J, alors xs(x) = 0 et
I'inégalité est également vérifiée.
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Nous aurons également besoin de lier ces inégalités a des bases inconditionnelles. Rappelons-
en ici la définition.

Définition 3.1.8. Une base (J,-), J € D(R?) est inconditionnelle si pour toute suite
a valeurs dans {£1} et pour toute suite finie ¢;, on a

Z eremn( || = Z cn(J;-)

JeD(R?) JeD(R?)

p p

avec des constantes d’équivalence ne dépendant pas des suites € et c;.

En prenant des suites (¢;) a valeurs dans {0,1}, on remarque que le fait d’étre une
base inconditionnelle revient & demander que les décompositions des fonctions dans la base
convergent peu importe les sommes partielles considérées.

Nous allons aussi avoir besoin de la définition suivante.

Définition 3.1.9. On définit les fonctions univariées de Rademacher par
rj(t) == sign(sin(2/*'7t)), t €[0,1], j € N.

En faisant correspondre chaque naturel j avec les rectangles de D(R), on obtient la famille
r(J,.),J € D(R).
Dans R?, on obtient

T(I, (xlu s ,.’Ed)) = T(Il,l'1> .. .T([d’,]jd), I = [1 X o0 X [d
comme le produit tensoriel des fonctions de Rademacher.

Avec les fonctions de Rademacher, nous avons également l'inégalité de Khintchineﬁ.

Lemme 3.1.10. Pour 1 < p < oo et pour toute suite finie c;, J € D(R), on a

> () = (Y les).
J

J

Lyp([0,1])

On a le lemme suivant.

Lemme 3.1.11. Soit 1 < p < oo et soit n(J,-),J € D(RY), une collection de fonctions
multivariées. Si on consideére les assertions suivantes

1. (n(J,")) sepey satisfait ;
2. (U(Ja'))JeD(Rd) satisfait ;'

8. (n(J;+) sepwe) est une base inconditionnelle pour L,(R%Y,

3. Pour une preuve de l'inégalité utilisée, voir le théoréme 6 p. 30 et le lemme 1 p. 41 du chapitre 2 de
23]
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on a que (1) et (3) sont équivalents et que (2) implique (3). De plus, si est verifié,
alors toutes les conditions sont équivalentes.

Démonstration. Commencons par montrer I’équivalence entre (1) et (3). (1) = (3) : On
doit montrer que pour toute suite (¢;) a valeurs dans {£1} et pour toute suite finie (¢;),

Z €JCJ77(<],‘) = Z CJH(‘L')
)

JeD(R? JeD(R?)

p p

Or, pour de telles suites, on a, pour tout J, (e;¢5)? = ¢ et, puisque (n(J,.)) satisfait
on obtient

Y esem()| = ||OQ (esen)™n( )%
=1 n(g,.)%)z
= ZCJT](J,.)
J p

(3) = (1) : Soit (¢s) sep(re), une suite finie. Fixons z € R?. Par I'inégalité de Khinchine,
on a

Donc, en prenant la norme dans Lp(Rd) des deux cotés, on a, par Fubini,

ZCJU(J, x)r(J,.)

= (Y Jesmn(J,2)?)z).

Lp([0,1])

ZT’(J, Jean(J, )

J

~
—~

- An(r,.)%)z

Lp([0,1]xR%) p

De plus, on sait que (n(.J,.) est une base inconditionnelle et que les fonctions de Radema-
cher sont & valeurs dans {£1}. Ainsi, le membre de gauche de la derniére équivalence est
équivalent & [|>_; cjn(J, )|, ce qui suffit.

De plus, le fait que (2) implique (3) se démontre en suivant le méme raisonnement que
pour montrer que (1) implique (3).

Enfin, I’équivalence entre les assertions lorsque est vérifié découle directement de
I’équivalence entre et lorsque cette condition est satisfaite. ]
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3.2 Construction des bases d’ondelettes utilisées

Passons maintenant a la construction des bases d’ondelettes. Conformément a [12] et a
[19], nous allons travailler avec des ondelettes biorthogonales a support compact car ce
sont les ondelettes les plus souvent utilisées dans les applications numériques. Notons que
les démonstrations relatives aux constructions et aux propriétés des ondelettes ne seront
pas développées dans ce document mais peuvent, par exemple, étre trouvées dans [9] ou
adaptées de [2].

3.2.1 Construction des ondelettes biorthogonales en dimension 1

Considérons une analyse multirésolution (V;);jez de Lo(R) et une fonction ¢ a support
compact et de classe C™, m > 0, telle que pour tout j € Z,

Q; = {p,k = 2%g0(2ja: —k):kelZ}

est une base de Riesz de V. On suppose, de plus, que les espaces V; contiennent tous les
polyndémes de degré strictement inférieur & N. Cela est notamment le cas si ¢ satisfait la
condition de Strang-Fix d’ordre N, c’est-a-dire que p(0) # 0 et que D"P(2km) = 0,k €
Z\{0},|n|] < N.

Puisque les espaces V; sont emboités, on peut écrire que

Vil =V, & W,
ot W; est un complément de V; dans V. qui n’est pas forcément le complément orthogonal.
On peut alors montrer qu’il existe une fonction ¢ = >, gx(2 - —k) telle que pour tout
J €L,

est une base de W;. Puisque ;. V; = L2(R) et [, V; = {0}, onaque Ly(R) = B, W
et donc que ’ensemble
U=,

JEL
engendre un sous-espace dense de Ly(R).
On a également que I'ensemble ¥ forme une base de Riesz de Ly(R) et que la fonction 1
est de classe C™.
De plus, il existe une analyse multirésolution biorthogonale (f/) jez et une base biortho-
gonale d’ondelettes ¥ = {%k j,k € Z} qui satisfait (w,\,w,\/) = J». On suppose donc
que ¢ est de classe C™ et que les espaces V contiennent tous les polynomes de degre
strictement inférieur a N. Cela nous permet d affirmer que ¢ admet N moments nuls

4. Pour l'instant, nous ne donnons pas plus de précisions sur le nombre exact de moments nuls ou sur
l’ordre exact d’approximation des espaces V; dont nous aurons besoin. Nous demandons juste qu’il y en
ait au moins 1. Cette précision viendra au moment opportun dans les théorémes.
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Remarques 3.2.1. En adaptant les démonstrations du cas d’ondelettes orthogonales dis-
ponibles dans [29] (p.181-190), on peut montrer qu’'une telle base d’ondelettes est aussi une
base de L, 1 < p < co. On a méme qu’il s’agit d'une base inconditionnelle d’ondelettes
au sens de la définition [3.1.8, En effet, selon le théoréme 7.9 de [3], il suffit de montrer
qu'é¢tant donnée une suite & 1= (g;x);pez2 telle que g5, € {£1} pour tout (j, k) € Z?,
Popérateur 1o f =3, €k (f, ¥5r) ¥k est tel que || TLf|, < C[|f]l,-

Or, pour ce faire, on va montrer que cet opérateur est un opérateur de Calderén-Zygmund
au sens de la définition 4.9 de [11], ce qui suffira au vu du théoréme 4.13 du méme document.
On a, en effet, qu'il existe un noyau K (z,y) tel que

T5f=/RK(x,y)f(y)dy

pour = ¢ supp(f). Ce noyau est donné par K(z,y) = Zj,k 5j7kwj7k(:v)1ﬁjyk(y) et on a les
propriétés suivantes qui nous permettent d’affirmer que 7. est un opérateur de Calderén-
Zygmund.

L |T-flly < || f]l, pour tout f € L*(R) et T1 = T*1 =0 : cela est dit aux propriétés de

base de Riesz et d’annulation d’au moins 1 moment de ¢ et .
2. |K(z,y)| < ﬁ : on sait que pour tous z,y € R, |1, x(2)Y;(y)| < C27 puisque
les fonctions v et 1 sont continues a support compact. De plus, si on suppose que

supp(1)) C [—A, A], on a que |27z — k| < A a chaque fois que 1;,(z) # 0, donc =

est dans un intervalle de longueur 22—?. Puisqu’on a une inégalité similaire pour ),

on obtient que si 1 () et ¥;(y) sont non nuls, alors |z — y| < C277. Au final, on
obtient bien

K@y)l<C > 2<C<C
§:C129>|a—y| [z =yl
ou jo est tel que |x — y| ~ 279,
|6
3. il existe & > 0 tel que |K(z,y) — K(2',y)] < C||x—x|1|+6 si |z — 2| < |x;y| :
r—Y
raisonnement similaire au précédent.
T
4. il existe 6 > 0 tel que |K(z,y) — K(z,¢")| < C% sily—v/| < \x5y|.

Notons également que grace au support compact des fonctions d’échelles, nos bases vérifient
la condition [3.3[ et donc que les conditions du lemme [3.1.11| sont donc toutes équivalentes.
L’inconditionnalité de notre base nous permet donc d’affirmer que les autres conditions
sont vérifiées.
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3.2.2 Construction des bases isotropes d’ondelettes multivariées

Passons maintenant & la construction des bases isotropes d’ondelettes multivariées. Pour ce
faire, considérons ¢, une fonction d’échelle de Lo (Rd), et 1, son ondelette correspondante.
On pose ° := ¢ et ¢! := 1. Si

E'={(e1,...,eq) : e; €{0,1}},

notons E := E’\ {(0,...,0)}. Pour tout (ey,...,e;) € E, on définit
V1, .. xg) = () L % ().
Notons D := D(R?), ensemble des cubes dyadiques de R?. Alors, I'ensemble
{7, I €D, ec E}

forme une base de Riesz de Lg(Rd), ot pour toute fonction 1 définie sur R?, la notation
7, est définie par

N
n,(x) == [[72n(2 - —Fk)
sil=279(k+1[0,1"eD,jeZ ke ]
En suivant la méme construction, on peut en construire la base duale {¢)7, I € D, e € E} a
partir des fonctions duales et 1. On obtient alors, pour tout f € Ly(R?), la décomposition

F=Y) (s
IeD eeF
avec c§(f) = (f;15).

Remarque 3.2.2. Dans la décomposition ci-dessus, nous avons normalisé les ondelettes

. . s . 1 .
et les fonctions duales dans Ly(R?). En effet, la multiplication par |I|~2 dans I’expression
7, nous permet, par exemple, d’obtenir que pour tout I € D, ¥ 1,y = V7]l 1, @e):

Cette normalisation peut aussi s’opérer dans Lp(Rd), 1 < p < oo. Ainsi, dans la suite, nous

noterons -
Ui, =|1|""3f, I € D.ecE

et nous écrirons alors

F=Y0 e (D5, ¢, (f) = (fi4df ),

IeD ecE

avec 4+ L =1.
Nous utiliserons également la notation

ol f) = (Dcip(mp) -

eeE

5. Dans le cas ot ¥ est une ondelettes orthogonale, on obtient méme une base orthogonale.
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Notons que les différentes normalisations sont équivalentes : pour tous 1 < p,q < oo, on
vérifie facilement que

Ui = Ui g et cq,(f) = U]t ().

Ainsi, on a

1
C],p( |I|5_7 <Z|Cl,q ) .

eceE

Or, étant donné que I'ensemble E est fini, |-|,, < |-|,, sur £ avec des constantes d’équiva-
lence dépendant de d. Ainsi,

crp(f) < O aer4(f)

ou C dépend de d et
Cl,q(f) < C,|I|Eigcl,p(f)
ou C" dépend de d.

3.2.3 Construction des bases hyperboliques d’ondelettes multiva-
riées

Une autre maniére de construire une base multivariée d’ondelettes est de faire le produit

tensoriel des ondelettes univariées.

Si on considére un rectangle dyadique J, on a que J = J; X -+ x Jy avec Jy, ..., Jqg € D(R).
On définit alors 'ondelette

d
Vy(1,. .., xq) ==y (21) .. g, (2q) =9 H V(27 2, — ki)

avec Jy, = 279 (k,,+[0,1]) et 5 = (j1, ... ja). Dans la suite, pour un vecteur j = (41, ..., jq4),
nous noterons V; 'ensemble des rectangles dyadiques J; X --- X Jy de R? tels que

Ji = 277 (ki + [0,1]), ki € Z,1 < i < d et V = UjezaV5. De plus, pour J € V5, nous
adopterons la notation |J|; :=|j|1 et || := |]]oo-

On a alors le théoréme suivant qui nous assure que ces ondelettes forment une base incon-
ditionnelle dans Lpﬂ

Théoréme 3.2.3. Soit (1), (1)) sev, une famille biorthogonale d’ondelettes & support

compact. On suppose que les ondelettes possédent au moins un moment nul et sont de classe
ct.

6. Théoréme et démonstration adaptés du théoréme 4.6 de [26].
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Pour tout 1 < p < oo, la famille (1) sev constitue une base inconditionnelle de L,(R?)
et toute fonction admet la décomposition

F=Y cnby

Jev

ou ¢y est unique et donné par 3
Cj = <f7 ¢J>

De plus, on a l’équivalence de normes suivante :

1fllz, = (Z|CJ|2|J|_1XJ(')>

Jev Ly

Démonstration. Notons w, l'espace des suites ¢ = (c;)jev telles que

ll,, = (chm—m) .

Jev

On souhaite montrer que pour f € L,, la série ), o (f, DY =3 Jev CJU converge vers
f inconditionnellement dans L.
On sait, tout d’abord que pour tout J,

CJ—/f D(2y — k)dy

1711

=27 Rdf( y)U(2y — k)dy

Effectuons le changement de variable u = 27y — k. On obtient alors

111

=272 27l Rdf(2‘j<u+k>>zﬁ<u>du

Puisque 1 est & support compact, il existe R > 0 tel que supp(zﬁ) C [-R, R]d. Alinsi,

es] < c2- / I
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En effectuant le changement de variable inverse de celui effectué précédemment, on
obtient donc

_ 111
g <2722l [ fy)ldy=C22 [ fy)dy
Jr Jr

ot Jp = &, [(ki — R)277, (k; + R)27%] et |Jg| = (2R)42- V.
Au ﬁnad7

les] < C2R)*27Mh—— [ | f(y)|dy.

IJ | Jin
Ainsi, puisque pour tout z € J, x € Jg, alors pour tout J,

les P[] xa (@) < CMf(2)*x s ().

En utilisant alors le theoreme , on obtient donc

Z|CJ\ 71~ )) < NS, - (3.4)

Jev Ly

Montrons maintenant la convergence de la série. Pour ce faire, on considere Sy;,,, I'espace
des suites dont seul un nombre fini de termes est non-nul. Pour toute suite ¢ € Sy, on
définit I'opérateur

S(c) = ZCJ¢J.

Jev

La somme étant finie, on a S(c) € L,. On sait également que

1Sz, = sup [(S(c),9)]

lgll, =1
p

out L, est I'espace dual de L,. Par linéarité du produit scalaire sur la somme finie, nous

(S(c)g) = cyba gy = csltbs.g).

J J
En appliquant I'inégalité de Holder sur les suites, il vient

[(S(e), )l < llellu, (s 9) il , = lell, 1T9ll.,

La majoration appliquée a l'espace dual L, (1 < p’ < 0o) nous donne alors que

1S, <C sup gl , lell, = Cllell, -

lgll., , =1

L’opérateur S est donc borné sur le sous-ensemble dense Sy;,,. Par le théoréeme de Hahn-
Banach, S s’étend de maniére unique en un opérateur continu de w, vers L.

Si on considére maintenant une énumération H = {Ji,...} des intervalles dyadiques,
f € L,etc=(cy)y, lasuite de ses coefficients, la suite des sommes partielles
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Snf =2 n_1¢, ¥, estlimage par S de la suite tronquée c™). Puisque ¢ € w, grace a la
majoration et vu que ¢™ — ¢ dans wy, la continuité de S implique que Sy f converge
vers une limite f* dans L,. Or, pour tout Jy € H,

<f*71;J0> = ]\}gnoo<st7 QEJ0> =Cj = <fa J)J0>'

Ainsi, (f— f*,1¢,) = 0 pour tout J. Par densité du systeme dual (¢;); dans L,/ on conclut
que f = f*. La série converge donc vers f dans L,,.

Avant de montrer que cette convergence est inconditionnelle, montrons la deuxiéme
inégalité de 1'équivalence de I'énoncé. On sait que si f =), csb; € Ly,

£, = sup [(f,g)) = sup !ZCJ s, 9)

gl ,:1 gl ,*1
P

De plus, on a que
1

— dx = 1.

Or, en utilisant I'inégalité de Holder et I'inégalité

IZCJ<77Z}Jag>| :/Rd (ZCJ<¢J79>|_;|XJ($) dz
el N (e lwnor. )
< e (x)) ( R¥s, 91 (@) dx
LS f5rvn) (5 5

1

esf? (W g)*\°
H Zur ) (Z 7] ’“)

Lp/

c !2 ’

LP
Ainsi,

1

17, <€ s gl (Z e ) (Z R )

lgllz ,=1
Ly Ly
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Montrons que cette convergence est inconditionnelle. Considérons une suite € := (g;)
telle que e; € {£1} pour tout J. Montrons que I'opérateur

T.f = escsty
J

est tel que
ITfl, < C UL,

On a, grace a I'équivalence que I'on a démontrée,

2
1T/, =€ (Z\chJ|Q|J| X
J
Lp
3
=C (Z!CJIZ\J!_1XJ>
J Ly

< S, -
ce qui suffit. O
Les ondelettes définies plus haut sont normalisées dans L?(R?). Nous utiliserons la notation
f]p) — 2\]‘\1(%*%)%]

lorsque nous travaillerons avec des ondelettes normalisées dans L”. Nous écrirons alors

f= Z Cf}?)lbgp)-

JeD
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Chapitre 4

Approximations linéaire et non linéaire
par des ondelettes

Ce chapitre est consacré a I'étude des espaces d’approximation associés aux bases d’on-
delettes introduites précédemment. Nous débuterons par la caractérisation des espaces
d’approximation linéaire pour les bases isotropes, puis pour les bases hyperboliques. Cette
analyse sera ensuite étendue au cadre non linéaire.

4.1 Approximation linéaire

4.1.1 Bases isotropes

Lorsque l'on travaille avec des bases isotropes d’ondelettes, la maniére la plus naturelle
d’approximer des fonctions est de considérer les espaces V; et donc d’approximer les fonc-
tions a l'aide des projecteurs

Py IPRY) = Vi f Y (f, @) i
kez?

Apres avoir montré que ces projections réalisent I’erreur d’approximation, nous allons donc
tenter de trouver un espace Y qui vérifie les inégalités de Jackson et de Bernstein pour
ces projecteurs. Pour ce faire, nous utiliserons ’approche de [8]. Nous aurons tout d’abord
besoin du résultat suivant qui a été démontré dans |7](Thm 3.1.1 p. 115).

Théoréme 4.1.1. Pour 1 < p < co, m € N et un ensemble connezxe borné Q C R, on a

. m+1,
nE 1 = gl < Olflwmeiay, [ € W

ot 11, est l’ensemble des polynémes de degré inférieur a m et ou C' est une constante
dépendant uniquement de d,m,p et Q.

Nous aurons également besoin du théoréeme suivant.
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Théoréme 4.1.2. Soit 1 < p < co. Les projecteurs P; sont uniformément bornés dans L,
c’est-a-dire qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout j € Z, pour toute fonction

ferL,,
1Pifllz, < CIfIly, -

De plus, la base @ est Ly-stable, c’est-a-dire qu’on a l'équivalence
id(i_1
S e =20 @)zl
kez? L
P

pour toute suite (cx)peza de R.

Démonstration. Commencons par montrer que

id(i_1
S epin]| < O (o) e, (4.1)
kez Ly
Considérons un cube dyadique /;;. On a

ch%,k = / ch%, dz

d 1 d
ez Lp(L5,) Bt ez

Or, si € ;;, on sait que 2x e+ |0, l]d. Comme ¢ est & support compact, il existe un
ensemble fini S € Z* tel que si @;,(x) # 0, alors | — k € S. Ainsi,

Z crpjr(r) = Z k().
kez? I-kesS

Il vient alors, par I'inégalité de Holder,

p

> awin(e)| < <Z |Ck|p/> p > i)l

kez? I-keS I—keS

< Cl(en)ikeslly, D lpsnlx

l kes

car S est fini, donc les normes ¢, et £, sont équivalentes sur S avec une constante d’équi-
valence dépendant de #S. Ainsi,

PNk

/ Z CrPj, k dx

Lt \keza
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P

<C% |[(ck)i-reslly, (/ !@j,k(m)\pdl’>
Ij,l

<C¥ [(ck)i-reslle, #S» lesoll,
<C¥ [(ck)i-reslle, H#Sr2IMay) el
SC"de(%_%) H(Ck)l—keSHe,,
avec une constante C’ indépendante de j.
Au final, puisque S est fini,

p
Z CrLPjk < Z Z CLPjk

d d d
keZ Ly l€Z® ||keZ Lp(I;)

< C'p2m’d(%*%) Z Z |Ck|p

1ezd l—keS

= 07 [ N e Y1

kezd l—kesS

— Copid(;—3) Z |ck|P,

kezd

P

ce qui suffit pour montrer 'inégalité annoncée.

On peut alors montrer que les projecteurs sont uniformément bornés dans LP. Pour ce faire,
vu les hypothéses que 'on a imposées a ¢ dans la section [3.2.1], on peut considérer ¢ € L?
et p € LV avec }3 + z% = 1. On peut donc appliquer 'inégalité de Holder pour obtenir que
pour f € L,(R%),

[{Fs @il < WF oo suppiz, ) a0l v

4(3—%4
< 2%y HfHLp(supp(%,k)) '

Par sommation (ou passage au supremum), en utilisant & nouveau 'argument du recou-
vrement fini des supports, on obtient donc

1
7

1(F, @i el < C2YE7) |1 £ (4.2)

En utilisant cette inégalité pour majorer les coefficients ¢, dans (4.1]), on obtient

1B fll e < CUAN o

avec une constante C' indépendante de j. Notons qu’en montrant (4.2)), on a également
montré 1'inégalité qu’il nous manquait pour obtenir I’équivalence de I’énoncé. O
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Remarque 4.1.3. Le théoréme précédent nous permet d’affirmer que les projecteurs réa-
lisent 'erreur d’approximation & une constante multiplicative prés. En effet, on a que pour
n’importe quel projecteur borné P d’un espace de Banach X dans un sous-espace Y,

' - <|f- < - _
flf —glx < lIf = PFlx < @+ [PI) inf [ f = gllx
ou [|[P|| = supy sy -1 [[Pfllx En effet, on a

If = Pflix <If=gllx +1Pf = Pyllxy <A+I[PIDIS—9lx-

Nous pouvons donc appliquer notre méthode de caractérisation a nos projections.

Théoréme 4.1.4. Pour 1 < p < 0o, on a l'inégalité de Jackson
1f = Pifll, < C27" flwew si f € WP
lorsque V; contient les polynomes de degré strictement inférieurs a n.

Démonstration. Pour j € Z, notons I 1 = Urersupp(@;x) avec
= {k € Z% : supp(y;, k)ﬂ]j w720, Ijk € D}. Sur chaque I}, par définition de I'infinimum,
pour tout f € W™ on peut considérer un polynoéme p;; € II,,_; tel que

I1f _pj,kHLp(fLw < 296%1571 1f = QHLp(iJ,k) .

De plus, par construction des ondelettes, les supports des fonctions duales ¢; ) sont des
translatés dilatés d’un support compact fixe. On peut donc écrire I;; comme I'image d'un
domaine fixe {2 par la transformation affine

b u€ Qi r=2"7u+l) el

L’ensemble F; étant constitué d’indices k dont les supports supp(p; ;) intersectent le cube
I, le domaine I 1 est formé d’'un nombre fini de supports voisins se recouvrant mutuel-
lement. Ainsi, I]l est borné et connexe, donc € lest également. Le théoréme nous
donne alors qu'il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de n,p et d telle que pour

tout f e WP,

/g\eiﬁqnfil ( / | f(u \pdu)’l’ <Cc| >y /

laj=n

3=

8ua

On définit la fonction f sur I ;1 par

f@) = flo3t (@) = 2z —1).

Ainsi, en effectuant le changement de variable x = 277(u + ), on obtient

[ ~gtopan =2 [ 17) - oy
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— 9id Z/ 2~ Jn |’pd

laj=n

Oua

loe|=n
Ainsi, on obtient
gelllllf—l If — gHLp(j].k < CQim‘f’W"’P(ij’k)
et done
If _pj’k“Lp Ijk) < 2" n]\ffwn’p(fj,k) (4.3)

ot la constante ne dépend que de n, p et d. En outre, puisque V; contient tous les polynémes
de degré strictement inférieur a n, Pj(p;x) = p;x. Donc

Hf - ijHLp([j’k) < Hf - pj,k‘HLp(]j,k) + ”Pj(pj,k - f)”Lp([j’k) : (4'4)

On peut également utiliser le fait que la bornitude de l'opérateur L, montrée dans le
théoréme précédent est locale. En effet, rappelons que le projecteur P; est défini par

Pif(z) = (f. @in)ein(@).

kez?

Or, si x € 1, alors ¢, x(x) # 0 implique que k € F;. On peut donc restreindre la somme :

Pif(z) = Z<f, Pie)Pik(T)-

keF;

De plus, par définition de I 1, pour tout k € Fj, la fonction ¢, a son support inclus dans
I;;. On en déduit que pour tout x € [;,

(P () = (P;(fxi,, )(@).

Ainsi,

12y = | B, ) o= Ol

ou la constante C est celle du théoréme précédent et est donc indépendante de j et [. En
injectant cette inégalité et l'inégalité (4.3]) dans (4.4)), on obtient

1f = ijHLp(IM) < Cllf =pjx Lp(I;.k)
< C2_m’f|wnvp(fj7k)

<,

avec une constante C' indépendante de j et k. Il suffit alors de sommer sur k les puissances
p-émes des deux membres en utilisant, comme dans le théoréme précédent, que I'on travaille
avec des recouvrements finis puisque nos ondelettes sont a support compact (ou de prendre
le supremum sur k si p = co) pour conclure. O
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Théoréme 4.1.5. Soit 1 < p < o0, si ¢ € W™P alors on a ['inégalité de type Bernstein
sutvante :

||f||Wnp < c2m ||f”LP si f € VJ

Démonstration. On sait que la fonction f € V; admet la décomposition f =", ,a crpji-
Considérons un vecteur m = (myq,...,my) tel que |m| = n. Remarquons que le raison-
nement effectué pour obtenir I'inéquation fonctionne deés qu’on a une fonction ¢ a
support compact et dans L,. On peut donc I'appliquer & 0™¢ pour obtenir

107 Fllo = || > cx0™ 05

kezd Lo

=29 | 3" 2% (0™p)(20 - k)

kez? P
< 0292770 || () el o
< C2 || f|l

ou la derniére inégalité est obtenue grace a (4.2)). O

Corollaire 4.1.6. Pour 1 < p < oo, si V; contient les polynomes de degré strictement
inférieur a n et si p € W™P alors pour tout 0 < v <n et tout 0 < g < 00, on a

AL V;) = (L7, W)

qu'

Démonstration. Cela découle directement du théoréme et des inégalités de Jackson
et de Bernstein montrées dans les deux théorémes précédents. ]

4.1.2 Bases hyperboliques

Passons maintenant a notre étude de 'espace d’approximation obtenu par approximation
linéaire par des ondelettes hyperboliques. Nous suivrons le raisonnement de l'article [14].
L’idée est que lorsque nous travaillions avec des bases isotropes, nous approximions les
fonctions a 'aide des espaces V; qui imposent pour chaque j, que les ondelettes considérées
ne dépassent pas un certain niveau de résolution. Lorsque l'on travaille avec des bases
hyperboliques, les espaces analogues a ces espaces V; sont les espaces suivants. Pour n € N
et 1 < p < oo, on définit

H, = Hn(L,) :=5Span{yy : |J| > 27"}
Nous nous intéresserons donc a l'erreur d’approximation

Ed(f)y = it |If =g,
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et a I'espace d’approximation Ag(L,, H,) défini a partir de cette erreur.

Pour caractériser cet espace, nous allons, comme d’habitude, trouver ’espace Y satisfaisant
aux inégalités de Jackson et de Bernstein. Notons que dans la suite de ce chapitre, nous
aurons besoin de la théorie de Littlewood-Paley développée dans la section (3.1}

Nous allons montrer que I'espace W' de la définition est celui-qui satisfait aux
inégalités de Jackson et Bernstein. Pour ce faire, nous allons avoir besoin de poser quelques
conditions.

Pour montrer les inégalités de Jackson et de Berstein, imposons les conditions suivantes
a 1y et a sa base duale. Pour r > «, on demande que

(A1) ¢y, J € V engendre L,, 1 < p < oo et satisfait (3.2) ;
(A2) (D" 1)), engendre L,, 1 < p < oo et satisfait (3.2));
(A3) pour tout j € {0,...,r}, [ 279(z)dz = 0;

(A4) [¢(x)] < C'max(1, |z|~""'~) pour un & > 0.

Remarque 4.1.7. Les conditions précédentes s’obtiennent en fait a partir des hypothéses
que Pon a imposées a notre base d’ondelettes. En effet, le théoréme [3.2.3] nous a déja
donné que vy était une base inconditionnelle de LP qui vérifiait . De plus, pour que
I'hypothése (A2) soit vérifiée, il suffit de demander que v et ¢ soient de classe C™ avec
m > r et aient au moins r + 1 moments nuls (cad prendre N et N > r dans la section
3.2.1). En effet, on pourra alors refaire la démonstration du théoréme [3.2.3 pour (D"¢),.
Cette méme condition sur les moments nuls nous assure alors (A3) et la condition (A4)
vient de la continuité de v et de son support compact.

Notons que l'on remarque facilement que pour tout J € V, (D" 1)), = |J|" D" 1;. De plus,
au vu de (A3) et (A4), ¥ peut étre intégré r fois pour trouver une fonction p € Ly qui

satisfait (—1)"u(™ = 1. En effet, on peut poser

u(z) = (—1)T/:O/_:~/_:lzﬁ(t,,)dtr...dtl.

La condition (A3) garantit alors que les primitives restent localisées : le fait que

J 1 (t)dt = 0 pour j < r assure que la primitive y(z) s’annule & Pinfini au lieu de diverger
comme x"~'. En ajoutant la décroissance imposée par (A4), cela permet d’affirmer que g
appartient a L,y .
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Alinsi, .
D' py = (=1)"|J[ "y

De plus, en utilisant une intégration par partie, on a que
/d(Dr ) () (x)dae = |J|"| |77 /d V(@) (x)dx = 6(J,J).
R R

Ainsi, p; est la base duale de (D" ).
Le théoréeme suivant permet de caractériser I’appartenance a YW* en fonction des coef-
ficients de la décomposition de f dans la base ;.

Théoréme 4.1.8. Soient r un entier positif, 1 < p < oo et Y une fonction univariée qui
satisfait les conditions (A1) a (A4). Alors, une fonction f € L, est dans 'espace W*(L,)

st et seulement si
f=2 ey

Jev
avec

S 11 les(Hna] ™)z

Jev

< 00 (4.5)

p

ot |J| représente la mesure du rectangle dyadique J. De plus, le membre de gauche de la
derniére inégalité est équivalent a || f ||y

Démonstration. Commengons par montrer la condition nécessaire. Supposons donc que
f € W'(L,). La condition (A1) nous dit que (¢;), satisfait (3.2)), et en utilisant le lemme
3.1.11] on obtient que ces fonctions forment une base inconditionnelles de L,. Ainsi, on a

F=Y i)

Jev

et par définition de la base duale, ¢;(f) = [za f1bydz. De la méme maniére, grace a (A2),
les fonctions (D 1)), forment aussi une base inconditionnelle de L, et on a

D' f=> dy(f)(D" ),

Jev

avec

ds(f) = / D e = (1) / D e =) / Pz =11 es(f).

De plus, (A2) nous donne que || f]|,y. = [|D* f||, satisfait (3.2)). Or, en remplagant d;(f)
dans le membre de droite de cette inégalité, on obtient que || f]|,,. est équivalent au membre
de gauche de (4.5)) et donc que cette expression est bien finie par hypothése.
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Montrons maintenant la condition suffisante. On suppose avoir f € L, tel que le membre
de gauche de (4.5) est fini. Par le méme raisonnement que celui suivi pour montrer la
condition nécessaire, on a toujours que

F=Y i)
Jev

De plus, puisque (D" v)) s satisfait (3.2]) pour toute suite de coefficients et vu que le membre
de gauche de (4.5]) est fini, on a qu’il existe une fonction g dans L, telle que

9= I "es()D ).

Or, puisque (), est la base duale de ((D*%),);, on a

dz = |J|™" = |J|™" byde = [ D f pyd
[anste =13 ety =101 [ fisdo= [ 00 f oo

vu le calcul fait plus haut. Or, par (A2), on sait que (D"%) ; est une base inconditionnelle de
L,. Par dualité, on a donc que p; est une base inconditionnelle de L,,. L’égalité montrée
plus haut suffit donc & affirmer que g est la dérivée distributionnelle de f et donc que
fewr(L,). O

Grace a ce théoréme, on peut donc passer a la démonstration des inégalités de Jackson
et de Bernstein.

Théoréme 4.1.9. Soient r, un entier positif, 1 < p < oo et 1, une fonction univariée
qui satisfait les conditions (A1) a (A4). Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
feWr(L,) et tout n € N,

En(fp < C27 [ fllpe - (4.6)

Il existe également une constante C' > 0 telle que pour tout g € H,(L,) et tout n € N,
gl < C2" [lgll,, - (4.7)

Démonstration. Commencons par montrer I'inégalité de Jackson. Soit f € W'(L,). Le
théoréme précédent nous donne que

F=Y i)y

Jev

avec (4.5) qui est satisfait. Soit g =37 ;1 y-n cs(f)¥s € Hn(Ly). On a alors

E(f)p < If=gll, =1 DY cslf)e

|J]<2-—
P
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<Y lesHhaDz||  (ufB2)

|[J[<2—n
P

<2 (> [ les(H)lxa] )2

|J]<2—n

<027 | (S (117 es(Hlxa] )2

Jev
< C27 (| fllyye

ot la derniére inégalité est obtenue par ’équivalence entre le membre de gauche de (4.5))
et || fll ) L'inégalité de Jackson est donc démontrée.
Passons a l'inégalité de Bernstein. Supposons avoir g = ZIJ\>2*" ci(9)s € Hu(Ly).

Alors, en utilisant I’équivalence du théoréme précédent et le fait que 10y, J € D(R?) satisfait

(3.2), on a que

ol < C[1C 32 1" les9) ]

|J|>2—n

<2 | Y lles(g)xa))?

|J|>2—n

< C2" |gl,

p

et I'inégalité de Bernstein est démontrée. ]
Nous avons donc tout ce qu’il faut pour caractériser I’espace d’approximation cherché.

Corollaire 4.1.10. Soient r, un entier positif, L <p<oo,0<qg< o0 et0<a<r. Siy
est une fonction univariée satisfaisant les conditions (A1) a (A4), alors

Ag([’p’ Hy) = (Lyp, Wr(Lp))%q'
Démonstration. Cela découle directement du théoréme et du théoréeme précédent. [

Remarque 4.1.11. Dans [4], Bergh et Lofstrom montrent que l'espace obtenu dans le
corollaire précédent est en fait B (L,).

Il n’est donc pas étonnant de ne pas voir apparaitre le réel » dans le membre de gauche de
I’égalité. Cela s’explique par le fait que ce réel est construit pour démontrer les inégalités
de Jackson et de Bernstein, mais qu’il n’intervient pas directement dans la caractérisation
de l'espace d’approximation, comme cela se voyait également dans le théoréme [2.2.5]
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4.2 Approximation non-linéaire

4.2.1 Bases isotropes

Nous pouvons maintenant passer a la caractérisation des espaces d’approximation dans le
cas de 'approximation & n termes pour des bases isotropes d’ondelettes. Nous suivrons le
raisonnement de [12] et, afin de simplifier les notations, nous travaillerons dans L,(R). Des
adaptations des démonstrations permettent de passer au cas de Lp(]Rd).

En reprenant les notations de la section [3.2.2] notons 5, ’ensemble des fonctions

F= Zaﬂbl

IeA

ou A C D, #A < n. Nous pouvons alors définir

on(f)p = infses, [If - S||LP(R) .
Dans la suite, nous utiliserons la notation suivante.

Notation 4.2.1. Soit A, un ensemble fini d’intervalles dyadiques de la forme [277k, 277 (k + 1)],
] E€Z, k€ Z. Pour tout z € R, si x est contenu dans des intervalles de A, alors ces inter-
valles sont emboités. On note donc I(x) le plus petit intervalle (au sens de l'inclusion) de

A contenant x.

Dans le cas ot x n’appartient & aucun intervalle de A, on pose I(z) := R et on adopte la
convention |I|7! = 0.

Nous allons donc démontrer I'inégalité de Jackson pour I'approximation a n termes par des
ondelettes et constater qu'un certain espace de Besov vérifie cette inégalité. Pour ce faire,
nous aurons besoin de la définition suivante.

Définition 4.2.2. On définit la fonction S(f,.) pour f € L,(R),1 < p < oo par

S(f,2) = O eral M (@),

1eD
On a alors les équivalences suivantes pour cette fonction.

Proposition 4.2.3. Pour 1 < p < oo, pour f € L,(R?), on a

1

=2 2
1. 8(f,2) = (Srep cra AT (@) 5
2. 1 fllp,@ey < ISCf, ), ey avec des constantes d’équivalence qui dépendent unique-
ment de p.

Démonstration. 1. Cela découle directement de 1’équivalence entre les différentes nor-
malisations donnée dans la remarque [3.2.2] Notons que dans le cas o on travaillerait
avec un espace de dimension d > 1, alors les constantes d’équivalence dépendent de
d, comme cela avait été précisé dans cette remarque.
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2. On sait déja que notre base d’ondelettes est une base inconditionnelle. De plus, le
support compact de ces ondelettes nous permet d’affirmer que la condition est
satisfaite grace a la remarque [3.1.7} Ainsi, le lemme [3.1.11] nous donne que 1'équiva-
lence est elle aussi satisfaite par notre base d’ondelettes. L’équivalence cherchée
est alors une simple réécriture de ((3.2)).

O

Pour caractériser I'espace d’approximation, nous aurons aussi besoin du lemme suivant tiré

de [13] (p.94-95).

Lemme 4.2.4. Soient 1 < p < oo et A, un ensemble fini. Supposons que f € L,(R) admet
la décomposition en ondelettes

f= Z c1p(f)V1p-

IeA

Si, pour tout I € A, |cr,(f)] < M, alors il existe une constante C' ne dépendant que de p
telle que

1115, < CM#A.

De méme, si pour tout I € A, |c1,(f)] > M, alors il existe une constante C' ne dépendant
que de la base d’ondelettes telle que

£ 1,y = C'MtAS.

Démonstration. Montrons la premiére partie du résultat. En utilisant 1’équivalence de la
proposition et I’hypothése, on a

1£1l,, < CUO  erp(NPI1 7 xr)?
IeA Ly
=C / (Zcf,pu)?u\fm(:c)) do
IeA
< 0M| O X2
IeA Ly
—cu| [ (mexf(x)) dr
R\ 7en
= CM /( 3 mf) dz
R \reAzer
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Or, par définition des intervalles dyadiques et de la notation I(x), pour tout z € R
. —2
et pour tout I € A qui contient z, il existe j > 0 tel que |I| = 27|I(z)|, donc |I|? =
—92 _
27J|[(:17)|72 Alors,

>E= 3 2wl

IeAzel j:29|1(z)|eA,x€29|I(z)|EA
< |I(@)|7 (Z 2‘5"') -
Jj=0

Puisque p > 1, la série géométrique de la derniére inégalité converge et est donc majorée
par une constante C’ dépendant de p. On obtient donc

£l <CM </R(C/|I(x)|;2)§dx)p

— "M (/R\I(m)\ldx);

="M |jr)l 7|

L,

De plus, si J € A, on définit le sous-ensemble .J := {z : I(z) = J}. On obtient alors

111, < car [ roar < cary 157 < carga

JeA

Pour la deuxiéme partie, on utilise également 1’équivalence de la proposition £.2.3] et

I’hypothése pour obtenir que
> (/|I(m)|_1dx>p.
. R

Or, M(S eI #xa(@))d = MII(@)| 5 et [I()] ) 2 C 1| (). Ainsi,

£, = "M

O HE

IeA

171z, = oM / DM a(a)de = CMP#A.

R ren

]

Le théoréme suivant nous donne une premiére démonstration de 1'inégalité de Jackson
faisant intervenir des espaces de Lorentz.

Théoréme 4.2.5. Soient 1 < p < oo et s > 0. Supposons que f € L, soit telle que
(cr)1ep = (c1,(f))1en est une suite de . o avec % =s+ ]13. Alors, il existe une constante
C > 0 ne dépendant que de p et de s telle que pour tout n € N\{0}

0u(f)p < Cn el -
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Démonstration. Au vu du théoréme [2.3.3] on a que
#{I:|c| >e} < M7 (4.8)

pour tout € > 0 avee M = |[(cz)ll,,_ - Posons Aj:={I: 277 < |eg| < 2791} Vu linégaliteé

rappelée ci-dessus, pour tout k € N\{0}, on a

k k
dO#HA <Y 2TMT

j=—o00 j=—00

k
_ MTQ]CT Z 2(j7k)7’

j=—00
0
= M2 Yy 27
j'=—00

S CMT2kT

ou la constante C' ne dépend que de 7. Posons maintenant, pour tout j € Z,
Fy =) 1en, crtdr et, pour tout k € N\{0}, Gy, := SoF F;. Notons que ces deux séries

j=—00
sont bien convergentes car, vu les raisonnements effectués ci-dessus sur #A; et Z?:—oo #A;,
on travaille avec des sommes finies. Par définition, on a que pour tout k € N\{0}, G, € Xy,
avec N, < CM72%". On a

—+oco
I1f=Gill, < > IE,, -
Jj=k+1

Or, pour tout j > k, puisque pour tout I € A;, |¢;] < 279! le lemme précédent et
I'inégalité (4.8) nous donnent que

1 - T j T T ST
Fi||, <C277H A <2029 M32% < C'M»2G~Y
JINL, ]
avec une constante C’ ne dépendant que de p. Ainsi,

If = Gill,, <C'M» Y~ 2670

j=k+1

+o0o
— C/M%2(%—1)(k+1) Z QZ(%—I)'
=0

Or, puisque % =5+ i > %, on a % < 1, donc la série géométrique de la derniére inégalité
converge. Ainsi,
T kI
If = Gill, < CM»2%

avec une constante C' ne dépendant que de p et de 7. On a donc obtenu que lorsque
Ny, =< M72F

1
g

rokryi—1 b —s
on (f)y < CM(M™2)5™7 = CMN} ™ = CMN; ™.
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Considérons maintenant n > 1. Puisque la suite Ny est strictement croissante et non
majorée, on peut trouver k € N\{0} tel que

Ni <n < Npy.
Alors, vu la décroissance de 'erreur d’approximation,
0wy < on () < CMN™.
De plus, n < Nii1 < 2" Ny, donc N, > C27"n et
on(f)p <CMN,* <CM2™n~* = C'Mn™",
ce qui conclut la preuve. O

Maintenant que ce théoréme est établi, nous pouvons passer a la démonstration de
I'inégalité de Jackson pour un espace de Besov. Pour ce faire, nous aurons besoin de la
caractérisation [B.2.4

1

T

Corollaire 4.2.6. Soient 1 <p < oo, s >0 et f € B¥(L,) avec
1 satisfasse les conditions suivantes :

s+ %. Supposons que

1. v admet r moments nuls avec r > s
2. 1 € Bf(L;) pour un certain q et un certain p > s.

Alors, il existe une constante C' ne dépendant que de p et de T telle que pour tout n €
N\{0},
Un(f)p S Cn_slf

Démonstration. Au vu de la remarque et de la définition de 7, on a que

11
() = erp(NIT7 = erp(FHI.
Or, la caractérisation nous donne que

B (Lr)-

‘f’B;(LT) = ||(CI)||eT > ||(CI)H£(T’OO) )

ou la derniére inégalité a été montrée dans la remarque [2.3.2] et on conclut en utilisant le
théoréme précédent. O

Maintenant que nous avons trouvé l’espace qui vérifie I'inégalité de Jackson, il suffit de
montrer que ce méme espace satisfait 'inégalité de Bernstein. Nous pourrons alors trouver
I’espace d’approximation recherché.

Théoréme 4.2.7. Soit 1 < p < oo. Supposons que les hypothéses du théoréeme[f.2.1] et que
les hypothéses sur v du corollaire précédent soient vérifiées. Si f =Y, s crp(f)br, avee
#A <n, ona

|flBsrn < Cn® ||, -

ot la constante C' ne dépend que de p et de s.
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Démonstration. La caractérisation B.2.5 nous donne que

BS(LT <C Z|CI| |I| IXI dg;_ /Z|CI|T|I|_;X](!E)|I|_1+;dx
R

R jen IeA

De plus, en reprenant les notations de la définition [£.2.2] on a que

el "y < S(f).

Ainsi, en reprenant la notation pour I(x), on a que

Brva < [ SU7 S )

IeA

f

SC’/S(f,m)T|I(x)|_1+;dx
R

< C(/ S(/f, x)”dx)l(/Ru(m)\—ldx)l;

< Cn'F 1SN,
<Cn £,
ou la derniére inégalité est obtenue a partir de la caractérisation [4.2.3] ]
En utilisant le théoréme [2.2.6, on arrive donc au résultat suivant.

Corollaire 4.2.8. Sotent 1 < p < o0, s > 0 et % = s+ %. St 1 satisfait aux hypothéses
du théoreme alors, pour tout 0 <y < s et tout 0 < ¢ < o0,

AY(Ly) = (L BYL)) 2,

4.2.2 Bases hyperboliques

Passons maintenant a ’étude de nos espaces d’approximation non-linéaire dans le cas ot
nous travaillons avec des bases hyperboliques d’ondelettes. Pour ce faire, on considére

H, = {F:ZCJQZJJ:ACV,#Agn}

JeA

ou les ¢, sont construits comme dans la section [3.2.3] Nous allons cependant changer
d’espace de départ et ne plus travailler dans L, mais dans 'espace de Sobolev W™2([0, 1])
ou —y < m <, vy:=sup{s € R:V; C W**([0,1])} conformément a ce qui est proposé
dans [19]. Les raisons de ce changement d’espace seront explicitées dans la remarque
On peut alors définir 'erreur d’approximation

on(f) = Fien?g If — FHWW2([O,1])
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et I'espace d’approximation 2 (1W"2([0,1])) a partir de cette erreur.

Une fois encore, nous allons nous servir des inégalités de Jackson et de Bernstein pour
caractériser cet espace d’approximation. Pour ce faire, nous aurons besoin du résultat
suivant qui caractérise la norme de notre espace de Sobolev grace a nos coefficients dans
la base tensorielle[l

Lemme 4.2.9. En adoptant les hypotheses et les notations de la section |3.2.5, on a que

sif =2 jev iy,

2 s -
Hf”wm,z([o,”) = Z 22mll|c; 12 —4 < m < .
Jev

On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.10. Supposons quer > 0, =7 < m < 7y et % = r—i—%. Alors, pour0 < s <r
et 0 <qg< oo, ona

A (W™2([0,1])) = (W™*([0, 1]), BL""([0,1]))

s
)

ou l’espace de Besov hybride est celui de la définition [B.2.0,.

Démonstration. Pour obtenir ce théoréme, nous devons montrer
L. quil existe C' > 0 tel que o, (f) < Cn™* || f[|garr si f € BL™ (Jackson).
2. qu'il existe C' > 0 tel que || fy[lgarr < Cn° || fullyyme si fn € H, (Bernstein).

Commencons par montrer I'inégalité de Jackson. Notons que grace a I’équivalence du lemme
précédent, on a que

gm = {27l ] € V)

forme une base de Riez de W™?2. Ainsi, on a que pour toute fonction f € W™?2, la meilleure
approximation a n termes correspond asymptotiquement aux n termes qui ont les plus
grands coefficients en valeur absolue. Ainsi, si

*

¢ =(ch)s

est un réarrangement décroissant (en valeur absolue) de la suite (277l=c;);, oti les c; sont
les coefficients de f dans la décomposition en ondelettes, on a

oo
on(f)? = el
k=n+1

Or, en utilisant cette équivalence et le fait que 'espace ™ est continiment plongé dans
{(7.00), O1 &

1. La démonstration de ce résultat peut-étre trouvée dans |18| (théoréme 1 p. 861).
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;2
< Z “E(‘r oo) '

k=n+1

2 > =2
<clel,, [ Fa
00n72
<l [
n

=2

n

= Cllc*l7. =
241

=Cn % ”C*HZ .

De plus, en utilisant les changements de normalisation, on a également

||C*||ET — Z|2m|J|oocJ|T

Jev

_ Z 97mljloo Z |2|]| (-3¢ ’
jezd JEV;

= Z o7 (mljleo+r(7]1) Z |C(JT)]T
Fezd JEV;

= [lcllgmr-

En combinant les deux, on retrouve bien l'inégalité de Jackson. Montrons maintenant
I'inégalité de Bernstein. Considérons un élément f, € H,. On sait qu'on peut 1’écrire

fn = ZCJ¢J

JeA

avec #A < n. En utilisant de nouveau les passages aux différentes normalisations, I'inéga-
lité de Holder et ’équivalence du lemme précédent, on obtient

||fn||T%:_n,r,7- = Z 2T(m‘J‘m+T|J‘1)|CST)|T

JeEA

_ E 97 m\J\w+T|J\1)|2\J|1(2 C |T
JeA

_ Z 27’m|J|Oo ‘CJ’T

JeA

-3 ;
<o) ()
JEA JEA

< Cn'7 el ipme -
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Remarque 4.2.11. Dans le but d’adapter le théoréme précédent au cas de I'espace L,
I'idée poursuivie était, dans la définition de l’espace de Besov a régularité hybride
de laisser tomber le facteur 27"l qui dépendait de la régularité de I’espace de Sobolev.
Nous aurions alors remplacé 1’espace de Besov du théoréme précédent par l'espace B:7 des
fonctions f dont le vecteur de composantes normalisées dans L, vérifie

T

bf_,ﬂ' = Z 27—8'3'1 Z |CST)|T < OQ.

jezd JEV;

e

Cependant, pour arriver a adapter la démonstration du théoréme précédent, nous au-
rions eu besoin de pouvoir écrire I’équivalence suivante.

1
P
£, = (} :zp'J'1<%—i>|cJ\p)

Jev

Pour tenter de démontrer une telle équivalence, on peut remarquer que grace a 1’équi-

valence ((3.2)),
P
2

11, = [ {32 S leaPll o) | e
R \jezd Jev;
Pour j = (ji, ..., ja) fixé, considérons

Fi(x) = Y lesPlI] xa(2).

JEV;

Au vu du support compact de nos ondelettes, & j fixé, le nombre de rectangles J € V5
contenant un point  est borné par une constante M indépendante de x et de j. Donc pour
presque tout z, F;(x) ne contient qu’'un nombre fini de termes non nuls. Par équivalence
des normes ¢, en dimension finie, on a donc

p 13l
(Fy(x)? < ) esP 2 xy(a).

JEV;

A ce stade, pour nous en sortir, nous devrions pouvoir écrire

/Rd ZF;(x) dexAdZ(Fj(x))gdx‘

Cette derniére équivalence s’avére malheureusement fausse en dimension supérieure ou
égale a deux, en raison de l'impossibilité d’intervertir la norme ¢/2 et la norme ¢* sur les
indices d’échelles j lors de I'intégration. N’ayant pas trouvé de démonstration alternative,
nous travaillons dans l'espace de Sobolev W™?2,
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Chapitre 5

Approximation trigonométrique

Dans le cadre de ’analyse harmonique, on peut choisir d’étudier les séries de Fourier
dans l'espace Lo(T) on on définit T := R 27 Z. On sait que dans Ly(T), on a la conver-
gence des séries de Fourier (voir par exemple [2]). Etant donnée une fonction f € Li(T),
on peut définir ses coefficients de Fourier (ax)r>0 et (bx)r>1 grace aux formules

1 s

ay == %/W f(t)cos(kt)dt, by := - f(t)sin(kt)dt.

Bien que ces coefficients permettent de construire formellement une série trigonométrique,
celle-ci ne converge pas nécessairement vers f dans le cadre général de L;(T). Cepen-
dant, on peut se demander & quel point une combinaison linéaire finie de ces fonctions
trigonométriques peut approcher f. Ainsi, dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a
I’approximation par des polynémes trigonométriques.

5.1 Approximation linéaire

Dans cette section, on considére les espaces
Qo " .
Tn =A{Tn(z) = 5 Z(ak cos(kx) + by sin(kx)), ag, by € RVE < n}
k=1

et I'erreur d’approximation

Ea(f)y = jnf If =TIy,

pour une fonction f € L,(T),1 < p < oco. Notre objectif est donc de trouver un espace véri-
fant les inégalités de Jackson et de Bernstein pour cette erreur afin de pouvoir caractériser
'espace d’approximation. Nous suivons I'approche de [15].
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5.1.1 Noyau de Jackson

Pour parvenir a l'inégalité de Jackson, on va utiliser les intégrales de la forme

Lo(f.2) ::Af(x+t)An(t)dt

ot A, (t) = > 7 _,akcos(kt) > 0 est un polynéme trigonométrique de degré inférieur a n,
positif, pair et qui vérifie
/ A(B)dt = 1.

—T

Puisque A,, est pair, en effectuant le changement de variable u = x + ¢, on obtient que
L.(f,z) = /f(u)An(x —u)du = Zak / f(u) cos(k(x — u))du.
T =0 T
En appliquant I'identité trigonométrique

cos(k(x —u)) = cos(kx) cos(ku) + sin(kx) sin(ku)

a cette égalité, on obtient
L.(f,z) = Z ay, cos(kx) f(u) cos(ku)du + Z a sin(kx) / f(u)sin(ku)du. (5.1)
k=0 - k=0 -7

Ainsi, on remarque que L,(f,.) est un polynome trigonométrique de degré inférieur a n.
De plus, si f est pair, alors 'intégrale dans la deuxiéme somme de (5.1)) est nulle et L, (f,.)
est pair.

Le lemme suivant nous donne une majoration utilisant les modules de continuité (cfr.
définition qui nous sera utile pour montrer I'inégalité de Jackson.

Lemme 5.1.1. S’il existe une constante C' telle que le noyau N, satisfait les inégalités
/ t* A, (t)dt < On* (5.2)
0

pour k =0,1,2, alors
1f = Lu(f:)p, < 4Cwy(f,n7h).

Démonstration. Commencgons par remarquer que puisque A, est pair et d’intégrale égale
al,

Lo(foz) — f(x) = Lo(f.x) - / F (@) Aa(t)dt
- / (F(x+ 1) — Fa)Au(0)dt
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:/_0 (Fl@+1) - f(z dt+/0 Fa+ 1) — fa)An(t)dt
:/Ow(f(x—t)—f dt+/ Fla+1) — fla)An(t)dt
= [ a0+ a0 - 2 @)t

Ainsi, en utilisant I'inégalité de Minkowski et le point 2 de la proposition [B.2.2) pour A = nt
et t =n~!, on obtient

1f = La(f ), < /07r 1f(z+8) + flz =) = 2f (@)l An(t)dt

< [

<wi(f,nh) /Oﬁ(nt +1)%A,(t)dt

— 2 —1 2 " 2An " An ﬂAn
W(fon )<n /Ot (t)dt+2n/0t (t)dt+/0 (t)dt)
< 4C’wf,(f, n 1)

ou la derniére inégalité est obtenue grace a nos hypotheéses. ]

Dans la suite, on s’intéressera a des noyaux particuliers définis par

A ym? sit =277

Koplt) = (%) sinon

ottn,7 >0, m:= [%] +1 et ou les constantes \,, sont choisies pour que

/ Ko, (t)dt =1
T

Ces noyaux sont appelés les noyaux généralisés de Jackson. On constate directement que
pour tous n,r > 0, K, , est une fonction positive et paire. On a également que c’est un
polyndéme trigonométrique de degré inférieur a n. En effet, considérons

m—1

Dy(t) =)™

k=0
Il s’agit de la somme des m premiers termes d’une suite géométrique et on a donc
Dm(t) _ 1— ei@t _ eimwﬁ/2(€—iézt/2 _ éimt/z) _ ity sin(mt/2).
1 — ett ezt/2(671t/2 _ ezt/2) sm(t/2)
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Ainsi, on a 2
Dt = (22

Mais on a également

Il
& 3
Il |
© —
m@v
E’:
N~
VY
T 3
|
o -
)
iy
~

Effectuons le changement d’indice k = j — [. Les valeurs possibles de k vont de —(m — 1)
a m — 1. Pour chaque k, comptons le nombre de couples (7,1) :

— Sik>0,alors j =1l+k. Comme j <m—1,onal+k<m-—1,doncl <m-—1—k.
Il y a donc m — k valeurs pour [.

— Par symétrie, si k < 0, il y a m — |k| couples.

La somme devient donc

m—1 m—1 m—1
IDn@))> = > (m—|kDe™ =m> (m—k)(e* +e ™) =m+2) " (m—k)cos(kt).
k=—(m—1) k=1 k=1
Ainsi,
1 (sin(mt/2) 1 =
- (EREN 2 (kt
2m ( sin(t/2) ) 2" Zl ) cos(kt)
. 2
Ainsi, 5 (Sls?r(lwé?)) et est un polynome trigonométrique de degré m—1 et en en prenant la

puissance r, grace a 'identité trigonométrique cos(A) cos(B) = £ (cos(A+ B)+cos(A—B)),
on obtiendra un polynéme trigonométrique de degré r(m — 1). Or, puisque m := [2]| + 1,

rm—1)<n

De plus, on a également le lemme suivant.

Lemme 5.1.2. Pour tout r € Ny, on a l’équivalence \,, =< n~*! lorsque n — oo. De
plus, il existe une constante C,. telle que

/ K, (t)dt < Con*
0

pour k=0,1,...,2r — 2.
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Démonstration. Par construction, on a

De plus, pour 0 <t <, ona £ <sin(f) < £, donc

™

2= /7r M 2Tdt =m* ! /m2 M 2Tduxn2’”’1
T 0 t 0 u ’

ce qui suffit pour la premiére partie du résultat. De méme, pour 0 < k£ < 2r — 2,

s T . 2r
/ K, (£)dt < CA,, / tk (M) dt
0 0

t
mm/2 : 2r
< Cn2r—k—1>\m/ uk (sm(u)) du
0

u
< Cn7F.

5.1.2 Inégalité de Jackson

A Taide des noyaux généralisés de Jackson, on va pouvoir démontrer l'inégalité de
Jackson pour les polyndémes trigonométriques. En effet, on définit l'intégrale de Jackson
par

Ton(foz) = / Flo + ) K (#)d.
T
On a alors le théoréme suivant.
Théoréme 5.1.3. [l existe une constante C > 0 telle que

1f = Jnjg(f)”Lp < Cwl(f,n~") pour tout n > 0.

Démonstration. Le lemme nous donne que le noyau de Jackson K, o vérifie la condi-
tion (b.2) pour une constante C' ne dépendant pas de n. La conclusion découle alors du

lemme B.1.1] O

On peut encore améliorer cette majoration pour obtenir I'inégalité de Jackson recher-
chée. On va, par exemple, chercher a remplacer omega? par w”, r > 2 dans la majoration
précédente. Pour ce faire, on utilise I'opérateur

Sur(fa) = [ (1A (f0) + 1(0)] Ko
o AL(f,z) =Y _o(—=1)"F (;) f(x + kt) sont les r*™ différences de f.
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Notons que S,,(f,x) est une combinaison linéaire de termes de la forme
/f(x+kt)cos(lt)dt, k=1,...,rl=1,...,n.
T

En effet, on a

(AL ) + ) = (P @)+ (1Y () ke + )

k=1

GRS Y C ) (SFERTORE

k=1

— (—1)r+ 2(_1)% (2) fla + kt).

De plus, on sait déja que K,,, est un polynome trigonométrique pair de degré inférieur a

n, donc on peut 'écrire
n

Z a; cos(lt).
1=0

Au final,

Snr(fox) = /T ((—1)r+1 Z(_l)rJrk (;) flz+ kt)) (Z a cos(lt)) dt,

ce qui suffit.
De plus, on a que f(z + kt) est une fonction de t qui est 2f—périodique. Or, on a le
lemme suivant.

Lemme 5.1.4. Si pour un entier positif k, la fonction g € Li(T) a une période de 2=

k )
alors, pour tout entier [ qui n’est pas divisible par k,

/T g(t) cos(lt)dt = / g(t) sin(lt)dt = 0.

T

Démonstration. Puisque la fonction g est 2?” périodique, on a

27 ) 27r—&-2T7r )
I:/ g(t)e’”dt:/ g(t)edt.
0 2

s
k

En appliquant le changement de variable u =t — 2%, on obtient

2iml

2iml
I = e k

27
/ g(u)e™du=e* I.
0
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On a donc
2iml

I1—e*)=0.

2iml

Or, par hypothése, k£ ne divise pas [, donc e’ = 1. Ainsi, on a [ = 0 et donc

Re(I) = /Tg(t) cos(lt)dt =0 et Im(l)= /Tg(t) sin({t)dt = 0.

O

Au vu de ce lemme, on a que [; f(z + kt) cos(It)dt est nul sauf si k divise [. Ainsi, si
onfixe k € {1,...,r} et L € {1,...,n} divisible par k, on a en effectuant le changement de
variable u = x + kt,

u—=

1 427k
/f (x + kt) cos(lt)dt = / f(u) cos(l ’ )du

l
/f cos( u—Ex)du

= cos( / f(u) cos(+u)du + sin( / f(w) sin(

Comme S, ,(f,x) est une combinaison linéaire de termes de cette forme, on a finalement
montré que S, (f,x) est un polynome trigonométrique de degré inférieur a n.
On peut donc utiliser ce polynéme pour prouver 'inégalité de Jackson.

Théoréme 5.1.5. Pourr =1,2,..., il existe une constante C, telle que
Eo(f)p < Cowp(fin™")

pour toutn =1,2,...,1 <p <oolorsque f € L,(T),1 < p < oo ou la définition de w, est
donnée en[B.2.1. En particulier, pour tout n = 1,2,..., on a l'inégalité

En(f)p < Crn_rlﬂwrvp‘

Démonstration. Puisque les noyaux de Jackson généralisés sont d’intégrale égale a 1, on a

:Aﬂ@mww

Sn,r(f,x)—f(x)Z/T[(—1)T+1A§(f>$)+f(w)—f(fﬂ)]K r()dl = (= )T+1/TA§(f>fE)Kn,r(t)dt-

Ainsi, on a

Par l'inégalité de Minkowski et la définition du module de continuité [B.2.1] il vient
19005 = £, < [ 1AL, K0t < [ wi(h 1) (00
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En utilisant, la deuxiéme propriété de la proposition m pour A = nlt| et t = %, on
obtient

190 (£:) = Flls, < (™) [ (nlt+ 1) Ko (0.
Or, le terme (n|t| + 1)" se développe avec la formule du binome de Newton :
r - r j
il +17 = 3 (1) ol
=0

Donc .
/ (nft] + 1) K, (t)dt =) (7”) n’ / It K, (t)dL.
T =\ T

Le lemme [5.1.2Jnous donne alors que pour chaque terme de la somme, il existe une constante
C indépendante de n telle que

n’ / 1t K, (t)dt <n/Cn™7 = C.
T

Ainsi, [p(n|t| + 1)"K, (t)dt est donc majoré par une constante C, qui ne dépend que de
r. Au final,

||Sn,r<f7 ) - f||Lp < Crw£<f7 n_1>‘
et donc

Eo(f)y < Crop(fon™h).
La majoration par |f|wr» découle directement du point 3 de la proposition m O

Les deux corollaires suivants nous seront utiles lorsque nous traiterons de ’approxima-
tion non linéaire.

Corollaire 5.1.6. Supposons que f € WP, Alors,
Eo(f)p < Con"wp(F7, 7).
Démonstration. Cela découle du théoréme précédent et de la propriété 4 de [B.2.2] O
Corollaire 5.1.7. Si f € (Lipa),, 0 < «, alors
En(f)p = O0(n™7).

Démonstration. Cela découle directement du théoréeme [5.1.5] et de la définition de 1’espace
de Lipschitz d’ordre a rappelée en [B.3.1] O
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5.1.3 Inégalité de Bernstein

Nous avons donc trouvé un espace satisfaisant a 'inégalité de Jackson pour notre base
de polynémes trigonométriques. Nous devons donc maintenant prouver que ce méme espace
satisfait a l'inégalité de Bernstein.

Commencons par établir cette inégalité pour la norme L.,. Pour ce faire, on utilise le
théoréme de Szego.

Théoréme 5.1.8. Pour tout polynome trigonométrique T, de degré inférieur a n, on a
T (t)? + n*T,(t)* < n*||T,|7_ .t € T.

Démonstration. Supposons d’abord que ||T,[[, < 1. On se place en t = 0 et on suppose

également que 77 (0) > 0, ce qui ne changera pas le résultat obtenu puisque tous les termes

sont élevés au carré dans ce que l'on cherche a montrer. Soit « le réel tel que |a| < &=

2n
défini par
sin(na) = T,(0)

et soit S, le polyndéme trigonométrique défini par
Sp(z) :==sin(n(z + ) — T, (z).

(2k—1D)w

On considere les points ¢}, := —a + === pour k € Z. On a que

sin(n(t, + a)) = sin(kr — g) = (-1 ke,

De plus, puisqu’on a supposé que ||T,[/, <1,
sign(S,(tx)) = (—1)*™! pour tout k € Z,

donc puisque S, est de degré n et a donc au plus 2n zéros, S, a un unique zéro ¢; dans
chaque intervalle |tg, tx41[. Or, 0 € ]to, t1] et S, (0) = 0, donc ¢y = 0. De plus, on a S,,(t1) > 0
donc on doit forcément avoir S/,(0) > 0, sinon il devrait y avoir un autre zéro dans |tg, t1].
Ainsi,

0 < T/ (0) = ncos(na) — S,(0) < ncos(na) = ny/1 —sin*(na) = ny/1 — T,,(0)2.

et
T!(0)* 4+ n*T,(t)* < n”.

Quitte a refaire le méme raisonnement appliqué au polyndéme

P(x) = T,(z + to),

on trouve que
T/ (to)* + n*T,(te)* < n?
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pour tout to € T. Pour un polynéome T, quelconque, on considére A > [|T,|, et on
applique cette relation a T—/\” On a alors

T (t)* +n’T,(t)> < n*teT
et la conclusion s’obtient en faisant tendre A vert ||T, ||, _ . O
Corollaire 5.1.9. Soit T,, un polyndome trigonométrique de degré inférieur a n. On a
1T, <l Tl -

En particulier,
TN, <n" | Tullp, k=12,

Nous allons également avoir besoin de la relation de quasi—ordreﬂ de Hardy-Littlewood.
A Torigine, cette relation repose sur les réarrangements décroissants de fonctions. Cepen-
dant, nous allons en donner ici une version qui s’applique directement au tore. L’équivalence
entre cette version et celle faisant intervenir les réarrangements décroissants de fonctions
est démontrée dans la section 2 du chapitre 2 de [15].

Définition 5.1.10. Soient f et g, deux fonctions intégrables sur T. On note f < g si pour
tout ensemble mesurable A C T, il existe un autre ensemble B C T tel que

Al=1B] et [iflde= [ jglar
A B

On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 5.1.11. Pour tout polynéme trigonométrique T, de degré inférieur a n et a
coefficients complexes, on a
T < nT,.

Démonstration. Soit A C T. On définit
Q) = [ (o)l + tsign(Ty(s))ds
T

ou on adopte la convention sign(0) = 0. @ est un polyndéme trigonométrique de degré
inférieur a n. Soit to € T tel que |Q(to)| = [|Q||,_. En utilisant la premiére inégalité
obtenue dans le corollaire [5.1.9] on obtient

Am@m:Am@m@m:@®
<n Q. = nlQ(to)]
Sn/TXA(s)]Tn(s+tg)|ds

:n/B|Tn(s)|ds

ou B = A —ty. Puisque |B| = |A|, le résultat est démontré. O

1. On parle ici de quasi-ordre car la relation n’est pas additive.
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En itérant le théoréme précédent, on trouve
TTET) <n'T, pourr=1,2,....

Or, en passant par la définition de la relation < utilisant les réarrangements, on peut
facilement montrerf] que

f=g=1fl, <lgly,

En rassemblant tous ces éléments, on obtient donc le théoréme suivant.

Théoréme 5.1.12. Pour tout n € Ny, pour tout T,, € T, pour 1 <p < o0, on a
Talwrs = T, < 0" Tl -

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous utiliserons également les théorémes sui-
vants.

Théoréme 5.1.13. Pour f € L,(T), 1 <p <ooetr =1,2,..., on a qu’il existe une

constante C, telle que
n

wy(f,n™) < Cn™ Y KT EL(f),

k=1
pour toutn =1,2,....

Démonstration. Considérons, pour tout n, T,,, le polynéme trigonométrique qui réalise la
meilleure approximation pour f . Pour tous m = 0,1,... et h := %, on a, par l'inégalité
triangulaire,

w;(fa nil) < w;(f - T2m+17 h) + w;(TT’“‘l? h)

Or, on a pour toute fonction f € L,, pour tout ¢ > 0,
, ~(r —
SECEDY (1) oo,

donc .
r T
18671, < Y- (1) 191,
k=0
Ainsi,
(= Tomen W)y ) = 5up | A7(f = Tomen), < 2 A (F = Tymin)ll, = 2 Eams ()

[tI<h
(5.3)
De plus, grace au point 3 de la proposition et au théoréeme [5.1.12] on a

W;(szﬂa h) <h Tg(:n)+1

P

2. Démonstration effectuée pour des espaces invariants par réarrangement dans [15].
3. Existence prouvée dans le chapitre 3 de [15].
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<o ||r0-o?| 43 i - L]
i p =0 P

< |2Eo(f)p+ Y 2% | Ty — Too

v=0

Eo(f)p+ D 2" B (f )p] :

v=0

< 2h"

Or, on a
2’/

2 By (), <27 Y KT E(f)p v > 1

k=2v—-141

En effet, considérons les entiers k tels que 2v7! < k < 2¥. Par décroissance de l'erreur,
pour un tel k, on a Ey (f), < Ep(f), et k=1 > (271)"~1. Donc

Z K EL(f)y > Ex(f Z K> Ea(f),20 (207 L

=2v-141 =2v—141

On en tire que
wp(Tymer, h) < 2270\ Eo(f)p + Er(fp+ Y K T Ex(f)y] - (5.4)

Ainsi, pour un n fixé, on choisit m tel que 2™ < n < 2™+ Les égalités (5.3) et . nous
donne alors le résultat annoncé avec le terme additionnel Ey(f),. Cependant ce terme
n’est pas embétant car il suffit d’écrire le résultat obtenu pour f — c ou ¢ est la constante
réalisant la meilleure approximation pour f. O

Nous pouvons encore préciser le théoréme précédent grace a la notation suivante.
Notation 5.1.14. On note f = O(g) pour dire qu’il existe une constante C' > 0 telle que
f(z)| < Clg()|

lorsque z — oc.
Corollaire 5.1.15. Si E,(f), = O(n™®) pour o >0, n =1,2,..., alors pour toutt > 0,
(t%) sia<r

O(t
wi(f,t) =4 Ot*In(t™)) sia=r
O(t") si o> .
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Démonstration. Considérons d’abord le cas ot t = n~!

réeme précédent et a notre hypothése, on sait que

avec n = 1,2,.... Grace au théo-

wi(f,n ') <Cn™" Z Kk =Cn" Z ke (5.5)
k=1 k=1

On doit donc étudier le comportement de la somme Y p_, k™17,
Lorsque ao < r, on a que r — 1 — a > —1. Ainsi, il vient

n n r—a "N r—a

i i T n 1 _
§ :kr 11—« — ZIZ'T 1 adl’ — — o — O<nr a).
1 1 r—«Q r—« rT—Q

1

En multipliant par le facteur n=" de (/5.5)), on obtient donc le résultat annoncé dans ce cas
en remplacant n par 1/t.
Lorsque a=r,r—1—a=—1etona

n n 1
E Et< / —dz = In(n).
k=1 1

En injectant cela dans (5.5)), il vient
wy(f,1/t) < Ct*In(1/t) = O(t*In(1/t)).

Enfin, lorsque a > r, la série Y ;- k"1™ est une série de Riemann convergente. La
somme des n premiers termes est donc bornée par une constante M. Ainsi,

WI(f, 1) < CME™ = O(F").

On obtient le résultat pour tout £ > 0 en remarquant qu’il existe un entier n > 0 tel que

n+r1 <t< % et en utilisant la croissance du module de continuité. O

Théoréme 5.1.16. St pour une fonction f € L,, 1 <p < oo et pourr=1,2,...,

Z kr_lEk(f)p < 007
k=1

alors f € W"P(T). De plus, dans le cas ou f € C°(T) et ou la série converge, pour
r=1,2,..., alors f € C"(T).

Démonstration. Comme dans le théoréme précédent, si on travaille avec les polyndmes
trigonométriques réalisant la meilleure approximation, on a

||T2V+1 - T2V||Lp S 2E2u (f)p

et
21/
< 2(”+1)r+1E2u(f)p < C Z kr_lEk‘(f)p-

P k=2v—1

|7, - .
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On en tire que

< 00
P

T, — Ty

)

et donc que Ty est une suite de Cauchy dans W"P. Puisque Ty converge vers f dans L,,
on a que f € W"P(T). De plus, dans le cas ou f € C%T) C Loo(T), on vient de montrer

que
o0

DTy~ T3)

v=0
converge normalement et donc uniformément sur le compact T. On obtient donc que la
suite (Tov),>o converge uniformément vers f sur T et que la suite des dérivées d’ordre r

N-1
T =17+ Y (1 — 130
v=0

converge uniformément sur T. Par le théoréme de Weierstrass, on obtient que f est dérivable
jusqu’a 'ordre r et que ses dérivées jusqu’a ’ordre r sont les limites uniformes de la suite
de polynoémes (TQ(fV)) N, S < r. Comme ces polynémes sont continus, on a que toutes les
dérivées de f jusqu’a 'ordre r sont continues. ]

Dans [6], ce théoréme est complété par le théoréme suivant (théoréme 2.3.4).

Théoréme 5.1.17. Soient r € N et « > 0. St f € L,(T), 1 <p < oo (on on demande en
plus que f € COT) lorsque p = 0o0) est tel que E,(f), = O(n~*), alors

O(n™?) si0<a<l
w,(f7 0 = Om n(n)) sia=1
O(n™) sta>1

5.1.4 Caractérisation de ’espace d’approximation

Puisque nous avons réussi a démontré les inégalités de Jackson et de Bernstein pour
notre base trigonométrique, nous pouvons maintenant établir la caractérisation de notre
espace d’approximation.

Théoréme 5.1.18. Soit r, un entier positif, l <p < oo, 0<qg< 0w etO<a<r.Ona

A ((Ly: To)) = (L, W) .
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5.2 Approximation non linéaire

Si 'on souhaite étudier 'approximation non linéaire par les bases trigonométriques
définies plus haut, il faudrait s’autoriser & choisir librement les m meilleures fréquences.
Cependant, il est alors impossible de retrouver les inégalités de Jackson et de Bernstein
que nous avons étudiées jusqu’a présent, et ce pour deux raisons mises en évidence par
Temlyakov dans les chapitres 2 et 5 de son livre [28]. En effet, en approximation non linéaire,
I'inégalité de Bernstein repose sur le fait que la fréquence maximale d’un polyndéme 7, est
finie et connue (n). En approximation non linéaire, les fréquences d’un polynéme S peuvent
étre arbitrairement grandes (par exemple, S(x) = cos(10'%z)), ce qui fait exploser sa dérivée
sans que sa norme globale ne change. Il est donc trés difficile d’obtenir une inégalité de
type Bernstein. De plus, Temlyakov prouve dans son théoréme 2.2.10 que I’algorithme qui
consiste a trier les coefficients dans l'ordre décroissant et a choisir les plus grands diverge
dans L,,p # 2, ce qui invalide également I'inégalité de Jackson. Dans le chapitre 5 de
[28], une méthode alternative pour caractériser les espaces d’approximation est présentée.
Cependant, pour rester dans notre schéma classique consistant a utiliser des inégalités qui
se rapprochent de celles de Jackson et de Bernstein (c’est-a-dire qui établissent un lien
entre 'erreur d’approximation d’une fonction et sa régularité), nous allons nous intéresser
a un autre type de base : la base de Fourier non linéaire (adaptative Fourier basis). Nous
allons suivre 'approche de [22].

5.2.1 Bases de Fourier non linéaires

Récemment, une famille de bases de Fourier non linéaires qui vient étendre la base
de Fourier classique a été développée dans le cadre du signal-processing. Nous allons en
détailler la construction ici.

Définition 5.2.1. Pour tout nombre complexe a = |ale’™, |a| < 1, considérons la trans-

formation de Mdbius
zZ—a

Ta(z) - 1—az

qui envoie le disque unité sur lui-méme. On définit la fonction de phase non-linéaire 6, (t)

par
i0a(t) .__ ity __ et—a
{ eWa®) .= 71, (™) = =%

Il est facile de vérifier que 6,(t + 27) = 0,(t) + 27. De plus, on peut essayer de calculer
sa dérivée. Pour ce faire, posons

() =7a(e") = (ra 0 2)(t)

oil z(t) = €. Par définition, on sait que f(t) = ¢?«(®), Ainsi, en dérivant les deux membres
de cette égalité par rapport a t, on obtient

0 (1) O = £/(2). (5.6)
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Or, par le théoréme de dérivation des fonctions composées, on a que

() = 7o (2(1) 2 (2)

avec 2'(t) = ie" = iz. Calculons 7/ (2(t)) :

1 —az(t) +az(t) — |al?

(1 —az(t))?
I e
C(1-a(t)?
En injectant cela dans (5.6) et en se rappelant que e%®) = 7,(2(t)) = 12_(2;((:)’
o L—=la* 1 —az(t)
() = (1— Ez(t))QZZ(w z2(t)—a’
donc )
o' (t) _ Z(t)(l — |a| ) ‘
‘ (1 —az(t))(2(t) — a)
Or,
(1 —az(t))(2(t) —a) = z(t)M — a — az* + |a|*2(t)
= 21— —az+ |a?)
z
et comme z(t) = €, on a que ﬁ = 2(t), donc

1 — |af?

Oult) = ———— -

1—|al?

1—az(t) —az + |a|?
Pour finir, remarquons que
az(t) = (Jale’™)(e™™)

et on obtient finalement

1 — 2Re(az(t)) + |a|?

= Jale’=~,

1 — |af”

0, (t) =

1 —2|a|cos(t — t,) + |a|?

On peut alors remarquer que puisque |a| < 1, cette dérivée satisfait

1 — |al

0<
1+ |a

< 0,(t)
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On en tire que 6, est une fonction strictement croissante.
De plus, on voit facilement que pour toute suite (¢ )rez ayant un nombre fini de termes
non nuls,

2

dx

2

1
g (t)dt.

:%T

E Cr eikx

k€EZ

Z cr eikba (t)

kEZ

> el = %/

keZ T

En effet, la premiére égalité découle directement de l'identité de Parseval pour la base de
Fourier classique sur L?(T). Puisque 6, est une bijection strictement croissante de T dans
lui-méme, la deuxiéme égalité s’obtient en effectuant le changement de variable z = 0,(t).
En combinant cela avec , on obtient que les bases de Fourier non linéaires (%), o,
ainsi construites forment des bases de Riesz dans L*(T). Remarquons que lorsque a = 0,
(ea®), <z est simplement la base de Fourier (e™),cz.

On considére 'espace 7,* des polynomes trigonométriques non linéaires de degré infé-
rieur a n, c’est-a-dire

T¢ .= span{e™®?® . |k| < n}.

Lorsque a est fixé, cet espace est évidemment un espace linéaire. Cependant, I'intérét d’étu-
dier la maniére dont cet espace réussi a approcher une fonction f de L, réside dans le fait
que 'on peut choisir la valeur du parameétre a en qui correspond le mieux & notre fonction.
Ainsi des articles tels que [24] étudient comment choisir @ pour minimiser l'erreur. Comme
nous l'avons fait précédemment, nous allons tenter de caractériser I’espace d’approximation
lié & l'erreur

Ex(f)yi= jnf If =TI,

pour des fonctions f € L,(T), 1 < p < oo en démontrant les inégalités de Jackson et de
Bernstein. Cela nous permettra donc de montrer que pour a quelconque, la base que l'on a
construite se comporte bien et nous permet d’échapper aux problémes que 'on avait avec
les bases trigonométriques classiques.

5.2.2 Inégalités de Jackson

Commencons par montrer I'inégalité de Jackson pour les fonctions continues sur le Tore
(qui sont dans L. (T)), nous généraliserons ensuite a L,(T), 1 < p < oco. Pour ce faire,
nous allons utiliser les deux lemmes suivants qui vont nous permettre de nous ramener au
cas linéaire.

Lemme 5.2.2. Soit f € C°(T). Alors
En(f)oe = En(f 20, oo

ot By (9)s correspond a Uerreur d’approximation dans le cas linéaire.
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Démonstration. Supposons queﬁ

Eu(fol Yo = fob,' = > cre™

|k|<n Lo

En se rappelant que 6, est une fonction strictement croissante qui satisfait 6,(t + 27) =
0,(t) + 27 et donc que 6, est une bijection strictement croissante de [0, 27| dans lui-méme,
on a

f= e =|fod! —ae™||, = Eu(fob o
|k|<n Loo
Ainsi,

E(f)oo < En(fo0, oo

En procédant de la méme maniére, on peut montrer que

E,(fo 9;1)00 < EN(f)eo

Lemme 5.2.3. Soit f € C°(T). On a

1 - |al
w

w t).
Démonstration. Par le théoréme des accroissement finis et @, on a que pour tous =,y €

R

Y

6, (2) — 6, ()] = 16, (€) |x—y|=m| vl < 1+= }

ot € € ]z, y[ ou € € |y, x[. Ainsi, si |[x —y| < ¢, alors |0, (x) — 0,1 (y)] < if}g}t et donc par
définition des modules de continuité,

|z =yl

weo(f 0057 t) = sup |f(0,"(x)) — f(0. ()] < we(f,

|lz—y|<t 1 — [al
De plus, en utilisant la propriété (2) de la proposition m, on a

1+ |al 2
< ol 1)
() = T ja >0

Woo ([,

En procédant de la méme maniére avec le théoréme des accroissements finis appliqué a 6,,
on obtient également

nl11) € T 0 057.1),

ce qui suffit pour conclure. [

4. On se base ici sur lexistence d’une meilleure approximation pour la base trigonométrique linéaire.
Celle-ci est montrée dans le chapitre 3 de [13].
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Nous pouvons maintenant passer a la preuve du théoréme de Jackson dans L.

Théoréme 5.2.4. Soit f € C°(T). On a qu’il existe une constante C' > 0 telle que

E(f)

pour tout n. Par conséquent, si f € (Lipa)so pour 0 < a < 1, alors E4(f)e = O(n™%).

Démonstration. Puisque f € L et puisque 6, est une bijection 6! est aussi dans L.
Ainsi, en utilisant I'inégalité de Jackson du théoréme [5.1.5 on a

En(fo 0;1)00 < Cws(fo eglvn_l)-

En utilisant les lemmes précédents, on en tire que

2C
Eifo = Enlf 00, )0 < Cume(f 00 07 < 1=

Woo (fym™1).

Par conséquent, si f € (Lipa)., il existe une constante M telle que
Woo (fyn ™) < Mn™,

Ainsi,
2CM

Ea OO< —Oé7

ce qui suffit pour conclure. [

Nous pouvons aller plus loin que le théoréme précédent et trouver des conditions pour
que E(f)oo = O(n~*) pour r € N. Comme le montre le théoréme suivant, ces conditions
consistent & demander plus de régularités a nos fonctions.

Théoréme 5.2.5. Supposons que f € C"(T), r € N et que ") € (Lipa)s, 0 < a < 1.
Alors,

EL(f)oo = O(7).

Démonstration. Puisque 6, est une bijection, le fait que f € C"(T) implique que
fo6,1 € C"(T). En utilisant notre premier lemme et le corollaire obtenu dans le cas
linéaire,

E(f)oo = En(f 00, Do <Cn"woo((f 06, 071, (5.9)

De plus, on peut facilement vérifier que

f(’“) o 9;1 = B
e S 0ty 510

J=1

(fob.)" =
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oules u;, 7 =1,2,...,r =1, sont des fonctions de classe C* sur T. En effet, on a d’abord
(f" 00, )(x)
(6f, 0 61)(x)

Si 'on doit dériver & nouveau cette expression, on utilise la formule de dérivation d’un
quotient pour avoir

(fo0.) (x) = [0 (2))(0.1) (x) =

Lo ) 016, (2) — (6, (2))- 1646, ()]

o) - b

@) (g1
= L0 o )
[07,(0: ()]
En remarquant que u; est de classe C'™ car il est obtenu par une fonction composée de
dérivées de 0, et car ces dérivées sont de classe C*° vu , on obtient bien le résultat
annoncé pour r = 2. Il suffit alors d’itérer ce raisonnement.
En outre, puisque f) € (Lipa)s, on sait qu’il existe une constante M telle que

woo (f), 1) < Mt* pour tout t > 0.

en combinant cela avec les majorations du deuxiéme lemme, on obtient que

woo{f(r) © 9;1’25) <

woo(fT) 1) < t* pour tout t > 0

2

1 —al
et donc que £ o 7! € (Lipa)s. D’autre part, puisque (¢, 0 071)~" € C(T), on a que
(0, 00;1) € (Lipl)s C (Lipa)s grace a la remarque . Ainsi, leur produit (f) o
0,)(0,00,1)™" € (Lipa)s.

De la méme manieére, Z;;i(f(j) 00, )u; € (Lipa)s puisque ce terme est de classe C'(T).
Au final, (f 0 0;1)™ € (Lipa)s, donc we(f 0 ;1)) n~1) = O(n~*). En reprenant les
inégalités , on trouve

E*(f)os < Cn"O(n™) = O(n~+o)),

1 —|al

ce qui conclut la preuve. O

Maintenant que nous avons démontré les théorémes de type Jackson dont nous avions
besoin pour les fonctions continues, montrons ceux pour les fonctions de L,,1 < p < oo.
Pour ce faire, nous allons devoir adapter un peu le raisonnement suivi pour les fonctions
continues. Le premier lemme reste assez semblable.

Lemme 5.2.6. Soit f € L,(T), 1 <p < oco. Alors
EL(f)p =< En(fo 9;1)1)

avec des constantes d’équivalence ne dépendant que de a et de p.
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Démonstration. Supposons que

Eo(fott)y=fobt = > cre®

k|<n
e L

En utilisant le changement de variable u = 0,(t) et (5.8]), on a

1
p

Bu(f o0 = | 3= [176: @) = X ene P
Ik <n
1 . P
— 55 [1700 = 3 et ey

|k|<n
1—1lal\* [ 1
—lap\” Z ikOa (t) |p
> — t) — dt
N (1 + |a|) 27 /1r|f( ) e |

Ik|<n
C(1=al\" .,

En suivant un raisonnement similaire, on trouve également

E,(fo 9;1)17 < <1i——m> ' Eﬁ(f)py

ce qui suffit pour conclure. [

Dans le cas ou 'on travaillait avec des fonctions continues, on avait obtenu une équiva-
lence entre wq, (f o0, 1, t) et woo(f,t). Malheureusement, il n’est pas possible de trouver une
équivalence entre w,(f o 0,1, t) et w,(f,t) pour f € 1 < p < co. Cependant, nous pouvons
montrer que f € (Lipa), si et seulement si f o0, € (Lipa),.

Notations 5.2.7. Considérons une partition finie D de T en intervalles disjoints [ :=
[tk_1,tx[ avec 1 <k < N et tg <t; <--- <ty =to+ 2m. Notons
(SD = max1§k§N|tk — tk_ﬂ

et
S(D) :=span{x;, : 1 <k < N}.

On note également

S(F.D)y = it |If = S,

pour tout f € L,, 1 <p < oo.
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Lemme 5.2.8. Soient f € L,, 1 <p<ooet0<a<1 Onaf e (Lipa), siet seule-
ment si s(f, D), = O(0%) pour toute partition D de T définie comme dans les notations
précédentes.

Cette partition nous permet d’obtenir le lemme suivant dont la démonstration peut
étre adaptée de [12] (p. 60-64).

Lemme 5.2.9. Soit f € L,(T), 1 < p < oco. Pour tout 0 < a < 1, f € (Lipa), si et
seulement si f o 07! € (Lipa),.

Démonstration. Considérons D, une partition de T définie comme précédemment et S €
S(D). Pour tout f € Ly, en effectuant le changement de variable = 6,(t), on a

[t @pas = [1760) - (s b0 00

On définit une nouvelle fonction S := S o 6,. Puisque S est constante sur les intervalles
de la partition D = {to,...t,}, alors S est constante sur les intervalles d’une nouvelle
partition D définie par les points 7, = 0;(t;). Notons que D respecte bien les conditions
imposées dans les notations précédentes grace au fait que 6, est une bijection de [0, 27|
dans lui-méme telle que 6,(t 4 27) = 0,(t) + 27. Grace aux bornes sur ¢/, trouvées dans
et a I'égalité des intégrales trouvée ci-dessus, on obtient

I 202" =5, = s =35,
et donc que

s(fof ' D) =< s(f, [?)

avec des constantes d’équivalence ne dépendant que de a et de p. Comme 6 et 0~ sont
des fonctions de classe C™ et de dérivées bornées, on vérifie facilement que D génére D et
inversement et quedp < &5. Ainsi, s(fof; ', D) = O(5%) si et seulement si s(f, D) = O(6%).
On conclut donc par le lemme précédent. ]

Nous pouvons maintenant passer a la démonstration des théoréemes de type Jackson
pour les bases de Fourier non-linéaire dans L,,.

Théoréme 5.2.10. Soit f € (Lipa),. Alors,

EL(f)p =0O(n™).

Démonstration. Grace au lemme précédent, on sait que f o6, € (Lipa),. Le lemme m
combiné au corollaire [5.1.7] nous donnent alors que

En(f)p = Ea(f00;"), = O(n™),

ol les constantes d’équivalence ne dépendent que de a et de p, ce qui permet de conclure. [
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Comme nous ’avons fait pour les fonctions continues, on peut améliorer ce résultat.
Avant de le montrer, notons que pour toute fonction f € W"™P(T), il existe une unique
fonction ¢ € C"1(T) telle que

— @1 est absolument continue sur T,

— ¢(x) = f(x) pour presque tout z € T.
En effet, si f € W"™P(T), sa premicre dérivée faible appartient a W"=1? c Wl», Par
définition des dérivées faibles, il existe une fonction g € L,(T) telle que pour toute fonction
test ¢ de classe C'™° et & support compact,

/T FOW bt = — /T SO,

Puisque g € L,(T) et vu que le tore est de mesure finie, on a g € L;(T). On peut donc
définir N
o) = [ gty
0

Par le théoréme fondamental de I'analyse, ¢; est absolument continu sur T, est dérivable
presque partout et vérifie ¢} (x) = g(z) pp. Comme ¢; est absolument continu, pour toute
fonction test 1,

A@mwwwzwwﬁ—ﬁywwwwz—AaWWMt

Ainsi, la dérivée au sens des distributions de la fonction f — ¢ est nulle, donc il existe une
constante C' telle que
f(z) = ¢1(x) + C presque partout.

On pose alors ¢(z) = ¢1(x) + C. Notre représentant ¢ est donc absolument continu et égal
a f presque partout. Pour f € W"™P(T), on applique ce raisonnement de proche en proche.
L’unicité découle du fait que ¢ est continu et égal & f presque partout.

L’égalité presque partout impliquant une égalité en norme L,, on suppose sans perte
de généralité, que f lui-méme est de classe O™, que f"~1) est absolument continu sur T
et que f) € L,(T).

Théoréme 5.2.11. Supposons que f € W™(T), r € N, 1 < p < oo satisfait () €
(Lipar),, 0 < a < 1. Alors,
Ei(f)p = O(n~ ).

Démonstration. Supposons que f"Y est absolument continu sur T et que £ € L,(T).
De plus, puisque 6, est de classe C'™ et que sa dérivée est bornée, on vérifie facilement
que (f o 671V est absolument continu sur T et que (f o 6,1 € L,(T). De plus,
puisque f) € (Lipa),, en utilisant la décomposition ([5.10]) et le lemme , on obtient
que (f 00,1 € (Lipa), par un raisonnement similaire & celui suivi dans le théoréme
[5.2.5] Ainsi, en combinant cette information au corollaire [5.1.6] on a

Eu(f o0,y =0 " wp((f o8, 1),n™t) = On~").
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On peut alors conclure grace au lemme [5.2.6] que

EL(f)p =0,

5.2.3 Inégalités de type Bernstein
On a les deux théorémes suivants.

Théoréme 5.2.12. Soit f € C°T) satisfaisant E(f)se = O(n~T*)) pour r € N et
0 <a<1. Alrs, fe€ C™(T). De plus, f) € (Lipa)s lorsque 0 < a < 1 et wao(f,1) =
O(t|lnt|) lorsque o = 1.

Démonstration. Considérons le cas ot r > 1, le cas ou r = 0 s’obtenant par un raisonne-
ment similaire. Par le lemme [5.2.2 on sait que

En(f 00, ) = Ep(f)oo = O(n™ ).

Grace au théoréme[5.1.16, on a que fof; ' € C"(T). De plus, le théoréme [5.1.17|nous donne
également que (f 0 0;1)") € (Lipa)s lorsque 0 < a < 1 et woo((f 0 01T 1) = O(t|In(t)|)
lorsque o« = 1. On a alors que, puisque 6, est une bijection de classe C'*°,

F=(fob"00,cC(T).

De plus, posons g = fof;'. Ona f=go0, et

—_

r—

FO(z) = (9" 0 0a())(0(2))" + ) (g 0 bu(2)) P (0, (2),. ... 00 (x))

7=1

ol les P; sont des polynémes des dérivées de 0,. Par I'inégalité triangulaire, on sait que le
module de continuité w.,(f"),t) est majoré par le module de continuité de chaque terme.
Or, pour le premier terme, lorsque 0 < o < 1, puisque ¢ € (Lipa)s, et vu que 6, est de
classe C*°, donc dans (Lipa)s au vu des remarques [B.3.2| et h, la composée ¢ 0, est
aussi dans (Lipa)s. Il en est de méme pour le produit par (¢')". Pour les autres termes,
puisque ¢ € (Lipa)so, gV est au moins de classe C' et g\ € (Lipl)s. Au final, lorsque
0<a<l,ona

[y

r—

oo (f7,1) < woo(9002)(6)", ) Fwes (D (9 00) Pi(8,, ..., 6, 1) = O(t*)+O(t) = O(t*).

1

J
Un raisonnement similaire nous permet de conclure dans le cas ot o = 1. O

Théoréme 5.2.13. Soient f € L,(T) et 1 < p < oo. Si E2(f), = O(n~*+) ot r € N et
0<a<l, alors
feW™(T) et f) € (Lipa),.
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Démonstration. Grace au lemme [5.2.6] on sait que
Eo(f 0 0.") = E(f)y = O(n~ ).

11 suffit alors d’utiliser les théorémesb. 1. 16let 5. 1. 17 et de raisonner comme dans le théoréme
précédent. O

Au vu de ces théorémes et des inégalités de type Jackson que nous avons montrées, on
obtient finalement que pour tout nombre complexe a de module strictement inférieur & 1,
pour l <p<ooet<a<l,

A% (Ly, Ty = WP 0 {f : £ € (Lipa), }.
On a également que pour 0 < a < 1,
A (CUT), ) = {f € C"(T) : f© € (Lipa)c}

et
AL(CUT), T) = {f € C(T) : wao (£, 1) = O(tIn(]t]))}.
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Annexe A

(Quasi-semi-normes

On considére X, un espace vectoriel défini sur K, avec K =R ou C.

Définition A.0.1. Une application p: X — [0, +oo[ est une quasi-semi-norme sur X si
1. il existe C' > 1 tel que pour tous z,y € X, p(z +y) < C(p(z) + p(y)),

2. pour tous A € K,z € X, p(Azx) = |A|p(z). C’est une quasi-norme sur X si l'on a, de
plus, p(z) = 0 < x = 0 pour tout z € X.

Exemple A.0.2. Si0 < ¢ < 1, alors l'espace ¢, muni de |z|, = (Z,;“;llxk]q)% est un espace
quasi-normé, mais pas un espace Nnorme.

En effet, si on considére g = % et les suites x = (%,O, ) ety = (0,
|z +yl, > |z|, + |ylg, et on n’a donc pas une norme.

De plus, si 0 < ¢ < 1, on peut montrer par récurrence que pour toute suite de complexes,

1> pe @]? < D727 |wk|?. Ainsi, pour toutes suites x,y € £,

o+l <Y (el + [yl ) = |2 + [yl2- (A1)

k>1

,0,...), on a

W=

Puisque ¢ < 1, donc x — zd est convexe, on a également que pour tous nombres positifs
aet b,
(a+b)7 < 20 (a7 + br).
Donc en prenant a = |x|¢ et b = |y[, on en tire que
(Iel2 -+ 1wl2)* < 257 (Jal, + loly) (A.2)
En regroupant et (A.2)), on a

1
|z + y’q < 2q 1(’%‘(1 + |?/|q>-

Les autres propriétés d’'une quasi-norme étant trivialement vérifiée, on a la conclusion.
On peut montrer de maniere similaire que pour 0 < ¢ < 1, L, muni de

1
|flr, = ([|f(z)|?dz) est quasi-normé vérifiant l'inégalité quasi-triangulaire
1
| +gle, <207 fl, + lgl,). (A-3)
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Meéme si, lorsque 'on travaille avec une quasi-semi-norme ou une quasi-norme, on n’a
pas une inégalité triangulaire, le résultat suivant, dont la démonstration est donnée dans
[15] (P. 20), nous permettra de nous en sortir.

Théoréme A.0.3. Pour toute quasi-norme (resp. quasi-semi-norme) |.| sur X, il existe

une quasi-norme (resp. quasi-semi-norme) |.|o équivalente et un nombre p > 0 tels que |.|5
est sous-additif.
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Annexe B

Espaces fonctionnels

Nous allons étudier ici les différents éléments de la théorie de Littlewood-Paley qui sont
utiles dans cet article ainsi que la caractérisation des espaces L, et de Besov en fonction
des coefficients dans la décomposition en ondelettes des fonctions de ces espaces.

B.1 Espaces de Sobolev

Définition B.1.1. On définit I'espace de Sobolev W™P comme l'espace des fonctions
f € LP(R?) dont toutes les dérivées (faibles) partielles jusqu’a I'ordre m sont dans LP(R?).
On munit cet espace de la norme

1 s = UF Lo+ 1 lwmas 1l = 10 fllo
|a|=m
Définition B.1.2. Si r est un entier positif, on définit 'opérateur de dérivation
s "

= e
Oxy  Oxf

Pour 1 < p < oo, on définit I'espace de Sobolev WP comme ’ensemble des fonctions de L,
dont la dérivée distributionnelle D" f est dans L,. On munit cet espace de la semi-norme

|[flwrr := D" flp.

Cet espace est ce que I'on appelle I'espace de Sobolev & dérivées dominantes mixtes.

B.2 Espaces de Besov

Dans le chapitre 3, nous avons besoin de la caractérisation des espaces de Besov en
fonction des coefficients d’ondelettes. Nous utiliserons la caractérisation de [20].

Commencons par rappeler la définition des espaces de Besov utilisée. Pour cette défi-
nition, nous allons utiliser les modules de continuité que nous définissons ici.

103



Définition B.2.1. Soit f € L,(R), 1 < p < oo, posons A,f(x) = f(z + h) — f(z) et
AP f(x) = ARAP ! f(z) pour m > 1. Le module de continuité d’ordre m de f est défini
par

W (F.1) = sup [ A7 )],

[hl<t
pour t > 0.

On a les propriétés suivantes pour les modules de continuité dont les démonstrations
peuvent étre trouvées dans 13| (p.44-46).

Proposition B.2.2. 1. w;'(f,t) est une fonction croissante de t ;

2. Pour tout entier n, w;”(f, nt) < nmw;l(f, t), donc pour tout A > 0, w?(f, M) <
A+ 1)"wy (f,1) 5

8wyt (f,t) <t flwms.

4. Si f e WP alors wi(f,t) < Cpt™w,(f™, 1)

Nous avons alors la définition suivante pour les espaces de Besov.

Définition B.2.3. Soient 1 < p,q < oo et s €]0,+oo[. L'espace de Besov Bg(L,) est
I'espace des fonctions f € WL(L,) telles que

+o00 . la] dt 1/q
||f||Bg‘(Lp) = ||f||WLO‘J(Lp) -+ (/0 (t wp(.D f7 t))q?) < 400

ol |«] est la partie entiére de « et s est sa partie non entiére. Cette précédente expression
doit bien stir étre adaptée de maniére naturelle si ¢ = oc.

On a la caractérisation suivante[l

Proposition B.2.4. Soient 0 < ¢ <o0,1<p<oo,a>0etfe€ Bg‘(Lp(Rd)). Si
1. ¢ € B(L,(RY) pour un B> o et

2. ¥ admet r moments nuls avec r > «, alors

a1
=) Oken 2 ep, crp(f))?)1, 510 < g < o0
|f|Bg(Lp(Rd)) -~ 1

SUPkEZ2m(Z:IeD;c crp(f)P)?, siq=oo.
Remarque B.2.5. Dans le cas ou, pour 1 < p < o0, on travaille avec les ondelettes
normalisées (cfr. [3.2.2), pour les espaces B2(L,(R?)) avec 1 = 2 + zla’ la, caractérisation

=
précédente devient

Q=

|f|B3(LT(Rd)) = (Z crp(f)7)7

IeD

1. Voir, par exemple, [20].
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B.2.1 Espaces de Besov a régularité hybride

Définition B.2.6. Si f est une fonction admettant la décomposition f =3 574 > Jevs € U7,
notons ¢, le vecteur contenant les coefficients de cette décomposition. Pour m > 0, s > 0,
0 < p,7 < oo, on définit 'espace de Besov a régularité hybride B7"*P comme l’ensemble
des fonctions f dont le vecteur de composantes normalisées dans LP vérifie

I8
S

(U= Z o7 (mljleotsj]1) Z ,cgp),p < 00.
jezd JEV;

B.3 Espaces de Lipschitz

Définition B.3.1. E]Pour 0 <a<letl <p < oo, on définit 'espace de Lipschitz
d’ordre a de L, (Lipar), comme I'ensemble des fonctions de L, telles que

| fl(Lipay, = iug(t’“wp(f, t)) < oo.
>

Remarques B.3.2. Lorsque I'on travail sur un espace métrique compact (T, par exemple),
grace a 'inclusion des espaces L,, on a que pour tout 0 < o <1,

(Lipar), C (Lipa), si g > p.
On peut également montrer que pour tout 1 < p < oo,
(Lipl), C (Lip),.

En effet, supposons avoir une fonction f € (Lipl),. On sait donc qu'il existe une constante
M >0
wp(f,t) < Mt.

Ainsi, si 0 <t < 1,
%, (f,t) S Mt < M

car 0 < a < 1. De plus, si t > 1, par définition,

wp(f,8) < 2|l
et HfHLp < oo puisque ff € (Lipl),, donc

2
”fa””’ <2|fl,,-

Coup(f ) < =

Au final, on a bien
sup(t=w, (f.1)) < oc.
>0

2. Pour plus de précision sur les espaces de Lipschitz, consulter [13] (chapitre 2, section 9).
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Dans le chapitre 5, nous avons besoin de la remarque suivante.

Remarque B.3.3. Lorsque 'on travail sur un espace métrique compact X (T, par exemple),
on a que
C'(X) C (Lipa): (X).

En effet, si 0 < ¢t < 1, par la propriété 3 de [B.2.2]

wi(f,t) <t ||f,||L1 :

Or, puisque f’ est continue sur le compact X, || ||, est une constante finie M. Donc,

wl(f, t) S tM.
Donc
lhit) o paps <
o = =

cart<leta<l.
Dans le cas ou t > 1, on a, par définition du module de continuité,

a(fit) 2 oM
(AR A A '

Donc, dans les deux cas, ce rapport est borné uniformément par rapport a t.
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