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Chapitre 1

Introduction : La conjecture de
Hartmanis—Stearns

Si des constantes usuelles telles que
V2 = 1,414213562373095048801688724209698078569 - - -

ou
™ = 3,141592653589793238462643383279502884197 - - -

admettent des descriptions géométriques tres simples, leur représentation en base 10
semble étre particulierement complexe. A I'opposé de ces deux exemples, il est connu
que les rationnels ont une représentation en base b relativement simple, celle-ci étant
ultimement périodique, et ce pour tout entier b > 2. Mais que peut-on dire sur la
représentation en base b des nombres irrationnels, et en particulier des irrationnels
algébriques ? Cette question a été posée par Borel, qui conjectura en 1950 que la
représentation de ces derniers doit suivre une loi déterminée [14]. En particulier, il
est attendu que les irrationnels algébriques soient normaux en base b, pour toute
base b > 2. Rappelons qu'un nombre « est algébrique s’il est racine d’un polynome
de Z[X], et quun nombre £ est normal en base b si, pour tout entier naturel n,
chacun des b™ blocs de longueur n de la représentation en base b de ¢ apparait avec
une fréquence bin Un des premiers exemples de nombre normal en base 10,

Cho = 0,1234567891011121314 - - - |

a été donné par Champernowne [20] en 1933. Borel montra en 1909 qu’au sens de
la mesure de Lebesgue, presque tout nombre est normal en base b, et ce pour toute
base b > 2 [13], ce qui motive sa conjecture. Cependant, celle-ci est réputée hors
d’atteinte, car il est en pratique tres difficile de démontrer qu’un nombre quelconque
est normal dans une base donnée.

Cette conjecture a suscité de nombreuses tentatives de formalisation de la com-
plexité des représentations en base b des nombres réels, selon des points de vue variés.
Une premiere approche, initiée par Borel, repose sur des considérations probabilistes
et conduit a la notion de normalité présentée précédemment. D’autres cadres ont
également été développés, notamment en dynamique symbolique avec les travaux
de Morse et Hedlund [37], ou encore dans une perspective algorithmique a travers

7



8 CHAPITRE 1. LA CONJECTURE DE HARTMANIS-STEARNS
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FIGURE 1.1 — Représentation schématique d’'une machine de Turing

le modele des machines de Turing introduit par Hartmanis et Stearns [29]. Dans ce
mémoire, nous adoptons majoritairement ce dernier point de vue.

En 1965, Hartmanis et Stearns publient On the computational complexity of
algorithms [29], article fondateur de la théorie de la complexité. Dans ce travail,
les auteurs introduisent pour la premiere fois une formalisation du temps de cal-
cul des algorithmes a 1’aide du modele de la machine de Turing. Ils définissent un
cadre permettant de classer les fonctions calculables selon la croissance du nombre
d’opérations nécessaires a leur calcul.

Une machine de Turing est un modele abstrait de calcul formalisé par Turing
dans les années 1930 [51]. Elle se compose d'un (ou plusieurs) ruban infini divisé
en cases (chacune pouvant contenir un symbole d’un alphabet fini), d’une téte de
lecture/écriture se déplagant sur le ruban, et d’un ensemble fini d’états gouvernés
par une table de transition. A chaque étape, en fonction de 1’état courant et du
symbole lu sur le ruban, la machine modifie le contenu de la case, ou se déplace a
gauche ou a droite sur le ruban, et change d’état. Une fonction (ou suite) f : N — N
est dite calculable s’il existe une machine de Turing qui, pour tout entier naturel m
en entrée sur le ruban, termine son exécution et produit f(m) en sortie.

Plus précisément, Hartmanis et Stearns introduisent la notion de fonction tem-
porelle T'(n), une fonction croissante qui borne le nombre d’opérations nécessaires
a une machine de Turing (& plusieurs rubans) pour produire les n premiers sym-
boles d’une suite. Une suite est dite T'-calculable si elle peut étre générée dans cette
borne de temps, et I’ensemble de toutes les suites T-calculables forme la classe de
complexité temporelle St. Ils posent ainsi les bases de la classification des fonc-
tions calculables selon leur complexité temporelle, inaugurant par la méme occasion
I’étude des classes de complexité temporelle.

Parmi les motivations de cette analyse, les auteurs s’intéressent a la classifica-
tion des nombres selon la complexité temporelle de leur développement en base b.
Autrement dit, ils considerent le probléeme suivant : étant donnés un nombre réel
¢ € R et une base b, dans quelle classe de complexité se situe la suite des chiffres
du développement en base b de {7 Plus précisément, peut-on produire les n pre-
miers termes de cette suite en un nombre d’étapes linéaire par rapport a n? Si



I’on peut répondre par 'affirmative pour les nombres rationnels, ainsi que pour cer-
tains nombres transcendants construits explicitement, les auteurs posent la question
suivante a la fin de leur article :

Probléeme (Hartmanis-Stearns). Existe-t-il des nombres irrationnels algébriques
dont la représentation en base b peut étre générée par une machine de Turing a
plusieurs rubans en O(n) opérations ¢

Aujourd’hui, cette question reste ouverte et une réponse négative est
généralement attendue, donnant lieu a la conjecture de Hartmanis—Stearns.

Le présent mémoire s’inscrit dans la continuité de cette conjecture et a pour
objectif de présenter des résultats allant dans le sens de celle-ci. Il suit également
une approche initiée par Cobham [22] pour aborder ce probleme : I'on étudiera des
restrictions de la question en changeant le modele de calcul. Nous nous concentrerons
sur des sous-classes strictes de machines de Turing, telles que les automates finis
déterministes et les automates a pile, afin d’examiner dans quelle mesure ces modeles
peuvent (ou ne peuvent pas) produire les développements en base entiere de réels
irrationnels algébriques.

Le chapitre [2| introduira les notions fondamentales nécessaires a la suite de ce
travail. L’on y définira plus en détails les notions de représentation d’un réel en base
entiere, et de nombre algébrique. Nous évoquerons aussi le domaine de 'approxi-
mation diophantienne, c’est a dire ’approximation de nombres irrationnels par des
rationnels, qui est étroitement lié¢ a la conjecture. La lectrice ou le lecteur curieux
d’approfondir ces notions peut consulter, entre autres, |27, 42] pour les notions de
numération, et 8,12, [16] pour les aspects de théorie des nombres et d’approximation
diophantienne.

Ensuite, le chapitre |3| présentera plus en détails le cadre de la conjecture. L’on y
définira les notions de machine de Turing et de fonction et de nombre calculables.
L’on introduira ensuite la notion de classe de complexité temporelle définie par Hart-
manis et Stearns dans [29] et I'on établira une premiere classification des nombres
calculables. Des références qui traitent des notions de calculabilité sont |30 |49].

Une fois tout le cadre posé, le chapitre |4, basé principalement sur les travaux
d’Adamczewski, Bugeaud et Luca [3| 4], sera consacré a I’étude du premier modele de
calcul que 'on considerera, les automates finis déterministes. Nous y présenterons
le premier résultat central de ce mémoire : ce modele ne peut pas produire la b-
représentation des nombres irrationnels algébriques. L’on étudiera ensuite les pro-
priétés diophantiennes des suites automatiques, c’est a dire les suites produites par
les automates finis déterministes, reprenant les travaux d’Adamczewski, Bugeaud et
Cassaigne [2, 5]. Une référence classique qui porte sur les suites automatiques est
[10].

Enfin, le chapitre [5| portera sur un modele plus général, les automates a pile.
L’on y présentera le deuxieme résultat central de ce mémoire, basé sur les travaux
d’Adamczewski, Cassaigne et Le Gonidec [6], & savoir que ce modele n’est toujours
pas suffisamment puissant pour produire la représentation en base entiere des irra-
tionnels algébriques. Nous étendrons ensuite cette étude aux machines a piles, qui
généralisent a la fois les automates finis et les automates a pile, et pour lesquelles
apparait une distinction de puissance de calcul selon le nombre de piles considérées.
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Nous introduirons un modele particulier de machine de Turing, les machines unidi-
rectionnelles, qui imposent des contraintes sur l'organisation de la mémoire et les
déplacements de la téte de lecture, et pour lequel I'on dispose également dun critere
d’impossibilité de produire la b-représentation des irrationnels algébriques. Enfin,
nous présenterons un modele de calcul tout a fait différent des machines de Turing :
les réseaux de réactions chimiques, qui nous permettra de mettre en perspective la
conjecture.



Chapitre 2

Notions préliminaires

Ce chapitre est consacré a la présentation des notions fondamentales intervenant
dans la question posée par Hartmanis et Stearns. Il a pour premier objectif de
définir les termes de la question et de présenter les concepts centraux qui leur sont
reliés. Il nous permettra également de fixer des notations qui seront utilisées tout
au long de ce mémoire. Nous commencerons, d’une part, par présenter la notion de
représentation d’'un nombre et, d’autre part, par décrire les nombres algébriques,
qui sont au coeur de la conjecture.

2.1 Notions de combinatoire des mots

Comme nous le verrons plus tard, la représentation d’un nombre est un mot sur
un alphabet donné. Commencons alors par rappeler les notions fondamentales de
combinatoire des mots qui seront utilisées tout au long de ce mémoire. Les éléments
suivants sont principalement repris du cours “Combinatorics on words” [33] et du
livre [9).

Définition 2.1.

— Un alphabet ¥ est un ensemble fini et non-vide, dont les éléments sont appelés
lettres ou symboles.

— Un mot fini sur 'alphabet X est une suite finie de symboles de . Un mot
infini w sur alphabet ¥ est une application w : N — . Tout au long de ce
mémoire, on utilisera les termes de suite et de mot de maniere interchangeable.

— On note ¥* I'ensemble des mots finis sur ¥ et XN I'ensemble des mots infinis
sur .

— Pour un mot w € ¥*, sa longueur, notée |w|, est le nombre de lettres qui le
composent. On note 3" I'ensemble des mots finis écrits sur X et de longueur
n, pour n un entier naturel. On a X* = U ",

neN
— On note € le mot vide, c’est-a-dire 'unique mot de longueur 0.

Rappelons que ’ensemble ¥* muni de 'opération de concaténation définie, pour
tous mots finis u, v, par
YR x Y — U
(u,v) — wv,

11



12 CHAPITRE 2. NOTIONS PRELIMINAIRES

forme un monoide libre, avec pour élément neutre €.

Définition 2.2.
— Un facteur v d'un mot w est un mot tel qu’il existe x,y € ¥* vérifiant w = zuy.
— Six =¢, uest un préfize de w. Si y = €, u est un suffize de w.

— On note Fac(w) I'ensemble des facteurs de w, et Fac,(w) I'ensemble de ses
facteurs de longueur n.

— Soit w € ¥* UXN. La complexité en facteurs de w est 'application

Pw i N — N
n — #Fac,(w)

qui associe a chaque entier n le nombre de facteurs distincts de longueur n
présents dans w.

Notation.

— Pour tous 4,5 € N, on note w; la i-eme lettre du mot w, et wy ;) :=
W;Wit1 - - - wj—1 le facteur de w qui commence a la i-eme lettre et qui est de
longueur j — 1 — 4.

— Pour un entier naturel n, on note w"™ = w - - - w la concaténation de w, n fois.

— Pour w un mot fini, on note u* = lim, i u" le mot infini composé des
concaténations a 'infini de wu.

— Pour un réel positif z, on note w® le mot wl®w’, avec w’ le préfixe de w de
longueur [(z — |z])|w]].

Exemple 2.3. Soit w = abac un mot fini de {a,b,c}*. On a

— w? = abacabacabac,

— w" = abacabacabacabac - - -,

— wV? = abacab, avec w2 = abac et w' = ab.
Terminons cette section par le rappel du théoreme suivant [38] :

Théoréme 2.4 (Morse-Hedlund). Soit w € XN un mot infini, et p, : N = N sa
fonction de complexité en facteurs. Alors w est ultimement périodique si et seulement
St Py est bornée.

2.2 Représentation en base b

Dans cette section, nous rappelons la maniere dont les nombres peuvent étre
représentés dans une base entiere b > 2, comme c’est le cas dans I’écriture usuelle
en base 10 ou en base 2, par exemple. Les sources qui ont été particulierement utiles
pour rédiger cette section sont [43, chap. 1], [27], ainsi que [33].

Nous fixons un entier b > 2, appelé base, et nous considérons 1’ alphabet cano-
nique des chiffres associé, noté ¥, = {0,1,...,b— 1}. L’entier b, conjointement avec
I’alphabet ¥, définit le systéme de numération en base b. Nous introduisons dans
un premier temps la représentation en base b des entiers naturels, avant d’étendre
cette notion au cas des réels.
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2.2.1 Représentation des entiers naturels

Avec une base b fixée, 'on peut associer une valeur entiere a chaque mot du
langage ¥;. En effet, pour tout w € ¥}, notons [w], sa valeur en base b, définie de
la maniere suivante

n
W = WypWp_1 -+ Wywo — [w]p = E w;b".
=0

Par convention, nous écrivons donc les entiers en placant le chiffre le plus significatif
a gauche, conformément a I'usage courant, bien que ce choix soit en réalité purement
arbitraire.
Exemple 2.5. Considérons le mot w = 1010.

— En base 2, bien connue des informaticiens, on a [w]y = 23 + 2! = 17.

— En base 5, on a [w]s = 5% + 5! = 126.

— En base 10, que I'on utilise au quotidien, on a bien évidemment [w];o = 1010.
Lemme 2.6. Pour tout n € N, Uapplication [-], est injective sur Xy

Démonstration. Soient 4 = Up_1Up_2 -+ Ul €6 UV = Vp_1Up_o- - V10y deux mots
différents de X, tous deux de longueur n et tels que [u], = [v]p. Alors

n—1 n—1 n—1
Zuibi - Zvibi =0 et donc P(X) = Z(uZ — ;) X"
i=0 =0 i=0

est un polynoéme non-nul de Z[X] qui posséde b pour racine. En réalisant la division
euclidienne de P par X — b, 'on peut le réexprimer sous la forme

P(X) = (X =b)- Q(X),
pour ) un polynéme de Z[X]. En évaluant P en 0, on obtient
P(0) = ug —v9 = —b-Q(0).
Ceci implique que b divise ug — vp, ce qui est une contradiction car |ug —vo| < b. O

L’application [-], n’est pas injective sur le langage ¥} tout entier. En effet, il est
évident que [0"w], = [w], pour tout w € ¥f et h € N. De plus, le lemme nous
assure que rajouter des 0 de téte est la seule possibilité d’avoir deux mots de Xj qui
ont méme valeur :

[u]y = [v]y et |u| > |v] = u = 0" avec h = |u| — |v].
Réciproquement, 1’on peut associer a chaque entier N € N une représentation

dans ¥j. Cette représentation est unique sous la condition qu’elle ne commence pas
par le symbole 0, et peut-étre calculée via 1’algorithme glouton.
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Algorithme glouton. Soit N € N. Il existe un unique k entier tel que b* < N <
b*+1. Notons N, = N, et pour tout i = k jusqu’a i = 0, I'on pose

N; .
a; = \‘EJ et Ni—l = Nz — aib’.

On a que a; € Xy, a; # 0 et N; < b'. Finalement :

k
N = Z a;b’ = [apap_, - - - aragls

=0

Cet algorithme calcule les chiffres de la gauche vers la droite, conformément a
notre représentation choisie, c’est a dire en notant le chiffre le plus significatif a
gauche. Il nous permet donc d’énoncer le théoreme suivant :

Théoreme 2.7. Tout entier naturel N € N possede une unique b-représentation qui
ne commence pas par un 0.

Cette b-représentation est dite canonique, et on la note (N),. Dans la suite de
ce travail, sauf mention explicite du contraire, toute b-représentation d’un entier
naturel N sera implicitement supposée canonique. Notons que la b-représentation
canonique de 0 est toujours ¢, et que le langage des b-représentations canoniques est

Cy = {{N)s | N € N} = 55\ 05} = {8, 055 U {<).

Remarque 2.8. Bien que nous définissions la b-représentation d’un entier naturel

pour une base b > 2, il est également possible de la définir pour b = 1. Dans ce cas,

I'on parle de représentation en base unaire, et un entier n € N est représenté par

un mot de la forme 1" = 111---1 (ou en fait n’importe quel autre symbole que 1,
——

n fois
répété n fois).

2.2.2 Représentation des réels

La ou les entiers naturels sont représentés par une suite finie de symboles, les
nombres réels sont représentés par une suite infinie de symboles, c’est a dire par un
mot de L}

Soit x un réel positif. Etant donné que nous avons déja traité la représentation
d’un entier naturel, une premiere approche pour donner une b-représentation de x
serait de traiter séparément sa partie entiere |z de sa partie décimale {z} = x—|x].
De maniere similaire, définissons une application [-], : 3} — [0, 1] qui représente la
valeur en base b d’un réel de [0, 1], de la maniere suivante :

+00

—

W = wywaws - - - —> (W] = E w;b™".
i=1

Par convention, et par souci de simplicité, nous commencons 'indexation des sym-
boles des mots infinis a 1. Tout mot de EEI sera noté w = (w;);>1, avec tous les
w; € Y.



2.2. REPRESENTATION EN BASE b 15

Rappelons que ' est un espace métrique muni de la distance d définie de la
maniere suivante :

d: 3N x XN — [0,1]

0 siu=w,

(u,v) — {2—|U/\v|

avec u A v désignant le plus long commun préfixe de u et v. De plus, X} est
totalement ordonné par l'ordre lexicographique : I'on a u < v si et seulement si,
avec w = u A v, u =wau’ et v =wbv’ et a,b € ¥y, on a a < b.

siuF# v

Proposition 2.9. L’application [-], : ¥) — [0,1] est continue et préserve l'ordre.
De plus, pour des mots u et v de S} tels que u < v, w = wA v, on a [u], = [v], si
et seulement si u = wa(b—1)* et v=w(a+ 1)0¥, avec a € ¥y

Démonstration. Soient u et v des mots de X}Y. On a

+oo “+o0o
[wly — (ol = D (wi—v)b™"[ = | D> (w;—v)b™
=1 i=|unv|+1
< bf\u/\v\

< 271Nl — d(u, v).

Ainsi, Papplication [-], est lipschitzienne, donc continue. Remarquons que, si pour
tout 4, u; < vy, et 8l existe un j tel que u; # v;, alors [ |p < [v]p. De plus, si 'on
con51dere la valeur en base b de I'élément maximal de ¥}, on a :

+o0

d-1p i =(-1 Zb‘ (b—1) 1_%:1.

=1

o=

Ceci signifie en particulier que I'image de ) par [-], est incluse dans [0, 1]. De plus,
supposons u < v, et soit £ € N minimal tel que uy # v, c’est a dire up < v — 1.
Posons alors les mots infinis

w’ = ujug - up—qu(b—1)(b—1)--- et v’ = vyvy---vp_1(ug + 1)000 - - -
On a alors [u], = [V']p. En effet,

[u’]b:Zub + uph™* + Z (b—1)b
i=k+1
k—1

= ub™ 4 ugh +(b—1)1b’““
=1

k—1

=> upp b+ 07"
=1
k—1

— Z vib™ 4 (uy + 1)b7F

= [,

S =
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De plus, si w # u’, alors [u], < [u’],, et si v # v’, alors [v’], < [v]p. On obtient
bien que [-], conserve l'ordre. O

D’une maniere similaire au cas des entiers naturels, il existe un algorithme glou-
ton permettant de calculer la b-représentation d’un réel x dans [0, 1), qui la produit
en placant le chiffre le plus significatif a gauche.

Algorithme glouton. Soit x € [0,1). Posons rq = x, et pour tout ¢ > 1, soient
w; = LbTi_1J et r, = {b’f’i_l}.

Chaque w; appartient a >, et l'on a
400
r=wbt Frb Tt =wb T Fwb b= = Z w;b™".
i=1

Ainsi, Palgorithme produit un mot infini w = wjwows--- € 3 qui est une b-
représentation de z, que 'on note (z),. Par convention, 'on dira qu'un mot w € -}
est une b-représentation finie si w est de la forme u0“; avec u € ¥5. Unréel x € [0, 1)
est dit b-décimal si sa b-représentation est finie, c¢’est a dire si et seulement si x est
la forme b% avec p et k des entiers et & > 1 (On se convaincra assez facilement
qu’appliquer I'algorithme glouton sur un réel de cette forme produira un mot qui se

termine par une infinité de 0).

Corollaire 2.10. L’application [-], : ¥ — [0, 1] est surjective. Un réel z € [0,1) a
plus d’une b-représentation si et seulement si il est b-décimal. Dans ce cas, il en a
exactement deuz, une finie et une infinie.

Dans le cas, ou x est b-décimal, nous considérerons uniquement sa b-
représentation finie, qui est la plus grande des deux dans 'ordre lexicographique, et
celle qui est calculée par I'algorithme glouton.

Exemple 2.11. En base 10, le nombre z = %0 possede deux représentations :
— 09¥, I'on noterait alors x = 0,099999. ..,
— 10%, qui correspond a ’écriture décimale usuelle, x = 0, 1.

Nous noterons (x), = 10“.

Finalement, pour un réel x positif, si I’'on concatene la représentation de sa partie
réelle avec celle de sa partie décimale, ’on obtient une représentation de la forme
suivante :

400
<.f17>b =W =W_jW_py1- - W_1Wy ® WiW3 *++ —> [w]b — Z wib—i =7,
i=—k

avec le symbole e délimitant la partie entiere de la partie décimale. Dans la suite
de ce travail, nous nous intéresserons uniquement aux réels compris dans l'inter-
valle [0, 1), pour des raisons de simplicité et ce, sans perte de généralité. En effet,
omettre la partie entiere des réels ne retire qu'un nombre fini de symboles a leur
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b-représentation. De plus, pour tout = > 1 'on peut toujours se ramener au cas
d’un réel dans l'intervalle [0,1) : si 'on considére k& I'unique entier naturel tel que
b1 <z < bF, alors le réel y = & appartient a [0, 1). Si (y), = wiwsws - - -, alors 'on
obtiendra la b-représentation de z en replagant au bon endroit la virgule séparant
la partie entiere de la partie décimale : (x), = wiws - - - wy ® Wiy ---. Enfin, le cas
des réels négatifs ne nécessite pas d’étude particuliere, leur représentation usuelle ne
différant de celle de leur valeur absolue que par le signe.

L’ensemble des b-représentations des réels de [0, 1) est donc le langage suivant :

Ry ={{x)y |2 €[0,1)} =\ S0 — 1)~

Concluons par mentionner les liens entre certaines propriétés arithmétiques des
nombres réels et la structure de leur représentation en base entiere. Le résultat
suivant est un exemple classique, qui établit I’équivalence entre le caractere rationnel
d’un nombre et la périodicité de sa b-représentation [28, Chap. 9, Theorem 135].

Théoreme 2.12. Un nombre est rationnel si et seulement si sa b-représentation est
ultimement périodique.

Les nombres irrationnels sont donc précisément ceux dont la représentation
en base b n’est pas ultimement périodique. C’est le comportement de ces
développements non périodiques qui constituera le coeur de notre étude. Nous nous
intéresserons plus particulierement aux irrationnels algébriques, qui font 'objet de
la section suivante.

2.3 Nombres algébriques

Dans la mesure ou la question de Hartmanis et Stearns porte sur les nombres
algébriques, il convient d’en rappeler la définition. Plus largement, nous évoquerons
le domaine des mathématiques qu’est I’approximation diophantienne, étroitement lié
a I'étude de ceux-ci, et qui apparaitra a plusieurs reprises au cours de ce mémoire.
Les sources qui ont été particulierement utiles pour rédiger cette section sont [8|
Chap. 5], |9, Chap. 2| et [16, Chap. 1-3].

2.3.1 Nombres algébriques et transcendants

Définition 2.13. Soit z € C.

— On dit que x est un nombre algébrique s’il est solution d'une équation de la

forme

ag X+ ag X+ X 4 ap =0, (2.1)
avec tous les ag,aq,...,aq € Z et ag # 0. Autregent dit, = est algébrique
s'il est racine d'un polynoéme de Z[X]. On note Q l'ensemble des nombres
algébriques.

— En particulier, les nombres rationnels sont algébriques.

— Siag =1, c’est a dire si x est racine d’un polynome unitaire, on dit que c¢’est
un entier algébrique.
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— On dit qu’un nombre est transcendant s’il n’est pas algébrique.

Exemple 2.14.
— /2 est algébrique, il est racine du polynéome X? — 2 € Z[X].
— Tout nombre rationnel § € Q est racine du polynéme ¢X — p € Z[X].

— Le nombre complexe i est également algébrique, il est racine du polynome
X?+1€Z[X].

— Certaines constantes usuelles telles que 7 et e sont transcendantesﬂ.

Remarques 2.15.

— L’on pourrait également définir un nombre algébrique comme solution d’une
équation de la forme , avec ag, a1, . .., aq € Q plutot que Z. En effet, tout
polynome de Z[X] est aussi trivialement dans Q[X]. Réciproquement, pour
P € Q[X], en notant k le plus petit commun multiple des dénominateurs des
coefficients de P, on obtient que kP est dans Z[X] et possede les mémes racines
que P.

— La notation Q se réfere au fait que ’ensemble des nombres algébriques forme
un corps particulier : c’est la cloture algébrique de Q, c’est a dire le plus petit
corps K qui contient toutes les racines des polynomes de K[X], et qui contient
le corps Q.

Théoréme 2.16. L’ensemble Q des nombres algébriques est dénombrable.

Démonstration. Soit € Q un nombre algébrique. Alors z est solution d’une
équation de la forme

ag X+ ag 1 X+ @ X +ap = 0.

Sans perte de généralité, on peut supposer que les ag,aq,...,aq € Z. Définissons
alors le rang de cette équation comme d + |ag| + |a1| + - - - + |aq|. Pour chaque rang,
il y a un nombre fini d’équations, chacune ayant un nombre fini de solutions. L’on
peut donc établir une bijection entre N et I’ensemble des nombres algébriques Q en
listant les solutions des équations pour chaque rang. O

Corollaire 2.17. Presque tous les nombres réels sont transcendants (au sens de la
mesure de Lebesgue).

Démonstration. L’ensemble R N Q étant dénombrable, il est de mesure nulle. O

Le caractere dénombrable de I’ensemble des réels algébriques constitue non seule-
ment une premiere preuve de l'existence de nombres transcendants, mais montre
également que, d’'un point de vue de la mesure, presque tous les réels le sont. Ainsi,
les nombres transcendants constituent la quasi-totalité de R, rendant les nombres
algébriques (et en particulier, les irrationnels algébriques) particulierement rares.
L’idée de la preuve du théoreme remonte & Cantor 18], bien qu’elle ne soit

1. Lalectrice ou le lecteur curieux peut, entre autres, se référer a |9} chapitre 2.2] pour la preuve
de lirrationnalité de 7 et e, et & [12, chapitre 1.2] pour la preuve de leur transcendance.
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pas historiquement la premiere démonstration de l'existence de nombres transcen-
dants (nous reviendrons sur cette autre approche dans la suite). Enfin, malgré cette
“abondance” des nombres transcendants, il est paradoxalement souvent difficile, en
pratique, d’établir le caractere transcendant d’un réel donné. La sous-section sui-
vante nous permettra d’étudier plus précisément cette question.

2.3.2 Approximation diophantienne

L’approximation diophantienne est le domaine des mathématiques qui s’intéresse
a ’approximation des réels irrationnels par des rationnels, et en particulier au degré
de précision de cette approximation. La question centrale de 'approximation dio-
phantienne est la suivante : dans quelle mesure un irrationnel £ peut-il étre approché
par des nombres rationnels § ? C’est a dire, a quel point peut-on rendre la différence

‘{ — 5‘ petite en faisant varier g? Cette sous-section et la suivante constituent une

breve introduction a cette tres vaste question. Le lecteur ou la lectrice souhaitant
approfondir le sujet pourra consulter, entre autres, le travail de Bugeaud [16], qui a
grandement contribué a la rédaction de celles-ci.

Tout nombre réel £ peut étre exprimé comme une limite d'une suite de nombres
rationnels (et ce, d’une infinité de manieres). De plus, pour tout entier g > 0, il est

assez facile de voir qu’il existe un entier p tel que ‘f — g‘ < %}. En effet, en notant
xr = |&q], il suffit de choisir p = z si [{g — x| < %, et p = x4+ 1 sinon, pour obtenir le
résultat voulu. L’on peut cependant espérer une meilleure approximation de & par

un rationnel }5. Quand £ est irrationnel, un premier théoreme nous donne en effet
une approximation plus satisfaisante.

Théoréme 2.18 (Dirichlet [16, Theorem 1.1)). Soient £ et Q) des nombres réels tels
que Q > 1. Il existe un nombre rationnel %, avec 1 < q < Q, tel que

‘_2

De plus, si & est irrationnel, alors il existe une infinité de nombres rationnels ’5’ tels
que

1
o3
q q

Démonstration. Commengons par montrer la premiere assertion, et posons t = [Q].
Si § = § € Q alors poser p := a et ¢ := b suffit. Sinon, considérons les ¢ + 2 points

0,{&},{2¢}, ..., {t&}, 1. 1ls sont deux-a-deux distincts et divisent l'intervalle [0, 1] en
t 4+ 1 intervalles, dont au moins I'un d’eux a au maximum pour longueur t%l (par le

principe des tiroirs). Ainsi, il existe des entiers k, £, my, my, tels que 0 < k < ¢ <t

et
1 1
(€6 —my) — (k€ —my,)| < P 0

Il nous suffit alors de poser p := my — my, et ¢ := £ — k, qui conviennent car 'on a
bien 1 <¢<t<Q.
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Supposons maintenant que £ soit irrationnel pour la deuxieme assertion, et po-
sons Qo un entier positif. Il existe donc un rationnel § tel que 1 < q < Qg et

P 1
e-Lla—
‘ gl Qo
et supposons de plus que g soit minimal pour cette propriété. En réappliquant la
premiere assertion avec (Q; := |£_1 o] I’'on obtient un nombre rationnel %, tel que
q
1<q¢ <L et
B
/
P 1 1 P 1 1
’g__/< ! =7 __‘< ! <_2'
¢ 4 q al dQo ¢

1

Comme ¢ est minimal, 'on a bien ¢ < ¢'. En itérant cet argument avec Q3 :=

Y

et les suivants choisis de la méme maniere, ’on construit une suite (flﬁ) de
n nzl

rationnels tels que pour tout n > 1,
P 1
’6 g

< =,
q2

4n

ce qui prouve la seconde assertion. L]

Nous intéresser a ’approximation diophantienne va nous permettre d’établir de
premiers criteres de transcendance pour les nombres réels. Commengons par nous
donner quelques définitions qui nous permettrons d’étudier plus précisément les
nombres algébriques.

Proposition 2.19. Pour tout nombre algébrique «, il existe un unique polynome
me € Q[X]\ {0}, dont a est une racine, qui est unitaire et qui divise tous les autres
polynomes qui ont o pour racine.

Démonstration. Soit o un nombre algébrique, et soit Q € Q[X] qui a a pour racine.
Posons I(«) I'ensemble des polynémes qui ont o pour racine, c’est a dire

I{a) = {P € QX] | P(a) = 0}.

Remarquons que le polynome nul appartient a I(«). De plus, I(a) est clairement
stable par addition et par multiplication par un élément de Q[X], ¢’est donc un idéal
de Q[X]. De plus, comme Q[X] est un anneau principal (car Q est un corps), I(«)
est un idéal principal, c’est a dire qu’il existe un polynome m,, tel que

I(a) = (myg). (2.2)

L’on a I(a) # (0), car @ € I(«). Montrons que ce m, est unique et supposons
qu’il existe un autre polynome P tel que I(a) = (P). Alors (m,) = (P) et donc
P(X) =q-ma(X) avec ¢ € Q\ {0}, car Q[X] est un anneau integre. On peut alors
supposer m,, unitaire, qui est alors uniquement déterminé par ({2.2]). O
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Définition 2.20. Soit a un nombre algébrique. Son polynome minimal est le po-
lynéme m,, de Q[X]\ {0} dont « est une racine, de degré minimal et qui divise les
autres polynomes qui ont a pour racine.

Exemple 2.21.
— Le polynéme minimal de /2 est trivialement m_5(X) = X* — 2.

— De maniere générale, pour tout a € N\ {0, 1}, le polynéme minimal de \/a est
m\/a<X) = X2 — Q.

— Le polynéme minimal du nombre d’or ¢ = %5 est my(X)=X2 - X — 1.

Définition 2.22. Soit a un nombre algébrique. Son degré est le degré de son po-
lynéme minimal.

Rappelons que les rationnels sont algébriques. En effet, tout 2 € Q est triviale-
ment racine de X — £, ce dernier étant son polynome minimal. Les rationnels sont
donc exactement les nombres algébriques de degré 1.

Définition 2.23. Un nombre réel £ est approximable a ['ordre n € N §’il existe un
nombre rationnel § tel que
1
'5 — 2—9‘ < —.
q q"

Un premier théoreme important concernant ’approximation diophantienne des
nombres algébriques est le suivant :

Théoreme 2.24. Un nombre algébrique irrationnel o de degré d n’est approxi-

mable au mazimum qu’a l'ordre d, c’est a dire qu’il existe une constante positive C'

(dépendant de o) telle que

o — Z—)‘ >
q

C
¢

pour tout rationnel §.

Démonstration. Soit « algébrique de degré d, c’est a dire qu’il existe P € Q[X] de
degré d tel que

P(a) = aga + ag_10¥ " + -+ aja 4 ag = 0.

Quitte a multiplier les coefficients de P par le plus petit commun multiple de
leurs dénominateurs, on peut supposer P € Z[X]. Le polynéme P étant continu
et dérivable sur [a — 1, a + 1], il existe un nombre M (dépendant de «) tel que

|P'(z)| < M pour tout a— 1<z <a+ 1.

Soit § un rationnel tel que o —1 < 75 < a+1, et tel que ]ED soit plus proche de o que

de toutes les autres racines de P. On a que P (§> # 0. Alors

»(P)]_ lagp? + ag_1p?tq+ -+ aipg®t + anq] - 1
a)| q? ~ g
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et le théoréme des accroissements finis donne

(§)-#(3)-ro-(;-o)

pour un certain x entre § et a. L’on en déduit, avec C' = ﬁ,
p
'p_a 2 (3)] . b _C
q [P'(x)] — Mg ¢

[]

Ce théoreme nous donne un premier critere de transcendance : un nombre irra-
tionnel algébrique n’est approximable par des rationnels qu’a un certain ordre (égal
a son degré). Voyons un exemple de comment ’appliquer pour prouver la transcen-
dance d’une certaine classe de nombres.

Corollaire 2.25 (Liouville, 1844). Le nombre & := 5" _. 107 est transcendant.

n>1

Démonstration. Comme la 10-représentation de £ n’est clairement pas ultimement
périodique, il est irrationnel. Pour tout entier n > 2, posons les suites ¢, = 101"
et pp = ¢, (107" 4+ - +10~™=D" . On a alors

‘g - > 10— (107" - 4 107
O
DU
= 0™ qn

ous venons d’exhiber une suite de rationnels (£2),,>o qui approximen a Pordre
N d’exhib te d t | Z" n> t l'ord

n

n, pour tout entier n > 2. Le nombre & n’est donc ni algébrique de degré n > 2, ni
rationnel, il est donc transcendant. O]

Le nombre & défini au corollaire précédent correspond a la construction introduite
par Joseph Liouville |34], et constitue historiquement le premier exemple de ce que
I’on appelle un nombre de Liouville. Ce dernier fut le premier a démontrer I’existence
de nombres transcendants et a en proposer une construction explicite. La définition
d’un nombre de Liouville est la suivante :

Définition 2.26. Un nombre de Liouville A est un réel qui est approximable a
I’ordre n par un rationnel, pour tout entier positif n. Autrement dit, A est un nombre
de Liouville si pour tout entier positif n,

-
q

1
<_
qn

possede une solution rationnelle §.

Il est donc clair par leur définition et par le théoreme [2.24] que tout nombre de
Liouville est transcendant. Cependant tous les nombres transcendants ne sont pas
de Liouville, bien que ces derniers en forment une large classe :
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Théoreme 2.27. L’ensemble des nombres de Liouville est non-dénombrable.

Démonstration. Procédons de maniere analogue a la preuve du corollaire mais
en construisant un nombre écrit dans une base entiere b > 2 quelconque. Soit A :=
> o1 apb™™, avec pour tout n, a, € 3 = {0,1,...,b— 1}. Pour tout n > 2, posons
les suites ¢, = b=V et p, = ¢n ZZ;; apb™. On a

n—1
'A N A
n n>1 k=1
—m/! —m/! 2 2(b — 1)

Ainsi, tout nombre de la forme ) -, a,b™™, avec les a, € Y est approximable &
I'ordre n, pour tout n, et est donc de Liouville. L’ensemble des suites Y n’étant pas
dénombrable, I'on obtient que I’ensemble des nombres de Liouville non plus n’est
pas dénombrable. O

2.3.3 Mesure d’irrationalité et classification de Mahler

Une notion qui va nous permettre de généraliser le théoreme [2.24] est celle de
mesure d’irrationalité, dont la définition est la suivante.

Définition 2.28. Soit £ un nombre réel. On dit que le réel p est une mesure d’ir-
rationalité pour & si, 'équation

1
q q"
possede une infinité de solutions rationnelles }—;. On dit que la mesure d’irrationalité
de &, notée u(€), est la borne supérieure des réels qui sont une mesure d’irrationalité
pour £.

La mesure d’irrationalité de ¢ permet donc de mesurer a quelle “précision” ce
réel £ peut-étre approximé par des rationnels. Ainsi, le théoreme nous permet
de déduire que les nombres qui ont pour mesure d’irrationalité 1 sont exactement les
rationnels, et que la mesure d’irrationalité de tout nombre irrationnel est au moins
2. Le théoreme permet quant a lui d’affirmer que le degré d’un irrationnel
algébrique a est une borne supérieure de sa mesure d’irrationalité pour p(«). Un
résultat plus fort a cependant été obtenu par Roth en 1955.

Théoréme 2.29 (Roth, [44]). Soit a un nombre algébrique de degré d > 2. Alors,
pour tout réel € positif, il existe une constante C' (dépendante de o et €) telle que

pour tout rationnel §, avec q > 0.
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Donc, la mesure d’irrationalité d’un irrationnel algébrique est exactement 2.
D’autre part, par conséquence de sa définition, tout nombre de Liouville \ vérifie
(X)) = 4oo. Les irrationnels algébriques apparaissent ainsi comme les nombres
les moins bien approximables par des rationnels, tandis que les nombres de Liou-
ville se situent a I'opposé, puisqu’ils admettent des approximations rationnelles aussi
précises que I'on veut. Ces deux classes apparaissent alors comme aux deux extrémes
d’un méme spectre, du point de vue de leur mesure d’irrationalité.

Distinguer alors simplement les nombres algébrique des transcendants peut sem-
bler relativement insatisfaisant, dans la mesure ou presque tout réel est transcen-
dant. Une maniere de raffiner cette classification consiste a généraliser cette notion
d’approximation en considérant non plus seulement les approximations par des ra-
tionnels, c’est-a-dire des nombres algébriques de degré 1, mais plus généralement
par des nombres algébriques de degré quelconque. C’est dans cet esprit que Mahler
introduit en 1932 [36] une classification plus fine des nombres réels selon la précision
de leur approximation par des nombres algébriques. Commencons par donner nous
les définitions nécessaires a la description de ces classes.

Définition 2.30. Soit P(X) = ay X%+ ag 1 X% '+ -+ +a; X + ag un polynome de
Z[X]. Sa hauteur est définie par

H(P) := max{]a;| | 0 <i < d},
c’est a dire H(P) est le maximum des valeurs absolues des coefficients de P.

Définition 2.31.

— Soient £ € R et d € N. On définit wy(§) comme le supremum des réels w pour
lesquels il existe une infinité de polynomes de Z[X| de degré inférieur ou égal
a d qui satisfont
0<|P()| < H(P)™.

— On définit

w(€) = limsup wd(g).
d—~+o0 d

Remarque 2.32. Remarquons que pour tout réel £, on a wy(§) = pu(§)—1. En effet,
sans perte de généralité, supposons que £ soit dans [0, 1). Alors pour une infinité de
rationnels § dans [0,1), l'on a

p 1
B

On a alors .

g€ —p| < W

Le polynome P(X) = ¢X —p est de degré 1 et I'on a H(P) = q. Autrement dit, I'on
a
0<|P&)| < H(P) WO,

ce qui nous donne exactement la définition de wy(§).
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Etudier le comportement la suite (wq(€))g>1 est donc une généralisation de
I’étude de la mesure d’irrationalité de £&. Remarquons que, pour tout d > 1, l'on
a0 < wy(§) < +o0. De plus, la suite (wq(€))n>1 est clairement croissante : quand
d augmente, I'on considere un plus grand nombre de polynomes. On ne peut donc
qu’améliorer 'approximation de &.

L’on peut alors classer les nombres réels en 4 classes distinctes.

Définition 2.33 (Classification de Mahler). Soit £ € R. On dit que & est un
— A-nombre si w(§) =0;
— S-nombre si 0 < w(§) < +00;
— T-nombre si w(€) = +o00 et wy(€) < +o00 pour tout d > 1;
— U-nombre si w(§) = +00 et wy(§) = +00 pour un certain d > 1.
Les A-nombres correspondent ainsi aux réels les moins bien approximables par

des nombres algébriques, tandis que les U-nombres sont ceux qui admettent les
approximations algébriques les plus précises.

Théoreme 2.34. Les A-nombres sont exactement les nombres algébriques.
Théoreme 2.35. Les nombres de Liouville sont des U-nombres.

Démonstration. Soit A un nombre de Liouville. De par leur définition (voir définition
2.20)), il est clair que pour tout polynéme P de degré 1, I'on ait

sup{w € R: 0 < |P(\)| < H(P)™™} = 400,

ce qui nous donne w;(A) = +00. Comme la suite (w,(A)),>1 est croissante, 'on en
déduit que w(\) = +o0 et que A est un U-nombre. O

Remarque 2.36. Les nombres de Liouville sont en fait les U-nombres de type 1.
Le type d'un U-nombre ¢ est défini comme le plus petit d tel que wy(§) = +00. Les
types sont définis pour les S, T, U-nombres et permettent une classification encore
plus fine des nombres transcendants. Le lecteur ou la lectrice souhaitant approfondir
cette notion peut consulter, entre autres, [16, Chap. 3.

Ainsi, en plus de distinguer les nombres algébriques des nombres transcendants,
cette classification permet une distinction plus fine parmi ces derniers. De plus, les
différentes classes possedent une propriété de stabilité : deux nombres appartenant
a la meéme classe sont algébriquement dépendants.

Définition 2.37. Deux nombres réels £ et 1 sont algébriquement dépendants s’il un
polynome P € Z[X,Y] tel que P(&,n) = 0. S’il n’existe pas de tel polynéme P, on
dit alors que & et n sont algébriquement indépendants.

Proposition 2.38. Deuz nombres réels & et n algébriquement dépendants appar-
tiennent a la méme classe dans la classification de Mahler.

Notons cependant qu’encore une fois, pour un réel donné, il est souvent difficile
en pratique de déterminer a quelle classe il appartient. De plus, un résultat montré
par Sprindzuk en 1965 [50] (et déja conjecturé par Mahler) nous donne qu’en fait,
presque tous les réels sont des S-nombres.

Théoréme 2.39 (Sprindzuk). Presque tout réel & vérifie w(§) = 1 (au sens de la
mesure de Lebesqgue).
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Chapitre 3

Cadre du probleme

Maintenant que nous avons défini la notion de b-représentation ainsi que celle de
nombre algébrique, il s’agit d’en examiner la complexité du point de vue de la cal-
culabilité. Pour cela, introduisons le cadre théorique dans lequel s’inscrit ’étude de
Hartmanis et Stearns, fondé sur le modele de la machine de Turing. Avant d’explici-
ter leurs travaux dans la deuxieme section de ce chapitre, nous rappelons les principes
de la théorie des machines de Turing et les différentes formulations équivalentes de
ce modele. Nous pourrons ainsi présenter la définition de machine de Turing utilisée
par les auteurs de la conjecture, ainsi que les classes de complexité temporelle qu’ils
ont définies afin de comparer la difficulté de calcul de différentes suites. Enfin, nous
verrons dans quelle classe de complexité se situent certaines classes de nombres, ce
qui nous permettra d’introduire la conjecture.

3.1 Machines de Turing et calculabilité

Introduite par Turing dans les années 1930, une machine de Turing peut étre vue,
de maniere informelle, comme un automate fini muni d’un ruban infini sur lequel elle
lit, écrit et déplace une tete de lecture, ce qui constitue un outil pour représenter les
algorithmes et formaliser la notion de calcul effectif, et sur lequel va se baser notre
étude de la complexité des b-représentations des nombres. Cette section a été rédigée
principalement avec des éléments repris du cours “Algorithmique et calculabilité”
[21], les autres source utiles a sa rédaction étant |29, 30, 49].

Nous nous réserverons un symbole particulier #, appelé le symbole blanc, ainsi
que les symboles L et R, utilisés pour “left” et “right”.

3.1.1 Définitions
Définition 3.1. Une machine de Turing (a une bande) est la donnée d’un quintuple
M = (Qa qo, ha Ea 5) ou

— () est un ensemble fini non-vide, appelé ensemble des états,

— (o et h sont des éléments de (), appelés respectivement état initial et état final,

— Y est un alphabet contenant le symbole blanc # mais ne contenant pas les
symboles L et R,

27
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— 0:Q\{h} x 2 — Q x (XU{L,R}) est une fonction partielle, appelée fonction
de transition.

Une maniere pratique pour représenter une machine de Turing M =
(Q,qo,h, A,0) est en utilisant un graphe orienté, dont les sommets sont les états
de la machine et les arétes sont données par sa fonction de transition. Pour tous
états p,q € @, et symboles 0 € ¥ et x € ¥ U {L,R} tels que d(p,0) = (¢,x), on
dessine un arc de p vers ¢, étiqueté par o,x. De plus, I’état initial gy est désigné
par une fleche entrante, et ’état final h par un double cercle, similairement a la
représentation d’un automate fini.

Exemple 3.2. Considérons la machine de Turing

({0,1,2,...,8},0,8, {#,u},0)

dont la fonction de transition est donnée par la table suivante :

# u
0] (1,L)| (0,L)
1] (5R)|(2,#)
2| (3,R) /
31| (4, u) /
41 (0,u) | (4,R)
51 (6, u) /
6| (7,L)| (6,R)
T/ 8 #H)

TABLE 3.1 — Table de transition de §.

Un graphe orienté pour représenter cette machine est le suivant :

u, L u, R
H&k#a L@#7R@#7ué#, LC7 u, #
u, #
o O
#, R

F1GURE 3.1 — Machine de Turing calculant la multiplication par 2 en unaire.

Cette machine prend en entrée sur le ruban un entier naturel n écrit en base
unaire, c¢’est a dire un mot de la forme u", et effectue sa multiplication par deux.
Donc, quand elle arrive sur son état final, sur le ruban se trouve le mot u?".
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Définissons plus précisément comment une machine de Turing interagit avec le
ruban :

Définition 3.3.

— Une configuration mémoire est un couple (w,k) € XN x N ot1 le mot infini
w ne contient qu'un nombre fini de fois le symbole blanc #. Le mot infini
w est appelé le ruban mémoire et l'entier k£ est un pointeur qui pointe sur
la k-eme lettre de w. On dit aussi que k désigne une cellule référencée qui
contient le symbole w;. Pour simplifier les écritures, on renseigne souvent la
partie significative d’une configuration mémoire.

— La partie significative r d’une configuration mémoire (w, k) telle que w; # #
et w, = # pour tout n > [ est définie par

Wy Wy WpWgy1 -+ -wyp sil >k
r= —
wy - wHTI sil <k.

On souligne donc le symbole de la partie significative r pour indiquer ou se
trouve la téte de lecture/écriture de la machine.

— Une configuration machine est un triplet (p, w, k) ot p est un état et (w, k) est
une configuration mémoire. Une configuration machine (p,w, k) est souvent
notée p.r ou r est la partie significative de la configuration mémoire (w, k).
Une machine de Turing M agit sur les configurations machine de la maniere
suivante :

— Si on se trouve dans la configuration machine (p, w, k) et que d(p, wy) =
(q,0) avec o € X3, alors on bascule dans la configuration machine (¢, w’, k)

ou
, w, sin#k
w

" o sin=k.

— Si on se trouve dans la configuration machine (p, w, k) et que d(p, wy) =
(¢,R), alors on bascule dans la configuration machine (¢, w, k + 1).

— Si on se trouve dans la configuration machine (p,w, k) avec k > 2 et
que 6(p,wg) = (q,L), alors on bascule dans la configuration machine
(g, w, k—1).

— La notation C'F C’ signifie que C” est une configuration machine atteignable
depuis C. On note C' F* (' ¢’il existe 7 > 0, des configurations machine
Co, ..., Cj telles que 'on ait

— O =Cy;
— (' = Cj )
— C; F Ciyq pour tout ¢ € {0,1,...,5—1}.

— Une configuration pendante est une configuration machine (p, w, k) avec p # h,
depuis laquelle aucune configuration machine n’est atteignable. Cela peut se
produire soit lorque la fonction de transition § n’est pas définie en (p, wy,), soit
lorsque k = 1 et 0(p,w;1) = (¢q,L). Enfin, si d = h, on parle de configuration
d’arrét.

Trois situations peuvent se produire lorsqu’on lance une machine de Turing a
partir d’'une configuration machine donnée :
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1. La machine de Turing aboutit dans une configuration d’arrét en un
nombre fini de transitions, auquel cas on dit que la machine de Turing
s’arréte.

2. La machine de Turing atteint une configuration pendante.

3. Une infinité de transitions successives sont possibles, auquel cas on dit
)
que la machine de TUl‘iIlg ne s’arréte pas.

3.1.2 Fonctions calculables par machines de Turing

Maintenant que nous avons un apercu du fonctionnement des machines de Tu-
ring, nous décrivons la notion de fonction calculable par ces machines.

Définition 3.4. Soient Ay, ..., Agy1 des alphabets ne contenant pas le symbole
blanc #. Une fonction f : A} x -+ x Ay — Aj ;| est calculable s’il existe une

machine de Turing M = (Q, qo, h, %, §) telle que Uflill A; C ¥ et telle que pour tout
(wy,...,wq) € A} X --- x A% on ait

Qo - Fw1FE - FwaF F R F#Hf(wi, . wa)#E
On note C ensemble des fonctions calculables.

Dans ce mémoire, nous allons uniquement nous intéresser aux fonctions de N
dans N (nous utiliserons les termes de “fonction” et de “suite” de maniere inter-
changeable), et en particulier aux suites de XJ'. Définissons alors un codage des
entiers naturels qui nous permettra de nous raccrocher a la définition précédente.
Celui que nous utiliserons ici est celui en base unaire (bien qu’il en existe d’autres,
c’est un choix arbitraire). On se réserve un symbole spécial u, et ’on code tout n € N
par le mot u”.

Exemple 3.5. Montrons que la machine de Turing de I'exemple précédent calcule
en effet la fonction f : N — N, m +— 2m. En effet, pour tous m,n € N avec m > 1,
on a

0.#u#u" = 1.#u™ luu”
+ 2.#um_1ﬁ#un
+ 3.#um_1#ﬁu"
F 4. 4u™ Huu”
F* 4.#um_1#un+1ﬁ
F0.4u™ T4u" Ty
F* 0. A0

En itérant cet argument, on obtient que pour tout m € N, on a

0.460"# H* 0.4 #u™.
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De plus, on a

0.#ﬁu2m + l.ﬁ#uQm
+ 5.#ﬁu2m
F 6. #uu’™
o 6.#u2m+1ﬁ
F 7. #u’"u
+ 8.#u2mﬁ

Donc, avec entrée un mot de la forme u™ sur le ruban, pour tout symbole u lu, la
machine le supprime et en écrit 2 autres. Puis elle déplace la téte de lecture a la
fin du mot nouvellement créé, qui est de la forme u?™. Elle calcule bien la fonction
annoncée.

Meéme si les machines de Turing peuvent a premiere vue représenter un outil
de calcul relativement puissant, certaines fonctions restent néanmoins hors de leur
portée.

Proposition 3.6. ] existe des fonctions de N dans N qui ne sont pas calculables.

Démonstration. L’ensemble des machines de Turing est dénombrable. En effet, pour
tout n € N il n’existe qu'un nombre fini de machines a n états. Ainsi, on peut établir
une bijection entre N et I’ensemble des machines de Turing en listant chaque machine
a n états, pour tout n € N. Ainsi, N'NC est dénombrable. L’ensemble des fonctions
de N dans N n’est cependant pas dénombrable. Il existe donc des fonctions de NN
non-calculables. O

Remarquons que 'argument utilisé ici, consistant a énumérer les fonctions cal-
culables, est similaire a celui utilisé par Cantor dans la preuve du théoreme [2.16]
Cette preuve n’exhibe cependant pas explicitement de fonction non-calculable, alors
que certaines sont connues a ce jour, citons par exemple le “Castor affairé” (ou Busy
Beaver) [41].

3.1.3 Variantes de machines de Turing

La définition de machine de Turing que nous avons adoptée jusqu’a présent
differe de celle utilisée par Hartmanis et Stearns [29]. En effet, la notion de machine
de Turing s’avere relativement souple : de nombreuses variantes du modele ont
été proposées, modifiant par exemple le nombre de rubans, le ruban lui-méme, ou
la nature des mouvements possibles. Cependant, ces différences ne changent pas la
puissance de calcul du modele, toutes ces définitions restant équivalentes du point de
vue des fonctions calculables |21, Chap. 2.12]. Cette sous-section est donc consacrée
a la présentation breve de quelques variations de la définition standard de machine
de Turing.

Définition 3.7. Une machine de Turing a ruban bi-infini M = (Q, qo, h, %, A) est
similaire a une machine de Turing standard, a ceci pres que le ruban mémoire est
un mot bi-infini écrit sur X.
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Les machines a ruban bi-infini n’ont donc pas de contrainte de déplacement de
la téte de lecture sur le ruban. Elle peut librement se déplacer a 'infini que ce soit
vers la gauche ou vers la droite. Cependant, “doubler” la taille du ruban ne permet
pas a ces machines de calculer plus de fonctions que le modele standard.

Théoreme 3.8. Les machines de Turing a ruban bi-infini calculent les mémes fonc-
tions que les machines de Turing standards.

Une autre variation possible est d’autoriser la machine a travailler sur plusieurs
rubans en parallele.

Définition 3.9. Une machine de Turing a r bandes M = (Q, qo, h, >3, A) est simi-
laire & une machine de Turing standard, a ceci pres que la mémoire est constituée
de r rubans.

Le graphe d'une machine de Turing a r bandes est adapté comme suit : pours
tous p,q € Q,01,...,0, € Y et xq,...,x, € ¥ U{L,R} tels que 6(p,a,---,a,) =
(¢, 21,...,x,.), on dessine un arc de p vers ¢ étiqueté par (ay,...,a,), (x1,..., o).

Exemple 3.10. La machine suivante est une machine de Turing a 2 bandes, qui
effectue la multiplication par 2.

(u, u), (R,u)

@<## @## é ) oy
W, (w#

F1GURE 3.2 — Une machine de Turing a 2 bandes, qui calcule n — 2n.

De maniere similaire, augmenter le nombre de bandes n’augmente pas la puis-
sance de calcul des machines de Turing.

Théoreme 3.11. Les machines de Turing multibandes calculent les mémes fonctions
que les machine de Turing standards.

Plutot que modifier la forme ou le nombre des rubans mémoire, 'on peut
s’intéresser aux modifications de la fonction de transition. Considérons maintenant
une fonction de transition de la forme

0:Q\{h} x¥ = Q x X x{L,R,S},

avec un nouveau symbole réservé S, qui codera l'instruction “stationnaire”. Une ma-
chine de Turing avec une fonction de transition de la sorte peut a chaque étape écrire
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un symbole sur le ruban et se déplacer, la ou une machine standard ne peut effec-
tuer qu’une seule de ces deux actions. L’on se convaincra assez facilement que cette
définition de machine de Turing n’accorde pas plus de puissance que la définition
standard.

L’équivalence de puissance de calcul est permise grace a une classe particuliere
de machines, les machines de Turing universelles, déja conceptualisées par Turing
lui-méme dans son article originel [51]. En se donnant un codage ¢ d’une machine
et de ses configurations mémoire, ’on peut concevoir une machine universelle U qui
aura le code stocké en mémoire, et qui pourra simuler la machine Codéeﬂ.

Proposition 3.12. Pour toute machine de Turing M, on peut construire des ma-
chines de Turing réalisant les actions suivantes :

— Qo T hA(M)#

— qo-#wH F* hgFc(M)c(w)#

quelque soit le mot d’entrée w ne contenant pas le symbole #.

Théoreme 3.13. [l existe une machine de Turing U telle que pour toute machine
de Turing M et toute configuration mémoire r de M,

— U atteint une configuration d’arrét a partir de qo.#c(M)c(w)# si M en at-
teint une a partir de qo.#w#, auquel cas, la configuration d’arrét de U est
h.#p(uav)# si h.uav est la configuration d’arrét de M.

— U atteint une configuration pendante @ partir de qo.#c(M)c(w)# si M en
atteint une a partir de qo.#w#.

— U ne s’arréte pas a partir de qo.#tc(M)c(w)# si M ne s’arréte pas partir de
qo-HWH.

Nous ne détaillerons pas ici la construction d’une telle machine de Turing univer-
selle, mais la lectrice ou le lecteur peut se référer a |21, Chap 2.9] pour un exemple
de codage c. De nombreux auteurs ont proposé différents codages de machines, et
donc différentes machines de Turing universelles. Citons par exemple les travaux de
Shannon [47], qui a proposé une machine de Turing universelle a 2 états seulement.

Les variations de machine présentées ici sont en fait celles qui différencient le
modele utilisé par Hartmanis et Stearns du modele standard que nous avons utilisé
juqu’a maintenant. L’on peut cependant imaginer bien d’autres variations de la
définition : rubans multidimensionnels, plusieurs tétes de lecture/écriture, machines
non-déterministes... En fait, des lors que la machine que l'on décrit possede un
nombre fini d’états et travaille avec un alphabet fini, réalise une quantité finie de
travail a chaque opération et possede un acces constant a de la mémoire infinie, elle
possede la méme puissance de calcul qu'une machine de Turing Standardﬂ

1. Comme le montrent Hopcroft et Ullman |30, Chap. 8.6] , les machines de Turing sont
également capables de simuler n’importe quel ordinateur. Cela signifie que certaines fonctions
seront toujours inaccessibles & ces derniers, quelle que soit leur vitesse de calcul.

2. La lectrice ou le lecteur curieux peut consulter, entre autres, [30, Chap. 8.4, 8.5] et [29], qui
listent des modeles seulement évoqués ou non-mentionnés ici.
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3.2 Probleme de Hartmanis—Stearns

En 1965, Hartmanis et Stearns publient I'article On the computational complezity
of algorithms [29], ce qui marque la naissance de la théorie de la complexité. Pro-
longeant le cadre posé par Turing pour la notion de calculabilité, ils introduisent
pour la premiere fois une formalisation du temps de calcul des machines de Turing.
Leur objectif n’est pas seulement de distinguer les fonctions calculables de celles qui
ne le sont pas, mais de proposer une classification plus fine des fonctions calculables
en fonction de la croissance du nombre d’opérations nécessaires a leur calcul. Ils
introduisent alors les classes de complexité temporelle, définies a partir de fonctions
bornant le temps requis pour produire les premiers symboles d’une suite.

Dans ce cadre, I’étude des nombres réels calculables devient donc un cas parti-
culier de I’étude de la complexité temporelle des suites calculables. Un nombre réel
est alors considéré d’autant plus simple que son développement en base b peut étre
généré rapidement par une machine. Comme nous le verrons a la fin de cette sec-
tion, les nombres algébriques sont calculables, bien qu’ils ne tombent pas tous dans
la méme classe de complexité temporelle. Un autre résultat surprenant est que cer-
tains nombres transcendants peuvent, admettre des représentations simples du point
de vue algorithmique. Ce sont ces deux résultats qui donnent lieu a la conjecture de
Hartmanis et Stearns.

Dans cette section, nous commencerons par présenter le modele de machine
de Turing adopté par Hartmanis et Stearns dans leurs travaux, et par montrer
son équivalence en puissance de calcul avec le modele standard de Turing. Nous
introduirons ensuite la notion de nombre calculable par une machine de Turing.
Nous étudierons enfin les classes de complexité temporelle définies par les auteurs,
avant d’en tirer une classification des nombres réels selon la complexité de leur b-
représentation. Les principales sources utilisées pour la rédaction de cette section
sont |21} 24} 25, [26, [29).

3.2.1 Modele de machine utilisé dans le probleme

Le modele utilisé par Hartmanis et Stearns est une machine de Turing multi-
bande, dont les rubans sont bi-infinis, et qui peut, a chaque étape, écrire un symbole
et se déplacer sur chaque ruban. Parmi les rubans, I'un est distingué et désigné
comme ruban de sortie. Sur ce ruban, la téte de lecture/écriture ne peut pas se
déplacer a gauche, elle peut seulement rester stationnaire ou aller a droite. Les sym-
boles écrits sur le ruban de sortie, une fois dépassés par la téte de lecture, sont
donc définitifs et ne peuvent plus intervenir dans les calculs ultérieurs. La définition
suivante est adaptée de I'article original [29], et consiste en la définition formelle de
leur modele.

Définition 3.14. Une machine de Turing a r bandes M est la donnée d'un qua-
druplet (@, qo, %, d) ou

— (@, 'ensemble des états, est fini et non-vide,

— o € @ est I'état initial,

— Y est un alphabet fini,
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" r TAPES

FINITE STATE
COMPUTER

s OUTPUT TAPE

FIGURE 3.3 — Schéma du modele de machine utilisé par Hartmanis et Stearns dans
29]

— la fonction de transition ¢ est de la forme
§:Q x Y — ¥ x R, 8} x {L,R,S} x Q.

Un élément de la fonction de transition § est donc un (3r + 4)-uple de la forme

(Qia Sila ce 7Sir7 Sjm ey Sjr,mg, e ,mr,qj)
ou :
— @, est 'état actuel,
— Siyy .-, 9, sont les symboles lus sur les bandes, respectivement 71, ..., 7},
— Sjys -+, 5, sont les nouveaux symboles qui seront écrits,
— my, ..., my, les mouvements du curseur sur chaque bande (L, R ou S),

— g; est le nouvel état.

Ty est la bande de sortie de la machine, sur laquelle le curseur ne peut se déplacer
qu’a droite, c’est a dire mgy € {R,S}. L’on suppose de plus que la machine commence
son calcul avec tous ses rubans vides.

Remarquons que la machine n’a pas d’état final. En effet, contrairement au
modele standard présenté plus tot (qui suit la définition originale de Turing), qui
calcule une valeur f(k) a partir d’'une entrée unique de taille k& puis s’arréte, la
machine introduite par Hartmanis et Stearns est congue pour démarrer sans entrée
sur les rubans, et pour produire successivement les valeurs f(1), f(2), f(3),... &
I'infini sur son ruban de sortie. Notons également que la bande de sortie n’est pas
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comptée dans les r bandes. Ainsi, une machine de Turing avec 0 bandes possede
tout de méme une bande de sortie, et s’apparente & un automate fini déterministe
avec sortie (qui fera par ailleurs I'objet du prochain chapitre de ce mémoire).

Encore une fois, ce changement de point de vue n’altere pas la puissance de
calcul : les machines au sens de Hartmanis et Stearns calculent les mémes fonctions
que les machines qui suivent la définition de Turing.

Proposition 3.15. Soit ¥ un alphabet fini et a = (a,)n>1 une suite de XN. Les
deux propositions suivantes sont équivalentes :

— 1l existe une machine de Turing multibande M qui, pour tout n € N, avec pour
entrée u”, s’arréte et renvoie le mot ay - - - a,.

— 1l existe une machine de Turing multibande My, qui, avec toutes ses bandes
vides au départ, ne s’arréte jamais et produit la suite ayjasas--- sur sa bande
de sortie.

Démonstration. Supposons d’abord avoir une machine de Turing M., au sens de
Hartmanis et Stearns, qui produit a 'infini les éléments de a. L’on se donne alors
une machine de Turing universelle U, qui prend en entrée le mot u”, et qui simule
la machine M,. La machine peut alors compter a chaque fois que M, produit
un élément de la suite (en décrémentant de 1 symbole le mot d’entrée), et s’arréter
quand elle a produit n éléments (quand le mot d’entrée est vide).

Supposons maintenant avoir une machine de Turing multibande M a r bandes,
qui prend un mot de la forme u” en entrée, produit le mot a; ---a, et s’arréte.
La machine M, au sens d’Hartmanis et Stearns possede alors r + 1 bandes (sans
compter la bande de sortie). La premiere bande sert de compteur, et contient un
mot de la forme u”. Pour tout n € N, la machine simule M sur ses r autres bandes,
et copie le dernier symbole a,, produit sur sa bande de sortie. Elle vide ensuite les r
bandes utilisées pour simuler M, incrémente de 1 sa premiere bande et recommence
la simulation avec u"*!. Elle procede ainsi & I'infini, sans jamais s’arréter.

]

3.2.2 Nombres calculables

Dans la suite de ce travail, nous nous intéresserons plus particulierement aux
suites de L)Y, qui correspondent aux développements en base b des nombres réels.
Ainsi, du point de vue de la calculabilité, la complexité d’'un nombre réel est liée a la
complexité de sa b-représentation. La notion de nombre calculable remonte en fait
déja aux travaux fondateurs de Turing [51], qui propose une premiere distinction
entre les nombres réels accessibles aux machines de Turing et ceux qui ne le sont
pas.

Définition 3.16. Un nombre réel = est calculable s’il existe une machine de Turing
qui produit sa b-représentation.

Cette définition est indépendante de la base b choisie. En effet, une machine de
Turing qui produit la représentation d'un réel x de [0,1) en base b > 2 nous donne
en fait une approximation (a une précision arbitraire) de z par un rationnel de la
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forme 5, avec p,n € N. En appliquant l'algorithme glouton dans une autre base

entiere ¢ > 2 a ce rationnel %, 'on obtient le début de la c-représentation de .
L’on peut donc produire autant de chiffres de la c-représentation de x que ’on veut,

pourvu que ’on produise assez de décimales de sa b-représentation.
Proposition 3.17. Il existe des nombres non-calculables.

Démonstration. L’ensemble des suites calculables C est dénombrable, mais ¥} ne
I'est pas. L’ensemble CNX} des nombres calculables est donc dénombrable également.
Il existe ainsi des nombres non-calculables. O

Un fait qui peut sembler surprenant est que la grande majorité des nombres réels
ne sont pas calculables. On peut cependant s’interroger sur le caractere calculable
de certains ensembles de nombres. Un premier résultat a ce sujet est que les nombres
algébriques sont calculables.

Proposition 3.18. Les nombres algébriques sont calculables.

Démonstration. Soit a = Y., a;b~" un nombre algébrique, tel que 0 < o < 1, et
soit le polynome P € Z[X], de degré minimal d et qui posséde a pour racine. Posons
le rationnel a,, € Q, qui est b-décimal et égal a a jusqu’a la n-eme décimale, c’est a
dire a, = ;5 an:b™" avec

an,i =

o sil<i<n
0 sinon.

L’on fixe n suffisamment grand pour que a, soit plus proche de o que des autres

racines de P. Sans perte de généralité, 'on peut supposer

P(a,) <0 et P(a,+b"") >0,

car a, < a < a, + b™". Décrivons la machine de Turing M qui va produire les
décimales de «, en calculant des approximations successives. La machine commence
par produire le développement de a,, qui est une suite finie de chiffres. Pour les
décimales suivantes, la machine procede par étapes. L’on se réserve d bandes qui
servent a stocker les puissances de ’approximation courante a,. Sur ces bandes,
au début de chaque étape, les tétes de lecture se trouvent a la position nd. Pour
déterminer le symbole suivant, et donc a,.1, la machine essaye toutes les valeurs
possibles en commencant par la plus élevée. Elle calcule donc

Clb—1) ‘= P(an + (b - 1)b_(n+1)).

Pour cela, elle calcule les puissances de a, + (b — 1)b=™*V) sur d autres bandes
réservées et place les tétes de lecture en position (n + 1)d, puis opere les multiplica-
tions et additions adéquates.

— Si cp—1)y <0, alors ay41,n11 = b— 1. Les puissances de a,; sont alors déja
calculées et la machine efface des d autres bandes les puissances de a,,.
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— Si¢pp-1) > 0, alors la machine réitere I'opération avec
Co_2) = P(ay + (b—2)b~"*1),

et ainsi de suite.

— Si pour tout ¢ € {1,2,...,b— 1}, 'on a ¢; > 0, alors au+1,11 = 0, cest a
dire a,,1 = a,, et la machine n’a pas d’autre calcul a effectuer. Elle place les
tétes de lecture sur les d bandes réservées a la position (n + 1)d et répete le
processus pour la décimale suivante, et ce a I'infini.

]

De plus, bien que les nombres transcendants soient “rares” du point de vue de
la calculabilité, certaines constantes transcendantes usuelles sont calculables.

Proposition 3.19. Le nombre 7 est calculable.

Démonstration. Une formule donnée par Bailey, Borwein et Plouffe dans [11] pour
exprimer 7 est la suivante :

”iéj; 4 2 11
=16 \8n+1 8n+d 8n+5  8n+6

La somme, la multiplication et ’exponentiation sont toutes calculables, I’'on peut
donc se donner une machine de Turing qui calcule cette formule. De plus, I’algorithme
donné par les auteurs permet d’extraire les décimales de la représentation en base
16 de 7Pl O

Si la notion de calculabilité permet de distinguer les nombres accessibles aux
machines de Turing de ceux qui ne le sont pas, elle reste trop peu précise pour
rendre compte de la difficulté effective du calcul. En pratique, tous les nombres
calculables ne se valent pas : certains possedent un b-développement tres simple a
produire, tandis que d’autres requierent des ressources de calcul plus importantes. La
sous-section suivante est consacrée a 1’étude de cette complexité, a travers ’analyse
du temps nécessaire a une machine de Turing pour produire les premiers symboles
d’une suite, et a la classification correspondante introduite par Hartmanis et Stearns.

3.2.3 Classes de complexité

Dans leurs travaux [29], Hartmanis et Stearns considerent le nombre d’opérations
T'(n) nécessaire a une machine de Turing pour produire les n premiers éléments
d’une suite. Ils définissent ainsi les notions de fonction temporelle et de classe de
complexité.

3. Les auteurs calculent dans ce travail les décimales en base 16 d’autres constantes transcen-
dantes comme 72 ou log(2). L’algorithme proposé permet en fait de calculer la b-représentation de

tout nombre pouvant s’exprimer sous la forme ) -, #Q"()n), avec ¢ un entier positif et P et () des

polynoémes de Z[X]. Les travaux récents de Plouffe [40] donnent également une formule qui permet
d’approximer 7 tres précisément, et donc de déduire un tres grand nombre de ses décimales en
base 10.
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Définition 3.20. Soit T : N — N une fonction calculable croissante telle que pour
tout n € N, T'(n) > %, pour un certain k € N,

— On dit que la suite @ = (a,,)n>1 est T-calculable si et seulement si il existe une
machine de Turing M qui produit les n premiers termes de la suite en moins
de T'(n) opérations.

— On dit alors que T est une fonction temporelle.

— On note St la classe des suites T-calculables, appelée classe de complezité.

La condition T'(n) > # dans la définition précédente découle de la définition de
la machine de Turing. Les auteurs autorisent la machine a écrire un nombre fini de
symboles sur une méme case d'un ruban mémoire, ce qui ne change pas la puissance
de calcul, quitte a considérer les symboles composites comme faisant partie d’un
alphabet plus grand. Ainsi, pour une machine M produisant une suite, il existe
un entier naturel £ tel qu’il y a au maximum k symboles sur une case d'un ruban
de M. Sil'on a une suite (a,),>1 calculée par M et qui appartient a une classe de
complexité Sr, alors M peut produire au maximum kn symboles apres n opérations.
Alors, T'(kn) > n, ou en substituant, T'(n) > %. Cette condition permet également
de ne pas considérer ’ensemble vide comme une classe de complexité. En effet, la
condition T'(n) > % implique que toute suite constante est dans St, car une machine
peut écrire k fois le méme symbole pour chaque opération, ce qui signifie que St est
non-vide.

Remarque 3.21. Les classes de complexité présentées ici sont des classes de fonc-
tions, et non des classes de langages, elles ne correspondent donc pas tout a fait a
des classes couramment utilisées dans la littérature actuelle comme P et NP.

Proposition 3.22. L’ensemble des classes de complexité est dénombrable.

Démonstration. L’ensemble des fonctions calculables étant dénombrable (car les
machines de Turing sont dénombrables), I'ensemble des fonctions temporelles I'est
aussl. =

Théoreme 3.23. Toute classe de complexité St est récursivement énumérable, c’est

a dire qu’il existe une machine de Turing £ qui produit une énumération des éléments
de ST.

Démonstration. L’ensemble des machines de Turing étant dénombrable, I’ensemble
des machines de Turing qui suivent le modele de la définition lest également.
Il existe une machine de Turing £ qui, conformément a la proposition produit
une énumération (M,,),>1 de ces machines. Comme la fonction temporelle 7" est
calculable, 'on peut modifier chaque machine M, en une autre machine M. de la
maniere suivante : tant que M; produit les n premiers symboles de la suite qu’elle
calcule en T'(n) opérations, alors le n-eme symbole produit par M, est égal au n-éme
produit par M;. S’il existe un n tel que M; produit son n-eéme symbole en plus de
T'(n) opérations, alors la machine M/ produit une suite constante de symboles a
partir de n (disons de symboles 0). La nouvelle énumération (M),>1, uniquement
composée des machines qui produisent les suites de Sr, peut de maniere similaire
étre produite par une machine &’. m
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Corollaire 3.24. [l n’existe pas de fonction temporelle T telle que St est la classe
de toute les suites calculables.

Démonstration. Comme St est récursivement énumérable, en suivant une construc-
tion diagonale de Cantor, ’on peut construire une machine D, qui produit une suite
(@y)n>1 de la maniere suivante. Pour tout n > 1, D calcule le n-éme terme o € 3 de
la machine M/, de I’énumération construite lors du théoreme précédent, et produit
le symbole ¢ + 1 mod b. La machine D produit alors une suite différente de toute
suite de S, et n’est donc pas dans Sr. O

Corollaire 3.25. Pour toute fonction temporelle T, il existe une fonction temporelle
U telle que St C Sy. Il existe donc des suites (T,,)n>1 de fonctions temporelles telles
que les classes de complexités forment une suite strictement croissante

ST1CST2CST3C...

= = =

de classes distinctes.

Démonstration. Soient T une fonction temporelle et M une machine qui calcule une
suite @ = (a,),>1 qui n'est pas dans Sr. Soit V' une fonction telle que, pour tout
n € N,V (n) est le nombre d’opérations nécessaires a M pour produire les n premiers
symboles de a. La fonction V' est clairement calculable (il suffit de construire une
machine de Turing qui simule M et qui compte et renvoie le nombre d’opérations
effectuées pour produire n symboles), et @ € Sy. Soit la fonction U définie par
U(n) = max{T'(n),V(n)} pour tout entier naturel n. La fonction U est une fonction
temporelle, et 'on a
St C Sy.

En effet, comme a € Sy et @ ¢ Sz, on a bien que I'inclusion précédente est stricte.
En itérant cette construction, 'on obtient bien des suites strictement croissantes de
classes de complexité. O

Le prochain théoreme est fondamental en théorie de la complexité, et nous permet
d’affirmer qu'un changement linéaire d’une fonction temporelle ne modifie pas sa
classe de complexité. Autrement dit, 'on peut modifier la vitesse de calcul d'une
machine de Turing par un facteur constant.

Théoreme 3.26. Si a = (a,),>1 est une suite T-calculable et k est un nombre réel
positif calculable, alors a est [kT|-calculable, c’est a dire

ST - S[kT] .

Démonstration. Remarquons d’abord que si k est calculable, alors [kT'] reste une
fonction temporelle. Commencgons par montrer le résultat pour k& = % Soit @ une
suite de S7 et M la machine de Turing a r bandes qui la produit en temps 7T
L’on cherche donc a décrire une machine M’ qui produit a deux fois plus vite
que M. L’idée générale est de construire M’ de sorte a ce qu’elle ait acces a plus
d’information a chaque transition : d’une part en codant une partie de I'information
dans ses états, d’autre part en travaillant sur un alphabet plus grand. Si la machine
M’ a acces a tout moment a
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F1GURE 3.4 — Exemples de configurations de M’ pour une configuration d’une
machine M a une bande, dont la téte pointe sur la case 0.

— l'état ¢ de M,

— pour tout 1 < i < r, le symbole o; lu par la téte de M sur la i-eme bande,
— les deux symboles adjacents a o; sur le ruban,

— et l'un des deux symboles adjacents a ce triplet,

alors elle peut effectuer en une opération ce que fait M en deux opérations. Notons
(@ I'ensemble des états de M et ¥ 'alphabet sur lequel elle travaille, et décrivons
comment fonctionne M’.

— M’ a le méme nombre de bandes que M.

— L’alphabet de M’ est inclus dans 32?. Chaque case d’'un ruban mémoire de M’
contient 'information de deux cases d’un ruban de M.

— L’on stocke également deux valeurs de chaque ruban de M dans les états de
M’ ainsi que l'information représentant ou se trouve la téte de M sur le
ruban. L’ensemble des états de M’ est inclus dans

Q x (¥*)" x {TL, TR, SL, SR}".

L’ajout de ’ensemble {TL, TR, SL,SR} permet d’encoder l'information de la
position de la téte de lecture sur chaque ruban de M : soit sur l'une des
deux cases du ruban correspondant a la case lue par la téte de M’ (TL ou
TR, pour “tape left” et “tape right”, respectivement) soit sur une des deux
cases stockées dans 1'état courant de M’ (SL ou SR, pour “state left” et “state
right”, respectivement).

La figure illustre deux configurations possibles dans lesquels M’ peut se trouver
avec une machine M a une seule bande dont la téte de lecture est la position 0 sur le
ruban. Les nombres représentés sur les rubans ne correspondent pas au contenu des
cases, mais a leur position sur le ruban de M. La case ou se trouve la téte de lecture
de M sur son ruban est représentée grisée. La figure illustre des transitions et
configurations possibles de M’ selon les transitions de M. Dans chaque cas, lorsque
M opere deux transitions, la machine M’ peut effectuer le méme travail en une
seule transition. Si M modifie le contenu de son ruban, M’ peut faire de méme, soit
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M ne déplace pas sa téte

=

g |-6\-5|—4\—3|—%-1 2[3[415]---

[0]1]

M déplace sa téte M déplace sa téte
d’une case a gauche d’une case a droite

-~ FOESRAE3I0 [ 1]2[3]415] - - FOLOE4SE21 121314 [5] - -

[0]1]

M déplace sa téte
de deux cases a gauche

M déplace sa téte
de deux cases a droite

-~ FOLOE4L310 112 [314[5] - - - FOLOEAESE2L 1121314 [5] - - -

[0[1]

FIGURE 3.5 — Configurations possibles de M’ apres deux transitions de M (et donc
une seule transition de M").

en écrivant sur son ruban, soit en modifiant la valeur stockée dans les états, c’est a
dire en atteignant 1'état adéquat.

En itérant cette construction, pour tout m € N, l'on peut ainsi construire une
machine M’ qui fonctionne en (%TL et donc pour tout k£ < 1. Pour les valeurs
de k > 1, il est facile de concevoir une machine de Turing M” qui simule M, mais
ajoutant autant d’opérations que nécessaire, sans changer le contenu des rubans,

entre chaque opération de M pour produire a en temps [kT']. ]

Exemple 3.27. Par exemple, décrivons une transition de M’ dans le cas ou M est
une machine a une bande, et en 2 opérations déplace sa téte de lecture de deux cases
a droite sur son ruban de travail et sur son ruban de sortie. La figure illustre ce
cas. En notant ¢ la fonction de transition, qi, g2 et g3 des états de @), et les symboles
T1,To, 01, 02, 03, 04 €crits sur le ruban de M, supposons qu’elle soit a I'état ¢; et que
I'on ait les transitions suivantes

5(q1701) = (’7170-T7R7 RJ Q2> et 5(q2702) - (’7270-;7R7 RJ q3>7
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: \71\72\01\02\03\04 7'1 T2 01 02 03 U4| 71 T2 01 02 03 U4|

S

5(Q17 Ul) - (717 leRa R'7 (12) 5(Q27 UQ) - (727 027 R’7 R7 q3)

|7'1 T2|03‘0'4|>{<‘*| ITl‘T2IO-3O_4I*‘*I
M M
(q1a0—17027SL) (q:g,OT,O’;,TL)

\—/

6/(((]17 01,02, SL)J (7—17 T2>) = ((717 72)7 (7—17 7—2)7 R7 R‘a <Q37 O’TJ O-SJ TL))

FIGURE 3.6 — Illustration d’une transition de M’ quand M se déplace de deux cases
a droite sur le ruban en deux transitions.

avec 71,72 les symboles écrits sur le ruban de sortie et o}, 05 les symboles écrits
apres chaque transition. Dans ce cas, un état de M’ correspondant a 1’état ¢; de M
est (q1,01,09,SL), et sa fonction de transition ¢’ est définie comme

6/<(Q17 01,02, SL)? (7-17 TQ)) = ((717 72)7 (7—17 T2)7 R7 RJ (q37 UT? 0-;7 TL))

Ce théoreme, nommé “speed-up theorem” par les auteurs (ou “théoréme
d’accélération” en francais), permet donc de justifier I'usage de la notation O(7'(n)),
habituelle en algorithmique, puisque les classes de complexité peuvent étre définies
a un facteur constant pres.

Corollaire 3.28. Soient T' et U des fonctions temporelles.

— S0
lim inf T(n) >0
n—-+o0o U(TL)
alors Sy C Sr.
— S
lim sup T(n) < 400

n——+o0 U(n)
alors St C Syr.

Démonstration. Montrons le premier point. Comme 1'on a liminf,, , . UE ) 0, il
existe k > 0 tel que kU(n) < T'(n), pour des n assez grands, ce qui donne SMU C Sr.
Or, I'on a Sy = Sy par le théoreme , ce qui permet de conclure. L’on montre
le deuxieme point par un raisonnement analogue. O
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Corollaire 3.29. Soient T et U des fonctions temporelles. Si

. T(n)
0< lim —= < oo,
n—+oo U(n)

alors Sy = St.

Corollaire 3.30. Si T est une fonction temporelle, alors S, C Sr. Autrement dit,
S, est la plus petite classe de complexité.

Démonstration. Comme T est une fonction temporelle, il existe k € N tel que T'(n) >
7. Alors
T(n)
lim inf

n—-+oo n

et donc S,, C St. ]

1
>—=>0
_k 9

L’on peut ainsi en déduire la hiérarchie de classes de complexité usuelle en algo-
rithmique :
Sp CSp2 C Sy C--v

Rappelons que les auteurs autorisent les machines a écrire plusieurs symboles sur
une méme case de leur ruban de sortie (voir la définition [3.20), ¢’est & dire & avoir
un alphabet de sortie plus grand que ¥,. Nous allons voir qu’imposer aux machines
d’avoir ¥, pour alphabet de sortie, et donc de ne produire qu'un seul symbole a la
fois sur leur bande de sortie, n’affecte pas les classes de complexités que nous avons
définies. L’'on nommera de telles machines des machines de Turing a sortie b-aire.

Proposition 3.31. Si T est une fonction temporelle telle que

T
T(n)>n et liminfﬂ > 1,
n——+00 n

alors pour toute suite a dans St, il existe une machine de Turing multibande M a
sortie b-aire et qui produit le n-éme terme de a en maximum T(n) opérations.

Démonstration. La fonction temporelle T' satisfait liminf, ., @ > 1, c’est a dire
pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, l'on ait

()

>1+¢

Soit € > 0. Posons ¢’ = - Alors, il existe N € N tel que, pour tout n > N,
(1—-€")T(n) > n, cest adire T'(n) > 'T(n) + n.

Soit @ une suite de S7. Par le théoreme [3.26], il existe une machine M’ qui produit a
en temps [¢'T]. L’on peut la modifier en une machine M” & sortie b-aire, suspendant
ses calculs le temps nécessaire a la production des symboles sur sa bande de sortie.
M" produit donc les n premiers symboles de a en temps [¢'T(n)] + n, ce qui est
inférieur a 7'(n) pour tous les n > N. L’on modifie ainsi M” en une machine M
en encodant les N premiers symboles de a dans ses transitions, qui seront donc
produits en temps n < T'(n). O
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Corollaire 3.32. Soit T' une fonction temporelle et une suite a € Sp. Alors pour
tout € > 0, il existe une machine de Turing multibande a sortie b-aire qui produit a
en temps [(1+¢)T7].

Démonstration. Soit € > 0. Alors par le théoreme il existe une machine de
Turing qui produit a en temps [(1 4 €)T"]. L’on a pour tout n € N, (14 ¢)T'(n) >
T(n) > n. De plus,
1 T
im ing LT ET)]

n—-+oo n

>14+e>1.

Ainsi, la proposition précédente nous donne une machine de Turing multibande a
sortie b-aire, qui produit a en temps [(1 4+ ¢)7T"]. O

Théoréme 3.33. Soient deuz suites uw et v de X3 qui différent en un nombre fini
d’éléments. Alors pour toute fonction temporelle T, 'on a

ue Sy < veSr.

Démonstration. Soit M la machine de Turing qui produit w en temps 7. L’on
peut aisément construire une machine M’ qui produit v en temps 7" en codant les
éléments qui different dans les états et transitions de M. O

3.2.4 Classification des nombres calculables

Maintenant que nous avons introduit les classes de complexité temporelle définies
par Hartmanis et Stearns, une question consiste a déterminer dans quelle mesure
ces classes permettent de distinguer différents ensembles de nombres réels. Plus
précisément, pour un réel calculable donné, il s’agit de comprendre dans quelle classe
de complexité se situe sa b-représentation, et donc a quel vitesse une machine de
Turing peut la produire.

Commencons par noter que la b-représentation d’un nombre rationnel § est
calculable en temps linéaire. En effet, la b-représentation de § est ultimement
périodique, conformément au théoreme et peut donc étre générée par un auto-
mate déterministe muni d’une sortie, c’est-a-dire par une machine de Turing a zéro
bandes de travail. Nous définirons plus précisément ce type d’automate au chapitre
suivant. Il en résulte que tout nombre rationnel est dans la classe de complexité S,,.

Certains nombres transcendants sont également dans 5,,.
Théoreme 3.34. Il existe des nombres transcendants dans S,,.

Pour démontrer cela, il nous suffit d’exhiber un nombre transcendant calculable
en temps O(n). Considérons le nombre A défini de la maniere suivante :

A= Zbin
n>1

pour b > 2 un entier naturel. Le nombre A est de Liouville (voir définition [2.26]), il
est donc transcendant. Sa représentation en base b correspond exactement a la suite
x caractéristique de la factorielle, définie de la maniere suivante :

1 ¢'il existe m € N tel que m! =n
x(n) = .
0 sinon.
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I1 nous suffit donc de montrer que cette suite est calculable en O(n) opérations pour
prouver notre assertion. Nous allons en fait démontrer un résultat plus fort, qui nous
demandera quelques définitions et propositions supplémentaires : la factorielle est
comptable en temps réel.

Définition 3.35. Une fonction f : N — N est dite comptable en temps réel s’il
existe une machine de Turing multibande M qui a sa n-éme opération produit sur
sa bande de sortie

{1 s'il existe m € N tel que f(m) =n

0 sinon.

On dit aussi que M est un compteur de f, ou un f-compteur.

Il est clair que les suites produites par les compteurs de fonctions sont dans S,,,
elles sont calculées exactement en temps 7'(n) = n.

Les résultats présentés dans la suite de cette section sont dis initialement a Ya-
mada [52]. N’ayant toutefois pas eu acces a cette source originale, les démonstrations
proposées ici s’appuient sur les travaux ultérieurs de Fischer, Meyer et Rosenberg
[24, 26]. Ces derniers utilisent des machines a compteurs manipulant des entiers na-
turels, que la machine peut incrémenter ou décrémenter de 1 a chaque opération, au
lieu de bandes sur lesquelles écrire des symboles. Une machine a compteur est faci-
lement simulable par une machine de Turing standard : I’on imite le comportement
d’un compteur en travaillant en unaire sur une bande. Les machines utilisées dans
les propositions suivantes suivent donc le modele standard de Turing et travaillent
principalement en unaire.

Définition 3.36. Une fonction f: N — N (ou suite) est dite auto-calculable si
— Pour tout n € N, f(n) > n,

— Il existe k > 0 tel que f est calculable en temps kf, c’est a dire en maximum
k- f(n) opérations.

Proposition 3.37. Toute fonction f telle que pour tout n € N, f(n) > n et comp-
table en temps réel est auto-calculable.

Démonstration. Soit f une fonction comptable en temps réel, et soit M son comp-
teur. Soient m,n € N tels que f(m) = n. Alors M produit 1 sur sa bande de sortie
a sa nm-eéme opération. L’on peut aisément concevoir une machine M’ qui compte le
nombre d’opérations n depuis le lancement de M et écrit n en unaire sur sa bande
de sortie quand M renvoie 1. La fonction f est alors calculable en temps f, c’est a
dire auto-calculable pour k£ = 1. O

Tout fonction comptable en temps réel f est en fait calculable en temps O(f(n)).

Définition 3.38. Une fonction f : N — N (ou suite) est fortement auto-calculable
sl
— Pour tout n € N, f(n) > n,

— Il existe & > 0 tel que f est calculable en exactement & - f(n) opérations.
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S’il est évident que toute fonction fortement auto-calculable est auto-calculable,
nous allons voir qu’en fait ces deux notions coincident. Plus précisément, si f est
auto-calculable et calculée par une machine M, il est possible de construire une ma-
chine A/ qui, pour tout n € N, calcule f(n) en exactement k - f(n) opérations, pour
un certain k. L’idée consiste a simuler M en ajoutant des bandes supplémentaires
servant de compteur et de mémoire tampon. La construction de machines qui com-
portent plus bandes est un outil que nous exploiterons a plusieurs reprises dans les
preuves qui suivent.

Lemme 3.39. Soit f : N — N calculable. Alors f est auto-calculable si et seulement
si elle est fortement auto-calculable.

Démonstration. La condition nécessaire étant évidente, montrons la condition suffi-
sante. Soit f une fonction auto-calculable, et M une machine de Turing a r bandes
qui, pour tout n € N, calcule f(n) en maximum kf(n) opérations, pour un k > 0.
Décrivons une machine de Turing N & r + 2 bandes qui calcule f(n) en exactement
2k f(n) opérations. La machine N fonctionne en plusieurs étapes et commence par
simuler M sur ses r premieres bandes. Sur la (r + 1)-éme bande, elle compte (en
unaire) le nombre d’opérations depuis son lancement. Au bout d'un certain temps
t <kf(n), quand M arréte son calcul, il y a

— f(n) écrit sur sa bande de sortie (disons la r-eme bande),
— t symboles sur la (r + 1)-éme bande,
— rien sur la (r + 2)-eéme bande.

Ensuite, N copie le contenu de la 7-¢éme bande sur la (r+2)-¢me bande. Pour chaque
symbole copié, elle retire k symboles de la (r + 1)-eme bande. Si cette bande venait
a ¢étre vide (c’est a dire si le nombre encodé sur cette bande venait a étre négatif),
la machine recommence a écrire des symboles au lieu de les effacer (cela revient
a considérer que la bande vide représente la valeur —t au lieu de 0). A la fin de
cette étape, la machine A a fait exactement ¢ + k f(n) opérations. Le contenu de ses
rubans est le suivant :

— rien sur la r-eme bande,
— kf(n) —t sur la (r + 1)-eme bande,
— f(n) sur la (r + 2)-éme bande.

La derniere étape pour A consiste & vider un par un les symboles sur la (r + 1)-eme
bande. Au total, elle a fait exactement ¢ + kf(n) + kf(n) —t = 2k f(n) opérations.
La fonction f est ainsi calculable en exactement 2k f(n) opérations pour tout n € N,
et est donc fortement auto-calculable. O]

Rappelons que l'on peut également encoder de 'information directement dans
les états d’une machine de Turing. En effet, de maniere similaire a la construction de
la machine présentée dans la démonstration du théoreme [3.26] quitte & augmenter
le nombre d’états et a adapter les transitions d’une machine, I’on peut stocker une
valeur finie dans ses états. Ceci permet, pour toute machine de Turing M et tout
nombre positif ¢, de construire une machine qui calcule ¢ fois plus vite, comme
I’énonce le lemme suivant.
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Lemme 3.40. Pour toute machine M qui calcule une fonction f en temps kf, pour
un k positif, et pour tout entier positif c, il existe une machine N qui fonctionne de
la maniére suivante :

o3
| E—

— N commence son calcul avec L sur sa bande d’entrée, et commence a l’état
correspondant a la valeur n — ¢ L%J .

C

f(n)—c {@J , et produit V(”)J sur sa bande de sortie.

C

— N termine son calcul en {k’f(n)w opérations, a l’état correspondant a la valeur

Démonstration. Soient un réel calculable £ > 0, ¢ un entier positif, et M la machine
qui calcule f en temps kf. D’une maniére similaire au théoréme décrivons la
machine N qui simule M, mais réalise une seule opération pour ¢ opérations de M.
Elle a encodés dans ses états autant d’entiers que M a de bandes, qui prennent des
valeurs entre 0 et c. Elle compte les symboles produits par M (via un des compteurs
encodés dans les états), et produit un symbole tous les ¢ symboles produits par M.
Si M prend n € N pour entrée, alors N prend L%J en entrée et commence a 1’état
correspondant & la valeur n — ¢ |2 |. Comme M produit f(z) en kf(z) opérations,

et que N calcule ¢ fois plus vite, elle produit L@J en {k@-‘ opérations. O

Notation.
— On note £ la fonction calculée par la machine N du lemme précédent.

— On pose, pour toute fonction f calculable, Af(n) = f(n+1) — f(n).

Théoreme 3.41. Soit f : N — N calculable, strictement croissante et telle que Af
est auto-calculable. Alors f est comptable en temps réel.

Démonstration. Soit M qui calcule le n-éme terme de Af en exactement k- Af(n)
opérations, pour un k positif, conformément au lemme [3.39 Le lemme [3.40] nous
donne une machine A & r bandes qui calcule Af®*  Construisons une machine P
qui compte f en temps réel. Sa structure est la suivante :

— Elle possede r+2 bandes en plus de sa bande de sortie. Les r premieres bandes
serviront & simuler N et les deux autres serviront de compteur.

— Elle a un entier codé dans les états, qui peut prendre des valeurs de 0 a 2k.

La machine P fonctionne en étapes. Au début de chaque étape g, elle a [£] écrit
sur la premiere et (r + 1)-eme bande, et 0 sur les autres bandes, et a la valeur
q — 2k[ 4] stockée dans les états. Elle simule la machine N sur ses r premitres
bandes jusqu’a la fin du calcul de cette derniere. Elle émet un 0 sur sa bande de
sortie a chaque opération en parallele de la simulation, a la fin de laquelle se sont
déroulées Hﬁ%ﬁ’)} = [%@1 opérations. Il y a

— 0O sur les bandes 1 a r — 1,

— L%ﬁj sur la r-éme bande,

. L%J sur la (’I“ + 1)-éme bande,

— et 0 sur la (r + 2)-eme bande.
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La machine P vide alors la r-eme bande, la décrémentant de 1 toutes les k opérations.
En méme temps, elle copie le contenu de la bande r+1 sur la premiere et (r+2)-éme
bande, tout en effacant le contenu de la bande r+ 1. Ce processus demande k L%,gq)j
opérations. Le temps de calcul total de I’étape ¢ s’éleve donc a Af(q) opérations,
quitte a retarder d’au maximum k opérations la production du symbole 1 a la fin
de I'étape.

Ainsi, par induction, si P produit 1 a la f(g)-eéme opération, elle produit le
1 suivant a la f(q) + Af(q) = f(g + 1)-eme opération. Autrement dit P est un
f-compteur, et f est comptable en temps réel. m

Ce critere d’auto-calculabilité de la fonction Af s’avere tres utile en pratique
pour montrer la comptabilité en temps réel d’une fonction f.

Corollaire 3.42. Soit f une fonction calculable croissante. Si Af est comptable en
temps réel, alors f l’est aussi.

Corollaire 3.43. Soit f une fonction auto-calculable croissante et telle que, pour
un réela > 2, f(n+1) > a- f(n), pour tout n € N. Alors f est comptable en temps
réel.

Démonstration. Soit f croissante et auto-calculable, c’est a dire qu’il existe k£ > 0 tel
que pour tout n € N, f(n) est calculée en au plus kf(n) opérations. Alors calculer
f(n), f(n 4+ 1) et faire la différence du second par le premier demandent au plus
3k- f(n+1) opérations. Or, par hypothese, il existe un réel a > 2 tel que f(n+1) >
a- f(n). Alors

Af(n) = fn 1)~ fn) 2 flnt 1)~ D O g )

a

d’ou f(n+1) < % - Af(n). L’on obtient alors que
— Af(n) est calculable en au plus [227A f(n) opérations et
— Af(n) =z (a=1)f(n) = f(n) = n.

Af est alors une fonction auto-calculable, ce qui nous donne que f est comptable
en temps réel par le théoréme [3.41] O

La notion d’auto-calculabilité est en fait stable par plusieurs opérations
arithmétiques usuelles. En particulier, la somme et le produit conservent cette pro-
priété.

Proposition 3.44. Si f et g sont auto-calculables alors les fonctions suivantes le
sont aussi :

— [+yg
— [y
— [ f(@)

Démonstration. Soient f et g deux fonctions telles que pour tout n € N, f(n) et
g(n) sont respectivement calculables en au plus k; f(n) et kog(n) opérations.
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— Additionner les nombres f(n) et g(n) écrits en unaire se fait en maximum
f(n) + g(n) opérations. Ainsi le nombre d’opérations nécessaire au calcul de

(f +9)(n) est

kif(n) + kog(n) + f(n) + g(n) < ki (f(n) +g(n))
+ ko (f(n) +g(n)) + f(n) + g(n)
< (k1 + kg +1)(f(n) + g(n)).

La fonction f + g est donc auto-calculable.

— Apres le calcul de f(n) et de g(n), 'on peut effectuer le produit en copiant la
valeur de g(n) et ce f(n) fois. Soustraire 1 a f(n) et copier g(n) se fait en au
maximum ¢g(n) 4+ 1 étapes. Ainsi le nombre d’opérations nécessaire au calcul

de (f - g)(n) est

kf(n) + kag(n) + f(n) - (9(n) + 1) < k1 f(n)g(n) + ko f(n)g(n) +2f(n)g(n)
< (ky+ k2 +2)(f(n)g(n)).

La fonction f - g est donc auto-calculable.

— Remarquons d’abord que si f(0) = 0, alors []\, f(¢) = 0 pour tout n € N, et
est donc calculable en temps constant. L’on peut donc supposer f(0) # 0. De
plus, comme f est auto-calculable, on a f(n) > n pour tout n € N. Calculer
[T, f(i) se fait en au plus ky >, f(i) opérations. Or, comme pour tout
0<i<mn,lona f(i) >4, Von en déduit ki > ., f(i) < ki [[;—, f(i), dott le
résultat annoncé.

O
Corollaire 3.45. La factorielle est comptable en temps réel.

Démonstration. Avec f la fonction factorielle, montrons que A f(n) = n-n! est auto-
calculable. L’identité est trivialement auto-calculable, et la proposition précédente
nous permet d’affirmer que la factorielle I'est également. De plus, 'auto-calculabilité
est stable par le produit. On a bien que A f est auto-calculable, donc que la factorielle
est comptable en temps réel par le théoreme |3.41] O

Remarque 3.46. L’auto-calculabilité est en fait stable par d’autres opérations, non
utilisées ici. En effet, si f et g sont auto-calculables alors les fonctions suivantes le
sont aussi :

— go f7

e fg7

— Xino ().
L’auto-calculabilité de ces fonctions se montre de maniere similaire aux preuves
présentées dans la proposition [3.44]

Les propriétés de stabilité des opérations présentées nous donnent donc qu’'un
grand nombre de fonctions usuelles sont auto-calculables (en particulier il est facile
de voir que les polynomes de N[X] le sont), et laissent donc penser qu’il existe un
grand nombre de fonctions comptables en temps réel. En particulier, la factorielle,
bien qu’elle ne soit trivialement pas dans S, est elle aussi comptable en temps réel.
Nous pouvons finalement revenir sur la démonstration du théoreme [3.34]
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Démonstration du théoréme[3.3 La b-représentation de \ est exactement la suite
x caractéristique de la factorielle, et est donc dans S,,. Nous avons bien exhibé un
nombre transcendant calculable en temps linéaire. O

Notons qu’altérer un nombre fini de symboles de la b-représentation de A n’altere
ni son aspect transcendant, ni la classe de complexité dans laquelle il se trouve. Cela
nous donne donc un sous ensemble dense de nombres transcendants qui sont des
éléments de S,,.

Mais qu’en est-il alors des nombres algébriques ? Les auteurs montrent le résultat
suivant.

Théoreme 3.47. Les nombres algébriques sont contenus dans S,z.

Démonstration. Reprenons la machine M de la proposition [3.18] et montrons qu’elle
opere son calcul en temps O(n?). La machine commence par produire une suite finie
de symboles fixée, la b-représentation de a,, ce qu’elle peut faire en O(n) opérations.
Pour les décimales suivantes, montrons que le calcul de chaque décimale se fait en
O(n) opérations.
— Additionner k£ nombres de longueur nd en commencant avec la téte de lecture
sur le bit le moins significatif et la retourner ensuite a cette position apres
I'opération prend au maximum 2 - (nd + k) = O(n) opérations.

— Multiplier par une constante h se fait aussi en temps linéaire : cela revient a
additionner h fois le méme nombre.

— Les différentes puissances

(@, +07")" = a, + (1> a4 ™ pour 1 <4 < d,
peuvent donc étre calculées en temps linéaire, car cela revient a additionner

et multiplier par des nombres stockés en mémoire.

— Les ¢;, pour 1 <7 < b— 1 sont également calculés en temps linéaire pour la
meéeme raison.

— Effacer les valeurs qui ne sont plus utiles au calcul se fait aussi en O(n).

Ainsi, le calcul de chaque décimale se fait en O(n) opérations, ce qui nous donne
que la machine M calcule le nombre algébrique a en O(n?) opérations. Autrement
dit, o € S,2. O

Comme 'on a S,, C 5,2, la question est donc de savoir §’il existe des irrationnels
algébriques qui sont dans S, ou autrement formulé :

Probléme (Hartmanis-Stearns). Existe-t-il des nombres irrationnels algébriques
dont la b-représentation peut étre produite par une machine de Turing multibande
en O(n) opérations ?

A Theure actuelle, une réponse négative a ce probleme est généralement conjec-
turée. En effet, 'existence d’un nombre irrationnel algébrique « appartenant a la
classe S, impliquerait l’existence d’une machine de Turing capable de produire
chaque chiffre de la b-représentation de a en temps constant. Or, comme en témoigne
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la démonstration de la proposition [3.18, 1'on utilise, entre autres, des multiplica-
tions et exponentiations pour calculer les décimales de a. Ces opérations induisent
un cout au moins linéaire, ce qui rend peu plausible ’appartenance d’un irrationnel
algébrique a la classe S,,. Cependant, si la conjecture venait a étre confirmée, on ob-
tiendrait une classification relativement surprenante des nombres réels, dans laquelle
certains nombres transcendants posséderaient une b-représentation plus simple que
celle de tous les irrationnels algébriques.

Une approche pour aborder ce probléme, initiée par Cobham [22], consiste a
restreindre la puissance du modele de calcul utilisé pour produire les représentations
des nombres. Plutot que de considérer I’ensemble des machines de Turing, on étudie
des sous-classes plus faibles, telles que les automates finis ou les automates a pile,
et ’on cherche a déterminer quels types de nombres peuvent étre engendrés par ces
modeles. Les chapitres suivants seront consacrés a 1’étude de ces classes de machines,
et montreront notamment que leur puissance de calcul est insuffisante pour produire
la b-représentation d’un irrationnel algébrique, montrant ainsi la nécessité de la
puissance de calcul des machines de Turing dans le cadre du probleme.



Chapitre 4

La conjecture de Cobham

Comme évoqué précédemment, Cobham fut le premier a proposer une restriction
du modele utilisé dans la question d’Hartmanis et Stearns. Bien que formulée en 1968
en termes de tag machines, la question de Cobham, qui constitue ainsi une restriction
de la question principale et dont il conjecturait une réponse négative, s’énoncerait
aujourd’hui ainsi :

Probleme (Cobham). FEziste-t-il des nombres irrationnels algébriques dont la b-
représentation peut étre produite par un automate fini déterministe avec sortie ¢

Ce chapitre est donc d’abord consacré a la réponse a cette question. Nous com-
mencerons par présenter la classe restreinte de machines de Turing que sont les
automates finis déterministes, ainsi que les suites produites par ces derniers. Nous
rappellerons une équivalence importante associée a ce modele de calcul, a savoir celle
entre les suites automatiques et les suites produites par des morphismes uniformes.
Ensuite, nous verrons un premier résultat central de ce mémoire, reprenant les tra-
vaux d’Adamczewski, Bugeaud et Luca [3, 4], qui confirme la conjecture de Cobham :
les automates finis déterministes ne peuvent pas produire la b-représentation des ir-
rationnels algébriques. Pour démontrer ce résultats, les auteurs ont établi un critere
combinatoire de transcendance qui sera présenté dans la deuxieme section, et la
troisieme section en présentera une reformulation. Les deux derniéres sections de ce
chapitre, qui reprennent les travaux d’Adamczewski et Bugeaud |2, [5], permettront
d’établir plus en détails les propriétés diophantiennes des nombres produits par les
automates finis.

4.1 Awutomates finis et morphismes

4.1.1 Automates finis déterministes

Définition 4.1. Un k-automate fini déterministe avec sortie (abrégé en k-AFDS)
est la donnée d’un sextuple A = (Q, X, 0, g0, A, 7), ol

— () est un ensemble fini, appelé ensemble d’états,

— X, est Palphabet {0,1,2,... k — 1},

— 0 :Q X X — @ est appelée la fonction de transition,

23
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— qo € Q est [’état initial,
— A est un alphabet fini appelé ['alphabet de sortie et
— 7:Q — A est la fonction de sortie.

Pour donner du sens au calcul 7(d(go, w)), pour tout w € X%, 'on peut étendre
la fonction de transition § a @ x X} en posant d(q,wa) = §(d(q,w),a) pour tous
g€ Q,w e X} et ac Xy Ceci signifie en particulier que 'automate lit les mots de
la gauche vers la droite. La ot un automate fini déterministe sans sortie est utilisé
en tant qu’accepteur des langages réguliers, les automates finis déterministes avec
sortie peuvent servir a produire des suites. Ils fonctionnent de maniere similaire a
une machine de Turing avec zéro bande de travail et une bande de sortie.

Définition 4.2. Une suite a € X est k-automatique $'il existe un k-AFDS A =
(Q, 2k, 0, g0, Xp, 7) tel que @ = (7(0(qo, (n)k)))n>0. On dit aussi que la suite a est
produite par 'automate A. De maniere générale, une suite est automatique si elle
est k-automatique pour un certain k.

Pour une présentation plus en détails des suites automatiques, le lecteur ou la
lectrice peut se référer a [9, Chap. 5, 6]

Similairement a une machine de Turing, une maniere pratique de représenter
un k-AFDS A = (Q, %y, d,q0, A, 7) est avec un graphe orienté, dont les sommets
sont les états de @), et les arétes sont données par la fonction de transition § de la
maniere suivante : pour tous états g;,q; et symbole o € Xy, tels que 6(¢;,0) = gj,
on trace une fleche du sommet ¢; vers le sommet g;, étiquetée par o. L’état initial
qo est symbolisé par une fleche entrante sur le sommet correspondant, et la fonction
de sortie 7 est représentée par une fleche sortante de chaque état g;, et étiquetée par
le symbole correspondant 7(g;).

Exemple 4.3. La suite de Thue-Morse ¢t = (t,),>0 € X5 définie de la maniere
suivante : pour tout n > 0,
t, = s2(n) mod 2,

avec so(n) la fonction qui associe la somme des chiffres en base 2. Le 2-AFDS qui
produit (¢,),>0, représenté a la figure est le suivant :

({QO7 q1}7 227 57 qo, Z327 T)7

avec
6(q0,0) = q0,6(q0, 1) = q1,6(q1,0) = q1,0(q0, 1) = qo,
et
7(q0) = 0,7(q1) = 1.

Les automates avec sorties permettent naturellement de produire des nombres
réels, étant donné qu’ils peuvent produire des suites de X)'. De tels réels sont appelés
les nombres automatiques.

Définition 4.4. Un réel £ € [0,1) est (b, k)-automatique si sa b-représentation est
une suite k-automatique, c’est a dire s'il existe un k-AFDS A = (Q, X4, 6, qo, Xp, T)

tel que () = (7(6(g0, (n)1)))no-
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0 0
1
O®O0
0 1

FIGURE 4.1 — 2-AFDS qui génere la suite de Thue-Morse

Exemple 4.5. Le nombre de Thue-Morse

T = Z t, 27"

n>1

dont la 2-représentation est la suite de Thue-Morse (%,),>0, €st un nombre trans-
cendant [35] (voir aussi [9, Chap. 13.4]).

La question est donc de savoir quels nombres peuvent étre produits par les k-
AFDS. Un premier résultat concernant les suites automatiques est le suivant.

Théoréme 4.6 (|9, Theorem 5.4.2]). Toute suite de XY ultimement périodique est
k-automatique, pour tout k > 2 et tout b > 2.

Ainsi, tout nombre rationnel peut étre produit par un k-AFDS, et ce pour tout
k > 2E]. En particulier, comme en témoigne ’exemple certains nombres trans-
cendants sont égalements automatiquesP] Comme mentionné en introduction, nous
allons voir que l'on ne peut pas en dire autant pour les irrationnels algébriques.
Avant cela, voyons une équivalence importante : les suites automatiques coincident
avec une certaine classe de suites produites par des morphismes.

4.1.2 Morphismes

Définition 4.7. Soient X et I' deux alphabets. Un morphisme de ¥* dans I'* est
une application ¢ : X* — I'* telle que :

— pour tous u,v € ¥* 'on a p(uv) = p(u)p(v),
— ple) =e

Remarque 4.8. Comme ¢(uv) = ¢(u)p(v) pour tous u,v € ¥*, il n’est suffisant
de définir ¢ que sur les lettres de X..

Définition 4.9. Soit ¥ et I' des alphabets, 0 € ¥ et k € N\{0}.
— Un morphisme ¢ : ¥* — I'* est non-effacant si p(o) # € pour tout o € X.

1. L’on peut étendre la notion de suite k-automatique pour k£ = 1. Un 1-AFDS travaille donc
avec des mots unaires, de la forme 1™ avec n un entier naturel, et les suites 1-automatiques sont
en fait exactement les suites ultimement périodiques |9, Theorem 5.7.1].

2. Un résultat d’Adamczeswki et Faverjon 7] nous donne qu’un nombre irrationnel ne peut pas
étre automatique a la fois en base by et by, pour by et by des entiers naturels multiplicativement
indépendants.
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— Un morphisme ¢ : 3* — I'* est dit k-uniforme si pour tout o € X, |p(0)| = k.

— Plus généralement, on dit que ¢ est uniforme s’il est k-uniforme pour un
certain k. On dit que ¢ est un codage si k = 1.

— Un morphisme ¢ : ¥* — ¥* est dit prolongeable en o si p(0) = ou, avec u un

mot de ¥*\ {e}.

Définition 4.10. Soit ¢ : ¥* — ¥* un morphisme non-effagant et prolongeable en
o € 3, avec p(o) = ou. On note

¢“(0) = oup(u)p*(w)®(u)--- = lim ¢"(0)

n—-+00
le mot de XN produit par I'application de ¢ une infinité de fois.

Proposition 4.11. St ¢ : X* — X* est non-effacant et prolongeable en o € %, alors
le mot p¥(0) est un point fize du morphisme .

Démonstration. L’on a d’une part

p(0) = lim oup(u)e’(u) - ¢"(u).

n—-+oo

D’autre part, 'on a pour tout n > 1

p(oup(u)e®(u) - @"(u) = oup(u)p?(u) - - - " (u)p

et

n+1(

lim_oup(u)p?(u) - " ()" (u) = ¢*(0).

n——+00
L’on en déduit ¢¥(0) = p(¢“(0)), et donc que ¢“(o) est bien un point fixe du
morphisme . 0

Définition 4.12. Soient X et I des alphabets, 0 € &, v € T', k € N\{0}, et soit un
mot w € XN, On dit que w est :
— purement morphique s’il existe ¢ : I'* — I'* un morphisme prolongeable en ~y
tel que w = ¢¥(7).
— morphique s’il existe ¢ : I'" — [ un morphisme prolongeable en ~, et 7 :
[ — ¥* un codage tels que w = 7(¢*(0))

Exemple 4.13. La suite de Thue-Morse est produite par le morphisme ¢ : 3 — 39
défini par p(0) = 01 et (1) = 10, qui est 2-uniforme et prolongeable en 0. La suite

(tn>n20 = ¢“(0)
est donc purement morphique.

La suite de Thue-Morse est donc a la fois une suite automatique et morphique.
Elle ne releve en fait pas de ’exception : en effet, les mots produits par les automates
finis déterministes et les mots produits par les morphismes uniformes coincident.

Théoréme 4.14 (Cobham). Les mots produits par les morphismes k-uniformes
coincident avec les mots produits par les k-AFDS.
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La démonstration de ce théoreme se fait en construisant explicitement les auto-
mates et morphismes adéquats. L’exemple suivant présente brievement la construc-
tion, mais le lecteur ou la lectrice souhaitant examiner celle-ci en détails peut consul-
ter le théoreme 6.3.2 de [9], et plus généralement le chapitre 6 du méme livre.

Exemple 4.15. Illustrons la construction dans le cas de la suite de Thue-Morse t.
Pour une suite morphique a = 7(¢*(0y)), avec ¢ : ¥* — X* k-uniforme et
prolongeable en oy € 3, et un codage 7 : ¥ — A, 'on construit 'automate

A - (27 Z/m 57 00, AJ T)

dont les états sont les lettres de X et 1’état initial est oy. Sa fonction de transition o
est donnée par d(c,1) = ¢(0); (c’est a dire la i-eéme lettre de ¢(0)). Dans le cas de
la suite de Thue-Morse, l'on a ¢ : ¥ — Yo, défini par ¢(0) = 01 et (1) = 10, et
T : X9 — Yo identité. L’on se donne donc 'automate A = (X3, 3, 0,0, Xy, 7), avec

5(0,0) = 0,8(0,1) = 1,5(1,0) = 1 et 6(1,1) = 0,

qui est exactement 'automate de I'exemple 4.3|

A partir d’'un k-automate A = (@, Xk, 9,90, A, 7) 'on construit le morphisme
¢ QF — Q* défini par p(q) = 0(q,0)d(q,1)---(g, k — 1) pour tout ¢ € Q. La suite
produite par 7(p“(qo)) est exactement celle produite par I'automate A. Avec 1’auto-
mate qui produit la suite de Thue-Morse, cela nous donne exactement le morphisme
@ avec p(0) = 01 et (1) = 10.

Les mots produits par les k-AFDS ont une propriété particuliere qui nous sera
utile et que nous étudierons plus tard : ils sont de complezité sous-linéaire, c’est a
dire que leur complexité en facteurs vérifie p(n) = O(n).

Proposition 4.16. La fonction de complexité en facteurs d’un mot automatique w

vérifie py,(n) = O(n).

Démonstration. Soit ¢ : ¥* — X* un morphisme k-uniforme et prolongeable en
o € X, et soit w := ¢*(0). Montrons que la fonction de complexité en facteurs
Pw : N — N vérifie, pour tout n > 1, p,(n) < (#3)%kn. Soit n > 1. Il existe un entier
naturel d tel que k% < n < k%!, Comme w est point fixe de o, on a w = P (w).
Pour tout facteur u de longueur n, il existe des lettres 7,7 € ¥ et un entier naturel
i < k% tels que u est un facteur de ™ (yn) avec u = (¢ (1)) ji,itn)- Le facteur
u est entierement déterminé par v, n et i. Cela donne (#X)2k%+! facteurs u possibles.
Autrement dit,

pw(n) < (#X)2EM = (#2)k% < (#X)%kn.

Pour tout codage 7 : ¥ — T, il est clair que p-(w)(n) < pw(n) pour tout n > 1, ce
qui donne bien p () (n) = O(n). O

Historiquement, Cobham a formulé sa conjecture en termes de tag machines : un
modele spécifique de machine de Turing qui comporte deux bandes et trois tétes de
lecture/écriture. Ce modele n’est plus vraiment utilisé dans la littérature actuelle,
qui utilise plutot les morphismes présentés plus tot pour décrire les suites produites
par les tag machines. Sa définition est la suivante.
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p(0)

FIGURE 4.2 — Représentation schématique d’une tag machine

Définition 4.17. Une tag machine est la donnée d’un quintuple 7 = (X, 09, ¢, A, 7)
ou

— Y est un alphabet fini, appelé 'alphabet interne,
— 0y € X est le symbole de départ,

— @ X* — X* est un morphisme prolongeable en o,
— A est un alphabet fini, appelé alphabet de sortie et
— 7 : 3 — A est un codage.

Une tag machine 7, représentée a la figure 1.2 fonctionne de la maniere sui-
vante. Elle a une bande de travail qui comporte deux tétes : une téte R de lecture
uniquement, une autre W qui peut uniquement écrire. Sa deuxieme bande est la
bande de sortie, sur laquelle se trouve une téte W’ qui ne peut pas se déplacer a
gauche et ne peut qu’écrire.

Quand la machine 7 commence son calcul, les deux tétes R et W sont posi-
tionnées tout a gauche de la bande de travail, et W écrit le mot ¢(og) sur le ruban.
Ensuite, R lit le premier symbole o écrit sur le ruban, et W écrit ¢(o). Quand W
termine d’écrire, R lit le symbole suivant et 'opération se répete a I'infini, & moins
que la tete de lecture R rattrape la téte d’écriture W. En parallele, pour chaque
symbole ¢ lu par R, la téte W’ écrit le symbole 7(o) sur la bande de sortie. Si le
morphisme ¢ est uniforme, on dit alors que 7 est uniforme. Il est assez facile de se
convaincre que la machine 7 produit la suite 7(¢“(0g)), qui peut donc également
produite par un automate fini, par le théoreme de Cobham [4.14]

4.2 Probleme de Hartmanis—Stearns pour les k-
AFDS

Comme annoncé plus tot, ce chapitre est dédié a la confirmation de la conjecture
de Cobham. Nous allons donc montrer que, contrairement a une machine de Turing,
un k-AFDS n’est pas un modele de calcul suffisamment puissant pour produire la
b-représentation des irrationnels algébriques. Cette section est reprise des travaux
d’Adamczewski, Bugeaud et Luca [3], |4]. Nous en reprenons les principaux résultats
et arguments, en apportant par endroits des détails supplémentaires dans certaines
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démonstrations. Nous allons commencer par nous donner un puissant critere com-
binatoire de transcendance.

4.2.1 Critere combinatoire de transcendance

Définition 4.18. Soit a = (a,),>1 une suite d’éléments de ¥,. On dit que la suite
a satisfait la condition (x) si elle n’est pas ultimement périodique et s’il existe deux
suites de mots finis (Uy,)n>1 €t (Vy)n>1 et un réel w > 1 tels que :

— Vn >1,U,V," est un préfixe de a,

. U, ,
— la suite (%) est bornée,
n/n>1

— la suite (|V,|)n>1 est strictement croissante.

On dit alors que a est une “stammering sequence”, ou suite bégue en francais.

Le nom de suite begue vient du fait que les préfixes de la suite a peuvent étre
mis sous la forme U, V", ressemblant a une suite ultimement périodique. Dans le
cas ou w > 1 n’est pas un entier naturel, la suite “répete” un méme motif avant de
le couper, ce qui évoque un phénomene de bégaiement.

Nous allons voir qu’en fait, toute suite de X satisfaisant la condition (*) est
la b-représentation d’un nombre transcendant. Ce résultat se base sur un théoreme
énoncé par Schmidt en 1972.

Notation. Pour un vecteur z = (z1,...,x,,) € R™ on note

12]lec = sup |2iloo

1<i<m
sa norme infinie.

Théoréme 4.19 (du sous-espace, Schmidt [46]). Soient Ly,...,L,, des formes
linéaires a m variables a coefficients algébriques, linéairement indépendantes, et soit
e > 0 un réel. Alors les x € Z'™ non-nuls tels que

| Ly(z) -+ L ()] < [|2]|5
sont contenus dans un nombre fini de sous-espaces vectoriels propres de Q™.

Remarque 4.20. Notons que le théoreme du sous-espace est une généralisation du
théoréme de Roth [2.29 En effet, pour tout réel algébrique & € [0, 1) et tout & > 0,
posons les formes linéaires Ly (z,y) = £&x — y et Lo(z,y) = x, qui sont clairement
linéairement indépendantes. Alors, en appliquant le théoreme du sous-espace, 1’on a
que toutes les solutions entieres non nulles (p, q) € Z? A I'inéquation

lal - g€ —p| < la| ™", (4.1)

ou, de maniere équivalente, a I'inéquation

p _o_
\f——<\q|“,
q
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sont dans une union finie de sous-espaces vectoriels propres de Q2. Ces sous-espaces
vectoriels propres de Q? étant forcément de dimension 1, il existe un nombre fini
d’équations

a1x+ by =0
asx + boy =0
anx + by =0

telles que chaque solution (p,q) de (4.1)) vérifie agp + brg = 0 avec 1 < k < n
et ap,bp € Z. L’on en déduit que § = —Z—i. Comme l'on a qu'un nombre fini de

rationnels —Z—’Z, il n’y a qu'un nombre fini de solutions rationnelles a I'inéquation
(4.1), ce qui est exactement le théoreme de Roth. En effet, notons S I’ensemble des

solutions 2 de (4.1)), et notons M := min{ E—El- lq|*Te Le S}. L’'ona M >0 et
tout C €0, M| convient pour le théoréme [2.29]

Une généralisation du théoreme du sous-espace a été obtenue par Schlickewei en
1976. Donnons nous quelques définitions avant de 1’énoncer.

Définition 4.21. Soit p un nombre premier et x € Q. La valeur absolue p-adique
de x est

’$|p = p—vp(x)’

avec v,(z) la valuation p-adique de x, c’est a dire le plus grand entier relatif n tel
que ¥ = p"§, avec a, b € Z premiers entre eux, et p ne divisant ni a ni b.

Notation. On notera |z| la valeur absolue usuelle de z € R, c’est a dire

T sixz >0
’x|oo:

—x six<O.

De la méme maniere que R est la complétion du corps Q via les suites de Cauchy
avec la norme usuelle |- |, I'on peut construire d’autres extensions de Q en utilisant
les normes | - |,, ce qui donne les corps de nombres p-adiques Q,. L’on définit de
maniere similaire @p la cloture algébrique du corps Q,, c’est a dire ’ensemble des
nombres algébriques sur le corps Q,. Ainsi, un nombre p-adique est algébrique sur
Q, s'1l est racine d'un polynome de Q,[X].

Théoreme 4.22 (Généralisation p-adique, Schlickewei [45]). Soit P un ensemble fini
de nombres premiers, et soit S = PU{oo}. Pour chaquep € S, soient Ly, ..., Ly,
des formes linéaires linéairement indépendantes a m wariables, et a coefficients
algébriques sur Q, (ou sur Q pour p = oo). Alors pour tout € > 0, les x € Z™

non-nuls tels que
LTI @)l < 2]l

peS i=1

sont contenus dans un nombre fini de sous-espaces vectoriels propres de Q™.
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C’est cette version du théoreme, qui utilise les normes p-adiques, qui va nous
permettre de montrer finalement que la condition () est bien un critére de trans-
cendance.

Théoréme 4.23. Soit un entier b > 2 et soit a = (a,)n>1 une suite de X, qui
satisfait la condition (x). Alors le nombre réel

—+o0
o= E a,b™ "
n=1
est transcendant.

Démonstration. Comme a satisfait la condition (), on considere fixés les parametres
(Un)n>1, (Vi)n>1 et w. Posons

— es suites (r,)n>1 €t (s,)n>1 telles que pour tout n > 1,7, = |U,| et s, = |V,

b — sik<r,

— la suite (b avec { F
(b i1 5:)+,€+j8n =a,x sil<k<s,etj>0,

— le nombre a,, = Z;’ol o

Par définition, (b,(cn))kzl est ultimement périodique, de pré-période U, et de période
V.. On peut alors réexprimer «, :

Tn +00 (n) Tn +oo 7(n)
W=t 2 Tt
k=1 k=rn,+1 k=1 k=1

Par périodicité de (b)")xs1, on déduit :

Tn

Sn —+o0 i Tn Sn
_ a 1 Grp+k 1 _ a 1 Gry+k
Qn = — b + hrn Z [ bk (Z (bsn) )] o bk + brn £ bk — pk—sn

k=1 =0 k=1 =1
o - ag 1 o Qp, +k o Pn
- Z bk + brn Z bk—sn(bsn _ 1) o brn(bsn _ 1)
k=1 k=1

en posant p, = Y ., agb™F (b — 1) + > 7", a,, kb . Notons que p, est un
entier.

Remarquons que «,, est un rationnel qui approxime «, leur développement en base
b partageant un préfixe de longueur au moins r,, + ws,. Cela nous donne 'inégalité

suivante : )

|CY—OZn| < W—wsn

Comme (s,,),>1 est strictement croissante, I’on obtient que la suite (a,),>1 tend vers
«. Par I'absurde, supposons « algébrique, et notons P I’ensemble des diviseurs pre-
miers de b. Afin d’appliquer le théoreme [4.22] posons les formes linéaires suivantes,
a coefficients algébriques et a 3 variables :

Lioo(2,y,2) =ax +ay+ 2
LQ,OO(*I’ Y, Z) =Y
Lsoo(,y,2) = 2
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et pour tout p € P posons

Ly,y(x,y,2) =x
L?,p(l‘7 Y, 2) =Y
Ls,(x,y,2) = 2.

Les formes Lj., Lo, €t Lso, dune part, et L;,, Lo, et Ls, dautre
part, sont linéairement indépendantes. Considérons la suite de vecteurs
(b Fsn —b™ —p,))n>1 de Z3. On en déduit les estimations suivantes :

|L17oo(b7”n+5n7 _an’ _pn)|oo — |abrn+sn —abm — pn|

a™ (b —1)) = pn
— b (b — 1
s v ICACl]

b (b — 1) 1

pratwsn < b(w—l)sn

= o — a, [|b™ (b°" — 1)| <
|L2,oo(an+sn7 _an’ _pn)|oo =0
|L3,oo(brn+sn7 _brn’ _pn>|oo = DPn
D’autre part, 'on a

1

H |L17p(b7‘n+3n’ —brn, _pn>|p — brn+5n
peEP

7 S T 1
H | Lo, (05, =™, —py) |, = b
peEP

H | L3, (b5 —b™, —p,)|, < 1, car pour tout p € P, |p,|, <1
peP

On obtient enfin :

3 3
TnTSn Tn TnTSn Tn pn

H | Li oo (b7, =", =) oo - H H | Lip (07750, =0 =) < B@—T)sn prmton
i=1 i=1 peP

A
Hw—1)sn

1
pw—1)sn

IN

IN

De plus, la condition (*) nous donne que la suite (:—”> est bornée, c’est a dire
n>1

qu’il existe K > 0 tel que pour tout n > 1, r, < Ks,, d’ot b+ < pE+FDsn pour

tout n > 1. En posant ¢ := }g—jrll, l'on a

(an+Sn)5 < (b(KJrl)sn)(S _ b(wfl)sn’

et 'on en déduit .

g < (O
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Comme [|(b™F5" —b™, —p,)||ec = 0T, on en tire finalement :

3

3
H |Li,00(brn+sn7 -, _pn)|00 ) H H |Li,P(brn+sn’ —b™, _pn)|p
i=1

i=1 peP
< @t = —pa)|[

Alors, le théoreme du sous-espace [4.22| impose aux vecteurs de la suite
((btsn —b™ —p,))n>1 d’appartenir & un nombre fini de sous-espaces vectoriels
propres de Q3. Ainsi, par le principe des tiroirs, au moins un de ces sous-espaces
contient une infinité de ces vecteurs. Notons F ce sous-espace, et fixons (g, yo, 20)
un vecteur non-nul de £+, le complément orthogonal de E. On obtient alors par le
produit scalaire d’un vecteur de E et de (zq, o, 20) :

2o T — o™ — Zopn = 0,

ou autrement dit
Yo 20Pn

On a limy, o0 57257 = o et lim,, o0 - = 0 (car (s,)n>1 est strictement croissante).
Ainsi, en passant a la limite, selon la sous-suite des vecteurs contenus dans F, on
obtient :

Ty = 2o

Or, 29,20 € Q et @ € R\ Q, car son développement en base b n’est pas ultimement
périodique. On obtient ainsi xqg = yy = z9 = 0, ce qui est une contradiction, car le
vecteur (o, Yo, z0) est non-nul. Donc « est transcendant. O

4.2.2 Premier résultat d’impossibilité

Maintenant munis du critere de transcendance qu’est la condition (*) nous pou-
vons finalement démontrer la conjecture de Cobham. Nous allons en fait montrer un
résultat sensiblement plus fort : la b-représentation d’un irrationnel algébrique n’est
pas de complexité sous-linéaire.

Théoreme 4.24. La fonction de complexité de la b-représentation d’un mnombre
irrationnel algébrique satisfait

lim inf M =+
n— oo n

Démonstration. Soit a un irrationnel, (), = (a,)n>1 sa représentation en base b, et
p: N — N la fonction de complexité en facteurs de (a),. Par contraposée, supposons
que p(n) = O(n), c’est a dire qu'il existe k € Ny tel que pour tout n € N, p(n) < kn.
Montrons que « est transcendant, en exhibant les suites de mots (U, )n>1 €t (Vi,)n>1,
et w > 1, qui conviennent pour que (), satisfasse ().

Soient w = 1+ + et n € N. Pour ¢ € N, notons Pr(¢) le préfixe de (), de
longueur /. Alors, par le principe des tiroirs, pour tout n > 1 il existe un mot M,
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de longueur n tel que M,, apparait au moins deux fois dans Pr((x + 1)n). Ainsi, il
existe des mots A, B,, Cy, D,, € 3} (possiblement vides) tels que

Pr((k + 1)n) = A,B,M,D,, = A,M,C,D,, avec |B,| > 1.

Comme |M,,| =n, on a |A,| < kn. Distinguons 2 cas :
— Si|Bu| > | M, :

Pr((k + 1)n) ’ A, B, | M, D, ‘

Notons E,, € ¥} le mot tel que Pr((x + 1)n) = A,M,E,M,D,,. On a |E,| <
(k—1)n = (k — 1)|M,]|. Alors, A,(M,E,)"*~ est un préfixe de (a),. De plus,
on a |M,E,| > |M,| > %. On pose U, = A, et V,, = M, E,.

— Si |B,| < |M,| :
By
Pr((k + 1)n) ’ A, | B, ‘ B, B, M, D, ‘
55 15 Mn l Cn

5]

Il existe alors s,, > 1 tel que Bi» = M,,. Dans ce cas, comme |M,| =n, I'on a

7 < |B,[7n1 <mn, et An(BlTn1 )% est un préfixe de (a)y. L'on pose U, = A,
3771

etVn:B,[ 1

. 1+1
Dans les deux cas, on a construit U, et V,, tels que, pour tout n > 1, UnVn+” est
préfixe de (a)y, et |U,| < kn, |V,| > 4, d'ou % < 2k. De plus, comme |V,| > 7, 'on
peut supposer (|V,|),>1 strictement croissante, quitte a en extraire une sous-suite.

Alors, (), satisfait (%), donc «v est transcendant. O

Ce résultat, couplé a la proposition 4.16 nous donne donc directement que les
suites automatiques ne peuvent pas étre des b-représentations de nombres irration-
nels algébriques, ce qui confirme la conjecture de Cobham, et nous permet d’énoncer
le théoreme suivant. L’on peut cependant, en utilisant les mémes idées que dans la
preuve précédente, construire des suites pour appliquer la condition () depuis la
caractérisation des suites automatiques via les morphismes.

Théoréeme 4.25 (Adamczewski-Bugeaud [3|]). La b-représentation d’un nombre ir-
rationnel algébrique ne peut pas étre produite par un morphisme uniforme, ou de
maniere équivalente, par un automate fini.

Démonstration. Soit o € [0, 1) un irrationnel algébrique (b, k)-automatique, et soit
(o) € ) sa b-représentation. Il existe alors un morphisme k-uniforme ¢ : $3* — 3*
avec ¥ = {1,2,...,r}, prolongeable en ¢ € ¥, et un codage 7 : ¥ — % tels que

(@) = 7(¢*(0)).
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Notons w = ¢“ (o). Par le principe des tiroirs, le préfixe de longueur r+1 de w peut
s’écrire sous la forme wjcwqocws avec ¢ € 3, et wy, wy, w3 des mots (possiblement
vides) de X*.

Pour tout entier n > 1, posons U, = 7(¢"(w1)),Vn, = 7(¢"(cwq)) et V) =
7(¢"(c)). Comme ¢ est k-uniforme et 7 est un codage, l'on a pour tout n > 1,

|Un| = |wy] - k™ et |V,| = (Jwe| + 1) - k™. L’on a clairement (|V,|)n>1 strictement
croissante et % bornée. En effet, pour tout n > 1,
"/ n>1
|Un| _ |w1|
Vol wa| + 1
De plus, pour tout n, V! est un préfixe de V,,, et I'on a V| = \u‘)‘g/rll > %|Vn| L’on

1
obtient donc que U,V, " est préfixe de (a)p pour tout n > 1. Ainsi, (), vérifie le
critére (%) et donc « est transcendant. O

4.3 Exposant diophantien

Dans des travaux ultérieurs, Adamczewski et Bugeaud [1] ont introduit un
exposant combinatoire qui permet de déduire des propriétés diophantiennes des
nombres selon la structure de leur b-représentation. Cette section est donc dédiée a
la présentation de ce dernier, I’ ezposant diophantien d’une suite de 2}

Définition 4.26. Soit p > 1. La suite a = (a,),>1 € X} satisfait la condition (x),
si il existe des suites de mots finis (U,)n>1 et (V;,),>1 et une suite de réels (wy,),>1
telles que :

1. Vn > 1,U,V, " est préfixe de a,

Un V'™
2. W¥n > 1,155l > ),

3. (JV;¥n])n>1 est strictement croissante.

On pose alors Dio(a) := sup{p | a satisfait (x),}, I'ezposant diophantien de a.

Cet exposant s’interprete comme une mesure de la périodicité de la suite a.
Remarquons que pour toute suite a, I’'on a toujours

1 < Dio(a) < 400,

et que toute suite ultimement périodique a un exposant diophantien infini. Toute
suite vérifie trivialement (), avec p = 1, et une suite a pour laquelle Dio(a) =1
ne comporte ainsi pas de motif périodique.

Bien que 'exposant diophantien d’une suite @ € %} soit défini de maniere pure-
ment combinatoire, il possede un lien étroit avec I'approximation diophantienne du
nombre dont a est la b-représentation, d’ou sa dénomination. Nous allons en parti-
culier voir que, pour tout irrationnel £, ’exposant diophantien de (&), est toujours
inférieur ou égal a la mesure d’irrationalité de &.

Proposition 4.27. Soit & un irrationnel. L’on a alors

Dio((€)s) < p(8)-
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Démonstration. Soit p > 1 et soient les suites (Uy)n>1, (Vi)n>1 €t (wy)n>1 telles que
(€)p vérifie (x), et pour tout n > 1, U, V' est préfixe de (£),. Procédons de maniere
similaire a la démonstration du théoreme 4.24} et posons pour tout n, &, le rationnel
dont le b-développement est U, V*. On peut réexprimer &, sous la forme

Dn Pn

q_n:m, avec p, € N.

Comme les b-représentations de & et &, partagent un préfixe de longueur au moins
|U. V.|, Pon a

1€ = &l < e
L’on en déduit alors

1 1

1
=18 =&l < pmrwy < GOV — 1))~ g

an

L’on a p < Dio({(£),) par définition, et I'on en déduit bien

Dio((€)) < p(€)

par définition de mesure d’irrationalité. O

Sil'on peut toujours minorer la mesure d’irrationalité p(£) d’un irrationnel £ via
I’exposant diophantien de sa b-représentation, nous verrons plus tard que ce dernier
intervient également dans la majoration de p(£) pour certaines classes de nombres.

Le critere (x) de la définition [4.18] apparu dans [3, 4], a été reformulé dans
les travaux ultérieurs d’Adamczewski et Bugeaud en terme d’exposant diophantien.
Montrons maintenant que les suites begues, c¢’est a dire celles qui vérifient le critere
(*), ont un exposant diophantien strictement plus grand que 1.

Lemme 4.28. Pour tout mot fini w et tout x > 0, on a z|w| < |w*| < z|w| + 1.

gémonstmtion. Soient un mot fini w et x € R. On a |w”| = |z]|w|+ [(x — |z])|w]].
| (@ — [z])|w] < [(z = [z])|w]] < (& — [z])]w] +1.

L’on en déduit
zlw| = |z]lw| + (z — |z])|lw| < [z][w] + [(z — [z])w]] = |[w”]
et

w*| = [e]w] + [(z = [z])]w]] < [z]fw] + (@ = [z])jw] + 1 = 2|w] + 1.

Proposition 4.29. Si la suite a € ) satisfait (%), alors Dio(a) > 1.
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Démonstration. Soient le réel w > 1, et les suites (Uy,)n>1 €t (Vi)n>1 telles que la
suite a € Y} satisfait (x). On pose la suite (w,),>1 telle que pour tout n > 1, w,, = w.
On a bien que U,V est préfixe de a pour tout n > 1. De plus, on a, pour tout n,

UV, > [Un| + w| V5| -1 (w —1)|V,|

UVl = (Ual +Val U+ VA

(w—1)|Va| w—1

P QR A AR

- (C'+1)|V,| C+1
avec C' une constante qui majore (%) . Enfin, comme (|V},|)n>1 est strictement

"/ n>1 -

croissante on a bien (|V“|),>1 strictement croissante également. On a donc que a
satisfait la condition (), avec p =1+ &5 > 1, d’ott Dio(a) > 1. O

Proposition 4.30. Si a n'est pas ultimement périodique et Dio(a) > 1, alors a
satisfait (x).

Démonstration. Soient un p > 1, une suite a non ultimement périodique, et les
suites (Up)n>1, (Vi)n>1 €t (wy,)n>1 telles que a satisfait (x),. Comme l'on a

‘ Un Vnwn

>p>1 4.2
‘Unvn’ — p Y ( )

I'on en déduit que w,, > 1 pour tout n > 1. En posant
w = inf{w, |n > 1},

I'on a bien que U, V)" est un préfixe de a pour tout n > 1.

Montrons par l'absurde que 'on a w > 1 et supposons qu’il existe une sous-
suite (Wi(n))n>1 de (wp)p>1 (avec k : N — N strictement croissante) telle que
limy, 4o Wiy = 1. Pour tout n assez grand, l'on a ainsi wyp,) < 2, et donc
H/ku()zg")] < 2|Vimy|- Comme la suite (|V*"|),>1 est strictement croissante, la sous-
suite (\V;{Z;mbnzl 'est également, et 'on en déduit que la suite (|Vim)|)n>1 n'est
pas bornée. Ainsi, quitte a passer a une nouvelle sous-suite, ’on peut supposer

Jim Vi | = oo (4.3)

Notons, pour tout n, Wi(n) = 1+ Ek(n)- L’on a donc Ek(n) > 0 pour tout n et

lim 5k(n) =0 (44)

n—-+oo

De plus, I'on a ka(n)J =1 et €x(,) < 1 pour tout n assez grand. L’on obtient alors

<Vﬁ@n@@’:KMmeﬂ+kwMWmﬂ
= Uk Vi) [ Uk(m) Vie()|
x| Vi | +1
| Uk(m) Vi)

1
|Uk(n) Vie()|

1<p

<1+

< 1+ epm) +
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L’on en tire par (4.3)) et (4.4) que

. ‘U k(n)vk(n) ]
im —— =

n=+00 | Ug(n) Vi) |

ce qui est une contradiction car p > 1. L’on a donc bien w > 1.
Uk ()]

S’il existe une sous-suite
[Vie(n) |

> bornée, alors la proposition est démontrée.
n>1

Sinon, cela signifie

(U
Jim T = oo (4.5)

Construisons alors une suite de mots (V),>; et un réel w’ > 1 qui vérifient :

— (V)" est un préfixe de V“» pour tout n > 1,

. U. ,
— la suite <|\v7||> est bornée,
nl/n>1

— la suite (V!),>1 est strictement croissante.
Posons alors, pour tout n > 1,

-1
ty = {p_|Un|J ,Vr; = Vrf” et w’:inf{% n > 1}.
P |Vn| tn

L’on a lim,_, o t, = +00. Comme pour tout n > 1, I'on a |V/| = t,|V,|, 'on peut
alors supposer (V./),>; strictement croissante, quitte & en extraire une sous-suite.
D’autre part, 'on déduit de (4.2))

P’Unvn| < ‘Un’ + ’Vnwn"

et Pon en tire
(p = DI|Un| + plVa| < wn|Va| +1 < (wn + 1)| V4],

car V,, n’est pas le mot vide. L’on en déduit alors

U, U,
0<(p—1)‘|V|’ <(p—1) (%—i—l) < Wy,

D’ou, pour tout n > 1, pt, < w, et donc 3= > p. Donc w' > p > 1. De plus, comme

tn>%%—1,l’ona
Ul _ 10 _ 10l _ Ul
Vi~ Vel BVl S B, - Vil
1
=
P [Un]

L’on tire de (4.5) que lim,, o % = 0, et 'on a donc bien que la suite (|‘U”|>
" n>1

est bornée. Finalement, I'on a que

(VY = (Vi =y

Wn
tn

est bien un préfixe de V’» = (V7)™ , car w;, < %= pour tout n > 1.
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Ces deux formulations sont donc presque équivalentes, a ceci pres que le critere
(*) impose a la suite de ne pas étre ultimement périodique. Cependant, Dio(a) > 1
englobe les suites ultimement périodiques, pour lesquelles Dio(a) = 400. L’on peut
donc ainsi reformuler le théoreme [£.23] de 1la maniere suivante.

Théoréme 4.31. Soit & un nombre réel et soit (£), € X sa b-représentation. Si
Dio((£)s) > 1 alors & est rationnel ou transcendant.

Les irrationnels algébriques ont ainsi un exposant diophantien égal a 1, et il n’y
a donc aucune périodicité dans leur b-représentation.

4.4 Propriétés diophantiennes des nombres auto-
matiques

Les k-AFDS produisent donc nécessairement des nombres rationnels ou transcen-
dants. Dans le second cas, une question naturelle a se poser est celle des propriétés
diophantiennes de tels nombres automatiques, et en particulier a quelle classe de la
classification de Mahler ceux-ci appartiennent. Il est aujourd’hui conjecturé que les
nombres automatiques irrationnels sont tous des S-nombres.

Conjecture (Becker). Tout nombre irrationnel automatique est un S-nombre.

La conjecture de Becker est une version plus forte d’une conjecture énoncée par
Shallit en 1993, qui affirme qu'un nombre de Liouville ne peut étre automatique [2].
Rappelons que pour un irrationnel &, 'on définit w,(£) comme le supremum des
réels w pour lesquels il existe une infinité de polynémes de Z[X| de degré au plus n
pour lesquels

0 <[P <H(P)™,

avec H(P) la hauteur du polynome P. La quantité w, (£) mesure a quelle “précision”
I’'on peut approcher l'irrationnel ¢ par des nombres algébriques de degré au plus d.
De plus I'on pose

w(€) = lim sup wal§)
d—+00 d

Y

et les S-nombres sont les irrationnels ¢ tels que 0 < w(&) < 400 (voir les définitions
2.30] [2.31] et [2.33)).

Cette section ainsi que la suivante vont présenter des résultats allant dans le sens
de cette conjecture. En effet, nous concluerons que tout nombre irrationnel automa-
tique est ou bien un S-nombre ou bien un T-nombre. Adamczewski et Cassaigne [5]
ont montré que la mesure d’irrationnalité d’un nombre automatique (voir définition
2.28), ainsi que I'exposant diophantien de sa b-représentation sont tous deux finis.
Ceci signifie en particulier que les k-AFDS ne peuvent pas produire de nombre de
Liouville, et confirme la conjecture de Shallit. La présente section reprend ainsi
leurs travaux et est dédiée a la démonstration de ces deux résultats. Commengons
par nous donner une définition préliminaire.
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Définition 4.32. Soit @ = (a,),>1 € XL Son k-noyau est 'ensemble des sous-
suites de a de la forme

Ni(a) = {(arrn+r)n=1 | p € N\{0},0 <r <k}

Exemple 4.33. La suite de Thue-Morse (¢,),>0 est 2-automatique. L’on a, pour
tout n > 1, to, = t,, et to,y1 = (t, + 1) mod 2. Le 2-noyau de cette suite est donc
composé des deux sous-suites

{(tTL)nZOa (Zn)nz(]}y
avec t,, = (t, + 1) mod 2 pour tout n > 0.

Cette définition est utile car une caractérisation des suites k-automatiques est
que leur k-noyau est fini.

Théoréme 4.34 (|9, Theorem 6.6.2]). Une suite a de X est k-automatique si et
seulement si son k-noyau Ni(a) est fini.

Nous allons voir que si £ est un nombre automatique, le cardinal du k-noyau de
sa b-représentation intervient dans la majoration de sa mesure d’irrationalité et de
son exposant diophantien.

Proposition 4.35. Soit a € X}' une suite non-périodique et k-automatique. Soient
UeX;, VeXi\{e} et seR tels que UV* est un préfize de a. Soit m = #Ni(a).
Alors
juve]
UV

< k™.

Démonstration. Un triplet (h,p,f) € N? est dit admissible pour la suite a si
— pour tout entier n tel que h <n <L, ap—p = ay,

— Q_p F .
Commengons par montrer que pour tout triplet (h,p,¢) admissible pour a, on a
¢ < hk™. Procédons par 'absurde et supposons qu'’il existe (h, p, ) tel que £ > hk™.
Pour tout entier i tel que 0 < ¢ < m, nous allons construire un triplet (h;,p,¢;)
admissible pour une suite @'’ € Nj(a). Commencons par a® = a, avec hy = h
et {, = ¢. Ensuite, pour un a®¥ = (a%))nzl et un triplet (h;,p,¢;), on pose r; = {;
mod k, et Uon définit a+? = (a(i) Jn>1. De plus, I'on pose £y = [%J et hiy =

bivi+p— L@J Par récurrengggﬁr 7, montrons que pour tout 0 <7 <m, l'on a
a) a® € Ni(a),
b) h; < hy,
c) l; > hok™™,

d) (hs,p, ;) est admissible pour a®.

Le cas @ = 0 est vérifié par hypothese. Supposons maintenant toutes ces propriétés
vraies pour a® et montrons qu’elles le sont pour a1,
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a) Par construction, il est clair que a1V € Ni(a).
b) De plus 'on a h;y1 < h;. En effet,

litp—h
hi = hipr =hi —p — liy1 + L—p J

k
_ VH—(k —kl)(hi—P)J >0

car r; > 0,k > 2 et h; > p par hypothese. On a donc h; 1 < h; < hg.
c) Par hypothese, 'on a £; > hok™™". Alors

; hok™ ™" i
. — > — .m—1t )
liva LfJ = { 2 J k ho

d) Montrons que (i1, p, {iy1) est admissible pour a™". Comme p—h; < 0, 'on

a
l;i+p—h; l;
p—hi+1=p—5i+1—p+ {+J < {EJ —€¢+1=0-

De plus, par le point ¢), on a

li+p—h, hok™ " +p —h;
€i+1—hi+1={+J —PZ{ ° kp J—P;

et comme l'on a i < m et h; < hg par le point b), l'on a

hik™™" +p — h; hi(km=t—1) — (k-1
&'+1—hz’+12{ kp J—P:{ ( li ( )pJ

> L(hi —pll(k— 1)J > 0.

On a donc 1 < p < hiy1 < l;11. Par hypothese, 'on a pour tout n tel que
h; <n <¥;, a a,(z), et donc &fl)m = a;), pour tous n, j tels que j > 0 et

h; +(j—1)p§n<€.Dautrepart l'on a
Donc, a ](:()n_p)Hi =

GJ(W)LJW pour tout n tel que kh;yq +7r; < kn+1r; < kl;11 + ;. Ceci signifie que

l'on a

1(1) kp = a,(f) pout tout n tel que kh; 1 +7r; <n < ¥¢;, et donc a

(Z+1)_ i+1
Qpyp— D agz )

pour tout n tel que h; 1 < n < {;;1. Comme kl; 1 +7r; = {;,1’'on a aé“rl) _ Z)

(i+1) (%)

et Uy = Q- De plus, ¢;11 > h;;1 nous donne que

&-—l—p—hi >
L iy 2
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et donc que ¢; > h; + (k—1)p. On a alors ¢; —p > h; + (k — 2)p et 'on obtient

(i+1) () () l-‘rl)
a€1+1 —p _af —kp a(@ —p)— #aé - z+1 :

L’on obtient bien que le triplet (h;y1,p, fi11) est admissible pour alith),

Levons maintenant une contradiction. Comme le noyau Ni(a) contient exactement
m éléments, au moins deux suites a® et a'¥), avec 0 < i < j < m doivent étre égales.
Ceci signifie que deux triplets différents (h;, p, l;) et (h], p, ¢;) sont admissibles pour
une méme suite, et que pour tout n positif, an = an . De plus, l'on a £; > hok™™7 >
ho > h;, tandis que ¢; = L%J < ;. Alors, 'on a h; < {; < {5, et aéj)fp = aZ).
D’autre part, 'on a ‘
ag) = ag__p # a = ag),

ce qui est une contradiction. L’on a donc blen ¢ < hEk™ pour tout triplet (h,p,?)
admissible pour a

Soient U, V' des mots de X; et s € R tels que UV? est un préfixe de a. Comme a
est non périodique, il existe un s’ € R maximal tel que UV* est un préfixe de a, et
le triplet (|UV],|V|,|JUV*|) est admissible pour a. L’on a donc |[UV*| < k™|UV/,
et par conséquent |[UV?®| < k™|UV| car s’ est maximal. Autrement dit, I'on a bien

UV”]
UV

< k™

pour tout préfixe UV de a. n

De par la définition d’exposant diophantien, ’on en déduit directement le corol-
laire suivant.

Corollaire 4.36. L’exposant diophantien d’une suite k-automatique a vérifie
Dio(a) < k™,
avec m = #Ni(a).

Montrons maintenant que la mesure d’irrationalité d’un nombre automatique est
également finie.

Lemme 4.37. Soient U,V € ¥}, avec |U| =r,|V| = s, et soil § € Q tel que

<Z—?> :UV“’:alagag---
a4/

Soit € € [0,1) avec (§)p = bibabs - -+ tel qu’il existe j > r + 1 avec
— ap=by, pour1 <mn<jet
— aj 7é bj.

Alors
1

bt

i
q
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Démonstration. Notons ¢ := a; et m := b;. Commencons par supposer £ > m. L’on
en déduit £ > 1 et »
2S00 coias 1 £00---00
p > U.aiaz aj—1 £,

s—1 fois

tandis que &€ < 0.ajasas - --aj_1(m+1) < 0.a1a2a3 - - -aj_1{. L’on en tire §_§ > b]%
Si maintenant 1’on suppose { < m, l'ona ¢ < b—2 et

. i
g

s—1 fois

g < 0.a1aa3---a;—1L(b—1)(b—1)---(b—1)({+1)

S O.a1a2a3 cee aj_1€ (b — 1)(b — 1) tet (b — 1),

N

TV
s fois

alors que £ > 0.a1asa3---a;—1(¢ + 1). L’on a alors £ — § > bis, et le lemme est

démontré. O

Théoréme 4.38. Soit a € X k-automatique, avec a = 7(¢*(0)), pour un codage
T 13 — Xy, un morphisme k-uniforme ¢ : ¥ — ¥* et prolongeable en o € X.
Soient m := #Ni(a) et d == #X. Alors la mesure d’irrationalité p(§) du nombre

+00
&= Z a,b™"
n=1

satisfait
p(§) < dk(k™ +1).

Démonstration. Sans perte de généralité, 'on peut supposer que la suite a n’est
pas ultimement périodique. En effet, dans ce cas, 'on aurait que le nombre £ est
rationnel et donc pu(§) =1 < dk(k™ +1). Soient un réel 6 > 0 et un couple d’entiers
non-nuls (p, ¢). Nous allons montrer que pour ¢ assez grand, l'on a

P 1

avec M = dk(k™ + 1). Ceci nous donnera pu(§) < M.

Commencgons par construire une suite de rationnels qui approximent &, en
procédant de maniere similaire a la preuve du théoreme . Notons u = ¢¥(0).
Par le principe des tiroirs, il existe une lettre ¢ € ¥ qui apparait au moins deux
fois dans le préfixe de uw de longueur d + 1, noté Pr(d 4+ 1). Autrement dit, I'on
peut écrire Pr(d+1) = UcV W, avec U, V, W des mots de ¥* possiblement vides et
|U| + |V| < d— 1. Ceci signifique que pour tout n > 1, ¢"(UcV¢) est un préfixe de
u, et donc 7(¢"(UcV¢)) est un préfixe de a. Posons alors pour tout n > 1 les suites
Un = 7("(U)), rn = [Unl, Vo = 7(£"(cV)), 80 = [Val, €t &, = [7(¢"(c))|. Comme ¢
est k-uniforme et 7 est un codage, I'on a r, = k"|U|, s, = k"(|V ]|+ 1), et t,, = k™.
De maniére similaire & la construction dans la preuve de la proposition I’on
pose pour tout n > 1, g, = 0™ (b°» — 1) et 'entier p,, tel que

<7ﬁ> — U, V.
G/,
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Comme 7(p™"(UcV¢)) est un préfixe commun de a et U,V l'on a

1

Pn
’5 g < brntsnttn

De plus, remarquons que

tn k"1 1
T+ 8, kn|USV|  |UeV| ~ d

Ceci nous donne

1 1 1
= <
b'f’n+5n+tn (brn"l‘sn)l—’—rnﬁ?sn - 1+é,
et donc |
DPn

‘f s < q}l—+é (4.7)

De plus, comme 1,1 = kr, et s,11 = ks,, 'on en déduit que
Qi1 = bkrn<bk5n _ 1) < (bT’n(bSn _ 1))k+€ — qﬁJre (48)

pour tout € > 0 et n assez grand. En effet, 'on a toujours (b**)F —1 > (b — 1)*
pour tout n. Or, comme

)t -1 |
W G —yr = Lot 1 s = oo,

I'on en déduit, pour tout € > 0,

(b)F —1

basn
NG

ou autrement dit
b — 1 < (b° — 1)’““

pour tout n assez grand. L’on en déduit que pour tout € > 0, 'on a

P (B — 1) < (b (b — 1)),

k+e

et donc ¢,4+1 < ¢, "¢ pour tout n assez grand.

Posons maintenant un ¢ suffisamment petit pour que
o
de + de® + edk™ + edk < 7 (4.9)

Soit ng > 1 tel que I'équation (4.8]) est vraie pour tout n > ny. La proposition
[4.35 nous donne que pour tout préfixe de a la forme U,V;? avec s € R, l'on a
UV | < UV |E™. Ceci signifie que (§), et (2), ont un préfixe commun de longueur
au plus (r, + s,)k™ — 1. Alors, les conditions du lemme précédent sont vérifiées pour
un entier j tel que r, + s, +t, < j < (r, + $,)k™. Cela nous donne
1 1 1

7 e (b — 1)) g (4.10)

-2

qn - b(rn+5n)km+sn
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pour tout n assez grand. Il existe ainsi un entier n; > ng tel que

1

Pn
’5 Tl

pour tout n > n;.
Montrons maintenant que I'inégalité (4.6 est vérifiée pour un ¢ assez grand.
Posons un rationnel g avec ¢ qui vérifie les inégalités suivantes :

1 M 3
2> qf L1, q > 2" et g > 2tk
L’on suppose également que § vérifie

1

p

Remarquons que si cette derniere inégalité n’est pas satisfaite, alors (4.6]) I'est. En
effet, I'on a toujours dk™+! > 2 et 1) implique de < g. L’on a donc

5
2+ d(k+e)=2+dk+de<2+dk+3

< dk™ + dEk + g

<dk(K™ + 1)+ 5 =M+,
et comme q > oltdk+ oltd(k+e) 1on a

(2q)1+d(kz+s) < q2+1d(k+a) < qM+6

et 1} est satisfaite par g.

1
Par hypothese 'on a 2 > ¢ ., et 1} nous donne l’existence d’un unique
entier naturel ny > ny > ng tel que

Gny1 < (29)" < G, < ¢3¢ (4.12)

no—1°

L’on a I'inégalité triangulaire suivante

Qny q ny, 4
Remarquons que si l'on a flﬂ #+ g, alors
ng
‘13  Pna| _ ’pqm — P | o 1
qd  Gn, d4n,  qn,

De plus, comme l'on a g, < ¢"7¢, < (2¢)***+), I'on déduit par 1}

no—1

1 1 P
% Gam © qCTI  ge ‘f - 5"

q  Gny

‘p Dns
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L’on a alors que, si pn2 =+ §

Pnsy P Pny 1
qqm 2qqm
1
Comme l'on a 2q < ¢5,, il en résulte
Pn 1 1 1
‘5 o 2 -1 S
An> Wn:  qdqn,  guy °

ce qui est une contradiction avec (4.7). En supposant (4.11)) I'on a donc forcément

§ = zﬂ. Dans ce cas, comme l'on a ny > nq, l'on tire de (4.10
ng

1

 Pny
qkzm +1+¢e’

p
g+
q ny

et comme (2¢)%*+¢) > q,,,, I'on a

16— = o

q| = (2q)dk+a)em+1te)”

2M

Finalement, de I’hypothese (4.9)) sur € et comme 1’on a également supposé ¢ > 2775
I’on déduit

(2q)d(k+s)(km+1+s) _ (2q)dkm+1+dk+dka+dekm+de+d52

< (2 dk™H pdk+3 (2q)dk(w+1)+g _ (2q)M+—

Ceci signifie que 'on a donc

D 1
2
-2z o
0 M o1 dk4-S 4T 2 2
pour tout ¢ > max ”1 2155 2trdkH3 L et le théoréme est démontré. O

Les nombres automatiques, ayant une mesure d’irrationalité finie ne sont donc
pas de Liouville. Remarquons par ailleurs que la borne de la mesure d’irrationalité
d’un nombre ne dépend pas de la base b de sa représentation.

Corollaire 4.39. Un nombre de Liouville ne peut pas étre produit par un automate
fini déterministe.

La prochaine section, qui reprend les travaux d’Adamczewski et Bugeaud [2],
et qui se place dans un cadre plus général que les nombres automatiques, va nous
donner d’autres bornes pour les exposants diophantiens et mesures d’irrationalité
d’une certaine classe de nombres. Nous pourrons en déduire certaines propriétés
diophantiennes des nombres automatiques.
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4.5 Nombres de complexité sous-linéaire

L’on peut en réalité reformuler le théoreme dans un cadre plus général :

Théoréme 4.40 (Adamczewski-Bugeaud). Tout nombre réel de complezité sous-
linéaire est ou bien rationnel, ou bien transcendant.

Les nombres automatiques sont en fait un cas particulier de nombres de com-
plexité sous-linéaire. Ainsi, I’étude de ces derniers s’inscrit dans une perspective plus
large que la question de Cobham. Nous noterons

CL:={£ € R|py),(n) =O0(n),pour un entier b > 2}

la classe des nombres de complexité sous-linéaire. Remarquons qu’en fait, étudier
le comportement de la fonction de complexité en facteurs des b-représentations des
nombres réels permet de définir d’autres classes de complexité que les classes St
définies au chapitre |3| (voir définition [3.20]), et donne donc lieu a une autre classifica-
tion, a priori tres différente de celle d’Hartmanis et Stearns. Par exemple, la classe
CL contient une infinité non-dénombrable de nombres (notamment tous les nombres
de Liouville de la forme > | a,b™™, avec (a,)n>1 € X), et par conséquent contient
des nombres non-calculables.

L’on peut alors naturellement encore une fois se demander quelles sont les pro-
priétés diophantiennes des nombres de complexité sous-linéaire. Tout d’abord, I'on
peut facilement distinguer les transcendants des rationnels, ces derniers ayant une b-
représentation ultimement périodique. Il s’avere cependant que la classe CL contient
des nombres irrationnels qui ont un comportement tres variable par rapport a ’ap-
proximation rationnelle. Bugeaud [17] a montré que pour tout réel 7, les nombres

de la forme
6 e 2 . Z 37|_)‘THJ’

n>no(7,\)

avec A > 0, vérifient (€) = 7. Pour tout réel 7, 'on peut donc trouver une infinité
de nombres de CL qui ont 7 pour mesure d’irrationalité. Il semble donc compliqué
de trouver une mesure d’irrationalité générale pour les nombres de complexité sous-
linéaire.

Les travaux d’Adamczewski, Cassaigne et Bugeaud [2, 5| permettent cependant
d’encadrer la mesure d’irrationalité d’un élément de CL via I'exposant diophantien
de sa b-représentation. Rappelons que pour tout irrationnel £, 'on a Dio((£),) < p(€)
(voir proposition [£.27). Quand & est de complexité sous-linéaire, 'on peut également
majorer sa mesure d’irrationalité via son exposant diophantien.

Théoreme 4.41. Soit un réel £ € R et soit un entier kK > 1 tel que p: N — N [a
fonction de complezité en facteurs de (£), vérifie p(n) < kn pour tout entier n assez
grand. Si Uezposant diophantien de (£),, est fini, alors le nombre & vérifie

max{2, Dio({§))} < u(€) < (2% + 1)°(Dio((€)s) + 1).

Ce théoreme étend donc le théoreme |4.38] aux nombres de complexité sous-
linéaire, et nous donne un critere combinatoire pour distinguer les nombres de Liou-
ville parmi ceux-ci.
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Corollaire 4.42. Soit £ un nombre irrationnel de complexité sous-linéaire en base
b. Alors & est un nombre de Liouville si, et seulement si, Dio({&);) est infini.

Ainsi, assez surprenamment, la lecture de la b-représentation d’un nombre réel
de complexité sous-linéaire nous permet toujours de déterminer s’il s’agit ou non
d’un nombre de Liouville. L’on peut de facon plus générale se demander dans quelle
classe de la classification de Mahler tombent ces nombres.

Théoréme 4.43. Soit un irrationnel & € CL. Alors, ou bien £ est un nombre de
Liouville, ou bien il existe une constante ¢ indépendante de d et de b, telle que

wq(§) < (Qd)c(bg?’d)(bglogsd)’
pour tout entier d > 1. Dans ce cas, § est un S-nombre ou un T-nombre.

La démonstration de ce théoreme repose sur une version quantitative du
théoreme du sous-espace de Schmidt obtenue par Evertse et Schlickewei [2, Théoreme
ES]. De plus, sa démonstration ainsi que celle du théoreme utilisent également

une construction d’une suite (Z—") avec un dénominateur de la forme ¢, =
n>1

b (b — 1) (et qui vérifie des propriétés supplémentaires), d’'une maniere similaire
aux preuves des théoréemes et [4.38

Dans le cas des irrationnels de complexité sous-linéaire, le théoreme précédent
demande donc de distinguer parmi ceux-ci les nombres de Liouville de ceux qui
n’en sont pas. Nous avons déja fait cette distinction pour le cas des nombres auto-
matiques, ces derniers n’étant jamais de Liouville. L’on en déduit donc le résultat
suivant.

Théoreme 4.44. Tout nombre irrationnel automatique est ou bien un S-nombre,
ou bien un T-nombre.

Aucun irrationnel automatique ne peut donc étre un U-nombre, et en particulier
ne peut étre de Liouville. Ce résultat va ainsi dans le sens de la conjecture de Becker.

Suivant I'idée de Cobham, un résultat plus général que le théoreme [4.25| a été
obtenu dans les travaux d’Adamczewski, Cassaigne et Le Gonidec [6], au sens ou
la b-représentation des irrationnels algébriques ne peut pas étre produite par un
modele de calcul plus général que les k-AFDS, les automates a pile. C’est le sujet
du prochain chapitre.



Chapitre 5

Vers des modeles de calcul plus
puissants

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les automates finis déterministes,
qui constituent une classe tres restreinte de machines de calcul. Nous avons en
particulier vu qu’ils ne peuvent pas produire la b-représentation des irrationnels
algébriques, ce qui constitue le premier résultat central de ce mémoire. Ce chapitre
est d’abord consacré a la présentation des automates a pile, qui forment un modele
de calcul plus puissant que les automates finis. Apres avoir introduit ce modele, nous
montrerons le deuxieme résultat central de ce mémoire : il ne permet pas non plus
de produire la b-représentation des irrationnels algébriques. Nous étendrons ensuite
cette analyse a des modeles plus généraux, notamment aux machines a plusieurs
piles ainsi qu’a un modele particulier de machines de Turing : les k-machines unidi-
rectionnelles. Les définitions et résultats présentés dans ce chapitre sont repris des
travaux d’Adamczewski, Cassaigne et Le Gonidec [6].

5.1 Automates a pile

Décrit de facon informelle, un automate a pile n’est en fait autre qu'un automate
fini muni d’une mémoire organisée sous forme de pile. De maniere similaire a une
machine de Turing, chaque transition se fait selon I’état courant de 'automate,
et selon le symbole lu en mémoire sur la pile. Cependant, 1a ot une machine de
Turing peut se déplacer “sans contrainte” sur son ruban, un automate a pile n’a
acces qu’au symbole le plus en haut de sa pile, et doit nécessairement 'effacer pour
pouvoir modifier les autres symboles en dessous de celui-ci. On parle de structure
LIFO : Last In First Out (dernier entré, premier sorti). Ce modele de calcul se trouve
entre les automates finis et les machines de Turing dans la hiérarchie de Chomsky.
La ou les automates finis (sans pile) sont utilisés pour accepter les langages réguliers,
les automates a pile sans sortie sont utilisés pour accepter une famille plus large, les
langages hors—contexteE].

1. Pour plus de détails sur les différents modeles de calcul de la hiérarchie de Chomsky, et sur
les langages hors-contexte, la lectrice ou le lecteur curieux peut consulter [30], en particulier aux
chapitres 5, 6 et 7.
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Définition 5.1. Un k-automate a pile fini déterministe avec sortie (abrégé en k-
APDS) est la donnée d’un septuple M = (Q, %, T, 6, g0, A, 7), ol

Q@ est 'ensemble fini d’états,
Y est alphabet {0,1,...,k — 1},

I' est un alphabet des symboles de pile. Par convention, I'on notera # le mot
vide de ’ensemble I'* des mots de la pile. L’ensemble ) x I'* est appelé 1'en-
semble des configurations internes de M.

0:EC@Qx (TU{#}) x(EU{e}) = Q x T est la fonction de transition,
qo € Q est l’état initial et (qo, #) est appelée la configuration initiale.

A est l'alphabet de sortie et

7:Q x (I'U{#}) — A est la fonction de sortie.

De plus, la fonction de transition § satisfait les conditions suivantes :

Déterminisme : Si il existe (¢,s,e) € E pour un certain (¢,s) € @ x (I'U
{#}), alors il n’existe pas de (¢,s,a) € E avec a € Y. On dit alors que
M a une e-transition depuis la configuration interne (g, s). De plus, définir ¢
comme une fonction et non une relation fait également partie de I’hypothese
de déterminisme.

Complétude : Si (q,s,¢) ¢ E pour un certain (¢,s) € @ x (I' U {#}), alors
{q} x {s} x ¥ C E. Autrement dit, depuis la configuration (g, s), ou bien
M possede une e-transition depuis cette configuration, ou bien il possede une
transition définie pour chaque lettre de Y.

Finitude sur les e-transitions : Il n’existe pas de suite infinie de configurations
internes (g;, S;)i>1 telle que 0(g;, si, €) = (qi+1, X;) pour tout ¢ > 1, ou s; est le
premier symbole de S;, ou # si S; est vide, S; = 5';s;, et Sy = 57 X;. Clest
en particulier satisfait lorsque toutes les e-transitions réduisent la taille de la
pile.

De la méme maniere que dans le cas des k-AFDS, 'on peut étendre la fonction de
transition 6 pour pour donner du sens au calcul 7(d(qo, #, w)) pour tout mot w € ;.
L’on peut commencer par 'étendre a un sous-ensemble de @ x I'* x (3, U {e}) en
posant pour tout S € I'*,

5(Q7 SS? a) = (q/7 SX)

avec 0(q, s,a) = (¢, X) et s # #. De plus, apres avoir lu un symbole a, 'automate
a pile pourrait atteindre une configuration (¢, S) a partir de laquelle il pourrait ef-
fectuer des e-transitions. Dans ce cas I’hypothese de déterminisme force I’automate
a effectuer toutes les e-transitions possibles avant de lire un nouveau symbole. L’hy-
pothese de finitude nous assure qu’il n’y a qu'un nombre fini de telles transitions.
Pour respecter ces hypotheses, 1'on peut étendre la fonction de transition 6 & § en
posant :

6(q,S,a) =0(6(q, S,a),e)
8(q,S,¢) = (¢,5) si (q,5,6) ¢ E
5(q,S,¢) =6(8(q,S,¢),e) si(q,S,e)€E.
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L, #, #) (1,4, #) (14, X).
0. LB 60| XX
(0, %, #) (0, %, #) o

FIGURE 5.1 — 2-automate a pile A qui produit la suite a.

Finalement, I'on peut étendre § & Q x I'* x ¥} en posant
5(q, S,wa) = 6(6(q, S, w),a) pour tous w € ¥} et a € .

En particulier, ceci signifique que M lit les mots de gauche a droite. L’on étend
aussi la fonction de sortie 7 a I'ensemble @) x I'* en posant 7(q,Ss) = 7(q, s) pour
geQ,selet Sel™.

Munis d’une sortie, les automates a piles produisent une famille plus large de
suites que les suites automatiques, les suites hors-contexte. Le lecteur ou la lectrice
souhaitant plus de détails sur les suites hors-contexte peut consulter [19).

Définition 5.2. Soit M = (Q,¥,1,0,q0,A,7) un k-automate a pile. La suite
(7(6(qo, #, (n)k)))n>0 €st la suite produite par M.

L’on peut représenter un automate a pile par un graphe orienté dont les sommets
sont les états de @) et les arétes sont données par la fonction de transition o et sont
étiquetées de la maniere suivante. Pour tous états ¢,q¢" € @ tels que d(q,s,a) =
(¢', X), 'on dessine une fleche du sommet ¢ vers le sommet ¢’ étiquetée par (a, s, X).
L’état initial g est désigné par une fleche entrante.

Exemple 5.3. La suite binaire
a :=1110111001101000011111101110100000010110 - - -

dont le n-eme terme vaut 1 si la différence entre le nombre de 0 et de 1 est d’au plus
1 dans la 2-représentation de n, et 0 sinon, est produite par le k-APDS A, représenté
a la figure [5.1] et défini de la maniére suivante :

A = ({QO7 qi, q—l}a 227 {X}a 57 qo, 227 7—)7

avec 0 définie par

q-1, )7

o, #),
q— 1aXX)

q-1, )7

(q1,#,0) = (g0, #), 0(q-1,#,0) =
;o gt ) = (g, X), A, #1) =
( ) = (q1, #), d(q-1,X,0) =
( ) =( ( ) =

(
(
(
g, X, 1) = (1, XX), (g1, X,1 (
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Cet automate fonctionne de la maniere suivante. Il se trouve dans I'état gy quand
il a lu le méme nombre de 1 et de 0, et dans 'état ¢; (resp. ¢_1) quand il a lu
plus de 1 que de 0 (resp. plus de 0 que de 1) dans la 2-représentation de Ientrée
n. Une fois dans Iétat ¢; (resp. ¢_1), il empile un symbole X & chaque fois qu’il lit
un symbole 1 (resp. 0) ou l'efface s’il a lu un 0 (resp. 1). S’il n’a plus de symbole
a effacer, il repasse dans I’état gy. Quand il a lu tous les symboles du mot d’entrée,
avoir une pile vide signifie que la différence entre le nombre de 1 et de 0 dans la
2-représentation de n est égale a 1 ou moins (I'automate produit 1 via sa fonction de
sortie 7), tandis qu’avoir un symbole X au-dessus de la pile signifie que la différence
est d’au moins 2 (I’automate produit 0). Notons que les deux transitions 6(qo, X, 0)
et §(qo, X, 1) sont définies pour respecter 'hypothese de complétude, bien qu’elles
ne soient jamais utilisées dans le calcul. Elles ne sont pas représentées dans la figure

B.Il

L’automate lit les mots de gauche a droite, ce qui correspond a notre maniere
usuelle de lire les nombres. Dans le cas d'un k-AFDS, lire de gauche a droite ou de
droite a gauche ne change rien, les deux étants équivalents. L’on ne peut cependant
pas en dire autant pour les k-APDS, car ’ensemble des langages hors-contexte n’est
pas fermé pour le miroir. De facon similaire aux machines de Turing, il existe souvent
plusieurs automates a piles qui produisent une méme suite. En particulier, il est
possible d’en choisir un qui n’a qu'un seul état, en encodant les différents états dans
la pile. L’automate donné en exemple ici n’est donc certainement pas le plus petit
(en termes d’états) qui produise cette suite.

Lorsque I'alphabet de sortie du k-APDS est 3, la suite produite est ainsi la
b-représentation d’un nombre réel.

Définition 5.4. Un nombre réel £ € [0, 1) est produit par un k-automate a pile s’il
existe un k-APDS M = (Q, %, T, 6, qo, 2, 7) tel que (§), = (7(0(q0, #, (n)k)) )n>0-

Exemple 5.5. Le nombre &, dont la 2-représentation est la suite a de 'exemple
précédent est produit par le 2-automate a pile A. Comme nous le verrons dans la
section suivante, ¢’est un nombre transcendant.

5.2 Probleme de Hartmanis—Stearns pour les k-
APDS

Nous avons montré au chapitre précédent que les b-représentations des irra-
tionnels algébriques ont une complexité en facteur plus que linéaire, et que par
conséquent les k-AFDS ne peuvent pas produire de tels nombres, car ils ne pro-
duisent que des suites de complexité sous-linéaire. Le cas des suites hors-contexte
est bien différent : pour tout entier d > 1, il existe une suite produite par un k-APDS
avec une complexité en facteurs en O(n?) [39]. Pour montrer que les automates a
pile ne sont pas non plus un modele de calcul suffisamment puissant pour produire
les irrationnels algébriques, 'on ne peut donc pas se reposer sur des arguments si-
milaires de complexité en facteurs, celle-ci étant tres variable. Pour cela, 'on va
introduire une relation d’équivalence sur les configurations internes d’un k-APDS;,
tres similaire & la relation de Myhill-Nerode [30, section 4.4].
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Notation. Une configuration interne sur M est un couple (g, S), avec g un état de
Q et S le mot de I'* dans la pile. On note Cyq(w) la configuration interne atteinte
par M avec pour entrée le mot w, c’est & dire : Cy(w) = 6(qo, #,w). Quand cela
n’apporte aucune confusion, I’on se permet d’omettre I'indice et I'on note C'(w). De
plus, quand n est un entier, et I’alphabet d’entrée de M est ¥, 'on simplifie la

notation C'({(n);) en C(n).

Définition 5.6. Soit M un k-automate a pile. On définit la relation d’équivalence
~ sur les configurations internes de M comme suit : pour C; et Cy des confi-
gurations internes de M, on a C; ~ (5 si et seulement si, pour tout w €
35, 7(0(C,w)) = 7(8(Cy,w)). Autrement dit, on consideére les configurations in-
ternes C] et (5 équivalentes si les deux menent toujours aux mémes sorties, quel

que soit le mot lu a partir de celles-ci.

Il est clair que la relation ~ est une relation d’équivalence. Assez surprenam-
ment, pour un nombre irrationnel £ produit par un automate a pile M, avoir deux
configurations internes de M équivalentes sous cette relation suffit a établir la trans-
cendance de €. En effet, dans ce cas, nous allons montrer que l'on a Dio((¢),) > 1.

Proposition 5.7. Soit £ € [0,1) un nombre généré par un k-APDS M. Si il existe
deuz entiers distincts n et n' tels que Cp(n) ~ Cp(n'), alors € est rationnel ou
transcendant.

Démonstration. Soit a = (a,)n>o la suite produite par M telle que (), = ajaz. ...
Supposons qu’il existe n < n’ € N tels que C(n) ~ C(n'). Posons w,, = (n); et
Wy = (n')g. Alors,

Awpwly, = Aw,rwly
pour tout w € Xy, par définition de la relation d’équivalence ~. Remarquons que
si [w]y =1 et |w| = m, alors l'on a [w,w], = k™n + i et [wyw], = k™0’ + 1. Ceci
signifie donc que pour tout m € N, on a en particulier :

VZ € {0, 1, 2, ceey km — 1}, a/kmn_A'_i — akmnl+i.

Posons U, = ajas ... agm,_1 et Vi, = agmpGrmpiq -« . Qgmyp—1. Alors, le mot

1

1+7L/77L
Ume = a1a2 ...0gmp_1AmpQmpyq] - .. Qgmp/ _1Afmey . . Qgmppm_]

est un préfixe de a. On a |Uy,| = k™n — 1 et |V,,,| = k™(n' — n), et P'on en déduit

I 1
UnVip ™7 K"n—1+k™n —n)-(1+ = 1 1
| | ( ) ( "—”):1+—1 >14+ = > 1.

UVl kmn — 1+ km(n' —n) n— & Y

1+——
De plus, comme la suite (|V;,,|)m>0 est strictement croissante, (|Vm+” >0 Pest

également. L’on en déduit alors que a satisfait la condition (x), pour p =1+ %, et
donc

1
Dio(a) > 1+ — > 1,
n

ce qui implique que & est rationnel ou transcendant, par le théoreme [4.31] ]



84 CHAPITRE 5. VERS DES MODELES DE CALCUL PLUS PUISSANTS

Remarquons que cette proposition nous donne une démonstration encore plus
simple du théoreme [4.25] En effet, un automate fini n’est jamais qu'un automate
a pile qui n’utilise pas sa mémoire. Une configuration interne d’un tel automate
est donc toujours de la forme (¢, #) et dépend uniquement de 1’état de I'automate.
Comme un k-AFDS n’a qu'un nombre fini d’états, il ne possede qu'un nombre fini de
configurations internes. Par le principe des tiroirs, il existe donc deux entiers positifs
n et n’ tels que C'(n) = C(n’), et 'on conclut par la proposition précédente. Nous
pouvons finalement montrer le deuxieme résultat central de ce mémoire : les auto-
mates a piles ne peuvent pas produire la b-représentation d’un irrationnel algébrique.

Théoreme 5.8 (Adamczewski-Cassaigne-Le Gonidec [6]). La b-représentation d’'un
nombre algébrique irrationnel ne peut pas étre produite par un k-automate a pile
déterministe.

Démonstration. Soit & € [0,1) dont la b-représentation est produite par le k-
automate a pile M = (Q, X, ', 0, qo, Xp, 7). Notons

— quw € @ I'état atteint par M en lisant un mot w € 3} et en partant de (qo, #),
— S(w) € I'* le contenu de la pile de M en lisant le mot w et en partant de
(0, #) et
— H(w) la hauteur de la pile correspondante, c’est a dire la longueur du mot
S(w).
De plus, notons les ensembles

— Cr = (2£\{0})2; le langage des k-représentations canoniques des entiers na-
turels et

— Hy = {w € C : H(w) < m}, pour tout entier positif m, 'ensemble des mots
w € Cy, pour lesquels la pile de M est au plus de taille m durant le calcul, avec
w en entrée.

[e.e]
Remarquons que pour tout m > 1, H,, C Hyp41, €t Cp, = U Hopn-

Supposons d’abord qu’il existe m € N tel que Hmmeslt infini. Or, pour tout
w € Hu, la configuration interne C'(w) = (g, S(w)) appartient a l'ensemble fini
Q x I'S™. Par le principe des tiroirs, il existe donc deux mots distincts w et w’ de H,,
tels que C'(w) = C(w'). En posant alors n = [w]g et n’ = [w']g, on a C(n) = C(n'),
et en particulier C'(n) ~ C(n’). On conclut par la proposition [5.7

Supposons maintenant que tous les H,, sont finis, et pour tout m > 1, prenons
un mot v, € H,, de longueur maximale. On alors que |v,,| < |v;,41| pour tout m,
et I'ensemble {v,, : m > 1} est infini. En effet, s’il était fini, 'on aurait un m € N
tel que H,, est infini, ce qui correspond a I'’hypothese précédente. Comme v, est de
longueur maximale, 1'on a

Vw € X7\ {e}, H(vm) < H(v,w). (5.1)
Autrement dit, dans le calcul (gy,,,S(vm)) - (Quyw, S(vmw)), la taille de la pile

augmente nécessairement. De plus, pour m assez grand, on a |v,,| > |v1], et donc
H(v,,) > 1. Pour un tel m, décomposons le mot S(v,,) en

S(vm) = Xinzm
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ol 2, € I' est le symbole au dessus de la pile. Alors pour tout w € X \ {0}, le mot
X, est est un préfixe du mot S(v,,w), par I'inégalité précédente (5.1)). Autrement
dit, la partie de la pile correspondant au mot X,, n’est pas modifiée, ni méme lue,

durant le calcul (g,,,, S(vm)) F (Gu,w, S(vmw)), ce qui signifie

(Goms S(Vm)) ~ (o> 2m)

On a (q,,,2m) € @ X I', qui est un ensemble fini, alors que {v,, : m > 1} est
infini. Ainsi, par le principe des tiroirs, il existe m et m’ tels que v,, # v, et
C(vm) ~ C(vyy). En posant n = [vy,]r et 0’ =[]k, on an # n' et C(n) ~ C(n).
On conclut en utilisant la proposition [5.7] ]

Comme annoncé, les automates a pile ne constituent pas un modele de calcul
suffisamment puissant pour produire la b-représentation des irrationnels algébriques.
L’utilisation du modele de la machine de Turing semble donc indispensable dans
le cadre du probleme d’Hartmanis et Stearns. Intéressons-nous alors a certaines
variantes de machines de Turing. En fait, les théoremes et fournissent une
réponse partielle a ce probleme pour une classe particuliere de machines de Turing :
les machines a piles.

5.3 Machines a piles

Définition 5.9. Une machine a piles M est similaire a une machine de Turing
standard, a ceci pres que la mémoire est constituée de piles au lieu de rubans. Plus
précisément, elle possede

— une bande d’entrée, sur laquelle la téte ne peut que lire et ne peut se déplacer
vers la gauche,

— une mémoire de travail organisée sous forme de piles, pour lesquelles chaque
téte de lecture se trouve toujours au dessus de la pile,

— et une bande de sortie, sur laquelle la téte ne peut qu’écrire et ne peut rien
effacer.

De maniere similaire a un automate a pile, chaque transition de la machine est
donnée par I’état courant, du symbole lu sur la bande d’entrée, et du symbole lu sur
le dessus de chaque pile. Une machine a pile peut également faire une e-transition,
c’est a dire une transition pour laquelle la téte sur la bande de lecture ne se déplace
pas. De plus, une telle machine ne peut terminer son calcul si une e-transition est
possible. Avec un mot d’entrée w, et apres avoir terminé son calcul, la machine
produit un symbole a(w) sur sa bande de sortie. Pour un entier & > 2, I'on peut
définir une sous-classe spécifique de machines a piles.

Définition 5.10. Soit un entier k > 2.

— Une k-machine a piles M est une machine a piles qui prend en entrée les mots
de Ci, I’ensemble des représentations canoniques des entiers.

— La suite produite par la k-machine a piles M est la suite (a((n)i))n>o-
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FIGURE 5.2 — Représentation schématique d’une machine a piles M

Il est clair de par sa définition qu’une k-machine & une pile est en fait un k-
automate a pile, et qu'une k-machine a zéro pile est un k-automate fini déterministe.
Similairement aux modeles précédents, quand 'alphabet de sortie d'une k-machine
a piles M est ¥, alors la suite (a((n)x))n>0 produite par M est la b-représentation
d’un nombre réel.

Définition 5.11. Un nombre réel £ € [0, 1) est produit par une k-machine a piles
s'il existe une k-machine a piles M telle que (), = (a((n)k)n>0-

L’on a ainsi une description plus précise du probleme d’Hartmanis et Stearns
pour cette sous-classe de machines, en fonction du nombre de piles. En effet, étant
équivalente a un automate a pile, une machine a une seule pile ne peut pas produire
la b-représentation d’un irrationnel algébrique. De plus, des que 1'on s’autorise une
machine a deux piles ou plus, 'on a autant de puissance de calcul qu’avec une
machine de Turing standard, et I’on peut donc produire tout nombre calculable, et
en particulier tout irrationnel algébrique, a priori en temps plus que linéaire.

Proposition 5.12. Une machine a deux piles calcule les mémes fonctions qu’une
machine a une bande.

Démonstration. Une machine a pile n’étant qu'une machine a bande dont la téte
de lecture/écriture ne se déplace pas librement sur sa bande, montrons l’autre sens.
Donnons nous une machine a une bande M et construisons une machine a deux
piles M’ qui fonctionne comme M, avec deux piles P et P’. Les états de M’ sont
les mémes que ceux de M. La partie significative de la bande de M est stockée
sur les piles de M’ comme suit. La pile P stocke la méme information que ce qui
se trouve a gauche de la téte de lecture/écriture sur la bande de M. Le symbole
lu par la téte de M se trouve au dessus de la pile P, et les symboles dessous sont
les mémes que ceux qui se trouvent a droite de la téte de M. La figure illustre
la maniere dont M’ simule le contenu de la bande de M sur ses deux piles. Si M
modifie un symbole sur sa bande, M’ modifie le symbole sur le dessus de la pile P’
Si M déplace sa téte a droite sur sa bande, M’ dépile le premier symbole de P’ et
I’empile sur P, et inversement si M déplace sa téte a gauche. O
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F1GURE 5.3 — La machine M’ stocke autant d’information sur ses deux piles que
M sur son ruban.
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L’on peut alors reformuler le théoreme [5.8 en termes de machines a piles, de la
maniere suivante.

Théoreme 5.13 (Adamczewski-Cassaigne-Le Gonidec). La b-représentation d’un
nombre irrationnel algébrique ne peut pas étre produite par une machine a une pile
(resp. a zéro pile).

5.4 Machines unidirectionnelles

Dans leurs travaux [6], Adamczewski, Cassaigne et Le Gonidec proposent un
changement de point de vue dans la question d’Hartmanis et Stearns. Plutot que
d’imposer une contrainte de complexité temporelle sur la machine, I’on considere des
machines soumises a une contrainte d’organisation interne, les k-machines unidirec-
tionnelles. Cette contrainte va nous permettre d’étendre naturellement la relation

d’équivalence ~ de la définition [5.0}

Définition 5.14. Soit £ > 2. Une k-machine unidirectionnelle est la donnée d’un
6-uple M = (34,C, 9, Cy, A, 7) on

— X est alphabet {0,1,... k — 1},

— C est un ensemble dénombrable, appelé ensemble des configurations,

— 0 :C X X — C est la fonction de transition,

— (p est la configuration initiale,

— A est I'alphabet de sortie et

— 7:C — A est la fonction de sortie.

De plus, 'on suppose que la machine est complete, c’est a dire que ¢ est définie
sur l'entiereté de C x ¥j. Cela nous permet d’étendre la définition de 0 a tout Xj
en posant, pour tout mot w € X et lettre i € Xy, 6(C,wi) = §(5(C,w),7). L'on
note Cy(n) = §(Co, (n)x) la configuration atteinte par M avec le mot (n); en
entrée. L’on se permettra d’alléger la notation en C'(n) quand cela n’apporte aucune
confusion.

Les k-machines unidirectionnelles fonctionnent de maniere similaire aux k-
machines a piles. Elles possedent une bande d’entrée sur laquelle la téte ne peut
que lire et se déplacer sur la droite, et une bande de sortie sur laquelle la téte ne
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peut qu’écrire et ne peut rien effacer ou modifier. Cependant, 1’on ne précise pas la
maniere dont leur mémoire de travail est organisée : cela peut étre sous forme de
bandes, de piles, ou autre. Les seules contraintes imposées sont celles sur la bande
d’entrée et sur la bande de sortie.

Chaque configuration C' € C d’une machine M est donc donnée par I’état courant
et par le mot écrit sur chaque bande (ou pile, ou autre) de travail. Ce modele de calcul
est aussi puissant qu'une machine de Turing standard, et peut produire n’importe
quelle suite calculable de 3}, pour tout b > 2.

Définition 5.15. Soit M = (34,C, d,Cy, A, 7) une k-machine unidirectionnelle. La
suite produite par M est la suite (7(C(n)))n>o-

Pour une entrée n € N, la sortie 7(C'(n)) de la machine ne dépend que d’une
quantité finie d'information de C'(n) : I'état de 'automate pour un k-AFDS ou I’état
de 'automate et le symbole au dessus de la pile dans le cas d’un k-APDS, ou encore
I’état courant et le symbole sur le dessus de chaque pile pour une k-machine a pile.
Il en va de méme pour une machine dont la mémoire serait organisée sous forme de
rubans. L’on peut alors étendre la relation d’équivalence ~ de la définition aux
machines unidirectionnelles.

Définition 5.16. Soit M = (%4,C,6,Co, A, 7) une k-machine unidirectionnelle.
Pour deux configurations C; et Cy de M, T'on dit qu’elles sont équivalentes, et
notons Cy ~ Cy, si pour tout mot w € Xy, 7(6(Cy,w)) = 7(6(Ca, w)).

Définition 5.17. Un nombre réel £ € [0, 1) est produit par une k-machine unidi-
rectionnelle M = (3y,C, 6, Co, Ep, 7) si (£)p = (7(C(n)))n>o0-

L’on peut alors énoncer la proposition dans le cas plus général des k-machines
unidirectionnelles.

Proposition 5.18. Soit £ € [0,1) un nombre réel produit par une k-machine uni-
directionnelle M. S’il existe deuzx entiers n # n' tels que C(n) ~ C(n'), alors & est
rationnel ou transcendant.

Cette proposition se démontre exactement de la méme maniere que dans le cas
des automates a pile. Il suffit de remarquer que la démonstration de la proposition
ne fait pas intervenir directement le mot écrit sur la pile de l'automate. Le
résultat tient tant que la machine considérée stocke et modifie une quantité finie
de mémoire a chaque transition, peu importe comment sa mémoire de travail est
organisée, ne modifie jamais le contenu de sa bande d’entrée et n’efface jamais le
contenu de sa bande de sortie. Ce résultat permet donc de montrer la transcendance
de nombres qui ne peuvent pas étre produits par des automates a pile.

Exemple 5.19. La suite
a =0110120110010110100101100110100110010110011010010112 - - -

dont le n-¢me terme est 2 si (n)s est un mot de la forme 170717 avec j € N\ {0},
1 si le nombre de 1 dans (n)s est impair, et 0 sinon, ne peut pas étre produite par
un automate & pile. En effet, le langage {0°1707,j € N\ {0}} n’est pas un langage
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hors-contexte, et ne peut étre reconnu par un automate a pile. Cependant, pour
tout b > 3, le nombre £ tel que (€), = a peut étre produit par une 2-machine
unidirectionnelle. Décrivons cette machine M.

L’ensemble des états de la machine est Q = {i,q,r,s,t} x {0,1}, et possede
deux piles avec un seul symbole de pile X. Par souci de simplicité, 'on notera
les configurations des piles (X7, X*) par des couples (j,k) € N2 L’ensemble des
configurations de M est en fait C = Q x {(j, k) € N*: j < k} (par construction de
la machine, 'on aura toujours j < k). La configuration initiale est Cy = (7,0,0,0).
La fonction de transition ¢ : C x ¥y — C est définie de la maniere suivante. L’on
pose 6((4,0,0,0),1) = (¢,1,1,1). Pour tout (e, j, k) € {0,1} x {(j, k) € N*: j <k},
I’'on pose

5((q767.]7.])7]‘):<Q7]‘_67j+]‘7.]+1>7 5((T 6 0 k)? ):(t7€70’k>7
5((s,e,0,0),1) = (t,1 —¢,0,0), 3((s,e,0,k),0) = (t,e,0, k),
5<(t7 e?j? k)? 1) = (t’ ]‘ - 67j’ k)? 5((t € .]7 k)70) (t7 e?j? k)’
et si j et k sont positifs, 'on pose
5<<Qa 67j7j)70) = (T7€7j - 17j>7 5((T767j7 k>70) = (r7€aj - 17k)a
((r,e,j, k), 1) = (t,1 —e, j, k), 5((r,e,0,k),1) = (s,1 —e,0,k — 1),

5((s,e,0,k),1) =(s,1 —e,0,k —1).

L’alphabet de sortie est A = ¥3. La fonction de sortie 7 : C — A est donnée par :
(2, 1,5,k) = 1siz € {i,q,r st} et (4,k) € {(j,k) € N°: j <k}, 7(5,0,0,0) =2
et 7(z,0,7,k) =0si (x, ], k) # (s,0,0).

La machine M fonctionne de la maniére suivante. Pour un état (z,e) avec z €
{i,q,7, 5,1} et e € {0,1}, la deuxiéme composante e représente la parité du nombre
de 1 lus par la machine, tandis que la premiere composante x et les deux piles sont
utilisées pour reconnaitre les mots de la forme 071705. Plus précisément,

— dans un état (g,e) avec sur les piles (4, 7), la machine a lu un préfixe de la
forme 17,

— dans un état (r,e) avec sur les piles (7, k), la machine a lu un préfixe de la
forme 17077,

— dans un état (s,e) avec sur les piles (0, k), la machine a lu un préfixe de la
forme 170717% et

— dans un état (¢,e) la machine a lu un mot qui n’est pas un préfixe d’'un mot
de la forme 17017, pour tout j € N\ {0}.

Montrons maintenant que le nombre ¢ produit par M est transcendant. Pour
cela montrons que les deux configurations C'(10) et C'(20) de M sont équivalentes.
L’on a (10); = 1010. Apres avoir lu le mot 1010, M est dans la configuration
C(10) = (¢,0,0,1). En effet 'on a les transitions suivantes :

6((4,0,0,0),1) = (¢, 1,1,1),

5((¢,1,1,1),0) = (r,1,0,1),
5((r,1,0,1),1) = (£,0,0,1),
5((£,0,0,1),0) = (£,0,0,1).
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De plus, 'on a (20), = 10100. L’on a donc
C(20) = 6((,0,0,1),0) = (£,0,0,1) = C(10).

Ces deux configurations étant égales, elles sont en particulier équivalentes sous la
relation ~. Par la proposition [5.18] le nombre £ est donc transcendant.

5.5 Introduction a d’autres modeles de calcul : or-
dinateurs analogiques et réseaux de réactions
chimiques

Tout au long de ce mémoire, nous nous sommes intéressés a des modeles de calcul
discrets, tels que les machines de Turing, dans lesquels 'information est représentée
par des mots finis sur des alphabets et 1’évolution du calcul par une suite de configu-
rations discretes. Nous terminons en ouvrant la discussion vers des modeles de calcul
analogiques, dont I’état évolue de facon continue au cours du temps. L’exemple histo-
rique le plus emblématique est le General Purpose Analog Computer, régulierement
abrégé GPAC dans la littérature, et introduit par Shannon en 1941 [48]. Ce modele
de calcul est basé sur les ordinateurs analogiques utilisés dans les années 1930 pour
résoudre des équations différentielles. A partir des années 1960, les ordinateurs ana-
logiques ont progressivement laissé place aux ordinateurs numériques que 1’on utilise
aujourd’hui, et qui travaillent en binaire. La théorie de la calculabilité, fortement
influencée par les travaux de Turing, s’est également d’avantage tournée vers les
modeles de calculs discrets [15].

Nous nous intéresserons plus particulierement aux réseaux de réactions chi-
miques, un modele de calcul initialement utilisé pour décrire les interactions chi-
miques entre molécules, et qui s’avere relié au GPAC de Shannon, les deux étant
décrits par des systemes d’équations différentielles. En termes de puissance de calcul,
les réseaux de réactions chimiques sont un modele Turing-complet : ils sont capables
de simuler les machines de Turing. Réciproquement, les réseaux de réactions chi-
miques déterministes peuvent eux-mémes étre simulés par machine de Turing [23].
Cette derniere section, qui se veut étre une ouverture a ce mémoire et une mise
en perspective de la conjecture de Hartmanis et Stearns, présente brievement les
travaux de Huang, Klinge, Lathrop, Li et Lutz |31} 32].

Définition 5.20. Un réseau de réactions chimiques déterministe, ou plus simple-
ment réseau de réactions chimiques, est un couple N = (S, R) ou

— S ={Y1,Ys,...,Y,} est un ensemble fini d’espéces (pouvant représenter des
molécules, des atomes ou des ions) et

— R est un ensemble fini de réactions de la forme p = (7, p, k) € N x N" x R..
Le vecteur r est appelé vecteur des réactifs, p est le vecteur des produits et k
est la constante de vitesse. On notera r; (resp. p;) la composante du vecteurs
des réactifs (resp. du vecteurs des produits) associée a I’espece Y.

Une espece Y; est un réactif si r; > 0, un produit si p, > 0 et un catalyseur si
T, =p; > 0.
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Exemple 5.21. Avec un ensemble d’especes S = {X,Y, Z}, et une constante de
vitesse k, considérons la réaction suivante entre les especes de S,

X+Y 5 x+27,

que 'on représente par le triplet p = ((1,1,0),(1,0,2), k). Dans cette réaction, les
especes X et Y sont les réactifs, X et Z sont les produits, et X est un catalyseur.

A un temps t € R>q, I'état d’un réseau de réactions chimiques N = (S, R) est
un vecteur y(t) = (y1(t), y2(t), ..., yn(t)) € (R>p)™, qui représente la concentration
de chaque espece chimique de S. Pour chaque espece Y; € S, la composante y;(t),
est appelée la concentration de Y; au temps t.

Le taux de réaction d’une réaction p = (v, p, k) au temps t est défini par

Le tauz total de variation d’une espece Y; € S dépend du taux de réaction de chaque
réaction p € R du réseau dans laquelle Y; intervient et vérifie I’équation différentielle

yit) = Y (pi— ) rate,(h). (5:2)

p=(r,p,k)ER

Avec un état initial y, € (R>0)", le comportement du réseau de réactions chimiques
N = (S, R) est donc la solution du systeme d’équations différentielles

(i(t) = > (py—r1) rate,(t).

()= D (P, —7a) - rate,(t).

\ p:(r)p’k)eR

avec pour conditions initiales

y(0) = y,.
Ce systeme est un probleme polynomial de Cauchy et le théoreme de Cauchy-
Lipschitz nous donne qu’il possede une unique solution y : Ry — (Rxo)".

Exemple 5.22. Considérons le réseau N constitué des trois especes S = {X,Y, Z}
et de l'unique réaction présentée a l’exemple précédent. L’évolution de I’état du
réseau au cours du temps est donnée par le systeme

ou z(t), y(t) et z(t) sont les concentrations des especes X, Y et Z respectivement au
temps t.
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L’on dit qu'un réseau N calcule un réel € € [0,1) si la concentration d'une des
especes de N tend vers &. Plus précisément, on introduit la notion de calcul en temps
réel, qui quantifie la vitesse de convergence vers &.

Définition 5.23. Un nombre réel £ € [0,1) est calculable en temps réel par un
réseau de réactions chimiques s’il existe un réseau de réactions chimiques N = (S, R)
et une espece Y; € S qui vérifie les trois propriétés suivantes.

a) Pour toute réaction (r,p, k) € R, k € N\ {0}.

b) Il existe une constante 3 > 0 telle que, si toutes les concentrations sont initia-
lisées a 0, alors y;(t) < /3, pour toute espece Y; € S et tout temps ¢t > 0.

c) Si toutes les concentrations sont initialisées a 0, alors pour tout ¢ > 1,
ly; (1) — ¢l < 27"

L’hypothese a) permet d’éviter d’encoder directement £ dans les réactions et de
s’assurer que le réseau soit encodé par un nombre fini d’informations. Sans cette
hypothese, tout nombre réel £ peut étre produit par un réseau avec une seule espece
X et avec les réactions

0 X
X 0.
Le taux total de variation de X vérifie alors I’équation différentielle
¥ =§&— .
Avec x(0) = 0 pour condition initiale, la solution de cette équation est

2(t) = &(1—e)

pour tout ¢t > 0. L’hypotheése b) permet d’imposer une “limite de vitesse” au réseau,
sans laquelle 'on pourrait calculer tout nombre arbitrairement vite. L’hypothese
de convergence c¢) impose au réseau N de calculer une approximation de £ a ||
décimales (binaires) a tout temps ¢ > 1. Notons cependant que, contrairement a une
machine de Turing, le réseau ne produit pas explicitement les décimales de &.

Rappelons brievement les résultats connus dans le cadre des classes de complexité
définies au Chapitre (voir déﬁnition. La classe de complexité S,, est I’ensemble
des suites calculables en O(n) opérations. Le théoreme d’accélération des ma-
chines de Turing nous permet d’affirmer que pour toute suite a € S, il existe une
machine de Turing qui calcule les n premiers termes de a en exactement n transi-
tions. Dans ce cas, I'on dit que a est calculable en temps réel. Rappelons alors que
tout nombre rationnel est calculable en temps réel, et que certains nombres trans-
cendants le sont également. L’'on a des résultats similaires dans le cas des réseaux
de réactions chimiques.

Théoreme 5.24. Tout nombre rationnel est calculable en temps réel par un réseau
de réactions chimiques.
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Dans le cas des nombres transcendants, il est montré dans [31] que les nombres
7w et e sont calculables en temps réel par des réseaux de réactions chimiques.

Théoreme 5.25. [l existe des nombres transcendants calculables en temps réel par
un réseau de réactions chimiques.

Cependant, a ce jour, I’on ne connait pas de nombre irrationnel algébrique qui soit
calculable en temps réel par une machine de Turing, et la conjecture de Hartmanis-
Stearns suggere qu’il n’en existe pas. Ces nombres sont cependant calculables en
temps réel au sens des réseaux de réactions chimiques.

Théoreme 5.26. Tout irrationnel algébrique est calculable en temps réel par un
réseau de réactions chimiques.

La notion de calcul en temps réel d’'un nombre dépend donc fortement du modele
de calcul considéré. Bien que les réseaux de réactions chimiques et les machines de
Turing soient équivalents en terme de puissance de calcul, leurs classes de complexité
temporelle ne semblent pas coincider. Si un réseau de réactions chimiques N peut
calculer un nombre £ en temps réel, rien n’assure qu'une machine de Turing qui
simule N calcule £ en temps linéaire. Cette dépendance au modele apparait en fait
déja dans le cadre des machines de Turing : toute suite T-calculable par une machine
de Turing & plusieurs bandes est T?-calculable par une machine & une seule bande
[29].
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