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Introduction

L’étude de la logique modale et des théorémes de complétude qui en résultent intéresse
les mathématiciens mais aussi les philosophes depuis de nombreuses années. Ce domaine
est vaste et les publications y sont nombreuses. La logique modale est en quelque sorte
I’étude de la possibilité et de la nécessité sous toutes ses formes : elle étudie les auxi-
liaires modaux permettant de modifier la vérité d’une proposition selon les circonstances
dans lesquelles celle-ci est évaluée. Les algebres de contact (telles que définies dans ce
mémoire) sont quant a elles une modélisation de la conception de Pespace et du temps
due & Whitehead au début du vingtiéme siécle. Elle sert de base au raisonnement infor-
matique sur les régions [15]. A priori, I’étude de la logique modale et I’étude de I'espace
et des régions ne semblent pas liées. Pourtant, il s’avére que lorsque nous appliquons la
dualité de Stone [16] aux algébres modales et aux algébres de contact, nous obtenons des
espaces analogues, a savoir des espaces de Boole munis d’une relation fermée. Dés lors,
nous tentons de répondre aux questions suivantes. Existe-il d’autres similitudes entre les
algébres modales et les algebres de contact 7 Est-il possible de traduire certains théorémes
de la logique modale en terme d’algébres de pré-contact ?

Dans ce travail, nous commencons par établir une base solide concernant le dualité
(topologique ou non) entre les algébres modales et les espaces modaux ainsi que la dualité
entre les algeébres de pré-contact et les espaces de pré-contact. Nous étudions ensuite les
différents théorémes de complétude s’appliquant aux algébres modales et nous transposons
ceux-ci aux algébres de pré-contact. Enfin, nous établissons le théoréme de Fine-Van Ben-
them. Notre but premier était de nous confronter a des démonstrations inédites en tentant
de transposer des théorémes bien connus des algébres modales aux algeébres de pré-contact.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres et de deux annexes. Dans le premier cha-
pitre, nous rappelons les notions concernant la théorie des algébres modales ainsi que la
théorie des algébres de pré-contact qui sont essentielles a la compréhension de ce travail.
Nous établissons la dualité entre les algébres modales et les espaces de Boole munis d’une
relation binaire fermée telle que 'image d’un ouvert fermé est un ouvert fermé, appelés
espaces modaux. Nous travaillons ensuite sur la dualité entre les algébres de pré-contact
et les espaces de Boole munis d’une relation binaire fermée, appelés espaces de pré-contact.

Dans le deuxiéme chapitre, nous travaillons sur les dualités non topologiques. Nous
commencons par considérer des algébres de Boole complétes et atomiques et nous établis-
sons la dualité entre celles-ci et les ensembles. Nous passons ensuite aux algebres modales
complétes et atomiques. Nous effectuons le méme travail que dans le premier chapitre mais
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nous restreignons ’ensemble de départ aux algébres modales complétes et atomiques. Nous
établissons la dualité entre celles-ci et les ensembles munis d’une relation binaire, appelés
frames de Kripke. Enfin, nous étudions les algébres de pré-contact complétes et atomiques.
Plutot que d’effectuer le méme travail que dans le premier chapitre, nous montrons qu’il
existe un isomorphisme de catégories entre les algébres modales complétes et atomiques et
les algébres de pré-contact complétes et atomiques. Cet isomorphisme permet de conclure
sur la dualité entre les algébres de pré-contact complétes et atomiques et les frames de
Kripke.

Le troisiéme chapitre est consacré aux théorémes de complétude. Nous commencons par
nous intéresser a la logique modale et au théoréme de complétude algébrique des logiques
modales. Nous transposons ensuite ce résultat au dual topologique des algébres modales et
nous obtenons le théoréme de complétude dans les espaces modaux. Nous le transposons
également au dual non topologique des algébres modales et nous obtenons le théoréme de
complétude dans les frames de Kripke. Ce dernier nécessite une hypothése supplémentaire
essentielle qui est que le systéme modal considéré doit étre complet. Nous étudions cette
notion plus en détails dans le chapitre quatre. Nous nous demandons subséquemment ce
qu’il adviendrait de ces théorémes dans les algébres et les espaces de pré-contact. Nous
établissons alors un théoréme de complétude pour les algébres de pré-contact ainsi qu’un
théoréeme de complétude dans les espaces de pré-contact. Ces nouveaux théorémes nous
offre plus de latitude puisqu’il existe plus d’algébres de pré-contact que d’algébres modales.

Dans le dernier chapitre, nous penchons sur un autre théoréme, établi par Kit Fine en
1975, stipulant que si un systéme modal est complet vis a vis d’une classe élémentaire de
frames alors ce systéme modal est canonique [5]. La preuve de ce théoréme fut développée
par Johan van Benthem la méme année [17]. Afin d’établir ce théoréme, nous rappelons
d’abord quelques notions de la logique du premier ordre. Ensuite, nous établissons une
série de critéres essentiels pour le démonstration du théoréme de Fine-Van Benthem et
nous introduisons le compactifié de Stone-Cech d’un frame de Kripke. Nous présentons un
critére pour qu'un systéme modal soit complet, un autre pour qu’un systéme modal soit
canonique et enfin un critére de canonicité pour les systémes complets. Pour terminer,
nous présentons la démonstration du théoréme de Fine-Van Benthem qui est basée sur
I’élaboration d’un lemme attestant, pour toute structure d’un langage, ’existence d’un
morphisme entre une structure élémentairement équivalente a la premiére et son compac-
tifie de Stone-Cech.

Nous proposons ensuite une série de questions qui permettraient de prolonger ce mé-
moire.

Nous terminons ce travail par deux annexes. La premiére concerne la théorie des caté-
gories et rappelle les rudiments de cette théorie, essentiels a la compréhension de ce travail.
La seconde concerne les algébres de Boole et la dualité de Stone, dualité dont nous nous
servons pour établir la dualité entre les algébres modales et les espaces modaux.



Chapitre 1

Les protagonistes

1.1 Les algébres modales

Les algébres modales sont des algébres de Boole munies d’une relation unaire. Ces
algébres nous fournissent dans la suite des modéles de la logique modale que nous étudions
dans le chapitre 3. Nous donnons également dans le chapitre 3 un exemple bien connu
d’algebre modale, ’algébre de Lindenbaum—Tarski. La dualité que nous établissons nous
permet de passer aisément du théoréme de complétude algébrique des logiques modales
au théoréme de complétude dans les espaces modaux.

1.1.1 Introduction aux algébres modales et aux espaces modaux

Dans cette partie, nous définissons les notions d’algébre modale et d’espace modal mais
également les catégories associées a celles-ci dont nous aurons besoin dans la suite.

Définition 1.1.1. Une algébre modale est une algébre (B, ) = (B, V,A,0,1,¢,0) ou B
est une algébre de Boole et { une opération unaire satisfaisant aux axiomes suivants :

1. O(aVvb)=0aV Ob;

2. 00=0
pour tous a,b € B.

Remarque 1.1.1. Dans la suite, nous adopterons la notation B pour une algébre mo-
dale afin de ne pas alourdir les notations. De plus, nous allons travailler avec les ultra-
filtres des algébres modales. En conséquence, nous supposerons que nos algébres de Boole
contiennent au minimum deux éléments puisque ’algébre de Boole triviale ne contient
aucun ultrafiltre.

Remarque 1.1.2. Remarquons que ¢ est isotone. En effet, si a < b, on obtient

aVb=">
= O(aVb)=230b
= QaV Ob={Ob
= Oa < Ob.

7



1.1 Les algébres modales

Définition 1.1.2. Un homomorphisme d’algébres modales est un homomorphisme d’al-
gébre de Boole qui respecte .

Introduisons maintenant la premiére catégorie dont nous avons besoin.

Définition 1.1.3. La catégorie des algébres modales, notée M A, est la catégorie dont les
objets sont les algébres modales et les morphismes sont les homomorphismes d’algébres
modales.

Passons a présent aux espaces modaux.

Définition 1.1.4. Un espace modal est un espace (X, R) ou X = (X, 7) est un espace de
Boole et R est une relation binaire (R C X?) telle que

1. R est fermée dans X?;

2. R(O,—) est un ouvert fermé si O est un ouvert fermé.

Remarque 1.1.3. Dans la suite, nous noterons X les espaces modaux afin de ne pas
alourdir les notations. De plus, historiquement, la notation choisie pour la relation binaire
R est R(—,0). Nous avons ici choisi la notation R(O, —) car celle-ci sera plus cohérente
avec la suite, lorsque nous étudierons les algébres de contact.

Définition 1.1.5. La catégorie des espaces modaux, notée MS, est la catégorie dont les
objets sont les espaces modaux et les morphismes sont les applications continues ¢ définies
d’'un espace modal X dans un autre X’ et tels que

©(R(—,z)) = R(—, ¢(z)) Yz e X

Dans cette derniére définition, nous notons R la relation sur I'espace modal X et nous
notons la relation sur 'espace X’ de la méme maniére. Nous sommes bien conscient que
ces deux relations ne sont pas identiques mais il est difficile de les confondre étant donné
les objets sur lesquels elles s’appliquent. Nous ferons souvent cette confusion dans la suite.

Avant de commencer & étudier les propriétés des objets que nous venons d’introduire,
effectuons une derniére remarque.

Remarque 1.1.4. Grace a cette égalité, on peut faire deux remarques.
— Premiérement, puisque p(R(—,x)) C R(—,¢(z)), on peut remarquer que si yRz,
alors ¢(y)Re(x). On peut en conclure que ¢ respecte le R.
— Deuxiémement, grace a Uinclusion, ¢(R(—,z)) 2 R(—,¢(x)), on observe que si
y'Rp(x), cela implique qu’il existe y tel que yRx et p(y) = y'. On voit en fait
apparaitre une espéce de surjectivité.

1.1.2 Propriétés

Dans cette section nous étudions les propriétés qui nous permettent d’obtenir la dualité
entre les algébres modales et les espaces modaux.



1.1 Les algébres modales

Proposition 1.1.1. Si I est un idéal, alors O~(I) est un idéal.

Démonstration. On a

1. 0 € O7Y(I). En effet, par définition, 00 = 0. Comme I est un idéal, 0 € I, donc
00 € I, d’ou la conclusion.

2. Sid,j € O7M(I), alors i V j € O7Y(I). En effet, sii,j € O~'(I), alors 01,05 € 1.
Comme I est un idéal, on a Qi V {j € I. Par définition de ¢, on obtient ¢(iV j) € [
et donc iV j € O~H(I).

3. Pour tout b € B, i € O7'(I) tels que b <4, on a b€ O~ (I). En effet, prenons b et
i ayant ces propriétés, on a alors, i € O"(I) et donc i € I. Comme I est un idéal
et comme b < i = Ob < {1, on a Qb € I, d’ou le résultat.

]

Proposition 1.1.2. Soit B une algébre modale et soient x,y € Ult(B), on a limplication
suivante

drCy & O7'(—y) C—u
En particulier,
O —y)nz =10
Démonstration. Si Qx C y, alors pour tout b € B, on a successivement

bex=Obey

< (Obdy=10b¢x)
& (Obe—y=be —u)
s (bed(~y) =be —2)
& 07—y C =
d’on le résultat. O

Grace aux définitions et propriétés que nous venons d’établir, nous pouvons étudier
plus en détails le dual d’un opérateur.

Définition 1.1.6. Soit B une algébre modale, on définit la relation binaire Ry sur Ult(B)
comme suit

xRey st et seulement si Qx Cy.

Proposition 1.1.3. Soit B une algébre modale, l’espace Ult(B) muni de la relation R,
est un espace modal. De plus, on a ’égalité

Ro(r(b), =) = r(0b),

pour tout b € B.



1.1 Les algébres modales

Démonstration. Montrons d’abord que (Ult(B), Ry) est un espace modal. Nous savons
déja que Ult(B) est un espace de Boole!, il reste donc & montrer que

1. Ry est fermée dans Ult(B)?;
2. Ry(O,—) est un ouvert fermé si O est un ouvert fermé.

Commencons d’abord par démontrer le premier point. Pour cela, nous allons montrer
que le complémentaire de Ry est un ouvert. Soient =,y € Ult(B) tels que

(l‘,y) ¢ RO‘

On obtient alors par définition de la relation Ry, Oz ¢ y. Ainsi, il existe a € z tel que
Oa ¢ y. Or on sait que

r(a) ={z € Ult(B) : x > a}.
Ainsi, on a x € r(a) et y € (—r(Qa)). Alors,

r(a) x (=r(0a))

est un voisinage de (z,y) disjoint de R,. En effet, si (z,t) € r(a) x (—=r(0a)), alors a € z
et Oa ¢ t, donc Oz € t. On en conclut que (z,t) ¢ Ry, et que [r(a) x (—r(Oa))|N Ry = 0,
d’ou la conclusion.

Montrons maintenant que
Ry(r(b),—) =r(0b) Vbe B.
Soit b € B, nous devons prouver que
{y[3rer®):zRoy} = {y € Ult(B)ly > Ob}

Procédons par double inclusion. Commencons par montrer que Ry (r(b), —) C r(Ob). Pre-
nons y € Ry(r(b),—). Par définition de I'ensemble, il existe x € r(b) tel que zRyy.
Autrement dit, il existe x 3 b tel que Oz C y. On trouve alors

Gber Cy
= Qbey
= y € r(Ob).

Passons maintenant a l’autre inclusion, montrons que Ry (r(b),—) 2D r(0b). Prenons y €
r(Ob). Par définition, on obtient

Obey = Obé¢ (—y) = b¢ 07 (—y).

Comme y est un ultrafiltre, —y est un idéal maximal et vu la proposition (1.1.1), 0~(—y)
est un idéal. Grace au lemme de Zorn, on sait qu’il existe un idéal maximal contenant
O~'(—y), mais qui ne contient pas b. Par passage au complémentaire, on obtient un

1. Vous pouvez trouver cette démonstration dans [13], p.53.

10



1.1 Les algébres modales

ultrafiltre x contenant b qui est tel que x N O~ (—y) = 0. On trouve alors que l'ultrafiltre
x vérifie

x €r(b) et Qx Cy.

Ainsi, nous avons trouvé un ultrafiltre z tel que x € r(b) et xRyy, d’ou la conclusion.

Démontrons maintenant le second point. Prenons O un ouvert fermé de Ult(B). Vu la
remarque (B.2.2),

{rs(b)b € B}.

est une base d’ouverts fermés de Ult(B). Ainsi, puisque O un ouvert fermé de Ult(B), il
existe un sous ensemble B; de B tel que

De plus, puisque O est un fermé de Ult(B) qui est compact, O est compact. Il existe alors
bl,...,bn S B1 tel que

0= U TB(bi)'

ie{l...,n}

Enfin, puisque 'application rg est un homomorphisme, on obtient

O = B ( U bz) .
e{l...,n}

En posant b = {U }bi, on a O = r(b). De plus, on sait maintenant que
ie{l....n

Ry(r(b), ) = r(0B) Wb e B,
donc,
Ro(0, =) = Ry(r(b), —) = r(Ob)
et on en conclut que Ry (O, —) est un ouvert fermé donc nous avons le résultat. O

Définition 1.1.7. Soit X un espace modal. On note of(X) ’ensemble des ouverts fermés
de X, of (X) est ordonné par inclusion. On définit 'opération unaire ¢ comme suit

OrO = R<07 _)
sur of (X).

Proposition 1.1.4. Soit X un espace modal. L’ensemble of (X) muni de lopération Or
est une algebre modale.

11



1.1 Les algébres modales

Démonstration. Prenons (X, R) un espace modal et montrons que (of(X),Or) est une
algébre modale. La proposition (B.2.10) montre que ’ensemble of (X)) est une algébre de
Boole. De plus, O est bien défini puisque par définition d’un espace modal, si O est un
ouvert fermé, R(O, —) est aussi un ouvert fermé. Il reste donc & montrer que 'opération
Qg vérifie

1. Or(OUU) = OrOUQRU;
2. QRQ) == (Z)

Commencons par démontrer le premier point. Nous devons montrer que
R(OUU,—-) = R(O,—)UR(U,—).

Procédons par double inclusion. Montrons d’abord que R(OUU, —) C R(O, —)UR(U, —).
Siz € RIOUU,—), alors il existe y € (O UU) tel que zRy. Puisque y € (O U U),
y € O ouvy € U. Ainsi, comme zRy, x € R(O,—) ou bien x € R(U,—). Au final,
r € R(O,—)U R(U,—), d’ou la conclusion. Montrons maintenant que R(O UU,—) D
R(O,—)UR(U,—). Si z € R(O,—) U R(U,—) alors, x € R(O,—) ou bien z € R(U, —).
Alinsi, soit il existe y € O tel que xRy, soit il existe y € U tel que xRy. Au final, il existe
y € OUU tel que zRy et donc z € R(OUU, —).

Le second point est évident puisque R((), —) est I'ensemble des éléments en relation
avec les éléments appartenant a ’ensemble vide. Ce qui conclut la preuve. O

1.1.3 Espace dual d’une algébre modale

Dans cette section, nous établissons la dualité entre une algébre modale et un espace
modal. Cette dualité est une dualité de catégories et en conséquence, nous utilisons les
concepts de la théorie des catégories?. Notons que nous avons fait le choix d’établir la
dualité a 'aide des ultrafiltres mais nous aurions également pu I’établir & I'aide des idéaux
maximaux.

Définition 1.1.8. L’application Ult est définie comme 'application qui & une algéebre
modale B associe 'espace modal Ult(B) et qui & un homomorphisme

f: B —B
d’algeébres modales associe Ult(f) = f~1.

Remarque 1.1.5. Dans la suite, on notera Ult(f) = f*.

Proposition 1.1.5. L’application Ult est un foncteur contravariant de la catégorie M A
dans la catégorie MS.

Démonstration. Soit B une algébre modale. Vu la proposition (1.1.3), (Ult(B), Ry) est
un espace modal. Soit B’, une autre algébre modale et f : B* — B un homomorphisme
d’algébre modale. Commencons par montrer que f* est bien défini. On a f* : Ult(B) —
Ult(B'). Prenons x € Ult(B) et montrons que f*(x) = f~1(x) € Ult(B'). Cela découle

2. Vous pouvez trouver la définition de ces notions dans I’annexe A.
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directement de la proposition (B.2.6).

Démontrons maintenant que f* est un morphisme de M.S. Vu la définition (1.1.5), nous
devons montrer que f* est une application continue vérifiant

S (Ro(=y)) = Ro(=, f"(y)) Vy € Ult(B).

Commencons par démontrer que f* est une application continue. Prenons v € B’, et
montrons que

(f) " rp () = rp(f(V))
On a,

(f) e (V) = {z € Ul(B)|f*(x) € rp(V)}
={z e Ult(B)|f*(z) 2 V'}
_ {w c UI(B)z > f()}
=rp(f(t)).

Nous devons maintenant prouver que f* vérifie

S (Ro(=y)) = Ro(=, f*(y)) Vy € Ult(B)

Prenons y € Ult(B) et montrons d’abord que f*(Ro(—,y)) € Ro(—, f*(y)). Si z €
Ry(—,y), alors zRyy. Montrons que dans ce cas, f*(x) Ry f*(y). Traduisons tout d’abord
I'implication & démontrer. Nous devons montrer que

Oz Cy=Of () C f(y).

Soit b € f~!(z), montrons que Ob € f~(y). On a f(b) € z, donc O f(b) € y car Oz C y par
hypothése. Comme f est un homomorphisme d’algébres modales, on a { f(b) = f(0b) € v,
et on en conclu que Ob € f~1(y).

Montrons maintenant que f*(Ro(—,v)) 2 Ro(—, f*(y)). Soit 2’ € Ult(B’), tel que 2’ Ry f*(y).
Nous voulons trouver z € Ult(B) tel que zRyy et f*(z) = 2’. Supposons qu’un tel x existe.
Vu que zRyy, on a Oz C y et vu la proposition (1.1.2), on a O~!(—y) € —z. On en conclut
que

rNO T (-y) =0.

De plus, comme y est un ultrafiltre, —y est un idéal et ainsi, vu la proposition (1.1.1),
O~!(—y) est aussi un idéal. Nous avons également f*(z) = 2’. Or, vu la remarque (B.1.2),
on a

fz)=2" <22 f(2).

Considérons f(z') 1. Remarquons que f(z’) 1 est un filtre, puisque f est un homomor-
phisme et 2’ est fermé pour A. De plus, la propriété précédente est conservée : x O f(z') 1.
Il reste & montrer que O~'(—y) N f(2') 1= 0. Ainsi, nous pourrons utiliser de théoréme
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de séparation de Stone (B.2.8), et donc prouver 'existence d’un tel x. Procédons par
I’absurde, supposons qu’il existe b € (O~ (—y) N f(z') 1). Dans ce cas, Ob ¢ y et b > f(d’)
pour un ¢’ € 2. En remarquant que —y est un idéal, on obtient

0f(d) < Obet Qb ¢y = Of(d) ¢ y.

En utilisant le fait que f est un homomorphisme d’algébres modales, on trouve

Of(d) ¢y = [f(Od) ¢y = Od ¢ [T (y).

De plus, nous avons supposé que =’ Ry f*(y), ce qui est équivalent a Oz’ C f~!(y). Comme
a’ € 2/, on trouve,

Oa' € 02’ C [ (y)

On obtient alors une absurdité et donc le résultat.

Prenons maintenant A, B et C' des algébres modales et prenons f : B — Cetg: A — B
des homomorphismes d’algébres modales. On a

Ult(fog) = (fog)™ =g o f =Ult(g) o Ult(f).
De plus, pour toute algébre modale B, 'application Ult(idg) est donnée par
(idp)™" : UIt(B) — Ult(B).

On peut en conclure que Ult(idg) = idywp). On en conclut que Ult est un foncteur
contravariant.

]

Définition 1.1.9. L’application of est définie comme "application qui & un espace modal
X associe l'algébre modale of (X) et qui & un homomorphisme continu

o X' =X

entre deux espaces modaux associe of(p) = ¢~ 1.

*

Remarque 1.1.6. Dans la suite, on notera of(¢) = ™.

Proposition 1.1.6. L’application of est un foncteur contravariant de la catégorie MS
dans la catégorie M A.

Démonstration. Soit X un espace modal, grace a la proposition (1.1.4), on sait déja que
(0of(X),Or) est une algébre modale. Soit X’ un deuxiéme espace modal et ¢ : X' — X
un morphisme de la catégorie MS. Montrons que of (@) = ¢* est un morphisme de M A
(c’est a dire un homomorphisme d’algébres modales).

Montrons d’abord que I'application ¢* : of(X) — of(X’) est bien définie. Si O €
of(X), alors p*(0) = ¢~ 1(O) € of (X) puisque ¢ est une application continue.

Montrons maintenant que ¢* est un homomorphisme d’algébres modales. Commencons

par montrer que ¢* est un homomorphisme d’algébres de Boole. Soient O, U € of(X), on
a
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— ¢ (OVU)=¢"(OUU) = (O) U™ (U) = ¢"(0) v ¢*(U);

— ¢'(09) =X\ 0) = X'\ (¢71(0)) = (¢"(0))".
Donc ¢* est un homomorphisme d’algébres de Boole vu la proposition (B.2.3). Nous
devons maintenant montrer que si O € of (X), alors

v"(0rO) = Or(¢*(0)),

ceci est équivalent & montrer que

Procédons par double inclusion. Commengons par montrer que ¢*(R(O, —)) € R(¢*(O), —).
Soit 2’ € ¢*(R(O, —)), alors il existe y € O tel que yRp(x'). Etant donné que ¢ est un ho-
momorphisme continu entre deux espaces modaux, nous pouvons utiliser le second point
de la remarque (1.1.4). Ainsi, il existe y' € X’ tel que ¥Rz’ et p(y) = y € O. Au fi-
nal, il existe y' € ¢*(O) tel que y' R, donc 2’ € R(¢*(0O),—). Montrons maintenant
que R(p*(0),—) C ¢*"(R(O,—)). Soit ¥ € R(p*(0),—), alors il existe 2’ € ¢*(O) (ie.
o(x') € O) tel que 2’ Ry’. De nouveau, en utilisant la remarque (1.1.4), on obtient que
o(x")Rp(y'). Ainsi, il existe z = ¢(2) € O tel que xRp(y') et done ¢ € ¢*(R(O, —)).

Prenons maintenant X, Y et Z des espaces modaux et prenons ¢ : Y — Zetv: X —Y
des homomorphismes d’espaces modaux. On a

of(porp) =(poy)™ =9 op™ = of(¥) oof(p).

De plus, pour tout espace modal X, I’application of(idx) est donnée par

(idx) ™ :of (X) — of (X).

On peut en conclure que of (idx) = id,f(x). On en conclut que of est un foncteur contra-
variant.

]

Nous savons maintenant que les applications Ult et Of sont des foncteurs contrava-
riants. Afin d’obtenir une équivalence duale, nous devons prouver les isomorphismes avec
les biduaux.

Proposition 1.1.7. Soit B une algébre modale. Alors l'application

rg : B— of(Ult(B))
b rp(b) ={z € Ult(B)|x > b}

est un isomorphisme d’algebres modales.

Démonstration. Vu la proposition (B.2.13), Papplication rp est un isomorphisme d’al-
geébres de Boole. Il nous reste & prouver que

r5(0) = Or, (r5(D)).
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Or, en utilisant la proposition (1.1.3) on a

Ory (rp(b)) = Ro(rp(b), —)

= T’B(Ob)
D’ou la conclusion. O]
Proposition 1.1.8. Soit X un espace modale. Alors l’application
ex X = Ult(of (X))

r—ex(xz) ={0 € of(X)|O > z}

est un isomorphisme d’espaces modau.

Démonstration. Vu la proposition (B.2.15), I'application €x est un isomorphisme d’es-
paces de Boole. Il nous reste donc a prouver que

Ry & ex(z)Ryex(y).
Or,
ex(x)Ropex(y) < Orex(x) Cex(y) & VO €of(X): (O3 x= R(O,-)3y).
Ainsi, nous devons montrer que
Ry < YO €of(X): (O>xz= R(O,—)3y).

Montrons que la condition est nécessaire. Supposons que xRy et prenons O € of (X) tel
que O 3 z. Il est alors clair que R(O, —) > y. Montrons maintenant que la condition est
suffisante. Procédons par I'absurde, supposons que YO € of (X) : (O 3z = R(O,—) 3 y)
et que (z,y) ¢ R. Dans ce cas, il existe O,U € of (X) tel que

(r,y) €O xUet (OxU)NR=0.

La seconde condition nous permet d’affirmer que R(O,—) C —U. Comme z € O, on
obtient par hypothése y € R(O,—) C —U. Or y € U, donc on obtient une absurdité, d’oi
la conclusion. ]

Il nous reste a montrer que les diagrammes correspondants sont commutatifs. Les
démonstrations des deux propositions suivantes sont identiques a celles effectuées dans le
cas des algébres de Boole.?

Proposition 1.1.9. Soient B et B’ deux algébres modales et f : B — B’ un homomor-
phisme d’algébres modales. Le diagramme suivant est commutatif.

B — 2 . of(UIK(B))
f of (UIL(f))
B s of (UIt(B))

3. Vous pouvez trouver ces démonstrations dans [13], p.57. et p.58.
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Proposition 1.1.10. Soient X et X' deux espaces modauzx et ¢ : X — X' un morphisme
de la catégorie M S. Le diagramme suivant est commutatif.

X — X L Ultof (X))
¥ J Ult(of())
X — L Ult(of (X))

Toutes ces propositions nous permettent d’obtenir I’équivalence duale.

Théoréme 1.1.11. Les foncteurs contravariants Ult et of établissent une équivalence
duale entre la catégorie M A et la catégorie MS.

1.2 Les algebres de Boole de pré-contact

Les algébres de pré-contact sont des algébres de Boole munies d’une relation de dis-
jonction binaire. Dans cette section, nous étudions un exemple d’algébre de pré-contact et
nous établissons la dualité entre les algébres de pré-contact et les espaces de pré-contact.
Pour cela, nous effectuons le méme raisonnement que dans la section précédente. Dans la
suite, nous obtenons un théoréme de complétude pour les algébres de pré-contact.

1.2.1 Introduction aux algébres de pré-contact et aux espaces de
pré-contact

Dans cette partie, nous définissons les algébres de pré-contact et en donnons les défini-
tions équivalentes. Dans la suite, nous passons d’'une définition a 'autre en fonction des
besoins. Nous définissons ensuite les espaces de pré-contact.

Définition 1.2.1. Une algébre de pré-contact (B, L) est une algébre de Boole B munie
d’une relation de disjonction binaire L telle que pour tous a,b,c,d € B,

L 1:sia<b c>detb L c alorsa L d;

1 2:sialc,ald blcetbl dalorsaVblcVd,;

13:0L1;

14:1L1L0.

Remarque 1.2.1. Lorsque la relation 1 vérifie également les axiomes
1L 5:sial a,alorsa=0;

1 6:sia L b, alorsb L a;

1 7:sia€balorsil existe e € B tel que e L aete L,

'algébre de pré-contact (B, L) est appelée algébre de contact.

Remarque 1.2.2. Dans la suite, pour éviter d’alourdir les notations, nous noterons B
une algébre de pré-contact. Nous veillerons évidemment & ce qu’aucune confusion ne soit
possible entre une algebre de pré-contact et une algébre modale.
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En général, pour montrer qu'une algébre de Boole B munie d’une relation de disjonc-
tion binaire | est une algébre de pré-contact, on privilégiera le contact € plutot que la
disjonction 1. On pose € :=/) et € est appelé relation de contact. On peut ainsi obtenir
une nouvelle liste d’axiomes %1, 2, 3,4 équivalents aux axiomes | 1,2,3,4. En effet, on
obtient la liste suivante
€ 1:sia<b,c>deta¥d, alors b¢c;
€ 2:siaVb€cVd, alors a%cou a%d ou b%c ou bEd;
¢3:0¢1;
€4:1€0;

Les axiomes %1 et 2 sont obtenus en contraposant les axiomes 1 1 et 2 et les axiomes %3
et 4 sont obtenus en remplacant L par & et [ par €. Puisque connaitre L est équivalent
a connaitre €, nous appellerons également (B, %) une algébre de pré-contact.

De la méme maniére, pour montrer qu’une algébre de Boole B munie d’une relation de
disjonction | binaire est une algébre de contact, il suffira de montrer que la relation €
vérifie les axiomes %1, 2, 3,4 ainsi que les axiomes
€ 5 :sia#0,alors a%a;

% 6 :sia%hb, alors b€ a;

¢ 7:sia%balors il existe e € B tel que e€a et e€b.

Les axiomes %5 et 6 sont obtenus en contraposant les axiomes 1 5 et 6. L’axiome % 7
est quant a lui obtenu a partir de I'axiome L 7 en remplacant L par € et [ par €.

Proposition 1.2.1. Soient B une algebre de Boole et € wune relation binaire sur B
vérifiant les axiomes €1 a €5. Alors € vérifie l'axiome €7 si et seulement si, pour tout
be B

b+#1= 3Ja#0:afb.

Démonstration. Supposons que I'axiome €7 est vérifié et prenons b € B tel que b # 1.
Alors 1 £ b et vu 'axiome €7, il existe a € B tel que a€’1 et a€b. Vu I'axiome €3, a # 0.
Supposons maintenant que

b#1= 3a#0:a€b.

pour tout b € B. Soient a,b € B tels que a £ b. Alors, vu la proposition (B.2.1), on
a a®V b # 1. Par hypothése, il existe ¢ € B tel que ¢ # 0 et ¢#(a® vV b). Comme
c < ¢ (a®Vb) > a® et c€(a® VD) alors, vu L 1, ¢c€a’. De la méme maniére, puisque
(a®V b) > b, on a c€b. Supposons maintenant que c€a. Dans ce cas, ¢ L a° et ¢ L a. Vu
laxiome | 2, onac=cVec 1l a*Va=1 Commec<c¢1>cetc L1, enappliquant L 1,
on voit que ¢ L c et donc ¢ =0 vu L 5, d’ott une contradiction et donc la conclusion. []

Nous introduisons maintenant une derniére relation qui nous permet d’écrire autrement
les axiomes découverts précédemment.

Définition 1.2.2. Soit (B, L) une algébre de pré-contact. La relation de prorimité sur
B est la relation < définie par

a<b & ald°

pour tous a,b € B ;
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Grace & cette nouvelle définition, nous pouvons obtenir de nouveaux axiomes < 1,2, 3
et 4 équivalents aux axiomes 1 1,2,3 et 4.

Proposition 1.2.2. Si (B, L) est une algébre de pré-contact et < une relation de proxi-
mité sur B, alors < vérifie les propriétés suivantes :

<1l:s0a<b,c<detb<c, alorsa<d;
<2:s8ta<c,a<d,b<cetb=<dalorsavVb<cAd;

<3:0=<0;

<4:1=<1;

pour tous a,b,c,d € B.

Nous pouvons également obtenir des axiomes < 5, 6 et 7 équivalents aux axiomes L 5,6
et 7.

Proposition 1.2.3. Si (B, 1) est une algébre de contact et < une relation de proximité
sur B, alors < vérifie < 1,2,3 et 4 mais également les propriétés suivantes :
<b5:sta<balorsa<b;

<6 :sta=<balorsb® <a;

<7 :sia#0 alors il existe b € B tel queb# 0 et b < a.

pour tous a,b € B.

Démonstration. Montrons premiérement que 'axiome < 5 est équivalent a 'axiome | 5.
Supposons que L vérifie 'axiome L 5, et montrons que < vérifie < 5. Supposons que
a < b, alors par définition a L 6°. En utilisant ’axiome L 1, puisque a A b° < a, b® > a Ab°
et a L b° on obtient a A b° L a Ab°. Vu l'axiome L 5, a A b° = 0. Ainsi, vu la proposition
(B.2.1), a < b. Supposons maintenant que < vérifie < 5 et montrons que L vérifie L 5.
Supposons que a L a, alors a < a°. Vu axiome < 5, a < a° et vu la remarque (B.2.1),
a =0, d’ou la conclusion.

Montrons que 'axiome < 6 est équivalent a I'axiome 1 6. Supposons d’abord que L
vérifie 'axiome 1 6 et que a < b. Par définition, a L b° et vu l'axiome L 6, b° L a.
Autrement dit, b¢ L (a®)¢ et donc b < a® et < vérifie ainsi 'axiome < 6. Supposons que
< vérifie 'axiome < 6 et que a L b. On a alors a < b° et vu 'axiome < 6, b < a®. On en
conclut que b L a et donc L vérifie 'axiome L 6.

Montrons enfin que I'axiome < 7 est équivalent & 'axiome 1 7. Supposons premiére-
ment que L vérifie L 7 et que a # 0. Alors, a® # 1 et vu la proposition (1.2.1), il existe
b # 0 tel que b L a®. Autrement dit, b < a et < vérifie 'axiome < 7. Supposons main-
tenant que < vérifie < 7 et que a # 1. Dans ce cas, a® # 0 et vu 'axiome < 7, il existe
b # 0 tel que b < a®. Ainsi, b L a et donc L vérifie 'axiome | 7, d’ou le résultat. O

Définition 1.2.3. Un homomorphisme d’algébres de pré-contact f : B — B’ est un
homomorphisme d’algébres de Boole tel que

< (f(b), =) = f(= (b, =) T

pour tout b € B.

19



1.2 Les algébres de Boole de pré-contact

Remarquons que nous faisons une confusion entre la relation de proximité sur B et celle
sur B’. De nouveau, nous sommes conscient que ces relations ne sont pas identiques mais
aucun doute n’est possible quant a ’algébre sur laquelle nous travaillons étant donné les
éléments mis en relation. Nous continuerons dans la suite a faire cette confusion (et il en
sera de méme pour relation de disjonction binaire L ainsi que pour la relation de contact

©).

Remarque 1.2.3. Traduisons cette égalité. On peut déduire de I'inclusion < (f(b), —) C
f(=(b,—)) 1T que s'il existe b € B et b € B’ tels que f(b) < b alors il existe ¢ € B tel
que f(c) < b et b < c. Del'inclusion < (f(b),—) 2 f(< (b,—)) T, on peut déduire que si
il existe b,c € B tel que b < c alors f(b) < f(c).

Définition 1.2.4. La catégorie des algebres de pré-contact, notée PC'A | est la catégorie
dont les objets sont les algébres de pré-contact et les morphismes sont les homomorphismes
d’algebres de pré-contact.

Définition 1.2.5. Un espace de pré-contact est un espace (X, R) ou X = (X, 7) est un
espace de Boole et R est une relation binaire (R C X?) fermée.

Définition 1.2.6. La catégorie des espaces de pré-contact, notée PC'S, est la catégorie
dont les objets sont les espaces de pré-contact et les morphismes sont les homomorphismes
continus ¢ définis d’un espace de pré-contact (X, R) dans un autre (X', R) et tels que

p(R(=,2)) = R(=, ¢(x)) Ve X

Nous confondons encore une fois les relations sur X et sur X’ mais aucun doute n’est
possible.

Remarque 1.2.4. La définition que nous avons choisi ici est similaire a la définition
(1.1.5) de la catégorie des espaces modaux. En particulier, nous pouvons constater que la
remarque (1.1.4) s’applique également aux homomorphismes que nous venons de définir.

1.2.2 Un exemple d’algébre de pré-contact

Afin d’illustrer cette nouvelle définition, nous donnons un exemple d’algébre de pré-
contact. Pour cela, nous établissons au préalable une série de propositions qui nous permet
de prouver que notre algébre est bien une algébre de pré-contact.

Proposition 1.2.4. Soit X un espace topologique. Si A est une partie fermée de X et si
D est une partie quelconque de X, alors

(AUD)° = (AU D°)°

Démonstration. Puisque D° C D, il est clair que (AU D)° O (AU D°)°. Prenons mainte-
nant z € (AU D)°. Puisque (AU D)° est un ouvert, il existe O un ouvert de base tel que
r€OC(AUD)° C AUD. De plus, comme A est un fermé, O \ A est un ouvert de X.
On obtient alors

OCAUD=0\ACD=0\ACD°=0CAUD".
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Puisque O est un ouvert, on obtient
reOC(AUD),
d’ou le résultat. O
On obtient la proposition suivante grace a la commutativité de 'union.

Proposition 1.2.5. Soit X un espace topologique. Si A est une partie fermée de X et si
D est une partie quelconque de X, alors

(DUA)® = (D°UA)

Proposition 1.2.6. Soit X un espace topologique. Si A et B sont des parties fermées de
X, alors

(AUB)° = A°U B°

Démonstration. Procédons par double inclusion, commencons par montrer que (AU B)° D
A° U B°. Par définition de l'intérieur, A° C A et B° C B, ce qui implique que A° U B° C
AU B . Ainsi, puisque A° U B° est un ouvert, on obtient A°U B° C (AU B)°. On trouve
alors que

A°UB° = A°UB° C (AUB)°,

d’ou le résultat. Montrons & présent que (AU B)° C A° U B°. En utilisant les deux
propositions précédentes et la définition de 'adhérence, on obtient

(AUB)° = (AUB°®)° C (AUB°)° = (A°U B°)° C (A°U B°)° C (A°U B°)°.

De plus, pour tout fermé I de X, F° C F. En effet, nous savons que F° C F par définition
de l'intérieur. Donc, F° C F' = F, d’ou la conclusion. Ainsi, puisque A°U B° est un fermé
de X, on obtient

(AU B)° C (A° U B°)° C A°U B°.

On conclut en utilisant encore une fois le fait que A° U B° est un fermé et il est donc égal
a son adhérence. Ainsi,

(AU B)° C A°U B°,

d’ou le résultat. O

Définition 1.2.7. Soit X un espace topologique. Un fermé régulier est un fermé A égal
I'adhérence de son intérieur. Autrement dit, A° = A. On note RC(X) l’ensemble des
fermés réguliers de X.
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Théoréme 1.2.7. Si X est un espace topologique, alors RC(X) (ordonné par inclusion)
est une algebre de Boole compléte dans laquelle

AVB=AUB ANB=(ANB)° -A=(X\A)

pour tous A, B € RC(X).
Démonstration. Procédons par étapes. Soit F' un fermé de X, rappelons d’abord que
F°CF (1.1)
De la méme maniére, si O est un ouvert de X, on a
0coO’. (1.2)
En effet, ona O =0°C O,

Montrons maintenant que ’application
TLIP(X) — P(X)

est isotone. Soit Y, Z € P(X) tels que Y C Z. Par définition de l'intérieur, Y° C Y C Z.
Or, Z° est le plus grand ouvert inclus dans Z, donc Y° C Z°. On en tire que Y° C Z° et
puisque Y° est le plus petit fermé contenant Y°, on trouve Y° C Z°.

Montrons ensuite que si A, B € RC(X), alors AU B € RC(X). Nous devons prouver
que AU B est fermé et que (AU B)° = AU B. Premiérement, puisque AU B est une union

finie de fermes, elle est également fermée. Ensuite, vu (1.1), (AU B)° C AU B. De plus,
on a

AUB=A°UB° = (A°UB°) C (AU B)°,
d’ou I'égalité.

Montrons que AV B =AU B. Comme AC AUB, BC AUBet AUB € RC(X),
AU B est un majorant de {A, B} dans RC(X). Si C est un majorant de {A, B} dans
RC(X), alors AC C et BC C donc AUBCC. Ainsi AV B=AUB.

Pour toute partie Y de X, on a

Y° € RC(X). (1.3)

En effet, Y° est un fermé et vu linclusion (1.1), on a (Y°)° C Y°. De plus, Y° est un
ouvert et vu I'inclusion (1.2), on a Y° C (Y°)° et donc (Y°)° D Y.

Prenons maintenant un fermé F et montrons que F° est le plus grand fermé régulier
inclus dans F'. Grace au point précédent, nous savons que F° est bien un fermé régulier et
u (1.1), il est inclus dans F. Prouvons alors que c’est le plus grand des fermés réguliers
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1.2 Les algébres de Boole de pré-contact

inclus dans F. Soit G € RC(X) tel que G C F. Alors, puisque G° = G et puisque
I’application °~ est isotone, on obtient

G =G° C Fe,

d’ou le résultat.

Montrons a présent que si A, B € RC(X) alors AA B = (AN B)°. Puisque A et B
sont fermés, AN B est également fermé. Ainsi, en utilisant le point précédent, (AN B)°
est le plus grand fermé régulier inclus dans A N B. Donc, (AN B)° est le plus grand des
minorants, c’est donc la borne inférieure.

Il est clair que () et X sont des fermés réguliers et que ) C A C X pour tout A € RC(X).

Montrons maintenant que si A € RC(X) alors B := (X \ A) € RC(X) et

AANB =1 AV B = X.

Premiérement, (X \ A) = (X \ A)° et vu (1.3), B € RC(X). De plus, remarquons que
B=(X\A)= X\ A°. Ainsi, on obtient

AVB=AUB=AU(X\A°) =X.

On a également

ANB=(ANBP =(AN(X\A°)) = (AN (X \ A°)°) =0 =0.

Afin de montrer que RC(X) est une algébre de Boole, il nous reste & montrer que
(AVB)AN(AVC)=AV(BAC)

pour tous A, B,C € RC(X). Autrement dit, nous devons montrer que

(AUB)N(AUC)F = AU(BNC)

pour tous A, B,C € RC(X). Puisque l'intersection de deux fermés est encore fermée et
qu’il en est de méme pour 'union, on peut utiliser la proposition (1.2.6) et on trouve

(AUB)N(AUC))° = UB)NA)U((AUB)NQC))e

A
U(ANC)U(BNO)Y
U
U

I
—~| —~| —~

ANC)U(BNCOY
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d’ou la distributivité de 'algébre de Boole RC'(X).

Nous venons de montrer que RC(X) est une algébre de Boole. Il reste donc & montrer
que cette algébre de Boole est compléte. Soient I un ensemble d’indices et (A;);e; une
famille de RC'(X). Montrons que ‘/\]AZ- et ‘vai existent.

S 1S

Premiérement, on a

/\A,L = (ﬂAz)o

el el

En effet, puisque A; est un fermé pour tout 7 € I, 'min est également fermé. Ainsi, vu ce
(S

qui précede, (ﬂIAi)O est le plus grand des minorants de ‘/\IAZ" Il s’agit donc de la borne
1€ 1€
inférieure.

Ensuite, on a

el i€l

En effet, <'U1Ai) est un fermé donc vu (1.1), on obtient
1€

(UA) 2 ((UA))-

il

De plus, puisque A; C AUIAZ- C ('UIAi) pour tout i € I, (.U]Ai) est un majorant et on a
1€ 1€ 1€

A=A C ((UA)).

iel

=0

Alinsi,
C Yo
z’gIAl = ((iLEJIAZ)) ’

et puisque (iLeJIAi> est le plus petit fermé contenant (iLeJIAi>’ on obtient

(UA;) C((UA))e,

el i€l

d’ou I'égalité et donc <'U1Ai) est un fermé régulier. Il reste & prouver que celui-ci est le
1€

plus petit des majorants. Soit D € RC(X) tel que D D A; pour tout i € I. Alors, D est
un fermé et D O 'UIAi' Ainsi, par définition de ’adhérence, on obtient
S

el

d’ou le résultat. O
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1.2 Les algébres de Boole de pré-contact

Exemple 1.2.1. (I’algébre de pré-contact des fermés réguliers)
Si X est un espace topologique, I'algébre de Boole RC(X) des fermés réguliers de X
munie de la relation | o définie par

A Llrc B sietseulementsi ANB=0

pour tous A, B € RC(X), est une algébre de Boole de pré-contact. Par souci de facilité,
nous allons ici travailler avec la relation ¥rc définie par

AGrcB  siet seulement si AN B # ()

pour tous A, B € RC(X). Remarquons tout d’abord que la relation @rc est symétrique.
Ainsi il suffit de démontrer que Grc vérifier les axiomes €1, 2 et 3 car 'axiome %4 découle
de l'axiome 3. Soient A, B,C, D € RC(X), alors

¢€1:51i ACB,C DD et A6rcD, alors on a

0£ANDCBNC,

donc BERrcC';
€ 2:si AU BGrcC U D, alors on a

0P£(AUuB)N(CUD)=(ANC)U(BNC)U(AND)U(BND)

et ainsi (ANC)#Dou (BNC)#Dou (AND)#Dou (BND)#0D;

€ 3:0NX =0 donc € prcX.

On en conclut donc que lalgébre de Boole RC(X) munie de la relation Lpgeo est une
algébre de pré-contact.

Dans I'exemple précédent, la relation | zo ne vérifiait pas 'axiome €7. En ajoutant
une propriété a l'espace topologique X, il est possible d’obtenir une algébre de contact.

Définition 1.2.8. Un espace topologique X faiblement régulier est un espace topologique
vérifiant les deux conditions suivantes

1. L’espace topologique X posséde une base d’ouverts réguliers.
2. Pour tout ouvert O C X non vide, 3U un ouvert régulier non vide tel que U C O.

Exemple 1.2.2. (L’algebre de contact des fermés réguliers)

Si X est un espace topologique faiblement régulier, ’algébre de Boole RC(X) muni de
la relation L rco est une algébre de Boole de contact. Nous allons de nouveau travailler
avec la relation rc. Puisque nous avons déja démontré que la relation Gro vérifiait les
axiomes €1, 2,3 et 4, il reste & montrer que cette relation vérifie les axiomes 5,6 et 7.
Nous avons déja remarqué que la relation Grc est symétrique, donc celle-ci vérifie €6.
Soient A, B,C, D € RC(X), alors

€ 5:s1A#£(D, ANA=A#() et donc AGrcA;

€ 7:s1 A# X, alors X\A # (). Or, A est fermé donc X\ A est un ouvert. Comme X est
faiblement régulier, il existe un ouvert régulier O non vide de X tel que

0 C X\A.

On a donc AN O = . De plus, comme O est un ouvert régulier, O est un fermé régulier
et il est non vide puisque O est non vide. On peut conclure grace a la proposition (1.2.1).
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1.2.3 Propriétés

Nous établissons maintenant une série de propriétés qui nous aide a prouver la dualité
entre une algébre de pré-contact et un espace de pré-contact.

Proposition 1.2.8. Soient B une algébre de Boole de pré-contact et a € B. Les ensembles
1l (a,—)={beBlaLb}et L(—,a)={be B|bLa}
sont des idéaux de B.

Démonstration. Montrons que L (a, —) est un idéal de B. On a

1. 0 €L (a,—). En effet, a < 1, 0 > 0 et vu l'axiome L 4, 1 L 0. Ainsi, vu axiome
12 al0etdonc0el (a,—).

2. Soient b,c €L (a,—), montrons que bV ¢ €L (a,—). Puisque b,c €L (a,—), on a
a L beta L c. Ainsi, vu 'axiome L 2, on obtient

a=aValbVe.

Donc bV c el (a,—).

3. Soient b € B et ¢ €L (a,—) tel que b < ¢, montrons que b €1 (a,—). Puisque
c€l (a,—),onaa L c Deplus,onaa<aetc>bdonc vul'axiome L 1, on a
a L betdoncbel (a,—).

On procéde de fagon analogue pour montrer que L (—,a) est un idéal de B. O]

Proposition 1.2.9. Soit B une algébre de Boole munie d’une relation de disjonction L.
L’algébre B est une algébre de pré-contact si et seulement si L (a,—) et L (—,a) sont des
1déaur de B pour tout a € B.

Démonstration. Vu la proposition précédente, la condition est nécessaire. Montrons que
la condition est suffisante. Nous devons prouver que la relation L vérifie les axiomes
11,2,3,4. Soient a,b,c,d € B.

L 1Sia<b c>detb L ¢ alors puisque L (—,c) est un idéal de B contenant b et
puisque a < b, on a a L c. Ensuite, puisque L (a, —) est un idéal contenant c et puisque
d < ¢, on obtient a 1 d.

12Sialc,aldblcetbldalorsc,del (a,—)etedel (b,—). Puisque L (a,—)
et L (b,—) sont des idéaux, cVd €Ll (a,—) et cVd €L (b,—). On obtient donc

alevd et blcVvd.

Ainsi, a,b €L (—,cV d) et puisque celui-ci est un idéal, a Vb €L (—, ¢V d) et donc
aVblcVvd.

1 3 Puisque L (—, 1) est un idéal, celui-ci contient 0, donc 0 L 1.

1 4 De la méme maniére, puisque L (1, —) est un idéal, il contient 0, donc 1 L 0. O

Définissons maintenant une relation sur un espace Ult(B) (ou B est une algébre de
pré-contact). Nous prouvons dans la suite que cette relation fait de Ult(B) un espace de
pré-contact.
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Définition 1.2.9. Soient (B, L) une algébre de pré-contact et a,b € B. On définit la
relation binaire R, sur Ult(B) comme suit

TR,y si et seulement si x>aeta Lb=1yFb.

Remarque 1.2.5. Cette relation peut étre définie de maniére équivalente grace a la
relation de proximité <. En effet, la définition précédente est équivalente a

xR,y si et seulement si x2aeta L (b =y Zb.
En traduisant cette équivalence grace a la relation de proximité, on obtient
xR,y st et seulement st xSaeta<b"=yZFb.
Ainsi, en remplacant b° par ¢ € B, on trouve
xR,y st et seulement st x2aeta<c=y>ec

Nous utiliserons souvent cette équivalence dans la suite mais nous conserverons néan-
moins la notation R, . La proposition suivante nous donne une interprétation supplémen-
taire de la relation R .

Proposition 1.2.10. Soient (B, L) une algébre de pré-contact et < une relation de proxi-
mité sur B. Soient x,y € Ult(B), on a

xRLy < < (_7 —Z/) - —Z,
ot < (—,—y) ={a € B|3b e (—y) : a < b}.

Démonstration. Soient B une algébre de pré-contact et z,y € Ult(B). Procédons par 'ab-
surde pour montrer que la condition est nécessaire. Supposons que xR,y et < (—, —y) £
—z. Alors, il existe a € x tel que a €< (—, —y). Comme a €< (—, —y), il existe b € —y tel
que a < b. Puisque xRy, a € x et a < b, on a y > b, d’ou 'absurdité et donc la condition
est nécessaire.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Procédons par ’absurde et sup-
posons qu’il existe a € x et b € B tels que a < bet b ¢ y. Alors, b € —y et a < b donc
a €< (—,—y) € —x, d’ou Iabsurdité et donc le résultat. O

Proposition 1.2.11. Soit (B, L) une algébre de pré-contact et < une relation de prozi-
mité sur B. Siy est un idéal de B alors < (—,y) est un idéal de B.

Démonstration. Soient B une algébre de pré-contact et y un idéal de B. Dans ce cas,
< (—,y) vérifie les trois propriétés suivantes.

1. 0 €< (—,y). En effet, y est un idéal, donc 0 € y et vu < 3, 0 < 0.

2. Siay,as €< (—,y), il existe by, by € y tels que a; < by et ag < by. Puisque y est un
idéal, by V by € y. Comme a; < ay,by < by V by et a; < by, on peut utiliser I’axiome
< 1 on trouve a; < by Vby. De méme, ay < by Vby. Ensuite, en utilisant ’axiome < 2,
a; < by V by et ag < by V by, on obtient a; V as < by V by et donc ay V az €< (—,y).
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3. Sia € Betbe< (—,y) sont tels que a < b, alors puisque b €< (—,y), il existe
c € ytel que b < c. Alors, a < b, c < cet b =< cdonc vu 'axiome < 1, a < ¢ et on
en conclut que a €< (—,y) d’ou le résultat.

O

La proposition suivante nous permet d’atfirmer que le foncteur Ult que nous définissons
dans la section suivante associe un espace de pré-contact a une algébre de pré-contact.

Proposition 1.2.12. Si (B, L) une algébre de pré-contact alors (Ult(B),R,) est un
espace de pré-contact.

Démonstration. Soit (B, L) une algébre de pré-contact. Nous savons déja que Ult(B)
est un espace de Boole, il reste donc a montrer que R, est une relation fermée dans
Ult(B)?. Pour cela, nous allons montrer que le complémentaire de R, est un ouvert.
Soient x,y € Ult(B) tels que

(z,y) & Ry
Par définition de R, il existe a,b € B tels que
a€x,albetheuy.
Ainsi, on a x € r(a) et y € r(b). Alors,
r(a) x r(b)

est un voisinage de (x,y) disjoint de R, . En effet, si (z,t) € r(a) x r(b), alors a € 2
et b € t. En particulier, sia L bet a € z, b € t donc (2,t) ¢ Ry. On en conclut que
[r(a) x r(b)]N Ry =0, dou le résultat. O

Nous effectuons maintenant la méme démarche sur I’algébre of (X) ot X est un espace
de pré-contact.

Définition 1.2.10. Soit (X, R) un espace de pré-contact. On définit I'opération binaire
L g sur of (X), comme suit

O LrU si et seulement si (O xU)NR=1.
Remarque 1.2.6. On peut également définir la relation <z comme suit
O <r U si et seulement si (O x (=U))NR=1.
De plus, (O x (=U)) N R = 0 est équivalent & R(O,—) C U.

Proposition 1.2.13. Si (X, R) un espace de pré-contact alors (of (X), Lg) est une al-
gébre de pré-contact.
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Démonstration. Prenons (X, R) un espace de pré-contact et montrons que (of(X), Lg) est
une algébre de pré-contact. Grace a la proposition (B.2.10), nous savons que 1’ensemble
of(X) est une algébre de Boole. Il reste donc & montrer que opération L g vérifie les
axiomes | 1,23 4. Soient O, U, V,W € of (X).

L1SiOCU, VOWetU LrV. Par définition de L, on a (U x V)N R = (. Ainsi,
on obtient

OxW)NRC(UxV)NR=0.

Donc O Lp W.
12SiO1rV,OLrgW, U LgrVetU Lr W alors

OxV)NR=0, OxW)NR=0, UxV)NR=0et (UxW)NR=0.
Vu nos hypothéses, on obtient

[(OUU)x (VUW)NR=[(OxV)UOxW)UUxV)UUxW)|NR
[(OXxV)NRIU[OxW)NRIU[UxV)NRJU[(U x W)N R]
0.

Done, (OUU) Lg (VUW).

1 31l est clair que ) Ly X puisque 0 x X = 0.

1 4 De méme, X 1y 0.

On en conclut que (of(X), Lg) est une algébre de pré-contact. ]

Avant d’établir la dualité entre une algébre de pré-contact et un espace de pré-contact,
démontrons encore deux propriétés qui trouvent leur utilité dans la section suivante.

Proposition 1.2.14. Soient X un espace de Boole et R un relation fermée sur X?. Si F
est un fermé de X, alors R(F,—) est aussi un fermé de X.

Démonstration. Soient X un espace de Boole et R un relation fermée sur X2. Considérons
un fermé F de X. Pour montrer que R(F,—) est un fermé de X, montrons que son
complémentaire est un ouvert. Soit y € R(F,—). Alors, pour tout = € F, (z,y) € R.
Puisque R est une relation fermée, pour tout x € F' il existe un voisinage ouvert O, de x
et U, un voisinage ouvert de y tel que

En particulier, on a F' C UFOxZ.. De plus, puisque X est un espace de Boole, F' est un
;€

compact et donc il existe une famille d’indice {1,...,n} telle que

FCO,U..UO0,;

yelU,Nn..NnU,, =U.
Ainsi, U est un voisinage ouvert de y tel que U N R(F,—) = 0. En effet, procédons par
'absurde, supposons que U N R(F, —) # (). Alors, il existe u € U et f € F tels que fRu.
Puisque f € F, il existe j € {1,...,n} tel que f € O,,. De plus, u € U = U,, N...NU,,,

donc u € U,, pour tout i € {1,...,n}, donc en particulier v € U,,. Or, vu le raisonnement
précédent, (O, x Uy;) N R =, d’ott 'absurdité et donc le résultat. O
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Proposition 1.2.15. Soit X un espace de Boole. St F et G sont des fermés de X tels
que F NG =0, alors il existe une ouvert fermé O de X tel que

FZOetGCO.
Autrement dit, O sépare les fermés F et G.

Démonstration. Considérons un espace de Boole X et des fermés I’ et G de X tels que
FNG = (. Remarquons tout d’abord que, puisque X est un espace de Boole, il est compact.
Ainsi, F' et GG sont compacts car tout sous-ensemble fermé inclus dans un compact est un
compact.

Soit x € F. Pour tout y € G, y # x puisque F'N G = (. De plus, X est un espace
de Boole donc en particulier, il est séparé et il admet une base d’ouverts fermés. Donc,
pour tout y € G, il existe un ouvert fermé O, tel que y € O, et v € O,. En particulier,

G C UGOy“ donc il existe une famille d’indice {1, ...,n} telle que
Yi€

GC0O,U..UO, =0,
r € (—0y)N..N(=0,,)=—-0,.

En particulier, /' C UF(—OM), donc il existe une famille d’indice {1, ..., m} telle que
;€

FC(-0.)U..U(-0,,)=-0;
avec O =z € Oy, N...N O, . Or, vu ce qui précéde, G C O,, pour tout i € {1,...,m},

donc G C O et O est I'ouvert fermé cherché. O

1.2.4 Espace dual d’une algébre de pré-contact

Etablissons a présent la dualité entre une algébre de pré-contact et un espace de pré-
contact. Commencons par définir le premier foncteur permettant d’obtenir cette dualité.

Définition 1.2.11. L’application Ult est définie comme l'application qui & une algéebre
de pré-contact (B, L) associe 'espace topologique Ult(B) et qui & un homomorphisme

h : B—B
d’algebres de pré-contact associe Ult(h) = h™'.
Remarque 1.2.7. Dans la suite, on notera Ult(h) = h*.

Proposition 1.2.16. L’application Ult est un foncteur contravariant de la catégorie PC A
dans la catégorie PC'S.

Démonstration. Soit (B, L) une algébre de pré-contact. Vu la proposition (1.2.12), (Ult(B), R)
est un espace de pré-contact. Soit (B’, L), une autre algébre de pré-contact et h: B' — B
un homomorphisme d’algébres de pré-contact.
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Démontrons que h* est un morphisme de PC'S. I’application h* : Ult(B) — Ult(B') est
bien définie et continue (la démonstration est identique a celle effectuée dans le théoréme
(1.1.5)). Montrons maintenant que h* est un morphisme de PC'S. Par définition d’un
morphisme d’espaces de pré-contact, il faut montrer que

W (Ri(—,y)) = Ri(—,h"(y))

pour tout y € Ult(B).

Montrons d’abord que h*(R,(—,y)) € R, (—,h*(y)). Si z € R, (—,y), alors 2R, y.
Montrons que dans ce cas, h*(x)R; h*(y). Vu la remarque (1.2.5), nous devons montrer
que

Va',b' € B':h*(z) 2 d et ' <b' = h*(y) 2 V.

Soient a’, 0/ € B’ tels que h*(z) 3 a’ et ' < b'. Puisque h est un homomorphisme d’algébres
de pré-contact, vu la remarque (1.2.3), on obtient

a <b = h(d)=<nd).

Par hypothése xR, y et puisque = > h(a'), on trouve h(b') € y et donc V' € h*(y).

Montrons maintenant que h*(R,(—,y)) 2 Ri.(—,h*(y)). Soit 2’ € R, (—,h*(y)), au-
trement dit, soit 2’ € Ult(B’) tel que 'R, h*(y). Nous devons trouver x € Ult(B) tel
que h*(xz) = 2’ et xR, y. Comme le montre la remarque (B.1.2) et la proposition (1.2.10),
ceci est équivalent & trouver x € Ult(B) tel que h(2') C x et < (—, —y) C —x. Puisque
x' € Ult(B') et que h est un homomorphisme, il est clair que h(z’) 1 est un filtre de B.
De plus, puisque y € Ult(B), —y € Id(B) et vu la proposition (1.2.11), < (—, —y) est un
idéal de B. Montrons maintenant que

< (= —y)Nh(') 1=,

ainsi, le théoréme de séparation de Stone (B.2.8) prouvera 'existence d’un tel x. Procé-
dons par I’absurde. Supposons qu’il existe a’ € 2’ tel que h(a') €< (—, —y) *, ce qui signifie
qu’il existe b € y tel que h(a’) < b. Vu que h est un homomorphisme de pré-contact, on
peut utiliser la remarque (1.2.3). Ainsi, il existe ¢ € B’ tel que h(c) < bet a’ < . De
plus, par hypothése, 'R, h*(y) et comme o' € 2’ et a’ < ¢, on trouve ¢ € h*(y). On
obtient alors h(c¢’) € y. De plus, y € Ult(B) et h(¢') < b, on en déduit que b € y d’oi
I’absurdité, et donc le résultat.

La fin de cette démonstration est similaire a celle effectuée dans le théoréme (1.1.5). On
en conclut que Ult est un foncteur contravariant de la catégorie PC' A dans la catégorie
PCS.

O

Présentons maintenant le second foncteur permettant d’obtenir la dualité.

4. 1l suffit de considérer un élément de h(z’) car si on considére un élément ¢ de h(z’) 1, alors il existe
a’ €z’ tel que h(a’) < c et grace a Paxiome < 2, si ¢ < b, alors h(a’) < b.
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Définition 1.2.12. L’application of est définie comme 'application qui & un espace de
pré-contact (X, R) associe I'algébre de pré-contact of(X) et qui & un homomorphisme
continu

o X' =X

entre deux espaces de pré-contact associe of(p) = ¢~ 1.

*

Remarque 1.2.8. Dans la suite, on notera of () = ¢*.

Proposition 1.2.17. L’application of est un foncteur contravariant de la catégorie PCS
dans la catégorie PCA.

Démonstration. Soit (X, R) un espace de pré-contact, grace a la proposition (1.2.13), on
sait déja que (of(X), Lg) est une algébre de pré-contact. Soit (X', R) un deuxiéme espace
de pré-contact et ¢ : X’ — X un homomorphisme continu tel que

p(R(—.y)) = R(=,¢()),

pour tout y' € B’. Montrons que of(¢) = ¢* est un morphisme de PC'A (c’est a dire un
homomorphisme d’algébres de pré-contact).

Montrons d’abord que 'application ¢* : of (X) — of(X’) est bien définie. Si O €
of (X), alors p*(0) = ¢~ 1(O) € of (X') puisque ¢ est une application continue.

Montrons maintenant que ¢* est un homomorphisme d’algébres de pré-contact. L’ap-
plication ¢* est un homomorphisme d’algébres de Boole (la démonstration est identique
a celle effectuée dans le théoréme (1.1.6)). Il reste & montrer que si O € of(X), alors

<R (90*(0>’ _) = QO*('<R (O’ _)) T.

Procédons par double inclusion et commengons par montrer que <z (¢*(0), —) 2 ¢*(<gr
(O,—)) 1. Prenons U € of (X) tel que O <p U et montrons que ¢*(0) < ¢*(U)®. Au-
trement dit, prenons U € of (X) tel que R(O,—) C U et montrons que R(¢'(0),—) C
o 1 (U). Soient x € ¢ 1(0) (ie. p(x) € O) et y € X' tels que Ry. Nous devons prou-
ver que y € ¢ 1(U), ce qui est équivalent a montrer que ¢(y) € U. Puisque ¢ est un
morphisme continu entre espaces de pré-contact, on obtient

zRy = ¢(@)Re(y) = ¢(y) € R(O,-).

Par hypothése, on a R(O,—) C U et donc p(y) € U. Ainsi, y € ¢~ 1(U).

Montrons que <z (¢*(0), =) C ¢*(<g (O, —)) 1. Nous devons prouver que si O € of (X)
et O € of (X') sont tels que ¢*(0) <z O alors, il existe U € of (X) tel que O <z U et
©*(U) C O'. Supposons disposer de O € of (X) et O € of (X') tels que ¢*(0) <g O,
autrement dit, tels que R(¢*(0), —) C O’. Commengons par montrer que

R(¢*(0), =) CO' = R(O,-)Ne(—0') =0

5. De nouveau ceci est suffisant grace a ’axiome < 2 car si U’ € p*(<g (O, —)) 1, alors il existe U tel
que O <g U et *(U) C U’'. Ainsi, puisque ¢*(0) <r ¢*(U), on trouve o*(0) <r U’.
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Procédons par I'absurde, supposons qu’il existe y € R(O,—) tel que y = p(y') avec
y' ¢ O'. Autrement dit, y € B et il existe = € O tel que xRy. Ainsi, tRp(y’) et puisque
@ est tel que p(R(—,y")) = R(—,¢(y')) pour tout ¢y € B', il existe 2’ € B’ tel que 2’ Ry’
et p(z') =z € O. On trouve alors que 2’ € ¢*(0) et 'Ry, donc ' € R(p*(0),—) C O
d’ou l'absurdité.

Vu la proposition (1.2.14), puisque O est un fermé, R(O, —) est aussi un fermé. De plus,
O’ est un ouvert fermé, donc —O’ est aussi un ouvert fermé. En particulier, —O’ est un
fermé de of (X') qui est un compact, donc il est compact et puisque ¢ est un application
continue, p(—0O") est aussi un compact, donc il est fermé. Ainsi, R(O, —) et ¢(—0’) sont
deux fermés disjoints, ils sont done séparés par un ouvert fermé vu la proposition (1.2.15).
Alors, il existe U € of (X) tel que R(O,—) C U et U N @(—0') = 0. Autrement dit, il
existe U € of (X) tel que O <g U et ¢ *(U) C O, d’ou le résultat.

La fin de la démonstration est similaire a celle effectuée dans le théoréme (1.1.6). On
en conclut que of est un foncteur contravariant de la catégorie PC'S dans la catégorie
PCA. O

Pour obtenir une équivalence duale, nous devons prouver les isomorphismes avec les
biduaux.

Proposition 1.2.18. Soit B une algébre de pré-contact. Alors l'application

rg @ b— of (Ult(B))
b rg(b) ={z € Ult(B)|z > b}

est un isomorphisme d’algebres de pré-contact.

Démonstration. Vu la proposition (B.2.13), Papplication rp est un isomorphisme d’al-
gebres de Boole. Il nous reste a prouver que

= (TB(b)’ _) = TB(< (bv _)) I

pour tout b € B. Remarquons dans un premier temps que puisque 7 g est un isomorphisme
montrer que < (rg(b), —) = rp(< (b,—)) T est équivalent a montrer que < (rg(b),—) =
rg(=< (b,—)). Cette derniére égalité peut se traduire grace a 1’équivalence

b<a < RJ_(’/’B(b),—>g7’B(CL> Va € B.

Commencons par montrer que la condition est nécessaire. Soient a € B tel que b < a,
y € of (Ult(B)) et x € rp(b) tels que xR, y. Montrons que y € rg(a). Comme xRy, vu
la remarque (1.2.5), on sait que pour tous d € B et ¢ € x tels que ¢ < d, y > d. Or,a € B
et b € x sont tels que b < a, donc a € y et ainsi y € rg(a).

Pour montrer que la condition est suffisante, utilisons le fait que

Ry (rp(b),—) = Nrp(c),

b<c
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pour tout b € B, Nous devons montrer que
R, (rp(b),—) Crgla) = b<a Va€B.

Supposons que R (rg(b),—) C rg(a). Vu ce qui précede, on a N rg(c) C rp(a). De plus,
<c

puisque (—rp(a)) est un ouvert fermé de Ult(B), (—rp(a)) est un compact. Ainsi, par
passage au complémentaire, il existe ¢y, ..., ¢, tels que

re(ci) N...Nre(c,) Crp(a).

Si on pose ¢ = ¢ A... A ¢y, alors rg(c) C rg(a) et ¢ < a. De plus, en appliquant n fois
Iaxiome < 2, on trouve b < c et ¢ < a. On en conclut que b < a, d’oit le résultat. O

Proposition 1.2.19. Soit X un espace de pré-contact. Alors Uapplication

ex + X = Ultlof (X))
rex(x) ={0 € of(X)|O > x}

est un isomorphisme d’espaces de pré-contact.

Démonstration. Vu la proposition (B.2.15), I'application ex est un isomorphisme d’es-
paces de Boole. Il nous reste donc a prouver que pour tous z,y € X,

ex(R(—,y)) = Riy(— ex(y)).

Puisque I'application €y est un isomorphisme, nous devons montrer que

TRy & ex(v)Ri,ex(y)

pour tous z,y € X. Soient z,y € X tels que xRy. Nous devons prouver que pour tous
O,U € of (X), si O € ex(z) est tel que O <g U alors ex(y) > U. Autrement dit, il faut
montrer que pour tous O,U € of (X),

O€ex(x)et RO, —) CU = ex(y)>U.

Supposons disposer d’'un ouvert fermé O € ex(x) et d'un ouvert fermé U tels que
R(O,—) CU. Dans ce cas, O 3 z et xRy, donc y € U et ex(y) 2 U.

Supposons maintenant que ex(x)R, ,ex(y) et montrons que xRy. Procédons par I’ab-
surde, supposons que zRy. Puisque R est une relation fermée, il existe O,U € of(X)
tels que (z,y) € O x U et (O x U)N R = (. Cette derniére égalité peut se réécrire
R(O,—) C =U. Or, z € O et ex(z)R, ex(y), donc on en conclut que ex(y) > —U.
Autrement dit, y € —U d’ou une contradiction et donc le résultat.

]

Il nous reste a prouver que les diagrammes correspondants sont commutatifs. Les dé-
monstrations des propositions suivantes sont identiques a celles effectuées dans le cas des
algébres de Boole.

6. La démonstration de cette proposition se trouve dans [13]
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1.2 Les algébres de Boole de pré-contact

Proposition 1.2.20. Soient B et B’ deux algébres de pré-contact et f : B — B’ un
homomorphisme d’algébres de pré-contact. Le diagramme suivant est commutatif.

B — 2 . op(Ui(B))
f of (ULL(f))
B s of (UIL(B"))

Proposition 1.2.21. Soient X et X' deuzr espaces de pré-contact et ¢ : X — X' un
homomorphisme d’espaces de pré-contact. Le diagramme suivant est commutatif.

X — X Ult(of(X))
¢ J Ult(of(v))
X —X L Ultlof (X))

Toutes ces propositions nous permettent d’obtenir I’équivalence duale.

Théoréme 1.2.22. Les foncteurs contravariants Ult et of établissent une équivalence
duale entre la catégorie PC A et la catégorie PC'S.
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Chapitre 2

Les dualités discrétes

Dans ce chapitre, nous effectuons le méme raisonnement que dans le chapitre précédent
mais en ajoutant certaines propriétés aux algebres de départ. Nous découvrons qu’en
ajoutant des propriétés spécifiques aux algébres que nous avons étudiées dans le chapitre
précédent, nous modifions 'espace dual correspondant. Nous commencons par établir
la dualité existant entre les algébres de Boole complétes et atomiques et les ensembles.
Ensuite, nous procédons de fagon similaire pour établir la dualité existant entre les algébres
modales complétes et atomiques et les frames de Kripke. Enfin, nous établissons la dualité
existant entre les algébres de pré-contact complétes et atomiques et les frames de Kripke
en procédant différemment. En effet, nous montrons que la catégorie des algébres modales
complétes et atomiques est isomorphe a la catégorie des algébres de pré-contact complétes
et atomiques.

2.1 Les algébres de Boole complétes et atomiques

Comme annoncé, nous commencons par étudier ’espace dual d’une algébre de Boole
compléte et atomique. Pour cela, nous avons besoin de définir certaines notions et d’intro-
duire de nouvelles catégories. Nous avons également besoin d’établir une série de propriétés
que nous utilisons pour démontrer I’équivalence duale.

2.1.1 Définitions et propriétés

Commencons par définir une algeébre de Boole atomique ainsi que la catégorie associée.

Définition 2.1.1. Soient B une algébre de Boole et a € B. L’élément a est un atome de
B sia > 0 et siaest minimal dans B\ {0} (ie. si b € B est tel que 0 <b < a alors b=0
ou b = a). On notera At(B) 'ensemble des atomes de B.

Remarque 2.1.1. Soient B une algeébre de Boole et a € At(B). Soient I une famille
d’indices et x; des éléments de B. Si a < ‘\/le-, alors il existe ¢ € I tel que a < z;. En
1€

effet, si ce n’était pas le cas, nous aurions a £ x; pour tout i € I. Alors, on trouverait

a=alNl=aAN(z;Va)=(aNz;)V(aNx) =aNz;
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pour tout ¢ € I. Donc, on obtient

a<z{ Viel = a“" >z, Viel = aczl\/lxi.
1€

Au final, a < '\/Ixi < a‘ et on en conclut que a = 0 ce qui est absurde puisque a est un
1€
atome.

Définition 2.1.2. Une algébre de Boole B est atomique si et seulement si
Vb # 0, Ja € At(B) tel que a <b.

Définition 2.1.3. Un homomorphisme d’algébres de Boole complétes est un homomor-
phisme f d’algébre de Boole tel que

Vb)= V f(b) et Ab)= A f(b).

f(yb) =V fb) et f(AD)= Af(b)

Définition 2.1.4. La catégorie des algébres de Boole complétes et atomiques, notée BC A,
est la catégorie dont les objets sont les algébres de Boole complétes et atomiques et les
morphismes sont les homomorphismes d’algébres de Boole complétes.

Passons a la seconde catégorie dont nous avons besoin.

Définition 2.1.5. La catégorie des ensembles, notée Set, est la catégorie dont les objets
sont les ensembles et les morphismes sont les applications entre ensembles.

Démontrons maintenant une série de propositions qui seront nécessaires dans la section
suivante.

Théoréme 2.1.1. Si B est une algebre de Boole compléte et atomique, alors pour tout
élément b de B, on a

b=\V{a € At(B)|a < b}.

Démonstration. Soient B est une algébre de Boole compléte et atomique et b un élément
de B. Notons u := V{a € At(B)|a < b} et montrons que b = u. Premiérement, puisque
I’algébre de Boole B est compléte u existe. Il est clair que b > u puisque dans I’ensemble
{a € At(B)|a < b}, tous les éléments sont inférieurs ou égaux a b.

Montrons maintenant que b < u. Procédons par ’absurde, supposons que b > u. Dans
ce cas, vu la proposition (B.2.1), b A u® # 0. Puisque B est atomique, il existe a € At(B)
tel que a < bAwuf. On obtient alors un atome a tel que a < b et a < v, on en conclut que
a € {a € At(B)la < b} et a < u°. Ainsi, a < u et a < uf et donca <uAu®=0.0nen
conclut que a = 0. Or a est un atome, d’ou 'absurdité. O

Proposition 2.1.2. Soient B une algébre de Boole et a € B un atome. Alors, a 1 est un
ultrafiltre de B.
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Démonstration. Soient B une algébre de Boole et a € At(B). 1l est clair que
at={be Bla <b}

est un filtre. Tl nous reste donc & montrer que celui-ci est maximal pour I'inclusion. Pro-
cédons par I'absurde, supposons qu’il existe F' un filtre propre de B tel que (a 1) C F.
Dans ce cas, il existe b € F'\(a 1). Ainsi, b € F est tel que a £ b, autrement dit b < a“.
On trouve alors que

bAa“=b = bV°'Va=b = b >a.

On en déduit que b° € (a 1) € F. Ainsi, F' est un filtre contenant 0 et donc F' = B, d’ou
I’absurdité et donc le résultat. O

Définition 2.1.6. Soient B une algébre de Boole et a € B un atome. Les ultrafiltres a 1
de B sont appelés les ultrafiltres principaur de B.

La proposition suivante permet de caractériser les atomes de P(X) ou X est un en-
semble. Ce résultat nous permet notamment de prouver que P(X) est une algébre de
Boole compléte et atomique.

Proposition 2.1.3. Soit X un ensemble. Les seuls atomes de P(X) sont les singletons
{z} avec x € X.

Démonstration. Soit X un ensemble. Si A est un atome de (P (X)) alors A # ) et donc A
contient au moins un élément z. Alors, ) C {x} C A et puisque A est un atome de P(X),
A= {z}. O

Proposition 2.1.4. Si X est un ensemble, alors P(X) est une algébre de Boole compléte
et atomique.

Démonstration. Vu 'exemple (B.1.2), il est clair que P(X) est une algébre de Boole
compléte. De plus, celle-ci est atomique puisque vu la proposition précédente, il faut que
toute partie non vide de X contienne un singleton. Or pour tout £ € P(X) non vide, il
existe x € F et donc {x} C E. Ainsi, P(X) est atomique. O

2.1.2 Espace dual d’une algébre de Boole compléte et atomique

Dans cette section, nous établissons la dualité entre une algébre de Boole compléte et
atomique et un ensemble. Pour cela, nous avons besoin de définir deux nouveaux foncteurs
contravariants. Commencons par définir le premier.

Définition 2.1.7. L’application At est définie comme 'application qui & une algébre de
Boole compléte et atomique B associe 'ensemble des atomes de B, noté At(B), et qui a
un homomorphisme

f: B =B
d’algébres de Boole complétes associe At(f) = f*. L’application f* est définie comme
suit,
f* : A(B) — At(B')
a +— NV € Bla< f(b)}.
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Nous pouvons remarquer que 'application f* que nous venons de définir est particu-
liere. En effet, jusqu’a présent, les foncteurs contravariants que nous avons défini asso-
ciaient a un morphisme de catégorie f une application f* qui n’était rien d’autre que
I'inverse du morphisme considéré. Afin de pouvoir mieux manipuler application f* que
nous venons de définir, établissons quelques propriétés. Pour commencer, montrons que
Iapplication f* est bien définie.

Proposition 2.1.5. Soient B et B’ des algébres de Boole complétes atomiques, f : B’ —
B un homomorphisme d’algébres de Boole completes. Si a € At(B) alors
fr(a) =NV € Blla < f()}
est un atome de B'. De plus, a < f(f*(a)).
Démonstration. Considérons B et B’ des algébres de Boole complétes atomiques et f un

homomorphisme d’algébres de Boole complétes. Prenons a € At(B) et posons a’ = A{l €
B'la < f(V')}. Montrons que @’ € At(B’). Premiérement, il faut montrer que ¢’ > 0. On a

f(d) = FMY € Bla < f¥)}) = MS() € Bla < f(1)} 2 a> 0.

En particulier, o’ # 0 sinon f(a’) = 0. Ainsi, a’ > 0 et nous avons également montré que
a < f(a’). Deuxiémement, nous devons prouver que si ¢ € B’ est tel que 0 < ¢ < o
alors ¢ = 0 ou ¢ = d. Puisque B’ est une algébre de Boole compléte et atomique, vu le
théoréme (2.1.1), on obtient

a =Vv{d e At(B")|d <d'}.
De plus, puisque f est un homomorphisme d’algebres de Boole complétes, on trouve
a < fla)=Vv{f(d)|d € At(B') et ¢ < d'}.

Vu la remarque (2.1.1), il existe ¢ € At(B’) tel que a < f(c) et ¢ < a'. De plus, en
utilisant la définition de a’ et le fait que a < f(¢’), on a o’ < ¢ et on obtient alors ¢ = d/,
d’ou le résultat. O

Proposition 2.1.6. Soient B et B’ des algébres de Boole complétes atomiques, f : B’ —
/

B un homomorphisme d’algébres de Boole complétes et a € At(B) tel que f*(a) = d'.
Alors, ' est l'unique atome de B’ tel que a < f(d').

Démonstration. Considérons B et B’ des algébres de Boole complétes atomiques et f un
homomorphisme d’algébres de Boole complétes. Prenons a € At(B) et o' € B’ tels que
f*(a) = d’. Vu la proposition précédent, a’ € At(B') et a < f(d').

Il nous reste donc a prouver que a’ est unique. Procédons par 'absurde, supposons qu’il
existe b’ € At(B’) tel que b’ # a’ et a < f(I'). Dans ce cas, on obtient

a ANb =0.
En effet, o’ AV < d et puisque a' est un atome, ' A =0 ou a’ AV = d'. De la méme
maniére,on trouve a’ AV =0oud AV =0V. Ainsi, si d/ AV #£0,d NV =d’ et d NV =1
Or, V/ # o’ donc a’ AV = 0. Comme f est un homomorphisme d’algébres de Boole, on a
f@) N f) = fla" AV) = f(0) =0.
Par hypothése, a < f(da’) et a < f(V'), ainsi, a < f(a’) A f(b'). On en conclut que a = 0
et a est un atome, d’ou 'absurdité et donc le résultat. O
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Corollaire 2.1.7. Soient B et B’ des algébres de Boole compleétes et atomiques el f : B —
B un homomorphisme d’algébres de Boole complétes. Pour tout a € At(B) et ' € At(B'),
on a

a< fld) <= f(a)=2d.
Cette proposition peut étre généralisée comme suit.

Proposition 2.1.8. Soient B et B’ des algébres de Boole complétes et atomiques et
f : B’ — B un homomorphisme d’algébres de Boole complétes. Pour tout a € At(B) et
Ve B, ona

a< f(t) < f[fa)<V.

Démonstration. Soient B et B’ des algébres de Boole complétes et atomiques et f un
homomorphisme d’algébres de Boole complétes. Soient a € At(B) et v/ € B’. Utilisons
dans un premier temps le théoréme (2.1.1). Puisque b’ € B’, on a

V=v{d € At(B)|d <V} = [f(b')=V{f(d)|d € At(B') et o’ <¥b'}.

Supposons maintenant que a < f(V'). Dans ce cas, a < V{f(d')|a’ € At(B’') et a’ <V}
et puisque a est un atome de B, il existe a’ € At(B’) tel que o/ <V et a < f(a'). En
utilisant la proposition précédente, on obtient f*(a) = a’ et donc f*(a) <.

Supposons que f*(a) < ¥'. Utilisons la proposition (2.1.6), f*(a) est 'unique atome
de B’ tel que a < f(f*(a)). Puisque f est un homomorphisme d’algébres de Boole, on
obtient a < f(f*(a)) < f(V'), d’ou le résultat. O

Grace a cette série de propriétés, nous pouvons maintenant établir que At est un
foncteur contravariant entre nos catégories.

Proposition 2.1.9. L’application At est un foncteur contravariant de la catégorie BC A
dans la catégorie Set.

Démonstration. Soit B une algébre de Boole compléte et atomique. Il est clair que At(B)
est un ensemble. Soit B’, une autre algébre de Boole compléte et atomique et f : B’ — B
un homomorphisme d’algebre de Boole compléte. Commencons par montrer que f* est
bien défini. On a f* : At(B) — At(B’) et vu la proposition (2.1.2), il est clair que
f*(a) € At(B’) pour tout a € At(B).

Il est clair que f* est un morphisme de Set puisque f* est une application entre les
ensembles At(B) et At(B').

Prenons maintenant A, B et C' des algébres de Boole complétes et atomiques et prenons
f:B—Cetg:A— B des homomorphismes d’algébres de Boole complétes. Montrons
que At(f o g) = At(g) o At(f), autrement dit, prouvons que (f o g)* = ¢g* o f*. Soient
a € At(A) et ¢ € At(C) tels que (fog)*(c¢) = a. En utilisant le corollaire (2.1.7), on trouve

(feg)(c)=a & c<(fog)la)= f(g(a)).
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De plus, g(a) € B et ¢ € At(C'), donc en utilisant la proposition (2.1.8), on obtient

¢ < flgla)) < f(c) < gla).

Enfin, f*(c¢) € At(B) et a € At(A), donc en appliquant une seconde fois le corollaire
(2.1.7), on a

f1(e) <gla) & g°(f(¢) = a

On peut en déduire que (f o g)*(c) = a = ¢g*(f*(c)) pour tout a € At(A), c € At(C) d’ou
le résultat.

De plus, pour toute algébre de Boole compléte et atomique B, I'application At(idpg)
est donnée par
(idg)* : At(B) — At(B)
a +—— AN{be Bla<idg(b)}.
Or, A{b € Bla < idg(b)} = A{b € Bla < b} = a puisque a € B. On peut en conclure
que At(idg) = idayp). On en conclut que At est un foncteur contravariant de la catégorie

BC A dans la catégorie Set.
O

Pour établir I’équivalence duale, nous avons besoin de définir un second foncteur.

Définition 2.1.8. L’application P est définie comme I'application qui & un ensemble X
associe 'ensemble P(X) des parties de X et qui & une application

o X' =X
entre entre ensembles associe p* = o~ L.

Proposition 2.1.10. L’application P est un foncteur contravariant de la catégorie Set
dans la catégorie BC'A.

Démonstration. Soient X un ensemble. Vu la proposition (2.1.4), P(X) est une algébre
de Boole compléte et atomique. Soit X' un deuxiéme ensemble et ¢ : X' — X une
application entre ensembles. Montrons que ¢* est un morphisme de BC A.

Montrons d’abord que I'application ¢* : P(X) — P(X’) est bien définie. Si £ € P(X),
alors il est clair que p*(F) = ¢ '(F) € P(X).

Montrons maintenant que ¢* est un homomorphisme d’algébres de Boole complétes.
Pour montrer que ¢* est un homomorphisme d’algébres de Boole, on procéde de la méme
maniére que lors de la démonstration (1.1.6). Nous devons maintenant montrer que

(V E)y= VvV ¢"(E) et o ( AN E)= A ¢ (E).
14 (EGP(X) ) EeP(X)SD( ) ¢ v <E6P(X) ) EeP(X)SO( )
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Or, on a
(Vv E)y=¢oY( U E
14 (EGP(X) ) 1 (EEP(X) )
={r eX'|lp(z)e U F
{e (') EeP(X) }
= U "e X'lp(a') e E
EEP(X){x p(z') }

= U o YE
EEP(X)()O ( )

= VvV o (F
EE’P(X)QO ()
On obtient la seconde égalité de la méme maniére.

Prenons maintenant X, Y et Z des ensembles et prenons ¢ : Y — Z et v : X — Y des
applications entre ensembles. On a

Plpoy) =(poy)™ =y~ o™ =P(y) o P(p).
De plus, pour tout ensemble X, I'application P(idx) est donnée par
(idx)~": P(X) = P(X).

On en conclut que P(idx) = idp(x), d’out le résultat. H

Nous devons maintenant prouver les isomorphismes avec les biduaux.
Proposition 2.1.11. 5% B est une algébre de Boole compléte et atomique, Uapplication

rg : B — P(At(B))
b — {a € At(B)|a < b}

est un isomorphisme d’algébres de Boole complétes et atomiques.

Démonstration. Vu la proposition (B.2.4), nous devons montrer que rp est bijectif et que
celui-ci respecte 'ordre. Commencons par montrer que

b < ¢ si et seulement si rp(b) C rp(c)

pour tout b,c € B. Vu la définition de rp, il est clair que si b < ¢ alors r5(b) C rg(c).
Supposons maintenant que rg(b) C rg(c). Procédons par I'absurde et supposons que
b > c. Vu la proposition (B.2.1), on sait que b A ¢® # 0. Puisque B est atomique, il existe
a € At(B) tel que a < b A ¢°. Alors, cet atome est tel que a < b et a < ¢. On en conclut
que a € rg(b) et a < . Ainsi, a < cet a < ¢ et dés lors a < ¢ A ¢ = 0. Donc a doit étre
nul, ce qui est absurde puisque a est un atome.

Montrons a présent que 7 est bijectif. L’injectivité vient du fait que rp respecte 'ordre.
Il nous reste donc a montrer que rp est surjectif. Soit X C At(B). Nous devons trouver
b € B tel que rg(b) = X. Prenons
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et montrons que rp(b) = X. Autrement dit, nous devons montrer que si a € At(B),
a<b & ackX.

Sia € X, il est clair que a < b. Supposons maintenant que a < b et montrons que a € X.
Procédons par I'absurde, supposons que a ¢ X. Dans ce cas, puisque a est un atome et
que X est un ensemble d’atomes, on a

aNz=0 VrelX.
Ainsi, on obtient
a=aNl=aN(zVz)=(aNz)V(aANx)=aNz® VrelX.

On obtient alors les implications suivantes

a<z® VrelX

=a°>x VeelX
=a°> V x
rzeX

Dés lors, vu nos hypothéses, on obtient

a< Vz=0b<a"
reX

Ainsi, vu la remarque (B.2.1), a = 0 d’ou 'absurdité puisque a est un atome. Donc a € X
et on obtient le résultat. O

Proposition 2.1.12. Soit X un ensemble, [’application

ex X — At(P(X))

est une bijection entre ensembles.

Démonstration. Tl est clair que £x est une application entre ensembles. Il faut donc prou-
ver que €x est une bijection. Il est clair que ex est une application injective. En effet, si
il existe xz,y € X tels que ex(z) = ex(y), alors {z} = {y} et donc z = y. De plus, cette
application est surjective car les seuls atomes de P(X) sont les singletons {z} avec x € X
vu la proposition (2.1.3). O

Montrons maintenant que les diagrammes correspondants sont commutatifs.

Proposition 2.1.13. Soient B et B’ deux algébres de Boole complétes et atomiques et
f: B — B un homomorphisme d’algébres de Boole complétes. Le diagramme suivant est
commutatif.
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B — 2 . plaB))
f P(At(f))
B — 2 . paB))

Démonstration. Nous devons montrer que

rp(f(b)) = P(AL(f)(r5(b)))

pour tout b € B. Soit b € B, on a
rp(f(0)) ={ € AUB )|V < f(b)}.

De plus, en utilisant les notations introduites précédemment, on obtient

P(AL(f)(rs(0)) = (f) " (rs(b)
={V/ € AL(B)[ () € rp(b)}
= {/ € At(B)|f*(V) € {a € At(B)a < b}}
= {t € AB)|f*(¥) < b}.

En utilisant la proposition (2.1.8), on trouve
P(AL(f)(rs(b)) = {V' € AL(B)IV' < f(b)},
d’otu le résultat. O]

Proposition 2.1.14. Soient X et X' deux ensembles et ¢ : X — X' une application
entre ces deur ensembles. Le diagramme suivant est commutatif.

X — L 4 p(x)
¥ At(P(»))
X —X AP

Démonstration. Nous devons prouver que

ex(p(x)) = AL(P(p))(ex(x))

pour tout x € X. Soit z € X, on a

ex(p(z)) = {p(2)}.
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De plus, si on utilise les notations précédentes, on trouve

At(P(p))(ex(2)) = (¢71)"(ex(2))

= MA € AL(P(X"))|¢™ ! (A) 2 (ex(2))}
=M{a'} e P(X')le™ ({a'}) 2 {=}}
=M{a'} e P(X)e ({d'}) 2 o}
= A{d'} e P(X){d'} 5 p(2)}
= M{d'} e P(XT)]d" = p(x)}
= {p(x)}
D’ou I’égalité, et donc la conclusion. O]

Toutes ces propositions nous permettent d’obtenir I’équivalence duale.

Théoréme 2.1.15. Les foncteurs contravariants At et P établissent une équivalence duale
entre la catégorie BC'A et la catégorie Set.

2.2 Les algébres modales complétes et atomiques

Dans cette section, nous établissons la dualité entre une algéebre modale compléte et
atomique et un frame de Kripke. Pour construire les algébres modales complétes et ato-
miques, nous ajoutons aux algeébres de Boole complétes et atomiques une opération unaire
¢. Ensuite, nous ajoutons aux ensembles une relation binaire afin d’obtenir des frames de
Kripke. En conséquence, nous utilisons a de nombreuses reprises les propositions établies
dans la section précédente.

2.2.1 Définitions

Commencons par définir les objets et les catégories dont nous avons besoin.

Définition 2.2.1. Une algébre modale B = (B, ) est dite compléte et atomique si B est
une algébre de Boole compléte et atomique munie d’une opération unaire { respectant

OV b= VOb,
iel iel
pour toute famille d’éléments {b;|i € I} C B.

Définition 2.2.2. La catégorie des algebres modales compleétes et atomiques est la catégo-
rie dont les objets sont les algébres modales complétes et atomiques B et les morphismes
sont les homomorphismes f d’algébres de Boole complétes tels que f(Ob) = O f(b) pour
tout b € B. Nous noterons cette catégorie C M A.

Définition 2.2.3. Un frame de Kripke est un couple F = (W, R) ou W est un ensemble,
dont les éléments sont appelés des mondes, et R une relation binaire R C W x W, appelée
relation d’accessibilité.
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Dans la suite, nous noterons W un frame de Kripke et nous supposerons qu’il est muni
d’une relation R. Nous noterons explicitement cette relation lorsque cela sera nécessaire.

Remarque 2.2.1. Soient a,b € W, si aRb, on dit que le monde a est accessible & partir
du monde b. On peut également définir R~ (la relation inverse de R) de la fagon suivante,
on dit que aR~1b si le monde b est accessible & partir du monde a. On aura donc

R '(a) = R(a,—) = {b: aRb}.

Dans la suite, nous n’utiliserons que la notation R(a, —). Cette définition n’est pas celle
adoptée habituellement par les logiciens. En effet, en général, si aRb, on dit que le monde
b est accessible a partir du monde a. Vous constaterez dans la suite que nous avons adopté
cette définition afin de mettre en évidence le lien existant entre les algébres modales et
les algebres de pré-contact.

Définition 2.2.4. La catégorie des frames de Kripke, notée KF, est la catégorie dont les
objets sont les frames de Kripke W et les morphismes sont les applications ¢ : W — W’
entre les frames de Kripke vérifiant

p(R(= 1)) = R(=, ¢(z)) VzeW.

Comme d’habitude, nous noterons de la méme maniére la relation sur un frame W et
sur un frame W’ en étant bien consciente que ces relations ne sont pas identiques. Il en
sera de méme pour les relations unaires sur des algébres modales complétes et atomiques
B et B'.

2.2.2 Espace dual d’une algébre modale compléte et atomique

Avant d’établir la dualité entre une algébre modale compléte et atomique et un frame
de Kripke, nous établissons la relation binaire duale de la relation unaire .

Définition 2.2.5. Soit B une algébre modale compléte et atomique munie d’une relation
unaire {. On définit la relation binaire R, sur At(B) comme suit,

aRyb si et seulement si b < Qa,

pour tout a,b € At(B).

Définissons maintenant le foncteur qui nous permet de passer de la catégorie CM A a
la catégorie KF.

Définition 2.2.6. L’application At est définie comme l'application qui & une algébre
modale compléte et atomique B associe le frame de Kripke A¢(B) muni de la relation Ry.
L’application At associe & un morphisme f : B’ — B de CM A Papplication At(f) = f*
définie comme suit,

f*  At(B) — At(B)
a +— N e Bla< fV)}.
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Proposition 2.2.1. L’application At est un foncteur contravariant de la catégorie C M A
dans la catégorie KF'.

Démonstration. Soit B une algébre modale compléte et atomique. Il est clair que At(B)
muni de la relation R, est bien un frame de Kripke. En effet, At(B) est un ensemble et
R, est une relation binaire par définition. Soit B’, une autre algébre modale compléte
et atomique et f : B’ — B un homomorphisme d’algébres de Boole complétes tel que
f(OV) = Of(b) pour tout b’ € B'. L’application f* est bien définie puisque vu la propo-
sition (2.1.6), il est clair que f*(a) € At(B’) pour tout a € At(B).

Montrons maintenant que f* est un morphisme de K F. Nous devons montrer que

[ (Ro(=,a)) = Ro(=, f*(a))  Va € AL(B).

Soit a un élément de At(B). Procédons par double inclusion, commengons par montrer
que f*(Ry(—,a)) € Ry(—, f*(a)). Soit V' € f*(Ry(—,a)). Il existe b € At(B) tel que
b = f*(b) et bRya. Montrons que f*(b)R¢ f*(a). Remarquons que b’ = f*(b) € At(B’) et
vu la proposition (2.1.7), b < f('). De la méme maniére, il existe o’ € At(B’) tel que
a' = f*(a) et a < f(a’). De plus, puisque bRya, on sait que a < (Qb. Par définition de f,
on trouve

a < 0b < Qf(V) = f(OV).
Or, OV € B’ et vu le théoréme (2.1.1), on sait que
O = v{d € At(B")|d' < Ob'}.
Ainsi,
a < f(V{d € At(B)|¢ < OV'}) = V{f()|¢ € At(B') et ¢ < Ob'}.

Puisque a € At(B), vu la remarque (2.1.1), il existe ¢ € At(B’) tel que ¢ < Qb et
a < f(c). Vu la proposition (2.1.6), ¢ = a’. Au final, on a

a <QV = VRyd = f*(b)Ryf*(a),

d’ou l'inclusion.

Prouvons maintenant que f*(Ry(—,a)) 2 Ro(—, f*(a)). Soit &/ € Ry(—, ( )). Autre-
ment dit, b’ Ry f*(a) et nous devons trouver b € At(B) tel que bRya et b/ = f*(b), ce qui
est équivalent a trouver b € At(B) tel que bRya et b < f(b'). Puisque, b'Ry f*(a), on a
[*(a) < QU et vu la proposition (2.1.8), a < f(QV') = O f(b'). Comme f(V') € B, on peut
utiliser la proposition (2.1.1). On trouve alors

a < O(V{be At(B)[b < f(V
= V(0{b € At(B)|b < (
= V{Qblb € At(B) et b < f(V')}.
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De plus, puisque a est un atome, en utilisant la remarque (2.1.1), on trouve b € At(B)
tel que a < Qb et b < f(V'). Autrement dit, b convient puisque b € At(B) tel que bRya et
b < f(b'). Nous obtenons donc I'égalité.

La conclusion de cette preuve est identique a celle effectuée dans le théoréme (2.1.9)
puisque les applications f* sont définies de la méme maniére. On en tire que I'application
At est un foncteur contravariant de la catégorie C M A dans la catégorie KF. O

Définissons maintenant 'opération unaire duale de la relation binaire R.

Définition 2.2.7. Soit (W, R) un frame de Kripke. On définit la relation ¢ g sur 'algébre
modale compléte et atomique P (W) comme suit,

ORE = R(Ea _)7
pour tout E € P(W).

La proposition suivante stipule que 'opération Qr est bien définie.

Proposition 2.2.2. Soit (W, R) un frame de Kripke. L’ensemble P(W') muni de la rela-
tion Or est une algébre modale compléte et atomique.

Démonstration. Soit (W, R) un frame de Kripke. Montrons d’abord que P(W) est une
algebre de Boole. Puisque W est un ensemble, il est clair que P(W) muni des deux
opérations binaires U et N et de I'opération unaire de passage au complémentaire est une
algébre de Boole.

Il est clair que Popération O p est bien définie puisque Or(F) = R(E, —) € P(W) pour
tout £ € P(W) . 1l faut maintenant montrer que I'opération Qg vérifie

1. Or(OUU) = O0rO U ORU;
2. <>R® — @

Nous avons déja montré ceci dans la démonstration de la proposition (1.1.4). On en conclut
que P(W) est une algébre modale. 11 est clair que celle-ci est compléte.

Il nous reste a montrer que P(W) est atomique. La proposition (2.1.3) stipule que les
seuls atomes de P(W) sont les singletons {z} tel que x € W. Ainsi, si £ € P(W) est non
vide, il existe x € E. Dans ce cas, {z} C E et P(W) est donc une une algébre modale
compléte et atomique. O

Définissons le foncteur qui nous permettra de passer de la catégorie K F' a la catégorie
CMA.

Définition 2.2.8. L’application P est définie comme l'application qui a un frame de
Kripke (W, R) associe ’algébre modale compléte et atomique P (W) munie de la relation
Or. L’application P associe & un morphisme ¢ : X’ — X de KF l'application ¢* = o~ 1.

Proposition 2.2.3. L’application P est un foncteur contravariant de la catégorie KF
dans la catégorie CMA.
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Démonstration. Soit (W, R) un frame de Kripke. Vu la proposition (2.2.2), P(W) munie
de la relation (g est une algébre modale compléte et atomique.

Soient (W', R) un autre frame de Kripke et ¢ : W’ — W un morphisme de KF.
Montrons que ¢* : P(W) — P(W’) est un morphisme de C'M A. 1l est clair que ¢* est un
homomorphisme d’algébres de Boole complétes (nous I’avons montré dans la démonstra-
tion du théoréme (2.1.10)). Puisque ¢ est un morphisme de K F, nous savons que

p(R(—, ") = R(—, ¢(a)) V2’ e W,
et il nous reste & montrer que si E € P(W), alors
P"(OrE") = Or(¢"(E)),
ce qui est équivalent a

v (R(E,-)) = R(p~ (E), -).
Considérons E € P(W) et procédons par double inclusion. Commengons par montrer
que ¢ H(R(E,—)) C R(p 1 (E),—). Soit 2’ € p 1 (R(E, —)), alors il existe y € E tel que
yRy(x'"). Etant donné notre hypothése, il existe ' € W' tel que y'Ra’ et o(y') =y € E.
Au final, il existe ¢’ € p~}(F) tel que v Rz’, donc 2’ € R(p*(E), —).
Montrons maintenant que R(p ' (E),—) C ¢ '(R(E,—)). Soit 2’ € R(¢ ™ (E),—),
alors il existe y' € W’ tel que ¢(y') € E et y'Rx’. En utilisant ’hypothése, on ob-

tient que ¢(y')Rp(2'). Nous avons donc trouver y = ¢(y') € E tel que yRy(z') et donc
v € o (R(E, ).

Pour conclure, il suffit de procéder de la méme maniére que dans la démonstration du
théoréme (1.1.6). O

Passons maintenant aux isomorphismes avec les biduaux.
Proposition 2.2.4. Si B est une algébre modale compléte et atomique, application
rg : B — P(AL(B))
b — {a € At(B)|la < b}
est un isomorphisme d’algébres modales complétes et atomiques.

Démonstration. La proposition (2.1.11) stipule que rp est un isomorphisme d’algébres de
Boole complétes et atomiques. Il nous reste donc a montrer que

rg(0b) = Or,r(b) Vb€ B.
Soit b € B, on a rg(0b) = {a € At(B)|a < {Ob}. De plus,
<>R<>7“B(b) = Ry(rg(b), —)
= {a € At(B)|3c € rp(b) tel que a < Oc}
= {a € At(B)|3c € At(B) tel que c <bet a < Oc}
~ {a € At(B)la < 0B}.

Cette derniére égalité découle du théoréme (2.1.1) et de la remarque (2.1.1). On obtient
alors I'égalité et donc le résultat. O
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Proposition 2.2.5. Soit (W, R) un frame de Kripke, lapplication
ew W — At(P(W))
est un morphisme de KF.

Démonstration. La proposition (1.2.19) stipule que ey est un isomorphisme entre en-
sembles. Il reste donc & montrer que

ew(R(—,2)) = Rop(—,ew(z)) VreW.
On a
ew(R(— 2)) =ew({y € WlyRz}) = {{y}lyRx}.
Ensuite, puisque les seuls atomes de P (V) sont les singletons {y} avec y € W, on trouve
Rop (=, ew(x)) = Rop(—,{z})
= {z € AL(P(W))|zRop{x}}
= {{y} e PW)|{z} € Orfy}}

= {{y} e PW){=} € R({y}, -)}
= {{y} e PW){z} € {z € WlyRz}}
= {{y}ly R},
d’ou I'égalité et donc le résultat. O

Les démonstrations des deux propositions suivantes sont identiques a celles effectuées
dans le cas des algébres de Boole complétes et atomiques.

Proposition 2.2.6. Soient B et B’ deux algébres modales complétes et atomiques et
f: B — B un morphisme de CMA. Le diagramme suivant est commutalif.

B — 2 . payB))
f P(AL(f))
B —2 . paKBY)

Proposition 2.2.7. Soient (W, R) et (W', R) deux frame de Kripke et ¢ : W — W' un
morphisme de KF'. Le diagramme suivant est commutatif.

Ew

W AHP(W))
4 At(P(»))
W —Y L APy

Toutes ces propositions nous permettent d’obtenir I’équivalence duale.

Théoréme 2.2.8. Les foncteurs contravariants At et P établissent une équivalence duale
entre la catégorie CM A et la catégorie KF.
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2.3 Les algébres de pré-contact complétes et atomiques

Dans cette section, nous procédons différemment. Nous établissons en effet un isomor-
phisme entre la catégorie des algébres modales complétes et atomiques et la catégorie
des algébres de pré-contact complétes et atomiques que nous définissons. Grace a cette
isomorphisme et a I’équivalence duale entre la catégorie CM A et la catégorie K I éta-
blie dans la section précédente, nous obtenons I'équivalence duale entre la catégorie des
algébres de pré-contact complétes et atomiques et la catégorie K F.

2.3.1 Définitions

Commencons par définir les algébres de pré-contact complétes et atomiques ainsi que
leur catégorie.

Définition 2.3.1. Une algébre de pré-contact B compléte et atomique est une algébre
de Boole B compléte et atomique munie d’une relation < vérifiant les axiomes < 1,2, 3
et 4 ainsi que les axiomes

<8 sia < b; pour tout ¢ € I, alors a < ié\lbi;

<9 sib; <apour tout ¢ € I, alors .\/Ibi < a;
S
pour tout a € B et pour toute famille {b;|i € I} de B (avec I un ensemble d’indices).

Définition 2.3.2. La catégorie des algébres de pré-contact complétes et atomiques est la
catégorie dont les objets sont les algébres de pré-contact complétes et atomiques B et les
morphismes sont les homomorphismes f d’algébres de Boole complétes tels que

=< (f(b), =) = f(= (b, =) T

pour tout b € B. Nous noterons cette catégorie CCA.

2.3.2 Isomorphisme entre CMA et CCA

Etablissons maintenant I'isomorphisme entre la catégorie C M A et la catégorie CCA.
Définissons d’abord une relation de proximité sur une algébre modale compléte et ato-
mique qui transforme cette algébre une algébre de pré-contact compléte et atomique.

Définition 2.3.3. Soit B une algébre modale compléte et atomique. On définit la relation
de proximité <, sur B comme suit

a <o b siet seulement si Qa < b,

pour tous a,b € B.

Proposition 2.3.1. Soit B une algebre modale compléte et atomique. L’algébre B munie
de la relation < est une algebre de pré-contact compléte et atomique.

Démonstration. Puisque B est une algébre modale compléte et atomique, il suffit de
montrer que <, vérifie les axiomes < 1,2,3,4,8 et 9. Soient a, b, c,d € B et une famille
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{b;]i € I} de B (avec I un ensemble d’indice).

<1:Sia<b c<deth=<c, alors Ob < c et puisque ¢ est isotone, on trouve
Oa < Ob < c<d,

ainsi a <y d et < vérifie 'axiome < 1.

<2:51a<yc,a<yd, b=y cetb=<yd alors Oa < cet Oa < d donc Qa < ¢ Ad. De
la méme maniére, on trouve Ob < ¢ A d. Ainsi, O(a VvV b) = Qa VvV Ob < ¢ Ad. On en déduit
que a Vb <y cNdet <, vérifie 'axiome < 2.

< 3 : Il est clair que ¢0 =0 < 0 et donc 0 <, 0.
< 4 : 11 est évident que 1 <, 1.

< 8 :8ia <y b; pour tout @ € I, alors ¢a < b; pour tout ¢ € I. Ainsi, Oa < Albi et
1€
donc a <y Ab;.
el

< 9:Sib; <y a pour tout ¢ € I, alors Ob; < a pour tout ¢ € I. De plus, puisque B est
une algébre modale compléte, on obtient

el i€l

et on en déduit que '\/Ibi <o a, d’ou le résultat.
1€
O]

Définissons maintenant une opération unaire sur une algébre de pré-contact compléte
et atomique. Celle-ci fait de l'algébre de pré-contact compléte et atomique une algébre
modale compléte et atomique.

Définition 2.3.4. Soit B une algébre de pré-contact compléte et atomique. On définit
Popération unaire - sur B comme suit

<><a - /\ b,
a<b

pour tout a € B.

Proposition 2.3.2. Soit B une algébre de pré-contact complete et atomique. L’algébre B
munie de la relation O~ est une algebre modale compléte et atomique.

Démonstration. Puisque B est une algébre de pré-contact compléte et atomique, B est
une algébre de Boole compléte et atomique et il nous reste donc & montrer que {_ vérifie

O00=0 et O V b= VOlb;,
icl iel
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2.3 Les algébres de pré-contact complétes et atomiques

pour toute famille d’éléments {b;|i € I} C B. Premiérement, on a ¢ 0 = 0/\bb et vu
<

I'axiome < 3, 0 < 0, donc ¢0 = 0. Ensuite, si {b;|i € I} est une famille d’éléments de

B, on a

bjg \/bl VJGI = <><bj§<>< V bz VJEI = \/<><bZ§Q< V bz
el el el el

Il nous reste donc & montrer que ,v1<><bi > O ,\/I b;. Commencons par remarquer que
1€ 1€

i¥1<><bi = Z,\G/Ijé\Ji {aijlb; < ay},

ou J; est un ensemble d’indice associé a b;. Puisque B est une algébre de Boole compléte
et atomique, celle-ci est isomorphe a P(At(B)). Ainsi, si on pose o : I — | JJ; une fonction

de choix qui a tout ¢ € [ associe o(i) € J;, on trouve

i\e/1<><bi - /0\2\6/1 ia (i),

oll A signifie que nous prenons 1'in f sur toutes les fonctions de choix. Nous devons main-
o

tenant montrer que

> . ‘
A\ i\e/l Qig(i) = /\{b‘ i\E/I b; < b}

[

Or, pour toute fonction o, on a
bi < Gigiy €t Qig) <V Qig(s)
i€l
et puisque B une algébre de pré-contact compléte et atomique, on trouve que
i\e/lbi = i\e/faw(i)'

Autrement dit, V io(i) € {b] v b; < b} pour toute fonction o et on trouve
(IS 1S
V aioiy > ANb| V b <b
i1t = { |z’e[ i<k

pour tout fonction o, d’ou le résultat.

]

Définissons maintenant le foncteur qui nous permet de passer de la catégorie CM A

dans la catégorie CC A

Définition 2.3.5. L’application Mc est définie comme 'application qui & une algéebre
modale compléte et atomique B associe l'algébre de pré-contact compléte et atomique
Mc(B) = B munie de la relation <, et qui & un morphisme f : B’ — B de CMA

associe l'application Mc(f) = f.

Théoréme 2.3.3. L’application Mc est un foncteur covariant de la catégorie CM A dans

la catégorie CCA.
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2.3 Les algébres de pré-contact complétes et atomiques

Démonstration. Soit B une algébre modale compléte et atomique munie de 'opération
unaire . La proposition (2.3.1) stipule que Mc¢(B) muni de la relation < est une al-
gébre de pré-contact compléte et atomique. Soit B’, une autre algébre modale compléte
et atomique et f : B — B’ un homomorphisme d’algébres de Boole complétes tel que
f(Ob) = O f(b) pour tout b € B. L’application Mc(f) est bien définie puisqu’il s’agit de
f lui méme.

Montrons maintenant quand f : B — B’ est un homomorphisme d’algébres de Boole
complétes tels que

<o (f(b), =) = f(=o (b,—)) T
pour tout b € B. On a
<o (f(b), =) ={b € B|f(b) =0 U’} = {V' € B|Of(b) <V}
De plus,

f(=o (b, =) 1T =f({a € Blb=¢a}) T
= ({f(a) € B'la€ Bet b=<yal})?
= {b' € B'|3f(a) € B' et a € B tels que b <4 a et b’ > f(a)}
={b' € B'|f(0b) <V'}.

Cette derniére égalité est obtenue grace au fait que f est un homomorphisme d’algébres
de Boole. Puisque f est un morphisme de C'M A, on obtient ’égalité désirée et donc le
résultat. Ainsi, f est un morphisme de CCA.

Si on prend A, B et C' des algébres modales complétes et atomiques et f: B — C et
g : A — B des morphismes de C'M A, il est clair que

Mc(fog)=fog= Mec(f)o Mc(g).

De plus, pour tout algébre modale compléte et atomique B, on a bien I’égalité Mc(idg) =
idg = idpre(p). On en conclut que Mec est un foncteur covariant de la catégorie C' M A dans
la catégorie CC'A.

m

Présentons maintenant le foncteur permettant de passer de la catégorie CC' A dans la
catégorie CM A

Définition 2.3.6. L’application C'm est définie comme 'application qui a une algéebre
modale de pré-contact compléte et atomique B associe ’algébre modale compléte et ato-
mique Cm(B) = B muni de la relation ¢~ et qui & un morphisme f : B — B’ de CCA
associe I'application Cm(f) = f.

Proposition 2.3.4. L’application Cm est un foncteur covariant de la catégorie CCA
dans la catégorie CM A.

o4



2.3 Les algébres de pré-contact complétes et atomiques

Démonstration. Soit B une algébre de pré-contact compléte et atomique munie de la
relation de proximité <. La proposition (2.3.2) stipule que C'm(B) muni de I'opération
unaire {_ est une algébre modale compléte et atomique. Soit B’ une autre algébre de
pré-contact compléte et atomique et f : B — B’ un homomorphisme d’algébres de
Boole complétes tel que

=< (f(b), =) = f(= (b, =) T
pour tout b € B. Il est clair que Cm(f) est bien défini.

Montrons maintenant que f est un morphisme de C'M A. Puisque f est un homomor-
phisme d’algébres de Boole complétes, il reste a montrer que f(O<b) = O f(b) pour tout
b € B. En utilisant 'hypothése et le fait que f est un homomorphisme d’algébres de Boole
complétes, on trouve

O=f(b) = M € B f(b) < V')

= A= (f(),-))
=Af(= (=) 1)
= Af(=(b,=)))
= J(A (= (b,-)))
= f(<><b)

Ainsi, f est un morphisme de C'M A.

Il est clair que si f et g sont des morphismes composables de CC' A, alors Cm(f og) =
Cm(f)oCm(g). 1l est également évident que Cm(idp) = idp = idcm(p). On obtient donc
le résultat, C'm est un foncteur covariant de la catégorie CC'A dans la catégorie CMA. [

Nous essayons d’établir un isomorphisme entre la catégorie CC A et la catégorie C'M A.
Les isomorphismes que nous devons établir sont donc des identités.
Proposition 2.3.5. Soit B une algébre modale compléte et atomique. Alors ['application
idg : B — Cm(Mc(B))
b—b
est un isomorphisme de CMA.

Démonstration. Soit B une algébre modale compléte et atomique et { une opération
unaire sur B. Il est clair que ’application idg est un homomorphisme d’algebres de Boole
complétes. Il reste donc & montrer que idg(Qb) = O, idp(b) pour tout b € B. Autrement
dit, nous devons montrer que b = b pour tout b € B. Soit b € B, on a

<>.<<>b: N a

b<¢a
= Na € Blb < a}
= Na € B|Ob < a}
= Qb,

puisque Ob € B. O
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2.3 Les algébres de pré-contact complétes et atomiques

Proposition 2.3.6. Soit B une algébre de pré-contact complete et atomique. L’application
idg 1 B — Mc(Cm(B))
b —b
est un isomorphisme de CCA.

Démonstration. Soit B une algébre de pré-contact compléte et atomique et < une relation
de proximité sur B. Il est clair que I'application ¢dg est un homomorphisme d’algébres de
Boole complétes. Il nous reste donc a montrer que

< (idp(b), =) = idp(< (b, =)) T,
pour tout b € B. Montrons que
a=<o.b & a=<b,
pour tout a,b € B et on obtiendra le résultat. Soient a,b € B, on a

a<y.b & 0xa<b & a/{\ccgb.

Alinsi, si on suppose que Ac < balorsonaa<a, ANc<beta< Acpuisque B une

a<c a<c a<c
algébre de pré-contact compléte et atomique. Grace a I'axiome < 2, on trouve a < b.
Supposons que a < b, alors il est clair que A ¢ < b et donc a < b. O
a<c

Les deux propositions suivantes sont évidentes vu ce qui précéde.

Proposition 2.3.7. Soient B et B’ deux algebres modales complétes et atomiques et
f: B — B un morphisme de CM A. Le diagramme suivant est commutatif.

idp
B Cm(Mc(B))

f Cm(Mc(f))
B (M)

Proposition 2.3.8. Soient B et B’ deux algébres de pré-contact complétes et atomiques
et f: B — B’ un morphisme de CCA. Le diagramme suivant est commutatif.

idp
B Mc(Cm(B))

f Mec(Cm(f))
g Mc(Cm(B"))

Toutes ces propositions nous permettent d’obtenir un isomorphisme entre les catégories
CMA et CCA.

Théoréme 2.3.9. Les catégories CMA et CC A sont isomorphes.
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2.3.3 Espace dual d’une algébre de pré-contact compléte et ato-
mique

Grace a 'isomorphisme que nous venons d’établir, nous pouvons maintenant déduire
I’espace dual d'une algébre de pré-contact compléte et atomique. En effet, nous obtenons
trivialement les deux proposition suivantes.

Proposition 2.3.10. L’application At est un foncteur contravariant de la catégorie CC A
dans la catégorie KF.

Proposition 2.3.11. L’application P est un foncteur contravariant de la catégorie KF
dans la catégorie CCA.

Proposition 2.3.12. Si B est une algébre de pré-contact compléte et atomique, Uappli-
cation

rg : B — P(At(B))
br— {a € At(B)|a < b}

est un isomorphisme d’algebres de pré-contact complétes et atomiques.

Démonstration. Le théoréme (2.2.4) stipule que l'application rp est un isomorphisme
d’algébre modales complétes et atomiques. Ainsi, vu l'isomorphisme entre la catégorie
CMA et CCA, on peut conclure. n

On obtient alors directement le théoréme précédent puisque le raisonnement est iden-
tique a celui effectué dans le cas des algébres modales complétes et atomiques.

Théoréme 2.3.13. Les foncteurs contravariants At et P établissent une équivalence duale
entre la catégorie CCA et la catégorie KF.

2.4 Les extensions canoniques

Avant de cloturer ce chapitre, introduisons l’extension canonique d’une algébre de
Boole, d’une algébre modale et d’une algébre de pré-contact. Pour obtenir I'extension
canonique, nous composons les foncteurs définis précédemment. Lorsque nous établissons
le théoréme de Fine-Van-Benthem dans le chapitre 4, nous utilisons ces extensions cano-
niques.

Commencons par définir un foncteur essentiel dans la construction des extensions ca-
noniques.

Définition 2.4.1. On définit le foncteur d’oubli F' (ou foncteur Forgetfull) comme 'ap-
plication qui a un ensemble X muni de la topologie 7 associe ’ensemble X et qui a une
fonction continue f : X — Y entre ensembles associe ’application f entre ces mémes
ensembles.
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Proposition 2.4.1. A toute algébre de Boole B on peut associer une algébre de Boole
compléte et atomique B dans laquelle B se plonge grice au plongement

p: B~ B
b — ’I”B(b).

Démonstration. Soit B une algébre de Boole. Vu la proposition (B.2.11), le foncteur Ult
est un foncteur contravariant de la catégorie AB dans la catégorie £'B. Pour toute algébre
de Boole B, une base de la topologie de Ult(B) est donnée par {rp(b)|b € B}. En appli-
quant le foncteur F' a Iespace topologique Ult(B), on obtient 'espace Ult(B) qui est un
espace de la catégorie Set. Vu la proposition (2.1.10), on peut appliquer a cet espace le
foncteur P et on obtient alors I'algébre de Boole compléte et atomique P(Ult(B)). Ainsi,
en posant p =P o F o Ult, on obtient le plongement

p : B— PUIB))
b — TB(b)

qui convient. O

Définition 2.4.2. L’algébre de Boole compléte et atomique P(Ult(B)) est appelée l'ez-
tension canonique de l’algébre de Boole B et est notée BO.

Passons maintenant aux algébres modales.

Proposition 2.4.2. A toute algébre modale B munie de lopération unaire &, on peut
associer une algébre modale complete et atomique (B, Q)° dans laquelle B se plonge grice
au plongement

p i (B.O)= (BO)
b — TB(b).

Démonstration. Vu la proposition (1.1.5), le foncteur Ult est un foncteur contravariant de
la catégorie M A dans la catégorie M S. Pour toute algébre modale B, Ult(B) est un espace
topologique muni d’une relation binaire fermée Ry telle que R(O, —) est un ouvert fermeé
si O est un ouvert fermé. En appliquant le foncteur F' a cet espace, on obtient un objet
de la catégorie K'F. Vu la proposition (2.2.3), on peut appliquer le foncteur P a Pespace
Ult(B) et on obtient alors I’algébre modale compléte et atomique P(Ult(B)) munie de
I'opération unaire Qg,. Ainsi, en posant p = P o I o Ult, on obtient le plongement

p :(B,0) = (PUI(B)), Or,)’
b — TB(b).

[]

Définition 2.4.3. L’algébre modale compléte et atomique P(Ult(B)) munie de 'opéra-
tion unaire O, est appelée l'extension canonique de l’algébre modale (B, ) et est notée

(B,0)’.
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Lorsque aucune ambiguité ne sera possible, nous noterons B° I'extension canonique de
I’algébre modale B.

Nous définissons a présent ’extension canonique d’une algébre de pré-contact compléte
et atomique. Nous définissons ici un plongement entre une algébre de pré-contact et une
algébre modale compléte et atomique car ce plongement nous est utile dans la suite.
Néanmoins, nous pourrions tout a fait trouver un plongement entre une algébre de pré-
contact et une algébre de pré-contact compléte et atomique.

Proposition 2.4.3. A toute algébre de pré-contact B munie de la relation L, on peut
associer une algébre modale complete et atomique (B, ) dans laquelle B se plonge grdce
au plongement

p :(B,L) = (B,0)
b — TB(b).

Démonstration. Vu la proposition (1.2.16), le foncteur Ult est un foncteur contravariant de
la catégorie PC'A dans la catégorie PC'S. Pour toute algébre de pré-contact B, Ult(B) est
un espace topologique muni d’une relation binaire fermée R, . La suite de la démonstration
est identique a celle effectuée dans le cas des algébres modales complétes et atomiques.
Alinsi, en posant p = P o F o Ult, on obtient le plongement

p (B, L) = (PUWK(B)), Or.)
b — TB(b).

]

Définition 2.4.4. L’algébre modale compléte et atomique P(Ult(B)) munie de I'opéra-
tion unaire Qp, est appelée ['extension canonique de 'algébre de pré-contact (B, L) et est
notée (B, O)°.

De la méme maniére que pour les algébres modales, lorsque aucune ambiguité ne sera
possible, nous noterons B’ I’extension canonique de 'algébre de pré-contact B.
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Chapitre 3

Les théorémes de complétude

Dans ce chapitre nous établissons différents théorémes de complétude en nous servant
des dualités établies précédemment. Nous commencons par considérer des algébres mo-
dales et par établir le théoréme de complétude algébrique des logiques modales. Nous
passons ensuite a la complétude relationnelle en considérant des espaces modaux et des
frames de Kripke. Nous établissons un théoréme de complétude dans les espaces modaux
ainsi qu’un théoréme de complétude dans les frames de Kripke. Nous nous intéressons
ensuite aux algebres de pré-contact et aux espaces de pré-contact pour lesquels nous éta-
blissons deux nouveaux théorémes de complétude : le théoréme de complétude pour les
algébres de pré-contact et le théoréeme de complétude pour les espaces de pré-contact.
Nous discutons ensuite de 1'utilité de ces théorémes.

3.1 Théoréme de complétude algébrique des logiques
modales

Dans cette section nous établissons le théoréme de complétude algébrique des logiques
modales. De plus, comme annoncé dans le chapitre 1, nous étudions ici un exemple d’al-
gébre modale. Cet exemple nous permet de démontrer le théoréme de complétude algé-
brique des logiques modales. Commencons d’abord par rappeler quelques notions.

3.1.1 Quelques notions de logique modale

Définition 3.1.1. Un langage modal est un langage propositionnel auquel est ajouté le
connecteur [J. Le connecteur unaire [J est le "nécessaire" et est le connecteur dual du
"possible" (. Nous écrirons [y qui se lira "nécessaire ¢" et qui est équivalent a ~Q—p
pour toute variable propositionnelle ¢ .

Définition 3.1.2. Un mot ¢ sur un langage modal est une proposition modale (ou une
formule modale) si ce mot est une variable propositionnelle ou s'il existe des formules
modales ¥ et x telles que le mot v — x soit égal au mot ¢ ou enfin, s’il existe une
formule modale i telle que le mot ¢ soit identique au mot — ou au mot [Jy. Nous
noterons I’ensemble des propositions modales Prop.
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Nous définissons maintenant un systéme modal. Dans la littérature, le systéme modal
que nous définissons ici est appelé un systéme modal normal. Cependant, nous ne nous
intéresserons ici qu’a ce type de systéme et donc dans la suite, nous nous permettrons
d’omettre le terme normal lorsque nous utiliserons ces systémes.

Définition 3.1.3. Un systéme modal ¥ est un systéme formel consistant en la donnée
d’un langage modal ; d'un ensemble de propositions nommeées aziomes contenant

1. la liste des schémas tautologiques :
— Liip—= (=9
— Ly (p= W —=0) = (p=9Y) = (¢ —0))
— Lz (b = ) = (¥ = o)
Y, € Prop,
2. le schéma K : O(p — ¥) — (Op — ) Ve, € Prop,
3. et une liste X de schémas d’axiomes spécifiques;

et de deux régles d’inférence qui sont les suivantes :
= b
w )

— la réegle classique du modus ponens :

— la régle de nécessitation : i,
D
Y, € Prop.

Dans la suite, chaque fois que nous considérerons un systéme modal X, nous lui asso-
cierons de maniére implicite I’ensemble de variables que nous appelons Var.

Remarque 3.1.1. Nous avons ici décidé que ’ensemble des axiomes contenait une liste
> de schémas d’axiomes spécifiques. Il existe des définitions plus générales qui demandent
simplement des axiomes et non des schémas d’axiomes. Nous verrons dans la suite que la
définition adoptée ici est essentielle.

Définition 3.1.4. Une preuve formelle est une suite de formules ¢, ..., @, telle que
pour tout ¢ € {1,...,n}, la formule ¢; est soit un axiome, soit une conséquence directe
de certaines formules la précédant dans la preuve et des deux régles d’inférence.

Définition 3.1.5. Une formule ¢ est prouvable s’il existe une preuve ¢4, ..., @, telle que
la formule ¢,, soit égale & ¢. En général, on dira que ¢ est un théoréme et si ¢ est un
théoréme de 3, on écrira

Yo

Une des différences fondamentales qui existent entre la logique propositionnelle clas-
sique et la logique modale est que lorsque nous entrons dans la logique modale, nous
perdons le théoréme de la déduction que nous avions dans la logique propositionnelle
classique. Cette perte n’est pas sans conséquence et nous devons donc introduire des no-

tions dont nous aurons besoin lorsque nous introduirons le modéle canonique d’un systéme
modal X.
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Définition 3.1.6. Soient X un systéme modal, ¢ un proposition modale et I' un ensemble
de formules modales. Nous dirons que ¢ est X-prouvable s’il existe vy, ...,7, € I tel que

YEMA AT = e
Nous écrirons alors X -y ¢.

Définition 3.1.7. Soient ¥ un systéme modal et I' un ensemble de formules modales.
L’ensemble I' est Y-consistant si 2% L.

Grace a ces nouvelles notions, nous obtenons un nouveau théoréme, le théoréme de la
Y-prouvabilité.

Théoréme 3.1.1. (E-prouvabilité)
Soient > un systeme modal, I un ensemble de formules modales et p, des propositions
modales. On a

't+obsyv & Ty p—.

Nous définissons maintenant la notion de valuation sur une algébre modale et la notion
de validité d’une proposition modale.

Définition 3.1.8. Soit B une algébre modale. Une B-valuation est une application
v : Var— B
ol Var est ’ensemble des variables propositionnelles.

Proposition 3.1.2. Pour tout algébre modale B, on peut étendre une B-valuation a
l’ensemble des propositions modales Prop munie des opérations booléennes et, ou,— et
grace aux régles suivantes :

o v(p et ) =0(p) ND(Y)
e v(p ou ) =0(p) VI(Y)
e v(—p) = (V(p))*

e v(Op) = 0(yp)

pour tout @, € Var. En particulier, cetle extension est unique.

Démonstration. En effet, il suffit de procéder par induction sur la longueur de p. On
obtient alors ’lhomomorphisme

v : Prop— B
oll Prop et celui-ci est unique vu sa définition. O

Définition 3.1.9. Soit B une algébre modale, v une B-valuation et ¢ une proposition
modale on dit que ¢ est valide sous la valuation v si v(¢) = 1. On écrira alors

B E o
De plus, ¢ sera valide dans B si B |= ¢ pour toute B-valuation v. On écrira alors
B E o
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Nous démontrons a présent une proposition qui nous est utile dans la démonstration
du théoréme de complétude algébrique des logiques modales.

Proposition 3.1.3. Soit B une algebre modale, v une B-valuation et @, deux proposi-
tions modales, on a ’équivalence sutvante

v = ¥) =1 v(p) <o)
Démonstration. Tout d’abord, nous obtenons successivement
v(e = ) = v(mp ou )

v(=p) vV u(y)
= v(p)* V()

Ainsi, nous devons démontrer que

v()* V() =1 v(p) <o)

Commencons par démontrer que la condition est nécessaire. Supposons que v(p)° V
v(¢) = 1 alors, vu la proposition (B.2.1), on a directement v(p) < v(1)).

Passons maintenant a la condition suffisante. Supposons que v(y) < wv(%), alors on
obtient

v(p)°Vu(p) < v(e)® V()

et étant donné le fait que v(p)°V v(¢) = 1, on obtient 1 < v(p)¢V v(¢)). On peut donc
en conclure que v(p)°V v(¢)) = 1, ce qui termine la preuve. O

Nous pouvons alors déduire de cette proposition le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.4. Soit B une algebre modale, v une B-valuation et ¢, deux propositions
modales, on a ’équivalence suivante

v(p < ¥) =1 u(p) = oY)

Définition 3.1.10. Si ¥ est un systéme modal, on dit que (B, v) est un modéle algébrique
de X si

B E ¢ Vepel.
Nous écrirons alors (B, v) = X.

Pour terminer cette section, rappelons les théorémes qui sont liés aux régles d’inférence.
Nous ne donnerons pas les démonstrations dans ce travail car celles-ci sont relativement
simples. Cependant certains théorémes sont utiles dans la suite.

Théoréme 3.1.5. Soit ¥ un systeme modal, pour tous p,v € Prop, on a
=Y
" Op — Oy

63



3.1 Théoréeme de complétude algébrique des logiques modales

=P
O = Oy

3. O(p et ) <> Op et Oy
4. Olp ou ) < Op ou Oy

2.

Rappelons également le théoréme de complétude de la logique propositionnelle classique
qui nous sert de base pour les théorémes de complétude que nous développons plus tard.

Théoréme 3.1.6. On a l’équivalence suivante,

LPC = ¢ siet seulement si B = ¢

pour toute algébre de Boole B et pour toute B-valuation v.

3.1.2 L’algébre modale de Lindenbaum—Tarski

Si ¥ est un systéme modal, on peut lui associer une algébre modale construite comme
suit. On commence par définir ’équivalence ~y associée au systéme modal Y, sur ’en-
semble des propositions modales, telle que

@ ~yx 1 sietseulement si X F <> ).

Notons ¢* la classe d’équivalence de .
Le quotient By, = Prop/ ~y devient alors une algébre modale, appelée 1’algébre modale
de Lindenbaum—Tarski avec

> < ¥ siet seulement si X @ — 1)
V™) = (0p)”

Proposition 3.1.7. By, est une algébre modale.

Démonstration. Commencgons par vérifier que By, = (Bs, A, V,0,1,%) est une algébre de
Boole. Il est clair que By, muni de 'ordre <, défini précédemment, est un ensemble or-
donné. Définissons maintenant les différentes opérations :

o T VYT = (p our))”
1. On a (p ou)* > ¢* * puisque ¥ F @ — (¢ ou 1) et, de la méme manicre
YSEY— (¢ ou).
2. De plus, si & > ¥, ¢ alors £ > (¢ ou ). Puisque, si £¥ > ¢ et £& > ¥
alors, par définition de l'inégalité, on a X F ¢ — & et X F ¢ — £ ainsi,
Yk (¢ ou ) — £ et done €& > (¢ ou )*.
Nous avons montrer que (¢ ou 1)* est le plus petit des majorants et on obtient
donc la conclusion.

o PZAYT = (p et 1h)”
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1. On a (p et ¥)* < ¢* ¥* puisque B F (p et ) — ¢ et, de la méme maniére
SE(pety) — .

2. On a également, si £& < ¥, ¢® alors €& < (¢ et ¥)*. Puisque, si €& < ¢*
et ¥ < ¥ alors, par définition, on a X F & — p et ¥ F & — 9 alors,
Y& — (¢ et) et done £ < (p et P)*.

Nous avons donc montrer que (¢ et 1)* est le plus grand des minorants, d’ou la
conclusion.

o (¥7) = (p)*
L ¥ A(m9)® = (¢ et ~p)® = 0%
2. ¥V ()" = (¢ ou —p)® =17
d’ou, on obtient la conclusion.
Vérifions maintenant qu’avec les définitions données, By, vérifie bien les différents axiomes.

1. Tl est clair que le V et le A existent pour tout ¢,1) € Prop puisque le ou et le et sont
bien définis.

2. On a

=V (W7 AET) = (@7 VYT) A (97 V EY)
S "V (et &)™ = (p out)” A(p ou&)”
& (pou (¥ et&)” = ((¢our)) et (p ouf))”

Et on a bien 1’égalité puisque le ou et le et sont distributifs.
3. By est borné puisque
— 0% < ¥ Yo € Propcar X0 — 1 Vi € Prop
— 1¥ >¢* Yo € Propcar X - — 1 Vi) € Prop
4. By est bien complémenté puisque —¢ existe pour tout ¢ appartenant a Prop.

Pour vérifier que By, = (By, ) est une algébre modale, nous devons vérifier les axiomes
pour <.
1. On obtient les égalités suivantes,

O™ V™) = O(p ou ¢)™

O ou )™ (3.1)
O ou Q)”

= (0@)” V (O)”

= 0(¢7) V O(¢™).

=
=

ou (3.1) est obtenu grace a la définition de ¢ dans By.

2. On a également,
0(0%) = (00)* = 0%

otl nous obtenons de nouveau la premiére égalité grace a la définition de ¢ dans By
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Ce qui termine la preuve. O

Pour obtenir un modéle algébrique, nous avons besoin de définir une valuation sur
7
I’algébre modale By.

Définition 3.1.11. On définit la valuation canonique 7y sur By, comime
7y, : Var — By
p —p”
pour p € Var.

Proposition 3.1.8. On peut étendre la valuation canonique vs, a l’ensemble Prop en
posant

vs(p) = ¢
pour tout p € Prop.

Démonstration. En effet, vu la proposition (3.1.2), il suffit de vérifier que la valuation
ainsi définie vérifie les régles énoncées dans cette proposition. Soit ¢, € Var, on a

o vs(p out)) = (p ou )™ = = ouyy” =Tx(p) V Tz (V);
o us(p el ) = (p el y)” =~ el ¥¥ =Tx(p) A Tx(¥);
o vs(mp) = (mp)* = (¥7)° = (T=(9)
o vs(0p) = (0p)” = O(¢™) = Ox(y).
Ainsi, on en conclut que 'application
vy : Prop — By
s
est une extension de la valuation canonique 7y, définie précédemment. O

Théoréme 3.1.9. Si X est un systéme modal, alors (Bx,vs) est un modéle de 3.

Démonstration. Nous devons montrer que

Us

BEIZSD VQOEE

Autrement dit, nous devons prouver que vs(p) = 1¥. Nous savons que vg(p) = ¢*. Or,
comme @ € X,  est un axiome de Y et donc

Yo T.

On peut donc en conclure que * = 1* et on a donc le résultat. O]

Le théoréme suivant consiste en un préambule pour la démonstration du théoréme de
complétude algébrique des logiques modales.
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Théoréme 3.1.10. 57 X est un systeme modal et @ une proposition modale, alors

(5>}

By E ¢ = Yk

Démonstration. Supposons que ¢ est valide dans (Byx, vs). Donc, ¥ = vs(p) = 1* dans
Bys.. On obtient alors, par définition,

o~y 1 = XYFpe T

ce qui signifie que X F ¢, et ceci termine la preuve. O]

3.1.3 Le théoréme de complétude pour les modéles algébriques

Le théoréme que nous développons dans cette section est valable méme lorsque 'en-
semble des axiomes d’un systéme modal contient une liste d’axiomes spécifiques et non
une liste de schémas d’axiomes spécifiques. Ce théoréme est donc applicable dans un plus
grand nombre de cas. Cependant, nous développons dans la section suivante un version
forte de ce théoréme qui est applicable uniquement dans le cas ou le systéme modal
contient une liste de schémas d’axiomes spécifiques.

Théoréme 3.1.11. (Complétude pour les modeéles algébriques)
S1 3 est un systéeme modal et p une proposition modale, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Xk
2. B | ¢ pour tout modéle algébrique (B,v) de X.

Démonstration. Commencons par démontrer I’adéquation, autrement dit, montrons que
(1) — (2). Nous procédons de fagon habituelle par récurrence sur la longueur d’une
preuve de ¢ dans X. Nous devons donc prouver la validité dans toute algebre modale des
différentes régles et schémas qui permettent d’obtenir des propositions.

Commencons par la validité des schémas L, Lo, L. Ces trois schémas sont valides dans
LPC donc, vu le théoréme (3.1.6), ils sont valides dans toute algeébre de Boole et restent
donc valides dans les algébres modales.

Passons au schéma K. Celui-ci n’étant pas valide dans LPC', nous ne pouvons pas
utiliser le méme résultat que précédemment. Nous devons montrer que

O(p =) — (Qe — Oy)

est valide dans toute algebre modale. Pour cela, nous allons commencer par montrer que
O(a A b) = Oa A Ob pour tous a,b € B. Par définition, on a

Oa Vb)) =QaV Ob.

De plus, il est aisé de montrer que

(aVb)"=a® NI
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Grace a ces deux égalités, on obtient successivement,
(O(a® v 69)%)* = (O(a))* v (O0°)°)°
< (O(aAb)) = (HaADb)*
< O(aAnb)=0anDb
< O(anb)=0anDb (3.2)

De plus, puisque la formule

(=)Ao=

est valide dans LPC. Vu le théoréme (3.1.6), celle-ci est valide dans toute algébre de
Boole et donc dans toute algébre modale et en utilisant le point 1 du théoréme (3.1.5),
on trouve

O(e = ¢) A ) = Dy
Ensuite, grace a (3.2), on obtient
O(e = ) AQp — O
Ainsi, en utilisant le théoréme de déduction de la logique propositionnelle, on a finalement
O(e = ¢) = (Op = Oy),

dans toute algébre modale, ce qui prouve la validité de K dans toute algébre modale.

Passons maintenant aux régles d’inférences. Nous savons que la régle classique du mo-
dus ponens est vraie dans LPC, celle-ci reste donc valide dans toute algébre modale.
En ce qui concerne la régle de nécessitation, nous devons monter que si v(¢) = 1 alors
v(dp) = 1. Or, si v(p) = 1 alors v(—p) = (v(p))° = 0 et V(Op) = Qv(—p) = G0 = 0.
Ainsi, v(Oyp) = v(=0—¢) = (v(O—¢))¢ = 1. On obtient donc le résultat et ceci termine la
démonstration de la partie adéquation.

Passons maintenant a la complétude proprement dite, nous devons démontrer que
(2) — (1). Etant donné que (By,vy) est un modéle de X, ¢ est valide dans (By, vy).
Vu le théoréme (3.1.10), on obtient le résultat. O

Avant de passer & une version plus forte de ce théoréme, résumons la situation. Grace
aux théorémes que nous venons de démontrer, nous obtenons le schéma suivant.

V(B.v) 5B E ¢

E"(,O (BE,UZ‘)):E

\Q

)
By ¢
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3.1.4 Le théoréme de complétude algébrique des logiques modales

Afin d’obtenir une version forte du théoréme de complétude algébrique, nous devons
commencer par définir la notion de Y-algébre modale dont nous avons besoin dans la
suite. Considérons un systéme modal ..

Définition 3.1.12. Une algébre modale B est une X-algébre modale si (B,v) est un
modéle de ¥ pour toute B-valuation v. Nous écrirons alors B |= X.

Nous établissons maintenant une série de propositions qui nous sont utiles dans la
démonstration du théoréme final.

Théoréme 3.1.12. Soit ¢ une proposition modale. On a

(V(B,v) EX,Bly¢) = (VBEX BE ).
Démonstration. Soit ¢ une proposition modale. Supposons que pour tout modéle alge-

brique (B,v) de ¥, on a B |= ¢. Prenons B une algébre modale telle que B | X et
montrons que B = ¢. Par définition, on a

(B,v) =¥ Wo.

v

Ainsi, si v est une B-valuation, B |= ¢, d’ou le résultat. O]

La proposition suivante est applicable uniquement dans le cas ou le systéme modal X
contient une liste de schémas d’axiomes spécifiques.

Proposition 3.1.13. L’algébre de Lindenbaum—Tarski By, est une X-algébre modale.

Démonstration. Soit v une By-valuation, montrons que (By, v) = 3. Soit o un schéma de
Y. Alors, celui-ci dépend d’un ensemble ¢4, ..., ¢, de propositions modales quelconques.
Montrons que

Bs Eo(1,---5¢n).

Vu la proposition (3.1.2), nous savons que v s’étend a I’ensemble Prop de maniére unique.
De plus, il existe 11, ...,1%, € Prop tels que

v(p) =Y, .. u(en) = ¢
Vu la théoréme (3.1.9), il est clair que

)
Bs Eo(e1,.-,0n) Yo1,...,0n € Prop.

vy
En particulier, By = o(11,...,%,) et donc vs(o(¢1,...,1,)) = 1. On trouve ensuite,
grace a la proposition (3.1.2) et a la définition de vy,

vn(o (- ¥n)) = o(vs(dr), - - vn(dn)

—a(wl,..., )
= o(v(er), ..., v(en))
U(U<9017 SRR Qpn))
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On peut donc en conclure que v(o(p1,...,9,)) = 1 et donc By = o(p1,...,p,). Ainsi,
By, est une X-algébre modale. O]

Résumons maintenant la situation. Les fléches représentées en pointillé sont obtenues
par transitivité de I'implication.

(3.1.12) v
VBEX, B V(B,v) EX, By
By =¥ Nk (By,vs) = %

)
Bs ¢

B .
=y vy, est une By, — valuation

Nous pouvons maintenant énoncer la version forte du théoréme de complétude. Ce
théoreme découle lui aussi de la transitivité de I'implication.

Théoréme 3.1.14. (Complétude algébrique des logiques modales)
S1 Y est un systeme modal et © une proposition modale, alors les assertions sutvantes sont
équivalentes :

1. Xk
2. VBEX,BE ¢.

3.2 La complétude relationnelle

Dans cette section, nous donnons les différentes définitions nécessaires et présentons le
théoréme de complétude relationnel. Ce théoréme est beaucoup plus appliqué que celui
énoncé dans la section précédente, car pour montrer qu’un théoréme n’est pas prouvable,
il suffit de trouver un modéle ou un frame dans lequel ce théoréme n’est pas prouvable.
Cependant nous avons besoin de quelques définitions et théorémes avant la démonstration
proprement dite. Aprés ce rappel, nous procédons en deux étapes. Nous commencgons par
dualiser topologiquement le schéma que nous avons obtenu dans la section précédente.
Nous enlevons ensuite la topologie.

3.2.1 Théoréme de complétude pour les modéles modaux

Soit B une algébre modale munie de la relation unaire ¢. En vertu de la section (1.1.3),
le dual de cette algébre est donné par I’espace modal Ult(B) muni de la relation R, dont
une base d’ouverts fermés de la topologie est donnée par {rg(b)|b € B}. Dans cette
section, nous allons définir une valuation sur cet espace modal et établir le théoréme de
complétude dans les espaces modaux grace a la dualité établie précédemment.
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Définition 3.2.1. Soit X = (X, 7, R) un espace modal. Une wvaluation sur X est une
application

v Var— of (X).

Nous pouvons évidemment étendre cette valuation a I’ensemble des propositions mo-
dales. Il est évident que ’extension définie comme suit est unique.

Proposition 3.2.1. Pour tout ensemble X muni d’une relation binaire R, on peut étendre
une valuation sur X a l’ensemble Prop grace aux régles suivantes :

o v(-p) =1()
e v(p V1Y) =7(p) UD(Y)
o v(p A1) =D(p) NT(V)
o v(0p) = R(v(p), -),

pour toul @, € Var. En particulier, celte extension est unique.

C

Remarque 3.2.1. Les éléments de I'ensemble X seront appelés des mondes. De plus,
il est important de remarquer que (X, R) est une frame de Kripke. Dans cette section,
I’ensemble X est muni d’une topologie quelconque 7, c’est donc un frame de Kripke
topologique. Dans la section suivante, nous travaillerons avec des frames de Kripke non
topologiques. Dans la proposition précédente, nous avons étendu une valuation v sur un
ensemble X, ce qui est plus général que d’étendre une valuation sur un espace modal.
Nous utiliserons a nouveau cette propriété pour étendre une valuation sur un frame de
Kripke.

Définition 3.2.2. Un modéle modal est un triplet (X, R,v) ou X = (X, R,7) est un
espace modal et v une valuation sur X.

Afin de définir la validité d’'une proposition modale dans un espace modal, nous pro-
cédons par étape.

Définition 3.2.3. On définit la validité d’une proposition modale ¢ dans un modéle
modal (X, R,v) par induction sur la complexité de .

1. Pour commencer on définit la validité en un monde x € X. La validité d’une pro-
position dans un monde = est définie comme suit

(a) z = psizev(p)

(b) z =—psizEp

(c) zE@—=YsixlE1Youxkop (cest adire, si x = ¢ implique z = )
)

(d) = =Opsiy = ¢ pour tout y tel que y est accessible a partir de = (c’est a dire,
Yy : yRzx).

Les définitions concernant et, ou et { se déduisent directement de celles-ci.
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2. Lorsque X est muni d’une topologie 7, on définit la validité dans le modéle (X, R, v)
comme étant la validité dans tous les mondes, autrement dit :

(X, 7) E o si et seulement si z = ¢ pour tout = € X.

De plus, vu le point précédent, ceci est équivalent a

v

(X, 7) E @ si et seulement si v(p) = X.

3. Enfin, la validité dans un espace modal (X, R) est la validité pour toute valuation :

(X, 7) E o si et seulement si (X, 7) = ¢ pour tout v : Var — of (X).

Remarque 3.2.2. Précisons la définition de z = Q¢ car nous en aurons besoin dans
la suite. Il nous suffit d’utiliser la définition de . En effet, { et [J sont des connecteurs
duaux, donc ¢ = —[—. Ainsi, on obtient

& dy tel que yRz,y j;é -
& dy tel que yRz,y = ¢.

Dans cette section, nous établissons un lien entre une valuation sur une algébre modale
B et une valuation sur un espace modal X. En conséquence, lorsque nous considérons une
valuation sur une algébre modale B, nous la notons v et lorsque nous considérons une
valuation sur un espace modal X, nous notons celle-ci v'.

Définition 3.2.4. Si X est un systéme modal et X un espace modal muni de la topologie
7, on dit que (X, 7,v") est un modéle modal de X si
(X,7) Ep VoeX.

Nous écrirons alors (X, 7,v") = X.

Dans la suite, lorsqu’il n’y aura aucune ambiguité, nous dirons simplement que (X, 7, v")
est un modéle de Y. Maintenant que nous avons défini tous les termes dont nous avons
besoin, nous passons a 1’élaboration du théoréme de complétude dans les espaces modaux.
Pour dualiser le théoréme de complétude établit dans la section précédente, nous consi-
dérons une algebre modale B et une B-valuation v. Nous commencons par établir le dual
de cette B-valuation.

Définition 3.2.5. Soit B une algébre modale. Si v est une B-valuation, on définit la
valuation v' sur 'espace modal Ult(B) par

v o Var — of (Ult(B))
p — rp(v(p)).
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Théoréme 3.2.2. Si B est une algébre modale et v une B-valuation, en définissant v’
comme précédemment, on a

1. V' (p) =rp(v(p)) Ve € Prop,

U/

2. pour toute proposition modale ¢, (Ult(B),T) | ¢ si el seulement si B = .

Démonstration. Remarquons d’abord que vu la proposition (3.2.1), v/ peut étre étendu a
I’ensemble des propositions modales. Donc, cette extension vérifie

v'(—p) = V' (9)%, 0 (o V) =0 (9) U (1), v (0 A ) = v'(p) N () et v/ (Op) = Ry (v' (), —),

pour tous ¢, € Prop.

Prouvons maintenant que v'(p) = rg(v(¢)) pour toute proposition modale ¢. Procé-
dons par récurrence sur la longueur de ¢. Par définition, si ¢ € Var, 'égalité est vérifiée.
Prenons maintenant ¢, € Varet 6 € Prop. Considérons les cas suivants.

e Si O = —, alors en utilisant la définition de v’ et les propriétés de 'application g,
on a

V' (0) = ' (=) = v'(9)" = r(v(9)” = ra(v(9)) = re(v(=p)) = ra(v(h)).

e Si =V, alors, de la méme maniére, on obtient

V(0) = (e VY)
=v'(p) UV ()
= rp(v(p)) Urp(v(d))
= rp(v(p) Uv(y))
= rp(v(e V)
= rp(v(0)).

e Si 0 = p A1, il sutfit de procéder de fagon similaire pour obtenir I’égalité.

e Sif = Oy, alors en utilisant la proposition (1.1.3) et le fait que v est une B-valuation,
on trouve

d’ou le résultat.

U,

Le point (2) découle de I'égalité que nous venons de démontrer. En effet, si (Ult(B), 1) =
@, alors par définition, v'(¢) = Ult(B). Ainsi rg(v(p)) = Ult(B) et puisque rp est un
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isomorphisme, v(p) = 1 ce qui montre que B |= ¢. Ensuite, si B |= ¢, alors v(p) = 1. On
obtient donc

v'(p) = r5(v(p)) = rp(1) = Ult(B),
ce qui conclut la preuve. O]

Proposition 3.2.3. Si B est une algébre modale et v une B-valuation, alors
(B,v) EX & (Ult(B),7,v) E X,

o V'(p) =rp(v(e)) Ve € Prop.
Démonstration. En effet, il suffit d’utiliser le point (2) théoréme précédent [

Nous effectuons maintenant le raisonnement inverse. Nous considérons un espace modal
et une valuation sur celui-ci et nous définissons le dual de cette valuation.

Définition 3.2.6. Soit (X,7) un espace modal. Si v est une valuation sur (X, 7), on
définit la valuation v sur 'algébre modale of (X) par
v Var— of (X)
p =715 (V' (p))
Théoréme 3.2.4. Si (X, 1) est un espace modal et v' une valuation sur X, en définissant
v comme précédemment, on a

1. v(p) =5 (V'(p)) Ve € Prop,

UI

2. pour toute proposition modale ¢, (X, T) |= ¢ si et seulement si of (X) = .

Démonstration. Etant donné que 7‘51 est 'isomorphisme inverse de rg, la démonstration
se fait de maniére analogue a la démonstration du théoréme (3.2.2). O

Proposition 3.2.5. Si (X, 1) est un espace modal et v' une valuation sur X, alors

X ES & (of(X),0) 5,
ot v(p) = 15" (V'(p)) pour tout ¢ € Prop.
Démonstration. En effet, il suffit d’utiliser le point (2) du théoréme précédent. O

Grace aux théorémes que nous venons d’établir, nous obtenons le théoréme suivant, qui
est une version faible du théoréme de complétude dans les espaces modaux. Ce théoréme
établit également 1’équivalence entre la complétude algébrique et la complétude pour les
modéles modaux.

Théoréme 3.2.6. (Complétude pour les modéles modauz)
S1 Y est un systeme modal, B une algébre modale, X un espace modal et © une proposition
modale, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. Yk
2. B = ¢ pour tout modéle (B,v) de 3

3. (X,7) E ¢ pour tout modéle modal (X, 1,v") de 3.

Démonstration. L’équivalence (1) < (2) est donnée par le théoréme de complétude (3.1.11).
Montrons maintenant (2) < (3).

Commencons par montrer que (2) = (3). Supposons que (2) est vérifié et considérons
(X, 7,v") un modéle modal de X. L’algébre of(X) munie de la relation (g est 'algébre
modale duale de I'espace modal (X, R). Alors, si on pose

v(p) =r5'(V'()) Ve € Prop,

(of(X),Or,v) est un modéle algébrique vu ce qui précéde. De plus, en utilisant la pro-
position (3.2.5) et le fait que (X, 7,v") un modéle de 3, on trouve que (of(X), Or,v) est
également un modéle de X. Par hypothése, ¢ y est valide et grace au théoréme (3.2.4), ¢
est valide dans (X, 1,0’).

Démontrons maintenant que (3) = (2). Supposons que (3) est vérifié et considérons
(B, v) un modéle algébrique de ¥. En vertu de la section (1.1.3), (Ult(B), Ry) est 'espace
modal dual de (B, ). De plus, étant donné que v est une valuation sur I’algébre modale
B, T'application

v'(¢) = rp(v(p))¥e € Prop

est une valuation sur Ult(B). De plus, en utilisant la proposition (3.2.3) et le fait que
(B,v) un modéle algébrique de X, on obtient que (Ult(B),,v’) est un modéle de 3.
Ainsi, par hypothése, ¢ est valide dans (Ult(B),1,v") et grace au théoréme (3.2.2), on
peut en conclure que ¢ est valide dans (B, v), et le théoréme est démontré. ]

Nous avons ainsi obtenu un théoréme "dual" du théoréme de complétude algébrique.

3.2.2 Le modéle canonique de X

Comme nous l'avons expliqué dans la section précédente, nous voulons dualiser le
schéma présenté dans la section (3.1). Pour cela, nous avons besoin d’étudier de plus prés
le dual de I'algébre modale de Lindenbaum—Tarski. Puisque By, est une algébre modale,
son espace dual est l'espace Ult(Bsx) et celui-ci est muni d’une relation Ry que nous
définissons. Commengons par étudier l'espace Ult(Bsy). Vu la définition d’un ultrafiltre,
la proposition suivante est évidente.

Proposition 3.2.7. L’ensemble x est un élément de Ult(Bsy) s’il existe o un ensemble
de formules ¥-consistant et maximal tel que

v ={¢"p € a}.
Définition 3.2.7. On définit la relation Ry, sur Ult(By) comme suit,

rRyy si et seulement si x 3 p* = y 3 Q0> Vo € Prop.
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3.2 La complétude relationnelle

Définition 3.2.8. On définit I'espace (Xyx, Ry, 7s) comme suit
1. XE = Ult(Bg);
2. Ry est la relation définie en (3.2.7);

3. Tx est la topologie engendrée par

{8y (#)]p € Var}.

Remarque 3.2.3. La définition que nous venons de donner fait de (Xy, Ry, 7s) un espace
modal. En effet, la base de topologie que nous venons d’adopter transforme Xy en un
espace de Boole. De plus, la définition (3.2.7) est similaire a la définition (1.1.6) et la
relation Ry vérifie donc les mémes propriétés que la relation Ry. Donc vu la proposition
(1.1.3), (X, Ry, 7s) est un espace modal et cet espace est le dual de 'algébre modale de
Lindenbaum—Tarski.

Afin d’obtenir le modéle canonique de X, nous définissons la valuation canonique vy
qui est une valuation sur ’espace modal Xy.

Définition 3.2.9. La valuation sur Xy

vy Var— of (Xy))
p — {x € Ult(Byg)|r > p*}

est appelée la valuation canonique.

Il est clair que cette application est bien définie puisque 75’ (p) = g, (p*) est un ouvert
fermé de Xsx.

Théoréme 3.2.8. La valuation canonique Us, s’étend a l’ensemble des propositions Prop.

Démonstration. En effet, vu la proposition (3.2.1), il suffit de vérifier que v§, vérifie les
quatre régles de cette proposition. On a

o v5(—p) =5 ((m9)) = reg((97)) = (rBo(9™))° = Tn(0)°
o U5(p V) =1, ((pVY)¥) = 1y (™ V™) = 1, (97) Urp, (¥7) = 15 (p) UTE' (1)
o v5(p AY) =T (P AY)Y) = rpg (9™ AY™) = 1y (97) N1y (V7) = T3 (9) NT5 (1)
o v5(0p) = 15, ((09)7) = 15 (0p™) = Ru(rp.(¢¥), —) = Rs(T5'(¢), —),

d’ou le résultat. O

De plus, vu la définition de la Bg-valuation vy, il est clair que v§(p) = rp.(vs(p)).
Ainsi, en utilisant les théorémes (3.2.3) et (3.1.9), on obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.2.9. Si ¥ est un systéme modal, alors (Xx, s, v%) est un modéle modal de
by

Définition 3.2.10. Si ¥ est un systéme modal, le modéle (Xy, 75,0%) de X est appelé
modeéle canonique de X.
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3.2 La complétude relationnelle

Théoréme 3.2.10. St ¥ est un systeme modal et @ une proposition modale, alors

Uy
(Xs,12) E ¢ = ZFEe

Démonstration. En effet, vu le théoréme (3.2.2), on trouve

!
Us ()

(Xz,72) F ¢ = Bs F o

Ainsi, en utilisant le théoréme (3.1.10) et la transitivité de I'implication, on trouve le
résultat. O]

Ainsi, en combinant tous les résultats obtenus dans ces deux sections, on construit le
schéma suivant.

,v/

VX, m,0)EX (X, 7) F e
(3.2.6)

S (3.2.9)
(3.2.10)

(Xz, Ts) E ©

3.2.3 Théoréme de complétude dans les espaces modaux

Afin de terminer la dualisation du schéma présenté dans la section (3.1), nous démon-
trons dans cette section une version forte du théoréme de complétude dans les espaces
modaux. Nous procédons de la méme maniére que lorsque nous travaillions avec des mo-
déles algébriques. Commencons par définir la notion de Y-espace modal dont nous avons
besoin dans la suite.

Définition 3.2.11. Soit ¥ est un systéme modal. Un espace modal X est un X-espace

modal si (X, 7,v") est un modéle de ¥ pour toute valuation v’ sur X. Nous écrirons alors
(X,7) EX.

Grace a cette nouvelle notion et aux propositions (3.2.3) et (3.2.5), les deux résultats
suivants sont évidents.

Proposition 3.2.11. Soit B est une algébre modale. On a
BEY & (Ul(B),7) F X.

Proposition 3.2.12. Soit (X, 7) un espace modal. On a
(X, 7)) EX < of(X)[E X
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3.2 La complétude relationnelle

Ces deux résultats sont souvent utilisés dans la suite, mais nous faisons appel a eux de
maniére implicite.

Théoréme 3.2.13. Soient X est un systéme modal et ¢ une proposition modale. On a

(V(X,70) S (X7 Ee) = (X ES (X7 E ).

Démonstration. Soit ¢ une proposition modale. Supposons que

V(X ) b 5L (X7

et prenons X un espace modal tel que (X,7) | X. Alors, par définition, (X, 7,v') E X
U/
pour toute valuation o' sur X. Ainsi, (X,7) = ¢ pour toute valuation v’ sur X, d’ou le

résultat. L

Proposition 3.2.14. Soit X est un systéme modal. L’espace modal Xy, est un X-espace
modal.
Démonstration. Soit v’ une valuation sur Xyx. Montrons que (Xy, 7s,v") = 3. Si on pose

v(p) =5l (V'(9)) Ve € Prop,

alors, v est une By-valuation. Ainsi, vu la proposition (3.1.13), (Byx,v) = 3. De plus,
grace au théoréme (3.2.3), (Xx,ms,v") E X, d'ou le résultat. O

Nous avons terminé de dualiser le schéma. Résumons donc la situation. Les fléches
représentées en pointillé sont de nouveau obtenues par transitivité de I'implication.

(3.2.13) v
VX, 1) L (X,7) e VX, 7,0) EXS (X 7)o
(3.2.6)

(3.2.14) S (3.2.9)

(3.2.10)

(Xz,7s) E @

(Xz,7s) )290

vy est une valuation sur Xx

Nous énoncons maintenant la version forte du théoréme de complétude dans les espaces
modaux. Ce théoréme découle lui aussi de la transitivité de 'implication.

Théoréme 3.2.15. (Complétude dans les espaces modaux version forte)
Si % est un systeme modal et  une proposition modale, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. YXFo
2. VX, 1) EX, (X,7) E .
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3.2 La complétude relationnelle

3.2.4 Théoréme de complétude pour les modéles de Kripke

Dans la section précédente, nous avons considéré une algebre modale et son dual topolo-
gique. Nous considérons ici uniquement les frames de Kripke, autrement dit, nous oublions
la topologie. De nouveau, nous voulons un schéma similaire a celui trouvé dans la section
précédente. Pour cela, nous nous aidons du schéma que nous venons de construire.

Définition 3.2.12. Soit W = (W, R) un frame de Kripke. Une valuation sur W est une
application

v Var— P(W).

Remarque 3.2.4. Remarquons qu’une valuation sur un espace modal (X, 7) est en par-
ticulier une valuation sur un frame de Kripke. En effet, par définition, v est une valuation
sur un espace modal X si v est un application définie de I’ensemble des propositions
modales dans I’ensemble des ouverts fermés de X. Or of (X) C P(X). Ainsi, v est une
valuation sur le frame X.

Nous pouvons étendre cette valuation a ’ensemble des propositions modales grace a la
propriété (3.2.1).

Définition 3.2.13. Un modéle de Kripke est un triplet (W, R, v) ou (W, R) est un frame
de Kripke et v une valuation sur W.

Comme dans la section précédente, pour définir la validité d’une proposition modale
modéle de Kripke, nous procédons par étape. Fondamentalement, la seule différence entre
les deux types de validité résulte du dernier point.

Définition 3.2.14. On définit la validité d’une proposition modale ¢ dans un modéle de
Kripke (W, R, v) par induction sur la complexité de ¢.

1. Pour commencer on définit la validité en un monde x € W. La validité d’une
proposition dans un monde z est définie de la méme maniére que dans (3.2.3).

2. On définit la validité dans le modéle (W, R, v) comme étant la validité dans tous les
mondes, autrement dit :

v
W E @ si et seulement si x = ¢ pour tout € W.

De plus, vu le point précédent, ceci est équivalent a
W = ¢ si et seulement si v(p) = W.

3. Enfin, la validité dans un frame de Kripke (W, R) est la validité pour toute valuation :

W = ¢ si et seulement si W = ¢ pour tout v : Var — P(W).

Définition 3.2.15. Soit un ensemble ¥ un systéme modal, on dira que (W, v) est un
modele de Kripke de Y si

WEkp VpeX.
On écrira (W,v) = 3.
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3.2 La complétude relationnelle

Comme dans la section précédente, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité possible, nous
dirons simplement que (W, v) est un modéle de ¥. Nous démontrons & présent un résultat
important qui est utilisé dans la démonstration du théoréme de complétude relationnelle
(c’est & dire par rapport au modéle de Kripke).

Théoréme 3.2.16. Si (W, R) est un frame et v une valuation sur W alors
1. (P(W),0r) est une algébre modale compléte et atomique,
2. v est aussi une valuation sur P(W),

3. pour toute proposition modale p, on a

v

W E ¢ si et seulement si P(W) k= .

En particulier, (P(W),v) est un modéle algébrique.

Démonstration.

1. Premiérement, en vertu de la proposition (2.2.2), il est clair que (P(W), Or) est une
algébre modale compléte et atomique.

2. L’affirmation sur v est triviale puisque dans les deux cas, v est une application
Var — P(W).

3. Pour la derniére affirmation, il suffit de montrer que pour tout x € W, on a

T =@ si et seulement si x € v(p).

v

Ainsi, on aura W = ¢ si et seulement si v(¢) = W et donc, par définition de
la validité dans les algébres modales, on aura P(W) | ¢. La preuve se fait par
induction sur la longueur de . Soit z € W.

(a) Si ¢ est une variable propositionnelle, = |= ¢ signifie, par définition, = € v(yp).

(b) Si ¢ est de la forme —1), on a x = =1 si et seulement si z ¥ 1) si et seulement
si x & v(1), ce qui est équivalent a x € v(—)).

(c) Si @ est de la forme ¢ — 6, on a z = (¢ — 6) si et seulement si z = 6 ou
x ¥ 1. Cette condition est vérifiée si et seulement si x € v(0) ou = ¢ v(v¢), ce
qui est équivalent a x € v(¢p — 6) puisque v(¢ — 0) = —w () V v(6).

(d) Si g est de la forme Qu), on a x = O si et seulement il existe y tel que yRx et
y E ¥ (c’est a dire y € v(v))). Autrement dit, vu la proposition (3.2.1), on a

v € {z:3y € v(¥),yRz} = R(v(¢), —) = v(OY).

Ceci termine la preuve puisque les affirmations concernant ou, et, ] découlent de ce
que nous venons de démontrer.

]

Définition 3.2.16. L’algebre (P(W), Or) est appelée l'algébre modale compleze du frame
(W, R).
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3.2 La complétude relationnelle

Nous pouvons évidemment effectuer un raisonnement similaire en démarrant d’une
algébre modale compléte et atomique. La proposition suivante est évidente puisque pour
tout algébre modale B, rp est un isomorphisme.

Théoréme 3.2.17. Si B est une algébre modale complete et atomique et v une valuation
sur B alors

1. (At(B), Ry) est un frame de Kripke,

2. rgowv est une valuation sur At(B),

3. pour toute proposition modale p, on a

TBOV

BE ¢ si et seulement si At(B) E .

En particulier, (At(B),rp ov) est un modeéle de Kripke.
Grace a ces propositions, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.2.18. Soit X un systeme modal et ¢ une proposition modale. Pour tout
modéle de Kripke (W,v) de ¥, W |= ¢ si et seulement si pour tout modéle algébrique
(B,v) de ¥ ot B est une algébre modale compléte et atomique, B |= ¢.

Il est important de remarquer que nous ne détenons pas de théoréme de complétude
pour les algébres modales complétes et atomiques et nous ne pouvons donc pas effectuer
un raisonnement similaire a celui effectué pour les espaces modaux.

[’adéquation du théoréme de complétude relationnelle est ici démontré grace au théo-
réme de complétude algébrique. Cette démonstration est bien plus rapide que la démons-
tration "classique" du théoréme de complétude relationnelle. Nous démontrons dans la
suite la complétude proprement dite.

Théoréme 3.2.19. (Adéquation du théoréeme de complétude pour les modeéles de Kripke)
Si 2 est un systeme modal et @ une proposition modale, alors

Yo = V(VV,U)):Z,W}icp.

Démonstration. Supposons que 3 = ¢ et prenons (W, v) un modéle de 3. Dans ce cas, vu le
théoréme (3.1.11), ¢ est valide dans tout modéle algébrique de . Vu le théoréme (3.2.16),
(P(W),v) est un modéle algébrique de X et donc ¢ y est valide. Ainsi, en utilisant une
seconde fois le théoréme (3.2.16), on obtient que ¢ est valide dans (W, v), ce qui termine
la preuve. O

Nous établissons maintenant une série de propositions qui vont nous permettre d’ob-
tenir une partie du schéma escompté. Nous allons nous servir des résultats obtenus pour
les espaces modaux.

Proposition 3.2.20. Soient ¥ un systeme modal et ¢ une proposition modale. On a

vl

VW) ES W Ee = VX, 70) S (X,7) e
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Démonstration. Supposons que W = ¢ pour tout modéle de Kripke (W, v) de X et prenons
(X, 7,v") un modéle modal de 3. Vu la remarque (3.2.4), v' est aussi une valuation sur le
frame X. Ainsi, (X,v’) est un modéle de Kripke de 3 et donc ¢ y est valide. On obtient
alors

V'(p) =X € of (X),

et done, ¢ est valide dans (X, 7,v'), ce qui conclu la preuve. ]

Compte tenu des notations que nous avons adoptées pour les espaces modaux et pour
les frames de Kripke, nous notons Wy, le frame de Kripke Ult(By) muni de la relation Ry
définie en (3.2.7). Autrement dit, il s’agit du modéle de Kripke de 3 pour lequel on oublie
la topologie.

Proposition 3.2.21. Soient ¥ un systeme modal et ¢ une proposition modale. Alors,

Démonstration. 11 suffit de constater que par définition (Xy, 7)) = ¢ si v () = Ult(By)
v

et qu’il en est de méme pour que Wy = ¢. O

Nous obtenons alors une partie du résultat escompté grace a la transitivité de I'impli-
cation et aux propositions précédemment établies. En effet, le premier résultat que nous
obtenons est le suivant.

Théoréme 3.2.22. Soient ¥ un systéme modal et ¢ une proposition modale. Alors,

/

v Us;
V(W7,U)):27W):SO = WE):(P
Démonstration. En effet, grace au théoréme (3.2.20), on obtient

,U/

VW) E S W e o = VX, 7o) E S (X,7) o

Ensuite, en appliquant le théoréme (3.2.9), on trouve

/

v Us
VX, YELS (X, 1) Ee = (Xg,73)E @
Enfin, en appliquant le résultat (3.2.21), on peut conclure. O

Théoréme 3.2.23. Soient 3 un systéme modal et ¢ une proposition modale. Alors,

/

Us
Weke = Yho
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Démonstration. En effet, en utilisant le théoréme (3.2.21) on trouve

vs, s,
WekEe = (Xs,m)Ee
Ensuite, il suffit d’appliquer le résultat (3.2.10) pour conclure. O

Nous obtenons le schéma suivant grace a tous ces résultats.

DTN

S (3.2.22)

\%

De plus, en utilisant de nouveau la transitivité de 'implication, nous pouvons déduire
le théoréme de complétude pour les modéles de Kripke.

/

>
Ws o

Théoréme 3.2.24. (Théoréme de complétude pour les modéles de Kripke) Si ¥ est un
systeme modal et ¢ une proposition modale, alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. XFp;
2. VW) EX,W = .

3.2.5 Théoréme de complétude dans les frames de Kripke

Dans cette section, nous cherchons a obtenir un théoréme de complétude pour les frames
de Kripke, autrement dit, une version forte du théoréme obtenu dans la section précédente.
Nous procédons de la méme maniére que dans la section concernant les théorémes de
complétude dans les espaces modaux. Cependant, il y a ici une différence fondamentale car
nous avons besoin d’une hypothése supplémentaire pour établir le théoréme de complétude
dans les frames de Kripke. Commencons par définir un concept essentiel pour la suite.

Définition 3.2.17. Soit X est un systéme modal. Un frame de Kripke W est un X-frame
de Kripke si (W, v) est un modéle de 3 pour toute valuation v sur W. Nous écrirons alors
W 3.

Grace a cette nouvelle notion et aux propositions (3.2.16) et (3.2.17) , on obtient de
maniére triviale les résultats suivants.

Proposition 3.2.25. Soit B est une algébre modale compléte et atomique. On a

BEY & AB)EX.
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3.2 La complétude relationnelle

Proposition 3.2.26. Soit W un frame de Kripke. On a
WEY « PW)EZL
De plus, grace au théoréme (3.2.18), on obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.2.27. Soit X un systeme modal et ¢ une proposition modale. Pour tout
Y-frame de Kripke W, W |= ¢ si et seulement si pour toute X-algébre modale compléte
et atomique B, B = .

Nous allons maintenant énoncer un théoréme qui nous permettra de compléter une
partie du schéma précédent. La démonstration de ce théoréme est similaire a celle effectué
en (3.2.13).

Théoréme 3.2.28. Soient X est un systéme modal et ¢ une proposition modale. On a

(V(W,0) =S W = ) = (VW = 5, W = o).

Grace a ce résultat, nous pouvons maintenant construire le schéma suivant. Les fléches
tracées en pointillé sont obtenues par transitivité de I'implication.

(3.2.28) v
VW ES, W Ee VW,v) EX, W ¢

(3.2.19

S (3.2.22)

(3.2.23

-7 /

- 1)2
- /
W= vy, est une valuation sur Wy W=

Afin de compléter ce schéma, nous avons besoin de montrer que Wy, est un X-frame de
Kripke. Malheureusement, nous ne pouvons pas montrer cela pour tout systéme modal
Y. C’est pourquoi nous définissons les systémes modaux canoniques.

Définition 3.2.18. Soit ¥ un systéme modal. Si Wy, est un Y-frame de Kripke, alors X
est un systeme modal canonique.

Exemple 3.2.1. La logique K4.1 qui est égale a la logique
K @ (Op — 0O0p) & (O0p — 00p)

est canonique. !

1. La preuve de ce résultat se trouve dans [6]
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Ainsi, si ¥ est un systéme modal canonique, le schéma précédent est complet. On
obtient alors de maniére triviale le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.29. Soient X un systéme modal canonique et @ une proposition modale.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. XFop;
2. VW E X, W E .

Il existe cependant des systémes modaux qui vérifient (3.2.29) mais qui ne sont pas
canoniques.

Définition 3.2.19. Un systéme modal X tel que
VW ESWEe = Xk

est appelé un systeme modal complet vis a vis des frames de Kripke ou plus simplement
un systeme modal complet.

On obtient alors trivialement le résultat suivant.
Théoréme 3.2.30. Tout systeme modal canonique X est un systeme modal complet.

On peut donc en conclure que la logique K4.1 est compléte. Pour terminer, donnons
un exemple de logique compléte mais non canonique ainsi qu’un exemple de logique in-
compléte vis & vis des frames de Kripke.

Exemple 3.2.2. La logique GL qui est égale a la logique
KaoOOp —p) — 0Op

est compléte vis a vis des frames de Kripke et non canonique. La logique L qui est égale
a la logique

KaeOp <+ Op) — Op

n’est pas compléte vis & vis des frames de Kripke. 2

3.3 Théoréme de complétude pour les algébres de pré-
contact
Dans cette section, nous établissons un nouveau théoréme de complétude pour les

algébres de pré-contact. Pour cela, nous nous basons sur les résultats obtenus pour les
algébres modales.

2. Les preuves de ces résultats se trouvent également dans [6]
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3.3 Théoréeme de complétude pour les algébres de pré-contact

3.3.1 Théoréme de complétude pour les modéles algébrique de
pré-contact

Etablissons dans un premier temps une version faible du théoréme recherché. Nous
commencons par définir la validité des formules modales dans les algébres de pré-contact.

Définition 3.3.1. Soit B une algébre de pré-contact. Une valuation sur B est une appli-
cation

v : Var— B.

Contrairement aux sections précédentes, nous sommes contraints d’utiliser I’extension
canonique de l'algébre de pré-contact B pour étendre cette valuation a ’ensemble des
propositions modales. Nous étendons une valuation v de maniére classique en ce qui
concerne les opérations ef, ou et —, mais nous ne pouvons pas faire de méme concer-
nant I'opération unaire . En effet, cette opération n’est pas définie dans les algébres de
pré-contact mais bien dans les extensions canoniques de celles-ci. Pour rappel, 'exten-
sion canonique d’une algébre de pré-contact est donnée par 'algébre modale compléte et
atomique B° = P(Ult(B)) munie de 'opération unaire {5, . Nous procédons comme suit.

Proposition 3.3.1. Pour toute algébre de pré-contact B munie d’une relation binaire L,
on peut étendre une valuation sur B a [’ensemble Prop comme suit,

v : Prop — B’
grace aux régles suivantes :
o v(—p) = r5(V(¥))

e v(p V) =rp((p)U
o v(p A1) =15(D(p) N (V)
o v(0p) = Or, (rB(V(¥)), —),

pour tout @, € Var. En particulier, cetle extension est unique.

Si B est une algébre de pré-contact et v une valuation sur B, nous définissons la validité
d’une proposition modale ¢ sous la valuation v de la méme facon que dans les algébres
modales. Il en est de méme pour la validité de ¢ dans B. Cependant, nous adoptons une
notation différente afin de différencier la validité dans une algébre modale et dans une
algébre de pré-contact. Lorsqu’une proposition modale ¢ est valide dans une algébre de
pré-contact B sous une valuation v nous écrivons

v
BE| ¢
De la méme maniére, si ¢ est valide dans B, nous écrivons B = ¢.

Définition 3.3.2. Si ¥ est un systéme modal et B une algébre de pré-contact, on dit que
(B,v) est un modéle algébrique de pré-contact de X si

B E ¢ Vpel.

Nous écrirons alors (B,v) 1 2.
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3.3 Théoréeme de complétude pour les algébres de pré-contact

Nous adoptons cette notation afin de pouvoir distinguer un modéle algébrique de pré-
contact et un modéle algébrique de Y. De nouveau, lorsque aucune ambiguité ne sera pos-
sible, nous dirons simplement que (B, v) est un modéle de 3. Nous établissons maintenant
une série de propositions qui nous permettent de démontrer le théoréme de complétude
pour les algebres de pré-contact.

Proposition 3.3.2. Soient ¥ un systéme modal et p une proposition modale.

V(B,v) =L E,B}iLgp = VY(B,v) ):E,B}icp.

Démonstration. Prenons ¥ un systéme modal et ¢ une proposition modale. Supposons
que ¢ est valide dans tout modéle algébrique de pré-contact de X et prenons B une algébre
modale munie de 'opération unaire ¢ et v un B-valuation. Supposons que (B, v) est un
modéle algébrique de 3. L’algébre B munie de la relation de proximité <, définie en (2.3.3)
est une algebre de pré-contact. De plus, la B-valuation v peut étre étendue a I’ensemble
des propositions modales Prop grace a la proposition (3.1.2). Alors, I'application

rgov : Prop— of (Ult(B)) C P(Ult(B))

est une valuation sur l'algébre de pré-contact (B, <) et donc (B,rp o v) est un modéle
algébrique de pré-contact de . Ainsi, par hypothése, ¢ est valide dans (B, rgowv). Donc,
re(v(p)) = Ult(B) et donc v(p) = 1. Ainsi, ¢ est valide dans (B,v), d’ou le résultat. [

Théoréme 3.3.3. (Adéquation pour les modéles de pré-contact)
S1 Y est un systeme modal et ¢ une proposition modale, alors

Y9 = B E, ¢ V(B,v)ELX

Démonstration. Soient X est un systéme modal et ¢ une proposition modale. Supposons
que ¥ F @ et prenons (B, v) un modéle algébrique de pré-contact de ¥. Dans ce cas, v est
une valuation sur B° et donc (B, v) est un modéle algébrique de X. Ainsi, ¢ est valide
dans (B°,v) vu le théoréme (3.1.11). Autrement dit, v(p) = Ult(B) et donc, ¢ est valide
dans (B,v), d’ou le résultat. O

Nous pouvons alors construire le schéma suivant qui fait le lien entre les modéles
algébriques et les modéles algébriques de pré-contact.

W(B,v) L S B, o
(3.3.3)

S (3.3.2)
(3.1.11)

Y(B,v) }:Z,B)igo
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3.3 Théoréeme de complétude pour les algébres de pré-contact

Nous pouvons déduire de la transitivité de I'implication le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.4. (Complétude pour les modeéles algébrique de pré-contact)
S1 3 est un systeme modal et p une proposition modale, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. YXFo

2. B =, ¢ pour tout modéle algébrique de pré-contact (B,v) de X.

3.3.2 Théoréme de complétude pour les algébres de pré-contact

Afin d’obtenir le théoréme de complétude pour les algébres de pré-contact, nous devons
définir la notion de X-algébre de pré-contact dont nous avons besoin dans la suite.

Définition 3.3.3. Une algébre de pré-contact B est une X-algébre de pré-contact si (B, v)
est un modele algébrique de pré-contact de X pour toute valuation v sur B. Nous écrirons
alors B =, X.

De nouveau, la notation adoptée permet de distinguer les X-algébres de pré-contact
et les Y-algébres modales. Le résultat suivant se démontre de la méme maniére que la
proposition (3.1.12).

Théoréme 3.3.5. Soient X un systeme modal et ¢ une proposition modale. Si ¢ est valide
dans toult modele algébrique de pré-contact de X, alors ¢ est valide dans toute X-algébre
de pré-contact.

Le résultat suivant nous permet d’obtenir le théoréme de complétude pour les algébres
de pré-contact.

Théoréme 3.3.6. Soient X un systeme modal et ¢ une proposition modale. Si ¢ est valide
dans toute X-algébre de pré-contact alors ¢ est valide dans toute Y-algébre modale.

Démonstration. Soient ¥ un systéme modal et ¢ une proposition modale. Supposons ¢
est valide dans toute Y-algeébre de pré-contact et prenons B une Y-algebre modale et v
une B-valuation. Alors, application

rgov : Prop— of (Ult(B)) C P(Ult(B))

est une valuation sur I’algébre de pré-contact (B, <,). De plus, puisque B une Y-algébre
modale, il est clair que l'algébre B munie de < est une X-algébre de pré-contact et
¢ v est donc valide. En particulier, ¢ est valide sous la valuation rg o v. On a alors
re(v(p)) = Ult(B) et donc ¢ est valide sous la valuation v, d’ou le résultat. O

Gréace a tous ces résultats, on peut déduire le théoréme de complétude pour les algébres
de pré-contact. Le schéma suivant permet de résumer ’ensemble des résultats que nous
venons de prouver. La fléche tracée en pointillé est obtenue par transitivité de 'implica-
tion.

88



3.4 Théoréeme de complétude dans les espaces de pré-contact

(3.3.5) v
VB ’:J_EyB IZJ_QO V(B>U) ’:J-ZvB’:J_SO
- (3.3.3)
3.1.14) (3.1.11)
VBEY B o W(B,v) £ 5. B ¢

Nous énoncons le théoréme de complétude pour les algébres de pré-contact qui est
obtenu par transitivité de I'implication.

Théoréme 3.3.7. (Complétude pour les algébres de pré-contact)
S1 Y est un systeme modal et © une proposition modale, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Xk
2. \V/B }:LE,B IZJ_(,O.

3.4 Théoréme de complétude dans les espaces de pré-
contact

Il est relativement simple d’obtenir le théoréme de complétude dans les espaces de
pré-contact. En effet, les espaces modaux sont des espaces de pré-contact particuliers.
Nous pouvons donc utiliser les résultats obtenus dans les espaces modaux pour trouver
le théoréme de complétude dans les espaces de pré-contact. Néanmoins, rappelons-nous
que, dans un espace de pré-contact (X, R, 7), 'image d’un ouvert fermé par la relation R
n’est pas nécessairement un ouvert fermé. Nous devons donc en tenir compte.

3.4.1 Théoréme de complétude pour les modéles de pré-contact

Définition 3.4.1. Soit X = (X, 7, R) un espace de pré-contact. Une valuation sur X est
une application

v Var — of (X).

Nous pouvons évidemment étendre cette valuation a I’ensemble des propositions mo-
dales en utilisant la proposition (3.2.1). Nous obtiendrons alors la valuation

v Var — P(X).

De plus, vu la proposition (1.2.19), X est isomorphe a 'espace de pré-contact Ult(B)
ou B est 'algébre de pré-contact duale de X. Ainsi, P(X) est isomorphe a P(Ult(B)) qui
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3.4 Théoréeme de complétude dans les espaces de pré-contact

n’est rien d’autre que I'extension canonique de I’algébre de pré-contact B. Ainsi, on peut
donc obtenir la valuation

v : Var— B°.

Définition 3.4.2. Un modele de pré-contact est un triplet (X, R,v) ot X = (X, R, T) est
un espace de pré-contact et v une valuation sur X.

Comme pour les espaces modaux et les frames de Kripke, afin de définir la validité d’une
proposition modale dans un espace de pré-contact, nous procédons par étape. La définition
est la méme que celle donnée dans les espaces modaux en (3.2.3). Nous adopterons les
mémes notations que pour la validité dans les algébres de pré-contact.

Définition 3.4.3. Si ¥ est un systéme modal et X un espace de pré-contact muni de la
topologie 7, on dit que (X, 7,v) est un modéle de pré-contact de ¥ si

(X,7) =, ¢ VpeX.
Nous écrirons alors (X, 7,v) =, 2.

Nous démontrons a présent les propositions permettant d’obtenir le théoréme de com-
plétude dans les espaces de pré-contact.

Proposition 3.4.1. Soit ¥ est un systéme modal. Si (X, T,v) est un modéle modal de X,
alors (X, T,v) est un modéle de pré-contact de 3.

Démonstration. Soient ¥ est un systéme modal et (X, 7,v) est un modéle modal. Par
définition X = (X, R, 7) est un espace modal, donc en particulier un espace de pré-contact
et v une valuation sur X, c’est a dire un application

v Var— of (X),

autrement dit, une valuation sur l’espace de pré-contact X. On en conclut que (X, 7,v)
est un modéle de pré-contact de X, O

Proposition 3.4.2. Soient X un systeme modal et p une proposition modale.

VX, 7o) EL S (X1 EL e = V(X 7o) S, (X,7) E e

Démonstration. Prenons ¥ un systéme modal et ¢ une proposition modale. Supposons
que ¢ est valide dans tout modéle de pré-contact de ¥ et prenons (X, 7,v) un modéle
modal de . Vu la proposition (3.4.1), (X, 7,v) est un modéle de pré-contact de ¥ et donc
¢y est valide. Ainsi, ¢ est valide dans le modéle modal (X, 7,v), d’ou le résultat. O]

Théoréme 3.4.3. (Adéquation pour les modéles de pré-contact)
Si Y est un systéme modal et ¢ une proposition modale, alors

v

Yy = VX, rv)ELE (X, 7)E e
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3.4 Théoréeme de complétude dans les espaces de pré-contact

Démonstration. Soit > un systéme modal et ¢ une proposition modale. Supposons que
Y F ¢ et prenons (X, 7,v) un modéle de pré-contact de ¥. En particulier, (of(X),v) est
un modéle algébrique de pré-contact de ¥ et vu le théoréme (3.3.3), ¢ y est valide. En
particulier, ¢ est valide dans le modéle de pré-contact (X, 7,v), d’ou le résultat. H

Le schéma suivant peut nous aider a résumer la situation.

V(X,m,v) EL S, (X,7) }ij_ ©
(3.4.3)

S (3.4.2)
(3.2.6)

v
V(X,7,0) X (X, 7) Ee
Nous obtenons alors le théoréme suivant par transitivité de I'implication.

Théoréme 3.4.4. (Complétude pour les modéles de pré-contact)
S1 3 est un systéeme modal et p une proposition modale, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. XFo
2. (X,7) [, ¢ pour tout modéle de pré-contact (X, T,v) de 2.

3.4.2 Théoréme de complétude dans les espaces de pré-contact

Nous pouvons maintenant aller plus loin et chercher le théoréme de complétude dans
les espaces de pré-contact. Définissons d’abord une notion essentielle.

Définition 3.4.4. Soit X est un systéme modal. Un espace modal X est un X-espace de
pré-contact si (X, 7,v) est un modeéle de pré-contact de ¥ pour toute valuation v sur X.
Nous écrirons alors (X, 7) =, X.

Remarque 3.4.1. Si (X, 7) est un Y-espace modal, alors (X, 7) est un X-espace de pré-
contact. En effet, si (X, 7,v) est un modéle modal de ¥ pour tout valuation v sur X, alors
vu la proposition (3.4.1), (X, 7,v) est un modéle de pré-contact de ¥ pour tout valuation
v sur X, d’ou le résultat.

Le théoréme suivant se démontre de la méme maniére que (3.2.13)

Théoréme 3.4.5. Soient ¥ est un systéme modal et ¢ une proposition modale. On a

(V(X,T,U) ):J- 27(X7T> )ij_ (10) = (V(XvT) ’:J- 27<X7T) ’:J- 90)'

Le théoréme suivant est une conséquence directe de la remarque (3.4.1).
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3.4 Théoréeme de complétude dans les espaces de pré-contact

Théoréme 3.4.6. Soient X un systéme modal et ¢ une proposition modale. Alors

VX,V EL S (X, ELe = YX, 1) EXS(X,7) Ee.

Grace a tous les résultats obtenus, nous pouvons maintenant énoncer le théoréme

de complétude dans les espaces de pré-contact. Avant d’énoncer celui-ci, considérons le
schéma suivant permettant de visualiser la situation. L’implication représentée en pointillé
est obtenue pas transitivité de 'implication.

(3.4.5)

v

VX7 ELE (X T) L

(3.4.6)

(3.2.15)
VX, 1) EX (X,7) e

VX, 1v) =L 3, (X, 7)) E, ¢
(3.4.3)

(3.4.2)

(3.2.6)

v

VX, mv) EX (X, 7)) Eop

Théoréme 3.4.7. (Complétude dans les espaces de pré-contact)
S1 2 est un systeme modal et p une proposition modale, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. YXFo
2. V(X,T) ):J_ E,(X,T) ):J_ @Y.

Remarquons ici qu'’il est inutile de considérer le cas oti on "oublie" la topologie étant donné
que ce cas nous améne au théoréme de complétude dans les frames de Kripke et ne nous
apporte donc rien de nouveau. Cependant, les théorémes que nous venons de découvrir
permettent un choix plus large. En effet, nous savons maintenant que si > est un systéme
modal et ¢ une proposition modale, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. ¥k

2.VBEYX,BEy

3. VB ’:L E,B ):i @.
Ainsi, lorsque nous voulions prouver que X F ¢, il fallait trouver une Y-algébre modale
dans laquelle ¢ n’était pas valide. Maintenant, grace au théoréme obtenu, il suffit de
trouver une X-algébre de pré-contact dans laquelle ¢ n’est pas valide et nous avons ici
beaucoup plus de latitude puisqu’il existe plus d’algébres de pré-contact que d’algébres

modales. De plus, si on peut trouver une telle algébre de pré-contact alors il existe une
Y-algébre modale dans laquelle ¢ n’est pas valide.
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Chapitre 4

Le théoréme de Fine-van Benthem

Dans ce chapitre, nous démontrons le théoréme de Fine-van Benthem. Ce théoréme
stipule que si un systéme modal est complet vis a vis d’une classe élémentaire de frames,
alors ce systéme modal est canonique. Ce théoréme est trés intéressant car il fait le lien
entre deux propriétés des systémes supposées équivalentes par les scientifiques. Cependant,
Robert Goldblatt, Ian Hodskinson et Yde Venema ont fourni un exemple de systéme
permettant de prouver que ce n’est pas le cas [7]. Néanmoins, ce théoréme posséde quelques
inconvénients. En effet, I'intérét de prouver qu’un systéme est canonique est de pouvoir
en conclure qu’il est complet. Or, pour appliquer ce théoréme a un systéme, il faut que
celui-ci soit complet vis & vis d’une classe élémentaire de frames. La condition nécessaire
pour appliquer ce théoréme est donc trés contraignante, ¢’est pourquoi il n’est pas souvent
appliqué. L'intérét de ce théoréme est donc purement théorique.

4.1 La logique du premier ordre

Avant de démontrer une série de résultats, nous avons besoin de rappeler quelques
définitions essentielles concernant la logique du premier ordre. En effet, dans les chapitres
précédents, nous avons travaillé avec des langages algébriques. Les langage algébriques sont
ceux sur lesquels nous avons défini nos algébres de Boole, algébres modales et algébres de
pré-contact. Nous allons généraliser ces langages grace a la définition suivante.

Définition 4.1.1. Un langage avec égalité est la donnée
1. d’un ensemble de symboles fonctionnels fi, fo, ... d’arités respectives nq, no, .. .;
2. d’un ensemble de symboles relationnels ry, 7o, ... d’arités respectives n’,nb, .. .;
3. d’un ensemble de symboles constants cy, co, . . ..

Nous noterons un tel langage L.

Remarquons que cette définition précise que nous considérons toujours des langages
qui contiennent ’égalité comme symbole relationnel.

Exemple 4.1.1. Le langage des frames, noté L(R) est le langage ayant un seul symbole
relationnel binaire R.
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La différence majeure est que ce langage dispose d'un ensemble de symboles relation-
nels. En effet, dans les chapitres précédents, nous avons étudié des langages qui ne conte-
naient que des symboles fonctionnels et constants. Définissons maintenant un systéme du
premier ordre.

Définition 4.1.2. Un systéeme du premier ordre K avec égalité est défini par les donnés
suivantes :
1. Les signes primitifs de K sont donnés par
(a) les variables, que nous noterons zy, Za, .. .;
(b) les connecteurs — et = et le quantificateur universel V;
(c) les signes primitifs formant le langage avec égalité £ de K.
2. Les termes sont
(a) les variables 1, xo, .. .;
(b) les constantes ¢y, ca, .. .;

(¢) f(t1,...,tn) o ty,..., t, sont des termes et f un symbole fonctionnel d’arité
n.

3. Les formules sont
(a) t; =ty sity et ty sont des termes;

(b) les formules atomiques r(tq,...,t,) sity,...,t, sont des termes et r un symbole
relationnel d’arité n ;

(c) —p et p = 1 si p et Y sont des formules;
(d) Yz si @ est une formule.
4. Les axiomes sont

(a) la liste des schémas tautologiques Li, Lo et L3 a laquelle on ajoute
L4 :sit est un terme et si aucune occurrence d’une variable de ¢ ne devient
lite dans ¢(x :=1), Vop = p(z :=1);
Ls : si x n’est pas libre dans ¢, Vo(p = ¢) = (¢ = Vay);

(b) les axiomes de l'égalité : si ty,...,t,, t],...,t sont des termes, alors
i. t =1 pour tout terme t;
it =ty =ty =1 ;
i, =ty et ty =13 =1, = l3;

iv. pour tout symbole fonctionnel f d’arité n, si t; =t|,...,t, =1, alors
ftr, .. t) = f(t], .-, t);

v. pour tout symbole relationnel r d’arité n, si t; =t|,...,t, =t/ alors
r(ty, ... ty) =1(ty,...,t).

(c) et une liste d’axiomes spécifiques a K ;

5. Les deux régles d’inférence qui sont les suivantes :
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(a) la régle classique du modus ponens;

(b) la régle de généralisation : .
Vrp

Remarque 4.1.1. Evidemment, comme nous en avons déja fait usage, nous disposons
des signes dérivés et, ou et 3 définis de facon usuelle. Lorsque nous nous donnons une
théorie, nous stipulons simplement le langage £ ainsi que la liste d’axiomes spécifiques.

Exemple 4.1.2. La théorie des groupes a pour langage £ = {.,1,7'} ou . est un sym-
bole fonctionnel binaire, 1 est une constante et ! un symbole fonctionnel unaire. Nous
explicitons la liste d’axiomes dans la suite.

Définition 4.1.3. Soit K une théorie du premier ordre. Nous appellerons équation toute
formule sur K de la forme ¢; = ¢5 ou ¢t et ¢y sont des termes.

Définissons maintenant une structure sur un langage. Nous aurons besoin de ces struc-
tures dans la démonstration du théoréme de Fine-van Benthem.

Définition 4.1.4. Soit £ un langage. Une structure W sur L est déterminée par les
données suivantes :

1. un ensemble W appelé domaine de la structure ;

2. pour chaque symbole fonctionnel f d’arité n, une fonction

™ wr = w

(wr, ..., wy) = Y (wy,. .., wy);
3. pour chaque symbole relationnel r d’arité n, une fonction

w0 W

(wy, ..., wyp) =V (wy, .. wy);

4. pour chaque symbole constant ¢ un élément ¢V de W.
Chaque fV, vV et ¢V est linterprétation du symbole correspondant dans W.
Définition 4.1.5. Soient £ un langage, W une structure sur £ et z,...,x, une liste

de variables. Une interprétation v de cette liste dans W est une liste d’éléments de W
wy, ..., w, tels que

v(xy) = wy,. .., 0(T,) = Wy

Remarque 4.1.2. En réalité, cette définition est similaire & la notion de valuation. En
effet, cette interprétation est une application définie de ’ensemble Var dans la structure
W. Néanmoins, il est important de remarquer que seules les images des variables zy, ..., x,
déterminent 'interprétation v.

On peut étendre cette interprétation & 'ensemble des termes et des formules comme
suit.
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Proposition 4.1.1. Soient L un langage, W une structure sur L, x1,...,x, une liste de
variables et v une interprétation de cette liste dans W.
1. Sit est un terme formé a partir de ces variables x1, ..., x,, interprétation t'V d’un
terme t est définie comme suit :

tz‘jv = U(l’l) ;

W

(a) sit est une variable x;,

(b) sit est une constante c, t}V = c
(c) sitest f(ti,..., tn),

tZV = fW((tII/V)UU t (t’r‘;v)vn)v

ot v; est la restriction de v aux variables de t; pour i =1,... n.

Dans la suite, nous noterons tV Uinterprétation d’un terme t car il n’y aura pas
d’ambiguité quant a l'interprétation considérée.

2. Si p est une formule et si x1,...,x, est la liste des variables ayant une occurrence
libre dans o, on définit 'expression ¢ est satisfait dans W sous l'interprétation v
v

(ie. W = @) de la fagon suivante :

(a) si @ est une formule atomique r(t1,...,t,), W }i o si (V... t"yerV;

(b) si1) est une formule et si @ est de la forme =), alors W )i st W ;é (I

(c) st et O sont des formules et si ¢ est de la forme b = 0, alors W }U: © St
w I;é Y ou W DL 0 ;

(d) si 1 est une formule et si p est de la fomzze Va (x ne figure pas parmi les

v v
variables 1, ..., x,), alors W = ¢ si W =1 pour toute interprétation v’ de
T1,...,T,, T €tendant v.

Définition 4.1.6. Soient £ un langage, W une structure sur £ et ¢ une formule sur le

langage £. La formule ¢ est valide dans W si W = ¢ pour toute interprétation v des
variables libres de ¢

Nous pouvons a présent définir le modéle d’'un systéme du premier ordre.

Définition 4.1.7. Soit K une théorie du premier ordre de langage £. Une structure W
est appelée modele de K si tout axiome de K est valide dans W.

Dans ce chapitre, nous allons jongler entre des structures et des L-algébres. Nous allons
donc rappeler ce qu’est une L-algébre.

Définition 4.1.8. Un langage algébrique est la donné d’un langage avec égalité ne conte-
nant aucun symbole relationnel. Nous noterons également £ un tel langage.

Définition 4.1.9. Soit K une théorie du premier ordre de langage algébrique L£. Une
L-algébre est un modéle de K.
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Dans la suite, nous n’allons considérer que des L-algébres sur un langage algébrique
L. Cependant, pour éviter d’alourdir les notations, nous dirons simplement que nous
prenons des algeébres et nous préciserons le langage uniquement quand cela sera nécessaire.
Ainsi, lorsque nous considérerons une classe d’algébres .7, nous supposerons disposer d’'un
langage algébrique L tel que toute algébre de 7 est une L-algébre.

De la méme maniére, nous ne considérerons que des langages avec égalité et en consé-
quence, nous appellerons ceux-ci des langages. Ainsi, dans la suite, dés que nous consi-
dérerons un langage, nous supposerons qu’il contient au minimum le symbole relationnel

Présentons maintenant une série de définitions et théorémes dont nous aurons besoin
dans la suite. Nous ne démontrerons pas de résultats ici, cependant vous pouvez trouver
ceux-ci dans [1].

Définition 4.1.10. Une classe d’algébres .7 est une variété si elle vérifie les conditions
suivantes.

— Si I est un ensemble d’indices et si A; € 7 pour tout i € I, alors [[A; € 7.
il

— Si A € T et si B est une sous-algébre de A, alors B € 7.

— Si A € 7 et B est une image homomorphe de A, alors B € 7.

Nous dirons dans la suite que .7 est fermé pour H, S, et P.

Nous pouvons prouver que pour montrer qu’une classe d’algébres .7 est une variété, il
suffit de démontrer que 7 est fermé pour H, S, et P (dans cet ordre). De plus, si 7 est
une variété, alors

7 = HSP(T)

Autrement dit, si B € .7, alors B est I'image homomorphe d’une sous algébre d’un produit
d’algébres A; appartenant & .7. La situation se représente comme suit,

B«—AQHAZ-.

i€l

On peut également montrer qu’une intersection de variétés est encore une variété. Nous
pouvons alors introduire la plus petite variété contenant une classe d’algéebres.

Définition 4.1.11. Soit .7 une classe d’algébres. La variété engendrée par 7 est la plus
petite variété contenant les algébres de la classe .7. Nous noterons cette variété Var 7.

Théoréme 4.1.2. (Théoréeme de Tarski)
Si T une classe d’algébres, alors

Var = HSP(9).

Définition 4.1.12. Une classe d’algébres .7 est une classe équationelle s’il existe un
ensemble > d’équations tel que

7 ={B|BE%}.
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Voici un exemple bien connu de classe équationnelle.

Exemple 4.1.3. L’ensemble des groupes G forme une classe équationelle sur le langage
habituel. En effet, si

YS={z.(y2)=(ry)z,vl=olo=xrz ' =12 'o=1}
alors
G = {G|G est une L — algébre et G |= X},
on £L={,1,"1}.
Nous utiliserons énormément la remarque suivante dans la suite.

Remarque 4.1.3. Remarquons que si ¢ est une équation sur un ensemble de variables
Var, alors

1. si I est un ensemble d’indices et si {A;]i € I} est un ensemble d’algébres modales tel
que A; = ¢ pour tout ¢ € I, alors [[A; = . En effet, considérons v une valuation

iel
sur [[A;, alors
i€l

v o Var—>HAi.

el

De plus, si pour tout j € I, on définit application canonique

D HAZ — Aj

iel
(zi)ier — x5,
alors I'application
vj=pjov : Var— A;

est une valuation sur A;. Ainsi, en utilisant I’hypothése, on trouve,

v(p) = (vi(®))ier = (1a,)ier = 1174,

el
et donc le résultat.

2. si B est une sous algébre de 'algébre modale A qui est telle que A |= ¢, alors B = .
En effet, si v est une B valuation, alors

v : Var— BCA,

et v est donc une valuation sur A. Ainsi, v(¢) = 14 par hypothése et puisque
14 = 1p, on peut conclure.
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3. si A est une algébre modale telle que A |= ¢ et B est I'image de A par un homo-
morphisme d’algébres modales h, alors B = ¢. En effet, si v est une B-valuation,
alors, on construit

v Var— A

tel que hov' = v. Cette construction nécessite 'axiome du choix. Puisque v'(¢) = 14,
on trouve

v(p) = h(v'(¢)) = h(la) = 15,
d’ou le résultat.

Le théoréme suivant permet de faire le lien entre les deux objets que nous venons de
définir et nous sera trés utile dans la suite. Nous ne démontrerons pas ce théoréme ici,
cependant, vous pouvez trouver la démonstration dans [1].

Théoréme 4.1.3. (Théoréme de Birkhoff)
Soit une classe d’algebres 7. Alors, T est une variété si et seulement si  est une classe
équationelle.

Ainsi, chaque variété est une classe équationnelle et en particulier, si on considére une
classe d’algébres .7, Var 7 est une classe équationnelle. Remarquons que si on pose

¢q7 = {¢|p est une equation et VB € .7, B = ¢},
alors on trouve
Var  ={B|B = &7 }.

Nous pouvons donner un second exemple que nous étudierons plus en profondeur dans
la suite.

Exemple 4.1.4. Si ¥ est un systéme modal et si on note
Y — M A = {B|B est une algébre modale et B = X},
la classe des Y-algébres alors,
éq(X — MA) = {p|p est une equation et B |=p VB € ¥ — M A}.
En particulier, on a
Var (3 — MA)=HSP(X — MA)={B|BEé(X— MA)}.

Dans la suite, nous noterons Var X la variété des Y-algébres.
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4.2 Préambules

Dans cette section, nous démontrons une série de théorémes qui nous aident a prouver
le théoréme de Fine-van Benthem. Il est important de remarquer que si ¥ est un systéme
modal écrit & partir d’un ensemble dénombrable de variables Var, alors, changer I’ensemble
Var ne change rien. Le théoréme suivant le prouve.

Théoréme 4.2.1. Si B est une algébre et Var un ensemble infini dénombrable de variables
et Var' un ensemble de variables. Soit ¢ une formule sur Var', alors il existe 1) une formule
sur Var tel que

BE¢ & BEY.

Démonstration. Soit ¢ une formule sur Var'. Alors, il existe p},...,p,, € Var tels que

o =P, ..., P

Soient py,...,p, € Var, posons

dj = So(plv cee 7p7l)'

Supposons que B | ¢, autrement dit, ¢ est valide dans B pour toute B-valuation v’
définie sur Var'. Prenons v une B-valuation définie sur Var. Montrons que v(¢) = 1.
Définissons une B-valuation

v : Var— B

telle que v(py) = v'(p),...,v(p,) = v'(p),). Dans ce cas, par hypothése, on a

v(Y) = v(p(p1,- - pn)) = @(v(p1), .. v(pn)) = (W' (p1), ., v'(p,) = V' (p) = 1,

et donc B |= 1. On procéde de la méme maniére pour prouver que la condition est
suffisante. O]

La propriété suivante est la propriété fondamentale de I'algébre de Lindenbaum—Tarski.
Rappelons que chaque fois que l'on considére un systéme modal >, nous lui associons
de maniére implicite 'ensemble de variables que nous appelons Var. En conséquence,
I’algébre modale de Lindenbaum—Tarski By, sera construite sur cet ensemble de variables
Var. Lorsque cette algébre sera construite sur un ensemble Var’, nous noterons By ( Var’).

Proposition 4.2.2. Soient ¥ un systéme modal et B une algébre. St B = X, il existe
Var' un ensemble de variables tel que pour toute B-valuation v : Var' — B, il existe un
homomorphisme surjectif 0 : By,(Var’) — B qui étend v.

Démonstration. Soient X un systéme modal, B une »-algébre et v une B-valuation définie
sur 'ensemble de variables Var. Grace aux régles habituelles, v s’étend & I’ensemble des
propositions Prop en un homomorphisme v. De plus, par définition, 'application vy, est
une valuation sur By et s’étend elle aussi a 'ensemble Prop en un homomorphisme vy,.
On peut alors factoriser v a travers vy, qui n’est rien d’autre que la projection canonique.
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Prop

En effet, on peut définir

v : By =B

par 9(¢*) = v(p). Puisque v est un homomorphisme, © en est un aussi. De plus, cette
définition est indépendante du représentant choisi. En effet, si ¢, € Prop sont tels que
p ~ 1), alors par définition,

Y&

Puisque B une Y-algéebre, en utilisant le théoréme de complétude algébrique des logiques
modales établi dans le chapitre précédant ainsi que le corollaire (3.1.4), on obtient

Shoey = BEepoy = veeod)=1 = v(p) =)
Ainsi, si ¢ ~ 1, alors 9(p*) = 9(¢%).

Gréce au théoréme (4.2.1), nous pouvons remplacer 'ensemble Var par B. De plus, si
on prend v = id, alors puisque v se factorise en vy, 0 ¥ et puisque I'application identité est
surjective, v est également surjective, d’otl le résultat. O

Le corollaire suivant s’obtient grace a I’homomorphisme construit dans la proposition
précédente et au premier théoréme d’isomorphie.

Corollaire 4.2.3. Toute X-algebre peut s’écrire comme le quotient d’une algebre de Lin-
denbaum—Tarski.

Présentons maintenant un critére intéressant pour qu’un systéme modal soit complet.

Théoréme 4.2.4. Soit > un systeme modal. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. X est un systéme modal complet ;

2. Var X est engendré par la classe des Y-algébres complétes et atomiques.

Démonstration. Posons

¥, — CMA = {B|B est une algébre modale compléte et atomique et B = X}.

101



4.2 Préambules

Commengons par montrer que (1) = (2). Montrons que
Var X =Var (¥ —CMA)=HSP(X —-CMA).

Procédons par double inclusion. Commengons par prouver que Var ¥ O HSP(X—CMA).
Si B e HSP(X — CMA), alors B est une image homomorphe d’une sous algébre d’un
produit de Y-algébres A; (i € I) complétes et atomiques (I est un ensemble d’indices).
On peut représenter la situation comme suit,

B« AC HAZ-.
el

11 suffit alors d’utiliser la remarque (4.1.3) pour montrer que B est une -algébre.

Montrons maintenant que Var ¥ C HSP(X — CM A). Procédons par I'absurde. Sup-
posons qu'il existe B € Var X tel que B ¢ HSP(X — CMA). Alors, il existe B une
Y-algebre et ¢ €éq(X — CMA) tel que B [~ ¢. Puisque B |= X et B [~ ¢, par le théo-
réme de complétude algébrique des logiques modales, >t/ . Or, par hypothése, > est un
systéme modal complet, donc

YHe = IWELWEe

Prenons alors un tel frame de Kripke W. Puisque W |= 3, on peut appliquer le théoréme
(3.2.16) et on obtient P(W) = X. En particulier, P(W) € ¥ — CMA et donc P(W) = .
Ainsi, W = ¢. On obtient donc une absurdité et donc 1’égalité désirée.

Montrons maintenant que (2) = (1). Pour montrer que ¥ est complet, il nous suffit de
prouver que

YWESWEe = Sk

Procédons par 'absurde. Supposons qu’il existe ¢ tel que VIW |= S, W = ¢ et ¥ I/ .
Dans ce cas, en utilisant le théoréme (3.2.27), pour toute Y-algébre modale compléte et
atomique B, B |= ¢. Ainsi, ¢ €éq(X — CM A) par définition et grace a notre hypothése,
on trouve

pebqX—CMA)=¢q(Var(X —CMA)) =éq(Var X).

Ainsi, ¢ est valide dans toute Y-algébre. Or, par le théoréme de complétude algébrique
des logiques modales, on a

X/e = dBEYLBFy
On obtient donc une absurdité et donc le résultat. O

Les catégories C M A et CC'A étant isomorphes, on obtient exactement le méme résultat
pour les algébres de pré-contact.

Avant de présenter un critére pour que X soit canonique, nous avons besoin d’un petit
lemme. Précisons que dans la suite lorsque nous considérerons des algébres modales B et C'
et un homomorphisme d’algébres modales surjectif entre celles-ci, nous dirons simplement
que B est I'image homomorphe de C.
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Lemme 4.2.5. Soient B, C deux algébres modales. St B est l'image homomorphe de C
alors B° est l'image homomorphe de C°.

Démonstration. Soient B, C deux algébres modales. Puisque B est 'image homomorphe
de C, il existe f un homomorphisme d’algébres modales surjectif de C' dans B. En appli-
quant le foncteur Ult définit dans la section (1.1.3), on obtient "application

F* 0 U(B) = Ult(C),

qui n’est rien d’autre que lapplication f~!. De plus, puisque f est une application sui-
jective, f* est une application injective. En appliquant ensuite le foncteur d’oubli F,
on obtient I'application f* définie entre deux frames de Kripke. Enfin, en appliquant le
foncteur P, on trouve I'application

f° . PUI(C)) — P(UIt(B)),

qui n’est rien d’autre que I'application (f*)~!. Cette application est surjective puisque
f* est une application injective. Par définition de I’extension canonique d’une algébre
modale, on obtient

e =B,
et on en conclut que B° est I'image homomorphe de C°. O
On peut prouver le lemme suivant de maniére similaire.

Lemme 4.2.6. Soient B,C' deux algébres modales. St B est une sous algébre de C alors
B est une sous algébre de C°.

Démonstration. Si B est une sous algebre de C' alors 'application

1 : B—>C
b — b,

est une application injective entre les deux algébres modales. La suite de la preuve est
similaire & celle présentée en (4.2.5). O

Présentons a présent un critére pour que X soit canonique.

Théoréme 4.2.7. Soit ¥ un systéme modal. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. X est un systeme modal canonique ;
2. B est une Y-algébre ;
3. Var ¥ est canonique c’est & dire que si B € Var ¥ alors B® € Var ¥ ;
4. 51 (X,7) EX alors X EX .
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Démonstration. Commencons par montrer que (1) = (2). Par définition, puisque ¥ est
canonique, Wy, est un X-frame de Kripke. De plus, le dual de Wy, est donné par

P(Wy) = P(Ult(Bs)) = BS.
Puisque Wy, = X, il est clair que B = X.

Montrons maintenant que (2) = (3). Supposons que B = ¥ et prenons B une -
algébre. Remarquons que By, est défini sur 'ensemble Var, tout comme le systéme modal
Y. Mais grace au théoréme (4.2.1), il est clair que si on prend un autre ensemble de
variables pour définir ¥ et By, nous aurons toujours B = ¥. Vu la proposition (4.2.2), il
existe Var' un ensemble de variables tel que pour une B-valuation v : Var' — B, il existe
un homomorphisme surjectif

f : Bs(Var’) — B

qui étend v. Ainsi, B est 'image homomorphe de By (Var’) par Uapplication f. En ap-
pliquant le lemme (4.2.5), on trouve que B° est I'image homomorphe de Byx(Var’)’. Par
hypothése, By (Var’)’ = X et en utilisant la remarque (4.1.3), on en conclut que B° = 3.

Pour prouver que (3) = (4), il suffit d’utiliser les dualités établies précédemment. En
effet, supposons que

BEY = B EY,
et prenons (X, 7) un Y-espace modal. On trouve alors
(X,T)ES = of(X)EY = of(X) 2.
Or, of (X)° = P(Ult(of(X))) est isomorphe a P(X). Ainsi, on obtient,
of( XPEY = PX)EY = XEX,

d’ou la conclusion.

On peut montrer de maniére similaire que (4) = (3). En effet, en supposant que
X, ES = X3,
et en prenant B = 3, on trouve
BEY = (Ult(B), 7)Y = Ult(B) X = PUltB)) E 2.

Puisque P(Ult(B)) = B’, on obtient le résultat.

Afin de conclure la preuve, montrons que (3) = (1). L’algébre de Lindenbaum-Tarski
est un X-algébre, donc en utilisant 1’hypothése et les dualités établies précédemment, on
obtient

By EY = BLEY = AtBY) EX.
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Or, At(B%) = At(P(Ult(Bx))) est isomorphe & Ult(By) = Wy. Ainsi,
AUBL EY = Wy EY,
et donc X est un modéle canonique et ceci cloture la preuve. O

Nous allons maintenant présenter un critére de canonicité pour les systémes complets.
Nous avons pour cela besoin de définir une nouvelle notion. Considérons W un frame
de Kripke muni d’une relation R sur lequel on considére la topologie discrete. En lui
appliquant le foncteur P, on obtient I’algébre modale compléte et atomique P(W') munie
de la relation Og. En particulier, P(W) est une algébre modale, et en lui appliquant le
foncteur Ult, on obtient I'espace modale Ult(P(W)) muni de la topologie dont une base
est donnée par

{rraw)(E)|E € P(W)},
ou
rpw) 2 P(W) = of (UIH(P(W)))
E —{UeUlt(P(W))|U 2 E}.
L’espace modal Ult(P(W)) est muni de la relation Ry, définie comme suit
tRopy & Orr Cy & R(z,—)Cy
pour tout x,y € Ult(P(W)).
Proposition 4.2.8. L’application
u W = Ult(P(W))
w — U, ={EePW)E > w}.
est injective. De plus, u est un homéomorphisme de W dans u(W).

Démonstration. Premiérement, il est clair que cette application est bien définie. En effet,
il est aisé de vérifier que U, est un filtre pour tout w € W. De plus, si E, F' ¢ U,, il est
clair que EU F ¢ U,,. Ainsi, vu la proposition (B.2.5), U,, est un ultrafiltre.

Deuxiémement, cette application est injective car si U,, = U,, en particulier {w} € U,.
Ainsi, {w} 2 v, et donc w = v.

Troisiemement, u est une application continue car W est un espace topologique discret
et une application d'un espace topologique discret dans un espace topologique quelconque
est toujours continue. O

Nous pouvons maintenant définir le nouvel objet dont nous avons besoin.

Définition 4.2.1. Soit W un frame de Kripke. On définit SW = Ult(P(W)) et la topo-
logie 7 dont une base est donnée par

{rran)(E)|E € P(W)}.

Le couple ((8W, ), u) est le compactifié de Stone-Cech de W,
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Evidemment, nous ne détaillerons pas ici la théorie des compactifications car celle-ci
n’est pas utilisée dans ce travail. Nous nous contentons de montrer que la définition donnée
ci dessus fournit bien un compactifié de W.

Proposition 4.2.9. Si W est un frame de Kripke, alors
1. (BW,T) est un espace topologique compact ;
2. Uapplication u est injective et est un homéomorphisme de W dans w(W) ;

3. w(W) est dense dans BW.

Démonstration. L’espace topologique (W, 7) est un espace modal. En particulier, c’est
un espace de Boole. Ainsi, celui-ci est compact.

Vu la proposition (4.2.8), le second point est évident.

Montrons maintenant que u(W) est dense dans SW. Pour cela, montrons que pour
tout U € W, tout voisinage de U rencontre u(W). Soit U € SW et V un voisinage de
U. Alors, par définition, il existe un ouvert de base rp(E) tel que £ € P(W) et

U e ’l”’p(W)(E) c V.

Montrons que rpw(E) rencontre u(W). Puisque U € rpu(E), rpw)(E) # 0. De plus,
puisque 7p(y) est un isomorphisme, E # (). Dans ce cas, il existe w € E et on en tire
que £ € U,. Ainsi, U, € rpw)(E) et on en conclut que uw(W) Nrpwy(E) 3 Uy, d’ou le
résultat. O

Passons maintenant au critére de canonicité pour les systémes complets. Remarquons
que dans ce théoréme, nous considérons le compactifié de Stone-Cech comme un frame de
Kripke.

Théoréme 4.2.10. Soit X un systeme modal complet. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

1. X est un systéme modal canonique ;
2. si B est une algébre modale compléte et atomique telle que B =Y alors B’ | X ;
3. st W k=3 alors pW =X .

Démonstration. Vu le théoréme (4.2.7), il est clair que (1) = (2).

Montrons maintenant que (2) = (3). Supposons que (2) est vrai et prenons W = 3.
Dans ce cas, grace aux dualités établies précédemment et a I’hypothése, on trouve

WES = PW)EYS = PW) X
Par définition, on a P(W)° = P(UIt(P(W))) = P(BW). Ainsi, P(BW) est une S-algébre

compléte et atomique et par dualité on trouve donc SW = .

De la méme maniére, on peut montrer que (3) = (2). En effet, si on suppose que (3)
est vérifié et qu'on prend une algébre modale compléte et atomique B telle que B = X,
on trouve

BEY = At(B) Y = BAB) | %
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Or, BAt(B) = Ult(P(At(B))) est isomorphe au frame de Kripke Ult(B). Ainsi, Ult(B) =
¥ et on peut donc en conclure que P(Ult(B)) | X, d’ou le résultat.

Pour cléturer la démonstration, il nous reste & montrer que (2) = (1). Supposons que
(2) est vérifie. Pour montrer que X est canonique, nous allons utiliser le théoréme (4.2.7).
En effet, il suffit de montrer que

BEY = B EY

pour toute algébre modale. Soit B une Y-algébre. Celle-ci est dans Var X par définition.
De plus, par le théoréme (4.2.4), puisque 3 est un systéme modal complet, Var ¥ est
engendrée par la classe des Y-algébres complétes et atomiques. Autrement dit,

Var $ = HSP(S — CMA).

Ainsi, B € HSP(X—CM A) donc il existe un ensemble d’indices I et une famille { A;|i € I}
de Y-algébres complétes et atomiques telles que B est une image homomorphe d’une sous
algébre A du produit des Y-algébres A;. On peut représenter la situation comme suit,

el
En utilisant les lemmes (4.2.5) et (4.2.6), on obtient
B« A’ C (JJA".
i€l
De plus, en utilisant la remarque (4.1.3), on a
AiES Viel = JJA4ES
el
et donc par hypothése, on obtient
q14) E s
icl
En utilisant de nouveau la remarque (4.1.3), puisque A° est une sous-algébre de ([]A;)°,
iel
A% = ¥. Enfin, en utilisant une derniére fois la remarque (4.1.3) et le fait que B’ est
I'image homomorphe de A%, on trouve

B EZX,

ce qui cloture la preuve. O
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4.3 Le théoréme de Fine-van Benthem

Avant d’établir le théoréme de Fine-van Benthem, nous avons besoin d’introduire
quelques nouvelles notions.

Définition 4.3.1. Soient £ un langage et W et W’ deux structures sur ce langage. On
dit que W et W’ sont élémentairement équivalents si et seulement si pour toute formule
fermée ¢

Wke & Wike
On écrira alors W = W',
Pour rappel, ¢ est une formule fermée si ¢ ne contient pas de variable libre.

Définition 4.3.2. Soit 7 une classe de structures sur un langage £. On dit que 7 est
une classe élémentaire s’il existe un ensemble Y de formules tel que

T = {W|W =5}

Remarque 4.3.1. Si .7 est une classe élémentaire sur un langage £ et si W et W’ sont
deux structures sur ce méme langage telles que W € 7 et W = W/, il est clair que

W'e 7.

Définition 4.3.3. Soit ¥ un systéme modal. On dit que X est complet vis & vis d’une
classe élémentaire de frames si

(WW 5}

est élémentaire sur le langage des frames. Autrement dit, s’il existe un ensemble ¢ de
formules du premier ordre sur le langage L(R) tel que

{WIW |2 5} = {W|W |= ¢}.
Exemple 4.3.1. La logique K4 qui, pour rappel, est égale a la logique
K @ (Op — O0p)

est compléte par rapport a la classe des frames transitifs. En effet, la relation R définie
sur un frame W est transitive si

xRy et yRz = xRz Vx,yeW.

Cette condition peut se traduire, grace a la correspondance de Sahlqvist ! par I'implication
(Op — OOp). Ainsi, la classe des frames transitifs n’est rien d’autre que la classe des
frames qui sont modéles de K4.

Enoncons maintenant le théoréme de Fine-van Benthem.

1. Pour plus d’informations, vous pouvez vous référer a [2]
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Théoréme 4.3.1. (théoréme de Fine-van Benthem)
Si Y est un systeme modal complet vis a vis d’une classe élémentaire de frames alors X
est un systeme modal canonique.

Grace a ce théoréme, nous pouvons rapidement conclure que la logique K4 est cano-
nique.
Pour établir ce théoréme, nous allons nous aider du lemme suivant.

Lemme 4.3.2. Pour toute structure W sur le langage L(R), il existe une structure W
élémentairement équivalente a W sur L(R) pour laquelle il existe un morphisme

f o We =W
de la catégorie KF'.

Démonstration. Considérons le langage L(R) et W une structure sur celui-ci. Afin de bien
distinguer les éléments de W de ceux des structures W que nous allons construire, nous
noterons a, b, . .. les éléments de W et wy, w,, . .. les éléments des structures W™, Soit ¢
un ensemble de formules fermées du premier ordre sur le langage L(R) tel que

¢ = {1 est une formule fermée sur L(R) et W = ¢ }.

Commencons par enrichir le langage £(R). Ajoutons a ce langage Px un symbole rela-
tionnel unaire pour toute partie X de W. L’interprétation du symbole Px est Py = X.
Si t est un terme, nous dirons que

w ’: Px(t) = U(t) e X

pour toute interprétation v de ¢t dans W. Notons L£(R)® le langage enrichi. Nous allons
maintenant enrichir I'ensemble ¢. Posons

o9 = {¢|1) est une formule fermée sur L(R)? et W = ).

Il est clair que ¢ C ¢,

Enrichissons & nouveau le langage £(R)(?). Ajoutons & ce langage un symbole constant
cq pour chaque élément a de W. L’interprétation du symbole constant ¢, est ¢V = a. Nous
obtenons alors un nouveau langage £(R)®F ainsi qu'un nouvel ensemble de formules

¢OF = {1 est une formule fermée sur L(R)OF et W = ).

Nous allons également ajouter d’autres constantes que nous construisons comme suit. Soit
7 un ensemble de formules sur le langage £(R)(®F contenant une variable libre z et tel
que pour tout sous-ensemble fini 7’ C 7, il existe un élément a de W tel que

Vo(z) € ', W E ¢(ca).

On associe & chaque ensemble 7 une constante ¢, que I'on ajoute au langage L(R)©+ et
on obtient donc un nouveau langage £(R)"). On enrichit également I’ensemble ¢+ en
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ajoutant, pour chaque ensemble 7 et pour chaque formule ¢(x) de 7, la formule ¢(c;,).
On obtient donc un nouvel ensemble de formules ¢() sur le langage L£(R)W. Tl est clair
que o1V 2 9O+ 2 60,

Montrons maintenant que ¢ est consistant. Pour cela, utilisons le théoréme de de
compacité?. Considérons ¢; un sous ensemble fini de # et montrons que celui-ci est
consistant. Pour cela, il suffit de prouver que ¢; admet un modeéle vu le theoréme de
complétude de Gidel. Puisque ¢ C ¢, il existe un entier n (éventuellement nul) tel que
les formules

Py Pn

sont les seules formules de ¢(O+ appartennant a ¢¢. Ensuite, il existe un nombre entier
p (éventuellement nul) pour lequel il existe des entiers my,...,m, tels que ¢; contient
uniquement les formules

U1, tmy € {(em)|o(z) € m}

01, Om, € {o(cr,)|p(x) € mp}.

Montrons que W est un modéle de ¢;. Nous devons donc montrer que toute formule de
¢¢ est valide dans WW. Premiérement, par définition de HOF il est clair que

. !/

Passons maintenant aux autres formules. Posons m] = {¢1(z), ..., ¥m, (x)}. Dans ce cas,
7 est un sous ensemble fini de 7. Ainsi, par construction, il existe un élément a de W
tel que

Viyi(z) € m, W = ica).

Il suffit alors de prendre ¢, = ¢,. On effectue le méme raisonnement pour les ensembles
g, ..., Tp. Pour les ensembles 7 ne figurant pas dans 7y, ..., m,, ¢, est une constante arbi-
traire. On obtient donc que W est un modéle de ¢;. On en conclut que »M) est consistant
puisque tout sous ensemble fini de ¢(M) est consistant. Ainsi, ¢(') admet un modéle.

Considérons W) un frame de Kripke qui est un modéle de ¢(!). Nous noterons R la
relation sur W,

Premiérement, W = W® sur £(R). Prenons ¢ une formule fermée sur le langage L(R).
Premiérement, si la formule ¢ est valide dans W alors celle-ci est valide dans W), En
effet, si ¢ est valide dans W, alors par définition de ¢, il est clair que ¢ € ¢. Donc puisque
W est un modeéle de ¢ D ¢, on trouve que ¢ est valide dans W), Deuxiémement, si
la formule ¢ est valide dans W) alors celle-ci est valide dans . Procédons par I’absurde,
supposons que

WO = o et Whe.

2. Vous pouvez retrouver la démonstration de ce théoréme dans [9]
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Dans ce cas, puisque ¢ est une formule fermée, W |= —p. Ainsi, par définition, —p € ¢ et
donc W = —p. Or, W |= . On obtient alors une absurdité et donc le résultat. En
réalité, ce raisonnement est aussi valide si on considére une formule fermée sur le langage

L(R)OF et donc W = WW sur £(R)O+F,

Deuxiémement, W se plonge dans W), En effet, montrons que 'application

c: W—-w

(1)
a —cV

est un homomorphisme injectif. Montrons que cette application est injective. Si a # b
alors

W= c, #

puisque ¢ = a et ¢}’ = b. Ainsi, ¢, # ¢, € ¢OF et on trouve WO |= ¢, # ¢,. Ensuite,

cette application est un homomorphisme. Supposons que aRb, dans ce cas,
W = ¢, Rey

car ¢V = a,c}’ =bet (a,b) € R. Dans ce cas, c,Rey € ¢07F, et donc W |= ¢, Re,. Enfin,
si on suppose que a &b, alors

W = c. Rey
W W

car ¢, = a,c;, = b et (a,b) € R. De la méme maniére que précédemment, on trouve
donc que W = ¢, Rcy. On peut donc en conclure que W se plonge dans W) grace a
'application ¢. Nous venons de prouver que W) est une extension de . Dans la suite,
nous assimilerons donc les éléments de W a des éléments de W) (autrement dit nous

considérerons que W C W) et nous considérerons la relation R") comme une extension

w w@)

de la relation R. Ainsi, nous aurons ¢, =c, ~ pour tout élément a de WW.

Troisiemement, montrons que I'application

foowW - pw
w 0= {X € PW)|WW = Px(x)w]}

est un épimorphisme partiel sur W de la catégorie K F. Précisons que W) = Py (z)[w]
signifie que pour toute intérprétation v telle que v(x) = w, on a

WO £ Py(a).

De plus, par épimorphisme partiel sur W nous voulons dire que f vérifie
1. Domf =WW.
2. Imf =pW;
3. si wy,wy € WW sont tels que w; RMwy, alors f(w;) Ry, f(wa);
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4. pour tout a € W, si u € fW est tel que uRy, f(a) alors il existe w; € WO tel que
wiRWa et f(w;) = u.

Procédons par étapes.

1. Montrons d’abord que cette application est bien définie. Pour cela, nous devons
montrer que w; est un ultrafiltre pour tout w; € WO, Commencons par montrer
que celui-ci est un filtre.

e Premiérement, W € w. En effet, il est clair que
(Va)(Pw (x))

est une formule fermée sur £(R)©) qui est valide dans W. Ainsi, cette formule
est une formule de ¢ et donc

W e (Vo) (Pw(x)).
En particulier, on trouve W = Py ()[w].

e Deuxiémement, si X et Y sont des éléments de w alors X NY est aussi un
élément de w. 11 est évident que

(Vx)(Px(x) et Py(z) = Pxny(x))

est une formule fermé sur £(R)(® qui est valide dans W. Cette formule est
donc valide dans W), En particulier, on a

WW = (Px(z)[w] et Py(z)[w] = Pxry (2)[w]),

et puisque X,Y € @, on trouve W |= Pxny(z)[w] done X NY € .

e Troisitmement, si X est une partie de W et si Y est un élément de @ tel que
Y C X, alors X est un élément de w. Il est clair que si Y C X alors la formule

(V) (Py () = Px(x))
est une formule de ¢(©) et est donc valide dans W), En particulier,
W (Py(2)[w] = Px(x)[w]).

Ainsi puisque Y € @, on en conclut que W) |= Py (z)[w].
Montrons maintenant que @w est un ultrafiltre. Pour cela, il suffit de montrer que
pour toute partie X de W, X € @ ou bien X¢ € w. Supposons que X ¢ w. Alors,

WO B Py(2)lw] = WY =Py (z)[u]
puisque ¢! est consistant. De plus, la formule
(Vx)(=Px(z) = Px<(x))

est une formule de ¢, et celle-ci est donc valide dans W™, Ainsi, vu notre hypo-
thése, on obtient

WW & Pye(a)w].

On peut donc en conclure que 'application f est bien définie.
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2. Nous allons maintenant prouver que f est une application surjective. Soit u € SW.
Si u est un ultrafiltre principal, alors il existe a € W tel que a € X pour tout X € u.
Dans ce cas, on trouve évidemment

W = Px(z)a] VX € u.

On peut en conclure que u = f(a). Si u n’est pas un ultrafiltre principal, alors,
I’ensemble

7 ={Px(x): X € u}

est un ensemble de formules sur le langage £(R)(®) contenant une variable libre
x. Considérons un sous ensemble fini {Px,(z),..., Px,(z)} de {Px(z) : X € u}.
Puisque u est un filtre, X; N ... N X,, € u et comme u est une ultrafiltre, il est clair
que X;N...N X, # 0. Ainsi, il existe a € X; N ... N X, et celui-ci est tel que

w ): PXm...an (Ca)-
Autrement dit,
W Px,(c,) Vie{l,...,n}.

Ainsi, par construction, il existe une constante c, dans le langage £(R)W) tel que
Px(c,) est une formule de ¢* pour tout élément X de u. On en conclut que

WO = Py(2)[c""] VX € u

W(U)

et donc u = f(c

3. Nous devons maintenant montrer que
FIRO (= w)) € Rop(—, f(w)) Ywe W

Soit wy, € W, Prenons w; € WO tel que wy RMw, et montrons que f(w:) Ry, f(ws).
Nous devons donc montrer que Qrf(w1) C f(wz). Si X € f(w;), alors

W = Py(x)[w].
De plus, puisque OrX = R(X,—), la formule
(Vz)(Vy)(Px(z) et Ry = Pox(y))

est valide dans W et est donc est aussi valide dans W, Ainsi, vu nos hypothéses,
on trouve

W = Pox(x)[w],

et on en conclut que OX € f(wy), d’ou le résultat.
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4. Pour finir, prouvons que pour tout a € W, si u € SW est tel que uRy, f(a) alors
il existe w; € WW tel que wi RWa et f(w;) = u. Supposons disposer d'un élément
u € BW tel que uRy, f(a). Puisque 'application f est surjective, il existe w € W1
tel que f(w) = u. De plus, on a

f(w)Ry, f(a) & Orf(w) C f(a) & R(f(w),—) C f(a).
Considérons I'ensemble
m={Px(x)|X € f(w)} U{zRec,}.

de formules sur le langage £(R)©® contenant une variable libre z. Prenons un sous
ensemble fini de 7 de la forme

{Px,(x),...,Px,(z),zRc,} = {Px(x),zRec,}
ou X = X1N...NnX,. Alors, il existe b € W tel que

W = Px, () Yie{l,....,n} et W = ¢,Rc,.
En effet, si un tel élément n’existait pas, alors on aurait

W (3z)(Px (x) A zRc,),
et puisque W = WO sur £(R)©F on trouve,
W(l)J;é(Elx)(PX(x) A zRc,),
Or, la formule
(Vy)(3x : Px(x) NxRy = Pyx(y))

est une formule fermée sur £L(R)© et est valide dans W puisque 0X = R(X, —).
Cette formule est donc une formule de ¢(© et celle-ci est donc valide dans W), En
particulier, on a

w = do: Px(x) ANxRe, = Pyx(ca).
Vu ce qui précéde, on obtient
WWEP, v (c,)

ce qui est absurde puisque Orf(w) C f(a) et X € f(w). Il existe donc une constante
¢, dans le langage £(R)W) telle que

WW = Py(cr) VX € f(w) et WY = ¢, Re,.
Posons w, = CXV(I) e WO et montrons que celui-ci convient. Premiérement, puisque

w = crRey,
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M &y |
alors (¢, Wy € RM et comme ¢! = " on a w; RMa. Deuxiémement, nous

devons montrer que f(w) = f(w;). On a f(w) C f(w), puisque, si X € f(w), alors
WO e Py(er) = W | Pe(a)[e"],

ce qui est équivalent & W) = Py (2)[w], donc X € f(w:). Ensuite, f(w;) C f(w).
En effet, si X € f(w,), alors

WW & Py (z)w].

Supposons que X ¢ f(w), alors X¢ € f(w) C f(wy) puisque c’est un ultrafiltre et
donc

WW = Pye(x)w].

Ainsi, X € f(wy) et X¢ € f(wy), ce qui est absurde puisque f(w;) est un filtre
propre. On en conclut que f(w;) C f(w) et ceci permet de conclure.

Nous avons donc construit une structure W) qui est une extension de W et qui est
élémentairement équivalente a W sur £(R). De plus, nous avons trouvé un épimorphisme
partiel sur W

- wh = sw.

Nous venons en réalité d’expliciter le cas de base de notre récurrence. En effet, nous vou-
lions construire un morphisme de K F' et pour cela, nous allons répéter le raisonnement
que nous venons d’effectuer en construisant (par réccurence) une suite emboitée d’exten-
sions (W™),en de W. Nous allons remplacer W par W™, Ainsi, nous allons obtenir une
structure W+ qui est une extension de W et qui est élémentairement équivalente &
W@ sur £(R). Puisqu’elle est élémentairement équivalente & W™ sur £(R), celle-ci est
aussi élémentairement équivalente & W sur £(R) car W est élémentairement équivalent
a W par hypothése de récurrence. De plus, nous obtiendrons une application

f w5 g

telle que
1. Domf™ =wm,
CImf™ = BW;

2
3. si wy, wy € WM sont tels que w; R™wsy, alors ™ (w;) R, f™ (ws) ;
4

. pour tout w € W=V si u € B est tel que uRy, f™ (w) alors il existe w; € W™
tel que wi R™w et f™(w,) = w.

De plus, application f(™ est une extension de I'application f~1.

Expliquons briévement le passage de la structure W™ & la structure W™+Y_ Notre
hypothése de récurrence est que pour tout m < n, W™ est une extension de W et qui
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est élémentairement équivalente & W sur £(R). De plus, W™ est un modéle de ¢(™ et
nous disposons également d’un épimorphisme partiel

fmo W s gy,

sur W™= Nous allons considérer le langage £(R)™ et lui ajouter un symbole constant
¢ pour chaque élément w de W™ L’interprétation du symbole constant ¢, est V™ = w.

Nous obtenons alors le langage £(R)™* ainsi que 'ensemble de formules
™M = {91 est une formule fermée sur £(R)™+ et W™ =4},

Nous allons également ajouter les constantes c, associées a chaque un ensemble 7 de
formules sur le langage £(R)™ contenant une variable libre o et tel que pour tout sous-
ensemble fini 7' C 7, il existe un élément w de W™ tel que

Vo(z) € 7/, WM = o(cy).

On enrichit également ’ensemble ¢(™ en ajoutant la formule ¢(cr) pour chaque ensemble
7 et pour chaque formule ¢(x) de m. On obtient donc un nouvel ensemble de formules
¢+ sur le nouveau langage £(R)™ Y. 1l est clair que ¢+ D ¢,

Pour montrer que ¢t est consistant, nous procédons de la méme maniére que pour le
cas de base. Nous considérons un ensemble fini de formules inclus dans ¢+ et nous mon-
trons que W™ en est un modéle. Cet ensemble fini contient un nombre fini de formules
de ¢™ et celles-ci sont valides dans W car celui-ci est un modéle de ¢™ par hypo-
thése de récurrence. Ensuite, il suffit d’effectuer le méme raisonnement que dans le cas
de base puisque la construction de I'ensemble ¢(™*1) est identique & celle de 'ensemble ¢,

Nous pouvons alors considérer W+ un frame de Kripke qui est un modéle de ¢ +1).
Nous noterons RV 1a relation sur W™+,

Pour montrer que W™ = W+ sur £(R), on procéde de la méme maniére puisque
¢ C ¢(n+1) )

La structure W™ se plonge dans W1 grace a I’application

AL D
w e W

qui est un homomorphisme injectif. La démonstration est similaire a celle effectuée dans
le cas de base. I1 suffit de remplacer W par W™, WO par W+ et ¢(OF par ¢+ pour
obtenir le résultat.

Remarquons que si nous montrons qu’une formule fermée ¢ est une formule sur £(R)©

valide dans W, alors, celle-ci sera également valide dans W+  En effet, si ¢ est une
formule fermée sur £(R)® valide dans W alors, par définition, ¢ est une formule de ¢®.
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Et donc, puisque ¢© C ¢ et que WD) est un modéle de ¢V, ¢ v est valide.
Grace a cette remarque laffirmation suivante est évidente.

L’application

f(n+1) :W(n—i-l) _>6W
w =0 ={X e PW)WrD = Py(z)[w]}

est un épimorphisme partiel sur W™ de la catégorie K F.

Maintenant que nous avons effectué cette construction, posons

We = uwm,

neN

Cette structure est une extension des structures W définies précédemment. Montrons
que 'application

oW o AW
w D= {X € P(W)|W* k= Py(z)[w]}

est un morphisme de K F. Cette application est une extension des applications f définies
précédemment.

1. Cette application est bien définie car si w € W, alors il existe n € N tel que
w e W™, Ainsi, f*(w) = f™(w). On en conclut que f> est bien défini.

2. Cette application est surjective puisqu’elle n’est rien d’autre que ’extension d’ap-
plications surjectives, vu ce qui précéde.

3. Si wy,wy € W™ sont tels que wy R®w,, alors il existe m,n € N tels que wy € W™
et wy € W™, Ainsi, si m < n, alors wy,w, € W™ et donc vu ce qui précede
f(n)(uh)RoRf(n) (ws). De plus, puisque f>(w;) = ™ (wy) et f>(wz) = f) (wy), on
obtient f*°(wy)Re, f>(w2). On procéde de la méme maniére si n < m.

4. Pour terminer, remarquons que si w € W alors il existe n € N tel que w € W™
et f®(w) = f™(w). Dans ce cas, si u € W est tel que uRy, f®(w) alors, vu ce
qui précéde, il existe w; € W™D tel que wy R w et f"V)(w;) = u. Puisque

W(n+1) C WOO,

et que R™® est une extension de RV, nous avons trouvé un w; € W tel que
wi R®w et f>°(wy) = u.

Nous avons donc trouvé le morphisme de K F' qui convenait et ceci conclut la preuve.
]

Démontrons maintenant le théoréme de Fine-van Benthem.
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Démonstration. Soit X un systéme modal complet vis a vis d’une classe élémentaire de
frames. Par définition, il existe un ensemble ¢ de formules du premier ordre sur le langage
L(R) tel que

{(WW =X} = {W|W |= ¢}.

Vu le théoréme (4.2.10), pour montrer que 3 est un systéme modal canonique, il suffit de
montrer que

WEY=WEXE

pour tout frame de Kripke W. Prenons W |= 3, par hypothése, W = ¢ et donc vu le
lemme (4.3.2), il existe un frame de Kripke W’ tel que W = W' et il existe un morphisme
surjectif

oW = BW

de la catégorie KF. Ainsi, puisque W = W' et W = ¢ et donc W’ |= ¢. De plus, vu la
remarque (4.1.3), W = ¢ puisque W’ = ¢ et S est I'image homomorphe de W’. Par
hypothése, SV |= ¥ et on obtient donc le résultat. ]
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Conclusion

Nous posions, a 'entame de ce mémoire, la question suivante : Existe-il des similitudes
entre les algébres modales et les algébres de contact ? Nous pouvons a présent y appor-
ter un fragment de réponse. En effet, nous avons établi que le dual topologique d’une
algébre modale est un espace modal et celui d’une algébre de pré-contact est un espace
de pré-contact. N’oublions pas que ces classes d’espaces ne sont pas identiques puisque
les espaces modaux sont des espaces de pré-contact alors que la réciproque est fausse.

En revanche, nous avons pu constaté que les duaux non topologiques sont, quant a eux,
identiques. En effet, le dual d’une algébre modale compléte et atomique est un frame de
Kripke, tout comme celui d’une algébre de pré-contact compléte et atomique. Grace a ce
résultat, nous avons pu définir 'extension canonique d’une algébre de pré-contact qui est
une algébre modale compléte et atomique.

Cette nouvelle notion nous a permis de définir une valuation sur une algébre de pré-
contact et, de ce fait, de considérer des modéles algébriques de pré-contact. Grace a
ceux-ci, nous avons pu établir un nouveau théoréme de complétude pour les algébres de
pré-contact nous apportant un plus large choix de modéles a considérer : les modéles algé-
briques de pré-contact. Nous avons également établi le théoréme de complétude dans les
espaces de pré-contact. Nous pouvons donc en conclure que les théorémes de complétude
peuvent étre traduits en termes d’algébres de pré-contact.

Nous avons ensuite démontré le théoréme de Fine-Van Benthem, mais nous n’avons
malheureusement pas établi de version pour les algébres de pré-contact. Nous n’avons pas
non plus réussi a traduire chaque résultat en termes d’algébres de pré-contact. Cependant,
plusieurs pistes peuvent étre envisagées. Donnons ici quelques exemples.

Premiérement, dans ce mémoire, nous avons énormément abordé la notion de systéme
modal canonique. Nous avons notamment prouvé qu’'un systéme modal ¥ était canonique
si et seulement si, pour toute X-algébre modale B, I'extension canonique de B était une
Y-algeébre. Nous pourrions alors imaginer une canonicité pour les algeébres de pré-contact
consistant a considérer qu'un systéme modal Y est canonique pour les algeébres de pré-
contact si et seulement si pour toute Y-algébre de pré-contact B, B’ est une Y-algébre.

Deuxiémement, grace a cette nouvelle extension de la canonicité, nous pourrions es-

sayer de traduire en termes d’algébres de pré-contact les différents résultats obtenus dans
les algébres modales. Nous pourrions notamment traduire le théoréme de Fine-Van Ben-
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Conclusion

them en termes d’algébres de pré-contact. Celui-ci s’énoncerait comme suit : Si ¥ est un
systéme modal complet vis a vis d’une classe élémentaire de frames alors X est un systéme
modal canonique pour les algébres de pré-contact. Nous pourrions alors nous demander
si ce résultat est vrai et établir une méthode pour le démontrer.

Troisiémement, les formules de Sahlqvist permettent de traduire des formules modales
en termes de propriétés de la relation d’accessibilité. Nous pourrions alors nous demander
s’il est possible de traduire des formules dans les algébres de pré-contact, autrement dit,
des formules construites a l'aide des relations 1, € et <. Est-il possible d’obtenir un
théoréeme de Sahlqvist pour les algébres de pré-contact ? Nous pourrions méme chercher
une théorie de la correspondance pour les algébres de pré-contact.
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Annexe A

Théorie des catégories

Nous donnons ici les définitions concernant la théorie des catégories nécessaires a la
compréhension de ce mémoire !

A.1 Introduction

Définition A.1.1. Une catégorie est une classe A d’objets munie d’'une classe M de
morphismes qui est une union disjointe de la forme

M= U Mor(A,B)

A,BeA

ot Mor(A, B) est 'ensemble des morphismes de A vers B pour tous A, B € A. De plus,
les morphismes doivent vérifier la loi de composition : pour tous A, B, C € A,

o: Mor(B,C) x Mor(A,B) — Mor(A,C)
(9,f) —gof

tel que

1. Cette opération est associative : ho (go f) = (hog) o f lorsque ces compositions
ont un sens

2. Cette opération admet un neutre : VA € A, Jidy € Mor(A,A) :idyo f = f et
goidy = g lorsque les compositions ont un sens.

L’ensemble des catégories peut également étre vu comme une catégorie dont les objets
sont les catégories et dont les morphismes sont les foncteurs contravariants. Définissons
cette notion.

Définition A.1.2. Soient A et B deux catégories. Une application
F:A—-B

est un foncteur contravariant si

1. Le lecteur interressé peut se référer a [12] et [10].

121



A.2 Catégories dualement équivalentes

1. F(A)e B VAe€ A,

2. pour tous A, A’ € A et pour tout morphisme f : A — A’ F(f) est un morphisme
de B de F(A’) dans F'(A),

3. F(fog)=F(g)o F(f) pour tous morphismes f, g composables,
4. F(ida) = idp(a).

A.2 Catégories dualement équivalentes

Définition A.2.1. Deux catégories A et B sont dualement équivalentes s’il existe des
foncteurs contravariants F' : A — Bet G : B — A tels que, pour tout A € Aet B € B,
il existe des isomorphismes 14 et cp rendant les diagrammes suivants commutatifs pour
tous morphismes f : A— A'etp : B— B

na €B

A GF(A) B FG(B)
f GF(f) @ FG(p)
A —" G B — P . pa(B)
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Annexe B

Les algébres de Boole

Etablissons la dualité entre les algébres de Boole et les espaces de Boole.

B.1 Définitions

Avant de définir la dualité pour les algébres de Boole, nous avons besoin de rappeler
quelques définitions.

Définition B.1.1. Une algébre de Boole est un ensemble ordonné non vide B muni de
deux opérations binaires (V et A) et d’une opération unaire (°) vérifiant

1. V{a,b} et N{a,b} existent Va,b € B;

2. aV(bAc)=(aVb) A(aVec)

aN(bVec)=(anb)V(aNc);

3. VB=1et AB =0 (ie. B est borné);

4. Ya € B,dbe€ Btel queaVb=1et aAb=0 (ie. B est complémenté).
Exemple B.1.1. Soit X un ensemble, alors P(X) est une algébre de Boole. Nous écrirons
P(X) = (P(X),U,N, &, X,°). On peut aussi donner ’exemple de I’algébre de Boole 2 qui
est I'algebre de Boole P(X) ou X = {z} (dans ce cas, P(X) = {0,z} et celle-ci est
appelée 'algébre de Boole a deux éléments).

Remarque B.1.1. Dans la suite, pour tout élément a € B, on notera a® son complémen-
taire dans B.

Définition B.1.2. Une algébre de Boole B est compléte si pour toute partie £ C B, VE
et AE existent.

Exemple B.1.2. Soit X un ensemble, alors, il est clair que P(X) est une algébre de
Boole compléte.

Définition B.1.3. Un homomorphisme d’algébres de Boole d’une algébre de Boole B;
dans une algébre de Boole B, est une application

f . Bl%BQ

qui respecte V, A\, 0 et 1. Autrement dit, f est telle que pour tout a,b € By, on a
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B.1 Définitions

— flavb)=fla)V f(b);
— flanb) = fla) A f(b);
— J(a%) = (f(a))";

— f(0

Si f est bijectif, alors f est un isomorphisme d’algébres de Boole.

Définition B.1.4. Soient (P, <p) et (@), <) deux ensembles ordonnés. Un isomorphisme
d’ordres est une application f: P — () qui est bijective et telle que pour tous z,y € P,
r <py siet seulement si f(z) <g f(y).

Soient (P, <) un ensemble ordonné, FE une partie de P et x un élément de P. Dans la
suite, nous noterons

Et:={feP|JecEtelque f>e} et azt:={yecP|y>ax}

Définition B.1.5. La catégorie des algébres de Boole, notée AB, est la catégorie dont les
objets sont les algeébres de Boole et les morphismes sont les homomorphismes d’algébres
de Boole.

Définition B.1.6. Soit B une algébre de Boole. Un idéal de B est une partie I de B
telle que

— 0el;
— 1V j €I pour tous 7,5 € 7;
— pour tout a € B, i € [ tels que a <i,on aa € I.
Un filtre de B est une partie I’ de B telle que
— leF,
— fAgé€ F pour tous f,g € F;
— pourtouta € B, f € F telsquea > f,onaa€ F.
Un filtre propre de B est un filtre différent de B, de fagon équivalente, il s’agit d’un

filtre qui ne contient pas 0. Un filtre maximal, aussi appelé ultrafiltre, est un filtre propre
maximal pour l'inclusion. On note Ult(B) 'ensemble des ultrafiltres de B.

Remarque B.1.2. Si f: B’ — B est un homomorphisme d’algébre de Boole, si x est un
ultrafiltre de B et si 2’ est un ultrafiltre de B’, on a

@) =2 &z 2 f(@).

En effet, si f~'(z) = 2/, alors f(2') = f(f~(z)) C z. D’autre part, si x O f(2'), alors
[ Hx) 2 f7Hf(2) 2 2’ et done f~(z) = 2’ car 2’ est un ultrafiltre.

Définition B.1.7. Un espace topologique est un espace de Boole s’il est séparé, compact
et s’il admet une base d’ouverts fermés.
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B.2 Propriétés

Définition B.1.8. La catégorie des espaces de Boole, notée E B, est la catégorie dont les
objets sont les espaces de Boole et les morphismes sont les applications continues ¢ entre
espaces de Boole.

Définition B.1.9. Soit B une algébre de Boole. On définit 'application rg comme suit,

rg . B — PUI(B))
b — {PeUl(B)|P > b}

Définition B.1.10. Soit B une algebre de Boole. On définit I'espace topologique associé
a B, Ult(B), comme ’ensemble des ultrafiltres de B et dont une base de la topologie est

{rg(b)|b € B}.

On appelle Ult(B) 'espace dual de B.

B.2 Propriétés

Nous présentons dans cette section quelques propriétés qui nous sont utiles pour cer-
taines démonstrations de ce travail.

Proposition B.2.1. Soient B une algébre de Boole et b,c € B. On a l’équivalence sui-
vante

b<c & bAC=0 & °'Ve=1.
Démonstration. Nous allons montrer que
b<c & bAC =0,

la seconde biimplication n’est qu'un passage au complémentaire. Commencons par mon-
trer la premiére implication. Soient b, c € B tels que b < ¢. Dans ce cas, on a

bACCE <cAc=0.
Supposons maintenant que b A ¢ = 0. On obtient
b=bA1=bA(cV)=(bAc)V(bAE)=bAc<ec.
O

Remarque B.2.1. Soient B une algébre de Boole et b € B. Si b < b¢ alors b = 0. En
effet, si b < 0, alors 0 = b A b° = b, d’ou le résultat.

Proposition B.2.2. (Lois de Morgan). Soient B une algébre de Boole et a,b € B, on a

(@nb)*=aVb et (aVb)=a"Nb°
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B.2 Propriétés

Démonstration. On a
(@Vb)V(a“Ab)=(aVbVa)A(aVbVD)=(1VbA(a°V])=1A1=1
et
(@VO)A(a“N)=(aNa®ANb)V (BAa®AND) = (0AD)V (a®AN0)=0V0=0.

On obtient donc que (a V b)° = a® A b°. On en tire que (a®V b)° = a A b et donc
(a A b)e=a Ve O

Proposition B.2.3. Soient B, et By deuzx algébres de Boole et f : By — By une
application. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est un homomorphisme d’algébres de Boole ;
2. f respecte N\ et ©;
3. f respecte \V et “.

Démonstration. 11 est évident que 1 = 2 par définition d’'un homomorphisme d’algébres
de Boole. Vu les lois de Morgan (B.2.2), il est également clair que 2 = 3.

Montrons maintenant que 3 = 1. Puisque f respecte V et ¢, f respecte également A
vu les lois de Morgan (B.2.2). De plus, on a

f0) = fONT) = f(0) A f(1) = £(0) A F(09) = f(0) A (f(0))C =0.

On a également

fA)=fAV0)=f(1)V f0)=f)AFA)=FA)A(f(1) =1
ce qui permet de conclure. O

Proposition B.2.4. Soient By, By des algébres de Boole et f : By — Bs. L’application f
est un isomorphisme d’algébres de Boole si et seulement si f est un isomorphisme d’ordres
entre algébres de Boole.

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire. Supposons que f est un iso-
morphisme d’algébres de Boole. Dans ce cas, par définition, f est une bijection. Il reste
a montrer que a,b € By, a < b si et seulement si f(a) < f(b). Soient a,b € Bj tels que
a < b. Alors aAb = a et par hypothése f(a) A f(b) = f(a) et donc f(a) < f(b). Supposons
maintenant que f(a) < f(b). Dans ce cas, f(a) A f(b) = f(a) et donc par hypothése
flaAb) = f(a). Dés lors a A b = a puisque f est injective, et a < b d’ou le résultat.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Supposons que f est un isomor-
phisme d’ordres entre algébres de Boole. Par définition, f est bijectif et il est clair que
f(1) =1et f(0) = 0. Il nous reste & montrer que f respecte V, A et . Commencons par
montrer que f respecte V. Soient a,b € B,onaa <aVbetb<aVb On obtient, grace
a I'hypothése,

fla) < flavb)et f(b) < flaVvb) = fla)V f(b) < flaVD).
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B.2 Propriétés

Ainsi, f(a V b) est un majorant de {f(a), f(b)}. Montrons que c’est le plus petit des
majorant de {f(a), f(b)}. Soit z, un majorant de {f(a), f(b)}. Puisque f est surjectif, il
existe ¢ € By tel que f(c) = z. On obtient alors

fla) < f(e) et f(b) < f(c)=a<cetb<c.

Ainsi a Vb < c et donc f(aVb) < f(c). On en conclut que f(aV b) = f(a)V f(b). On
procéde de facon similaire pour montrer que f respecte A. Montrons maintenant que f
respecte ©. Soit @ € B, montrons que

fla) v f(a®) = Let f(a) A fla®) =0,

et on aura alors (f(a))¢ = f(a®). Nous avons déja montré que f respecte V et A et est tel
que f(1)=1et f(0) =0. Alors

fla)V f(a) = flaVva®) = f(1) =1et f(a) A f(a®) = flana®) = f(0)=0.
D’ou le résultat. O
Proposition B.2.5. Soient B une algébre de Boole et F un filtre propre de B. Les
assertions sutvantes sont équivalentes :
1. F est un ultrafiltre ;
2. a,b ¢ F = aVb¢F pour tous a,b € B (B\ F est donc un fermé pour les sup
finie) ;

3. pour touta € B, onaa € F oua® € F.

Proposition B.2.6. Soient A et B deuz algebres de Boole et soit F un filtre de B. Soit
f:A—B

un homomorphisme d’algebres de Boole. Alors f~Y(F) est un filtre de A. De plus, si F
est un ultrafiltre de B, alors f~1(F) est un ultrafiltre de A.

Démonstration. Montrons que f~1(F) est un filtre de A :
1. f(1) =1 € F puisque F est un filtre. Ainsi, 1 € f~1(F).
2. Si f,g € f7YF), alors, f(f), f(g) € F. Puisque F est un filtre, f(f) A f(g) € F,
donc f(f Ag) € F. Ainsi, f Ag e f7HF).
3.Sia€ A, fe fYF)tels que a > f alors f(a) > f(f). On a f(f) € F et comme F
est un filtre, f(a) € F. Donc a € f~(F).

Remarquons d’abord que si I est un filtre propre, alors f~!(F) I’est également. Sinon,
0 € f71(F) et donc, 0 = f(0) € F, ce qui est absurde car F est propre. Montrons
maintenant que si F' est un ultrafiltre, f~*(F) I'est également. Montrons que f~1(F) est
maximal. Prenons a € A et supposons que a ¢ f~1(F). Alors f(a) ¢ F et vu la proposition
(B.2.5), (f(a))® € F. Donc (f(a))® = f(a®) € F, et enfin, a® € F' donc F est un ultrafiltre
vu la proposition (B.2.5). O

La preuve de la proposition suivante se fait de fagon analogue.
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B.2 Propriétés

Proposition B.2.7. Soient A et B deux algébres de Boole et soit I un idéal de B. Soit
f:A—B

un homomorphisme d’algébres de Boole. Alors f~Y(I) est un idéal de A. De plus, si I est
un idéal mazimal de B, alors f~1(I) est un idéal mazimal de A.

Théoréme B.2.8. (Théoréme de séparation de Stone) Si I est un idéal et si F' est un
filtre alors, il existe x € Ult(B), x D F, x N1 =0 si et seulement si I N F = ().

Proposition B.2.9. Soient B une algébre de Boole et a,b € B. On a
1. rg(a)Urp(b) =rpg(aVb);
2. rg(a)Nre(b) =rglaND);
3. rp(d) = Xp\rp(a);
4. r(0)=0;
5. rp(l) = Xp.

L’application rg est donc un homomorphisme d’algébres de Boole.
Remarque B.2.2. On remarque alors que si B est une algébre de Boole,
{rg(b)|b € B}.

est une base d’ouverts fermés de Ult(B) puisque, si b € B, alors comme r5(b) = Ult(B) \
rg(t’), re(b) est un fermé. De plus, 'espace topologique Ult(B) est compact et séparé.
On en conclut que Ult(B) est un espace de Boole.

Proposition B.2.10. Prenons X un espace de Boole et notons of (X) l'ensemble des
ouverts fermés de X. L’ensemble of (X) est une algébre de Boole.

Démonstration. 1l est clair que pour tout O,U € of(X), on a
ONU=0nNnU, OVU=0UU e O =X\O.

Puisque N et U sont distributifs, on a bien la distributivité. De plus, of(X) est borné par
0 et X, donc of (X) est bien une algeébre de Boole. O

B.2.1 Espace dual d’une algébre de Boole

Définition B.2.1. L’application Ult est définie comme 'application qui & une algébre de
Boole B associe I'espace topologique Ult(B) et qui & un homomorphisme

f: B =B
d’algebres de Boole associe Ult(f) = f~1.

Proposition B.2.11. L’application Ult est un foncteur contravariant de la catégorie AB
dans la catégorie EB.
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B.2 Propriétés

Définition B.2.2. L’application of(X) est définie comme 'application qui & un espace
de Boole X associe I’algébre de Boole of(X) et qui a une application continue

6 X = X'
entre deux espaces de Boole associe of(¢) = ¢~ L.

Proposition B.2.12. L’application of est un foncteur contravariant de la catégorie EB
dans la catégorie AB.

Proposition B.2.13. (AC). Soit B une algébre de Boole. Alors U'application

rg : B— of(Xp)
b— TB(b)
est un wsomorphisme d’algébres de Boole.

Proposition B.2.14. Soient B une algébre de Boole et a,b € B. On a
rg(a) Cre(b) < a<b.

Démonstration. Supposons que rz(a) C rp(b). Puisque g est un homomorphisme, rp(a)U
rg(b) = rp(a V b). De plus, vu notre hypothése, rg(a) U rg(b) = rp(b). Ainsi, r5(b) =
rg(aV b) et comme rg est un isomorphisme, b = a V b et donc a < b.

Supposons maintenant que a < b. Dans ce cas, si P € Ult(B) est tel que P 3 a, alors,
par définition d’un filtre, P 5 B, d’ou la conclusion. O

Proposition B.2.15. Soit X un espace de Boole. Alors ’application

ex X = Ultlof (X))
r—ex(x) ={0 € of(X)|O > x}
est un wsomorphisme d’espaces de Boole, autrement dit, une bijection continue.

Proposition B.2.16. Soient B et B’ deux algébres de Boole et f : B — B’ un homo-
morphisme d’algébres de Boole. Le diagramme suivant est commutatif.

B of (UltB)
f of (ULL(f))
B s of (UItB)

Proposition B.2.17. Soient X et X' deux espaces de Boole et ¢ : X — X' un homo-
morphisme d’espaces de Boole. Le diagramme suivant est commutatif.
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B.2 Propriétés

X —X L Ult(of (X))
¢ k Ult(of(¢))
X —X L Ut f(X)

Toutes ces propositions nous permettent d’obtenir I’équivalence duale.

Théoréme B.2.18. Les foncteurs contravariants Ult et of établissent une équivalence
duale entre la catégorie AB et la catégorie EB.
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