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Introduction

L'étude de la logique modale et des théorèmes de complétude qui en résultent intéresse
les mathématiciens mais aussi les philosophes depuis de nombreuses années. Ce domaine
est vaste et les publications y sont nombreuses. La logique modale est en quelque sorte
l'étude de la possibilité et de la nécessité sous toutes ses formes : elle étudie les auxi-
liaires modaux permettant de modi�er la vérité d'une proposition selon les circonstances
dans lesquelles celle-ci est évaluée. Les algèbres de contact (telles que dé�nies dans ce
mémoire) sont quant à elles une modélisation de la conception de l'espace et du temps
due à Whitehead au début du vingtième siècle. Elle sert de base au raisonnement infor-
matique sur les régions [15]. A priori, l'étude de la logique modale et l'étude de l'espace
et des régions ne semblent pas liées. Pourtant, il s'avère que lorsque nous appliquons la
dualité de Stone [16] aux algèbres modales et aux algèbres de contact, nous obtenons des
espaces analogues, à savoir des espaces de Boole munis d'une relation fermée. Dès lors,
nous tentons de répondre aux questions suivantes. Existe-il d'autres similitudes entre les
algèbres modales et les algèbres de contact ? Est-il possible de traduire certains théorèmes
de la logique modale en terme d'algèbres de pré-contact ?

Dans ce travail, nous commençons par établir une base solide concernant le dualité
(topologique ou non) entre les algèbres modales et les espaces modaux ainsi que la dualité
entre les algèbres de pré-contact et les espaces de pré-contact. Nous étudions ensuite les
di�érents théorèmes de complétude s'appliquant aux algèbres modales et nous transposons
ceux-ci aux algèbres de pré-contact. En�n, nous établissons le théorème de Fine-Van Ben-
them. Notre but premier était de nous confronter à des démonstrations inédites en tentant
de transposer des théorèmes bien connus des algèbres modales aux algèbres de pré-contact.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres et de deux annexes. Dans le premier cha-
pitre, nous rappelons les notions concernant la théorie des algèbres modales ainsi que la
théorie des algèbres de pré-contact qui sont essentielles à la compréhension de ce travail.
Nous établissons la dualité entre les algèbres modales et les espaces de Boole munis d'une
relation binaire fermée telle que l'image d'un ouvert fermé est un ouvert fermé, appelés
espaces modaux. Nous travaillons ensuite sur la dualité entre les algèbres de pré-contact
et les espaces de Boole munis d'une relation binaire fermée, appelés espaces de pré-contact.

Dans le deuxième chapitre, nous travaillons sur les dualités non topologiques. Nous
commençons par considérer des algèbres de Boole complètes et atomiques et nous établis-
sons la dualité entre celles-ci et les ensembles. Nous passons ensuite aux algèbres modales
complètes et atomiques. Nous e�ectuons le même travail que dans le premier chapitre mais
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Introduction

nous restreignons l'ensemble de départ aux algèbres modales complètes et atomiques. Nous
établissons la dualité entre celles-ci et les ensembles munis d'une relation binaire, appelés
frames de Kripke. En�n, nous étudions les algèbres de pré-contact complètes et atomiques.
Plutôt que d'e�ectuer le même travail que dans le premier chapitre, nous montrons qu'il
existe un isomorphisme de catégories entre les algèbres modales complètes et atomiques et
les algèbres de pré-contact complètes et atomiques. Cet isomorphisme permet de conclure
sur la dualité entre les algèbres de pré-contact complètes et atomiques et les frames de
Kripke.

Le troisième chapitre est consacré aux théorèmes de complétude. Nous commençons par
nous intéresser à la logique modale et au théorème de complétude algébrique des logiques
modales. Nous transposons ensuite ce résultat au dual topologique des algèbres modales et
nous obtenons le théorème de complétude dans les espaces modaux. Nous le transposons
également au dual non topologique des algèbres modales et nous obtenons le théorème de
complétude dans les frames de Kripke. Ce dernier nécessite une hypothèse supplémentaire
essentielle qui est que le système modal considéré doit être complet. Nous étudions cette
notion plus en détails dans le chapitre quatre. Nous nous demandons subséquemment ce
qu'il adviendrait de ces théorèmes dans les algèbres et les espaces de pré-contact. Nous
établissons alors un théorème de complétude pour les algèbres de pré-contact ainsi qu'un
théorème de complétude dans les espaces de pré-contact. Ces nouveaux théorèmes nous
o�re plus de latitude puisqu'il existe plus d'algèbres de pré-contact que d'algèbres modales.

Dans le dernier chapitre, nous penchons sur un autre théorème, établi par Kit Fine en
1975, stipulant que si un système modal est complet vis à vis d'une classe élémentaire de
frames alors ce système modal est canonique [5]. La preuve de ce théorème fut développée
par Johan van Benthem la même année [17]. A�n d'établir ce théorème, nous rappelons
d'abord quelques notions de la logique du premier ordre. Ensuite, nous établissons une
série de critères essentiels pour le démonstration du théorème de Fine-Van Benthem et
nous introduisons le compacti�é de Stone-�ech d'un frame de Kripke. Nous présentons un
critère pour qu'un système modal soit complet, un autre pour qu'un système modal soit
canonique et en�n un critère de canonicité pour les systèmes complets. Pour terminer,
nous présentons la démonstration du théorème de Fine-Van Benthem qui est basée sur
l'élaboration d'un lemme attestant, pour toute structure d'un langage, l'existence d'un
morphisme entre une structure élémentairement équivalente à la première et son compac-
ti�é de Stone-�ech.

Nous proposons ensuite une série de questions qui permettraient de prolonger ce mé-
moire.

Nous terminons ce travail par deux annexes. La première concerne la théorie des caté-
gories et rappelle les rudiments de cette théorie, essentiels à la compréhension de ce travail.
La seconde concerne les algèbres de Boole et la dualité de Stone, dualité dont nous nous
servons pour établir la dualité entre les algèbres modales et les espaces modaux.
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Chapitre 1

Les protagonistes

1.1 Les algèbres modales

Les algèbres modales sont des algèbres de Boole munies d'une relation unaire. Ces
algèbres nous fournissent dans la suite des modèles de la logique modale que nous étudions
dans le chapitre 3. Nous donnons également dans le chapitre 3 un exemple bien connu
d'algèbre modale, l'algèbre de Lindenbaum�Tarski. La dualité que nous établissons nous
permet de passer aisément du théorème de complétude algébrique des logiques modales
au théorème de complétude dans les espaces modaux.

1.1.1 Introduction aux algèbres modales et aux espaces modaux

Dans cette partie, nous dé�nissons les notions d'algèbre modale et d'espace modal mais
également les catégories associées à celles-ci dont nous aurons besoin dans la suite.

Dé�nition 1.1.1. Une algèbre modale est une algèbre (B,♦) = (B,∨,∧, 0, 1,c ,♦) où B
est une algèbre de Boole et ♦ une opération unaire satisfaisant aux axiomes suivants :

1. ♦(a ∨ b) = ♦a ∨ ♦b ;
2. ♦0 = 0

pour tous a, b ∈ B.

Remarque 1.1.1. Dans la suite, nous adopterons la notation B pour une algèbre mo-
dale a�n de ne pas alourdir les notations. De plus, nous allons travailler avec les ultra-
�ltres des algèbres modales. En conséquence, nous supposerons que nos algèbres de Boole
contiennent au minimum deux éléments puisque l'algèbre de Boole triviale ne contient
aucun ultra�ltre.

Remarque 1.1.2. Remarquons que ♦ est isotone. En e�et, si a ≤ b, on obtient

a ∨ b = b

⇒ ♦(a ∨ b) = ♦b

⇒ ♦a ∨ ♦b = ♦b

⇒ ♦a ≤ ♦b.
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1.1 Les algèbres modales

Dé�nition 1.1.2. Un homomorphisme d'algèbres modales est un homomorphisme d'al-
gèbre de Boole qui respecte ♦.

Introduisons maintenant la première catégorie dont nous avons besoin.

Dé�nition 1.1.3. La catégorie des algèbres modales, notée MA, est la catégorie dont les
objets sont les algèbres modales et les morphismes sont les homomorphismes d'algèbres
modales.

Passons à présent aux espaces modaux.

Dé�nition 1.1.4. Un espace modal est un espace (X,R) où X = (X, τ) est un espace de
Boole et R est une relation binaire (R ⊆ X2) telle que

1. R est fermée dans X2 ;

2. R(O,−) est un ouvert fermé si O est un ouvert fermé.

Remarque 1.1.3. Dans la suite, nous noterons X les espaces modaux a�n de ne pas
alourdir les notations. De plus, historiquement, la notation choisie pour la relation binaire
R est R(−, O). Nous avons ici choisi la notation R(O,−) car celle-ci sera plus cohérente
avec la suite, lorsque nous étudierons les algèbres de contact.

Dé�nition 1.1.5. La catégorie des espaces modaux, notée MS, est la catégorie dont les
objets sont les espaces modaux et les morphismes sont les applications continues ϕ dé�nies
d'un espace modal X dans un autre X ′ et tels que

ϕ(R(−, x)) = R(−, ϕ(x)) ∀x ∈ X

Dans cette dernière dé�nition, nous notons R la relation sur l'espace modal X et nous
notons la relation sur l'espace X ′ de la même manière. Nous sommes bien conscient que
ces deux relations ne sont pas identiques mais il est di�cile de les confondre étant donné
les objets sur lesquels elles s'appliquent. Nous ferons souvent cette confusion dans la suite.

Avant de commencer à étudier les propriétés des objets que nous venons d'introduire,
e�ectuons une dernière remarque.

Remarque 1.1.4. Grâce à cette égalité, on peut faire deux remarques.

� Premièrement, puisque ϕ(R(−, x)) ⊆ R(−, ϕ(x)), on peut remarquer que si yRx,
alors ϕ(y)Rϕ(x). On peut en conclure que ϕ respecte le R.

� Deuxièmement, grâce à l'inclusion, ϕ(R(−, x)) ⊇ R(−, ϕ(x)), on observe que si
y′Rϕ(x), cela implique qu'il existe y tel que yRx et ϕ(y) = y′. On voit en fait
apparaître une espèce de surjectivité.

1.1.2 Propriétés

Dans cette section nous étudions les propriétés qui nous permettent d'obtenir la dualité
entre les algèbres modales et les espaces modaux.
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1.1 Les algèbres modales

Proposition 1.1.1. Si I est un idéal, alors ♦−1(I) est un idéal.

Démonstration. On a

1. 0 ∈ ♦−1(I). En e�et, par dé�nition, ♦0 = 0. Comme I est un idéal, 0 ∈ I, donc
♦0 ∈ I, d'où la conclusion.

2. Si i, j ∈ ♦−1(I), alors i ∨ j ∈ ♦−1(I). En e�et, si i, j ∈ ♦−1(I), alors ♦i,♦j ∈ I.
Comme I est un idéal, on a ♦i∨♦j ∈ I. Par dé�nition de ♦, on obtient ♦(i∨ j) ∈ I
et donc i ∨ j ∈ ♦−1(I).

3. Pour tout b ∈ B, i ∈ ♦−1(I) tels que b ≤ i, on a b ∈ ♦−1(I). En e�et, prenons b et
i ayant ces propriétés, on a alors, i ∈ ♦−1(I) et donc ♦i ∈ I. Comme I est un idéal
et comme b ≤ i⇒ ♦b ≤ ♦i, on a ♦b ∈ I, d'où le résultat.

Proposition 1.1.2. Soit B une algèbre modale et soient x, y ∈ Ult(B), on a l'implication
suivante

♦x ⊆ y ⇔ ♦−1(−y) ⊆ −x.

En particulier,

♦−1(−y) ∩ x = ∅

Démonstration. Si ♦x ⊆ y, alors pour tout b ∈ B, on a successivement

b ∈ x⇒ ♦b ∈ y
⇔ (♦b /∈ y ⇒ b /∈ x)

⇔ (♦b ∈ −y ⇒ b ∈ −x)

⇔ (b ∈ ♦−1(−y)⇒ b ∈ −x)

⇔ ♦−1(−y) ⊆ −x

d'où le résultat.

Grâce aux dé�nitions et propriétés que nous venons d'établir, nous pouvons étudier
plus en détails le dual d'un opérateur.

Dé�nition 1.1.6. Soit B une algèbre modale, on dé�nit la relation binaire R♦ sur Ult(B)
comme suit

xR♦y si et seulement si ♦x ⊆ y.

Proposition 1.1.3. Soit B une algèbre modale, l'espace Ult(B) muni de la relation R♦
est un espace modal. De plus, on a l'égalité

R♦(r(b),−) = r(♦b),

pour tout b ∈ B.

9



1.1 Les algèbres modales

Démonstration. Montrons d'abord que (Ult(B), R♦) est un espace modal. Nous savons
déjà que Ult(B) est un espace de Boole 1, il reste donc à montrer que

1. R♦ est fermée dans Ult(B)2 ;

2. R♦(O,−) est un ouvert fermé si O est un ouvert fermé.

Commençons d'abord par démontrer le premier point. Pour cela, nous allons montrer
que le complémentaire de R♦ est un ouvert. Soient x, y ∈ Ult(B) tels que

(x, y) /∈ R♦.

On obtient alors par dé�nition de la relation R♦, ♦x * y. Ainsi, il existe a ∈ x tel que
♦a /∈ y. Or on sait que

r(a) = {x ∈ Ult(B) : x 3 a}.

Ainsi, on a x ∈ r(a) et y ∈ (−r(♦a)). Alors,

r(a) × (−r(♦a))

est un voisinage de (x, y) disjoint de R♦. En e�et, si (z, t) ∈ r(a)× (−r(♦a)), alors a ∈ z
et ♦a /∈ t, donc ♦z * t. On en conclut que (z, t) /∈ R♦, et que [r(a)× (−r(♦a))]∩R♦ = ∅,
d'où la conclusion.

Montrons maintenant que

R♦(r(b),−) = r(♦b) ∀b ∈ B.

Soit b ∈ B, nous devons prouver que

{ y | ∃x ∈ r(b) : xR♦y} = {y ∈ Ult(B)|y 3 ♦b}

Procédons par double inclusion. Commençons par montrer que R♦(r(b),−) ⊆ r(♦b). Pre-
nons y ∈ R♦(r(b),−). Par dé�nition de l'ensemble, il existe x ∈ r(b) tel que xR♦y.
Autrement dit, il existe x 3 b tel que ♦x ⊆ y. On trouve alors

♦b ∈ ♦x ⊆ y

⇒ ♦b ∈ y
⇒ y ∈ r(♦b).

Passons maintenant à l'autre inclusion, montrons que R♦(r(b),−) ⊇ r(♦b). Prenons y ∈
r(♦b). Par dé�nition, on obtient

♦b ∈ y ⇒ ♦b /∈ (−y) ⇒ b /∈ ♦−1(−y).

Comme y est un ultra�ltre, −y est un idéal maximal et vu la proposition (1.1.1), ♦−1(−y)
est un idéal. Grâce au lemme de Zorn, on sait qu'il existe un idéal maximal contenant
♦−1(−y), mais qui ne contient pas b. Par passage au complémentaire, on obtient un

1. Vous pouvez trouver cette démonstration dans [13], p.53.
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1.1 Les algèbres modales

ultra�ltre x contenant b qui est tel que x∩♦−1(−y) = ∅. On trouve alors que l'ultra�ltre
x véri�e

x ∈ r(b) et ♦x ⊆ y.

Ainsi, nous avons trouvé un ultra�ltre x tel que x ∈ r(b) et xR♦y, d'où la conclusion.

Démontrons maintenant le second point. Prenons O un ouvert fermé de Ult(B). Vu la
remarque (B.2.2),

{rB(b)|b ∈ B}.

est une base d'ouverts fermés de Ult(B). Ainsi, puisque O un ouvert fermé de Ult(B), il
existe un sous ensemble B1 de B tel que

O = ∪
b∈B1

rB(b).

De plus, puisque O est un fermé de Ult(B) qui est compact, O est compact. Il existe alors
b1, . . . , bn ∈ B1 tel que

O = ∪
i∈{1...,n}

rB(bi).

En�n, puisque l'application rB est un homomorphisme, on obtient

O = rB

(
∪

i∈{1...,n}
bi

)
.

En posant b = ∪
i∈{1...,n}

bi, on a O = r(b). De plus, on sait maintenant que

R♦(r(b),−) = r(♦b) ∀b ∈ B,

donc,

R♦(O,−) = R♦(r(b),−) = r(♦b)

et on en conclut que R♦(O,−) est un ouvert fermé donc nous avons le résultat.

Dé�nition 1.1.7. Soit X un espace modal. On note of(X) l'ensemble des ouverts fermés
de X, of(X) est ordonné par inclusion. On dé�nit l'opération unaire ♦R comme suit

♦RO = R(O,−)

sur of(X).

Proposition 1.1.4. Soit X un espace modal. L'ensemble of(X) muni de l'opération ♦R
est une algèbre modale.
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1.1 Les algèbres modales

Démonstration. Prenons (X,R) un espace modal et montrons que (of(X),♦R) est une
algèbre modale. La proposition (B.2.10) montre que l'ensemble of(X) est une algèbre de
Boole. De plus, ♦R est bien dé�ni puisque par dé�nition d'un espace modal, si O est un
ouvert fermé, R(O,−) est aussi un ouvert fermé. Il reste donc à montrer que l'opération
♦R véri�e

1. ♦R(O ∪ U) = ♦RO ∪ ♦RU ;

2. ♦R∅ = ∅.
Commençons par démontrer le premier point. Nous devons montrer que

R(O ∪ U,−) = R(O,−) ∪R(U,−).

Procédons par double inclusion. Montrons d'abord que R(O∪U,−) ⊆ R(O,−)∪R(U,−).
Si x ∈ R(O ∪ U,−), alors il existe y ∈ (O ∪ U) tel que xRy. Puisque y ∈ (O ∪ U),
y ∈ O ou y ∈ U . Ainsi, comme xRy, x ∈ R(O,−) ou bien x ∈ R(U,−). Au �nal,
x ∈ R(O,−) ∪ R(U,−), d'où la conclusion. Montrons maintenant que R(O ∪ U,−) ⊇
R(O,−) ∪ R(U,−). Si x ∈ R(O,−) ∪ R(U,−) alors, x ∈ R(O,−) ou bien x ∈ R(U,−).
Ainsi, soit il existe y ∈ O tel que xRy, soit il existe y ∈ U tel que xRy. Au �nal, il existe
y ∈ O ∪ U tel que xRy et donc x ∈ R(O ∪ U,−).

Le second point est évident puisque R(∅,−) est l'ensemble des éléments en relation
avec les éléments appartenant à l'ensemble vide. Ce qui conclut la preuve.

1.1.3 Espace dual d'une algèbre modale

Dans cette section, nous établissons la dualité entre une algèbre modale et un espace
modal. Cette dualité est une dualité de catégories et en conséquence, nous utilisons les
concepts de la théorie des catégories 2. Notons que nous avons fait le choix d'établir la
dualité à l'aide des ultra�ltres mais nous aurions également pu l'établir à l'aide des idéaux
maximaux.

Dé�nition 1.1.8. L'application Ult est dé�nie comme l'application qui à une algèbre
modale B associe l'espace modal Ult(B) et qui à un homomorphisme

f : B′ → B

d'algèbres modales associe Ult(f) = f−1.

Remarque 1.1.5. Dans la suite, on notera Ult(f) = f ∗.

Proposition 1.1.5. L'application Ult est un foncteur contravariant de la catégorie MA
dans la catégorie MS.

Démonstration. Soit B une algèbre modale. Vu la proposition (1.1.3), (Ult(B), R♦) est
un espace modal. Soit B′, une autre algèbre modale et f : B′ → B un homomorphisme
d'algèbre modale. Commençons par montrer que f ∗ est bien dé�ni. On a f ∗ : Ult(B) →
Ult(B′). Prenons x ∈ Ult(B) et montrons que f ∗(x) = f−1(x) ∈ Ult(B′). Cela découle

2. Vous pouvez trouver la dé�nition de ces notions dans l'annexe A.
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1.1 Les algèbres modales

directement de la proposition (B.2.6).

Démontrons maintenant que f ∗ est un morphisme deMS. Vu la dé�nition (1.1.5), nous
devons montrer que f ∗ est une application continue véri�ant

f ∗(R♦(−, y)) = R♦(−, f ∗(y)) ∀y ∈ Ult(B).

Commençons par démontrer que f ∗ est une application continue. Prenons b′ ∈ B′, et
montrons que

(f ∗)−1(rB′(b
′)) = rB(f(b′))

On a,

(f ∗)−1(rB′(b
′)) = {x ∈ Ult(B)|f ∗(x) ∈ rB′(b′)}

= {x ∈ Ult(B)|f ∗(x) 3 b′}
= {x ∈ Ult(B)|x 3 f(b′)}
= rB(f(b′)).

Nous devons maintenant prouver que f ∗ véri�e

f ∗(R♦(−, y)) = R♦(−, f ∗(y)) ∀y ∈ Ult(B)

Prenons y ∈ Ult(B) et montrons d'abord que f ∗(R♦(−, y)) ⊆ R♦(−, f ∗(y)). Si x ∈
R♦(−, y), alors xR♦y. Montrons que dans ce cas, f ∗(x)R♦f

∗(y). Traduisons tout d'abord
l'implication à démontrer. Nous devons montrer que

♦x ⊆ y ⇒ ♦f−1(x) ⊆ f−1(y).

Soit b ∈ f−1(x), montrons que ♦b ∈ f−1(y). On a f(b) ∈ x, donc ♦f(b) ∈ y car ♦x ⊆ y par
hypothèse. Comme f est un homomorphisme d'algèbres modales, on a ♦f(b) = f(♦b) ∈ y,
et on en conclu que ♦b ∈ f−1(y).
Montrons maintenant que f ∗(R♦(−, y)) ⊇ R♦(−, f ∗(y)). Soit x′ ∈ Ult(B′), tel que x′R♦f ∗(y).
Nous voulons trouver x ∈ Ult(B) tel que xR♦y et f ∗(x) = x′. Supposons qu'un tel x existe.
Vu que xR♦y, on a ♦x ⊆ y et vu la proposition (1.1.2), on a ♦−1(−y) ⊆ −x. On en conclut
que

x ∩ ♦−1(−y) = ∅.

De plus, comme y est un ultra�ltre, −y est un idéal et ainsi, vu la proposition (1.1.1),
♦−1(−y) est aussi un idéal. Nous avons également f ∗(x) = x′. Or, vu la remarque (B.1.2),
on a

f−1(x) = x′ ⇔ x ⊇ f(x′).

Considérons f(x′) ↑. Remarquons que f(x′) ↑ est un �ltre, puisque f est un homomor-
phisme et x′ est fermé pour ∧. De plus, la propriété précédente est conservée : x ⊇ f(x′) ↑.
Il reste à montrer que ♦−1(−y) ∩ f(x′) ↑= ∅. Ainsi, nous pourrons utiliser de théorème
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1.1 Les algèbres modales

de séparation de Stone (B.2.8), et donc prouver l'existence d'un tel x. Procédons par
l'absurde, supposons qu'il existe b ∈ (♦−1(−y)∩f(x′) ↑). Dans ce cas, ♦b /∈ y et b ≥ f(a′)
pour un a′ ∈ x′. En remarquant que −y est un idéal, on obtient

♦f(a′) ≤ ♦b et ♦b /∈ y ⇒ ♦f(a′) /∈ y.

En utilisant le fait que f est un homomorphisme d'algèbres modales, on trouve

♦f(a′) /∈ y ⇒ f(♦a′) /∈ y ⇒ ♦a′ /∈ f−1(y).

De plus, nous avons supposé que x′R♦f ∗(y), ce qui est équivalent à ♦x′ ⊆ f−1(y). Comme
a′ ∈ x′, on trouve,

♦a′ ∈ ♦x′ ⊆ f−1(y)

On obtient alors une absurdité et donc le résultat.

Prenons maintenant A,B et C des algèbres modales et prenons f : B → C et g : A→ B
des homomorphismes d'algèbres modales. On a

Ult(f ◦ g) = (f ◦ g)−1 = g−1 ◦ f−1 = Ult(g) ◦ Ult(f).

De plus, pour toute algèbre modale B, l'application Ult(idB) est donnée par

(idB)−1 : Ult(B)→ Ult(B).

On peut en conclure que Ult(idB) = idUlt(B). On en conclut que Ult est un foncteur
contravariant.

Dé�nition 1.1.9. L'application of est dé�nie comme l'application qui à un espace modal
X associe l'algèbre modale of(X) et qui à un homomorphisme continu

ϕ : X ′ → X

entre deux espaces modaux associe of(ϕ) = ϕ−1.

Remarque 1.1.6. Dans la suite, on notera of(ϕ) = ϕ∗.

Proposition 1.1.6. L'application of est un foncteur contravariant de la catégorie MS
dans la catégorie MA.

Démonstration. Soit X un espace modal, grâce à la proposition (1.1.4), on sait déjà que
(of(X),♦R) est une algèbre modale. Soit X ′ un deuxième espace modal et ϕ : X ′ → X
un morphisme de la catégorie MS. Montrons que of(ϕ) = ϕ∗ est un morphisme de MA
(c'est à dire un homomorphisme d'algèbres modales).

Montrons d'abord que l'application ϕ∗ : of(X) → of(X ′) est bien dé�nie. Si O ∈
of(X), alors ϕ∗(O) = ϕ−1(O) ∈ of(X) puisque ϕ est une application continue.

Montrons maintenant que ϕ∗ est un homomorphisme d'algèbres modales. Commençons
par montrer que ϕ∗ est un homomorphisme d'algèbres de Boole. Soient O,U ∈ of(X), on
a
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1.1 Les algèbres modales

� ϕ∗(O ∨ U) = ϕ−1(O ∪ U) = ϕ−1(O) ∪ ϕ−1(U) = ϕ∗(O) ∨ ϕ∗(U) ;

� ϕ∗(Oc) = ϕ−1(X \O) = X ′ \ (ϕ−1(O)) = (ϕ∗(O))c.

Donc ϕ∗ est un homomorphisme d'algèbres de Boole vu la proposition (B.2.3). Nous
devons maintenant montrer que si O ∈ of(X), alors

ϕ∗(♦RO) = ♦R(ϕ∗(O)),

ceci est équivalent à montrer que

ϕ∗(R(O,−)) = R(ϕ∗(O),−).

Procédons par double inclusion. Commençons par montrer que ϕ∗(R(O,−)) ⊆ R(ϕ∗(O),−).
Soit x′ ∈ ϕ∗(R(O,−)), alors il existe y ∈ O tel que yRϕ(x′). Étant donné que ϕ est un ho-
momorphisme continu entre deux espaces modaux, nous pouvons utiliser le second point
de la remarque (1.1.4). Ainsi, il existe y′ ∈ X ′ tel que y′Rx′ et ϕ(y′) = y ∈ O. Au �-
nal, il existe y′ ∈ ϕ∗(O) tel que y′Rx′, donc x′ ∈ R(ϕ∗(O),−). Montrons maintenant
que R(ϕ∗(O),−) ⊆ ϕ∗(R(O,−)). Soit y′ ∈ R(ϕ∗(O),−), alors il existe x′ ∈ ϕ∗(O) (ie.
ϕ(x′) ∈ O) tel que x′Ry′. De nouveau, en utilisant la remarque (1.1.4), on obtient que
ϕ(x′)Rϕ(y′). Ainsi, il existe x = ϕ(x′) ∈ O tel que xRϕ(y′) et donc y′ ∈ ϕ∗(R(O,−)).

Prenons maintenantX, Y et Z des espaces modaux et prenons ϕ : Y → Z et ψ : X → Y
des homomorphismes d'espaces modaux. On a

of(ϕ ◦ ψ) = (ϕ ◦ ψ)−1 = ψ−1 ◦ ϕ−1 = of(ψ) ◦ of(ϕ).

De plus, pour tout espace modal X, l'application of(idX) est donnée par

(idX)−1 : of(X)→ of(X).

On peut en conclure que of(idX) = idof(X). On en conclut que of est un foncteur contra-
variant.

Nous savons maintenant que les applications Ult et Of sont des foncteurs contrava-
riants. A�n d'obtenir une équivalence duale, nous devons prouver les isomorphismes avec
les biduaux.

Proposition 1.1.7. Soit B une algèbre modale. Alors l'application

rB : B → of(Ult(B))

b 7→ rB(b) = {x ∈ Ult(B)|x 3 b}

est un isomorphisme d'algèbres modales.

Démonstration. Vu la proposition (B.2.13), l'application rB est un isomorphisme d'al-
gèbres de Boole. Il nous reste à prouver que

rB(♦b) = ♦R♦(rB(b)).
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Or, en utilisant la proposition (1.1.3) on a

♦R♦(rB(b)) = R♦(rB(b),−)

= rB(♦b).

D'où la conclusion.

Proposition 1.1.8. Soit X un espace modale. Alors l'application

εX : X → Ult(of(X))

x 7→ εX(x) = {O ∈ of(X)|O 3 x}

est un isomorphisme d'espaces modaux.

Démonstration. Vu la proposition (B.2.15), l'application εX est un isomorphisme d'es-
paces de Boole. Il nous reste donc à prouver que

xRy ⇔ εX(x)R♦RεX(y).

Or,

εX(x)R♦RεX(y) ⇔ ♦RεX(x) ⊆ εX(y) ⇔ ∀O ∈ of(X) : (O 3 x⇒ R(O,−) 3 y).

Ainsi, nous devons montrer que

xRy ⇔ ∀O ∈ of(X) : (O 3 x⇒ R(O,−) 3 y).

Montrons que la condition est nécessaire. Supposons que xRy et prenons O ∈ of(X) tel
que O 3 x. Il est alors clair que R(O,−) 3 y. Montrons maintenant que la condition est
su�sante. Procédons par l'absurde, supposons que ∀O ∈ of(X) : (O 3 x⇒ R(O,−) 3 y)
et que (x, y) /∈ R. Dans ce cas, il existe O,U ∈ of(X) tel que

(x, y) ∈ O × U et (O × U) ∩R = ∅.

La seconde condition nous permet d'a�rmer que R(O,−) ⊆ −U . Comme x ∈ O, on
obtient par hypothèse y ∈ R(O,−) ⊆ −U . Or y ∈ U , donc on obtient une absurdité, d'où
la conclusion.

Il nous reste à montrer que les diagrammes correspondants sont commutatifs. Les
démonstrations des deux propositions suivantes sont identiques à celles e�ectuées dans le
cas des algèbres de Boole. 3

Proposition 1.1.9. Soient B et B′ deux algèbres modales et f : B → B′ un homomor-
phisme d'algèbres modales. Le diagramme suivant est commutatif.

B of(Ult(B))

B′ of(Ult(B′))

f

rB

rB′

of(Ult(f))

3. Vous pouvez trouver ces démonstrations dans [13], p.57. et p.58.
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Proposition 1.1.10. Soient X et X ′ deux espaces modaux et ϕ : X → X ′ un morphisme
de la catégorie MS. Le diagramme suivant est commutatif.

X Ult(of(X))

X ′ Ult(of(X ′))

ϕ

εX

εX′

Ult(of(ϕ))

Toutes ces propositions nous permettent d'obtenir l'équivalence duale.

Théorème 1.1.11. Les foncteurs contravariants Ult et of établissent une équivalence
duale entre la catégorie MA et la catégorie MS.

1.2 Les algèbres de Boole de pré-contact

Les algèbres de pré-contact sont des algèbres de Boole munies d'une relation de dis-
jonction binaire. Dans cette section, nous étudions un exemple d'algèbre de pré-contact et
nous établissons la dualité entre les algèbres de pré-contact et les espaces de pré-contact.
Pour cela, nous e�ectuons le même raisonnement que dans la section précédente. Dans la
suite, nous obtenons un théorème de complétude pour les algèbres de pré-contact.

1.2.1 Introduction aux algèbres de pré-contact et aux espaces de

pré-contact

Dans cette partie, nous dé�nissons les algèbres de pré-contact et en donnons les dé�ni-
tions équivalentes. Dans la suite, nous passons d'une dé�nition à l'autre en fonction des
besoins. Nous dé�nissons ensuite les espaces de pré-contact.

Dé�nition 1.2.1. Une algèbre de pré-contact (B,⊥) est une algèbre de Boole B munie
d'une relation de disjonction binaire ⊥ telle que pour tous a, b, c, d ∈ B,
⊥ 1 : si a ≤ b, c ≥ d et b ⊥ c, alors a ⊥ d ;
⊥ 2 : si a ⊥ c, a ⊥ d, b ⊥ c et b ⊥ d alors a ∨ b ⊥ c ∨ d ;
⊥ 3 : 0 ⊥ 1 ;
⊥ 4 : 1 ⊥ 0.

Remarque 1.2.1. Lorsque la relation ⊥ véri�e également les axiomes
⊥ 5 : si a ⊥ a, alors a = 0 ;
⊥ 6 : si a ⊥ b, alors b ⊥ a ;
⊥ 7 : si a � b alors il existe e ∈ B tel que e 6⊥ a et e ⊥ b,
l'algèbre de pré-contact (B,⊥) est appelée algèbre de contact.

Remarque 1.2.2. Dans la suite, pour éviter d'alourdir les notations, nous noterons B
une algèbre de pré-contact. Nous veillerons évidemment à ce qu'aucune confusion ne soit
possible entre une algèbre de pré-contact et une algèbre modale.
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En général, pour montrer qu'une algèbre de Boole B munie d'une relation de disjonc-
tion binaire ⊥ est une algèbre de pré-contact, on privilégiera le contact C plutôt que la
disjonction ⊥. On pose C := 6⊥ et C est appelé relation de contact. On peut ainsi obtenir
une nouvelle liste d'axiomes C 1, 2, 3, 4 équivalents aux axiomes ⊥ 1, 2, 3, 4. En e�et, on
obtient la liste suivante
C 1 : si a ≤ b, c ≥ d et aC d, alors bC c ;
C 2 : si a ∨ bC c ∨ d, alors aC c ou aC d ou bC c ou bC d ;
C 3 : 0 ��C 1 ;
C 4 : 1 ��C 0 ;
Les axiomes C 1 et 2 sont obtenus en contraposant les axiomes ⊥ 1 et 2 et les axiomes C 3
et 4 sont obtenus en remplaçant ⊥ par��C et 6⊥ par C . Puisque connaître ⊥ est équivalent
à connaître C , nous appellerons également (B,C ) une algèbre de pré-contact.

De la même manière, pour montrer qu'une algèbre de Boole B munie d'une relation de
disjonction ⊥ binaire est une algèbre de contact, il su�ra de montrer que la relation C
véri�e les axiomes C 1, 2, 3, 4 ainsi que les axiomes
C 5 : si a 6= 0, alors aC a ;
C 6 : si aC b, alors bC a ;
C 7 : si a � b alors il existe e ∈ B tel que eC a et e��C b.
Les axiomes C 5 et 6 sont obtenus en contraposant les axiomes ⊥ 5 et 6. L'axiome C 7
est quant à lui obtenu à partir de l'axiome ⊥ 7 en remplaçant ⊥ par ��C et 6⊥ par C .

Proposition 1.2.1. Soient B une algèbre de Boole et C une relation binaire sur B
véri�ant les axiomes C 1 à C 5. Alors C véri�e l'axiome C 7 si et seulement si, pour tout
b ∈ B

b 6= 1⇒ ∃a 6= 0 : a��C b.

Démonstration. Supposons que l'axiome C 7 est véri�é et prenons b ∈ B tel que b 6= 1.
Alors 1 6≤ b et vu l'axiome C 7, il existe a ∈ B tel que aC 1 et a��C b. Vu l'axiome C 3, a 6= 0.

Supposons maintenant que

b 6= 1⇒ ∃a 6= 0 : a��C b.

pour tout b ∈ B. Soient a, b ∈ B tels que a 6≤ b. Alors, vu la proposition (B.2.1), on
a ac ∨ b 6= 1. Par hypothèse, il existe c ∈ B tel que c 6= 0 et c��C (ac ∨ b). Comme
c ≤ c, (ac ∨ b) ≥ ac et c��C (ac ∨ b) alors, vu ⊥ 1, c��C ac. De la même manière, puisque
(ac ∨ b) ≥ b, on a c��C b. Supposons maintenant que c��C a. Dans ce cas, c ⊥ ac et c ⊥ a. Vu
l'axiome ⊥ 2, on a c = c∨c ⊥ ac∨a = 1. Comme c ≤ c, 1 ≥ c et c ⊥ 1, en appliquant ⊥ 1,
on voit que c ⊥ c et donc c = 0 vu ⊥ 5, d'où une contradiction et donc la conclusion.

Nous introduisons maintenant une dernière relation qui nous permet d'écrire autrement
les axiomes découverts précédemment.

Dé�nition 1.2.2. Soit (B,⊥) une algèbre de pré-contact. La relation de proximité sur
B est la relation ≺ dé�nie par

a ≺ b ⇔ a ⊥ bc

pour tous a, b ∈ B ;
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Grâce à cette nouvelle dé�nition, nous pouvons obtenir de nouveaux axiomes ≺ 1, 2, 3
et 4 équivalents aux axiomes ⊥ 1, 2, 3 et 4.

Proposition 1.2.2. Si (B,⊥) est une algèbre de pré-contact et ≺ une relation de proxi-
mité sur B, alors ≺ véri�e les propriétés suivantes :
≺ 1 : si a ≤ b, c ≤ d et b ≺ c, alors a ≺ d ;
≺ 2 : si a ≺ c, a ≺ d, b ≺ c et b ≺ d alors a ∨ b ≺ c ∧ d ;
≺ 3 : 0 ≺ 0 ;
≺ 4 : 1 ≺ 1 ;
pour tous a, b, c, d ∈ B.

Nous pouvons également obtenir des axiomes ≺ 5, 6 et 7 équivalents aux axiomes ⊥ 5, 6
et 7.

Proposition 1.2.3. Si (B,⊥) est une algèbre de contact et ≺ une relation de proximité
sur B, alors ≺ véri�e ≺ 1, 2, 3 et 4 mais également les propriétés suivantes :
≺ 5 : si a ≺ b alors a ≤ b ;
≺ 6 : si a ≺ b alors bc ≺ ac ;
≺ 7 : si a 6= 0 alors il existe b ∈ B tel que b 6= 0 et b ≺ a.
pour tous a, b ∈ B.

Démonstration. Montrons premièrement que l'axiome ≺ 5 est équivalent à l'axiome ⊥ 5.
Supposons que ⊥ véri�e l'axiome ⊥ 5, et montrons que ≺ véri�e ≺ 5. Supposons que
a ≺ b, alors par dé�nition a ⊥ bc. En utilisant l'axiome ⊥ 1, puisque a∧ bc ≤ a, bc ≥ a∧ bc
et a ⊥ bc, on obtient a∧ bc ⊥ a∧ bc. Vu l'axiome ⊥ 5, a∧ bc = 0. Ainsi, vu la proposition
(B.2.1), a ≤ b. Supposons maintenant que ≺ véri�e ≺ 5 et montrons que ⊥ véri�e ⊥ 5.
Supposons que a ⊥ a, alors a ≺ ac. Vu l'axiome ≺ 5, a ≤ ac et vu la remarque (B.2.1),
a = 0, d'où la conclusion.

Montrons que l'axiome ≺ 6 est équivalent à l'axiome ⊥ 6. Supposons d'abord que ⊥
véri�e l'axiome ⊥ 6 et que a ≺ b. Par dé�nition, a ⊥ bc et vu l'axiome ⊥ 6, bc ⊥ a.
Autrement dit, bc ⊥ (ac)c et donc bc ≺ ac et ≺ véri�e ainsi l'axiome ≺ 6. Supposons que
≺ véri�e l'axiome ≺ 6 et que a ⊥ b. On a alors a ≺ bc et vu l'axiome ≺ 6, b ≺ ac. On en
conclut que b ⊥ a et donc ⊥ véri�e l'axiome ⊥ 6.

Montrons en�n que l'axiome ≺ 7 est équivalent à l'axiome ⊥ 7. Supposons première-
ment que ⊥ véri�e ⊥ 7 et que a 6= 0. Alors, ac 6= 1 et vu la proposition (1.2.1), il existe
b 6= 0 tel que b ⊥ ac. Autrement dit, b ≺ a et ≺ véri�e l'axiome ≺ 7. Supposons main-
tenant que ≺ véri�e ≺ 7 et que a 6= 1. Dans ce cas, ac 6= 0 et vu l'axiome ≺ 7, il existe
b 6= 0 tel que b ≺ ac. Ainsi, b ⊥ a et donc ⊥ véri�e l'axiome ⊥ 7, d'où le résultat.

Dé�nition 1.2.3. Un homomorphisme d'algèbres de pré-contact f : B → B′ est un
homomorphisme d'algèbres de Boole tel que

≺ (f(b),−) = f(≺ (b,−)) ↑ .

pour tout b ∈ B.

19



1.2 Les algèbres de Boole de pré-contact

Remarquons que nous faisons une confusion entre la relation de proximité sur B et celle
sur B′. De nouveau, nous sommes conscient que ces relations ne sont pas identiques mais
aucun doute n'est possible quant à l'algèbre sur laquelle nous travaillons étant donné les
éléments mis en relation. Nous continuerons dans la suite à faire cette confusion (et il en
sera de même pour relation de disjonction binaire ⊥ ainsi que pour la relation de contact
C ).

Remarque 1.2.3. Traduisons cette égalité. On peut déduire de l'inclusion ≺ (f(b),−) ⊆
f(≺ (b,−)) ↑ que s'il existe b ∈ B et b′ ∈ B′ tels que f(b) ≺ b′ alors il existe c ∈ B tel
que f(c) ≤ b′ et b ≺ c. De l'inclusion ≺ (f(b),−) ⊇ f(≺ (b,−)) ↑, on peut déduire que si
il existe b, c ∈ B tel que b ≺ c alors f(b) ≺ f(c).

Dé�nition 1.2.4. La catégorie des algèbres de pré-contact, notée PCA , est la catégorie
dont les objets sont les algèbres de pré-contact et les morphismes sont les homomorphismes
d'algèbres de pré-contact.

Dé�nition 1.2.5. Un espace de pré-contact est un espace (X,R) où X = (X, τ) est un
espace de Boole et R est une relation binaire (R ⊆ X2) fermée.

Dé�nition 1.2.6. La catégorie des espaces de pré-contact, notée PCS, est la catégorie
dont les objets sont les espaces de pré-contact et les morphismes sont les homomorphismes
continus ϕ dé�nis d'un espace de pré-contact (X,R) dans un autre (X ′, R) et tels que

ϕ(R(−, x)) = R(−, ϕ(x)) ∀x ∈ X.

Nous confondons encore une fois les relations sur X et sur X ′ mais aucun doute n'est
possible.

Remarque 1.2.4. La dé�nition que nous avons choisi ici est similaire à la dé�nition
(1.1.5) de la catégorie des espaces modaux. En particulier, nous pouvons constater que la
remarque (1.1.4) s'applique également aux homomorphismes que nous venons de dé�nir.

1.2.2 Un exemple d'algèbre de pré-contact

A�n d'illustrer cette nouvelle dé�nition, nous donnons un exemple d'algèbre de pré-
contact. Pour cela, nous établissons au préalable une série de propositions qui nous permet
de prouver que notre algèbre est bien une algèbre de pré-contact.

Proposition 1.2.4. Soit X un espace topologique. Si A est une partie fermée de X et si
D est une partie quelconque de X, alors

(A ∪D)◦ = (A ∪D◦)◦

Démonstration. Puisque D◦ ⊆ D, il est clair que (A∪D)◦ ⊇ (A∪D◦)◦. Prenons mainte-
nant x ∈ (A ∪D)◦. Puisque (A ∪D)◦ est un ouvert, il existe O un ouvert de base tel que
x ∈ O ⊆ (A ∪D)◦ ⊆ A ∪D. De plus, comme A est un fermé, O \ A est un ouvert de X.
On obtient alors

O ⊆ A ∪D ⇒ O \ A ⊆ D ⇒ O \ A ⊆ D◦ ⇒ O ⊆ A ∪D◦.
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Puisque O est un ouvert, on obtient

x ∈ O ⊆ (A ∪D◦)◦,

d'où le résultat.

On obtient la proposition suivante grâce à la commutativité de l'union.

Proposition 1.2.5. Soit X un espace topologique. Si A est une partie fermée de X et si
D est une partie quelconque de X, alors

(D ∪ A)◦ = (D◦ ∪ A)◦

Proposition 1.2.6. Soit X un espace topologique. Si A et B sont des parties fermées de
X, alors

(A ∪B)◦ = A◦ ∪B◦

Démonstration. Procédons par double inclusion, commençons par montrer que (A ∪B)◦ ⊇
A◦ ∪B◦. Par dé�nition de l'intérieur, A◦ ⊆ A et B◦ ⊆ B, ce qui implique que A◦ ∪B◦ ⊆
A ∪B . Ainsi, puisque A◦ ∪B◦ est un ouvert, on obtient A◦ ∪B◦ ⊆ (A ∪B)◦. On trouve
alors que

A◦ ∪B◦ = A◦ ∪B◦ ⊆ (A ∪B)◦,

d'où le résultat. Montrons à présent que (A ∪B)◦ ⊆ A◦ ∪ B◦. En utilisant les deux
propositions précédentes et la dé�nition de l'adhérence, on obtient

(A ∪B)◦ = (A ∪B◦)◦ ⊆ (A ∪B◦)◦ = (A◦ ∪B◦)◦ ⊆ (A◦ ∪B◦)◦ ⊆ (A◦ ∪B◦)◦.

De plus, pour tout fermé F de X, F ◦ ⊆ F . En e�et, nous savons que F ◦ ⊆ F par dé�nition
de l'intérieur. Donc, F ◦ ⊆ F = F , d'où la conclusion. Ainsi, puisque A◦∪B◦ est un fermé
de X, on obtient

(A ∪B)◦ ⊆ (A◦ ∪B◦)◦ ⊆ A◦ ∪B◦.

On conclut en utilisant encore une fois le fait que A◦ ∪B◦ est un fermé et il est donc égal
à son adhérence. Ainsi,

(A ∪B)◦ ⊆ A◦ ∪B◦,

d'où le résultat.

Dé�nition 1.2.7. Soit X un espace topologique. Un fermé régulier est un fermé A égal
l'adhérence de son intérieur. Autrement dit, A◦ = A. On note RC(X) l'ensemble des
fermés réguliers de X.
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Théorème 1.2.7. Si X est un espace topologique, alors RC(X) (ordonné par inclusion)
est une algèbre de Boole complète dans laquelle

A ∨B = A ∪B A ∧B = (A ∩B)◦ ¬A = (X\A)

pour tous A,B ∈ RC(X).

Démonstration. Procédons par étapes. Soit F un fermé de X, rappelons d'abord que

F ◦ ⊆ F. (1.1)

De la même manière, si O est un ouvert de X, on a

O ⊆ O
◦
. (1.2)

En e�et, on a O = O◦ ⊆ O
◦
.

Montrons maintenant que l'application

◦− : P(X) −→ P(X)

est isotone. Soit Y , Z ∈ P(X) tels que Y ⊆ Z. Par dé�nition de l'intérieur, Y ◦ ⊆ Y ⊆ Z.
Or, Z◦ est le plus grand ouvert inclus dans Z, donc Y ◦ ⊆ Z◦. On en tire que Y ◦ ⊆ Z◦ et
puisque Y ◦ est le plus petit fermé contenant Y ◦, on trouve Y ◦ ⊆ Z◦.

Montrons ensuite que si A,B ∈ RC(X), alors A ∪ B ∈ RC(X). Nous devons prouver
que A∪B est fermé et que (A ∪B)◦ = A∪B. Premièrement, puisque A∪B est une union
�nie de fermés, elle est également fermée. Ensuite, vu (1.1), (A ∪B)◦ ⊆ A ∪ B. De plus,
on a

A ∪B = A◦ ∪B◦ = (A◦ ∪B◦) ⊆ (A ∪B)◦,

d'où l'égalité.

Montrons que A ∨ B = A ∪ B. Comme A ⊆ A ∪ B, B ⊆ A ∪ B et A ∪ B ∈ RC(X),
A ∪ B est un majorant de {A,B} dans RC(X). Si C est un majorant de {A,B} dans
RC(X), alors A ⊆ C et B ⊆ C donc A ∪B ⊆ C. Ainsi A ∨B = A ∪B.

Pour toute partie Y de X, on a

Y ◦ ∈ RC(X). (1.3)

En e�et, Y ◦ est un fermé et vu l'inclusion (1.1), on a (Y ◦)◦ ⊆ Y ◦. De plus, Y ◦ est un
ouvert et vu l'inclusion (1.2), on a Y ◦ ⊆ (Y ◦)◦ et donc (Y ◦)◦ ⊇ Y ◦.

Prenons maintenant un fermé F et montrons que F ◦ est le plus grand fermé régulier
inclus dans F . Grâce au point précédent, nous savons que F ◦ est bien un fermé régulier et
vu (1.1), il est inclus dans F . Prouvons alors que c'est le plus grand des fermés réguliers
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inclus dans F . Soit G ∈ RC(X) tel que G ⊆ F . Alors, puisque G◦ = G et puisque
l'application ◦− est isotone, on obtient

G = G◦ ⊆ F ◦,

d'où le résultat.

Montrons à présent que si A,B ∈ RC(X) alors A ∧ B = (A ∩B)◦. Puisque A et B
sont fermés, A ∩ B est également fermé. Ainsi, en utilisant le point précédent, (A ∩B)◦

est le plus grand fermé régulier inclus dans A ∩ B. Donc, (A ∩B)◦ est le plus grand des
minorants, c'est donc la borne inférieure.

Il est clair que ∅ etX sont des fermés réguliers et que ∅ ⊆ A ⊆ X pour tout A ∈ RC(X).

Montrons maintenant que si A ∈ RC(X) alors B := (X \ A) ∈ RC(X) et

A ∧B = ∅ A ∨B = X.

Premièrement, (X \ A) = (X \ A)◦ et vu (1.3), B ∈ RC(X). De plus, remarquons que
B = (X \ A) = X \ A◦. Ainsi, on obtient

A ∨B = A ∪B = A ∪ (X \ A◦) = X.

On a également

A ∧B = (A ∩B)◦ = (A ∩ (X \ A◦))◦ = (A◦ ∩ (X \ A◦)◦) = ∅ = ∅.

A�n de montrer que RC(X) est une algèbre de Boole, il nous reste à montrer que

(A ∨B) ∧ (A ∨ C) = A ∨ (B ∧ C)

pour tous A,B,C ∈ RC(X). Autrement dit, nous devons montrer que

((A ∪B) ∩ (A ∪ C))◦ = A ∪ (B ∩ C)◦

pour tous A,B,C ∈ RC(X). Puisque l'intersection de deux fermés est encore fermée et
qu'il en est de même pour l'union, on peut utiliser la proposition (1.2.6) et on trouve

((A ∪B) ∩ (A ∪ C))◦ = (((A ∪B) ∩ A) ∪ ((A ∪B) ∩ C))◦

= (A ∪ ((A ∩ C) ∪ (B ∩ C))◦

= (A ∪ (A ∩ C))◦ ∪ (B ∩ C)◦

= A◦ ∪ (B ∩ C)◦

= A ∪ (B ∩ C)◦
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d'où la distributivité de l'algèbre de Boole RC(X).

Nous venons de montrer que RC(X) est une algèbre de Boole. Il reste donc à montrer
que cette algèbre de Boole est complète. Soient I un ensemble d'indices et (Ai)i∈I une
famille de RC(X). Montrons que ∧

i∈I
Ai et ∨

i∈I
Ai existent.

Premièrement, on a

∧
i∈I
Ai = ( ∩

i∈I
Ai)◦.

En e�et, puisque Ai est un fermé pour tout i ∈ I, ∩
i∈I
Ai est également fermé. Ainsi, vu ce

qui précède, ( ∩
i∈I
Ai)◦ est le plus grand des minorants de ∧

i∈I
Ai. Il s'agit donc de la borne

inférieure.

Ensuite, on a

∨
i∈I
Ai = ( ∪

i∈I
Ai).

En e�et, ( ∪
i∈I
Ai) est un fermé donc vu (1.1), on obtient

( ∪
i∈I
Ai) ⊇ (( ∪

i∈I
Ai))◦.

De plus, puisque Ai ⊆ ∪
i∈I
Ai ⊆ ( ∪

i∈I
Ai) pour tout i ∈ I, ( ∪

i∈I
Ai) est un majorant et on a

Ai = A◦i ⊆ (( ∪
i∈I
Ai))◦.

Ainsi,

∪
i∈I
Ai ⊆ (( ∪

i∈I
Ai))◦,

et puisque ( ∪
i∈I
Ai) est le plus petit fermé contenant ( ∪

i∈I
Ai), on obtient

( ∪
i∈I
Ai) ⊆ (( ∪

i∈I
Ai))◦,

d'où l'égalité et donc ( ∪
i∈I
Ai) est un fermé régulier. Il reste à prouver que celui-ci est le

plus petit des majorants. Soit D ∈ RC(X) tel que D ⊇ Ai pour tout i ∈ I. Alors, D est
un fermé et D ⊇ ∪

i∈I
Ai. Ainsi, par dé�nition de l'adhérence, on obtient

D ⊇ ( ∪
i∈I
Ai),

d'où le résultat.
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Exemple 1.2.1. (L'algèbre de pré-contact des fermés réguliers)
Si X est un espace topologique, l'algèbre de Boole RC(X) des fermés réguliers de X
munie de la relation ⊥RC dé�nie par

A ⊥RC B si et seulement si A ∩B = ∅

pour tous A,B ∈ RC(X), est une algèbre de Boole de pré-contact. Par souci de facilité,
nous allons ici travailler avec la relation CRC dé�nie par

ACRCB si et seulement si A ∩B 6= ∅

pour tous A,B ∈ RC(X). Remarquons tout d'abord que la relation CRC est symétrique.
Ainsi il su�t de démontrer que CRC véri�er les axiomes C 1, 2 et 3 car l'axiome C 4 découle
de l'axiome 3. Soient A,B,C,D ∈ RC(X), alors
C 1 : si A ⊆ B, C ⊇ D et ACRCD, alors on a

∅ 6= A ∩D ⊆ B ∩ C,

donc BCRCC ;
C 2 : si A ∪BCRCC ∪D, alors on a

∅ 6= (A ∪B) ∩ (C ∪D) = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) ∪ (A ∩D) ∪ (B ∩D)

et ainsi (A ∩ C) 6= ∅ ou (B ∩ C) 6= ∅ ou (A ∩D) 6= ∅ ou (B ∩D) 6= ∅ ;
C 3 : ∅ ∩X = ∅ donc ∅��C RCX.
On en conclut donc que l'algèbre de Boole RC(X) munie de la relation ⊥RC est une
algèbre de pré-contact.

Dans l'exemple précédent, la relation ⊥RC ne véri�ait pas l'axiome C 7. En ajoutant
une propriété à l'espace topologique X, il est possible d'obtenir une algèbre de contact.

Dé�nition 1.2.8. Un espace topologique X faiblement régulier est un espace topologique
véri�ant les deux conditions suivantes

1. L'espace topologique X possède une base d'ouverts réguliers.
2. Pour tout ouvert O ⊆ X non vide, ∃U un ouvert régulier non vide tel que U ⊆ O.

Exemple 1.2.2. (L'algèbre de contact des fermés réguliers)
Si X est un espace topologique faiblement régulier, l'algèbre de Boole RC(X) muni de
la relation ⊥RC est une algèbre de Boole de contact. Nous allons de nouveau travailler
avec la relation CRC . Puisque nous avons déjà démontré que la relation CRC véri�ait les
axiomes C 1, 2, 3 et 4, il reste à montrer que cette relation véri�e les axiomes C 5, 6 et 7.
Nous avons déjà remarqué que la relation CRC est symétrique, donc celle-ci véri�e C 6.
Soient A,B,C,D ∈ RC(X), alors
C 5 : si A 6= ∅, A ∩ A = A 6= ∅ et donc ACRCA ;
C 7 : si A 6= X, alors X\A 6= ∅. Or, A est fermé donc X\A est un ouvert. Comme X est
faiblement régulier, il existe un ouvert régulier O non vide de X tel que

O ⊆ X\A.

On a donc A ∩ O = ∅. De plus, comme O est un ouvert régulier, O est un fermé régulier
et il est non vide puisque O est non vide. On peut conclure grâce à la proposition (1.2.1).
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1.2.3 Propriétés

Nous établissons maintenant une série de propriétés qui nous aide à prouver la dualité
entre une algèbre de pré-contact et un espace de pré-contact.

Proposition 1.2.8. Soient B une algèbre de Boole de pré-contact et a ∈ B. Les ensembles

⊥ (a,−) = {b ∈ B|a ⊥ b} et ⊥ (−, a) = {b ∈ B|b ⊥ a}

sont des idéaux de B.

Démonstration. Montrons que ⊥ (a,−) est un idéal de B. On a

1. 0 ∈⊥ (a,−). En e�et, a ≤ 1, 0 ≥ 0 et vu l'axiome ⊥ 4, 1 ⊥ 0. Ainsi, vu l'axiome
⊥ 2, a ⊥ 0 et donc 0 ∈⊥ (a,−).

2. Soient b, c ∈⊥ (a,−), montrons que b ∨ c ∈⊥ (a,−). Puisque b, c ∈⊥ (a,−), on a
a ⊥ b et a ⊥ c. Ainsi, vu l'axiome ⊥ 2, on obtient

a = a ∨ a ⊥ b ∨ c.

Donc b ∨ c ∈⊥ (a,−).

3. Soient b ∈ B et c ∈⊥ (a,−) tel que b ≤ c, montrons que b ∈⊥ (a,−). Puisque
c ∈⊥ (a,−), on a a ⊥ c. De plus, on a a ≤ a et c ≥ b donc vu l'axiome ⊥ 1, on a
a ⊥ b et donc b ∈⊥ (a,−).

On procède de façon analogue pour montrer que ⊥ (−, a) est un idéal de B.

Proposition 1.2.9. Soit B une algèbre de Boole munie d'une relation de disjonction ⊥.
L'algèbre B est une algèbre de pré-contact si et seulement si ⊥ (a,−) et ⊥ (−, a) sont des
idéaux de B pour tout a ∈ B.

Démonstration. Vu la proposition précédente, la condition est nécessaire. Montrons que
la condition est su�sante. Nous devons prouver que la relation ⊥ véri�e les axiomes
⊥ 1, 2, 3, 4. Soient a, b, c, d ∈ B.
⊥ 1 Si a ≤ b, c ≥ d et b ⊥ c, alors puisque ⊥ (−, c) est un idéal de B contenant b et
puisque a ≤ b, on a a ⊥ c. Ensuite, puisque ⊥ (a,−) est un idéal contenant c et puisque
d ≤ c, on obtient a ⊥ d.
⊥ 2 Si a ⊥ c, a ⊥ d, b ⊥ c et b ⊥ d alors c, d ∈⊥ (a,−) et c, d ∈⊥ (b,−). Puisque ⊥ (a,−)
et ⊥ (b,−) sont des idéaux, c ∨ d ∈⊥ (a,−) et c ∨ d ∈⊥ (b,−). On obtient donc

a ⊥ c ∨ d et b ⊥ c ∨ d.

Ainsi, a, b ∈⊥ (−, c ∨ d) et puisque celui-ci est un idéal, a ∨ b ∈⊥ (−, c ∨ d) et donc
a ∨ b ⊥ c ∨ d.
⊥ 3 Puisque ⊥ (−, 1) est un idéal, celui-ci contient 0, donc 0 ⊥ 1.
⊥ 4 De la même manière, puisque ⊥ (1,−) est un idéal, il contient 0, donc 1 ⊥ 0.

Dé�nissons maintenant une relation sur un espace Ult(B) (où B est une algèbre de
pré-contact). Nous prouvons dans la suite que cette relation fait de Ult(B) un espace de
pré-contact.
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Dé�nition 1.2.9. Soient (B,⊥) une algèbre de pré-contact et a, b ∈ B. On dé�nit la
relation binaire R⊥ sur Ult(B) comme suit

xR⊥y si et seulement si x 3 a et a ⊥ b⇒ y 63 b.

Remarque 1.2.5. Cette relation peut être dé�nie de manière équivalente grâce à la
relation de proximité ≺. En e�et, la dé�nition précédente est équivalente à

xR⊥y si et seulement si x 3 a et a ⊥ (bc)c ⇒ y 63 b.

En traduisant cette équivalence grâce à la relation de proximité, on obtient

xR⊥y si et seulement si x 3 a et a ≺ bc ⇒ y 63 b.

Ainsi, en remplaçant bc par c ∈ B, on trouve

xR⊥y si et seulement si x 3 a et a ≺ c⇒ y 3 c.

Nous utiliserons souvent cette équivalence dans la suite mais nous conserverons néan-
moins la notation R⊥. La proposition suivante nous donne une interprétation supplémen-
taire de la relation R⊥.

Proposition 1.2.10. Soient (B,⊥) une algèbre de pré-contact et ≺ une relation de proxi-
mité sur B. Soient x, y ∈ Ult(B), on a

xR⊥y ⇔ ≺ (−,−y) ⊆ −x,

où ≺ (−,−y) = {a ∈ B|∃b ∈ (−y) : a ≺ b}.

Démonstration. Soient B une algèbre de pré-contact et x, y ∈ Ult(B). Procédons par l'ab-
surde pour montrer que la condition est nécessaire. Supposons que xR⊥y et ≺ (−,−y) 6⊆
−x. Alors, il existe a ∈ x tel que a ∈≺ (−,−y). Comme a ∈≺ (−,−y), il existe b ∈ −y tel
que a ≺ b. Puisque xR⊥y, a ∈ x et a ≺ b, on a y 3 b, d'où l'absurdité et donc la condition
est nécessaire.

Montrons maintenant que la condition est su�sante. Procédons par l'absurde et sup-
posons qu'il existe a ∈ x et b ∈ B tels que a ≺ b et b /∈ y. Alors, b ∈ −y et a ≺ b donc
a ∈≺ (−,−y) ⊆ −x, d'où l'absurdité et donc le résultat.

Proposition 1.2.11. Soit (B,⊥) une algèbre de pré-contact et ≺ une relation de proxi-
mité sur B. Si y est un idéal de B alors ≺ (−, y) est un idéal de B.

Démonstration. Soient B une algèbre de pré-contact et y un idéal de B. Dans ce cas,
≺ (−, y) véri�e les trois propriétés suivantes.

1. 0 ∈≺ (−, y). En e�et, y est un idéal, donc 0 ∈ y et vu ≺ 3, 0 ≺ 0.

2. Si a1, a2 ∈≺ (−, y), il existe b1, b2 ∈ y tels que a1 ≺ b1 et a2 ≺ b2. Puisque y est un
idéal, b1 ∨ b2 ∈ y. Comme a1 ≤ a1,b1 ≤ b1 ∨ b2 et a1 ≺ b1, on peut utiliser l'axiome
≺ 1 on trouve a1 ≺ b1∨b2. De même, a2 ≺ b1∨b2. Ensuite, en utilisant l'axiome ≺ 2,
a1 ≺ b1 ∨ b2 et a2 ≺ b1 ∨ b2, on obtient a1 ∨ a2 ≺ b1 ∨ b2 et donc a1 ∨ a2 ∈≺ (−, y).
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3. Si a ∈ B et b ∈≺ (−, y) sont tels que a ≤ b, alors puisque b ∈≺ (−, y), il existe
c ∈ y tel que b ≺ c. Alors, a ≤ b, c ≤ c et b ≺ c donc vu l'axiome ≺ 1, a ≺ c et on
en conclut que a ∈≺ (−, y) d'où le résultat.

La proposition suivante nous permet d'a�rmer que le foncteur Ult que nous dé�nissons
dans la section suivante associe un espace de pré-contact à une algèbre de pré-contact.

Proposition 1.2.12. Si (B,⊥) une algèbre de pré-contact alors (Ult(B), R⊥) est un
espace de pré-contact.

Démonstration. Soit (B,⊥) une algèbre de pré-contact. Nous savons déjà que Ult(B)
est un espace de Boole, il reste donc à montrer que R⊥ est une relation fermée dans
Ult(B)2. Pour cela, nous allons montrer que le complémentaire de R⊥ est un ouvert.
Soient x, y ∈ Ult(B) tels que

(x, y) /∈ R⊥.

Par dé�nition de R⊥, il existe a, b ∈ B tels que

a ∈ x, a ⊥ b et b ∈ y.

Ainsi, on a x ∈ r(a) et y ∈ r(b). Alors,

r(a) × r(b)

est un voisinage de (x, y) disjoint de R⊥. En e�et, si (z, t) ∈ r(a) × r(b), alors a ∈ z
et b ∈ t. En particulier, si a ⊥ b et a ∈ z, b ∈ t donc (z, t) /∈ R⊥. On en conclut que
[r(a) × r(b)] ∩R⊥ = ∅, d'où le résultat.

Nous e�ectuons maintenant la même démarche sur l'algèbre of(X) où X est un espace
de pré-contact.

Dé�nition 1.2.10. Soit (X,R) un espace de pré-contact. On dé�nit l'opération binaire
⊥R sur of(X), comme suit

O ⊥R U si et seulement si (O × U) ∩R = ∅.

Remarque 1.2.6. On peut également dé�nir la relation ≺R comme suit

O ≺R U si et seulement si (O × (−U)) ∩R = ∅.

De plus, (O × (−U)) ∩R = ∅ est équivalent à R(O,−) ⊆ U .

Proposition 1.2.13. Si (X,R) un espace de pré-contact alors (of(X),⊥R) est une al-
gèbre de pré-contact.
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Démonstration. Prenons (X,R) un espace de pré-contact et montrons que (of(X),⊥R) est
une algèbre de pré-contact. Grâce à la proposition (B.2.10), nous savons que l'ensemble
of(X) est une algèbre de Boole. Il reste donc à montrer que l'opération ⊥R véri�e les
axiomes ⊥ 1, 2, 3, 4. Soient O,U, V,W ∈ of(X).
⊥ 1 Si O ⊆ U , V ⊇ W et U ⊥R V . Par dé�nition de ⊥R, on a (U × V ) ∩ R = ∅. Ainsi,
on obtient

(O ×W ) ∩R ⊆ (U × V ) ∩R = ∅.

Donc O ⊥R W .
⊥ 2 Si O ⊥R V , O ⊥R W , U ⊥R V et U ⊥R W alors

(O × V ) ∩R = ∅, (O ×W ) ∩R = ∅, (U × V ) ∩R = ∅ et (U ×W ) ∩R = ∅.

Vu nos hypothèses, on obtient

[(O ∪ U)× (V ∪W )] ∩R = [(O × V ) ∪ (O ×W ) ∪ (U × V ) ∪ (U ×W )] ∩R
= [(O × V ) ∩R] ∪ [(O ×W ) ∩R] ∪ [(U × V ) ∩R] ∪ [(U ×W ) ∩R]

= ∅.

Donc, (O ∪ U) ⊥R (V ∪W ).
⊥ 3 Il est clair que ∅ ⊥R X puisque ∅ ×X = ∅.
⊥ 4 De même, X ⊥R ∅.
On en conclut que (of(X),⊥R) est une algèbre de pré-contact.

Avant d'établir la dualité entre une algèbre de pré-contact et un espace de pré-contact,
démontrons encore deux propriétés qui trouvent leur utilité dans la section suivante.

Proposition 1.2.14. Soient X un espace de Boole et R un relation fermée sur X2. Si F
est un fermé de X, alors R(F,−) est aussi un fermé de X.

Démonstration. Soient X un espace de Boole et R un relation fermée sur X2. Considérons
un fermé F de X. Pour montrer que R(F,−) est un fermé de X, montrons que son
complémentaire est un ouvert. Soit y 6∈ R(F,−). Alors, pour tout x ∈ F , (x, y) 6∈ R.
Puisque R est une relation fermée, pour tout x ∈ F il existe un voisinage ouvert Ox de x
et Ux un voisinage ouvert de y tel que

(Ox × Ux) ∩R = ∅.

En particulier, on a F ⊆ ∪
xi∈F

Oxi . De plus, puisque X est un espace de Boole, F est un

compact et donc il existe une famille d'indice {1, ..., n} telle que

F ⊆ Ox1 ∪ ... ∪Oxn ;

y ∈ Ux1 ∩ ... ∩ Uxn = U.

Ainsi, U est un voisinage ouvert de y tel que U ∩ R(F,−) = ∅. En e�et, procédons par
l'absurde, supposons que U ∩ R(F,−) 6= ∅. Alors, il existe u ∈ U et f ∈ F tels que fRu.
Puisque f ∈ F , il existe j ∈ {1, ..., n} tel que f ∈ Oxj . De plus, u ∈ U = Ux1 ∩ ... ∩ Uxn ,
donc u ∈ Uxi pour tout i ∈ {1, ..., n}, donc en particulier u ∈ Uxj . Or, vu le raisonnement
précédent, (Oxj × Uxj) ∩R = ∅, d'où l'absurdité et donc le résultat.
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Proposition 1.2.15. Soit X un espace de Boole. Si F et G sont des fermés de X tels
que F ∩G = ∅, alors il existe une ouvert fermé O de X tel que

F 6⊆ O et G ⊆ O.

Autrement dit, O sépare les fermés F et G.

Démonstration. Considérons un espace de Boole X et des fermés F et G de X tels que
F∩G = ∅. Remarquons tout d'abord que, puisqueX est un espace de Boole, il est compact.
Ainsi, F et G sont compacts car tout sous-ensemble fermé inclus dans un compact est un
compact.

Soit x ∈ F . Pour tout y ∈ G, y 6= x puisque F ∩ G = ∅. De plus, X est un espace
de Boole donc en particulier, il est séparé et il admet une base d'ouverts fermés. Donc,
pour tout y ∈ G, il existe un ouvert fermé Oy tel que y ∈ Oy et x 6∈ Oy. En particulier,
G ⊆ ∪

yi∈G
Oyi , donc il existe une famille d'indice {1, ..., n} telle que

G ⊆ Oy1 ∪ ... ∪Oyn = Ox;

x ∈ (−Oy1) ∩ ... ∩ (−Oyn) = −Ox.

En particulier, F ⊆ ∪
xi∈F

(−Oxi), donc il existe une famille d'indice {1, ...,m} telle que

F ⊆ (−Ox1) ∪ ... ∪ (−Oxm) = −O;

avec O = x ∈ Ox1 ∩ ... ∩ Oxm . Or, vu ce qui précède, G ⊆ Oxi pour tout i ∈ {1, ...,m},
donc G ⊆ O et O est l'ouvert fermé cherché.

1.2.4 Espace dual d'une algèbre de pré-contact

Établissons à présent la dualité entre une algèbre de pré-contact et un espace de pré-
contact. Commençons par dé�nir le premier foncteur permettant d'obtenir cette dualité.

Dé�nition 1.2.11. L'application Ult est dé�nie comme l'application qui à une algèbre
de pré-contact (B,⊥) associe l'espace topologique Ult(B) et qui à un homomorphisme

h : B′ → B

d'algèbres de pré-contact associe Ult(h) = h−1.

Remarque 1.2.7. Dans la suite, on notera Ult(h) = h∗.

Proposition 1.2.16. L'application Ult est un foncteur contravariant de la catégorie PCA
dans la catégorie PCS.

Démonstration. Soit (B,⊥) une algèbre de pré-contact. Vu la proposition (1.2.12), (Ult(B), R⊥)
est un espace de pré-contact. Soit (B′,⊥), une autre algèbre de pré-contact et h : B′ → B
un homomorphisme d'algèbres de pré-contact.
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Démontrons que h∗ est un morphisme de PCS. L'application h∗ : Ult(B)→ Ult(B′) est
bien dé�nie et continue (la démonstration est identique à celle e�ectuée dans le théorème
(1.1.5)). Montrons maintenant que h∗ est un morphisme de PCS. Par dé�nition d'un
morphisme d'espaces de pré-contact, il faut montrer que

h∗(R⊥(−, y)) = R⊥(−, h∗(y))

pour tout y ∈ Ult(B).
Montrons d'abord que h∗(R⊥(−, y)) ⊆ R⊥(−, h∗(y)). Si x ∈ R⊥(−, y), alors xR⊥y.

Montrons que dans ce cas, h∗(x)R⊥h
∗(y). Vu la remarque (1.2.5), nous devons montrer

que

∀a′, b′ ∈ B′ : h∗(x) 3 a′ et a′ ≺ b′ ⇒ h∗(y) 3 b′.

Soient a′, b′ ∈ B′ tels que h∗(x) 3 a′ et a′ ≺ b′. Puisque h est un homomorphisme d'algèbres
de pré-contact, vu la remarque (1.2.3), on obtient

a′ ≺ b′ ⇒ h(a′) ≺ h(b′).

Par hypothèse xR⊥y et puisque x 3 h(a′), on trouve h(b′) ∈ y et donc b′ ∈ h∗(y).
Montrons maintenant que h∗(R⊥(−, y)) ⊇ R⊥(−, h∗(y)). Soit x′ ∈ R⊥(−, h∗(y)), au-

trement dit, soit x′ ∈ Ult(B′) tel que x′R⊥h∗(y). Nous devons trouver x ∈ Ult(B) tel
que h∗(x) = x′ et xR⊥y. Comme le montre la remarque (B.1.2) et la proposition (1.2.10),
ceci est équivalent à trouver x ∈ Ult(B) tel que h(x′) ⊆ x et ≺ (−,−y) ⊆ −x. Puisque
x′ ∈ Ult(B′) et que h est un homomorphisme, il est clair que h(x′) ↑ est un �ltre de B.
De plus, puisque y ∈ Ult(B), −y ∈ Id(B) et vu la proposition (1.2.11), ≺ (−,−y) est un
idéal de B. Montrons maintenant que

≺ (−,−y) ∩ h(x′) ↑= ∅,

ainsi, le théorème de séparation de Stone (B.2.8) prouvera l'existence d'un tel x. Procé-
dons par l'absurde. Supposons qu'il existe a′ ∈ x′ tel que h(a′) ∈≺ (−,−y) 4, ce qui signi�e
qu'il existe b 6∈ y tel que h(a′) ≺ b. Vu que h est un homomorphisme de pré-contact, on
peut utiliser la remarque (1.2.3). Ainsi, il existe c′ ∈ B′ tel que h(c′) ≤ b et a′ ≺ c′. De
plus, par hypothèse, x′R⊥h∗(y) et comme a′ ∈ x′ et a′ ≺ c′, on trouve c′ ∈ h∗(y). On
obtient alors h(c′) ∈ y. De plus, y ∈ Ult(B) et h(c′) ≤ b, on en déduit que b ∈ y d'où
l'absurdité, et donc le résultat.

La �n de cette démonstration est similaire à celle e�ectuée dans le théorème (1.1.5). On
en conclut que Ult est un foncteur contravariant de la catégorie PCA dans la catégorie
PCS.

Présentons maintenant le second foncteur permettant d'obtenir la dualité.

4. Il su�t de considérer un élément de h(x′) car si on considère un élément c de h(x′) ↑, alors il existe
a′ ∈ x′ tel que h(a′) ≤ c et grâce à l'axiome ≺ 2, si c ≺ b, alors h(a′) ≺ b.
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Dé�nition 1.2.12. L'application of est dé�nie comme l'application qui à un espace de
pré-contact (X,R) associe l'algèbre de pré-contact of(X) et qui à un homomorphisme
continu

ϕ : X ′ → X

entre deux espaces de pré-contact associe of(ϕ) = ϕ−1.

Remarque 1.2.8. Dans la suite, on notera of(ϕ) = ϕ∗.

Proposition 1.2.17. L'application of est un foncteur contravariant de la catégorie PCS
dans la catégorie PCA.

Démonstration. Soit (X,R) un espace de pré-contact, grâce à la proposition (1.2.13), on
sait déjà que (of(X),⊥R) est une algèbre de pré-contact. Soit (X ′, R) un deuxième espace
de pré-contact et ϕ : X ′ → X un homomorphisme continu tel que

ϕ(R(−, y′)) = R(−, ϕ(y′)),

pour tout y′ ∈ B′. Montrons que of(ϕ) = ϕ∗ est un morphisme de PCA (c'est à dire un
homomorphisme d'algèbres de pré-contact).

Montrons d'abord que l'application ϕ∗ : of(X) → of(X ′) est bien dé�nie. Si O ∈
of(X), alors ϕ∗(O) = ϕ−1(O) ∈ of(X ′) puisque ϕ est une application continue.

Montrons maintenant que ϕ∗ est un homomorphisme d'algèbres de pré-contact. L'ap-
plication ϕ∗ est un homomorphisme d'algèbres de Boole (la démonstration est identique
à celle e�ectuée dans le théorème (1.1.6)). Il reste à montrer que si O ∈ of(X), alors

≺R (ϕ∗(O),−) = ϕ∗(≺R (O,−)) ↑ .

Procédons par double inclusion et commençons par montrer que ≺R (ϕ∗(O),−) ⊇ ϕ∗(≺R
(O,−)) ↑. Prenons U ∈ of(X) tel que O ≺R U et montrons que ϕ∗(O) ≺R ϕ∗(U) 5. Au-
trement dit, prenons U ∈ of(X) tel que R(O,−) ⊆ U et montrons que R(ϕ−1(O),−) ⊆
ϕ−1(U). Soient x ∈ ϕ−1(O) (ie. ϕ(x) ∈ O) et y ∈ X ′ tels que xRy. Nous devons prou-
ver que y ∈ ϕ−1(U), ce qui est équivalent à montrer que ϕ(y) ∈ U . Puisque ϕ est un
morphisme continu entre espaces de pré-contact, on obtient

xRy ⇒ ϕ(x)Rϕ(y) ⇒ ϕ(y) ∈ R(O,−).

Par hypothèse, on a R(O,−) ⊆ U et donc ϕ(y) ∈ U . Ainsi, y ∈ ϕ−1(U).
Montrons que ≺R (ϕ∗(O),−) ⊆ ϕ∗(≺R (O,−)) ↑. Nous devons prouver que si O ∈ of(X)
et O′ ∈ of(X ′) sont tels que ϕ∗(O) ≺R O′ alors, il existe U ∈ of(X) tel que O ≺R U et
ϕ∗(U) ⊆ O′. Supposons disposer de O ∈ of(X) et O′ ∈ of(X ′) tels que ϕ∗(O) ≺R O′,
autrement dit, tels que R(ϕ∗(O),−) ⊆ O′. Commençons par montrer que

R(ϕ∗(O),−) ⊆ O′ ⇒ R(O,−) ∩ ϕ(−O′) = ∅.

5. De nouveau ceci est su�sant grâce à l'axiome ≺ 2 car si U ′ ∈ ϕ∗(≺R (O,−)) ↑, alors il existe U tel
que O ≺R U et ϕ∗(U) ⊆ U ′. Ainsi, puisque ϕ∗(O) ≺R ϕ∗(U), on trouve ϕ∗(O) ≺R U ′.
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Procédons par l'absurde, supposons qu'il existe y ∈ R(O,−) tel que y = ϕ(y′) avec
y′ 6∈ O′. Autrement dit, y ∈ B et il existe x ∈ O tel que xRy. Ainsi, xRϕ(y′) et puisque
ϕ est tel que ϕ(R(−, y′)) = R(−, ϕ(y′)) pour tout y′ ∈ B′, il existe x′ ∈ B′ tel que x′Ry′
et ϕ(x′) = x ∈ O. On trouve alors que x′ ∈ ϕ∗(O) et x′Ry′, donc y′ ∈ R(ϕ∗(O),−) ⊆ O′

d'où l'absurdité.
Vu la proposition (1.2.14), puisque O est un fermé, R(O,−) est aussi un fermé. De plus,

O′ est un ouvert fermé, donc −O′ est aussi un ouvert fermé. En particulier, −O′ est un
fermé de of(X ′) qui est un compact, donc il est compact et puisque ϕ est un application
continue, ϕ(−O′) est aussi un compact, donc il est fermé. Ainsi, R(O,−) et ϕ(−O′) sont
deux fermés disjoints, ils sont donc séparés par un ouvert fermé vu la proposition (1.2.15).
Alors, il existe U ∈ of(X) tel que R(O,−) ⊆ U et U ∩ ϕ(−O′) = ∅. Autrement dit, il
existe U ∈ of(X) tel que O ≺R U et ϕ−1(U) ⊆ O′, d'où le résultat.

La �n de la démonstration est similaire à celle e�ectuée dans le théorème (1.1.6). On
en conclut que of est un foncteur contravariant de la catégorie PCS dans la catégorie
PCA.

Pour obtenir une équivalence duale, nous devons prouver les isomorphismes avec les
biduaux.

Proposition 1.2.18. Soit B une algèbre de pré-contact. Alors l'application

rB : b→ of(Ult(B))

b 7→ rB(b) = {x ∈ Ult(B)|x 3 b}

est un isomorphisme d'algèbres de pré-contact.

Démonstration. Vu la proposition (B.2.13), l'application rB est un isomorphisme d'al-
gèbres de Boole. Il nous reste à prouver que

≺ (rB(b),−) = rB(≺ (b,−)) ↑,

pour tout b ∈ B. Remarquons dans un premier temps que puisque rB est un isomorphisme
montrer que ≺ (rB(b),−) = rB(≺ (b,−)) ↑ est équivalent à montrer que ≺ (rB(b),−) =
rB(≺ (b,−)). Cette dernière égalité peut se traduire grâce à l'équivalence

b ≺ a ⇔ R⊥(rB(b),−) ⊆ rB(a) ∀a ∈ B.

Commençons par montrer que la condition est nécessaire. Soient a ∈ B tel que b ≺ a,
y ∈ of(Ult(B)) et x ∈ rB(b) tels que xR⊥y. Montrons que y ∈ rB(a). Comme xR⊥y, vu
la remarque (1.2.5), on sait que pour tous d ∈ B et c ∈ x tels que c ≺ d, y 3 d. Or, a ∈ B
et b ∈ x sont tels que b ≺ a, donc a ∈ y et ainsi y ∈ rB(a).

Pour montrer que la condition est su�sante, utilisons le fait que

R⊥(rB(b),−) = ∩
b≺c
rB(c),
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pour tout b ∈ B 6. Nous devons montrer que

R⊥(rB(b),−) ⊆ rB(a) ⇒ b ≺ a ∀a ∈ B.

Supposons que R⊥(rB(b),−) ⊆ rB(a). Vu ce qui précède, on a ∩
b≺c
rB(c) ⊆ rB(a). De plus,

puisque (−rB(a)) est un ouvert fermé de Ult(B), (−rB(a)) est un compact. Ainsi, par
passage au complèmentaire, il existe c1, ..., cn tels que

rB(c1) ∩ . . . ∩ rB(cn) ⊆ rB(a).

Si on pose c = c1 ∧ . . . ∧ cn, alors rB(c) ⊆ rB(a) et c ≤ a. De plus, en appliquant n fois
l'axiome ≺ 2, on trouve b ≺ c et c ≤ a. On en conclut que b ≺ a, d'où le résultat.

Proposition 1.2.19. Soit X un espace de pré-contact. Alors l'application

εX : X → Ult(of(X))

x 7→ εX(x) = {O ∈ of(X)|O 3 x}

est un isomorphisme d'espaces de pré-contact.

Démonstration. Vu la proposition (B.2.15), l'application εX est un isomorphisme d'es-
paces de Boole. Il nous reste donc à prouver que pour tous x, y ∈ X,

εX(R(−, y)) = R⊥R
(−, εX(y)).

Puisque l'application εX est un isomorphisme, nous devons montrer que

xRy ⇔ εX(x)R⊥R
εX(y)

pour tous x, y ∈ X. Soient x, y ∈ X tels que xRy. Nous devons prouver que pour tous
O,U ∈ of(X), si O ∈ εX(x) est tel que O ≺R U alors εX(y) 3 U . Autrement dit, il faut
montrer que pour tous O,U ∈ of(X),

O ∈ εX(x) et R(O,−) ⊆ U ⇒ εX(y) 3 U.

Supposons disposer d'un ouvert fermé O ∈ εX(x) et d'un ouvert fermé U tels que
R(O,−) ⊆ U . Dans ce cas, O 3 x et xRy, donc y ∈ U et εX(y) 3 U .

Supposons maintenant que εX(x)R⊥R
εX(y) et montrons que xRy. Procédons par l'ab-

surde, supposons que x��Ry. Puisque R est une relation fermée, il existe O,U ∈ of(X)
tels que (x, y) ∈ O × U et (O × U) ∩ R = ∅. Cette dernière égalité peut se réécrire
R(O,−) ⊆ −U . Or, x ∈ O et εX(x)R⊥R

εX(y), donc on en conclut que εX(y) 3 −U .
Autrement dit, y ∈ −U d'où une contradiction et donc le résultat.

Il nous reste à prouver que les diagrammes correspondants sont commutatifs. Les dé-
monstrations des propositions suivantes sont identiques à celles e�ectuées dans le cas des
algèbres de Boole.

6. La démonstration de cette proposition se trouve dans [13]
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Proposition 1.2.20. Soient B et B′ deux algèbres de pré-contact et f : B → B′ un
homomorphisme d'algèbres de pré-contact. Le diagramme suivant est commutatif.

B of(Ult(B))

B′ of(Ult(B′))

f

rB

rB′

of(Ult(f))

Proposition 1.2.21. Soient X et X ′ deux espaces de pré-contact et ϕ : X → X ′ un
homomorphisme d'espaces de pré-contact. Le diagramme suivant est commutatif.

X Ult(of(X))

X ′ Ult(of(X ′))

ϕ

εX

εX′

Ult(of(ϕ))

Toutes ces propositions nous permettent d'obtenir l'équivalence duale.

Théorème 1.2.22. Les foncteurs contravariants Ult et of établissent une équivalence
duale entre la catégorie PCA et la catégorie PCS.
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Chapitre 2

Les dualités discrètes

Dans ce chapitre, nous e�ectuons le même raisonnement que dans le chapitre précédent
mais en ajoutant certaines propriétés aux algèbres de départ. Nous découvrons qu'en
ajoutant des propriétés spéci�ques aux algèbres que nous avons étudiées dans le chapitre
précédent, nous modi�ons l'espace dual correspondant. Nous commençons par établir
la dualité existant entre les algèbres de Boole complètes et atomiques et les ensembles.
Ensuite, nous procédons de façon similaire pour établir la dualité existant entre les algèbres
modales complètes et atomiques et les frames de Kripke. En�n, nous établissons la dualité
existant entre les algèbres de pré-contact complètes et atomiques et les frames de Kripke
en procédant di�éremment. En e�et, nous montrons que la catégorie des algèbres modales
complètes et atomiques est isomorphe à la catégorie des algèbres de pré-contact complètes
et atomiques.

2.1 Les algèbres de Boole complètes et atomiques

Comme annoncé, nous commençons par étudier l'espace dual d'une algèbre de Boole
complète et atomique. Pour cela, nous avons besoin de dé�nir certaines notions et d'intro-
duire de nouvelles catégories. Nous avons également besoin d'établir une série de propriétés
que nous utilisons pour démontrer l'équivalence duale.

2.1.1 Dé�nitions et propriétés

Commençons par dé�nir une algèbre de Boole atomique ainsi que la catégorie associée.

Dé�nition 2.1.1. Soient B une algèbre de Boole et a ∈ B. L'élément a est un atome de
B si a > 0 et si a est minimal dans B \ {0} (ie. si b ∈ B est tel que 0 ≤ b ≤ a alors b = 0
ou b = a). On notera At(B) l'ensemble des atomes de B.

Remarque 2.1.1. Soient B une algèbre de Boole et a ∈ At(B). Soient I une famille
d'indices et xi des éléments de B. Si a ≤ ∨

i∈I
xi, alors il existe i ∈ I tel que a ≤ xi. En

e�et, si ce n'était pas le cas, nous aurions a 6≤ xi pour tout i ∈ I. Alors, on trouverait

a = a ∧ 1 = a ∧ (xi ∨ xci) = (a ∧ xi) ∨ (a ∧ xci) = a ∧ xci
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pour tout i ∈ I. Donc, on obtient

a ≤ xci ∀i ∈ I ⇒ ac ≥ xi ∀i ∈ I ⇒ ac ≥ ∨
i∈I
xi.

Au �nal, a ≤ ∨
i∈I
xi ≤ ac et on en conclut que a = 0 ce qui est absurde puisque a est un

atome.

Dé�nition 2.1.2. Une algèbre de Boole B est atomique si et seulement si

∀b 6= 0, ∃a ∈ At(B) tel que a ≤ b.

Dé�nition 2.1.3. Un homomorphisme d'algèbres de Boole complètes est un homomor-
phisme f d'algèbre de Boole tel que

f( ∨
b∈B

b) = ∨
b∈B

f(b) et f( ∧
b∈B

b) = ∧
b∈B

f(b).

Dé�nition 2.1.4. La catégorie des algèbres de Boole complètes et atomiques, notée BCA,
est la catégorie dont les objets sont les algèbres de Boole complètes et atomiques et les
morphismes sont les homomorphismes d'algèbres de Boole complètes.

Passons à la seconde catégorie dont nous avons besoin.

Dé�nition 2.1.5. La catégorie des ensembles, notée Set, est la catégorie dont les objets
sont les ensembles et les morphismes sont les applications entre ensembles.

Démontrons maintenant une série de propositions qui seront nécessaires dans la section
suivante.

Théorème 2.1.1. Si B est une algèbre de Boole complète et atomique, alors pour tout
élément b de B, on a

b = ∨{a ∈ At(B)|a ≤ b}.

Démonstration. Soient B est une algèbre de Boole complète et atomique et b un élément
de B. Notons u := ∨{a ∈ At(B)|a ≤ b} et montrons que b = u. Premièrement, puisque
l'algèbre de Boole B est complète u existe. Il est clair que b ≥ u puisque dans l'ensemble
{a ∈ At(B)|a ≤ b}, tous les éléments sont inférieurs ou égaux à b.

Montrons maintenant que b ≤ u. Procédons par l'absurde, supposons que b > u. Dans
ce cas, vu la proposition (B.2.1), b ∧ uc 6= 0. Puisque B est atomique, il existe a ∈ At(B)
tel que a ≤ b∧uc. On obtient alors un atome a tel que a ≤ b et a ≤ uc, on en conclut que
a ∈ {a ∈ At(B)|a ≤ b} et a ≤ uc. Ainsi, a ≤ u et a ≤ uc et donc a ≤ u ∧ uc = 0. On en
conclut que a = 0. Or a est un atome, d'où l'absurdité.

Proposition 2.1.2. Soient B une algèbre de Boole et a ∈ B un atome. Alors, a ↑ est un
ultra�ltre de B.
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Démonstration. Soient B une algèbre de Boole et a ∈ At(B). Il est clair que

a ↑= {b ∈ B|a ≤ b}

est un �ltre. Il nous reste donc à montrer que celui-ci est maximal pour l'inclusion. Pro-
cédons par l'absurde, supposons qu'il existe F un �ltre propre de B tel que (a ↑) ( F .
Dans ce cas, il existe b ∈ F\(a ↑). Ainsi, b ∈ F est tel que a � b, autrement dit b ≤ ac.
On trouve alors que

b ∧ ac = b ⇒ bc ∨ a = bc ⇒ bc ≥ a.

On en déduit que bc ∈ (a ↑) ( F . Ainsi, F est un �ltre contenant 0 et donc F = B, d'où
l'absurdité et donc le résultat.

Dé�nition 2.1.6. Soient B une algèbre de Boole et a ∈ B un atome. Les ultra�ltres a ↑
de B sont appelés les ultra�ltres principaux de B.

La proposition suivante permet de caractériser les atomes de P(X) où X est un en-
semble. Ce résultat nous permet notamment de prouver que P(X) est une algèbre de
Boole complète et atomique.

Proposition 2.1.3. Soit X un ensemble. Les seuls atomes de P(X) sont les singletons
{x} avec x ∈ X.

Démonstration. Soit X un ensemble. Si A est un atome de (P(X)) alors A 6= ∅ et donc A
contient au moins un élément x. Alors, ∅ ⊆ {x} ⊆ A et puisque A est un atome de P(X),
A = {x}.
Proposition 2.1.4. Si X est un ensemble, alors P(X) est une algèbre de Boole complète
et atomique.

Démonstration. Vu l'exemple (B.1.2), il est clair que P(X) est une algèbre de Boole
complète. De plus, celle-ci est atomique puisque vu la proposition précédente, il faut que
toute partie non vide de X contienne un singleton. Or pour tout E ∈ P(X) non vide, il
existe x ∈ E et donc {x} ⊆ E. Ainsi, P(X) est atomique.

2.1.2 Espace dual d'une algèbre de Boole complète et atomique

Dans cette section, nous établissons la dualité entre une algèbre de Boole complète et
atomique et un ensemble. Pour cela, nous avons besoin de dé�nir deux nouveaux foncteurs
contravariants. Commençons par dé�nir le premier.

Dé�nition 2.1.7. L'application At est dé�nie comme l'application qui à une algèbre de
Boole complète et atomique B associe l'ensemble des atomes de B, noté At(B), et qui à
un homomorphisme

f : B′ → B

d'algèbres de Boole complètes associe At(f) = f ∗. L'application f ∗ est dé�nie comme
suit,

f ∗ : At(B) −→ At(B′)

a 7−→ ∧{b′ ∈ B′|a ≤ f(b′)}.
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Nous pouvons remarquer que l'application f ∗ que nous venons de dé�nir est particu-
lière. En e�et, jusqu'à présent, les foncteurs contravariants que nous avons dé�ni asso-
ciaient à un morphisme de catégorie f une application f ∗ qui n'était rien d'autre que
l'inverse du morphisme considéré. A�n de pouvoir mieux manipuler l'application f ∗ que
nous venons de dé�nir, établissons quelques propriétés. Pour commencer, montrons que
l'application f ∗ est bien dé�nie.

Proposition 2.1.5. Soient B et B′ des algèbres de Boole complètes atomiques, f : B′ →
B un homomorphisme d'algèbres de Boole complètes. Si a ∈ At(B) alors

f ∗(a) = ∧{b′ ∈ B′|a ≤ f(b′)}

est un atome de B′. De plus, a ≤ f(f ∗(a)).

Démonstration. Considérons B et B′ des algèbres de Boole complètes atomiques et f un
homomorphisme d'algèbres de Boole complètes. Prenons a ∈ At(B) et posons a′ = ∧{b′ ∈
B′|a ≤ f(b′)}. Montrons que a′ ∈ At(B′). Premièrement, il faut montrer que a′ > 0. On a

f(a′) = f(∧{b′ ∈ B′|a ≤ f(b′)}) = ∧{f(b′) ∈ B|a ≤ f(b′)} ≥ a > 0.

En particulier, a′ 6= 0 sinon f(a′) = 0. Ainsi, a′ > 0 et nous avons également montré que
a ≤ f(a′). Deuxièmement, nous devons prouver que si c′ ∈ B′ est tel que 0 ≤ c′ ≤ a′

alors c′ = 0 ou c′ = a′. Puisque B′ est une algèbre de Boole complète et atomique, vu le
théorème (2.1.1), on obtient

a′ = ∨{c′ ∈ At(B′)|c′ ≤ a′}.

De plus, puisque f est un homomorphisme d'algèbres de Boole complètes, on trouve

a ≤ f(a′) = ∨{f(c′)|c′ ∈ At(B′) et c′ ≤ a′}.

Vu la remarque (2.1.1), il existe c′ ∈ At(B′) tel que a ≤ f(c′) et c′ ≤ a′. De plus, en
utilisant la dé�nition de a′ et le fait que a ≤ f(c′), on a a′ ≤ c′ et on obtient alors c′ = a′,
d'où le résultat.

Proposition 2.1.6. Soient B et B′ des algèbres de Boole complètes atomiques, f : B′ →
B un homomorphisme d'algèbres de Boole complètes et a ∈ At(B) tel que f ∗(a) = a′.
Alors, a′ est l'unique atome de B′ tel que a ≤ f(a′).

Démonstration. Considérons B et B′ des algèbres de Boole complètes atomiques et f un
homomorphisme d'algèbres de Boole complètes. Prenons a ∈ At(B) et a′ ∈ B′ tels que
f ∗(a) = a′. Vu la proposition précédent, a′ ∈ At(B′) et a ≤ f(a′).

Il nous reste donc à prouver que a′ est unique. Procédons par l'absurde, supposons qu'il
existe b′ ∈ At(B′) tel que b′ 6= a′ et a ≤ f(b′). Dans ce cas, on obtient

a′ ∧ b′ = 0.

En e�et, a′ ∧ b′ ≤ a′ et puisque a′ est un atome, a′ ∧ b′ = 0 ou a′ ∧ b′ = a′. De la même
manière,on trouve a′ ∧ b′ = 0 ou a′ ∧ b′ = b′. Ainsi, si a′ ∧ b′ 6= 0, a′ ∧ b′ = a′ et a′ ∧ b′ = b′.
Or, b′ 6= a′ donc a′ ∧ b′ = 0. Comme f est un homomorphisme d'algèbres de Boole, on a

f(a′) ∧ f(b′) = f(a′ ∧ b′) = f(0) = 0.

Par hypothèse, a ≤ f(a′) et a ≤ f(b′), ainsi, a ≤ f(a′) ∧ f(b′). On en conclut que a = 0
et a est un atome, d'où l'absurdité et donc le résultat.
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Corollaire 2.1.7. Soient B et B′ des algèbres de Boole complètes et atomiques et f : B′ →
B un homomorphisme d'algèbres de Boole complètes. Pour tout a ∈ At(B) et a′ ∈ At(B′),
on a

a ≤ f(a′) ⇐⇒ f ∗(a) = a′.

Cette proposition peut être généralisée comme suit.

Proposition 2.1.8. Soient B et B′ des algèbres de Boole complètes et atomiques et
f : B′ → B un homomorphisme d'algèbres de Boole complètes. Pour tout a ∈ At(B) et
b′ ∈ B′, on a

a ≤ f(b′) ⇐⇒ f ∗(a) ≤ b′.

Démonstration. Soient B et B′ des algèbres de Boole complètes et atomiques et f un
homomorphisme d'algèbres de Boole complètes. Soient a ∈ At(B) et b′ ∈ B′. Utilisons
dans un premier temps le théorème (2.1.1). Puisque b′ ∈ B′, on a

b′ = ∨{a′ ∈ At(B′)|a′ ≤ b′} ⇒ f(b′) = ∨{f(a′)|a′ ∈ At(B′) et a′ ≤ b′}.

Supposons maintenant que a ≤ f(b′). Dans ce cas, a ≤ ∨{f(a′)|a′ ∈ At(B′) et a′ ≤ b′}
et puisque a est un atome de B, il existe a′ ∈ At(B′) tel que a′ ≤ b′ et a ≤ f(a′). En
utilisant la proposition précédente, on obtient f ∗(a) = a′ et donc f ∗(a) ≤ b′.

Supposons que f ∗(a) ≤ b′. Utilisons la proposition (2.1.6), f ∗(a) est l'unique atome
de B′ tel que a ≤ f(f ∗(a)). Puisque f est un homomorphisme d'algèbres de Boole, on
obtient a ≤ f(f ∗(a)) ≤ f(b′), d'où le résultat.

Grâce à cette série de propriétés, nous pouvons maintenant établir que At est un
foncteur contravariant entre nos catégories.

Proposition 2.1.9. L'application At est un foncteur contravariant de la catégorie BCA
dans la catégorie Set.

Démonstration. Soit B une algèbre de Boole complète et atomique. Il est clair que At(B)
est un ensemble. Soit B′, une autre algèbre de Boole complète et atomique et f : B′ → B
un homomorphisme d'algèbre de Boole complète. Commençons par montrer que f ∗ est
bien dé�ni. On a f ∗ : At(B) → At(B′) et vu la proposition (2.1.2), il est clair que
f ∗(a) ∈ At(B′) pour tout a ∈ At(B).

Il est clair que f ∗ est un morphisme de Set puisque f ∗ est une application entre les
ensembles At(B) et At(B′).

Prenons maintenant A,B et C des algèbres de Boole complètes et atomiques et prenons
f : B → C et g : A→ B des homomorphismes d'algèbres de Boole complètes. Montrons
que At(f ◦ g) = At(g) ◦ At(f), autrement dit, prouvons que (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗. Soient
a ∈ At(A) et c ∈ At(C) tels que (f ◦g)∗(c) = a. En utilisant le corollaire (2.1.7), on trouve

(f ◦ g)∗(c) = a ⇔ c ≤ (f ◦ g)(a) = f(g(a)).
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De plus, g(a) ∈ B et c ∈ At(C), donc en utilisant la proposition (2.1.8), on obtient

c ≤ f(g(a)) ⇔ f ∗(c) ≤ g(a).

En�n, f ∗(c) ∈ At(B) et a ∈ At(A), donc en appliquant une seconde fois le corollaire
(2.1.7), on a

f ∗(c) ≤ g(a) ⇔ g∗(f ∗(c)) = a.

On peut en déduire que (f ◦ g)∗(c) = a = g∗(f ∗(c)) pour tout a ∈ At(A), c ∈ At(C) d'où
le résultat.

De plus, pour toute algèbre de Boole complète et atomique B, l'application At(idB)
est donnée par

(idB)∗ : At(B) −→ At(B)

a 7−→ ∧{b ∈ B|a ≤ idB(b)}.

Or, ∧{b ∈ B|a ≤ idB(b)} = ∧{b ∈ B|a ≤ b} = a puisque a ∈ B. On peut en conclure
que At(idB) = idAt(B). On en conclut que At est un foncteur contravariant de la catégorie
BCA dans la catégorie Set.

Pour établir l'équivalence duale, nous avons besoin de dé�nir un second foncteur.

Dé�nition 2.1.8. L'application P est dé�nie comme l'application qui à un ensemble X
associe l'ensemble P(X) des parties de X et qui à une application

ϕ : X ′ → X

entre entre ensembles associe ϕ∗ = ϕ−1.

Proposition 2.1.10. L'application P est un foncteur contravariant de la catégorie Set
dans la catégorie BCA.

Démonstration. Soient X un ensemble. Vu la proposition (2.1.4), P(X) est une algèbre
de Boole complète et atomique. Soit X ′ un deuxième ensemble et ϕ : X ′ → X une
application entre ensembles. Montrons que ϕ∗ est un morphisme de BCA.

Montrons d'abord que l'application ϕ∗ : P(X)→ P(X ′) est bien dé�nie. Si E ∈ P(X),
alors il est clair que ϕ∗(E) = ϕ−1(E) ∈ P(X ′).

Montrons maintenant que ϕ∗ est un homomorphisme d'algèbres de Boole complètes.
Pour montrer que ϕ∗ est un homomorphisme d'algèbres de Boole, on procède de la même
manière que lors de la démonstration (1.1.6). Nous devons maintenant montrer que

ϕ∗( ∨
E∈P(X)

E) = ∨
E∈P(X)

ϕ∗(E) et ϕ∗( ∧
E∈P(X)

E) = ∧
E∈P(X)

ϕ∗(E).
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Or, on a

ϕ∗( ∨
E∈P(X)

E) = ϕ−1( ∪
E∈P(X)

E)

= {x′ ∈ X ′|ϕ(x′) ∈ ∪
E∈P(X)

E}

= ∪
E∈P(X)

{x′ ∈ X ′|ϕ(x′) ∈ E}

= ∪
E∈P(X)

ϕ−1(E)

= ∨
E∈P(X)

ϕ∗(E)

On obtient la seconde égalité de la même manière.

Prenons maintenant X, Y et Z des ensembles et prenons ϕ : Y → Z et ψ : X → Y des
applications entre ensembles. On a

P(ϕ ◦ ψ) = (ϕ ◦ ψ)−1 = ψ−1 ◦ ϕ−1 = P(ψ) ◦ P(ϕ).

De plus, pour tout ensemble X, l'application P(idX) est donnée par

(idX)−1 : P(X)→ P(X).

On en conclut que P(idX) = idP(X), d'où le résultat.

Nous devons maintenant prouver les isomorphismes avec les biduaux.

Proposition 2.1.11. Si B est une algèbre de Boole complète et atomique, l'application

rB : B −→ P(At(B))

b 7−→ {a ∈ At(B)|a ≤ b}

est un isomorphisme d'algèbres de Boole complètes et atomiques.

Démonstration. Vu la proposition (B.2.4), nous devons montrer que rB est bijectif et que
celui-ci respecte l'ordre. Commençons par montrer que

b ≤ c si et seulement si rB(b) ⊆ rB(c)

pour tout b, c ∈ B. Vu la dé�nition de rB, il est clair que si b ≤ c alors rB(b) ⊆ rB(c).
Supposons maintenant que rB(b) ⊆ rB(c). Procédons par l'absurde et supposons que
b > c. Vu la proposition (B.2.1), on sait que b ∧ cc 6= 0. Puisque B est atomique, il existe
a ∈ At(B) tel que a ≤ b ∧ cc. Alors, cet atome est tel que a ≤ b et a ≤ cc. On en conclut
que a ∈ rB(b) et a ≤ cc. Ainsi, a ≤ c et a ≤ cc et dés lors a ≤ c∧ cc = 0. Donc a doit être
nul, ce qui est absurde puisque a est un atome.

Montrons à présent que rB est bijectif. L'injectivité vient du fait que rB respecte l'ordre.
Il nous reste donc à montrer que rB est surjectif. Soit X ⊆ At(B). Nous devons trouver
b ∈ B tel que rB(b) = X. Prenons

b = ∨
x∈X

x
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et montrons que rB(b) = X. Autrement dit, nous devons montrer que si a ∈ At(B),

a ≤ b ⇔ a ∈ X.

Si a ∈ X, il est clair que a ≤ b. Supposons maintenant que a ≤ b et montrons que a ∈ X.
Procédons par l'absurde, supposons que a /∈ X. Dans ce cas, puisque a est un atome et
que X est un ensemble d'atomes, on a

a ∧ x = 0 ∀x ∈ X.

Ainsi, on obtient

a = a ∧ 1 = a ∧ (x ∨ xc) = (a ∧ x) ∨ (a ∧ xc) = a ∧ xc ∀x ∈ X.

On obtient alors les implications suivantes

a ≤ xc ∀x ∈ X
⇒ac ≥ x ∀x ∈ X
⇒ac ≥ ∨

x∈X
x

Dés lors, vu nos hypothèses, on obtient

a ≤ ∨
x∈X

x = b ≤ ac.

Ainsi, vu la remarque (B.2.1), a = 0 d'où l'absurdité puisque a est un atome. Donc a ∈ X
et on obtient le résultat.

Proposition 2.1.12. Soit X un ensemble, l'application

εX : X −→ At(P(X))

x 7−→ {x}

est une bijection entre ensembles.

Démonstration. Il est clair que εX est une application entre ensembles. Il faut donc prou-
ver que εX est une bijection. Il est clair que εX est une application injective. En e�et, si
il existe x, y ∈ X tels que εX(x) = εX(y), alors {x} = {y} et donc x = y. De plus, cette
application est surjective car les seuls atomes de P(X) sont les singletons {x} avec x ∈ X
vu la proposition (2.1.3).

Montrons maintenant que les diagrammes correspondants sont commutatifs.

Proposition 2.1.13. Soient B et B′ deux algèbres de Boole complètes et atomiques et
f : B → B′ un homomorphisme d'algèbres de Boole complètes. Le diagramme suivant est
commutatif.
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B P(At(B))

B′ P(At(B′))

f

rB

rB′

P(At(f))

Démonstration. Nous devons montrer que

rB′(f(b)) = P(At(f)(rB(b)))

pour tout b ∈ B. Soit b ∈ B, on a

rB′(f(b)) = {b′ ∈ At(B′)|b′ ≤ f(b)}.

De plus, en utilisant les notations introduites précédemment, on obtient

P(At(f)(rB(b))) = (f ∗)−1(rB(b))

= {b′ ∈ At(B′)|f ∗(b′) ∈ rB(b)}

= {b′ ∈ At(B′)|f ∗(b′) ∈ {a ∈ At(B)|a ≤ b}}

= {b′ ∈ At(B′)|f ∗(b′) ≤ b}.

En utilisant la proposition (2.1.8), on trouve

P(At(f)(rB(b))) = {b′ ∈ At(B′)|b′ ≤ f(b)},

d'où le résultat.

Proposition 2.1.14. Soient X et X ′ deux ensembles et ϕ : X → X ′ une application
entre ces deux ensembles. Le diagramme suivant est commutatif.

X At(P(X))

X ′ At(P(X ′))

ϕ

εX

εX′

At(P(ϕ))

Démonstration. Nous devons prouver que

εX′(ϕ(x)) = At(P(ϕ))(εX(x))

pour tout x ∈ X. Soit x ∈ X, on a

εX′(ϕ(x)) = {ϕ(x)}.
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De plus, si on utilise les notations précédentes, on trouve

At(P(ϕ))(εX(x)) = (ϕ−1)∗(εX(x))

= ∧{A′ ∈ At(P(X ′))|ϕ−1(A′) ⊇ (εX(x))}

= ∧{{a′} ∈ P(X ′)|ϕ−1({a′}) ⊇ {x}}

= ∧{{a′} ∈ P(X ′)|ϕ−1({a′}) 3 x}

= ∧{{a′} ∈ P(X ′)|{a′} 3 ϕ(x)}

= ∧{{a′} ∈ P(X ′)|a′ = ϕ(x)}

= {ϕ(x)}.

D'où l'égalité, et donc la conclusion.

Toutes ces propositions nous permettent d'obtenir l'équivalence duale.

Théorème 2.1.15. Les foncteurs contravariants At et P établissent une équivalence duale
entre la catégorie BCA et la catégorie Set.

2.2 Les algèbres modales complètes et atomiques

Dans cette section, nous établissons la dualité entre une algèbre modale complète et
atomique et un frame de Kripke. Pour construire les algèbres modales complètes et ato-
miques, nous ajoutons aux algèbres de Boole complètes et atomiques une opération unaire
♦. Ensuite, nous ajoutons aux ensembles une relation binaire a�n d'obtenir des frames de
Kripke. En conséquence, nous utilisons à de nombreuses reprises les propositions établies
dans la section précédente.

2.2.1 Dé�nitions

Commençons par dé�nir les objets et les catégories dont nous avons besoin.

Dé�nition 2.2.1. Une algèbre modale B = (B,♦) est dite complète et atomique si B est
une algèbre de Boole complète et atomique munie d'une opération unaire ♦ respectant

♦ ∨
i∈I

bi = ∨
i∈I
♦bi,

pour toute famille d'éléments {bi|i ∈ I} ⊆ B.

Dé�nition 2.2.2. La catégorie des algèbres modales complètes et atomiques est la catégo-
rie dont les objets sont les algèbres modales complètes et atomiques B et les morphismes
sont les homomorphismes f d'algèbres de Boole complètes tels que f(♦b) = ♦f(b) pour
tout b ∈ B. Nous noterons cette catégorie CMA.

Dé�nition 2.2.3. Un frame de Kripke est un couple F = (W,R) où W est un ensemble,
dont les éléments sont appelés des mondes, et R une relation binaire R ⊆ W ×W , appelée
relation d'accessibilité.
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Dans la suite, nous noterons W un frame de Kripke et nous supposerons qu'il est muni
d'une relation R. Nous noterons explicitement cette relation lorsque cela sera nécessaire.

Remarque 2.2.1. Soient a, b ∈ W , si aRb, on dit que le monde a est accessible à partir
du monde b. On peut également dé�nir R−1 (la relation inverse de R) de la façon suivante,
on dit que aR−1b si le monde b est accessible à partir du monde a. On aura donc

R−1(a) = R(a,−) = {b : aRb}.

Dans la suite, nous n'utiliserons que la notation R(a,−). Cette dé�nition n'est pas celle
adoptée habituellement par les logiciens. En e�et, en général, si aRb, on dit que le monde
b est accessible à partir du monde a. Vous constaterez dans la suite que nous avons adopté
cette dé�nition a�n de mettre en évidence le lien existant entre les algèbres modales et
les algèbres de pré-contact.

Dé�nition 2.2.4. La catégorie des frames de Kripke, notée KF , est la catégorie dont les
objets sont les frames de Kripke W et les morphismes sont les applications ϕ : W → W ′

entre les frames de Kripke véri�ant

ϕ(R(−, x)) = R(−, ϕ(x)) ∀x ∈ W.

Comme d'habitude, nous noterons de la même manière la relation sur un frame W et
sur un frame W ′, en étant bien consciente que ces relations ne sont pas identiques. Il en
sera de même pour les relations unaires sur des algèbres modales complètes et atomiques
B et B′.

2.2.2 Espace dual d'une algèbre modale complète et atomique

Avant d'établir la dualité entre une algèbre modale complète et atomique et un frame
de Kripke, nous établissons la relation binaire duale de la relation unaire ♦.

Dé�nition 2.2.5. Soit B une algèbre modale complète et atomique munie d'une relation
unaire ♦. On dé�nit la relation binaire R♦ sur At(B) comme suit,

aR♦b si et seulement si b ≤ ♦a,

pour tout a, b ∈ At(B).

Dé�nissons maintenant le foncteur qui nous permet de passer de la catégorie CMA à
la catégorie KF .

Dé�nition 2.2.6. L'application At est dé�nie comme l'application qui à une algèbre
modale complète et atomique B associe le frame de Kripke At(B) muni de la relation R♦.
L'application At associe à un morphisme f : B′ → B de CMA l'application At(f) = f ∗

dé�nie comme suit,

f ∗ : At(B) −→ At(B′)

a 7−→ ∧{b′ ∈ B′|a ≤ f(b′)}.
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Proposition 2.2.1. L'application At est un foncteur contravariant de la catégorie CMA
dans la catégorie KF .

Démonstration. Soit B une algèbre modale complète et atomique. Il est clair que At(B)
muni de la relation R♦ est bien un frame de Kripke. En e�et, At(B) est un ensemble et
R♦ est une relation binaire par dé�nition. Soit B′, une autre algèbre modale complète
et atomique et f : B′ → B un homomorphisme d'algèbres de Boole complètes tel que
f(♦b′) = ♦f(b′) pour tout b′ ∈ B′. L'application f ∗ est bien dé�nie puisque vu la propo-
sition (2.1.6), il est clair que f ∗(a) ∈ At(B′) pour tout a ∈ At(B).

Montrons maintenant que f ∗ est un morphisme de KF . Nous devons montrer que

f ∗(R♦(−, a)) = R♦(−, f ∗(a)) ∀a ∈ At(B).

Soit a un élément de At(B). Procédons par double inclusion, commençons par montrer
que f ∗(R♦(−, a)) ⊆ R♦(−, f ∗(a)). Soit b′ ∈ f ∗(R♦(−, a)). Il existe b ∈ At(B) tel que
b′ = f ∗(b) et bR♦a. Montrons que f ∗(b)R♦f ∗(a). Remarquons que b′ = f ∗(b) ∈ At(B′) et
vu la proposition (2.1.7), b ≤ f(b′). De la même manière, il existe a′ ∈ At(B′) tel que
a′ = f ∗(a) et a ≤ f(a′). De plus, puisque bR♦a, on sait que a ≤ ♦b. Par dé�nition de f ,
on trouve

a ≤ ♦b ≤ ♦f(b′) = f(♦b′).

Or, ♦b′ ∈ B′ et vu le théorème (2.1.1), on sait que

♦b′ = ∨{a′ ∈ At(B′)|a′ ≤ ♦b′}.

Ainsi,

a ≤ f(∨{c′ ∈ At(B′)|c′ ≤ ♦b′}) = ∨{f(c′)|c′ ∈ At(B′) et c′ ≤ ♦b′}.

Puisque a ∈ At(B), vu la remarque (2.1.1), il existe c′ ∈ At(B′) tel que c′ ≤ ♦b′ et
a ≤ f(c′). Vu la proposition (2.1.6), c′ = a′. Au �nal, on a

a′ ≤ ♦b′ ⇒ b′R♦a
′ ⇒ f ∗(b)R♦f

∗(a),

d'où l'inclusion.
Prouvons maintenant que f ∗(R♦(−, a)) ⊇ R♦(−, f ∗(a)). Soit b′ ∈ R♦(−, f ∗(a)). Autre-

ment dit, b′R♦f ∗(a) et nous devons trouver b ∈ At(B) tel que bR♦a et b′ = f ∗(b), ce qui
est équivalent à trouver b ∈ At(B) tel que bR♦a et b ≤ f(b′). Puisque, b′R♦f ∗(a), on a
f ∗(a) ≤ ♦b′ et vu la proposition (2.1.8), a ≤ f(♦b′) = ♦f(b′). Comme f(b′) ∈ B, on peut
utiliser la proposition (2.1.1). On trouve alors

a ≤ ♦(∨{b ∈ At(B)|b ≤ f(b′)})

= ∨(♦{b ∈ At(B)|b ≤ f(b′)})

= ∨{♦b|b ∈ At(B) et b ≤ f(b′)}.
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De plus, puisque a est un atome, en utilisant la remarque (2.1.1), on trouve b ∈ At(B)
tel que a ≤ ♦b et b ≤ f(b′). Autrement dit, b convient puisque b ∈ At(B) tel que bR♦a et
b ≤ f(b′). Nous obtenons donc l'égalité.

La conclusion de cette preuve est identique à celle e�ectuée dans le théorème (2.1.9)
puisque les applications f ∗ sont dé�nies de la même manière. On en tire que l'application
At est un foncteur contravariant de la catégorie CMA dans la catégorie KF .

Dé�nissons maintenant l'opération unaire duale de la relation binaire R.

Dé�nition 2.2.7. Soit (W,R) un frame de Kripke. On dé�nit la relation ♦R sur l'algèbre
modale complète et atomique P(W ) comme suit,

♦RE = R(E,−),

pour tout E ∈ P(W ).

La proposition suivante stipule que l'opération ♦R est bien dé�nie.

Proposition 2.2.2. Soit (W,R) un frame de Kripke. L'ensemble P(W ) muni de la rela-
tion ♦R est une algèbre modale complète et atomique.

Démonstration. Soit (W,R) un frame de Kripke. Montrons d'abord que P(W ) est une
algèbre de Boole. Puisque W est un ensemble, il est clair que P(W ) muni des deux
opérations binaires ∪ et ∩ et de l'opération unaire de passage au complémentaire est une
algèbre de Boole.

Il est clair que l'opération ♦R est bien dé�nie puisque ♦R(E) = R(E,−) ∈ P(W ) pour
tout E ∈ P(W ) . Il faut maintenant montrer que l'opération ♦R véri�e

1. ♦R(O ∪ U) = ♦RO ∪ ♦RU ;

2. ♦R∅ = ∅.
Nous avons déjà montré ceci dans la démonstration de la proposition (1.1.4). On en conclut
que P(W ) est une algèbre modale. Il est clair que celle-ci est complète.

Il nous reste à montrer que P(W ) est atomique. La proposition (2.1.3) stipule que les
seuls atomes de P(W ) sont les singletons {x} tel que x ∈ W . Ainsi, si E ∈ P(W ) est non
vide, il existe x ∈ E. Dans ce cas, {x} ⊆ E et P(W ) est donc une une algèbre modale
complète et atomique.

Dé�nissons le foncteur qui nous permettra de passer de la catégorie KF à la catégorie
CMA.

Dé�nition 2.2.8. L'application P est dé�nie comme l'application qui à un frame de
Kripke (W,R) associe l'algèbre modale complète et atomique P(W ) munie de la relation
♦R. L'application P associe à un morphisme ϕ : X ′ → X de KF l'application ϕ∗ = ϕ−1.

Proposition 2.2.3. L'application P est un foncteur contravariant de la catégorie KF
dans la catégorie CMA.
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Démonstration. Soit (W,R) un frame de Kripke. Vu la proposition (2.2.2), P(W ) munie
de la relation ♦R est une algèbre modale complète et atomique.

Soient (W ′, R) un autre frame de Kripke et ϕ : W ′ → W un morphisme de KF .
Montrons que ϕ∗ : P(W )→ P(W ′) est un morphisme de CMA. Il est clair que ϕ∗ est un
homomorphisme d'algèbres de Boole complètes (nous l'avons montré dans la démonstra-
tion du théorème (2.1.10)). Puisque ϕ est un morphisme de KF , nous savons que

ϕ(R(−, x′)) = R(−, ϕ(x′)) ∀x′ ∈ W ′,

et il nous reste à montrer que si E ∈ P(W ), alors

ϕ∗(♦RE
′) = ♦R(ϕ∗(E)),

ce qui est équivalent à

ϕ−1(R(E,−)) = R(ϕ−1(E),−).

Considérons E ∈ P(W ) et procédons par double inclusion. Commençons par montrer
que ϕ−1(R(E,−)) ⊆ R(ϕ−1(E),−). Soit x′ ∈ ϕ−1(R(E,−)), alors il existe y ∈ E tel que
yRϕ(x′). Étant donné notre hypothèse, il existe y′ ∈ W ′ tel que y′Rx′ et ϕ(y′) = y ∈ E.
Au �nal, il existe y′ ∈ ϕ−1(E) tel que y′Rx′, donc x′ ∈ R(ϕ∗(E),−).

Montrons maintenant que R(ϕ−1(E),−) ⊆ ϕ−1(R(E,−)). Soit x′ ∈ R(ϕ−1(E),−),
alors il existe y′ ∈ W ′ tel que ϕ(y′) ∈ E et y′Rx′. En utilisant l'hypothèse, on ob-
tient que ϕ(y′)Rϕ(x′). Nous avons donc trouver y = ϕ(y′) ∈ E tel que yRϕ(x′) et donc
x′ ∈ ϕ−1(R(E,−)).

Pour conclure, il su�t de procéder de la même manière que dans la démonstration du
théorème (1.1.6).

Passons maintenant aux isomorphismes avec les biduaux.

Proposition 2.2.4. Si B est une algèbre modale complète et atomique, l'application

rB : B −→ P(At(B))

b 7−→ {a ∈ At(B)|a ≤ b}

est un isomorphisme d'algèbres modales complètes et atomiques.

Démonstration. La proposition (2.1.11) stipule que rB est un isomorphisme d'algèbres de
Boole complètes et atomiques. Il nous reste donc à montrer que

rB(♦b) = ♦R♦rB(b) ∀b ∈ B.

Soit b ∈ B, on a rB(♦b) = {a ∈ At(B)|a ≤ ♦b}. De plus,

♦R♦rB(b) = R♦(rB(b),−)

= {a ∈ At(B)|∃c ∈ rB(b) tel que a ≤ ♦c}
= {a ∈ At(B)|∃c ∈ At(B) tel que c ≤ b et a ≤ ♦c}
= {a ∈ At(B)|a ≤ ♦b}.

Cette dernière égalité découle du théorème (2.1.1) et de la remarque (2.1.1). On obtient
alors l'égalité et donc le résultat.
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Proposition 2.2.5. Soit (W,R) un frame de Kripke, l'application

εW : W −→ At(P(W ))

x 7−→ {x}
est un morphisme de KF .

Démonstration. La proposition (1.2.19) stipule que εW est un isomorphisme entre en-
sembles. Il reste donc à montrer que

εW (R(−, x)) = R♦R(−, εW (x)) ∀x ∈ W.
On a

εW (R(−, x)) = εW ({y ∈ W |yRx}) = {{y}|yRx}.
Ensuite, puisque les seuls atomes de P(W ) sont les singletons {y} avec y ∈ W , on trouve

R♦R(−, εW (x)) = R♦R(−, {x})
= {z ∈ At(P(W ))|zR♦R{x}}
= {{y} ∈ P(W )|{x} ⊆ ♦R{y}}
= {{y} ∈ P(W )|{x} ⊆ R({y},−)}
= {{y} ∈ P(W )|{x} ⊆ {z ∈ W |yRz}}
= {{y}|yRx},

d'où l'égalité et donc le résultat.

Les démonstrations des deux propositions suivantes sont identiques à celles e�ectuées
dans le cas des algèbres de Boole complètes et atomiques.

Proposition 2.2.6. Soient B et B′ deux algèbres modales complètes et atomiques et
f : B → B′ un morphisme de CMA. Le diagramme suivant est commutatif.

B P(At(B))

B′ P(At(B′))

f

rB

rB′

P(At(f))

Proposition 2.2.7. Soient (W,R) et (W ′, R) deux frame de Kripke et ϕ : W → W ′ un
morphisme de KF . Le diagramme suivant est commutatif.

W At(P(W ))

W ′ At(P(W ′))

ϕ

εW

εW ′

At(P(ϕ))

Toutes ces propositions nous permettent d'obtenir l'équivalence duale.

Théorème 2.2.8. Les foncteurs contravariants At et P établissent une équivalence duale
entre la catégorie CMA et la catégorie KF .
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2.3 Les algèbres de pré-contact complètes et atomiques

Dans cette section, nous procédons di�éremment. Nous établissons en e�et un isomor-
phisme entre la catégorie des algèbres modales complètes et atomiques et la catégorie
des algèbres de pré-contact complètes et atomiques que nous dé�nissons. Grâce à cette
isomorphisme et à l'équivalence duale entre la catégorie CMA et la catégorie KF éta-
blie dans la section précédente, nous obtenons l'équivalence duale entre la catégorie des
algèbres de pré-contact complètes et atomiques et la catégorie KF .

2.3.1 Dé�nitions

Commençons par dé�nir les algèbres de pré-contact complètes et atomiques ainsi que
leur catégorie.

Dé�nition 2.3.1. Une algèbre de pré-contact B complète et atomique est une algèbre
de Boole B complète et atomique munie d'une relation ≺ véri�ant les axiomes ≺ 1, 2, 3
et 4 ainsi que les axiomes
≺ 8 si a ≺ bi pour tout i ∈ I, alors a ≺ ∧

i∈I
bi ;

≺ 9 si bi ≺ a pour tout i ∈ I, alors ∨
i∈I
bi ≺ a ;

pour tout a ∈ B et pour toute famille {bi|i ∈ I} de B (avec I un ensemble d'indices).

Dé�nition 2.3.2. La catégorie des algèbres de pré-contact complètes et atomiques est la
catégorie dont les objets sont les algèbres de pré-contact complètes et atomiques B et les
morphismes sont les homomorphismes f d'algèbres de Boole complètes tels que

≺ (f(b),−) = f(≺ (b,−)) ↑ .

pour tout b ∈ B. Nous noterons cette catégorie CCA.

2.3.2 Isomorphisme entre CMA et CCA

Établissons maintenant l'isomorphisme entre la catégorie CMA et la catégorie CCA.
Dé�nissons d'abord une relation de proximité sur une algèbre modale complète et ato-
mique qui transforme cette algèbre une algèbre de pré-contact complète et atomique.

Dé�nition 2.3.3. Soit B une algèbre modale complète et atomique. On dé�nit la relation
de proximité ≺♦ sur B comme suit

a ≺♦ b si et seulement si ♦a ≤ b,

pour tous a, b ∈ B.

Proposition 2.3.1. Soit B une algèbre modale complète et atomique. L'algèbre B munie
de la relation ≺♦ est une algèbre de pré-contact complète et atomique.

Démonstration. Puisque B est une algèbre modale complète et atomique, il su�t de
montrer que ≺♦ véri�e les axiomes ≺ 1, 2, 3, 4, 8 et 9. Soient a, b, c, d ∈ B et une famille
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{bi|i ∈ I} de B (avec I un ensemble d'indice).

≺ 1 : Si a ≤ b, c ≤ d et b ≺♦ c, alors ♦b ≤ c et puisque ♦ est isotone, on trouve

♦a ≤ ♦b ≤ c ≤ d,

ainsi a ≺♦ d et ≺♦ véri�e l'axiome ≺ 1.

≺ 2 : Si a ≺♦ c, a ≺♦ d, b ≺♦ c et b ≺♦ d, alors ♦a ≤ c et ♦a ≤ d donc ♦a ≤ c ∧ d. De
la même manière, on trouve ♦b ≤ c ∧ d. Ainsi, ♦(a ∨ b) = ♦a ∨ ♦b ≤ c ∧ d. On en déduit
que a ∨ b ≺♦ c ∧ d et ≺♦ véri�e l'axiome ≺ 2.

≺ 3 : Il est clair que ♦0 = 0 ≤ 0 et donc 0 ≺♦ 0.

≺ 4 : Il est évident que 1 ≺♦ 1.

≺ 8 : Si a ≺♦ bi pour tout i ∈ I, alors ♦a ≤ bi pour tout i ∈ I. Ainsi, ♦a ≤ ∧
i∈I
bi et

donc a ≺♦ ∧
i∈I
bi.

≺ 9 : Si bi ≺♦ a pour tout i ∈ I, alors ♦bi ≤ a pour tout i ∈ I. De plus, puisque B est
une algèbre modale complète, on obtient

♦ ∨
i∈I

bi = ∨
i∈I

(♦bi) ≤ a,

et on en déduit que ∨
i∈I
bi ≺♦ a, d'où le résultat.

Dé�nissons maintenant une opération unaire sur une algèbre de pré-contact complète
et atomique. Celle-ci fait de l'algèbre de pré-contact complète et atomique une algèbre
modale complète et atomique.

Dé�nition 2.3.4. Soit B une algèbre de pré-contact complète et atomique. On dé�nit
l'opération unaire ♦≺ sur B comme suit

♦≺a = ∧
a≺b
b,

pour tout a ∈ B.

Proposition 2.3.2. Soit B une algèbre de pré-contact complète et atomique. L'algèbre B
munie de la relation ♦≺ est une algèbre modale complète et atomique.

Démonstration. Puisque B est une algèbre de pré-contact complète et atomique, B est
une algèbre de Boole complète et atomique et il nous reste donc à montrer que ♦≺ véri�e

♦≺0 = 0 et ♦≺ ∨
i∈I

bi = ∨
i∈I
♦≺bi,
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pour toute famille d'éléments {bi|i ∈ I} ⊆ B. Premièrement, on a ♦≺0 = ∧
0≺b
b et vu

l'axiome ≺ 3, 0 ≺ 0, donc ♦≺0 = 0. Ensuite, si {bi|i ∈ I} est une famille d'éléments de
B, on a

bj ≤ ∨
i∈I
bi ∀j ∈ I ⇒ ♦≺bj ≤ ♦≺ ∨

i∈I
bi ∀j ∈ I ⇒ ∨

i∈I
♦≺bi ≤ ♦≺ ∨

i∈I
bi.

Il nous reste donc à montrer que ∨
i∈I
♦≺bi ≥ ♦≺ ∨

i∈I
bi. Commençons par remarquer que

∨
i∈I
♦≺bi = ∨

i∈I
∧
j∈Ji
{aij|bi ≺ aij},

où Ji est un ensemble d'indice associé à bi. Puisque B est une algèbre de Boole complète
et atomique, celle-ci est isomorphe à P(At(B)). Ainsi, si on pose σ : I →

⋃̇
Ji une fonction

de choix qui à tout i ∈ I associe σ(i) ∈ Ji, on trouve

∨
i∈I
♦≺bi = ∧

σ
∨
i∈I

aiσ(i),

où ∧
σ
signi�e que nous prenons l'inf sur toutes les fonctions de choix. Nous devons main-

tenant montrer que

∧
σ
∨
i∈I

aiσ(i) ≥ ∧{b| ∨
i∈I

bi ≺ b}.

Or, pour toute fonction σ, on a

bi ≺ aiσ(i) et aiσ(i) ≤ ∨
i∈I
aiσ(i),

et puisque B une algèbre de pré-contact complète et atomique, on trouve que

∨
i∈I
bi ≺ ∨

i∈I
aiσ(i).

Autrement dit, ∨
i∈I
aiσ(i) ∈ {b| ∨

i∈I
bi ≺ b} pour toute fonction σ et on trouve

∨
i∈I
aiσ(i) ≥ ∧{b| ∨

i∈I
bi ≺ b},

pour tout fonction σ, d'où le résultat.

Dé�nissons maintenant le foncteur qui nous permet de passer de la catégorie CMA
dans la catégorie CCA

Dé�nition 2.3.5. L'application Mc est dé�nie comme l'application qui à une algèbre
modale complète et atomique B associe l'algèbre de pré-contact complète et atomique
Mc(B) = B munie de la relation ≺♦ et qui à un morphisme f : B′ → B de CMA
associe l'application Mc(f) = f .

Théorème 2.3.3. L'application Mc est un foncteur covariant de la catégorie CMA dans
la catégorie CCA.
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Démonstration. Soit B une algèbre modale complète et atomique munie de l'opération
unaire ♦. La proposition (2.3.1) stipule que Mc(B) muni de la relation ≺♦ est une al-
gèbre de pré-contact complète et atomique. Soit B′, une autre algèbre modale complète
et atomique et f : B → B′ un homomorphisme d'algèbres de Boole complètes tel que
f(♦b) = ♦f(b) pour tout b ∈ B. L'application Mc(f) est bien dé�nie puisqu'il s'agit de
f lui même.

Montrons maintenant quand f : B → B′ est un homomorphisme d'algèbres de Boole
complètes tels que

≺♦ (f(b),−) = f(≺♦ (b,−)) ↑,

pour tout b ∈ B. On a

≺♦ (f(b),−) = {b′ ∈ B′|f(b) ≺♦ b′} = {b′ ∈ B′|♦f(b) ≤ b′}.

De plus,

f(≺♦ (b,−)) ↑ = f({a ∈ B|b ≺♦ a}) ↑
= ({f(a) ∈ B′|a ∈ B et b ≺♦ a}) ↑
= {b′ ∈ B′|∃f(a) ∈ B′ et a ∈ B tels que b ≺♦ a et b′ ≥ f(a)}
= {b′ ∈ B′|f(♦b) ≤ b′}.

Cette dernière égalité est obtenue grâce au fait que f est un homomorphisme d'algèbres
de Boole. Puisque f est un morphisme de CMA, on obtient l'égalité désirée et donc le
résultat. Ainsi, f est un morphisme de CCA.

Si on prend A,B et C des algèbres modales complètes et atomiques et f : B → C et
g : A→ B des morphismes de CMA, il est clair que

Mc(f ◦ g) = f ◦ g = Mc(f) ◦Mc(g).

De plus, pour tout algèbre modale complète et atomiqueB, on a bien l'égalitéMc(idB) =
idB = idMc(B). On en conclut queMc est un foncteur covariant de la catégorie CMA dans
la catégorie CCA.

Présentons maintenant le foncteur permettant de passer de la catégorie CCA dans la
catégorie CMA

Dé�nition 2.3.6. L'application Cm est dé�nie comme l'application qui à une algèbre
modale de pré-contact complète et atomique B associe l'algèbre modale complète et ato-
mique Cm(B) = B muni de la relation ♦≺ et qui à un morphisme f : B → B′ de CCA
associe l'application Cm(f) = f .

Proposition 2.3.4. L'application Cm est un foncteur covariant de la catégorie CCA
dans la catégorie CMA.
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Démonstration. Soit B une algèbre de pré-contact complète et atomique munie de la
relation de proximité ≺. La proposition (2.3.2) stipule que Cm(B) muni de l'opération
unaire ♦≺ est une algèbre modale complète et atomique. Soit B′ une autre algèbre de
pré-contact complète et atomique et f : B → B′ un homomorphisme d'algèbres de
Boole complètes tel que

≺ (f(b),−) = f(≺ (b,−)) ↑,

pour tout b ∈ B. Il est clair que Cm(f) est bien dé�ni.

Montrons maintenant que f est un morphisme de CMA. Puisque f est un homomor-
phisme d'algèbres de Boole complètes, il reste à montrer que f(♦≺b) = ♦≺f(b) pour tout
b ∈ B. En utilisant l'hypothèse et le fait que f est un homomorphisme d'algèbres de Boole
complètes, on trouve

♦≺f(b) = ∧{b′ ∈ B′|f(b) ≺ b′}
= ∧(≺ (f(b),−))

= ∧(f(≺ (b,−)) ↑)
= ∧(f(≺ (b,−)))

= f(∧(≺ (b,−)))

= f(♦≺b).

Ainsi, f est un morphisme de CMA.

Il est clair que si f et g sont des morphismes composables de CCA, alors Cm(f ◦ g) =
Cm(f)◦Cm(g). Il est également évident que Cm(idB) = idB = idCm(B). On obtient donc
le résultat, Cm est un foncteur covariant de la catégorie CCA dans la catégorie CMA.

Nous essayons d'établir un isomorphisme entre la catégorie CCA et la catégorie CMA.
Les isomorphismes que nous devons établir sont donc des identités.

Proposition 2.3.5. Soit B une algèbre modale complète et atomique. Alors l'application

idB : B → Cm(Mc(B))

b 7→ b

est un isomorphisme de CMA.

Démonstration. Soit B une algèbre modale complète et atomique et ♦ une opération
unaire sur B. Il est clair que l'application idB est un homomorphisme d'algèbres de Boole
complètes. Il reste donc à montrer que idB(♦b) = ♦≺♦idB(b) pour tout b ∈ B. Autrement
dit, nous devons montrer que ♦b = ♦≺♦b pour tout b ∈ B. Soit b ∈ B, on a

♦≺♦b = ∧
b≺♦a

a

= ∧{a ∈ B|b ≺♦ a}
= ∧{a ∈ B|♦b ≤ a}
= ♦b,

puisque ♦b ∈ B.
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Proposition 2.3.6. Soit B une algèbre de pré-contact complète et atomique. L'application

idB : B →Mc(Cm(B))

b 7→ b

est un isomorphisme de CCA.

Démonstration. Soit B une algèbre de pré-contact complète et atomique et ≺ une relation
de proximité sur B. Il est clair que l'application idB est un homomorphisme d'algèbres de
Boole complètes. Il nous reste donc à montrer que

≺ (idB(b),−) = idB(≺ (b,−)) ↑,

pour tout b ∈ B. Montrons que

a ≺♦≺ b ⇔ a ≺ b,

pour tout a, b ∈ B et on obtiendra le résultat. Soient a, b ∈ B, on a

a ≺♦≺ b ⇔ ♦≺a ≤ b ⇔ ∧
a≺c
c ≤ b.

Ainsi, si on suppose que ∧
a≺c
c ≤ b alors on a a ≤ a, ∧

a≺c
c ≤ b et a ≺ ∧

a≺c
c puisque B une

algèbre de pré-contact complète et atomique. Grâce à l'axiome ≺ 2, on trouve a ≺ b.
Supposons que a ≺ b, alors il est clair que ∧

a≺c
c ≤ b et donc a ≺♦≺ b.

Les deux propositions suivantes sont évidentes vu ce qui précède.

Proposition 2.3.7. Soient B et B′ deux algèbres modales complètes et atomiques et
f : B → B′ un morphisme de CMA. Le diagramme suivant est commutatif.

B Cm(Mc(B))

B′ Cm(Mc(B′))

f

idB

idB′

Cm(Mc(f))

Proposition 2.3.8. Soient B et B′ deux algèbres de pré-contact complètes et atomiques
et f : B → B′ un morphisme de CCA. Le diagramme suivant est commutatif.

B Mc(Cm(B))

B′ Mc(Cm(B′))

f

idB

id′B

Mc(Cm(f))

Toutes ces propositions nous permettent d'obtenir un isomorphisme entre les catégories
CMA et CCA.

Théorème 2.3.9. Les catégories CMA et CCA sont isomorphes.

56



2.4 Les extensions canoniques

2.3.3 Espace dual d'une algèbre de pré-contact complète et ato-

mique

Grâce à l'isomorphisme que nous venons d'établir, nous pouvons maintenant déduire
l'espace dual d'une algèbre de pré-contact complète et atomique. En e�et, nous obtenons
trivialement les deux proposition suivantes.

Proposition 2.3.10. L'application At est un foncteur contravariant de la catégorie CCA
dans la catégorie KF .

Proposition 2.3.11. L'application P est un foncteur contravariant de la catégorie KF
dans la catégorie CCA.

Proposition 2.3.12. Si B est une algèbre de pré-contact complète et atomique, l'appli-
cation

rB : B −→ P(At(B))

b 7−→ {a ∈ At(B)|a ≤ b}

est un isomorphisme d'algèbres de pré-contact complètes et atomiques.

Démonstration. Le théorème (2.2.4) stipule que l'application rB est un isomorphisme
d'algèbre modales complètes et atomiques. Ainsi, vu l'isomorphisme entre la catégorie
CMA et CCA, on peut conclure.

On obtient alors directement le théorème précédent puisque le raisonnement est iden-
tique à celui e�ectué dans le cas des algèbres modales complètes et atomiques.

Théorème 2.3.13. Les foncteurs contravariants At et P établissent une équivalence duale
entre la catégorie CCA et la catégorie KF .

2.4 Les extensions canoniques

Avant de clôturer ce chapitre, introduisons l'extension canonique d'une algèbre de
Boole, d'une algèbre modale et d'une algèbre de pré-contact. Pour obtenir l'extension
canonique, nous composons les foncteurs dé�nis précédemment. Lorsque nous établissons
le théorème de Fine-Van-Benthem dans le chapitre 4, nous utilisons ces extensions cano-
niques.

Commençons par dé�nir un foncteur essentiel dans la construction des extensions ca-
noniques.

Dé�nition 2.4.1. On dé�nit le foncteur d'oubli F (ou foncteur Forgetfull) comme l'ap-
plication qui à un ensemble X muni de la topologie τ associe l'ensemble X et qui a une
fonction continue f : X → Y entre ensembles associe l'application f entre ces mêmes
ensembles.
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Proposition 2.4.1. À toute algèbre de Boole B on peut associer une algèbre de Boole
complète et atomique Bδ dans laquelle B se plonge grâce au plongement

p : B → Bδ

b 7→ rB(b).

Démonstration. Soit B une algèbre de Boole. Vu la proposition (B.2.11), le foncteur Ult
est un foncteur contravariant de la catégorie AB dans la catégorie EB. Pour toute algèbre
de Boole B, une base de la topologie de Ult(B) est donnée par {rB(b)|b ∈ B}. En appli-
quant le foncteur F à l'espace topologique Ult(B), on obtient l'espace Ult(B) qui est un
espace de la catégorie Set. Vu la proposition (2.1.10), on peut appliquer à cet espace le
foncteur P et on obtient alors l'algèbre de Boole complète et atomique P(Ult(B)). Ainsi,
en posant p = P ◦ F ◦ Ult, on obtient le plongement

p : B → P(Ult(B))

b 7→ rB(b)

qui convient.

Dé�nition 2.4.2. L'algèbre de Boole complète et atomique P(Ult(B)) est appelée l'ex-
tension canonique de l'algèbre de Boole B et est notée Bδ.

Passons maintenant aux algèbres modales.

Proposition 2.4.2. À toute algèbre modale B munie de l'opération unaire ♦, on peut
associer une algèbre modale complète et atomique (B,♦)δ dans laquelle B se plonge grâce
au plongement

p : (B,♦)→ (B,♦)δ

b 7→ rB(b).

Démonstration. Vu la proposition (1.1.5), le foncteur Ult est un foncteur contravariant de
la catégorieMA dans la catégorieMS. Pour toute algèbre modale B, Ult(B) est un espace
topologique muni d'une relation binaire fermée R♦ telle que R(O,−) est un ouvert fermé
si O est un ouvert fermé. En appliquant le foncteur F à cet espace, on obtient un objet
de la catégorie KF . Vu la proposition (2.2.3), on peut appliquer le foncteur P à l'espace
Ult(B) et on obtient alors l'algèbre modale complète et atomique P(Ult(B)) munie de
l'opération unaire ♦R♦ . Ainsi, en posant p = P ◦ F ◦ Ult, on obtient le plongement

p : (B,♦) → (P(Ult(B)),♦R♦)δ

b 7→ rB(b).

Dé�nition 2.4.3. L'algèbre modale complète et atomique P(Ult(B)) munie de l'opéra-
tion unaire ♦R♦ est appelée l'extension canonique de l'algèbre modale (B,♦) et est notée
(B,♦)δ.
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Lorsque aucune ambiguïté ne sera possible, nous noterons Bδ l'extension canonique de
l'algèbre modale B.

Nous dé�nissons à présent l'extension canonique d'une algèbre de pré-contact complète
et atomique. Nous dé�nissons ici un plongement entre une algèbre de pré-contact et une
algèbre modale complète et atomique car ce plongement nous est utile dans la suite.
Néanmoins, nous pourrions tout à fait trouver un plongement entre une algèbre de pré-
contact et une algèbre de pré-contact complète et atomique.

Proposition 2.4.3. À toute algèbre de pré-contact B munie de la relation ⊥, on peut
associer une algèbre modale complète et atomique (B,♦)δ dans laquelle B se plonge grâce
au plongement

p : (B,⊥) → (B,♦)δ

b 7→ rB(b).

Démonstration. Vu la proposition (1.2.16), le foncteur Ult est un foncteur contravariant de
la catégorie PCA dans la catégorie PCS. Pour toute algèbre de pré-contact B, Ult(B) est
un espace topologique muni d'une relation binaire fermée R⊥. La suite de la démonstration
est identique à celle e�ectuée dans le cas des algèbres modales complètes et atomiques.
Ainsi, en posant p = P ◦ F ◦ Ult, on obtient le plongement

p : (B,⊥) → (P(Ult(B)),♦R⊥)δ

b 7→ rB(b).

Dé�nition 2.4.4. L'algèbre modale complète et atomique P(Ult(B)) munie de l'opéra-
tion unaire ♦R⊥ est appelée l'extension canonique de l'algèbre de pré-contact (B,⊥) et est
notée (B,♦)δ.

De la même manière que pour les algèbres modales, lorsque aucune ambiguïté ne sera
possible, nous noterons Bδ l'extension canonique de l'algèbre de pré-contact B.
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Chapitre 3

Les théorèmes de complétude

Dans ce chapitre nous établissons di�érents théorèmes de complétude en nous servant
des dualités établies précédemment. Nous commençons par considérer des algèbres mo-
dales et par établir le théorème de complétude algébrique des logiques modales. Nous
passons ensuite à la complétude relationnelle en considérant des espaces modaux et des
frames de Kripke. Nous établissons un théorème de complétude dans les espaces modaux
ainsi qu'un théorème de complétude dans les frames de Kripke. Nous nous intéressons
ensuite aux algèbres de pré-contact et aux espaces de pré-contact pour lesquels nous éta-
blissons deux nouveaux théorèmes de complétude : le théorème de complétude pour les
algèbres de pré-contact et le théorème de complétude pour les espaces de pré-contact.
Nous discutons ensuite de l'utilité de ces théorèmes.

3.1 Théorème de complétude algébrique des logiques

modales

Dans cette section nous établissons le théorème de complétude algébrique des logiques
modales. De plus, comme annoncé dans le chapitre 1, nous étudions ici un exemple d'al-
gèbre modale. Cet exemple nous permet de démontrer le théorème de complétude algé-
brique des logiques modales. Commençons d'abord par rappeler quelques notions.

3.1.1 Quelques notions de logique modale

Dé�nition 3.1.1. Un langage modal est un langage propositionnel auquel est ajouté le
connecteur �. Le connecteur unaire � est le "nécessaire" et est le connecteur dual du
"possible" ♦. Nous écrirons �ϕ qui se lira "nécessaire ϕ" et qui est équivalent à ¬♦¬ϕ
pour toute variable propositionnelle ϕ .

Dé�nition 3.1.2. Un mot ϕ sur un langage modal est une proposition modale (ou une
formule modale) si ce mot est une variable propositionnelle ou s'il existe des formules
modales ψ et χ telles que le mot ψ → χ soit égal au mot ϕ ou en�n, s'il existe une
formule modale ψ telle que le mot ϕ soit identique au mot ¬ψ ou au mot �ψ. Nous
noterons l'ensemble des propositions modales Prop.

60



3.1 Théorème de complétude algébrique des logiques modales

Nous dé�nissons maintenant un système modal. Dans la littérature, le système modal
que nous dé�nissons ici est appelé un système modal normal. Cependant, nous ne nous
intéresserons ici qu'à ce type de système et donc dans la suite, nous nous permettrons
d'omettre le terme normal lorsque nous utiliserons ces systèmes.

Dé�nition 3.1.3. Un système modal Σ est un système formel consistant en la donnée
d'un langage modal ; d'un ensemble de propositions nommées axiomes contenant

1. la liste des schémas tautologiques :

� L1 : ϕ→ (ψ → ϕ)

� L2 : (ϕ→ (ψ → θ)→ (ϕ→ ψ)→ (ϕ→ θ))

� L3 : (¬ϕ→ ¬ψ)→ (ψ → ϕ)

∀ϕ, ψ ∈ Prop,

2. le schéma K : �(ϕ→ ψ)→ (�ϕ→ �ψ) ∀ϕ, ψ ∈ Prop,

3. et une liste Σ de schémas d'axiomes spéci�ques ;

et de deux règles d'inférence qui sont les suivantes :

� la règle classique du modus ponens :
ϕ, ϕ→ ψ

ψ
;

� la règle de nécessitation :
ϕ

�ϕ
,

∀ϕ, ψ ∈ Prop.

Dans la suite, chaque fois que nous considèrerons un système modal Σ, nous lui asso-
cierons de manière implicite l'ensemble de variables que nous appelons Var.

Remarque 3.1.1. Nous avons ici décidé que l'ensemble des axiomes contenait une liste
Σ de schémas d'axiomes spéci�ques. Il existe des dé�nitions plus générales qui demandent
simplement des axiomes et non des schémas d'axiomes. Nous verrons dans la suite que la
dé�nition adoptée ici est essentielle.

Dé�nition 3.1.4. Une preuve formelle est une suite de formules ϕ1, . . . , ϕn telle que
pour tout i ∈ {1, . . . , n}, la formule ϕi est soit un axiome, soit une conséquence directe
de certaines formules la précédant dans la preuve et des deux règles d'inférence.

Dé�nition 3.1.5. Une formule ϕ est prouvable s'il existe une preuve ϕ1, . . . , ϕn telle que
la formule ϕn soit égale à ϕ. En général, on dira que ϕ est un théorème et si ϕ est un
théorème de Σ, on écrira

Σ ` ϕ.

Une des di�érences fondamentales qui existent entre la logique propositionnelle clas-
sique et la logique modale est que lorsque nous entrons dans la logique modale, nous
perdons le théorème de la déduction que nous avions dans la logique propositionnelle
classique. Cette perte n'est pas sans conséquence et nous devons donc introduire des no-
tions dont nous aurons besoin lorsque nous introduirons le modèle canonique d'un système
modal Σ.
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Dé�nition 3.1.6. Soient Σ un système modal, ϕ un proposition modale et Γ un ensemble
de formules modales. Nous dirons que ϕ est Σ-prouvable s'il existe γ1, . . . , γn ∈ Γ tel que

Σ ` (γ1 ∧ . . . ∧ γn)→ ϕ.

Nous écrirons alors Σ `Σ ϕ.

Dé�nition 3.1.7. Soient Σ un système modal et Γ un ensemble de formules modales.
L'ensemble Γ est Σ-consistant si Σ��̀Σ ⊥.

Grâce à ces nouvelles notions, nous obtenons un nouveau théorème, le théorème de la
Σ-prouvabilité.

Théorème 3.1.1. (Σ-prouvabilité)
Soient Σ un système modal, Γ un ensemble de formules modales et ϕ, ψ des propositions
modales. On a

Γ + ϕ `Σ ψ ⇔ Γ `Σ ϕ→ ψ.

Nous dé�nissons maintenant la notion de valuation sur une algèbre modale et la notion
de validité d'une proposition modale.

Dé�nition 3.1.8. Soit B une algèbre modale. Une B-valuation est une application

v : Var −→ B

où Var est l'ensemble des variables propositionnelles.

Proposition 3.1.2. Pour tout algèbre modale B, on peut étendre une B-valuation à
l'ensemble des propositions modales Prop munie des opérations booléennes et, ou,¬ et ♦
grâce aux règles suivantes :
• v(ϕ et ψ) = v(ϕ) ∧ v(ψ)

• v(ϕ ou ψ) = v(ϕ) ∨ v(ψ)

• v(¬ϕ) = (v(ϕ))c

• v(♦ϕ) = ♦v(ϕ)

pour tout ϕ, ψ ∈ Var. En particulier, cette extension est unique.

Démonstration. En e�et, il su�t de procéder par induction sur la longueur de ϕ. On
obtient alors l'homomorphisme

v : Prop −→ B

où Prop et celui-ci est unique vu sa dé�nition.

Dé�nition 3.1.9. Soit B une algèbre modale, v une B-valuation et ϕ une proposition
modale on dit que ϕ est valide sous la valuation v si v(ϕ) = 1. On écrira alors

B
v

|= ϕ.

De plus, ϕ sera valide dans B si B
v

|= ϕ pour toute B-valuation v. On écrira alors

B |= ϕ.
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Nous démontrons à présent une proposition qui nous est utile dans la démonstration
du théorème de complétude algébrique des logiques modales.

Proposition 3.1.3. Soit B une algèbre modale, v une B-valuation et ϕ, ψ deux proposi-
tions modales, on a l'équivalence suivante

v(ϕ→ ψ) = 1⇔ v(ϕ) ≤ v(ψ)

Démonstration. Tout d'abord, nous obtenons successivement

v(ϕ→ ψ) = v(¬ϕ ou ψ)

= v(¬ϕ) ∨ v(ψ)

= v(ϕ)c ∨ v(ψ)

Ainsi, nous devons démontrer que

v(ϕ)c ∨ v(ψ) = 1⇔ v(ϕ) ≤ v(ψ)

Commençons par démontrer que la condition est nécessaire. Supposons que v(ϕ)c ∨
v(ψ) = 1 alors, vu la proposition (B.2.1), on a directement v(ϕ) ≤ v(ψ).

Passons maintenant à la condition su�sante. Supposons que v(ϕ) ≤ v(ψ), alors on
obtient

v(ϕ)c ∨ v(ϕ) ≤ v(ϕ)c ∨ v(ψ)

et étant donné le fait que v(ϕ)c ∨ v(ϕ) = 1, on obtient 1 ≤ v(ϕ)c ∨ v(ψ). On peut donc
en conclure que v(ϕ)c ∨ v(ψ) = 1, ce qui termine la preuve.

Nous pouvons alors déduire de cette proposition le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.4. Soit B une algèbre modale, v une B-valuation et ϕ, ψ deux propositions
modales, on a l'équivalence suivante

v(ϕ↔ ψ) = 1⇔ v(ϕ) = v(ψ)

Dé�nition 3.1.10. Si Σ est un système modal, on dit que (B, v) est un modèle algébrique
de Σ si

B
v

|= ϕ ∀ϕ ∈ Σ.

Nous écrirons alors (B, v) |= Σ.

Pour terminer cette section, rappelons les théorèmes qui sont liés aux règles d'inférence.
Nous ne donnerons pas les démonstrations dans ce travail car celles-ci sont relativement
simples. Cependant certains théorèmes sont utiles dans la suite.

Théorème 3.1.5. Soit Σ un système modal, pour tous ϕ, ψ ∈ Prop, on a

1.
ϕ→ ψ

�ϕ→ �ψ
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2.
ϕ→ ψ

♦ϕ→ ♦ψ

3. �(ϕ et ψ)↔ �ϕ et �ψ

4. ♦(ϕ ou ψ)↔ ♦ϕ ou ♦ψ

Rappelons également le théorème de complétude de la logique propositionnelle classique
qui nous sert de base pour les théorèmes de complétude que nous développons plus tard.

Théorème 3.1.6. On a l'équivalence suivante,

LPC |= ϕ si et seulement si B
v

|= ϕ

pour toute algèbre de Boole B et pour toute B-valuation v.

3.1.2 L'algèbre modale de Lindenbaum�Tarski

Si Σ est un système modal, on peut lui associer une algèbre modale construite comme
suit. On commence par dé�nir l'équivalence ∼Σ associée au système modal Σ, sur l'en-
semble des propositions modales, telle que

ϕ ∼Σ ψ si et seulement si Σ ` ϕ↔ ψ.

Notons ϕΣ la classe d'équivalence de ϕ.
Le quotient BΣ = Prop/ ∼Σ devient alors une algèbre modale, appelée l'algèbre modale

de Lindenbaum�Tarski avec

ϕΣ ≤ ψΣ si et seulement si Σ ` ϕ→ ψ

♦(ϕΣ) = (♦ϕ)Σ

Proposition 3.1.7. BΣ est une algèbre modale.

Démonstration. Commençons par véri�er que BΣ = (BΣ,∧,∨, 0, 1,c ) est une algèbre de
Boole. Il est clair que BΣ muni de l'ordre ≤, dé�ni précédemment, est un ensemble or-
donné. Dé�nissons maintenant les di�érentes opérations :

• ϕΣ ∨ ψΣ = (ϕ ou ψ)Σ

1. On a (ϕ ou ψ)Σ ≥ ϕΣ, ψΣ puisque Σ ` ϕ → (ϕ ou ψ) et, de la même manière
Σ ` ψ → (ϕ ou ψ).

2. De plus, si ξΣ ≥ ϕΣ, ψΣ alors ξΣ ≥ (ϕ ou ψ)Σ. Puisque, si ξΣ ≥ ϕΣ et ξΣ ≥ ψΣ

alors, par dé�nition de l'inégalité, on a Σ ` ϕ → ξ et Σ ` ψ → ξ ainsi,
Σ ` (ϕ ou ψ)→ ξ et donc ξΣ ≥ (ϕ ou ψ)Σ.

Nous avons montrer que (ϕ ou ψ)Σ est le plus petit des majorants et on obtient
donc la conclusion.

• ϕΣ ∧ ψΣ = (ϕ et ψ)Σ
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1. On a (ϕ et ψ)Σ 6 ϕΣ, ψΣ puisque Σ ` (ϕ et ψ) → ϕ et, de la même manière
Σ ` (ϕ et ψ)→ ψ.

2. On a également, si ξΣ ≤ ϕΣ, ψΣ alors ξΣ ≤ (ϕ et ψ)Σ. Puisque, si ξΣ ≤ ϕΣ

et ξΣ ≤ ψΣ alors, par dé�nition, on a Σ ` ξ → ϕ et Σ ` ξ → ψ alors,
Σ ` ξ → (ϕ et ψ) et donc ξΣ ≤ (ϕ et ψ)Σ.

Nous avons donc montrer que (ϕ et ψ)Σ est le plus grand des minorants, d'où la
conclusion.

• (ϕΣ)c = (¬ϕ)Σ

1. ϕΣ ∧ (¬ϕ)Σ = (ϕ et ¬ϕ)Σ = 0Σ

2. ϕΣ ∨ (¬ϕ)Σ = (ϕ ou ¬ϕ)Σ = 1Σ

d'où, on obtient la conclusion.

Véri�ons maintenant qu'avec les dé�nitions données, BΣ véri�e bien les di�érents axiomes.

1. Il est clair que le ∨ et le ∧ existent pour tout ϕ,ψ ∈ Prop puisque le ou et le et sont
bien dé�nis.

2. On a

ϕΣ ∨ (ψΣ ∧ ξΣ) = (ϕΣ ∨ ψΣ) ∧ (ϕΣ ∨ ξΣ)

⇔ ϕΣ ∨ (ψ et ξ)Σ = (ϕ ou ψ)Σ ∧ (ϕ ou ξ)Σ

⇔ (ϕ ou (ψ et ξ))Σ = ((ϕ ou ψ) et (ϕ ou ξ))Σ

Et on a bien l'égalité puisque le ou et le et sont distributifs.

3. BΣ est borné puisque

� 0Σ ≤ ψΣ ∀ψ ∈ Prop car Σ ` 0→ ψ ∀ψ ∈ Prop

� 1Σ ≥ ψΣ ∀ψ ∈ Prop car Σ ` ψ → 1 ∀ψ ∈ Prop

4. BΣ est bien complémenté puisque ¬ϕ existe pour tout ϕ appartenant à Prop.

Pour véri�er que BΣ = (BΣ,♦) est une algèbre modale, nous devons véri�er les axiomes
pour ♦.

1. On obtient les égalités suivantes,

♦(ϕΣ ∨ ψΣ) = ♦((ϕ ou ψ)Σ)

= (♦(ϕ ou ψ))Σ (3.1)

= (♦ϕ ou ♦ψ)Σ

= (♦ϕ)Σ ∨ (♦ψ)Σ

= ♦(ϕΣ) ∨ ♦(ψΣ).

où (3.1) est obtenu grâce à la dé�nition de ♦ dans BΣ.

2. On a également,

♦(0Σ) = (♦0)Σ = 0Σ

où nous obtenons de nouveau la première égalité grâce à la dé�nition de ♦ dans BΣ.
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Ce qui termine la preuve.

Pour obtenir un modèle algébrique, nous avons besoin de dé�nir une valuation sur
l'algèbre modale BΣ.

Dé�nition 3.1.11. On dé�nit la valuation canonique vΣ sur BΣ comme

vΣ : Var→ BΣ

p → pΣ

pour p ∈ Var.

Proposition 3.1.8. On peut étendre la valuation canonique vΣ à l'ensemble Prop en
posant

vΣ(ϕ) = ϕΣ

pour tout ϕ ∈ Prop.

Démonstration. En e�et, vu la proposition (3.1.2), il su�t de véri�er que la valuation
ainsi dé�nie véri�e les règles énoncées dans cette proposition. Soit ϕ, ψ ∈ Var, on a

• vΣ(ϕ ou ψ) = (ϕ ou ψ)Σ = ϕΣ ou ψΣ = vΣ(ϕ) ∨ vΣ (ψ);

• vΣ(ϕ et ψ) = (ϕ et ψ)Σ = ϕΣ et ψΣ = vΣ(ϕ) ∧ vΣ(ψ);

• vΣ(¬ϕ) = (¬ϕ)Σ = (ϕΣ)c = (vΣ(ϕ))c;

• vΣ(♦ϕ) = (♦ϕ)Σ = ♦(ϕΣ) = ♦vΣ(ϕ).

Ainsi, on en conclut que l'application

vΣ : Prop→ BΣ

ϕ → ϕΣ

est une extension de la valuation canonique vΣ dé�nie précédemment.

Théorème 3.1.9. Si Σ est un système modal, alors (BΣ, vΣ) est un modèle de Σ.

Démonstration. Nous devons montrer que

BΣ

vΣ

|= ϕ ∀ϕ ∈ Σ.

Autrement dit, nous devons prouver que vΣ(ϕ) = 1Σ. Nous savons que vΣ(ϕ) = ϕΣ. Or,
comme ϕ ∈ Σ, ϕ est un axiome de Σ et donc

Σ ` ϕ↔ >.

On peut donc en conclure que ϕΣ = 1Σ et on a donc le résultat.

Le théorème suivant consiste en un préambule pour la démonstration du théorème de
complétude algébrique des logiques modales.
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Théorème 3.1.10. Si Σ est un système modal et ϕ une proposition modale, alors

BΣ

vΣ

|= ϕ ⇒ Σ ` ϕ.

Démonstration. Supposons que ϕ est valide dans (BΣ, vΣ). Donc, ϕΣ = vΣ(ϕ) = 1Σ dans
BΣ. On obtient alors, par dé�nition,

ϕ ∼Σ 1 ⇒ Σ ` ϕ↔ >

ce qui signi�e que Σ ` ϕ, et ceci termine la preuve.

3.1.3 Le théorème de complétude pour les modèles algébriques

Le théorème que nous développons dans cette section est valable même lorsque l'en-
semble des axiomes d'un système modal contient une liste d'axiomes spéci�ques et non
une liste de schémas d'axiomes spéci�ques. Ce théorème est donc applicable dans un plus
grand nombre de cas. Cependant, nous développons dans la section suivante un version
forte de ce théorème qui est applicable uniquement dans le cas où le système modal
contient une liste de schémas d'axiomes spéci�ques.

Théorème 3.1.11. (Complétude pour les modèles algébriques)
Si Σ est un système modal et ϕ une proposition modale, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Σ ` ϕ

2. B
v

|= ϕ pour tout modèle algèbrique (B, v) de Σ.

Démonstration. Commençons par démontrer l'adéquation, autrement dit, montrons que
(1) → (2). Nous procédons de façon habituelle par récurrence sur la longueur d'une
preuve de ϕ dans Σ. Nous devons donc prouver la validité dans toute algèbre modale des
di�érentes règles et schémas qui permettent d'obtenir des propositions.

Commençons par la validité des schémas L1, L2, L3. Ces trois schémas sont valides dans
LPC donc, vu le théorème (3.1.6), ils sont valides dans toute algèbre de Boole et restent
donc valides dans les algèbres modales.

Passons au schéma K. Celui-ci n'étant pas valide dans LPC, nous ne pouvons pas
utiliser le même résultat que précédemment. Nous devons montrer que

�(ϕ→ ψ) → (�ϕ→ �ψ)

est valide dans toute algèbre modale. Pour cela, nous allons commencer par montrer que
�(a ∧ b) = �a ∧�b pour tous a, b ∈ B. Par dé�nition, on a

♦(a ∨ b) = ♦a ∨ ♦b.

De plus, il est aisé de montrer que

(a ∨ b)c = ac ∧ bc.
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Grâce à ces deux égalités, on obtient successivement,

(�(ac ∨ bc)c)c = (�(ac)c)c ∨ (�(bc)c)c

⇔ (�(a ∧ b))c = (�a ∧�b)c

⇔ �(a ∧ b) = �a ∧�b
⇔ �(a ∧ b) = �a ∧�b (3.2)

De plus, puisque la formule

(ϕ→ ψ) ∧ ϕ→ ψ

est valide dans LPC. Vu le théorème (3.1.6), celle-ci est valide dans toute algèbre de
Boole et donc dans toute algèbre modale et en utilisant le point 1 du théorème (3.1.5),
on trouve

�((ϕ→ ψ) ∧ ϕ)→ �ψ.

Ensuite, grâce à (3.2), on obtient

�(ϕ→ ψ) ∧�ϕ→ �ψ.

Ainsi, en utilisant le théorème de déduction de la logique propositionnelle, on a �nalement

�(ϕ→ ψ)→ (�ϕ→ �ψ),

dans toute algèbre modale, ce qui prouve la validité de K dans toute algèbre modale.
Passons maintenant aux règles d'inférences. Nous savons que la règle classique du mo-

dus ponens est vraie dans LPC, celle-ci reste donc valide dans toute algèbre modale.
En ce qui concerne la règle de nécessitation, nous devons monter que si v(ϕ) = 1 alors
v(�ϕ) = 1. Or, si v(ϕ) = 1 alors v(¬ϕ) = (v(ϕ))c = 0 et v(♦¬ϕ) = ♦v(¬ϕ) = ♦0 = 0.
Ainsi, v(�ϕ) = v(¬♦¬ϕ) = (v(♦¬ϕ))c = 1. On obtient donc le résultat et ceci termine la
démonstration de la partie adéquation.

Passons maintenant à la complétude proprement dite, nous devons démontrer que
(2) → (1). Étant donné que (BΣ, vΣ) est un modèle de Σ, ϕ est valide dans (BΣ, vΣ).
Vu le théorème (3.1.10), on obtient le résultat.

Avant de passer à une version plus forte de ce théorème, résumons la situation. Grâce
aux théorèmes que nous venons de démontrer, nous obtenons le schéma suivant.

∀(B, v) |= Σ, B
v

|= ϕ

Σ ` ϕ

BΣ

vΣ

|= ϕ

(3.1.11)

(BΣ, vΣ) |= Σ

(3.1.10)
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3.1.4 Le théorème de complétude algébrique des logiques modales

A�n d'obtenir une version forte du théorème de complétude algébrique, nous devons
commencer par dé�nir la notion de Σ-algèbre modale dont nous avons besoin dans la
suite. Considérons un système modal Σ.

Dé�nition 3.1.12. Une algèbre modale B est une Σ-algèbre modale si (B, v) est un
modèle de Σ pour toute B-valuation v. Nous écrirons alors B |= Σ.

Nous établissons maintenant une série de propositions qui nous sont utiles dans la
démonstration du théorème �nal.

Théorème 3.1.12. Soit ϕ une proposition modale. On a

(∀(B, v) |= Σ, B
v

|= ϕ) ⇒ (∀B |= Σ, B |= ϕ).

Démonstration. Soit ϕ une proposition modale. Supposons que pour tout modèle algè-

brique (B, v) de Σ, on a B
v

|= ϕ. Prenons B une algèbre modale telle que B |= Σ et
montrons que B |= ϕ. Par dé�nition, on a

(B, v) |= Σ ∀v.

Ainsi, si v est une B-valuation, B
v

|= ϕ, d'où le résultat.

La proposition suivante est applicable uniquement dans le cas où le système modal Σ
contient une liste de schémas d'axiomes spéci�ques.

Proposition 3.1.13. L'algèbre de Lindenbaum�Tarski BΣ est une Σ-algèbre modale.

Démonstration. Soit v une BΣ-valuation, montrons que (BΣ, v) |= Σ. Soit σ un schéma de
Σ. Alors, celui-ci dépend d'un ensemble ϕ1, . . . , ϕn de propositions modales quelconques.
Montrons que

BΣ

v

|= σ(ϕ1, . . . , ϕn).

Vu la proposition (3.1.2), nous savons que v s'étend à l'ensemble Prop de manière unique.
De plus, il existe ψ1, . . . , ψn ∈ Prop tels que

v(ϕ1) = ψΣ
1 , . . . , v(ϕn) = ψΣ

n .

Vu la théorème (3.1.9), il est clair que

BΣ

vΣ

|= σ(ϕ1, . . . , ϕn) ∀ϕ1, . . . , ϕn ∈ Prop.

En particulier, BΣ

vΣ

|= σ(ψ1, . . . , ψn) et donc vΣ(σ(ψ1, . . . , ψn)) = 1. On trouve ensuite,
grâce à la proposition (3.1.2) et à la dé�nition de vΣ,

vΣ(σ(ψ1, . . . , ψn)) = σ(vΣ(ψ1), . . . , vΣ(ψn))

= σ(ψΣ
1 , . . . , ψ

Σ
n )

= σ(v(ϕ1), . . . , v(ϕn))

= v(σ(ϕ1, . . . , ϕn)).
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On peut donc en conclure que v(σ(ϕ1, . . . , ϕn)) = 1 et donc BΣ

v

|= σ(ϕ1, . . . , ϕn). Ainsi,
BΣ est une Σ-algèbre modale.

Résumons maintenant la situation. Les �èches représentées en pointillé sont obtenues
par transitivité de l'implication.

∀B |= Σ, B |= ϕ ∀(B, v) |= Σ, B
v

|= ϕ

Σ ` ϕ

BΣ |= ϕ BΣ

vΣ

|= ϕ

(3.1.11)

(BΣ, vΣ) |= Σ

(3.1.10)

(3.1.12)

BΣ |= Σ

vΣ est une BΣ − valuation

Nous pouvons maintenant énoncer la version forte du théorème de complétude. Ce
théorème découle lui aussi de la transitivité de l'implication.

Théorème 3.1.14. (Complétude algébrique des logiques modales)
Si Σ est un système modal et ϕ une proposition modale, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Σ ` ϕ
2. ∀B |= Σ, B |= ϕ.

3.2 La complétude relationnelle

Dans cette section, nous donnons les di�érentes dé�nitions nécessaires et présentons le
théorème de complétude relationnel. Ce théorème est beaucoup plus appliqué que celui
énoncé dans la section précédente, car pour montrer qu'un théorème n'est pas prouvable,
il su�t de trouver un modèle ou un frame dans lequel ce théorème n'est pas prouvable.
Cependant nous avons besoin de quelques dé�nitions et théorèmes avant la démonstration
proprement dite. Après ce rappel, nous procédons en deux étapes. Nous commençons par
dualiser topologiquement le schéma que nous avons obtenu dans la section précédente.
Nous enlevons ensuite la topologie.

3.2.1 Théorème de complétude pour les modèles modaux

Soit B une algèbre modale munie de la relation unaire ♦. En vertu de la section (1.1.3),
le dual de cette algèbre est donné par l'espace modal Ult(B) muni de la relation R♦ dont
une base d'ouverts fermés de la topologie est donnée par {rB(b)|b ∈ B}. Dans cette
section, nous allons dé�nir une valuation sur cet espace modal et établir le théorème de
complétude dans les espaces modaux grâce à la dualité établie précédemment.

70



3.2 La complétude relationnelle

Dé�nition 3.2.1. Soit X = (X, τ,R) un espace modal. Une valuation sur X est une
application

v : Var→ of(X).

Nous pouvons évidemment étendre cette valuation à l'ensemble des propositions mo-
dales. Il est évident que l'extension dé�nie comme suit est unique.

Proposition 3.2.1. Pour tout ensemble X muni d'une relation binaire R, on peut étendre
une valuation sur X à l'ensemble Prop grâce aux règles suivantes :

• v(¬ϕ) = v(ϕ)c

• v(ϕ ∨ ψ) = v(ϕ) ∪ v(ψ)

• v(ϕ ∧ ψ) = v(ϕ) ∩ v(ψ)

• v(♦ϕ) = R(v(ϕ),−),

pour tout ϕ, ψ ∈ Var. En particulier, cette extension est unique.

Remarque 3.2.1. Les éléments de l'ensemble X seront appelés des mondes. De plus,
il est important de remarquer que (X,R) est une frame de Kripke. Dans cette section,
l'ensemble X est muni d'une topologie quelconque τ , c'est donc un frame de Kripke
topologique. Dans la section suivante, nous travaillerons avec des frames de Kripke non
topologiques. Dans la proposition précédente, nous avons étendu une valuation v sur un
ensemble X, ce qui est plus général que d'étendre une valuation sur un espace modal.
Nous utiliserons à nouveau cette propriété pour étendre une valuation sur un frame de
Kripke.

Dé�nition 3.2.2. Un modèle modal est un triplet (X,R, v) où X = (X,R, τ) est un
espace modal et v une valuation sur X.

A�n de dé�nir la validité d'une proposition modale dans un espace modal, nous pro-
cédons par étape.

Dé�nition 3.2.3. On dé�nit la validité d'une proposition modale ϕ dans un modèle
modal (X,R, v) par induction sur la complexité de ϕ.

1. Pour commencer on dé�nit la validité en un monde x ∈ X. La validité d'une pro-
position dans un monde x est dé�nie comme suit

(a) x |= ϕ si x ∈ v(ϕ)

(b) x |= ¬ϕ si x 2 ϕ
(c) x |= ϕ→ ψ si x |= ψ ou x 2 ϕ (c'est à dire, si x |= ϕ implique x |= ψ)

(d) x |= �ϕ si y |= ϕ pour tout y tel que y est accessible à partir de x (c'est à dire,
∀y : yRx).

Les dé�nitions concernant et, ou et ♦ se déduisent directement de celles-ci.
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2. Lorsque X est muni d'une topologie τ , on dé�nit la validité dans le modèle (X,R, v)
comme étant la validité dans tous les mondes, autrement dit :

(X, τ)
v

|= ϕ si et seulement si x |= ϕ pour tout x ∈ X.

De plus, vu le point précédent, ceci est équivalent à

(X, τ)
v

|= ϕ si et seulement si v(ϕ) = X.

3. En�n, la validité dans un espace modal (X,R) est la validité pour toute valuation :

(X, τ) |= ϕ si et seulement si (X, τ)
v

|= ϕ pour tout v : Var→ of(X).

Remarque 3.2.2. Précisons la dé�nition de x |= ♦ϕ car nous en aurons besoin dans
la suite. Il nous su�t d'utiliser la dé�nition de ♦. En e�et, ♦ et � sont des connecteurs
duaux, donc ♦ = ¬�¬. Ainsi, on obtient

x |= ♦ϕ ⇔ x |= ¬�¬ϕ
⇔ x ��|= �¬ϕ
⇔ ∃y tel que yRx, y ��|= ¬ϕ
⇔ ∃y tel que yRx, y |= ϕ.

Dans cette section, nous établissons un lien entre une valuation sur une algèbre modale
B et une valuation sur un espace modal X. En conséquence, lorsque nous considérons une
valuation sur une algèbre modale B, nous la notons v et lorsque nous considérons une
valuation sur un espace modal X, nous notons celle-ci v′.

Dé�nition 3.2.4. Si Σ est un système modal et X un espace modal muni de la topologie
τ , on dit que (X, τ, v′) est un modèle modal de Σ si

(X, τ)
v′

|= ϕ ∀ϕ ∈ Σ.

Nous écrirons alors (X, τ, v′) |= Σ.

Dans la suite, lorsqu'il n'y aura aucune ambiguïté, nous dirons simplement que (X, τ, v′)
est un modèle de Σ. Maintenant que nous avons dé�ni tous les termes dont nous avons
besoin, nous passons à l'élaboration du théorème de complétude dans les espaces modaux.
Pour dualiser le théorème de complétude établit dans la section précédente, nous consi-
dérons une algèbre modale B et une B-valuation v. Nous commençons par établir le dual
de cette B-valuation.

Dé�nition 3.2.5. Soit B une algèbre modale. Si v est une B-valuation, on dé�nit la
valuation v′ sur l'espace modal Ult(B) par

v′ : Var→ of(Ult(B))

p → rB(v(p)).
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Théorème 3.2.2. Si B est une algèbre modale et v une B-valuation, en dé�nissant v′

comme précédemment, on a

1. v′(ϕ) = rB(v(ϕ)) ∀ϕ ∈ Prop,

2. pour toute proposition modale ϕ, (Ult(B), τ)
v′

|= ϕ si et seulement si B
v

|= ϕ.

Démonstration. Remarquons d'abord que vu la proposition (3.2.1), v′ peut être étendu à
l'ensemble des propositions modales. Donc, cette extension véri�e

v′(¬ϕ) = v′(ϕ)c, v′(ϕ ∨ ψ) = v′(ϕ) ∪ v′(ψ), v′(ϕ ∧ ψ) = v′(ϕ) ∩ v′(ψ) et v′(♦ϕ) = R♦(v
′(ϕ),−),

pour tous ϕ, ψ ∈ Prop.
Prouvons maintenant que v′(ϕ) = rB(v(ϕ)) pour toute proposition modale ϕ. Procé-

dons par récurrence sur la longueur de ϕ. Par dé�nition, si ϕ ∈ Var, l'égalité est véri�ée.
Prenons maintenant ϕ, ψ ∈ Var et θ ∈ Prop. Considérons les cas suivants.

• Si θ = ¬ϕ, alors en utilisant la dé�nition de v′ et les propriétés de l'application rB,
on a

v′(θ) = v′(¬ϕ) = v′(ϕ)c = rB(v(ϕ))c = rB(v(ϕ)c) = rB(v(¬ϕ)) = rB(v(θ)).

• Si θ = ϕ ∨ ψ, alors, de la même manière, on obtient

v′(θ) = v′(ϕ ∨ ψ)

= v′(ϕ) ∪ v′(ψ)

= rB(v(ϕ)) ∪ rB(v(ψ))

= rB(v(ϕ) ∪ v(ψ))

= rB(v(ϕ ∨ ψ))

= rB(v(θ)).

• Si θ = ϕ ∧ ψ, il su�t de procéder de façon similaire pour obtenir l'égalité.

• Si θ = ♦ϕ, alors en utilisant la proposition (1.1.3) et le fait que v est une B-valuation,
on trouve

v′(θ) = v′(♦ϕ)

= R♦(v
′(ϕ),−)

= R♦(rB(v(ϕ)),−)

= rB(♦(v(ϕ))

= rB(v(♦ϕ))

= rB(v(θ)),

d'où le résultat.

Le point (2) découle de l'égalité que nous venons de démontrer. En e�et, si (Ult(B), τ)
v′

|=
ϕ, alors par dé�nition, v′(ϕ) = Ult(B). Ainsi rB(v(ϕ)) = Ult(B) et puisque rB est un
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isomorphisme, v(ϕ) = 1 ce qui montre que B
v

|= ϕ. Ensuite, si B
v

|= ϕ, alors v(ϕ) = 1. On
obtient donc

v′(ϕ) = rB(v(ϕ)) = rB(1) = Ult(B),

ce qui conclut la preuve.

Proposition 3.2.3. Si B est une algèbre modale et v une B-valuation, alors

(B, v) |= Σ ⇔ (Ult(B), τ, v′) |= Σ,

où v′(ϕ) = rB(v(ϕ)) ∀ϕ ∈ Prop.

Démonstration. En e�et, il su�t d'utiliser le point (2) théorème précédent

Nous e�ectuons maintenant le raisonnement inverse. Nous considérons un espace modal
et une valuation sur celui-ci et nous dé�nissons le dual de cette valuation.

Dé�nition 3.2.6. Soit (X, τ) un espace modal. Si v′ est une valuation sur (X, τ), on
dé�nit la valuation v sur l'algèbre modale of(X) par

v : Var→ of(X)

p → r−1
B (v′(p)).

Théorème 3.2.4. Si (X, τ) est un espace modal et v′ une valuation sur X, en dé�nissant
v comme précédemment, on a

1. v(ϕ) = r−1
B (v′(ϕ)) ∀ϕ ∈ Prop,

2. pour toute proposition modale ϕ, (X, τ)
v′

|= ϕ si et seulement si of(X)
v

|= ϕ.

Démonstration. Étant donné que r−1
B est l'isomorphisme inverse de rB, la démonstration

se fait de manière analogue à la démonstration du théorème (3.2.2).

Proposition 3.2.5. Si (X, τ) est un espace modal et v′ une valuation sur X, alors

(X, τ, v′) |= Σ ⇔ (of(X), v) |= Σ,

où v(ϕ) = r−1
B (v′(ϕ)) pour tout ϕ ∈ Prop.

Démonstration. En e�et, il su�t d'utiliser le point (2) du théorème précédent.

Grâce aux théorèmes que nous venons d'établir, nous obtenons le théorème suivant, qui
est une version faible du théorème de complétude dans les espaces modaux. Ce théorème
établit également l'équivalence entre la complétude algébrique et la complétude pour les
modèles modaux.

Théorème 3.2.6. (Complétude pour les modèles modaux)
Si Σ est un système modal, B une algèbre modale, X un espace modal et ϕ une proposition
modale, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. Σ ` ϕ

2. B
v

|= ϕ pour tout modèle (B, v) de Σ

3. (X, τ)
v′

|= ϕ pour tout modèle modal (X, τ, v′) de Σ.

Démonstration. L'équivalence (1)⇔ (2) est donnée par le théorème de complétude (3.1.11).
Montrons maintenant (2)⇔ (3).

Commençons par montrer que (2)⇒ (3). Supposons que (2) est véri�é et considérons
(X, τ, v′) un modèle modal de Σ. L'algèbre of(X) munie de la relation ♦R est l'algèbre
modale duale de l'espace modal (X,R). Alors, si on pose

v(ϕ) = r−1
B (v′(ϕ)) ∀ϕ ∈ Prop,

(of(X),♦R, v) est un modèle algébrique vu ce qui précède. De plus, en utilisant la pro-
position (3.2.5) et le fait que (X, τ, v′) un modèle de Σ, on trouve que (of(X),♦R, v) est
également un modèle de Σ. Par hypothèse, ϕ y est valide et grâce au théorème (3.2.4), ϕ
est valide dans (X, τ, v′).

Démontrons maintenant que (3) ⇒ (2). Supposons que (3) est véri�é et considérons
(B, v) un modèle algébrique de Σ. En vertu de la section (1.1.3), (Ult(B), R♦) est l'espace
modal dual de (B,♦). De plus, étant donné que v est une valuation sur l'algèbre modale
B, l'application

v′(ϕ) = rB(v(ϕ))∀ϕ ∈ Prop

est une valuation sur Ult(B). De plus, en utilisant la proposition (3.2.3) et le fait que
(B, v) un modèle algébrique de Σ, on obtient que (Ult(B), τ, v′) est un modèle de Σ.
Ainsi, par hypothèse, ϕ est valide dans (Ult(B), τ, v′) et grâce au théorème (3.2.2), on
peut en conclure que ϕ est valide dans (B, v), et le théorème est démontré.

Nous avons ainsi obtenu un théorème "dual" du théorème de complétude algébrique.

3.2.2 Le modèle canonique de Σ

Comme nous l'avons expliqué dans la section précédente, nous voulons dualiser le
schéma présenté dans la section (3.1). Pour cela, nous avons besoin d'étudier de plus près
le dual de l'algèbre modale de Lindenbaum�Tarski. Puisque BΣ est une algèbre modale,
son espace dual est l'espace Ult(BΣ) et celui-ci est muni d'une relation RΣ que nous
dé�nissons. Commençons par étudier l'espace Ult(BΣ). Vu la dé�nition d'un ultra�ltre,
la proposition suivante est évidente.

Proposition 3.2.7. L'ensemble x est un élément de Ult(BΣ) s'il existe α un ensemble
de formules Σ-consistant et maximal tel que

x = {ϕΣ|ϕ ∈ α}.

Dé�nition 3.2.7. On dé�nit la relation RΣ sur Ult(BΣ) comme suit,

xRΣy si et seulement si x 3 ϕΣ ⇒ y 3 ♦ϕΣ ∀ϕ ∈ Prop.
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3.2 La complétude relationnelle

Dé�nition 3.2.8. On dé�nit l'espace (XΣ, RΣ, τΣ) comme suit

1. XΣ = Ult(BΣ) ;

2. RΣ est la relation dé�nie en (3.2.7) ;

3. τΣ est la topologie engendrée par

{rBΣ
(ϕ)|ϕ ∈ Var}.

Remarque 3.2.3. La dé�nition que nous venons de donner fait de (XΣ, RΣ, τΣ) un espace
modal. En e�et, la base de topologie que nous venons d'adopter transforme XΣ en un
espace de Boole. De plus, la dé�nition (3.2.7) est similaire à la dé�nition (1.1.6) et la
relation RΣ véri�e donc les mêmes propriétés que la relation R♦. Donc vu la proposition
(1.1.3), (XΣ, RΣ, τΣ) est un espace modal et cet espace est le dual de l'algèbre modale de
Lindenbaum�Tarski.

A�n d'obtenir le modèle canonique de Σ, nous dé�nissons la valuation canonique vΣ

qui est une valuation sur l'espace modal XΣ.

Dé�nition 3.2.9. La valuation sur XΣ

vΣ
′ : Var→ of(XΣ))

p → {x ∈ Ult(BΣ)|x 3 pΣ}

est appelée la valuation canonique.

Il est clair que cette application est bien dé�nie puisque vΣ
′(p) = rBΣ

(pΣ) est un ouvert
fermé de XΣ.

Théorème 3.2.8. La valuation canonique vΣ
′ s'étend à l'ensemble des propositions Prop.

Démonstration. En e�et, vu la proposition (3.2.1), il su�t de véri�er que v′Σ véri�e les
quatre règles de cette proposition. On a

• v′Σ(¬ϕ) = rBΣ
((¬ϕ)Σ) = rBΣ

((ϕΣ)c) = (rBΣ
(ϕΣ))c = vΣ(ϕ)c

• v′Σ(ϕ∨ ψ) = rBΣ
((ϕ∨ ψ)Σ) = rBΣ

(ϕΣ ∨ ψΣ) = rBΣ
(ϕΣ)∪ rBΣ

(ψΣ) = vΣ
′(ϕ)∪ vΣ

′(ψ)

• v′Σ(ϕ∧ ψ) = rBΣ
((ϕ∧ ψ)Σ) = rBΣ

(ϕΣ ∧ ψΣ) = rBΣ
(ϕΣ)∩ rBΣ

(ψΣ) = vΣ
′(ϕ)∩ vΣ

′(ψ)

• v′Σ(♦ϕ) = rBΣ
((♦ϕ)Σ) = rBΣ

(♦ϕΣ) = RΣ(rBΣ
(ϕΣ),−) = RΣ(vΣ

′(ϕ),−),

d'où le résultat.

De plus, vu la dé�nition de la BΣ-valuation vΣ, il est clair que v′Σ(p) = rBΣ
(vΣ(p)).

Ainsi, en utilisant les théorèmes (3.2.3) et (3.1.9), on obtient le résultat suivant.

Théorème 3.2.9. Si Σ est un système modal, alors (XΣ, τΣ, v
′
Σ) est un modèle modal de

Σ

Dé�nition 3.2.10. Si Σ est un système modal, le modèle (XΣ, τΣ, v
′
Σ) de Σ est appelé

modèle canonique de Σ.
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3.2 La complétude relationnelle

Théorème 3.2.10. Si Σ est un système modal et ϕ une proposition modale, alors

(XΣ, τΣ)
v′Σ

|= ϕ ⇒ Σ ` ϕ.

Démonstration. En e�et, vu le théorème (3.2.2), on trouve

(XΣ, τΣ)
v′Σ

|= ϕ ⇒ BΣ

vΣ

|= ϕ.

Ainsi, en utilisant le théorème (3.1.10) et la transitivité de l'implication, on trouve le
résultat.

Ainsi, en combinant tous les résultats obtenus dans ces deux sections, on construit le
schéma suivant.

∀(X, τ, v′) |= Σ, (X, τ)
v′

|= ϕ

Σ ` ϕ

(XΣ, τΣ)
v′Σ

|= ϕ

(3.2.6)

(3.2.9)
(3.2.10)

3.2.3 Théorème de complétude dans les espaces modaux

A�n de terminer la dualisation du schéma présenté dans la section (3.1), nous démon-
trons dans cette section une version forte du théorème de complétude dans les espaces
modaux. Nous procédons de la même manière que lorsque nous travaillions avec des mo-
dèles algébriques. Commençons par dé�nir la notion de Σ-espace modal dont nous avons
besoin dans la suite.

Dé�nition 3.2.11. Soit Σ est un système modal. Un espace modal X est un Σ-espace
modal si (X, τ, v′) est un modèle de Σ pour toute valuation v′ sur X. Nous écrirons alors
(X, τ) |= Σ.

Grâce à cette nouvelle notion et aux propositions (3.2.3) et (3.2.5), les deux résultats
suivants sont évidents.

Proposition 3.2.11. Soit B est une algèbre modale. On a

B |= Σ ⇔ (Ult(B), τ) |= Σ.

Proposition 3.2.12. Soit (X, τ) un espace modal. On a

(X, τ) |= Σ ⇔ of(X) |= Σ.
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3.2 La complétude relationnelle

Ces deux résultats sont souvent utilisés dans la suite, mais nous faisons appel à eux de
manière implicite.

Théorème 3.2.13. Soient Σ est un système modal et ϕ une proposition modale. On a

(∀(X, τ, v′) |= Σ, (X, τ)
v′

|= ϕ) ⇒ (∀(X, τ) |= Σ, (X, τ) |= ϕ).

Démonstration. Soit ϕ une proposition modale. Supposons que

∀(X, τ, v′) |= Σ, (X, τ)
v′

|= ϕ,

et prenons X un espace modal tel que (X, τ) |= Σ. Alors, par dé�nition, (X, τ, v′) |= Σ

pour toute valuation v′ sur X. Ainsi, (X, τ)
v′

|= ϕ pour toute valuation v′ sur X, d'où le
résultat.

Proposition 3.2.14. Soit Σ est un système modal. L'espace modal XΣ est un Σ-espace
modal.

Démonstration. Soit v′ une valuation sur XΣ. Montrons que (XΣ, τΣ, v
′) |= Σ. Si on pose

v(ϕ) = r−1
BΣ

(v′(ϕ)) ∀ϕ ∈ Prop,

alors, v est une BΣ-valuation. Ainsi, vu la proposition (3.1.13), (BΣ, v) |= Σ. De plus,
grâce au théorème (3.2.3), (XΣ, τΣ, v

′) |= Σ, d'où le résultat.

Nous avons terminé de dualiser le schéma. Résumons donc la situation. Les �èches
représentées en pointillé sont de nouveau obtenues par transitivité de l'implication.

∀(X, τ) |= Σ, (X, τ) |= ϕ ∀(X, τ, v′) |= Σ, (X, τ)
v′

|= ϕ

Σ ` ϕ

(XΣ, τΣ) |= ϕ (XΣ, τΣ)
v′Σ

|= ϕ

(3.2.6)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.13)

(3.2.14)

vΣ est une valuation sur XΣ

Nous énonçons maintenant la version forte du théorème de complétude dans les espaces
modaux. Ce théorème découle lui aussi de la transitivité de l'implication.

Théorème 3.2.15. (Complétude dans les espaces modaux version forte)
Si Σ est un système modal et ϕ une proposition modale, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Σ ` ϕ
2. ∀(X, τ) |= Σ, (X, τ) |= ϕ.
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3.2 La complétude relationnelle

3.2.4 Théorème de complétude pour les modèles de Kripke

Dans la section précédente, nous avons considéré une algèbre modale et son dual topolo-
gique. Nous considérons ici uniquement les frames de Kripke, autrement dit, nous oublions
la topologie. De nouveau, nous voulons un schéma similaire à celui trouvé dans la section
précédente. Pour cela, nous nous aidons du schéma que nous venons de construire.

Dé�nition 3.2.12. Soit W = (W,R) un frame de Kripke. Une valuation sur W est une
application

v : Var→ P(W ).

Remarque 3.2.4. Remarquons qu'une valuation sur un espace modal (X, τ) est en par-
ticulier une valuation sur un frame de Kripke. En e�et, par dé�nition, v est une valuation
sur un espace modal X si v est un application dé�nie de l'ensemble des propositions
modales dans l'ensemble des ouverts fermés de X. Or of(X) ⊆ P(X). Ainsi, v est une
valuation sur le frame X.

Nous pouvons étendre cette valuation à l'ensemble des propositions modales grâce à la
propriété (3.2.1).

Dé�nition 3.2.13. Un modèle de Kripke est un triplet (W,R, v) où (W,R) est un frame
de Kripke et v une valuation sur W .

Comme dans la section précédente, pour dé�nir la validité d'une proposition modale
modèle de Kripke, nous procédons par étape. Fondamentalement, la seule di�érence entre
les deux types de validité résulte du dernier point.

Dé�nition 3.2.14. On dé�nit la validité d'une proposition modale ϕ dans un modèle de
Kripke (W,R, v) par induction sur la complexité de ϕ.

1. Pour commencer on dé�nit la validité en un monde x ∈ W . La validité d'une
proposition dans un monde x est dé�nie de la même manière que dans (3.2.3).

2. On dé�nit la validité dans le modèle (W,R, v) comme étant la validité dans tous les
mondes, autrement dit :

W
v

|= ϕ si et seulement si x |= ϕ pour tout x ∈ W.

De plus, vu le point précédent, ceci est équivalent à

W
v

|= ϕ si et seulement si v(ϕ) = W.

3. En�n, la validité dans un frame de Kripke (W,R) est la validité pour toute valuation :

W |= ϕ si et seulement si W
v

|= ϕ pour tout v : Var→ P(W ).

Dé�nition 3.2.15. Soit un ensemble Σ un système modal, on dira que (W, v) est un
modèle de Kripke de Σ si

W
v

|= ϕ ∀ϕ ∈ Σ.

On écrira (W, v) |= Σ.
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3.2 La complétude relationnelle

Comme dans la section précédente, lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté possible, nous
dirons simplement que (W, v) est un modèle de Σ. Nous démontrons à présent un résultat
important qui est utilisé dans la démonstration du théorème de complétude relationnelle
(c'est à dire par rapport au modèle de Kripke).

Théorème 3.2.16. Si (W,R) est un frame et v une valuation sur W alors

1. (P(W ),♦R) est une algèbre modale complète et atomique,

2. v est aussi une valuation sur P(W ),

3. pour toute proposition modale ϕ, on a

W
v

|= ϕ si et seulement si P(W )
v

|= ϕ.

En particulier, (P(W ), v) est un modèle algébrique.

Démonstration.

1. Premièrement, en vertu de la proposition (2.2.2), il est clair que (P(W ),♦R) est une
algèbre modale complète et atomique.

2. L'a�rmation sur v est triviale puisque dans les deux cas, v est une application
Var→ P(W ).

3. Pour la dernière a�rmation, il su�t de montrer que pour tout x ∈ W , on a

x |= ϕ si et seulement si x ∈ v(ϕ).

Ainsi, on aura W
v

|= ϕ si et seulement si v(ϕ) = W et donc, par dé�nition de

la validité dans les algèbres modales, on aura P(W )
v

|= ϕ. La preuve se fait par
induction sur la longueur de ϕ. Soit x ∈ W .

(a) Si ϕ est une variable propositionnelle, x |= ϕ signi�e, par dé�nition, x ∈ v(ϕ).

(b) Si ϕ est de la forme ¬ψ, on a x |= ¬ψ si et seulement si x 2 ψ si et seulement
si x /∈ v(ψ), ce qui est équivalent à x ∈ v(¬ψ).

(c) Si ϕ est de la forme ψ → θ, on a x |= (ψ → θ) si et seulement si x |= θ ou
x 2 ψ. Cette condition est véri�ée si et seulement si x ∈ v(θ) ou x /∈ v(ψ), ce
qui est équivalent à x ∈ v(ψ → θ) puisque v(ψ → θ) = ¬v(ψ) ∨ v(θ).

(d) Si ϕ est de la forme ♦ψ, on a x |= ♦ψ si et seulement il existe y tel que yRx et
y |= ψ (c'est à dire y ∈ v(ψ)). Autrement dit, vu la proposition (3.2.1), on a

x ∈ {z : ∃y ∈ v(ψ), yRz} = R(v(ψ),−) = v(♦ψ).

Ceci termine la preuve puisque les a�rmations concernant ou, et,� découlent de ce
que nous venons de démontrer.

Dé�nition 3.2.16. L'algèbre (P(W ),♦R) est appelée l'algèbre modale complexe du frame
(W,R).
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3.2 La complétude relationnelle

Nous pouvons évidemment e�ectuer un raisonnement similaire en démarrant d'une
algèbre modale complète et atomique. La proposition suivante est évidente puisque pour
tout algèbre modale B, rB est un isomorphisme.

Théorème 3.2.17. Si B est une algèbre modale complète et atomique et v une valuation
sur B alors

1. (At(B), R♦) est un frame de Kripke,

2. rB ◦ v est une valuation sur At(B),

3. pour toute proposition modale ϕ, on a

B
v

|= ϕ si et seulement si At(B)
rB◦v
|= ϕ.

En particulier, (At(B), rB ◦ v) est un modèle de Kripke.

Grâce à ces propositions, on obtient le résultat suivant.

Théorème 3.2.18. Soit Σ un système modal et ϕ une proposition modale. Pour tout

modèle de Kripke (W, v) de Σ, W
v

|= ϕ si et seulement si pour tout modèle algébrique

(B, v) de Σ où B est une algèbre modale complète et atomique, B
v

|= ϕ.

Il est important de remarquer que nous ne détenons pas de théorème de complétude
pour les algèbres modales complètes et atomiques et nous ne pouvons donc pas e�ectuer
un raisonnement similaire à celui e�ectué pour les espaces modaux.

L'adéquation du théorème de complétude relationnelle est ici démontré grâce au théo-
rème de complétude algébrique. Cette démonstration est bien plus rapide que la démons-
tration "classique" du théorème de complétude relationnelle. Nous démontrons dans la
suite la complétude proprement dite.

Théorème 3.2.19. (Adéquation du théorème de complétude pour les modèles de Kripke)
Si Σ est un système modal et ϕ une proposition modale, alors

Σ ` ϕ ⇒ ∀(W, v) |= Σ,W
v

|= ϕ.

Démonstration. Supposons que Σ ` ϕ et prenons (W, v) un modèle de Σ. Dans ce cas, vu le
théorème (3.1.11), ϕ est valide dans tout modèle algébrique de Σ. Vu le théorème (3.2.16),
(P(W ), v) est un modèle algébrique de Σ et donc ϕ y est valide. Ainsi, en utilisant une
seconde fois le théorème (3.2.16), on obtient que ϕ est valide dans (W, v), ce qui termine
la preuve.

Nous établissons maintenant une série de propositions qui vont nous permettre d'ob-
tenir une partie du schéma escompté. Nous allons nous servir des résultats obtenus pour
les espaces modaux.

Proposition 3.2.20. Soient Σ un système modal et ϕ une proposition modale. On a

∀(W, v) |= Σ,W
v

|= ϕ ⇒ ∀(X, τ, v′) |= Σ, (X, τ)
v′

|= ϕ.
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3.2 La complétude relationnelle

Démonstration. Supposons queW
v

|= ϕ pour tout modèle de Kripke (W, v) de Σ et prenons
(X, τ, v′) un modèle modal de Σ. Vu la remarque (3.2.4), v′ est aussi une valuation sur le
frame X. Ainsi, (X, v′) est un modèle de Kripke de Σ et donc ϕ y est valide. On obtient
alors

v′(ϕ) = X ∈ of(X),

et donc, ϕ est valide dans (X, τ, v′), ce qui conclu la preuve.

Compte tenu des notations que nous avons adoptées pour les espaces modaux et pour
les frames de Kripke, nous notons WΣ le frame de Kripke Ult(BΣ) muni de la relation RΣ

dé�nie en (3.2.7). Autrement dit, il s'agit du modèle de Kripke de Σ pour lequel on oublie
la topologie.

Proposition 3.2.21. Soient Σ un système modal et ϕ une proposition modale. Alors,

(XΣ, τΣ)
v′Σ

|= ϕ ⇔ WΣ

v′Σ

|= ϕ.

Démonstration. Il su�t de constater que par dé�nition (XΣ, τΣ)
v′Σ

|= ϕ si v′Σ(ϕ) = Ult(BΣ)

et qu'il en est de même pour que WΣ

v′Σ

|= ϕ.

Nous obtenons alors une partie du résultat escompté grâce à la transitivité de l'impli-
cation et aux propositions précédemment établies. En e�et, le premier résultat que nous
obtenons est le suivant.

Théorème 3.2.22. Soient Σ un système modal et ϕ une proposition modale. Alors,

∀(W, v) |= Σ,W
v

|= ϕ ⇒ WΣ

v′Σ

|= ϕ.

Démonstration. En e�et, grâce au théorème (3.2.20), on obtient

∀(W, v) |= Σ,W
v

|= ϕ ⇒ ∀(X, τ, v′) |= Σ, (X, τ)
v′

|= ϕ.

Ensuite, en appliquant le théorème (3.2.9), on trouve

∀(X, τ, v′) |= Σ, (X, τ)
v′

|= ϕ ⇒ (XΣ, τΣ)
v′Σ

|= ϕ.

En�n, en appliquant le résultat (3.2.21), on peut conclure.

Théorème 3.2.23. Soient Σ un système modal et ϕ une proposition modale. Alors,

WΣ

v′Σ

|= ϕ ⇒ Σ ` ϕ
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Démonstration. En e�et, en utilisant le théorème (3.2.21) on trouve

WΣ

v′Σ

|= ϕ ⇒ (XΣ, τΣ)
v′Σ

|= ϕ.

Ensuite, il su�t d'appliquer le résultat (3.2.10) pour conclure.

Nous obtenons le schéma suivant grâce à tous ces résultats.

∀(W, v) |= Σ,W
v

|= ϕ

Σ ` ϕ

WΣ

v′Σ

|= ϕ

(3.2.19)

(3.2.22)

(3.2.23)

De plus, en utilisant de nouveau la transitivité de l'implication, nous pouvons déduire
le théorème de complétude pour les modèles de Kripke.

Théorème 3.2.24. (Théorème de complétude pour les modèles de Kripke) Si Σ est un
système modal et ϕ une proposition modale, alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. Σ ` ϕ ;

2. ∀(W, v) |= Σ,W
v

|= ϕ.

3.2.5 Théorème de complétude dans les frames de Kripke

Dans cette section, nous cherchons à obtenir un théorème de complétude pour les frames
de Kripke, autrement dit, une version forte du théorème obtenu dans la section précédente.
Nous procédons de la même manière que dans la section concernant les théorèmes de
complétude dans les espaces modaux. Cependant, il y a ici une di�érence fondamentale car
nous avons besoin d'une hypothèse supplémentaire pour établir le théorème de complétude
dans les frames de Kripke. Commençons par dé�nir un concept essentiel pour la suite.

Dé�nition 3.2.17. Soit Σ est un système modal. Un frame de Kripke W est un Σ-frame
de Kripke si (W, v) est un modèle de Σ pour toute valuation v sur W . Nous écrirons alors
W |= Σ.

Grâce à cette nouvelle notion et aux propositions (3.2.16) et (3.2.17) , on obtient de
manière triviale les résultats suivants.

Proposition 3.2.25. Soit B est une algèbre modale complète et atomique. On a

B |= Σ ⇔ At(B) |= Σ.

83



3.2 La complétude relationnelle

Proposition 3.2.26. Soit W un frame de Kripke. On a

W |= Σ ⇔ P(W ) |= Σ.

De plus, grâce au théorème (3.2.18), on obtient le résultat suivant.

Théorème 3.2.27. Soit Σ un système modal et ϕ une proposition modale. Pour tout
Σ-frame de Kripke W , W |= ϕ si et seulement si pour toute Σ-algèbre modale complète
et atomique B, B |= ϕ.

Nous allons maintenant énoncer un théorème qui nous permettra de compléter une
partie du schéma précédent. La démonstration de ce théorème est similaire à celle e�ectué
en (3.2.13).

Théorème 3.2.28. Soient Σ est un système modal et ϕ une proposition modale. On a

(∀(W, v) |= Σ,W
v

|= ϕ) ⇒ (∀W |= Σ,W |= ϕ).

Grâce à ce résultat, nous pouvons maintenant construire le schéma suivant. Les �èches
tracées en pointillé sont obtenues par transitivité de l'implication.

∀W |= Σ,W |= ϕ ∀(W, v) |= Σ,W
v

|= ϕ

Σ ` ϕ

WΣ |= ϕ WΣ

v′Σ

|= ϕ

(3.2.19)

(3.2.22)

(3.2.23)

(3.2.28)

v′Σ est une valuation sur WΣ

A�n de compléter ce schéma, nous avons besoin de montrer que WΣ est un Σ-frame de
Kripke. Malheureusement, nous ne pouvons pas montrer cela pour tout système modal
Σ. C'est pourquoi nous dé�nissons les systèmes modaux canoniques.

Dé�nition 3.2.18. Soit Σ un système modal. Si WΣ est un Σ-frame de Kripke, alors Σ
est un système modal canonique.

Exemple 3.2.1. La logique K4.1 qui est égale à la logique

K ⊕ (�p→ ��p)⊕ (�♦p→ ♦�p)

est canonique. 1

1. La preuve de ce résultat se trouve dans [6]
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Ainsi, si Σ est un système modal canonique, le schéma précédent est complet. On
obtient alors de manière triviale le théorème suivant.

Théorème 3.2.29. Soient Σ un système modal canonique et ϕ une proposition modale.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Σ ` ϕ ;

2. ∀W |= Σ,W |= ϕ.

Il existe cependant des systèmes modaux qui véri�ent (3.2.29) mais qui ne sont pas
canoniques.

Dé�nition 3.2.19. Un système modal Σ tel que

∀W |= Σ,W |= ϕ ⇒ Σ ` ϕ

est appelé un système modal complet vis à vis des frames de Kripke ou plus simplement
un système modal complet.

On obtient alors trivialement le résultat suivant.

Théorème 3.2.30. Tout système modal canonique Σ est un système modal complet.

On peut donc en conclure que la logique K4.1 est complète. Pour terminer, donnons
un exemple de logique complète mais non canonique ainsi qu'un exemple de logique in-
complète vis à vis des frames de Kripke.

Exemple 3.2.2. La logique GL qui est égale à la logique

K ⊕�(�p→ p)→ �p

est complète vis à vis des frames de Kripke et non canonique. La logique L qui est égale
à la logique

K ⊕�(p↔ �p)→ �p

n'est pas complète vis à vis des frames de Kripke. 2

3.3 Théorème de complétude pour les algèbres de pré-

contact

Dans cette section, nous établissons un nouveau théorème de complétude pour les
algèbres de pré-contact. Pour cela, nous nous basons sur les résultats obtenus pour les
algèbres modales.

2. Les preuves de ces résultats se trouvent également dans [6]
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3.3 Théorème de complétude pour les algèbres de pré-contact

3.3.1 Théorème de complétude pour les modèles algébrique de

pré-contact

Établissons dans un premier temps une version faible du théorème recherché. Nous
commençons par dé�nir la validité des formules modales dans les algèbres de pré-contact.

Dé�nition 3.3.1. Soit B une algèbre de pré-contact. Une valuation sur B est une appli-
cation

v : Var→ B.

Contrairement aux sections précédentes, nous sommes contraints d'utiliser l'extension
canonique de l'algèbre de pré-contact B pour étendre cette valuation à l'ensemble des
propositions modales. Nous étendons une valuation v de manière classique en ce qui
concerne les opérations et, ou et ¬, mais nous ne pouvons pas faire de même concer-
nant l'opération unaire ♦. En e�et, cette opération n'est pas dé�nie dans les algèbres de
pré-contact mais bien dans les extensions canoniques de celles-ci. Pour rappel, l'exten-
sion canonique d'une algèbre de pré-contact est donnée par l'algèbre modale complète et
atomique Bδ = P(Ult(B)) munie de l'opération unaire ♦R⊥ . Nous procédons comme suit.

Proposition 3.3.1. Pour toute algèbre de pré-contact B munie d'une relation binaire ⊥,
on peut étendre une valuation sur B à l'ensemble Prop comme suit,

v : Prop→ Bδ

grâce aux règles suivantes :
• v(¬ϕ) = rB(v(ϕ)c)

• v(ϕ ∨ ψ) = rB(v(ϕ) ∪ v(ψ))

• v(ϕ ∧ ψ) = rB(v(ϕ) ∩ v(ψ))

• v(♦ϕ) = ♦R⊥(rB(v(ϕ)),−),
pour tout ϕ, ψ ∈ Var. En particulier, cette extension est unique.

Si B est une algèbre de pré-contact et v une valuation sur B, nous dé�nissons la validité
d'une proposition modale ϕ sous la valuation v de la même façon que dans les algèbres
modales. Il en est de même pour la validité de ϕ dans B. Cependant, nous adoptons une
notation di�érente a�n de di�érencier la validité dans une algèbre modale et dans une
algèbre de pré-contact. Lorsqu'une proposition modale ϕ est valide dans une algèbre de
pré-contact B sous une valuation v nous écrivons

B
v

|=⊥ ϕ.

De la même manière, si ϕ est valide dans B, nous écrivons B |=⊥ ϕ.

Dé�nition 3.3.2. Si Σ est un système modal et B une algèbre de pré-contact, on dit que
(B, v) est un modèle algébrique de pré-contact de Σ si

B
v

|=⊥ ϕ ∀ϕ ∈ Σ.

Nous écrirons alors (B, v) |=⊥ Σ.
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Nous adoptons cette notation a�n de pouvoir distinguer un modèle algébrique de pré-
contact et un modèle algébrique de Σ. De nouveau, lorsque aucune ambiguïté ne sera pos-
sible, nous dirons simplement que (B, v) est un modèle de Σ. Nous établissons maintenant
une série de propositions qui nous permettent de démontrer le théorème de complétude
pour les algèbres de pré-contact.

Proposition 3.3.2. Soient Σ un système modal et ϕ une proposition modale.

∀(B, v) |=⊥ Σ, B
v

|=⊥ ϕ ⇒ ∀(B, v) |= Σ, B
v

|= ϕ.

Démonstration. Prenons Σ un système modal et ϕ une proposition modale. Supposons
que ϕ est valide dans tout modèle algébrique de pré-contact de Σ et prenons B une algèbre
modale munie de l'opération unaire ♦ et v un B-valuation. Supposons que (B, v) est un
modèle algèbrique de Σ. L'algèbre B munie de la relation de proximité≺♦ dé�nie en (2.3.3)
est une algèbre de pré-contact. De plus, la B-valuation v peut être étendue à l'ensemble
des propositions modales Prop grâce à la proposition (3.1.2). Alors, l'application

rB ◦ v : Prop→ of(Ult(B)) ⊆ P(Ult(B))

est une valuation sur l'algèbre de pré-contact (B,≺♦) et donc (B, rB ◦ v) est un modèle
algébrique de pré-contact de Σ. Ainsi, par hypothèse, ϕ est valide dans (B, rB ◦ v). Donc,
rB(v(ϕ)) = Ult(B) et donc v(ϕ) = 1. Ainsi, ϕ est valide dans (B, v), d'où le résultat.

Théorème 3.3.3. (Adéquation pour les modèles de pré-contact)
Si Σ est un système modal et ϕ une proposition modale, alors

Σ ` ϕ ⇒ B
v

|=⊥ ϕ ∀(B, v) |=⊥ Σ.

Démonstration. Soient Σ est un système modal et ϕ une proposition modale. Supposons
que Σ ` ϕ et prenons (B, v) un modèle algébrique de pré-contact de Σ. Dans ce cas, v est
une valuation sur Bδ et donc (Bδ, v) est un modèle algébrique de Σ. Ainsi, ϕ est valide
dans (Bδ, v) vu le théorème (3.1.11). Autrement dit, v(ϕ) = Ult(B) et donc, ϕ est valide
dans (B, v), d'où le résultat.

Nous pouvons alors construire le schéma suivant qui fait le lien entre les modèles
algébriques et les modèles algébriques de pré-contact.

∀(B, v) |=⊥ Σ, B
v

|=⊥ ϕ

Σ ` ϕ

∀(B, v) |= Σ, B
v

|= ϕ

(3.3.3)

(3.3.2)
(3.1.11)
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Nous pouvons déduire de la transitivité de l'implication le théorème suivant.

Théorème 3.3.4. (Complétude pour les modèles algébrique de pré-contact)
Si Σ est un système modal et ϕ une proposition modale, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Σ ` ϕ

2. B
v

|=⊥ ϕ pour tout modèle algébrique de pré-contact (B, v) de Σ.

3.3.2 Théorème de complétude pour les algèbres de pré-contact

A�n d'obtenir le théorème de complétude pour les algèbres de pré-contact, nous devons
dé�nir la notion de Σ-algèbre de pré-contact dont nous avons besoin dans la suite.

Dé�nition 3.3.3. Une algèbre de pré-contact B est une Σ-algèbre de pré-contact si (B, v)
est un modèle algébrique de pré-contact de Σ pour toute valuation v sur B. Nous écrirons
alors B |=⊥ Σ.

De nouveau, la notation adoptée permet de distinguer les Σ-algèbres de pré-contact
et les Σ-algèbres modales. Le résultat suivant se démontre de la même manière que la
proposition (3.1.12).

Théorème 3.3.5. Soient Σ un système modal et ϕ une proposition modale. Si ϕ est valide
dans tout modèle algébrique de pré-contact de Σ, alors ϕ est valide dans toute Σ-algèbre
de pré-contact.

Le résultat suivant nous permet d'obtenir le théorème de complétude pour les algèbres
de pré-contact.

Théorème 3.3.6. Soient Σ un système modal et ϕ une proposition modale. Si ϕ est valide
dans toute Σ-algèbre de pré-contact alors ϕ est valide dans toute Σ-algèbre modale.

Démonstration. Soient Σ un système modal et ϕ une proposition modale. Supposons ϕ
est valide dans toute Σ-algèbre de pré-contact et prenons B une Σ-algèbre modale et v
une B-valuation. Alors, l'application

rB ◦ v : Prop→ of(Ult(B)) ⊆ P(Ult(B))

est une valuation sur l'algèbre de pré-contact (B,≺♦). De plus, puisque B une Σ-algèbre
modale, il est clair que l'algèbre B munie de ≺♦ est une Σ-algèbre de pré-contact et
ϕ y est donc valide. En particulier, ϕ est valide sous la valuation rB ◦ v. On a alors
rB(v(ϕ)) = Ult(B) et donc ϕ est valide sous la valuation v, d'où le résultat.

Grâce à tous ces résultats, on peut déduire le théorème de complétude pour les algèbres
de pré-contact. Le schéma suivant permet de résumer l'ensemble des résultats que nous
venons de prouver. La �èche tracée en pointillé est obtenue par transitivité de l'implica-
tion.
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∀B |=⊥ Σ, B |=⊥ ϕ ∀(B, v) |=⊥ Σ, B
v

|=⊥ ϕ

Σ ` ϕ

∀B |= Σ, B |= ϕ ∀(B, v) |= Σ, B
v

|= ϕ

(3.3.3)

(3.3.2)

(3.1.11)

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.1.14)

Nous énonçons le théorème de complétude pour les algèbres de pré-contact qui est
obtenu par transitivité de l'implication.

Théorème 3.3.7. (Complétude pour les algèbres de pré-contact)
Si Σ est un système modal et ϕ une proposition modale, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Σ ` ϕ
2. ∀B |=⊥ Σ, B |=⊥ ϕ.

3.4 Théorème de complétude dans les espaces de pré-

contact

Il est relativement simple d'obtenir le théorème de complétude dans les espaces de
pré-contact. En e�et, les espaces modaux sont des espaces de pré-contact particuliers.
Nous pouvons donc utiliser les résultats obtenus dans les espaces modaux pour trouver
le théorème de complétude dans les espaces de pré-contact. Néanmoins, rappelons-nous
que, dans un espace de pré-contact (X,R, τ), l'image d'un ouvert fermé par la relation R
n'est pas nécessairement un ouvert fermé. Nous devons donc en tenir compte.

3.4.1 Théorème de complétude pour les modèles de pré-contact

Dé�nition 3.4.1. Soit X = (X, τ,R) un espace de pré-contact. Une valuation sur X est
une application

v : Var→ of(X).

Nous pouvons évidemment étendre cette valuation à l'ensemble des propositions mo-
dales en utilisant la proposition (3.2.1). Nous obtiendrons alors la valuation

v′ : Var→ P(X).

De plus, vu la proposition (1.2.19), X est isomorphe à l'espace de pré-contact Ult(B)
où B est l'algèbre de pré-contact duale de X. Ainsi, P(X) est isomorphe à P(Ult(B)) qui
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n'est rien d'autre que l'extension canonique de l'algèbre de pré-contact B. Ainsi, on peut
donc obtenir la valuation

v : Var→ Bδ.

Dé�nition 3.4.2. Un modèle de pré-contact est un triplet (X,R, v) où X = (X,R, τ) est
un espace de pré-contact et v une valuation sur X.

Comme pour les espaces modaux et les frames de Kripke, a�n de dé�nir la validité d'une
proposition modale dans un espace de pré-contact, nous procédons par étape. La dé�nition
est la même que celle donnée dans les espaces modaux en (3.2.3). Nous adopterons les
mêmes notations que pour la validité dans les algèbres de pré-contact.

Dé�nition 3.4.3. Si Σ est un système modal et X un espace de pré-contact muni de la
topologie τ , on dit que (X, τ, v) est un modèle de pré-contact de Σ si

(X, τ)
v

|=⊥ ϕ ∀ϕ ∈ Σ.

Nous écrirons alors (X, τ, v) |=⊥ Σ.

Nous démontrons à présent les propositions permettant d'obtenir le théorème de com-
plétude dans les espaces de pré-contact.

Proposition 3.4.1. Soit Σ est un système modal. Si (X, τ, v) est un modèle modal de Σ,
alors (X, τ, v) est un modèle de pré-contact de Σ.

Démonstration. Soient Σ est un système modal et (X, τ, v) est un modèle modal. Par
dé�nition X = (X,R, τ) est un espace modal, donc en particulier un espace de pré-contact
et v une valuation sur X, c'est à dire un application

v : Var→ of(X),

autrement dit, une valuation sur l'espace de pré-contact X. On en conclut que (X, τ, v)
est un modèle de pré-contact de Σ.

Proposition 3.4.2. Soient Σ un système modal et ϕ une proposition modale.

∀(X, τ, v) |=⊥ Σ, (X, τ)
v

|=⊥ ϕ ⇒ ∀(X, τ, v) |= Σ, (X, τ)
v

|= ϕ.

Démonstration. Prenons Σ un système modal et ϕ une proposition modale. Supposons
que ϕ est valide dans tout modèle de pré-contact de Σ et prenons (X, τ, v) un modèle
modal de Σ. Vu la proposition (3.4.1), (X, τ, v) est un modèle de pré-contact de Σ et donc
ϕ y est valide. Ainsi, ϕ est valide dans le modèle modal (X, τ, v), d'où le résultat.

Théorème 3.4.3. (Adéquation pour les modèles de pré-contact)
Si Σ est un système modal et ϕ une proposition modale, alors

Σ ` ϕ ⇒ ∀(X, τ, v) |=⊥ Σ, (X, τ)
v

|=⊥ ϕ.
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Démonstration. Soit Σ un système modal et ϕ une proposition modale. Supposons que
Σ ` ϕ et prenons (X, τ, v) un modèle de pré-contact de Σ. En particulier, (of(X), v) est
un modèle algébrique de pré-contact de Σ et vu le théorème (3.3.3), ϕ y est valide. En
particulier, ϕ est valide dans le modèle de pré-contact (X, τ, v), d'où le résultat.

Le schéma suivant peut nous aider à résumer la situation.

∀(X, τ, v) |=⊥ Σ, (X, τ)
v

|=⊥ ϕ

Σ ` ϕ

∀(X, τ, v) |= Σ, (X, τ)
v

|= ϕ

(3.4.3)

(3.4.2)
(3.2.6)

Nous obtenons alors le théorème suivant par transitivité de l'implication.

Théorème 3.4.4. (Complétude pour les modèles de pré-contact)
Si Σ est un système modal et ϕ une proposition modale, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Σ ` ϕ

2. (X, τ)
v

|=⊥ ϕ pour tout modèle de pré-contact (X, τ, v) de Σ.

3.4.2 Théorème de complétude dans les espaces de pré-contact

Nous pouvons maintenant aller plus loin et chercher le théorème de complétude dans
les espaces de pré-contact. Dé�nissons d'abord une notion essentielle.

Dé�nition 3.4.4. Soit Σ est un système modal. Un espace modal X est un Σ-espace de
pré-contact si (X, τ, v) est un modèle de pré-contact de Σ pour toute valuation v sur X.
Nous écrirons alors (X, τ) |=⊥ Σ.

Remarque 3.4.1. Si (X, τ) est un Σ-espace modal, alors (X, τ) est un Σ-espace de pré-
contact. En e�et, si (X, τ, v) est un modèle modal de Σ pour tout valuation v sur X, alors
vu la proposition (3.4.1), (X, τ, v) est un modèle de pré-contact de Σ pour tout valuation
v sur X, d'où le résultat.

Le théorème suivant se démontre de la même manière que (3.2.13)

Théorème 3.4.5. Soient Σ est un système modal et ϕ une proposition modale. On a

(∀(X, τ, v) |=⊥ Σ, (X, τ)
v

|=⊥ ϕ) ⇒ (∀(X, τ) |=⊥ Σ, (X, τ) |=⊥ ϕ).

Le théorème suivant est une conséquence directe de la remarque (3.4.1).
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Théorème 3.4.6. Soient Σ un système modal et ϕ une proposition modale. Alors

∀(X, τ) |=⊥ Σ, (X, τ) |=⊥ ϕ ⇒ ∀(X, τ) |= Σ, (X, τ) |= ϕ.

Grâce à tous les résultats obtenus, nous pouvons maintenant énoncer le théorème
de complétude dans les espaces de pré-contact. Avant d'énoncer celui-ci, considérons le
schéma suivant permettant de visualiser la situation. L'implication représentée en pointillé
est obtenue pas transitivité de l'implication.

∀(X, τ) |=⊥ Σ, (X, τ) |=⊥ ϕ ∀(X, τ, v) |=⊥ Σ, (X, τ)
v

|=⊥ ϕ

Σ ` ϕ

∀(X, τ) |= Σ, (X, τ) |= ϕ ∀(X, τ, v) |= Σ, (X, τ)
v

|= ϕ

(3.4.3)

(3.4.2)

(3.2.6)

(3.4.5)

(3.4.6)

(3.2.15)

Théorème 3.4.7. (Complétude dans les espaces de pré-contact)
Si Σ est un système modal et ϕ une proposition modale, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Σ ` ϕ
2. ∀(X, τ) |=⊥ Σ, (X, τ) |=⊥ ϕ.

Remarquons ici qu'il est inutile de considérer le cas où on "oublie" la topologie étant donné
que ce cas nous amène au théorème de complétude dans les frames de Kripke et ne nous
apporte donc rien de nouveau. Cependant, les théorèmes que nous venons de découvrir
permettent un choix plus large. En e�et, nous savons maintenant que si Σ est un système
modal et ϕ une proposition modale, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Σ ` ϕ
2. ∀B |= Σ, B |= ϕ

3. ∀B |=⊥ Σ, B |=⊥ ϕ.
Ainsi, lorsque nous voulions prouver que Σ 6` ϕ, il fallait trouver une Σ-algèbre modale
dans laquelle ϕ n'était pas valide. Maintenant, grâce au théorème obtenu, il su�t de
trouver une Σ-algèbre de pré-contact dans laquelle ϕ n'est pas valide et nous avons ici
beaucoup plus de latitude puisqu'il existe plus d'algèbres de pré-contact que d'algèbres
modales. De plus, si on peut trouver une telle algèbre de pré-contact alors il existe une
Σ-algèbre modale dans laquelle ϕ n'est pas valide.
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Chapitre 4

Le théorème de Fine-van Benthem

Dans ce chapitre, nous démontrons le théorème de Fine-van Benthem. Ce théorème
stipule que si un système modal est complet vis à vis d'une classe élémentaire de frames,
alors ce système modal est canonique. Ce théorème est très intéressant car il fait le lien
entre deux propriétés des systèmes supposées équivalentes par les scienti�ques. Cependant,
Robert Goldblatt, Ian Hodskinson et Yde Venema ont fourni un exemple de système
permettant de prouver que ce n'est pas le cas [7]. Néanmoins, ce théorème possède quelques
inconvénients. En e�et, l'intérêt de prouver qu'un système est canonique est de pouvoir
en conclure qu'il est complet. Or, pour appliquer ce théorème à un système, il faut que
celui-ci soit complet vis à vis d'une classe élémentaire de frames. La condition nécessaire
pour appliquer ce théorème est donc très contraignante, c'est pourquoi il n'est pas souvent
appliqué. L'intérêt de ce théorème est donc purement théorique.

4.1 La logique du premier ordre

Avant de démontrer une série de résultats, nous avons besoin de rappeler quelques
dé�nitions essentielles concernant la logique du premier ordre. En e�et, dans les chapitres
précédents, nous avons travaillé avec des langages algébriques. Les langage algébriques sont
ceux sur lesquels nous avons dé�ni nos algèbres de Boole, algèbres modales et algèbres de
pré-contact. Nous allons généraliser ces langages grâce à la dé�nition suivante.

Dé�nition 4.1.1. Un langage avec égalité est la donnée

1. d'un ensemble de symboles fonctionnels f1, f2, . . . d'arités respectives n1, n2, . . . ;

2. d'un ensemble de symboles relationnels r1, r2, . . . d'arités respectives n′1, n
′
2, . . . ;

3. d'un ensemble de symboles constants c1, c2, . . ..

Nous noterons un tel langage L.

Remarquons que cette dé�nition précise que nous considérons toujours des langages
qui contiennent l'égalité comme symbole relationnel.

Exemple 4.1.1. Le langage des frames, noté L(R) est le langage ayant un seul symbole
relationnel binaire R.
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La di�érence majeure est que ce langage dispose d'un ensemble de symboles relation-
nels. En e�et, dans les chapitres précédents, nous avons étudié des langages qui ne conte-
naient que des symboles fonctionnels et constants. Dé�nissons maintenant un système du
premier ordre.

Dé�nition 4.1.2. Un système du premier ordre K avec égalité est dé�ni par les donnés
suivantes :

1. Les signes primitifs de K sont donnés par

(a) les variables, que nous noterons x1, x2, . . . ;

(b) les connecteurs ¬ et ⇒ et le quanti�cateur universel ∀ ;
(c) les signes primitifs formant le langage avec égalité L de K.

2. Les termes sont

(a) les variables x1, x2, . . . ;

(b) les constantes c1, c2, . . . ;

(c) f(t1, . . . , tn) où t1, . . . , tn sont des termes et f un symbole fonctionnel d'arité
n.

3. Les formules sont

(a) t1 = t2 si t1 et t2 sont des termes ;

(b) les formules atomiques r(t1, . . . , tn) si t1, . . . , tn sont des termes et r un symbole
relationnel d'arité n ;

(c) ¬ϕ et ϕ⇒ ψ si ϕ et ψ sont des formules ;

(d) ∀xϕ si ϕ est une formule.

4. Les axiomes sont

(a) la liste des schémas tautologiques L1, L2 et L3 à laquelle on ajoute
L4 : si t est un terme et si aucune occurrence d'une variable de t ne devient
liée dans ϕ(x := t), ∀xϕ⇒ ϕ(x := t) ;
L5 : si x n'est pas libre dans ϕ, ∀x(ϕ⇒ ψ)⇒ (ϕ⇒ ∀xψ) ;

(b) les axiomes de l'égalité : si t1, . . . , tn, t′1, . . . , t
′
n sont des termes, alors

i. t = t pour tout terme t ;

ii. t1 = t2 ⇒ t2 = t1 ;

iii. t1 = t2 et t2 = t3 ⇒ t1 = t3 ;

iv. pour tout symbole fonctionnel f d'arité n, si t1 = t′1, . . . , tn = t′n alors

f(t1, . . . , tn) = f(t′1, . . . , t
′
n);

v. pour tout symbole relationnel r d'arité n, si t1 = t′1, . . . , tn = t′n alors

r(t1, . . . , tn) = r(t′1, . . . , t
′
n).

(c) et une liste d'axiomes spéci�ques à K ;

5. Les deux règles d'inférence qui sont les suivantes :
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(a) la règle classique du modus ponens ;

(b) la règle de généralisation :
ϕ

∀xϕ
.

Remarque 4.1.1. Évidemment, comme nous en avons déjà fait usage, nous disposons
des signes dérivés et, ou et ∃ dé�nis de façon usuelle. Lorsque nous nous donnons une
théorie, nous stipulons simplement le langage L ainsi que la liste d'axiomes spéci�ques.

Exemple 4.1.2. La théorie des groupes a pour langage L = {., 1,−1 } où . est un sym-
bole fonctionnel binaire, 1 est une constante et −1 un symbole fonctionnel unaire. Nous
explicitons la liste d'axiomes dans la suite.

Dé�nition 4.1.3. Soit K une théorie du premier ordre. Nous appellerons équation toute
formule sur K de la forme t1 = t2 où t1 et t2 sont des termes.

Dé�nissons maintenant une structure sur un langage. Nous aurons besoin de ces struc-
tures dans la démonstration du théorème de Fine-van Benthem.

Dé�nition 4.1.4. Soit L un langage. Une structure W sur L est déterminée par les
données suivantes :

1. un ensemble W appelé domaine de la structure ;

2. pour chaque symbole fonctionnel f d'arité n, une fonction

fW : W n → W

(w1, . . . , wn) 7→ fW (w1, . . . , wn);

3. pour chaque symbole relationnel r d'arité n, une fonction

rW : W n → W

(w1, . . . , wn) 7→ rW (w1, . . . , wn);

4. pour chaque symbole constant c un élément cW de W .

Chaque fW , rW et cW est l'interprétation du symbole correspondant dans W .

Dé�nition 4.1.5. Soient L un langage, W une structure sur L et x1, . . . , xn une liste
de variables. Une interprétation v de cette liste dans W est une liste d'éléments de W
w1, . . . , wn tels que

v(x1) = w1, . . . , v(xn) = wn.

Remarque 4.1.2. En réalité, cette dé�nition est similaire à la notion de valuation. En
e�et, cette interprétation est une application dé�nie de l'ensemble Var dans la structure
W . Néanmoins, il est important de remarquer que seules les images des variables x1, . . . , xn
déterminent l'interprétation v.

On peut étendre cette interprétation à l'ensemble des termes et des formules comme
suit.
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Proposition 4.1.1. Soient L un langage, W une structure sur L, x1, . . . , xn une liste de
variables et v une interprétation de cette liste dans W .

1. Si t est un terme formé à partir de ces variables x1, . . . , xn, l'interprétation tWv d'un
terme t est dé�nie comme suit :

(a) si t est une variable xi, tWv = v(xi) ;

(b) si t est une constante c, tWv = cW

(c) si t est f(t1, . . . , tn),

tWv = fW ((tW1 )v1 , . . . , (t
W
n )vn),

où vi est la restriction de v aux variables de ti pour i = 1, . . . , n.

Dans la suite, nous noterons tW l'interprétation d'un terme t car il n'y aura pas
d'ambiguïté quant à l'interprétation considérée.

2. Si ϕ est une formule et si x1, . . . , xn est la liste des variables ayant une occurrence
libre dans ϕ, on dé�nit l'expression ϕ est satisfait dans W sous l'interprétation v

(ie. W
v

|= ϕ) de la façon suivante :

(a) si ϕ est une formule atomique r(t1, . . . , tn), W
v

|= ϕ si (tW1 , . . . , t
W
n ) ∈ rW ;

(b) si ψ est une formule et si ϕ est de la forme ¬ψ, alors W
v

|= ϕ si W
v

6|= ψ ;

(c) si ψ et θ sont des formules et si ϕ est de la forme ψ ⇒ θ, alors W
v

|= ϕ si

W
v

6|= ψ ou W
v

|= θ ;

(d) si ψ est une formule et si ϕ est de la forme ∀xψ (x ne �gure pas parmi les

variables x1, . . . , xn), alors W
v

|= ϕ si W
v′

|= ψ pour toute interprétation v′ de
x1, . . . , xn, x étendant v.

Dé�nition 4.1.6. Soient L un langage, W une structure sur L et ϕ une formule sur le

langage L. La formule ϕ est valide dans W si W
v

|= ϕ pour toute interprétation v des
variables libres de ϕ

Nous pouvons à présent dé�nir le modèle d'un système du premier ordre.

Dé�nition 4.1.7. Soit K une théorie du premier ordre de langage L. Une structure W
est appelée modèle de K si tout axiome de K est valide dans W .

Dans ce chapitre, nous allons jongler entre des structures et des L-algèbres. Nous allons
donc rappeler ce qu'est une L-algèbre.

Dé�nition 4.1.8. Un langage algébrique est la donné d'un langage avec égalité ne conte-
nant aucun symbole relationnel. Nous noterons également L un tel langage.

Dé�nition 4.1.9. Soit K une théorie du premier ordre de langage algébrique L. Une
L-algèbre est un modèle de K.

96



4.1 La logique du premier ordre

Dans la suite, nous n'allons considérer que des L-algèbres sur un langage algébrique
L. Cependant, pour éviter d'alourdir les notations, nous dirons simplement que nous
prenons des algèbres et nous préciserons le langage uniquement quand cela sera nécessaire.
Ainsi, lorsque nous considérerons une classe d'algèbres T , nous supposerons disposer d'un
langage algébrique L tel que toute algèbre de T est une L-algèbre.

De la même manière, nous ne considérerons que des langages avec égalité et en consé-
quence, nous appellerons ceux-ci des langages. Ainsi, dans la suite, dès que nous consi-
dérerons un langage, nous supposerons qu'il contient au minimum le symbole relationnel
=.

Présentons maintenant une série de dé�nitions et théorèmes dont nous aurons besoin
dans la suite. Nous ne démontrerons pas de résultats ici, cependant vous pouvez trouver
ceux-ci dans [1].

Dé�nition 4.1.10. Une classe d'algèbres T est une variété si elle véri�e les conditions
suivantes.

� Si I est un ensemble d'indices et si Ai ∈ T pour tout i ∈ I, alors
∏
i∈I
Ai ∈ T .

� Si A ∈ T et si B est une sous-algèbre de A, alors B ∈ T .

� Si A ∈ T et B est une image homomorphe de A, alors B ∈ T .

Nous dirons dans la suite que T est fermé pour H, S, et P .

Nous pouvons prouver que pour montrer qu'une classe d'algèbres T est une variété, il
su�t de démontrer que T est fermé pour H, S, et P (dans cet ordre). De plus, si T est
une variété, alors

T = HSP (T )

Autrement dit, si B ∈ T , alors B est l'image homomorphe d'une sous algèbre d'un produit
d'algèbres Ai appartenant à T . La situation se représente comme suit,

B � A ⊆
∏
i∈I

Ai.

On peut également montrer qu'une intersection de variétés est encore une variété. Nous
pouvons alors introduire la plus petite variété contenant une classe d'algèbres.

Dé�nition 4.1.11. Soit T une classe d'algèbres. La variété engendrée par T est la plus
petite variété contenant les algèbres de la classe T . Nous noterons cette variété V ar T .

Théorème 4.1.2. (Théorème de Tarski)
Si T une classe d'algèbres, alors

V ar T = HSP (T ).

Dé�nition 4.1.12. Une classe d'algèbres T est une classe équationelle s'il existe un
ensemble Σ d'équations tel que

T = {B|B |= Σ}.
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Voici un exemple bien connu de classe équationnelle.

Exemple 4.1.3. L'ensemble des groupes G forme une classe équationelle sur le langage
habituel. En e�et, si

Σ = {x.(y.z) = (x.y).z, x.1 = x, 1.x = x, x.x−1 = 1, x−1.x = 1},

alors

G = {G|G est une L − algèbre et G |= Σ},

où L = {., 1,−1 }.

Nous utiliserons énormément la remarque suivante dans la suite.

Remarque 4.1.3. Remarquons que si ϕ est une équation sur un ensemble de variables
Var, alors

1. si I est un ensemble d'indices et si {Ai|i ∈ I} est un ensemble d'algèbres modales tel
que Ai |= ϕ pour tout i ∈ I, alors

∏
i∈I
Ai |= ϕ. En e�et, considérons v une valuation

sur
∏
i∈I
Ai, alors

v : Var→
∏
i∈I

Ai.

De plus, si pour tout j ∈ I, on dé�nit l'application canonique

pj :
∏
i∈I

Ai → Aj

(xi)i∈I → xj,

alors l'application

vj = pj ◦ v : Var→ Aj

est une valuation sur Aj. Ainsi, en utilisant l'hypothèse, on trouve,

v(ϕ) = (vi(ϕ))i∈I = (1Ai
)i∈I = 1∏

i∈I
Ai
,

et donc le résultat.

2. si B est une sous algèbre de l'algèbre modale A qui est telle que A |= ϕ, alors B |= ϕ.
En e�et, si v est une B valuation, alors

v : Var→ B ⊆ A,

et v est donc une valuation sur A. Ainsi, v(ϕ) = 1A par hypothèse et puisque
1A = 1B, on peut conclure.
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3. si A est une algèbre modale telle que A |= ϕ et B est l'image de A par un homo-
morphisme d'algèbres modales h, alors B |= ϕ. En e�et, si v est une B-valuation,
alors, on construit

v′ : Var→ A

tel que h◦v′ = v. Cette construction nécessite l'axiome du choix. Puisque v′(ϕ) = 1A,
on trouve

v(ϕ) = h(v′(ϕ)) = h(1A) = 1B,

d'où le résultat.

Le théorème suivant permet de faire le lien entre les deux objets que nous venons de
dé�nir et nous sera très utile dans la suite. Nous ne démontrerons pas ce théorème ici,
cependant, vous pouvez trouver la démonstration dans [1].

Théorème 4.1.3. (Théorème de Birkho�)
Soit une classe d'algèbres T . Alors, T est une variété si et seulement si T est une classe
équationelle.

Ainsi, chaque variété est une classe équationnelle et en particulier, si on considère une
classe d'algèbres T , V ar T est une classe équationnelle. Remarquons que si on pose

éqT = {ϕ|ϕ est une equation et ∀B ∈ T , B |= ϕ},

alors on trouve

V ar T = {B|B |= éqT }.

Nous pouvons donner un second exemple que nous étudierons plus en profondeur dans
la suite.

Exemple 4.1.4. Si Σ est un système modal et si on note

Σ−MA = {B|B est une algèbre modale et B |= Σ},

la classe des Σ-algèbres alors,

éq(Σ−MA) = {ϕ|ϕ est une equation et B |= ϕ ∀B ∈ Σ−MA}.

En particulier, on a

V ar (Σ−MA) = HSP (Σ−MA) = {B|B |= éq(Σ−MA)}.

Dans la suite, nous noterons V ar Σ la variété des Σ-algèbres.
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4.2 Préambules

Dans cette section, nous démontrons une série de théorèmes qui nous aident à prouver
le théorème de Fine-van Benthem. Il est important de remarquer que si Σ est un système
modal écrit à partir d'un ensemble dénombrable de variables Var, alors, changer l'ensemble
Var ne change rien. Le théorème suivant le prouve.

Théorème 4.2.1. Si B est une algèbre et Var un ensemble in�ni dénombrable de variables
et Var′ un ensemble de variables. Soit ϕ une formule sur Var′, alors il existe ψ une formule
sur Var tel que

B |= ϕ ⇔ B |= ψ.

Démonstration. Soit ϕ une formule sur Var′. Alors, il existe p′1, . . . , p
′
n ∈ Var′ tels que

ϕ = ϕ(p′1, . . . , p
′
n).

Soient p1, . . . , pn ∈ Var, posons

ψ = ϕ(p1, . . . , pn).

Supposons que B |= ϕ, autrement dit, ϕ est valide dans B pour toute B-valuation v′

dé�nie sur Var′. Prenons v une B-valuation dé�nie sur Var. Montrons que v(ψ) = 1.
Dé�nissons une B-valuation

v : Var→ B

telle que v(p1) = v′(p′1), . . . , v(pn) = v′(p′n). Dans ce cas, par hypothèse, on a

v(ψ) = v(ϕ(p1, . . . , pn)) = ϕ(v(p1), . . . , v(pn)) = ϕ(v′(p′1), . . . , v′(p′n)) = v′(ϕ) = 1,

et donc B |= ψ. On procède de la même manière pour prouver que la condition est
su�sante.

La propriété suivante est la propriété fondamentale de l'algèbre de Lindenbaum�Tarski.
Rappelons que chaque fois que l'on considère un système modal Σ, nous lui associons
de manière implicite l'ensemble de variables que nous appelons Var. En conséquence,
l'algèbre modale de Lindenbaum�Tarski BΣ sera construite sur cet ensemble de variables
Var. Lorsque cette algèbre sera construite sur un ensemble Var', nous noterons BΣ(Var').

Proposition 4.2.2. Soient Σ un système modal et B une algèbre. Si B |= Σ, il existe
Var′ un ensemble de variables tel que pour toute B-valuation v : Var′ → B, il existe un
homomorphisme surjectif ṽ : BΣ(Var')→ B qui étend v.

Démonstration. Soient Σ un système modal, B une Σ-algèbre et v une B-valuation dé�nie
sur l'ensemble de variables Var. Grâce aux règles habituelles, v s'étend à l'ensemble des
propositions Prop en un homomorphisme v. De plus, par dé�nition, l'application vΣ est
une valuation sur BΣ et s'étend elle aussi à l'ensemble Prop en un homomorphisme vΣ.
On peut alors factoriser v à travers vΣ, qui n'est rien d'autre que la projection canonique.
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Prop B

BΣ

Var

v

vΣ

vΣ

v

En e�et, on peut dé�nir

ṽ : BΣ → B

par ṽ(ϕΣ) = v(ϕ). Puisque v est un homomorphisme, ṽ en est un aussi. De plus, cette
dé�nition est indépendante du représentant choisi. En e�et, si ϕ, ψ ∈ Prop sont tels que
ϕ ∼ ψ, alors par dé�nition,

Σ ` ϕ↔ ψ.

Puisque B une Σ-algèbre, en utilisant le théorème de complétude algébrique des logiques
modales établi dans le chapitre précédant ainsi que le corollaire (3.1.4), on obtient

Σ ` ϕ↔ ψ ⇒ B |= ϕ↔ ψ ⇒ v(ϕ↔ ψ) = 1 ⇒ v(ϕ) = v(ψ).

Ainsi, si ϕ ∼ ψ, alors ṽ(ϕΣ) = ṽ(ψΣ).

Grâce au théorème (4.2.1), nous pouvons remplacer l'ensemble Var par B. De plus, si
on prend v = id, alors puisque v se factorise en vΣ ◦ ṽ et puisque l'application identité est
surjective, ṽ est également surjective, d'où le résultat.

Le corollaire suivant s'obtient grâce à l'homomorphisme construit dans la proposition
précédente et au premier théorème d'isomorphie.

Corollaire 4.2.3. Toute Σ-algèbre peut s'écrire comme le quotient d'une algèbre de Lin-
denbaum�Tarski.

Présentons maintenant un critère intéressant pour qu'un système modal soit complet.

Théorème 4.2.4. Soit Σ un système modal. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Σ est un système modal complet ;

2. V ar Σ est engendré par la classe des Σ-algèbres complètes et atomiques.

Démonstration. Posons

Σ− CMA = {B|B est une algèbre modale complète et atomique et B |= Σ}.
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Commençons par montrer que (1)⇒ (2). Montrons que

V ar Σ = V ar (Σ− CMA) = HSP (Σ− CMA).

Procédons par double inclusion. Commençons par prouver que V ar Σ ⊇ HSP (Σ−CMA).
Si B ∈ HSP (Σ − CMA), alors B est une image homomorphe d'une sous algèbre d'un
produit de Σ-algèbres Ai (i ∈ I) complètes et atomiques (I est un ensemble d'indices).
On peut représenter la situation comme suit,

B � A ⊆
∏
i∈I

Ai.

Il su�t alors d'utiliser la remarque (4.1.3) pour montrer que B est une Σ-algèbre.

Montrons maintenant que V ar Σ ⊆ HSP (Σ− CMA). Procédons par l'absurde. Sup-
posons qu'il existe B ∈ V ar Σ tel que B /∈ HSP (Σ − CMA). Alors, il existe B une
Σ-algèbre et ϕ ∈éq(Σ − CMA) tel que B 6|= ϕ. Puisque B |= Σ et B 6|= ϕ, par le théo-
rème de complétude algébrique des logiques modales, Σ 6` ϕ. Or, par hypothèse, Σ est un
système modal complet, donc

Σ 6` ϕ ⇒ ∃W |= Σ,W 6|= ϕ.

Prenons alors un tel frame de Kripke W . Puisque W |= Σ, on peut appliquer le théorème
(3.2.16) et on obtient P(W ) |= Σ. En particulier, P(W ) ∈ Σ−CMA et donc P(W ) |= ϕ.
Ainsi, W |= ϕ. On obtient donc une absurdité et donc l'égalité désirée.

Montrons maintenant que (2)⇒ (1). Pour montrer que Σ est complet, il nous su�t de
prouver que

∀W |= Σ,W |= ϕ ⇒ Σ ` ϕ.

Procédons par l'absurde. Supposons qu'il existe ϕ tel que ∀W |= Σ,W |= ϕ et Σ 6` ϕ.
Dans ce cas, en utilisant le théorème (3.2.27), pour toute Σ-algèbre modale complète et
atomique B, B |= ϕ. Ainsi, ϕ ∈éq(Σ− CMA) par dé�nition et grâce à notre hypothèse,
on trouve

ϕ ∈ éq(Σ− CMA) = éq(V ar(Σ− CMA)) = éq(V ar Σ).

Ainsi, ϕ est valide dans toute Σ-algèbre. Or, par le théorème de complétude algébrique
des logiques modales, on a

Σ 6` ϕ ⇒ ∃B |= Σ, B 6|= ϕ

On obtient donc une absurdité et donc le résultat.

Les catégories CMA et CCA étant isomorphes, on obtient exactement le même résultat
pour les algèbres de pré-contact.

Avant de présenter un critère pour que Σ soit canonique, nous avons besoin d'un petit
lemme. Précisons que dans la suite lorsque nous considérerons des algèbres modales B et C
et un homomorphisme d'algèbres modales surjectif entre celles-ci, nous dirons simplement
que B est l'image homomorphe de C.
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Lemme 4.2.5. Soient B,C deux algèbres modales. Si B est l'image homomorphe de C
alors Bδ est l'image homomorphe de Cδ.

Démonstration. Soient B,C deux algèbres modales. Puisque B est l'image homomorphe
de C, il existe f un homomorphisme d'algèbres modales surjectif de C dans B. En appli-
quant le foncteur Ult dé�nit dans la section (1.1.3), on obtient l'application

f ∗ : Ult(B)→ Ult(C),

qui n'est rien d'autre que l'application f−1. De plus, puisque f est une application sur-
jective, f ∗ est une application injective. En appliquant ensuite le foncteur d'oubli F ,
on obtient l'application f ∗ dé�nie entre deux frames de Kripke. En�n, en appliquant le
foncteur P , on trouve l'application

f δ : P(Ult(C))→ P(Ult(B)),

qui n'est rien d'autre que l'application (f ∗)−1. Cette application est surjective puisque
f ∗ est une application injective. Par dé�nition de l'extension canonique d'une algèbre
modale, on obtient

f δ : Cδ → Bδ,

et on en conclut que Bδ est l'image homomorphe de Cδ.

On peut prouver le lemme suivant de manière similaire.

Lemme 4.2.6. Soient B,C deux algèbres modales. Si B est une sous algèbre de C alors
Bδ est une sous algèbre de Cδ.

Démonstration. Si B est une sous algèbre de C alors l'application

i : B → C

b 7→ b,

est une application injective entre les deux algèbres modales. La suite de la preuve est
similaire à celle présentée en (4.2.5).

Présentons à présent un critère pour que Σ soit canonique.

Théorème 4.2.7. Soit Σ un système modal. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Σ est un système modal canonique ;

2. Bδ
Σ est une Σ-algèbre ;

3. V ar Σ est canonique c'est à dire que si B ∈ V ar Σ alors Bδ ∈ V ar Σ ;

4. si (X, τ) |= Σ alors X |= Σ .
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Démonstration. Commençons par montrer que (1) ⇒ (2). Par dé�nition, puisque Σ est
canonique, WΣ est un Σ-frame de Kripke. De plus, le dual de WΣ est donné par

P(WΣ) = P(Ult(BΣ)) = Bδ
Σ.

Puisque WΣ |= Σ, il est clair que Bδ
Σ |= Σ.

Montrons maintenant que (2) ⇒ (3). Supposons que Bδ
Σ |= Σ et prenons B une Σ-

algèbre. Remarquons que BΣ est dé�ni sur l'ensemble Var, tout comme le système modal
Σ. Mais grâce au théorème (4.2.1), il est clair que si on prend un autre ensemble de
variables pour dé�nir Σ et BΣ, nous aurons toujours Bδ

Σ |= Σ. Vu la proposition (4.2.2), il
existe Var′ un ensemble de variables tel que pour une B-valuation v : Var′ → B, il existe
un homomorphisme surjectif

f : BΣ(Var')→ B

qui étend v. Ainsi, B est l'image homomorphe de BΣ(Var') par l'application f . En ap-
pliquant le lemme (4.2.5), on trouve que Bδ est l'image homomorphe de BΣ(Var')δ. Par
hypothèse, BΣ(Var')δ |= Σ et en utilisant la remarque (4.1.3), on en conclut que Bδ |= Σ.

Pour prouver que (3) ⇒ (4), il su�t d'utiliser les dualités établies précédemment. En
e�et, supposons que

B |= Σ ⇒ Bδ |= Σ,

et prenons (X, τ) un Σ-espace modal. On trouve alors

(X, τ) |= Σ ⇒ of(X) |= Σ ⇒ of(X)δ |= Σ.

Or, of(X)δ = P(Ult(of(X))) est isomorphe à P(X). Ainsi, on obtient,

of(X)δ |= Σ ⇒ P(X) |= Σ ⇒ X |= Σ,

d'où la conclusion.

On peut montrer de manière similaire que (4)⇒ (3). En e�et, en supposant que

(X, τ) |= Σ ⇒ X |= Σ,

et en prenant B |= Σ, on trouve

B |= Σ ⇒ (Ult(B), τ) |= Σ ⇒ Ult(B) |= Σ ⇒ P(Ult(B)) |= Σ.

Puisque P(Ult(B)) = Bδ, on obtient le résultat.

A�n de conclure la preuve, montrons que (3)⇒ (1). L'algèbre de Lindenbaum�Tarski
est un Σ-algèbre, donc en utilisant l'hypothèse et les dualités établies précédemment, on
obtient

BΣ |= Σ ⇒ Bδ
Σ |= Σ ⇒ At(Bδ

Σ) |= Σ.
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Or, At(Bδ
Σ) = At(P(Ult(BΣ))) est isomorphe à Ult(BΣ) = WΣ. Ainsi,

At(Bδ
Σ) |= Σ ⇒ WΣ |= Σ,

et donc Σ est un modèle canonique et ceci clôture la preuve.

Nous allons maintenant présenter un critère de canonicité pour les systèmes complets.
Nous avons pour cela besoin de dé�nir une nouvelle notion. Considérons W un frame
de Kripke muni d'une relation R sur lequel on considère la topologie discrete. En lui
appliquant le foncteur P , on obtient l'algèbre modale complète et atomique P(W ) munie
de la relation ♦R. En particulier, P(W ) est une algèbre modale, et en lui appliquant le
foncteur Ult, on obtient l'espace modale Ult(P(W )) muni de la topologie dont une base
est donnée par

{rP(W )(E)|E ∈ P(W )}.

où

rP(W ) : P(W )→ of(Ult(P(W )))

E 7→ {U ∈ Ult(P(W ))|U ⊇ E}.

L'espace modal Ult(P(W )) est muni de la relation R♦R dé�nie comme suit

xR♦Ry ⇔ ♦Rx ⊆ y ⇔ R(x,−) ⊆ y

pour tout x, y ∈ Ult(P(W )).

Proposition 4.2.8. L'application

u : W → Ult(P(W ))

w 7→ Uw = {E ∈ P(W )|E 3 w}.

est injective. De plus, u est un homéomorphisme de W dans u(W ).

Démonstration. Premièrement, il est clair que cette application est bien dé�nie. En e�et,
il est aisé de véri�er que Uw est un �ltre pour tout w ∈ W . De plus, si E,F /∈ Uw, il est
clair que E ∪ F /∈ Uw. Ainsi, vu la proposition (B.2.5), Uw est un ultra�ltre.

Deuxièmement, cette application est injective car si Uw = Uv, en particulier {w} ∈ Uv.
Ainsi, {w} 3 v, et donc w = v.

Troisièmement, u est une application continue car W est un espace topologique discret
et une application d'un espace topologique discret dans un espace topologique quelconque
est toujours continue.

Nous pouvons maintenant dé�nir le nouvel objet dont nous avons besoin.

Dé�nition 4.2.1. Soit W un frame de Kripke. On dé�nit βW = Ult(P(W )) et la topo-
logie τ dont une base est donnée par

{rP(W )(E)|E ∈ P(W )}.

Le couple ((βW, τ), u) est le compacti�é de Stone-�ech de W .
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Évidemment, nous ne détaillerons pas ici la théorie des compacti�cations car celle-ci
n'est pas utilisée dans ce travail. Nous nous contentons de montrer que la dé�nition donnée
ci dessus fournit bien un compacti�é de W .

Proposition 4.2.9. Si W est un frame de Kripke, alors
1. (βW, τ) est un espace topologique compact ;
2. l'application u est injective et est un homéomorphisme de W dans u(W ) ;
3. u(W ) est dense dans βW .

Démonstration. L'espace topologique (βW, τ) est un espace modal. En particulier, c'est
un espace de Boole. Ainsi, celui-ci est compact.

Vu la proposition (4.2.8), le second point est évident.
Montrons maintenant que u(W ) est dense dans βW . Pour cela, montrons que pour

tout U ∈ βW , tout voisinage de U rencontre u(W ). Soit U ∈ βW et V un voisinage de
U . Alors, par dé�nition, il existe un ouvert de base rP(W )(E) tel que E ∈ P(W ) et

U ∈ rP(W )(E) ⊆ V .

Montrons que rP(W )(E) rencontre u(W ). Puisque U ∈ rP(W )(E), rP(W )(E) 6= ∅. De plus,
puisque rP(W ) est un isomorphisme, E 6= ∅. Dans ce cas, il existe w ∈ E et on en tire
que E ∈ Uw. Ainsi, Uw ∈ rP(W )(E) et on en conclut que u(W ) ∩ rP(W )(E) 3 Uw, d'où le
résultat.

Passons maintenant au critère de canonicité pour les systèmes complets. Remarquons
que dans ce théorème, nous considérons le compacti�é de Stone-�ech comme un frame de
Kripke.

Théorème 4.2.10. Soit Σ un système modal complet. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

1. Σ est un système modal canonique ;
2. si B est une algèbre modale complète et atomique telle que B |= Σ alors Bδ |= Σ ;
3. si W |= Σ alors βW |= Σ .

Démonstration. Vu le théorème (4.2.7), il est clair que (1)⇒ (2).

Montrons maintenant que (2) ⇒ (3). Supposons que (2) est vrai et prenons W |= Σ.
Dans ce cas, grâce aux dualités établies précédemment et à l'hypothèse, on trouve

W |= Σ ⇒ P(W ) |= Σ ⇒ P(W )δ |= Σ.

Par dé�nition, on a P(W )δ = P(Ult(P(W ))) = P(βW ). Ainsi, P(βW ) est une Σ-algèbre
complète et atomique et par dualité on trouve donc βW |= Σ.

De la même manière, on peut montrer que (3) ⇒ (2). En e�et, si on suppose que (3)
est véri�é et qu'on prend une algèbre modale complète et atomique B telle que B |= Σ,
on trouve

B |= Σ ⇒ At(B) |= Σ ⇒ βAt(B) |= Σ.
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Or, βAt(B) = Ult(P(At(B))) est isomorphe au frame de Kripke Ult(B). Ainsi, Ult(B) |=
Σ et on peut donc en conclure que P(Ult(B)) |= Σ, d'où le résultat.

Pour clôturer la démonstration, il nous reste à montrer que (2)⇒ (1). Supposons que
(2) est véri�é. Pour montrer que Σ est canonique, nous allons utiliser le théorème (4.2.7).
En e�et, il su�t de montrer que

B |= Σ ⇒ Bδ |= Σ

pour toute algèbre modale. Soit B une Σ-algèbre. Celle-ci est dans V ar Σ par dé�nition.
De plus, par le théorème (4.2.4), puisque Σ est un système modal complet, V ar Σ est
engendrée par la classe des Σ-algèbres complètes et atomiques. Autrement dit,

V ar Σ = HSP (Σ− CMA).

Ainsi,B ∈ HSP (Σ−CMA) donc il existe un ensemble d'indices I et une famille {Ai|i ∈ I}
de Σ-algèbres complètes et atomiques telles que B est une image homomorphe d'une sous
algèbre A du produit des Σ-algèbres Ai. On peut représenter la situation comme suit,

B � A ⊆
∏
i∈I

Ai.

En utilisant les lemmes (4.2.5) et (4.2.6), on obtient

Bδ � Aδ ⊆ (
∏
i∈I

Ai)
δ.

De plus, en utilisant la remarque (4.1.3), on a

Ai |= Σ ∀i ∈ I ⇒
∏
i∈I

Ai |= Σ,

et donc par hypothèse, on obtient

(
∏
i∈I

Ai)
δ |= Σ.

En utilisant de nouveau la remarque (4.1.3), puisque Aδ est une sous-algèbre de (
∏
i∈I
Ai)

δ,

Aδ |= Σ. En�n, en utilisant une dernière fois la remarque (4.1.3) et le fait que Bδ est
l'image homomorphe de Aδ, on trouve

Bδ |= Σ,

ce qui clôture la preuve.
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4.3 Le théorème de Fine-van Benthem

Avant d'établir le théorème de Fine-van Benthem, nous avons besoin d'introduire
quelques nouvelles notions.

Dé�nition 4.3.1. Soient L un langage et W et W ′ deux structures sur ce langage. On
dit que W et W ′ sont élémentairement équivalents si et seulement si pour toute formule
fermée ϕ

W |= ϕ ⇔ W ′ |= ϕ.

On écrira alors W ≡ W ′.

Pour rappel, ϕ est une formule fermée si ϕ ne contient pas de variable libre.

Dé�nition 4.3.2. Soit T une classe de structures sur un langage L. On dit que T est
une classe élémentaire s'il existe un ensemble Σ de formules tel que

T = {W |W |= Σ}.

Remarque 4.3.1. Si T est une classe élémentaire sur un langage L et si W et W ′ sont
deux structures sur ce même langage telles que W ∈ T et W ≡ W ′, il est clair que
W ′ ∈ T .

Dé�nition 4.3.3. Soit Σ un système modal. On dit que Σ est complet vis à vis d'une
classe élémentaire de frames si

{W |W |= Σ}

est élémentaire sur le langage des frames. Autrement dit, s'il existe un ensemble φ de
formules du premier ordre sur le langage L(R) tel que

{W |W |= Σ} = {W |W |= φ}.

Exemple 4.3.1. La logique K4 qui, pour rappel, est égale à la logique

K ⊕ (�p→ ��p)

est complète par rapport à la classe des frames transitifs. En e�et, la relation R dé�nie
sur un frame W est transitive si

xRy et yRz ⇒ xRz ∀x, y ∈ W.

Cette condition peut se traduire, grâce à la correspondance de Sahlqvist 1 par l'implication
(�p → ��p). Ainsi, la classe des frames transitifs n'est rien d'autre que la classe des
frames qui sont modèles de K4.

Énonçons maintenant le théorème de Fine-van Benthem.

1. Pour plus d'informations, vous pouvez vous référer à [2]
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Théorème 4.3.1. (théorème de Fine-van Benthem)
Si Σ est un système modal complet vis à vis d'une classe élémentaire de frames alors Σ
est un système modal canonique.

Grâce à ce théorème, nous pouvons rapidement conclure que la logique K4 est cano-
nique.

Pour établir ce théorème, nous allons nous aider du lemme suivant.

Lemme 4.3.2. Pour toute structure W sur le langage L(R), il existe une structure W∞

élémentairement équivalente à W sur L(R) pour laquelle il existe un morphisme

f : W∞ → βW

de la catégorie KF .

Démonstration. Considérons le langage L(R) etW une structure sur celui-ci. A�n de bien
distinguer les éléments deW de ceux des structuresW (n) que nous allons construire, nous
noterons a, b, . . . les éléments de W et w1, w2, . . . les éléments des structures W (n). Soit φ
un ensemble de formules fermées du premier ordre sur le langage L(R) tel que

φ = {ψ|ψ est une formule fermée sur L(R) et W |= ψ}.

Commençons par enrichir le langage L(R). Ajoutons à ce langage PX un symbole rela-
tionnel unaire pour toute partie X de W . L'interprétation du symbole PX est PW

X = X.
Si t est un terme, nous dirons que

W |= PX(t) ⇔ v(t) ∈ X

pour toute interprétation v de t dans W . Notons L(R)(0) le langage enrichi. Nous allons
maintenant enrichir l'ensemble φ. Posons

φ(0) = {ψ|ψ est une formule fermée sur L(R)(0) et W |= ψ}.

Il est clair que φ ⊆ φ(0).

Enrichissons à nouveau le langage L(R)(0). Ajoutons à ce langage un symbole constant
ca pour chaque élément a deW . L'interprétation du symbole constant ca est cWa = a. Nous
obtenons alors un nouveau langage L(R)(0)+ ainsi qu'un nouvel ensemble de formules

φ(0)+ = {ψ|ψ est une formule fermée sur L(R)(0)+ et W |= ψ}.

Nous allons également ajouter d'autres constantes que nous construisons comme suit. Soit
π un ensemble de formules sur le langage L(R)(0)+ contenant une variable libre x et tel
que pour tout sous-ensemble �ni π′ ⊆ π, il existe un élément a de W tel que

∀ϕ(x) ∈ π′,W |= ϕ(ca).

On associe à chaque ensemble π une constante cπ que l'on ajoute au langage L(R)(0)+ et
on obtient donc un nouveau langage L(R)(1). On enrichit également l'ensemble φ(0)+ en
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ajoutant, pour chaque ensemble π et pour chaque formule ϕ(x) de π, la formule ϕ(cπ).
On obtient donc un nouvel ensemble de formules φ(1) sur le langage L(R)(1). Il est clair
que φ(1) ⊇ φ(0)+ ⊇ φ(0).

Montrons maintenant que φ(1) est consistant. Pour cela, utilisons le théorème de de
compacité 2. Considérons φf un sous ensemble �ni de φ(1) et montrons que celui-ci est
consistant. Pour cela, il su�t de prouver que φf admet un modèle vu le theorème de
complétude de Gödel. Puisque φf ⊆ φ(1), il existe un entier n (éventuellement nul) tel que
les formules

ϕ1, . . . , ϕn

sont les seules formules de φ(0)+ appartennant à φf . Ensuite, il existe un nombre entier
p (éventuellement nul) pour lequel il existe des entiers m1, . . . ,mp tels que φf contient
uniquement les formules

ψ1, . . . , ψm1 ∈ {ϕ(cπ1)|ϕ(x) ∈ π1}
...

θ1, . . . , θmp ∈ {ϕ(cπp)|ϕ(x) ∈ πp}.

Montrons que W est un modèle de φf . Nous devons donc montrer que toute formule de
φf est valide dans W . Premièrement, par dé�nition de φ(0)+, il est clair que

W |= ϕi ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Passons maintenant aux autres formules. Posons π′1 = {ψ1(x), . . . , ψm1(x)}. Dans ce cas,
π′1 est un sous ensemble �ni de π1. Ainsi, par construction, il existe un élément a de W
tel que

∀ψi(x) ∈ π′1,W |= ψi(ca).

Il su�t alors de prendre cπ1 = ca. On e�ectue le même raisonnement pour les ensembles
π2, . . . , πp. Pour les ensembles π ne �gurant pas dans π1, . . . , πp, cπ est une constante arbi-
traire. On obtient donc que W est un modèle de φf . On en conclut que φ(1) est consistant
puisque tout sous ensemble �ni de φ(1) est consistant. Ainsi, φ(1) admet un modèle.

Considérons W (1) un frame de Kripke qui est un modèle de φ(1). Nous noterons R(1) la
relation sur W (1).

Premièrement,W ≡ W (1) sur L(R). Prenons ϕ une formule fermée sur le langage L(R).
Premièrement, si la formule ϕ est valide dans W alors celle-ci est valide dans W (1). En
e�et, si ϕ est valide dans W , alors par dé�nition de φ, il est clair que ϕ ∈ φ. Donc puisque
W (1) est un modèle de φ(1) ⊇ φ, on trouve que ϕ est valide dans W (1). Deuxièmement, si
la formule ϕ est valide dansW (1) alors celle-ci est valide dansW . Procédons par l'absurde,
supposons que

W (1) |= ϕ et W��|=ϕ.

2. Vous pouvez retrouver la démonstration de ce théorème dans [9]
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Dans ce cas, puisque ϕ est une formule fermée, W |= ¬ϕ. Ainsi, par dé�nition, ¬ϕ ∈ φ et
donc W (1) |= ¬ϕ. Or, W (1) |= ϕ. On obtient alors une absurdité et donc le résultat. En
réalité, ce raisonnement est aussi valide si on considère une formule fermée sur le langage
L(R)(0)+, et donc W ≡ W (1) sur L(R)(0)+.

Deuxièmement, W se plonge dans W (1). En e�et, montrons que l'application

c : W → W (1)

a 7→ cW
(1)

a

est un homomorphisme injectif. Montrons que cette application est injective. Si a 6= b
alors

W |= ca 6= cb

puisque cWa = a et cWb = b. Ainsi, ca 6= cb ∈ φ(0)+ et on trouve W (1) |= ca 6= cb. Ensuite,
cette application est un homomorphisme. Supposons que aRb, dans ce cas,

W |= caRcb

car cWa = a,cWb = b et (a, b) ∈ R. Dans ce cas, caRcb ∈ φ(0)+, et donc W (1) |= caRcb. En�n,
si on suppose que a��Rb, alors

W |= ca��Rcb

car cWa = a,cWb = b et (a, b) 6∈ R. De la même manière que précédemment, on trouve
donc que W (1) |= ca��Rcb. On peut donc en conclure que W se plonge dans W (1) grâce à
l'application c. Nous venons de prouver que W (1) est une extension de W . Dans la suite,
nous assimilerons donc les éléments de W à des éléments de W (1) (autrement dit nous
considérerons que W ⊆ W (1)) et nous considérerons la relation R(1) comme une extension
de la relation R. Ainsi, nous aurons cWa = cW

(1)

a pour tout élément a de W .

Troisièmement, montrons que l'application

f : W (1) → βW

w 7→ ŵ = {X ∈ P(W )|W (1) |= PX(x)[w]}

est un épimorphisme partiel sur W de la catégorie KF . Précisons que W (1) |= PX(x)[w]
signi�e que pour toute intérprétation v telle que v(x) = w, on a

W (1)
v

|= PX(x).

De plus, par épimorphisme partiel sur W nous voulons dire que f véri�e

1. Domf = W (1) ;

2. Imf = βW ;

3. si w1, w2 ∈ W (1) sont tels que w1R
(1)w2, alors f(w1)R♦Rf(w2) ;
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4. pour tout a ∈ W , si u ∈ βW est tel que uR♦Rf(a) alors il existe w1 ∈ W (1) tel que
w1R

(1)a et f(w1) = u.
Procédons par étapes.

1. Montrons d'abord que cette application est bien dé�nie. Pour cela, nous devons
montrer que ŵ1 est un ultra�ltre pour tout w1 ∈ W (1). Commençons par montrer
que celui-ci est un �ltre.
• Premièrement, W ∈ ŵ. En e�et, il est clair que

(∀x)(PW (x))

est une formule fermée sur L(R)(0) qui est valide dans W . Ainsi, cette formule
est une formule de φ(0) et donc

W (1) |= (∀x)(PW (x)).

En particulier, on trouve W (1) |= PW (x)[w].
• Deuxièmement, si X et Y sont des éléments de ŵ alors X ∩ Y est aussi un
élément de ŵ. Il est évident que

(∀x)(PX(x) et PY (x)⇒ PX∩Y (x))

est une formule fermé sur L(R)(0) qui est valide dans W . Cette formule est
donc valide dans W (1). En particulier, on a

W (1) |= (PX(x)[w] et PY (x)[w]⇒ PX∩Y (x)[w]),

et puisque X, Y ∈ ŵ, on trouve W (1) |= PX∩Y (x)[w] donc X ∩ Y ∈ ŵ.
• Troisièmement, si X est une partie de W et si Y est un élément de ŵ tel que
Y ⊆ X, alors X est un élément de ŵ. Il est clair que si Y ⊆ X alors la formule

(∀x)(PY (x)⇒ PX(x))

est une formule de φ(0) et est donc valide dans W (1). En particulier,

W (1) |= (PY (x)[w]⇒ PX(x)[w]).

Ainsi puisque Y ∈ ŵ, on en conclut que W (1) |= PX(x)[w].
Montrons maintenant que ŵ est un ultra�ltre. Pour cela, il su�t de montrer que
pour toute partie X de W , X ∈ ŵ ou bien Xc ∈ ŵ. Supposons que X 6∈ ŵ. Alors,

W (1) 6|= PX(x)[w] ⇒ W (1) |= ¬PX(x)[w]

puisque φ(1) est consistant. De plus, la formule

(∀x)(¬PX(x)⇒ PXc(x))

est une formule de φ(0), et celle-ci est donc valide dans W (1). Ainsi, vu notre hypo-
thèse, on obtient

W (1) |= PXc(x)[w].

On peut donc en conclure que l'application f est bien dé�nie.
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2. Nous allons maintenant prouver que f est une application surjective. Soit u ∈ βW .
Si u est un ultra�ltre principal, alors il existe a ∈ W tel que a ∈ X pour tout X ∈ u.
Dans ce cas, on trouve évidemment

W (1) |= PX(x)[a] ∀X ∈ u.

On peut en conclure que u = f(a). Si u n'est pas un ultra�ltre principal, alors,
l'ensemble

π = {PX(x) : X ∈ u}

est un ensemble de formules sur le langage L(R)(0) contenant une variable libre
x. Considérons un sous ensemble �ni {PX1(x), . . . , PXn(x)} de {PX(x) : X ∈ u}.
Puisque u est un �ltre, X1 ∩ . . .∩Xn ∈ u et comme u est une ultra�ltre, il est clair
que X1 ∩ . . . ∩Xn 6= ∅. Ainsi, il existe a ∈ X1 ∩ . . . ∩Xn et celui-ci est tel que

W |= PX1∩...∩Xn(ca).

Autrement dit,

W |= PXi
(ca) ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Ainsi, par construction, il existe une constante cπ dans le langage L(R)(1) tel que
PX(cπ) est une formule de φ(1) pour tout élément X de u. On en conclut que

W (1) |= PX(x)[cW
(1)

π ] ∀X ∈ u

et donc u = f(cW
(1)

π ).

3. Nous devons maintenant montrer que

f(R(1)(−, w)) ⊆ R♦R(−, f(w)) ∀w ∈ W (1).

Soit w2 ∈ W (1). Prenons w1 ∈ W (1) tel que w1R
(1)w2 et montrons que f(w1)R♦Rf(w2).

Nous devons donc montrer que ♦Rf(w1) ⊆ f(w2). Si X ∈ f(w1), alors

W (1) |= PX(x)[w1].

De plus, puisque ♦RX = R(X,−), la formule

(∀x)(∀y)(PX(x) et xRy ⇒ P♦X(y))

est valide dans W et est donc est aussi valide dans W (1). Ainsi, vu nos hypothèses,
on trouve

W (1) |= P♦X(x)[w2],

et on en conclut que ♦X ∈ f(w2), d'où le résultat.
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4. Pour �nir, prouvons que pour tout a ∈ W , si u ∈ βW est tel que uR♦Rf(a) alors
il existe w1 ∈ W (1) tel que w1R

(1)a et f(w1) = u. Supposons disposer d'un élément
u ∈ βW tel que uR♦Rf(a). Puisque l'application f est surjective, il existe w ∈ W (1)

tel que f(w) = u. De plus, on a

f(w)R♦Rf(a)⇔ ♦Rf(w) ⊆ f(a)⇔ R(f(w),−) ⊆ f(a).

Considérons l'ensemble

π = {PX(x)|X ∈ f(w)} ∪ {xRca}.

de formules sur le langage L(R)(0) contenant une variable libre x. Prenons un sous
ensemble �ni de π de la forme

{PX1(x), . . . , PXn(x), xRca} = {PX(x), xRca}

où X = X1 ∩ . . . ∩Xn. Alors, il existe b ∈ W tel que

W |= PXi
(cb) ∀i ∈ {1, . . . , n} et W |= cbRca.

En e�et, si un tel élément n'existait pas, alors on aurait

W��|=(∃x)(PX(x) ∧ xRca),

et puisque W ≡ W (1) sur L(R)(0)+, on trouve,

W (1)
��|=(∃x)(PX(x) ∧ xRca),

Or, la formule

(∀y)(∃x : PX(x) ∧ xRy ⇒ P♦X(y))

est une formule fermée sur L(R)(0) et est valide dans W puisque ♦X = R(X,−).
Cette formule est donc une formule de φ(0) et celle-ci est donc valide dans W (1). En
particulier, on a

W (1) |= ∃x : PX(x) ∧ xRca ⇒ P♦X(ca).

Vu ce qui précède, on obtient

W (1)
��|=P♦X(ca)

ce qui est absurde puisque ♦Rf(w) ⊆ f(a) et X ∈ f(w). Il existe donc une constante
cπ dans le langage L(R)(1) telle que

W (1) |= PX(cπ) ∀X ∈ f(w) et W (1) |= cπRca.

Posons w1 = cW
(1)

π ∈ W (1) et montrons que celui-ci convient. Premièrement, puisque

W (1) |= cπRca,
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alors (cW
(1)

π , cW
(1)

a ) ∈ R(1) et comme cWa = cW
(1)

a , on a w1R
(1)a. Deuxièmement, nous

devons montrer que f(w) = f(w1). On a f(w) ⊆ f(w1), puisque, si X ∈ f(w), alors

W (1) |= PX(cπ)⇒ W (1) |= PX(x)[cW
(1)

π ],

ce qui est équivalent à W (1) |= PX(x)[w1], donc X ∈ f(w1). Ensuite, f(w1) ⊆ f(w).
En e�et, si X ∈ f(w1), alors

W (1) |= PX(x)[w1].

Supposons que X 6∈ f(w), alors Xc ∈ f(w) ⊆ f(w1) puisque c'est un ultra�ltre et
donc

W (1) |= PXc(x)[w1].

Ainsi, X ∈ f(w1) et Xc ∈ f(w1), ce qui est absurde puisque f(w1) est un �ltre
propre. On en conclut que f(w1) ⊆ f(w) et ceci permet de conclure.

Nous avons donc construit une structure W (1) qui est une extension de W et qui est
élémentairement équivalente à W sur L(R). De plus, nous avons trouvé un épimorphisme
partiel sur W

f : W (1) → βW.

Nous venons en réalité d'expliciter le cas de base de notre récurrence. En e�et, nous vou-
lions construire un morphisme de KF et pour cela, nous allons répéter le raisonnement
que nous venons d'e�ectuer en construisant (par réccurence) une suite emboîtée d'exten-
sions (W (n))n∈N de W . Nous allons remplacer W par W (n). Ainsi, nous allons obtenir une
structure W (n+1) qui est une extension de W (n) et qui est élémentairement équivalente à
W (n) sur L(R). Puisqu'elle est élémentairement équivalente à W (n) sur L(R), celle-ci est
aussi élémentairement équivalente à W sur L(R) car W (n) est élémentairement équivalent
à W par hypothèse de récurrence. De plus, nous obtiendrons une application

f (n) : W (n) → βW

telle que

1. Domf (n) = W (n) ;

2. Imf (n) = βW ;

3. si w1, w2 ∈ W (n) sont tels que w1R
(n)w2, alors f (n)(w1)R♦Rf

(n)(w2) ;

4. pour tout w ∈ W (n−1), si u ∈ βW est tel que uR♦Rf
(n)(w) alors il existe w1 ∈ W (n)

tel que w1R
(n)w et f (n)(w1) = u.

De plus, l'application f (n) est une extension de l'application f (n−1).

Expliquons brièvement le passage de la structure W (n) à la structure W (n+1). Notre
hypothèse de récurrence est que pour tout m ≤ n, W (m) est une extension de W et qui
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est élémentairement équivalente à W sur L(R). De plus, W (m) est un modèle de φ(m) et
nous disposons également d'un épimorphisme partiel

f (m) : W (m) → βW,

sur W (m−1). Nous allons considérer le langage L(R)(n) et lui ajouter un symbole constant
cw pour chaque élément w deW (n). L'interprétation du symbole constant cw est cW

(n)

w = w.
Nous obtenons alors le langage L(R)(n)+ ainsi que l'ensemble de formules

φ(n)+ = {ψ|ψ est une formule fermée sur L(R)(n)+ et W (n) |= ψ}.

Nous allons également ajouter les constantes cπ associées à chaque un ensemble π de
formules sur le langage L(R)(n) contenant une variable libre x et tel que pour tout sous-
ensemble �ni π′ ⊆ π, il existe un élément w de W (n) tel que

∀ϕ(x) ∈ π′,W (n) |= ϕ(cw).

On enrichit également l'ensemble φ(n) en ajoutant la formule ϕ(cπ) pour chaque ensemble
π et pour chaque formule ϕ(x) de π. On obtient donc un nouvel ensemble de formules
φ(n+1) sur le nouveau langage L(R)(n+1). Il est clair que φ(n+1) ⊇ φ(n).

Pour montrer que φ(n+1) est consistant, nous procédons de la même manière que pour le
cas de base. Nous considérons un ensemble �ni de formules inclus dans φ(n+1) et nous mon-
trons que W (n) en est un modèle. Cet ensemble �ni contient un nombre �ni de formules
de φ(n) et celles-ci sont valides dans W (n) car celui-ci est un modèle de φ(n) par hypo-
thèse de récurrence. Ensuite, il su�t d'e�ectuer le même raisonnement que dans le cas
de base puisque la construction de l'ensemble φ(n+1) est identique à celle de l'ensemble φ(1).

Nous pouvons alors considérer W (n+1) un frame de Kripke qui est un modèle de φ(n+1).
Nous noterons R(n+1) la relation sur W (n+1).

Pour montrer que W (n) ≡ W (n+1) sur L(R), on procède de la même manière puisque
φ ⊆ φ(n+1) .

La structure W (n) se plonge dans W (n+1) grâce à l'application

c(n) : W (n) → W (n+1)

w 7→ cW
(n+1)

w ,

qui est un homomorphisme injectif. La démonstration est similaire à celle e�ectuée dans
le cas de base. Il su�t de remplacer W par W (n), W (1) par W (n+1) et φ(0)+ par φ(n)+ pour
obtenir le résultat.

Remarquons que si nous montrons qu'une formule fermée ϕ est une formule sur L(R)(0)

valide dans W , alors, celle-ci sera également valide dans W (n+1). En e�et, si ϕ est une
formule fermée sur L(R)(0) valide dans W alors, par dé�nition, ϕ est une formule de φ(0).
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Et donc, puisque φ(0) ⊆ φ(n+1) et que W (n+1) est un modèle de φ(n+1), ϕ y est valide.
Grâce à cette remarque l'a�rmation suivante est évidente.

L'application

f (n+1) : W (n+1) → βW

w 7→ ŵ = {X ∈ P(W )|W (n+1) |= PX(x)[w]}

est un épimorphisme partiel sur W (n) de la catégorie KF .

Maintenant que nous avons e�ectué cette construction, posons

W∞ = ∪
n∈N

W (n).

Cette structure est une extension des structures W (n) dé�nies précédemment. Montrons
que l'application

f∞ : W∞ → βW

w 7→ ŵ = {X ∈ P(W )|W∞ |= PX(x)[w]}

est un morphisme deKF . Cette application est une extension des applications f (n) dé�nies
précédemment.

1. Cette application est bien dé�nie car si w ∈ W∞, alors il existe n ∈ N tel que
w ∈ W (n). Ainsi, f∞(w) = f (n)(w). On en conclut que f∞ est bien dé�ni.

2. Cette application est surjective puisqu'elle n'est rien d'autre que l'extension d'ap-
plications surjectives, vu ce qui précède.

3. Si w1, w2 ∈ W∞ sont tels que w1R
∞w2, alors il existe m,n ∈ N tels que w1 ∈ W (m)

et w2 ∈ W (n). Ainsi, si m ≤ n, alors w1, w2 ∈ W (n) et donc vu ce qui précède
f (n)(w1)R♦Rf

(n)(w2). De plus, puisque f∞(w1) = f (n)(w1) et f∞(w2) = f (n)(w2), on
obtient f∞(w1)R♦Rf

∞(w2). On procède de la même manière si n ≤ m.

4. Pour terminer, remarquons que si w ∈ W∞ alors il existe n ∈ N tel que w ∈ W (n)

et f∞(w) = f (n)(w). Dans ce cas, si u ∈ βW est tel que uR♦Rf
∞(w) alors, vu ce

qui précède, il existe w1 ∈ W (n+1) tel que w1R
(n+1)w et f (n+1)(w1) = u. Puisque

W (n+1) ⊆ W∞,

et que R∞ est une extension de R(n+1), nous avons trouvé un w1 ∈ W∞ tel que
w1R

∞w et f∞(w1) = u.

Nous avons donc trouvé le morphisme de KF qui convenait et ceci conclut la preuve.

Démontrons maintenant le théorème de Fine-van Benthem.
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Démonstration. Soit Σ un système modal complet vis à vis d'une classe élémentaire de
frames. Par dé�nition, il existe un ensemble φ de formules du premier ordre sur le langage
L(R) tel que

{W |W |= Σ} = {W |W |= φ}.

Vu le théorème (4.2.10), pour montrer que Σ est un système modal canonique, il su�t de
montrer que

W |= Σ⇒ βW |= Σ

pour tout frame de Kripke W . Prenons W |= Σ, par hypothèse, W |= φ et donc vu le
lemme (4.3.2), il existe un frame de Kripke W ′ tel que W ≡ W ′ et il existe un morphisme
surjectif

f : W ′ → βW

de la catégorie KF . Ainsi, puisque W ≡ W ′ et W |= φ et donc W ′ |= φ. De plus, vu la
remarque (4.1.3), βW |= φ puisque W ′ |= φ et βW est l'image homomorphe de W ′. Par
hypothèse, βW |= Σ et on obtient donc le résultat.
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Nous posions, à l'entame de ce mémoire, la question suivante : Existe-il des similitudes
entre les algèbres modales et les algèbres de contact ? Nous pouvons à présent y appor-
ter un fragment de réponse. En e�et, nous avons établi que le dual topologique d'une
algèbre modale est un espace modal et celui d'une algèbre de pré-contact est un espace
de pré-contact. N'oublions pas que ces classes d'espaces ne sont pas identiques puisque
les espaces modaux sont des espaces de pré-contact alors que la réciproque est fausse.

En revanche, nous avons pu constaté que les duaux non topologiques sont, quant à eux,
identiques. En e�et, le dual d'une algèbre modale complète et atomique est un frame de
Kripke, tout comme celui d'une algèbre de pré-contact complète et atomique. Grâce à ce
résultat, nous avons pu dé�nir l'extension canonique d'une algèbre de pré-contact qui est
une algèbre modale complète et atomique.

Cette nouvelle notion nous a permis de dé�nir une valuation sur une algèbre de pré-
contact et, de ce fait, de considérer des modèles algébriques de pré-contact. Grâce à
ceux-ci, nous avons pu établir un nouveau théorème de complétude pour les algèbres de
pré-contact nous apportant un plus large choix de modèles à considérer : les modèles algé-
briques de pré-contact. Nous avons également établi le théorème de complétude dans les
espaces de pré-contact. Nous pouvons donc en conclure que les théorèmes de complétude
peuvent être traduits en termes d'algèbres de pré-contact.

Nous avons ensuite démontré le théorème de Fine-Van Benthem, mais nous n'avons
malheureusement pas établi de version pour les algèbres de pré-contact. Nous n'avons pas
non plus réussi à traduire chaque résultat en termes d'algèbres de pré-contact. Cependant,
plusieurs pistes peuvent être envisagées. Donnons ici quelques exemples.

Premièrement, dans ce mémoire, nous avons énormément abordé la notion de système
modal canonique. Nous avons notamment prouvé qu'un système modal Σ était canonique
si et seulement si, pour toute Σ-algèbre modale B, l'extension canonique de B était une
Σ-algèbre. Nous pourrions alors imaginer une canonicité pour les algèbres de pré-contact
consistant à considérer qu'un système modal Σ est canonique pour les algèbres de pré-
contact si et seulement si pour toute Σ-algèbre de pré-contact B, Bδ est une Σ-algèbre.

Deuxièmement, grâce à cette nouvelle extension de la canonicité, nous pourrions es-
sayer de traduire en termes d'algèbres de pré-contact les di�érents résultats obtenus dans
les algèbres modales. Nous pourrions notamment traduire le théorème de Fine-Van Ben-
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them en termes d'algèbres de pré-contact. Celui-ci s'énoncerait comme suit : Si Σ est un
système modal complet vis à vis d'une classe élémentaire de frames alors Σ est un système
modal canonique pour les algèbres de pré-contact. Nous pourrions alors nous demander
si ce résultat est vrai et établir une méthode pour le démontrer.

Troisièmement, les formules de Sahlqvist permettent de traduire des formules modales
en termes de propriétés de la relation d'accessibilité. Nous pourrions alors nous demander
s'il est possible de traduire des formules dans les algèbres de pré-contact, autrement dit,
des formules construites à l'aide des relations ⊥, C et ≺. Est-il possible d'obtenir un
théorème de Sahlqvist pour les algèbres de pré-contact ? Nous pourrions même chercher
une théorie de la correspondance pour les algèbres de pré-contact.
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Annexe A

Théorie des catégories

Nous donnons ici les dé�nitions concernant la théorie des catégories nécessaires à la
compréhension de ce mémoire 1.

A.1 Introduction

Dé�nition A.1.1. Une catégorie est une classe A d'objets munie d'une classe M de
morphismes qui est une union disjointe de la forme

M = ∪
A,B∈A

Mor(A,B)

oùMor(A,B) est l'ensemble des morphismes de A vers B pour tous A,B ∈ A. De plus,
les morphismes doivent véri�er la loi de composition : pour tous A,B,C ∈ A,

◦ :Mor(B,C)×Mor(A,B)→Mor(A,C)

(g, f) 7→ g ◦ f

tel que

1. Cette opération est associative : h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f lorsque ces compositions
ont un sens

2. Cette opération admet un neutre : ∀A ∈ A, ∃idA ∈ Mor(A,A) : idA ◦ f = f et
g ◦ idA = g lorsque les compositions ont un sens.

L'ensemble des catégories peut également être vu comme une catégorie dont les objets
sont les catégories et dont les morphismes sont les foncteurs contravariants. Dé�nissons
cette notion.

Dé�nition A.1.2. Soient A et B deux catégories. Une application

F : A → B

est un foncteur contravariant si

1. Le lecteur interressé peut se référer à [12] et [10].
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A.2 Catégories dualement équivalentes

1. F (A) ∈ B ∀A ∈ A,
2. pour tous A,A′ ∈ A et pour tout morphisme f : A → A′, F (f) est un morphisme

de B de F (A′) dans F (A),

3. F (f ◦ g) = F (g) ◦ F (f) pour tous morphismes f, g composables,

4. F (idA) = idF (A).

A.2 Catégories dualement équivalentes

Dé�nition A.2.1. Deux catégories A et B sont dualement équivalentes s'il existe des
foncteurs contravariants F : A → B et G : B → A tels que, pour tout A ∈ A et B ∈ B,
il existe des isomorphismes ηA et εB rendant les diagrammes suivants commutatifs pour
tous morphismes f : A→ A′ et ϕ : B → B′ :

A GF (A)

A′ GF (A′)

f

ηA

η′A

GF (f)

B FG(B)

B′ FG(B′)

ϕ

εB

ε′B

FG(ϕ)
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Annexe B

Les algèbres de Boole

Établissons la dualité entre les algèbres de Boole et les espaces de Boole.

B.1 Dé�nitions

Avant de dé�nir la dualité pour les algèbres de Boole, nous avons besoin de rappeler
quelques dé�nitions.

Dé�nition B.1.1. Une algèbre de Boole est un ensemble ordonné non vide B muni de
deux opérations binaires (∨ et ∧) et d'une opération unaire (c) véri�ant

1. ∨{a, b} et ∧{a, b} existent ∀a, b ∈ B ;
2. a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)
a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ;

3. ∨B = 1 et ∧B = 0 (ie. B est borné) ;
4. ∀a ∈ B, ∃b ∈ B tel que a ∨ b = 1 et a ∧ b = 0 (ie. B est complémenté).

Exemple B.1.1. Soit X un ensemble, alors P(X) est une algèbre de Boole. Nous écrirons
P(X) = (P(X),∪,∩,∅, X,c ). On peut aussi donner l'exemple de l'algèbre de Boole 2 qui
est l'algèbre de Boole P(X) où X = {x} (dans ce cas, P(X) = {∅, x} et celle-ci est
appelée l'algèbre de Boole à deux éléments).

Remarque B.1.1. Dans la suite, pour tout élément a ∈ B, on notera ac son complémen-
taire dans B.

Dé�nition B.1.2. Une algèbre de Boole B est complète si pour toute partie E ⊆ B, ∨E
et ∧E existent.

Exemple B.1.2. Soit X un ensemble, alors, il est clair que P(X) est une algèbre de
Boole complète.

Dé�nition B.1.3. Un homomorphisme d'algèbres de Boole d'une algèbre de Boole B1

dans une algèbre de Boole B2 est une application

f : B1 → B2

qui respecte ∨,∧,c , 0 et 1. Autrement dit, f est telle que pour tout a, b ∈ B1, on a
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� f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) ;

� f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b) ;

� f(ac) = (f(a))c ;

� f(0) = 0 ;

� f(1) = 1.

Si f est bijectif, alors f est un isomorphisme d'algèbres de Boole.

Dé�nition B.1.4. Soient (P,≤P ) et (Q,≤Q) deux ensembles ordonnés. Un isomorphisme
d'ordres est une application f : P −→ Q qui est bijective et telle que pour tous x, y ∈ P ,
x ≤P y si et seulement si f(x) ≤Q f(y).

Soient (P,≤) un ensemble ordonné, E une partie de P et x un élément de P . Dans la
suite, nous noterons

E ↑ := {f ∈ P | ∃e ∈ E tel que f ≥ e} et x ↑ := {y ∈ P | y ≥ x}.

Dé�nition B.1.5. La catégorie des algèbres de Boole, notée AB, est la catégorie dont les
objets sont les algèbres de Boole et les morphismes sont les homomorphismes d'algèbres
de Boole.

Dé�nition B.1.6. Soit B une algèbre de Boole. Un idéal de B est une partie I de B
telle que

� 0 ∈ I ;
� i ∨ j ∈ I pour tous i,j ∈ i ;
� pour tout a ∈ B, i ∈ I tels que a ≤ i, on a a ∈ I.

Un �ltre de B est une partie F de B telle que

� 1 ∈ F ;

� f ∧ g ∈ F pour tous f, g ∈ F ;

� pour tout a ∈ B, f ∈ F tels que a ≥ f , on a a ∈ F .

Un �ltre propre de B est un �ltre di�érent de B, de façon équivalente, il s'agit d'un
�ltre qui ne contient pas 0. Un �ltre maximal, aussi appelé ultra�ltre, est un �ltre propre
maximal pour l'inclusion. On note Ult(B) l'ensemble des ultra�ltres de B.

Remarque B.1.2. Si f : B′ → B est un homomorphisme d'algèbre de Boole, si x est un
ultra�ltre de B et si x′ est un ultra�ltre de B′, on a

f−1(x) = x′ ⇔ x ⊇ f(x′).

En e�et, si f−1(x) = x′, alors f(x′) = f(f−1(x)) ⊆ x. D'autre part, si x ⊇ f(x′), alors
f−1(x) ⊇ f−1(f(x′)) ⊇ x′ et donc f−1(x) = x′ car x′ est un ultra�ltre.

Dé�nition B.1.7. Un espace topologique est un espace de Boole s'il est séparé, compact
et s'il admet une base d'ouverts fermés.
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Dé�nition B.1.8. La catégorie des espaces de Boole, notée EB, est la catégorie dont les
objets sont les espaces de Boole et les morphismes sont les applications continues φ entre
espaces de Boole.

Dé�nition B.1.9. Soit B une algèbre de Boole. On dé�nit l'application rB comme suit,

rB : B → P(Ult(B))

b 7→ {P ∈ Ult(B)|P 3 b}

Dé�nition B.1.10. Soit B une algèbre de Boole. On dé�nit l'espace topologique associé
à B, Ult(B), comme l'ensemble des ultra�ltres de B et dont une base de la topologie est

{rB(b)|b ∈ B}.

On appelle Ult(B) l'espace dual de B.

B.2 Propriétés

Nous présentons dans cette section quelques propriétés qui nous sont utiles pour cer-
taines démonstrations de ce travail.

Proposition B.2.1. Soient B une algèbre de Boole et b, c ∈ B. On a l'équivalence sui-
vante

b ≤ c ⇔ b ∧ cc = 0 ⇔ bc ∨ c = 1.

Démonstration. Nous allons montrer que

b ≤ c ⇔ b ∧ cc = 0,

la seconde biimplication n'est qu'un passage au complémentaire. Commençons par mon-
trer la première implication. Soient b, c ∈ B tels que b ≤ c. Dans ce cas, on a

b ∧ cc ≤ c ∧ cc = 0.

Supposons maintenant que b ∧ cc = 0. On obtient

b = b ∧ 1 = b ∧ (c ∨ cc) = (b ∧ c) ∨ (b ∧ cc) = b ∧ c ≤ c.

Remarque B.2.1. Soient B une algèbre de Boole et b ∈ B. Si b ≤ bc alors b = 0. En
e�et, si b ≤ bc, alors 0 = b ∧ bc = b, d'où le résultat.

Proposition B.2.2. (Lois de Morgan). Soient B une algèbre de Boole et a, b ∈ B, on a

(a ∧ b)c = ac ∨ bc et (a ∨ b)c = ac ∧ bc
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Démonstration. On a

(a ∨ b) ∨ (ac ∧ bc) = (a ∨ b ∨ ac) ∧ (a ∨ b ∨ bc) = (1 ∨ b) ∧ (ac ∨ 1) = 1 ∧ 1 = 1

et

(a ∨ b) ∧ (ac ∧ bc) = (a ∧ ac ∧ bc) ∨ (b ∧ ac ∧ bc) = (0 ∧ bc) ∨ (ac ∧ 0) = 0 ∨ 0 = 0.

On obtient donc que (a ∨ b)c = ac ∧ bc. On en tire que (ac ∨ bc)c = a ∧ b et donc
(a ∧ b)c = ac ∨ bc.

Proposition B.2.3. Soient B1 et B2 deux algèbres de Boole et f : B1 → B2 une
application. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est un homomorphisme d'algèbres de Boole ;

2. f respecte ∧ et c ;

3. f respecte ∨ et c.

Démonstration. Il est évident que 1 ⇒ 2 par dé�nition d'un homomorphisme d'algèbres
de Boole. Vu les lois de Morgan (B.2.2), il est également clair que 2⇒ 3.

Montrons maintenant que 3 ⇒ 1. Puisque f respecte ∨ et c, f respecte également ∧
vu les lois de Morgan (B.2.2). De plus, on a

f(0) = f(0 ∧ 1) = f(0) ∧ f(1) = f(0) ∧ f(0c) = f(0) ∧ (f(0))c = 0.

On a également

f(1) = f(1 ∨ 0) = f(1) ∨ f(0) = f(1) ∧ f(1c) = f(1) ∧ (f(1))c = 1

ce qui permet de conclure.

Proposition B.2.4. Soient B1, B2 des algèbres de Boole et f : B1 → B2. L'application f
est un isomorphisme d'algèbres de Boole si et seulement si f est un isomorphisme d'ordres
entre algèbres de Boole.

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire. Supposons que f est un iso-
morphisme d'algèbres de Boole. Dans ce cas, par dé�nition, f est une bijection. Il reste
à montrer que a, b ∈ B1, a ≤ b si et seulement si f(a) ≤ f(b). Soient a, b ∈ B1 tels que
a ≤ b. Alors a∧b = a et par hypothèse f(a)∧f(b) = f(a) et donc f(a) ≤ f(b). Supposons
maintenant que f(a) ≤ f(b). Dans ce cas, f(a) ∧ f(b) = f(a) et donc par hypothèse
f(a ∧ b) = f(a). Dés lors a ∧ b = a puisque f est injective, et a ≤ b d'où le résultat.

Montrons maintenant que la condition est su�sante. Supposons que f est un isomor-
phisme d'ordres entre algèbres de Boole. Par dé�nition, f est bijectif et il est clair que
f(1) = 1 et f(0) = 0. Il nous reste à montrer que f respecte ∨,∧ et c. Commençons par
montrer que f respecte ∨. Soient a, b ∈ B, on a a ≤ a ∨ b et b ≤ a ∨ b. On obtient, grâce
à l'hypothèse,

f(a) ≤ f(a ∨ b) et f(b) ≤ f(a ∨ b)⇒ f(a) ∨ f(b) ≤ f(a ∨ b).
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Ainsi, f(a ∨ b) est un majorant de {f(a), f(b)}. Montrons que c'est le plus petit des
majorant de {f(a), f(b)}. Soit z, un majorant de {f(a), f(b)}. Puisque f est surjectif, il
existe c ∈ B1 tel que f(c) = z. On obtient alors

f(a) ≤ f(c) et f(b) ≤ f(c)⇒ a ≤ c et b ≤ c.

Ainsi a ∨ b ≤ c et donc f(a ∨ b) ≤ f(c). On en conclut que f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b). On
procède de façon similaire pour montrer que f respecte ∧. Montrons maintenant que f
respecte c. Soit a ∈ B, montrons que

f(a) ∨ f(ac) = 1 et f(a) ∧ f(ac) = 0,

et on aura alors (f(a))c = f(ac). Nous avons déjà montré que f respecte ∨ et ∧ et est tel
que f(1) = 1 et f(0) = 0. Alors

f(a) ∨ f(ac) = f(a ∨ ac) = f(1) = 1 et f(a) ∧ f(ac) = f(a ∧ ac) = f(0) = 0.

D'où le résultat.

Proposition B.2.5. Soient B une algèbre de Boole et F un �ltre propre de B. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. F est un ultra�ltre ;

2. a, b /∈ F ⇒ a ∨ b /∈ F pour tous a, b ∈ B (B \ F est donc un fermé pour les sup
�nie) ;

3. pour tout a ∈ B, on a a ∈ F ou ac ∈ F .

Proposition B.2.6. Soient A et B deux algèbres de Boole et soit F un �ltre de B. Soit

f : A→ B

un homomorphisme d'algèbres de Boole. Alors f−1(F ) est un �ltre de A. De plus, si F
est un ultra�ltre de B, alors f−1(F ) est un ultra�ltre de A.

Démonstration. Montrons que f−1(F ) est un �ltre de A :

1. f(1) = 1 ∈ F puisque F est un �ltre. Ainsi, 1 ∈ f−1(F ).

2. Si f, g ∈ f−1(F ), alors, f(f), f(g) ∈ F . Puisque F est un �ltre, f(f) ∧ f(g) ∈ F ,
donc f(f ∧ g) ∈ F . Ainsi, f ∧ g ∈ f−1(F ).

3. Si a ∈ A, f ∈ f−1(F ) tels que a ≥ f alors f(a) ≥ f(f). On a f(f) ∈ F et comme F
est un �ltre, f(a) ∈ F . Donc a ∈ f−1(F ).

Remarquons d'abord que si F est un �ltre propre, alors f−1(F ) l'est également. Sinon,
0 ∈ f−1(F ) et donc, 0 = f(0) ∈ F , ce qui est absurde car F est propre. Montrons
maintenant que si F est un ultra�ltre, f−1(F ) l'est également. Montrons que f−1(F ) est
maximal. Prenons a ∈ A et supposons que a /∈ f−1(F ). Alors f(a) /∈ F et vu la proposition
(B.2.5), (f(a))c ∈ F . Donc (f(a))c = f(ac) ∈ F , et en�n, ac ∈ F donc F est un ultra�ltre
vu la proposition (B.2.5).

La preuve de la proposition suivante se fait de façon analogue.
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Proposition B.2.7. Soient A et B deux algèbres de Boole et soit I un idéal de B. Soit

f : A→ B

un homomorphisme d'algèbres de Boole. Alors f−1(I) est un idéal de A. De plus, si I est
un idéal maximal de B, alors f−1(I) est un idéal maximal de A.

Théorème B.2.8. (Théorème de séparation de Stone) Si I est un idéal et si F est un
�ltre alors, il existe x ∈ Ult(B), x ⊇ F , x ∩ I = ∅ si et seulement si I ∩ F = ∅.

Proposition B.2.9. Soient B une algèbre de Boole et a, b ∈ B. On a

1. rB(a) ∪ rB(b) = rB(a ∨ b) ;
2. rB(a) ∩ rB(b) = rB(a ∧ b) ;
3. rB(a′) = XB \ rB(a) ;

4. rB(0) = ∅ ;
5. rB(1) = XB.

L'application rB est donc un homomorphisme d'algèbres de Boole.

Remarque B.2.2. On remarque alors que si B est une algèbre de Boole,

{rB(b)|b ∈ B}.

est une base d'ouverts fermés de Ult(B) puisque, si b ∈ B, alors comme rB(b) = Ult(B) \
rB(b′), rB(b) est un fermé. De plus, l'espace topologique Ult(B) est compact et séparé.
On en conclut que Ult(B) est un espace de Boole.

Proposition B.2.10. Prenons X un espace de Boole et notons of(X) l'ensemble des
ouverts fermés de X. L'ensemble of(X) est une algèbre de Boole.

Démonstration. Il est clair que pour tout O,U ∈ of(X), on a

O ∧ U = O ∩ U, O ∨ U = O ∪ U et O′ = X \O.

Puisque ∩ et ∪ sont distributifs, on a bien la distributivité. De plus, of(X) est borné par
∅ et X, donc of(X) est bien une algèbre de Boole.

B.2.1 Espace dual d'une algèbre de Boole

Dé�nition B.2.1. L'application Ult est dé�nie comme l'application qui à une algèbre de
Boole B associe l'espace topologique Ult(B) et qui à un homomorphisme

f : B′ → B

d'algèbres de Boole associe Ult(f) = f−1.

Proposition B.2.11. L'application Ult est un foncteur contravariant de la catégorie AB
dans la catégorie EB.
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Dé�nition B.2.2. L'application of(X) est dé�nie comme l'application qui à un espace
de Boole X associe l'algèbre de Boole of(X) et qui à une application continue

φ : X → X ′

entre deux espaces de Boole associe of(φ) = φ−1.

Proposition B.2.12. L'application of est un foncteur contravariant de la catégorie EB
dans la catégorie AB.

Proposition B.2.13. (AC). Soit B une algèbre de Boole. Alors l'application

rB : B → of(XB)

b 7→ rB(b)

est un isomorphisme d'algèbres de Boole.

Proposition B.2.14. Soient B une algèbre de Boole et a, b ∈ B. On a

rB(a) ⊆ rB(b) ⇔ a ≤ b.

Démonstration. Supposons que rB(a) ⊆ rB(b). Puisque rB est un homomorphisme, rB(a)∪
rB(b) = rB(a ∨ b). De plus, vu notre hypothèse, rB(a) ∪ rB(b) = rB(b). Ainsi, rB(b) =
rB(a ∨ b) et comme rB est un isomorphisme, b = a ∨ b et donc a ≤ b.

Supposons maintenant que a ≤ b. Dans ce cas, si P ∈ Ult(B) est tel que P 3 a, alors,
par dé�nition d'un �ltre, P 3 B, d'où la conclusion.

Proposition B.2.15. Soit X un espace de Boole. Alors l'application

εX : X → Ult(of(X))

x 7→ εX(x) = {O ∈ of(X)|O 3 x}

est un isomorphisme d'espaces de Boole, autrement dit, une bijection continue.

Proposition B.2.16. Soient B et B′ deux algèbres de Boole et f : B → B′ un homo-
morphisme d'algèbres de Boole. Le diagramme suivant est commutatif.

B of(UltB)

B′ of(UltB′)

f

rB

rB′

of(Ult(f))

Proposition B.2.17. Soient X et X ′ deux espaces de Boole et φ : X → X ′ un homo-
morphisme d'espaces de Boole. Le diagramme suivant est commutatif.
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X Ult(of(X))

X ′ Ult(of(X ′))

φ

εX

εX′

Ult(of(φ))

Toutes ces propositions nous permettent d'obtenir l'équivalence duale.

Théorème B.2.18. Les foncteurs contravariants Ult et of établissent une équivalence
duale entre la catégorie AB et la catégorie EB.
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