e LI.EGEuniversité e
b Library .

http://lib.uliege.ac.be http://matheo.uliege.be

Codes identifiants de graphes

Auteur : Vandermeer, Marion

Promoteur(s) : Rigo, Michel

Faculté : Faculté des Sciences

Dipldme : Master en sciences mathématiques, a finalité spécialisée en statistique
Année académique : 2017-2018

URI/URL : http://hdl.handle.net/2268.2/5008

Avertissement a l'attention des usagers :

Tous les documents placés en acces ouvert sur le site le site MatheO sont protégés par le droit d'auteur. Conformément
aux principes énoncés par la "Budapest Open Access Initiative"(BOAI, 2002), I'utilisateur du site peut lire, télécharger,
copier, transmettre, imprimer, chercher ou faire un lien vers le texte intégral de ces documents, les disséquer pour les
indexer, s'en servir de données pour un logiciel, ou s'en servir a toute autre fin Iégale (ou prévue par la réglementation
relative au droit d'auteur). Toute utilisation du document a des fins commerciales est strictement interdite.

Par ailleurs, I'utilisateur s'engage a respecter les droits moraux de I'auteur, principalement le droit a I'intégrité de l'oeuvre
et le droit de paternité et ce dans toute utilisation que l'utilisateur entreprend. Ainsi, a titre d'exemple, lorsqu'il reproduira
un document par extrait ou dans son intégralité, I'utilisateur citera de maniére compléte les sources telles que
mentionnées ci-dessus. Toute utilisation non explicitement autorisée ci-avant (telle que par exemple, la modification du
document ou son résumé) nécessite l'autorisation préalable et expresse des auteurs ou de leurs ayants droit.




3 ) UIEGE

FACULTE DES SCIENCES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Codes identifiants de graphes

Mémoire présenté en vue de I'obtention du grade de master en sciences
mathématiques

Finalité spécialisée en statistiques
Année académique 2017-2018

Présenté par : Marion VANDERMEER Promoteur : Michel R1GO












Remerciements

"Il y a plus de courage que de talent dans la plupart des réussites.” F.Leclerc.

Parce qu’on ne peut pas parcourir un si beau et grand chapitre de sa vie seul...

Je tiens a remercier :

— Elise VANDOMME pour m’avoir permis de découvrir ce sujet qui me passionne depuis
maintenant presque trois ans et surtout pour son aide si précieuse lors de mes
quelques blocages, ses remarques, ses conseils et son dévouement de derniere minute ;

— Mon promoteur, Michel R1GO, pour tout le temps accordé a la correction /vérification
de ce mémoire ainsi qu’a nos différents rendez-vous (parfois causés par mon stress),
pour m’avoir accompagnée, conseillée et corrigée durant ces deux années... Et sur-
tout pour avoir pris la peine de se prendre la téte autant que moi a certains moments ;

— Anne LACROIX, pour sa relecture pointilleuse et attentive, pour son temps ainsi que
pour ses nombreux conseils on ne peut plus précieux;

— Mes professeurs, leurs assistants ainsi que toutes les personnes faisant partie de cette
belle et grande "famille du B37" : merci pour votre disponibilité, vos conseils, votre
humanité et votre compréhension. Merci aussi de m’avoir permis de me dépasser,
de réfléchir, de douter mais surtout de grandir tout au long de ces années. J’en sors
grandie, fiere et heureuse d’avoir pu faire partie de cette "famille des maths". Enfin,
merci de m’avoir transmis votre amour et votre passion des mathématiques, c’est
probablement grace a elle que je serai contente de me lever chaque matin durant de
nombreuses années encore.

— Mes "copines de math" pour les fous-rires, les ragots, les voyages, la solidarité, 1’en-
traide (jusqu'au bout du bout!) et le girl-power qui nous caractérisent. Les cours
ont été bien moins difficiles a suivre que ce qu’ils ne sont réellement grace a vous :
vous avez rendu mes études encore plus amusantes et passionnantes. C’est ¢a aussi
(et méme surtout) les maths;

— Mes "copines de toujours', ou plutét mes AMIES, pour leur soutien, leur pré-
sence sans faille dans les bons comme dans les mauvais moments, nos études collec-
tives, leur motivation, leur folie et tant d’autres choses depuis toujours et ... POUR
TOUJOURS. Je me demande chaque jour ce que je serais sans vous, vous étes ma
deuxieéme famille ;



— Ma famille, en particulier mes grands-parents, qui d’ici ou d’ailleurs, ont toujours
été fiers de moi, quoiqu’il arrive, et qui, surtout, ont toujours cru en moi : vous avez
été ma principale source de motivation ;

— Enfin, sans aucun doute le meilleur pour la fin, mon papa et ma maman pour
TOUT : leur soutien lors de mes crises de larmes, leur motivation lorsque je baissais
les bras, leur foi en moi chaque heure, chaque minute, chaque seconde depuis bientot
24 ans, leur patience (surtout) lorsque je suis devenue (un peu) infernale en période
d’examens (et pas que), leur écoute, leurs conseils, leurs encouragements, leur stress,
les larmes de Papa (qui ne sont probablement pas les derniéres), la relecture de
Maman (désolée pour les maux de téte...), leur humour et leur respect de chacun
de mes choix. Pour tout ¢a et surtout pour tout le reste : MERCI.









Table des matiéres

Introduction| 1
[I Quelques définitions| 7
2 Produits de graphes| 11
[2.1 Produit direct de deux cliques| . . . . . . .. .. ..o 0oL 11
2.2 Produit cartésienl . . . . . ... Lo 49
[2.2.1 Cliques de meme taille] . . . . . . .. ... ... ... ... ..., 50

[2.2.2  Cliques de tailles différentes| . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 64
3__Geénéralités sur les codes identifiants| 75
[3.1  Des codes identifiants... Qui, quand, pourquoi? . . . . . . ... ... ... 75
[3.2  Quelques variantes| . . . . . . ... 76
[3.2.1 Codes r-identifiants et (r, < [)-identifiants| . . . . . . . . ... ... 76

[3.2.2 Codes localisateurs-dominateurs| . . . . . . . . ... ... ... ... 76

B.2.3  Codes arétes-identifiants . . . . . . .. ... ... 7

[3.3  Un peu de complexitel. . . . . . . .. .. ..o o 77
B4 Bornes . . . . . ... 78
[3.0 Aquoicasert? . . . . ... 79
[3.5.1 Modélisation d'un probleme de localisation par des réseaux de capteurs| 79

[3.5.2  Probleme de recherche binaire : les jeux de Renyi| . . . . . . . . .. 79







Introduction

Au début de I'année académique 2015-2016, dans le cadre du Projet de bloc 3, jai eu
'occasion de découvrir les codes identifiants en travaillant sur un article ([12]) de Sylvain
GRAVIER, Julien MONCEL et Ahmed SEMRI. Ce sujet m’a directement passionnée, a tel
point que j’ai décidé d’en faire le sujet de mon mémoire des I’année suivante. N'en ayant
jamais assez des codes identifiants, je me suis de plus concentrée sur un article ([9]) tres
récent de Valentin GLEDEL et Aline PARREAU dans le cadre du Projet de combinatoire
lors de cette année académique 2017-2018. Lors de ce second projet, j'ai étudié¢ un aspect
plus géométrique des codes identifiants que ce qui sera présenté dans la suite de ce travail.
Mais que sont les codes identifiants? A quoi peuvent-ils bien servir ? Tentons tout d’abord
de répondre a cette question par un exemple concret.

Plagons-nous quelques instants dans la peau de gardiens de musée : nous aimerions équiper
notre musée de détecteurs de fumée de maniere a ce que si un incendie se déclenche, nous
puissions le détecter et le localiser directement. Par ailleurs, la sensibilité des capteurs est
telle qu’ils vont détecter un incendie de facon identique que ce dernier se produise dans la
piece ou le détecteur se trouve ou dans une piece voisine.

Un plan de notre musée se trouve a la Figure |1} Partons du principe que deux pieces sont
voisines s’il existe une porte entre les deux. Ainsi, nous pouvons des lors représenter le
musée en dessinant les différents acces existants entre les pieces (Figure [2).

FIGURE 2 — Musée avec liens entre les
FIGURE 1 — Musée. pjéces_
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La probleme se résume alors a la question suivante : ou doit-on placer nos détecteurs pour
pouvoir localiser de maniere unique la piece dans laquelle s’est déclaré 'incendie le jour ou
un(des) détecteur(s) se déclenche(nt) ?

La particularité des détecteurs de fumée dont nous disposons est qu’ils sont capables de
détecter la fumée dans la piece dans laquelle ils se trouvent ainsi que dans ses pieces
voisines (i.e. les pieces par lesquelles nous pouvons nous rendre en empruntant une porte).
Par exemple, un détecteur de fumée placé dans la piece E détectera un incendie qui se
déclare dans les pieces B, D, E, F ou G mais pas dans la piece C' (ni dans la piece A ni
dans la piece H d’ailleurs non plus) qui n’est pas une piece voisine de la piece E au sens
voisin que nous venons de définir ci-dessus (bien que ces deux piéces soient cote a cote
sur le plan). Par ailleurs, toutes les pieces de notre musée sont équipées d'un dispositif
permettant a un détecteur de fumée d’étre installé : nous n’avons donc aucune restriction
quant a l'installation pratique des détecteurs dans telle ou telle piece. Ainsi, vu notre
exemple ci-dessus, si un détecteur est placé dans la piece E, nous pouvons dire que les
pieces B, D, E, F et GG sont couvertes par ce détecteur : en cas d’incendie dans I'une de
ces pieces, le détecteur de fumée placé dans la piece E sera capable de le détecter et ainsi
de signaler le départ d’incendie dans notre musée. La Figure [3| ci-dessous représente cette
situation.

AN
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o d

FIGURE 3 — Représentation de la situation.

C’est pourquoi, nous devons placer suffisamment de détecteurs dans les différentes pieces
de notre musée de maniere a couvrir toutes les pieces. Si ce n’est pas le cas, un incendie
risque de ne pas pouvoir étre signalé. Dans notre cas, placer les détecteurs dans les pieces
B, E et H suffit : de cette fagon, toutes les autres pieces seront couvertes par au moins
'un de ces trois détecteurs en cas d’incendie. En voici une représentation a la Figure [4
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FIGURE 4 — Représentation de la situation avec trois détecteurs.

Par ailleurs, nous pouvons voir notre musée comme un graphe dont les sommets sont les
différentes pieces et les arétes sont les liens entre ces pieces (i.e. s’il existe ou non une porte
entre deux pieces). Nous pouvons des lors dire que 'ensemble des sommets { B, £/, H} forme
un ensemble couvrant (ou dominant) du graphe associé a notre musée : tous les sommets du
graphe sont voisins d’au moins un des sommets de ’ensemble {B, E, H}. Cette propriété
de couverture (ou domination) est nécessaire a la résolution de notre probleme de départ
mais ne suffit pas! En effet, outre le fait de vouloir étre alerté par le déclenchement d’un
incendie dans notre musée, nous espérons également pouvoir localiser directement la piece
ou a lieu I'incendie. Pour ce faire, nous avons besoin de connaitre précisément les détecteurs
qui se sont déclenchés : ceux-ci doivent donc en plus étre disposés de maniere a pouvoir
localiser chaque incendie de maniere unique. Dans notre cas, imaginons ne placer que trois
détecteurs dans les pieces B, F et H et qu'uniquement le détecteur de la piece B sonne.
Deux configurations s’offrent a nous : le feu peut provenir soit de la piece A, soit de la
piece C.

‘Bmmpp!\! &8

FIGURE 5 — Si uniquement le détecteur B sonne.
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En effet, si le feu provenait d’une autre piece que de la piece A ou C, un (ou des) autre(s)
détecteur(s) se serai(en)t également déclenché(s). Nous sommes deés lors incapables d’iden-
tifier la piece d’ou provient lincendie : y a-t-il le feu dans la picce A ou dans la piéce
C ¢ En bons gardiens de musée que nous sommes, nous n’avons pas le temps de tergi-
verser si une telle situation se présente a nous. Il vaut donc mieux prévenir en ajoutant
un détecteur supplémentaire dans notre musée : celui-ci nous permettrait alors d’obtenir
directement l'information sur la piece dans laquelle se situe 'incendie si celui-ci vient a se
déclarer. Plagons donc un quatrieme détecteur dans la piece C. Dés lors, nous pourrons
localiser un incendie se déclenchant dans n’importe quelle piece de notre musée grace a la
maniere dont nous avons placé nos quatre détecteurs de fumée. En effet, le tableau suivant
parcourt les différents cas d’incendies possibles ainsi que les détecteurs qui se déclenchent.
Nous pouvons remarquer que pour chaque piece ce sont des combinaisons différentes de
détecteurs qui se déclenchent. Par exemple, si uniquement les détecteurs des pieces C' et
E se déclenchent, nous savons directement que l'incendie se situe dans la piece D.

Piéce dans laquelle se déclare I'incendie | Détecteur(s) déclenché(s)
B
B.C.E
B,C
C,E
B.E
E
E
H

T Q| = | Q| |~

Il en va de méme avec n’importe quelle piece : nous pourrons des lors toujours localiser
Iincendie de notre musée! Ainsi, ’ensemble des détecteurs placés dans les pieces B,C.F
et H sépare chaque piece de notre musée. Nous pouvons des lors dire que notre ensemble
de sommets {B,C, E, H} du graphe associé a notre musée possede la propriété de sépara-
tion : deux sommets quelconques du graphe ne sont jamais couverts par le méme ensemble
de sommets issus de I'ensemble { B, C, E, H}. Finalement, 1’ensemble {B,C, E, H} est un
ensemble dominant et séparant du graphe associé a notre musée. Nous appelons ces en-
sembles dominants et séparants d’un graphe des codes identifiants d’'un graphe. Ainsi, pour
pouvoir localiser de maniere unique un incendie dans notre musée, il "suffit" de construire
un code identifiant du graphe associé au musée.

Dans ce travail, nous nous intéressons a des musées dont les pieces ont une configuration
particuliere. En effet, le prix d’'un détecteur de fumée étant élevé, nous tenterons de dé-
terminer le nombre minimum de détecteurs a placer dans un musée suivant le nombre
de pieces qu’il contient c’est-a-dire la taille minimale d’un code identifiant en fonction du
nombre de sommets du graphe considéré.



Le sujet principal de ce travail est I’étude des codes identifiants. Ceux-ci ont été introduits
en 1998 par KARPOVSKY, CHAKRABARTY et LEVITIN ([2]) dans le but de modéliser un
probleme d’identification de processeurs défectueux dans des réseaux multiprocesseurs.
Nous en reparlerons plus en détails dans le chapitre 3. Ce travail s’articule essentiellement
autour de trois articles discutant de la taille minimale d’un code identifiant d’un graphe et
plus précisément de produits (cartésien ou direct) de cliques ([18], [12] et [10]).

Nous pouvons vite nous rendre compte que ce probleme est un probleme dit difficile au
sens de la complexité : c¢’est pourquoi, aprés avoir introduit les définitions nécessaires dans
le chapitre 1, nous ne considérons, dans le chapitre 2, que des graphes a configurations par-
ticulieres. Plus spécifiquement, nous nous concentrons sur des graphes qui sont le résultat
de produits de graphes, voire méme de cliques, i.e. un ensemble de sommets deux a deux
adjacents.

D’une part, nous considérons le produit direct de cliques, i.e. il existe une aréte entre deux
sommets s’ils ne sont ni sur la méme ligne, ni sur la méme colonne. Dans ce cas, en fonction
des tailles m et n des cliques considérées, le cardinal minimum d’un code identifiant du
produit direct de ces cliques est situé entre | 222 ] et [22422]. Nous considérons également
les cas particuliers. D’autre part, nous nous intéressons a un deuxieme produit de cliques :
le produit cartésien, i.e. il existe une aréte entre deux sommets s’ils sont situés sur la
méme ligne ou sur la méme colonne. Pour celui-ci, nous distinguons deux cas : le produit
cartésien de cliques de méme taille et le produit cartésien de cliques de tailles différentes.
Dans le premier cas, nous démontrons que le cardinal d’un code identifiant d’un tel graphe
vaut L%”j lorsque les cliques sont de taille n. Dans le deuxiéme cas, nous montrons que le
cardinal d'un code identifiant minimum de ce graphe vaut max{m+ |3 |, 2m—n} pour des
cliques de tailles m et n. Enfin, dans le chapitre 3, nous présentons quelques généralités sur
les codes identifiants : leur origine, quelques variantes et applications... Le probléeme des
codes identifiants ayant été largement étudié dans la littérature (et étant encore étudié a
I'heure actuelle), le but de ce troisiéme et dernier chapitre est de survoler et d’exposer une
bonne partie des recherches effectuées sur le sujet jusqu’a présent afin de clore ce travail.
Nous parlons également de la complexité de ce probleme. En effet, ici plus haut, nous avons
avancé qu’il était difficile de trouver le nombre minimum de détecteurs a placer dans un
musée quelconque. Nous en reparlons en détails dans le chapitre 3.







Chapitre 1

Quelques définitions

Afin de pouvoir parvenir a la définition d’un code identifiant mentionné ci-dessus, plusieurs
notions sont a définir ou a rappeler.

Tout d’abord, commencons par effectuer quelques rappels des principales notions de théorie
des graphes.

Soient V' un ensemble (fini ou infini) et £ une partie de V' x V' (i.e. une relation binaire sur
V). Le graphe G = (V, E) est la donnée du couple (V| F) : les éléments de V' sont appelés
les sommets ou noeuds de G tandis que les éléments de E sont appelés les arcs ou arétes
de G. Si V est un ensemble fini, on parlera alors de graphe fini. Tous les graphes considérés
dans la suite de ce travail sont non orientés i.e. E est une relation symétrique sur V.

FI1GURE 1.1 — Graphes non-orienté et orienté.

Soient G = (V, E), un graphe et a = v;v; une de ses arétes. On dit que a est incident aux
sommets v; et v;. Le nombre d’arétes incidentes a un sommet v; est appelé le degré de v;,
noté d(v;). Par ailleurs, un chemin de longueur k > 1 est une suite ordonnée de k arétes
incidentes (ey,...,ex). On dit que le chemin (ey,...,ex) passe par les arétes eq,...,ex. Un graphe
est connezxe si pour toute paire de sommets il existe un chemin les joignant.

FIGURE 1.2 — Graphe connexe.



CHAPITRE 1. QUELQUES DEFINITIONS

Un sommet u est voisin d'un sommet v s’il existe une aréte entre u et v. On dira aussi
que u et v sont adjacents. L’ensemble de tous les voisins d'un sommet u est son voisinage,
noté N(u). Le degré d’'un sommet u est aussi égal au cardinal de N(u). L’ensemble N[u]
désigne le voisinage fermé de u, c’est-a-dire N(u) U {u}.

Considérons un graphe G = (V, E') ou V désigne I’ensemble des sommets de G (également
noté V(G)) et E désigne 'ensemble des arétes de G (également noté E(G)).

Apres ces quelques rappels de notions de théorie des graphes, nous pouvons des lors passer
aux définitions qui nous seront utiles par la suite afin de parvenir a la définition du concept
de code identifiant.

Définition 1.1. Un sommet v € Nu| est dit couvert (ou dominé) par le sommet wu.

Définition 1.2. Un sous-ensemble de sommets D C V est un code couvrant (ou dominant)
du graphe G si tout sommet de V' est couvert par au moins un sommet de D.

Exemple 1.1.

FiGURE 1.3 — Code couvrant.

Le sous-ensemble de sommets rouges du graphe de la Figure est un code couvrant (ou
dominant) du graphe car tout sommet du graphe appartient au voisinage fermé d’au moins
un sommet de ce sous-ensemble de sommets rouges.

Définition 1.3. Deux sommets u et v sont dits séparés par w si celui-ci couvre I'un des
sommets v ou v mais pas 'autre. En d’autres termes, u et v sont séparés par w si w
appartient a N[u| A N[v], la différence symétrique de Nu] et N[v].

Définition 1.4. Un sous-ensemble S C V est un code séparant du graphe G si deux
sommets distincts de V' sont séparés par au moins un sommet de S.

Exemple 1.2.

Fi1GURE 1.4 — Code séparant.



Le sous-ensemble de sommets rouges, notons le R, du graphe de la Figure est un code
séparant de ce graphe. En effet, lorsqu’on regarde le voisinage fermé de chaque sommet
intersecté avec ce sous-ensemble de sommets rouges, il vient :
— pour le sommet A : N[A]N R = {B},
— pour le sommet B : N[BJNR={B,D, F},
— pour le sommet C' : N
— pour le sommet D : N
— pour le sommet E : N
— pour le sommet ' : N
— pour le sommet G : N[G]N R ={FE, F}.
Ainsi, il n’existe pas deux sommets qui ont le méme voisinage fermé intersecté avec le
sous-ensemble choisi. Ce sous-ensemble est donc un code séparant.

Définition 1.5. Un sous-ensemble C' C V', qui est a la fois un code couvrant et un code
séparant du graphe G, est appelé code identifiant de G. Tout sommet de C' est appelé mot
code.

Notation 1.1. Pour plus de facilités, nous noterons I(x) = Nz] N C, 'ensemble des
éléments du code qui sont dans le voisinage fermé d’un sommet z.

Notation 1.2. Le cardinal minimum d’un code identifiant de G est noté v/ (G).

Exemple 1.3. L’ensemble {A, D, E, F'} est un code identifiant du graphe donné dans la
Figure (1.5

F1GURE 1.5 — Exemple de code identifiant.

En effet, d’'une part, cet ensemble est dominant car chaque sommet du graphe est couvert
par au moins un sommet de cet ensemble, par exemple :

— les sommets A, B, C' sont couverts par le sommet A,

— le sommet D se couvre lui-méme, tout comme le sommet F,

— les sommets F' et GG sont couverts par le sommet F.
Il s’agit donc bien d'un ensemble couvrant (ou dominant).

D’autre part, ’ensemble R = {A, D, E, F'} est également un ensemble séparant. En effet,
lorsqu’on regarde le voisinage fermé de chaque sommet intersecté avec ce sous-ensemble de
sommets rouges, il vient :
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— pour le sommet A : [
— pour le sommet B : [
— pour le sommet C' : [
— pour le sommet D : I[D] = N[D|N R {D E}
— pour le sommet E : I[[E] = N[E|NR={D, E, F},
— pour le sommet F': [[F] = N[F]NR={E, F},
— pour le sommet G : I[G] = N|G]|N R = {E}.
Ainsi, il n’existe pas deux sommets qui ont le méme voisinage fermé intersecté avec le
sous-ensemble choisi. Ce sous-ensemble est donc un code séparant.
Finalement, 'ensemble {A, D, E, F'} est un code dominant et séparant, il s’agit donc bien
d’un code identifiant du graphe.

Définition 1.6. Une cligue est un ensemble de sommets 2 a 2 adjacents. Il s’agit d'un
sous-graphe complet. Une clique a n sommets est notée K,.

FIGURE 1.6 — K.

Définition 1.7. Deux sommets ayant le méme voisinage fermé sont appelés jumeauz.

Remarque 1.1. Tout graphe possédant des sommets jumeaux ne possede pas de code
identifiant.

FIGURE 1.7 — Sommets jumeaux.

Dans la Figure les sommets A et FE sont jumeaux. En effet, on a
N[A] = {A,B,E} = NJ[E]. Ainsi, quel que soit I'ensemble de départ choisi, nous ne
pourrons jamais trouver un ensemble identifiant pour ce graphe : les sommets A et E au-
ront toujours le méme voisinage fermé intersecté avec ’ensemble choisi. Il ne s’agira donc
jamais d'un ensemble séparant (et donc pas identifiant).

Nous pouvons également noter que, dans ’exemple ci-dessus, les sommets C' et D sont
aussi des sommets jumeaux.
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Chapitre 2

Produits de graphes

Tout au long de ce deuxieme chapitre, nous allons chercher a déterminer le cardinal mini-
mum d’un code identifiant de certaines familles de graphes. En effet, comme discuté dans
I'introduction, le nombre minimum de détecteurs de fumée nécessaires pour étre certains de
toujours pouvoir localiser un incendie dans un musée de maniere unique dépend du nombre
de pieces de ce musée et surtout de la fagcon dont elles sont agencées les unes par rapport
aux autres (i.e. des acces qui les relient). Ainsi, nous obtiendrons un graphe différent d’un
musée a un autre et il ne sera pas toujours aisé de déterminer le nombre de détecteurs
que nous devons acheter pour équiper notre musée. Nous devons en fait trouver le cardinal
minimum d’un code identifiant du graphe associé au musée. Il s’agit d’un probleme difficile,
nous en reparlerons plus tard, dans la Section [3.3]

Cependant, dans certains cas, il est plus aisé de déterminer le cardinal minimum d’un
code identifiant d’un graphe. Dans ce chapitre, nous considérons des musées dont les pieces
sont dans des configurations particulieres : le graphe du musée est en fait un produit de
graphes. Nous regardons deux produits de graphes différents, le produit cartésien et le
produit direct, et nous les appliquons aux cliques pour tenter de déterminer le cardinal
minimum d’un code identifiant d’un tel graphe.

Par la suite, nous tentons de généraliser ces résultats a d’autres graphes ou, du moins, de
trouver des bornes pour le cardinal minimum d’un code identifiant d’un graphe quelconque.

2.1 Produit direct de deux cliques

Le premier produit de graphes considéré est le produit direct, défini de la maniére suivante :

Définition 2.1. Soient deux graphes G = (Vi, Fy) et Gy = (Va, Es). Le produit direct de
G et G, noté G x G, est le graphe dont ’ensemble des sommets est le produit cartésien
Vi x V5 et dont I'ensemble des arétes est E(Gy x Ga) = {(uy,u2)(v1,v2)|uiv; € Ey et
UVo € EQ}

11



CHAPITRE 2. PRODUITS DE GRAPHES

Dans cette partie, nous déterminons le cardinal minimum d’un code identifiant du produit
direct de deux cliques. Ceci a été introduit et démontré en 2014 par D. RALL et K. WASH
([18]). Pour ce faire, introduisons d’abord quelques définitions et propriétés.

Notation 2.1. L’ensemble des sommets du graphe complet K, (i.e. la clique) a n sommets
est noté {1,...,n}.

Notation 2.2. Par ailleurs, nous numérotons les sommets de nos graphes comme dans une
matrice : nous donnons d’abord le numéro de la ligne dans laquelle il se trouve et ensuite,
le numéro de la colonne. Nous garderons cette convention tout au long de ce travail.

Exemple 2.1. Ci-dessous, nous représentons le produit direct K4 x K3. Ce graphe est
ainsi composé de 4 lignes et de 3 colonnes. Cependant, pour une question de visualisation,
toutes les arétes de ce graphe ne sont pas représentées.

FIGURE 2.1 — K4 x K3

Dans la Figure 2.1, nous avons uniquement représenté les arétes incidentes au sommet
(1,1) (i.e. celui situé sur la premiere ligne et la premieére colonne). Ainsi, nous pouvons
remarquer que, par définition du produit direct, un sommet est voisin d'un autre s’ils ne
sont pas situés sur la méme ligne, ni sur la méme colonne.

Définition 2.2. Dans K,, x K, la colonne C; est déterminée par

Cy = {(i,7)li € {1,..om}}.
La ligne L; est donnée par

Des lors, le graphe K, x K,, comportera toujours m lignes et n colonnes.

Notation 2.3. Soit C' un code identifiant d’un graphe G = K, x K,,. Notons E.(C') (resp.
E;(C)) l'ensemble de toutes les colonnes (resp. les lignes) de G qui ont une intersection
non vide avec C. Le cardinal de E.(C) est noté cs(C') tandis que le cardinal de E;(C') est
noté [s(C').

12



2.1. PRODUIT DIRECT DE DEUX CLIQUES

Définition 2.3. Un sommet v = (i,7j) de G est colonne-isolé dans C' si C N C; = {v}.
Il s’agit donc du seul élément du code sur sa colonne. Un sommet v = (i,5) de G est
ligne-isolé dans C'si C'N L; = {v}. De méme, il s’agit du seul élément du code sur sa ligne.
Si v est a la fois ligne-isolé et colonne-isolé, on dit que v est isolé dans C.

Dans cette section, plusieurs propositions et théoréemes sont introduits et démontrés afin
de parcourir les différentes configurations possibles du produit direct de deuz cliques. Pour
ce faire, nous introduisons plusieurs résultats, notations et définitions au fur et a mesure.
Nous incitons le lecteur a ne pas hésiter a relire ces notations et définitions réguliérement
afin d’étre plus a l'aise dans la compréhension des démonstrations plus techniques.

Lemme 2.1. Si C est un code identifiant de K,, x K,, alors on a ¢s(C) > n —1 et
Is(C) > m — 1. En particulier, |C| > m — 1.

Démonstration. Montrons le résultat pour les lignes.
On cherche a montrer que [s(C') > m — 1, c’est-a-dire montrer qu’il y a au moins m — 1
lignes contenant un élément du code. Procédons par I’absurde. Supposons qu’il existe r # s
tels que

CNL,=0=CnLs,

c’est-a-dire deux lignes sans élément du code (on aurait alors Is(C') < m — 2).
Les lignes L, et L, sont donc des lignes ne contenant pas d’élément du code.
Alors, il vient

Vie {1,...n}, I[(r,4)] = O\C; = I[(s,)].

) L,

(8,) Ls

FIGURE 2.2 — I[(r,i)] = I[(s,1)].

En effet, comme illustré a la Figure 2.2] il n’y a pas d’élément du code dans L, ni dans Ly
(i.e. les parties hachurées jaunes) et par définition du produit direct, (r,4) a ses sommets
adjacents partout sauf dans la méme ligne et la méme colonne que lui, c¢’est-a-dire la ligne
L, et la colonne C; (en orange). Ainsi, tous les éléments du code qui sont dans le voisinage

13



CHAPITRE 2. PRODUITS DE GRAPHES

de (r,4) sont dans une autre ligne que la ligne L, et une autre colonne que la colonne C;.
Or, la ligne Lg n’a pas d’élément du code. Par le méme raisonnement sur (s, ), on obtient :

I{(r, )] = I{(s,7)].

Ceci meéne a une contradiction car C' est un code identifiant, il est donc en particulier
séparant.

Donc C' a au plus une ligne sans élément du code, c’est-a-dire [s(C') > m — 1.

Par un raisonnement analogue, on prouve que C' a au plus une colonne sans élément du
code : ¢s(C) >n — 1.

Ainsi, comme on a au moins m — 1 lignes contenant des éléments du code, il y a au moins
m — 1 éléments dans le code. Des lors, on obtient : |C] > m — 1. O

Si on considere N|x], le résultat suivant découle du lemme précédent.

Lemme 2.2. Soit C C V(K,, x K,,) un code identifiant de K,, x K,, et soit x = (r,i) € C.
Alors C' sépare x de tout y € (L, U C;)\{z}.

Démonstration. En effet, si on considére le voisinage fermé de x, a savoir N|x], cet en-
semble contient le sommet x ainsi que tous ses sommets adjacents (i.e. tous les sommets
qui ne sont pas sur la méme ligne ni sur la méme colonne que z, par définition du pro-
duit direct). Ainsi, on aura toujours y ¢ N|[z| lorsque y € (L, U C;)\{z}. Par ailleurs,
de nouveau par définition du produit direct, on aura alors N[x] # NJy|. D’ou, il vient
I[z] = N[z]NC # N[y| N C = I[y] et C sépare ainsi x de y.

C;

” = Ly

FIGURE 2.3 — C sépare x et y.
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Lemme 2.3. (Propriété des quatre coins) Soit D un ensemble dominant de K,, x K,,. Pour
chaque (r,1), (s,j) € K X K, avecr # s, i # j, D sépare (r,i) et (s,j) si, et seulement
St,

DN(C;UC; UL, ULy) L {i,j} x {r,s}.

Démonstration. Supposons que ¢ # j et r # s et soient Cj, C; et L,, Ly les colonnes et les
lignes correspondantes de K, x K,. Soient x = (r,1) , y = (s,J), w = (s,1) et z = (r, 7).
On définit
A=D\(DN(C;uC;UL,ULy)),
B=[DN(C;uC;UL,UL)\{z,y,w, z}.

C Cj

X Z Lr
® ®

W y Lg
® ®

FIGURE 2.4 — Les sommets z, y, w et z avec leurs lignes et leurs colonnes respectives.
L’ensemble A est donc I’ensemble de tous les points de D qui ne sont pas dans les par-
ties hachurées de la Figure [2.4] tandis que ’ensemble B est I’ensemble des points de D

appartenant aux parties hachurées exceptés les points z, y, z et w (en bleu).
Dans ce cas,

DN Nzl =AU (DN {z,yh) UD N ((Ls UCH\{y, 2, w})).

FIGURE 2.5 - DN Niz].
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CHAPITRE 2. PRODUITS DE GRAPHES

En effet, 'ensemble D N Nz| est constitué de ’ensemble des points de D appartenant au
voisinage fermé de z, i.e. I'ensemble des points de D adjacents a z ainsi que le point x
lui-méme s’il appartient également a D. Pour construire 'ensemble D N N[z], commengons
par prendre les points de D contenus dans A. Par définition de A, il ne nous reste alors plus
qu’a considérer les lignes L, et Ly ainsi que les colonnes C; et C;. Par définition du produit
direct et puisque = = (r,7), aucun point ni de la ligne L, ni de la colonne C; n’appartient
au voisinage fermé de x, excepté z lui-méme. Ensuite, ajoutons a notre ensemble les points
de D appartenant a la ligne Ly et a la colonne C, exceptés les points w, z et y. Enfin,
on ajoute a notre ensemble les points = et y s’ils appartiennent a D. De cette facon, nous
venons de reconstruire 'ensemble D N N[z] et il vient

DNzl =AU (DN {z,y}) U (DN ((Ls UC)\{y, 2,w})).

De méme, par un raisonnement analogue, on obtient

DN Ny =AU(DN{z,y})U(DN((LUC)\{z, z,w})).

FIGURE 2.6 — D N NJy.

Donc D sépare z et y si, et seulement si, au moins un des ensembles DN ((L,UC;)\{y, z, w}))
ou DN ((L,UC;)\{z,z,w})) est non-vide.
En effet, si ces deux ensembles sont vides, on a :

DN Nz]=AU(Dn{z,y}) = DNNJy|.

Et donc D ne sépare pas x et y dans ce cas.
Etant donné que B est I'union de ces deux ensembles, D sépare x et y si, et seulement si,

B#10, ie.

(DN (C;UC; UL, UL)\{x,y,w, 2} # 0
DN (C;UC; UL, ULy € {i,j} x {r,s},

par définitions de x, y, w et z.
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2.1. PRODUIT DIRECT DE DEUX CLIQUES

Remarque 2.1. On dira qu'un ensemble dominant D de K,, x K, a la propriété des
quatre coins par rapport aux colonnes C;, Cj et aux lignes L,., Ly si

DN(C;UC; UL, ULg) L {i,j} x {r,s}.

Donc si un ensemble dominant D de K, x K,, est un code identifiant, alors D a la propriété
des quatre coins par rapport a chaque paire de colonnes et chaque paire de lignes.

Corollaire 2.1. Si C est un code identifiant de K,, X K,, alors C n’a pas plus d’un mot
code isolé.

Démonstration. Rappelons qu'un mot code isolé est un élément de C' qui est seul dans sa
ligne et dans sa colonne.

Procédons par 'absurde et supposons que z = (r,i) et y = (s,7) sont deux mots codes
isolés.

C; Cj

L

FIGURE 2.7 — Les sommets isolés, = et y.
On a

CN(C;UC; UL, UL = {z,y} C {i,j} x {r,s}.

Ce résultat nous mene a une absurdité car C' est un code identifiant : il possede donc
la propriété des quatre coins (Lemme [2.3]). Ainsi, C' posséde au maximum un mot code
isolé. ]

Corollaire 2.2. Soit C' un code identifiant de K,, X K,,. Si cs(C) =n—1, alors il n’existe
pas de colonne C; telle que C N Cj = {u,v} ot u et v sont tous les deux lignes-isolés. Par
symétrie, il n’existe pas de ligne L, contenant exactement deux mots codes qui sont chacun
colonnes-isolés si ls(C') =m — 1.

Démonstration. Par hypothese, on a ¢s(C') = n — 1. On a donc une seule colonne C; ne
comportant pas d’élément du code.
Procédons par I'absurde. Soient u et v, deux sommets lignes-isolés tels que CNC; = {u, v}.
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CHAPITRE 2. PRODUITS DE GRAPHES

Lr

FIGURE 2.8 — Les sommets lignes-isolés, u et v.

On a alors
CN(C;UC; UL, ULy = {u,v} C {i,j} x {r,s}.

Ceci est une contradiction car C' est un code identifiant : il possede donc la propriété des
quatre coins (Lemme . Ainsi, si ¢s(C) = n — 1, il n’existe pas de colonne C; telle que
C'NCj ={u,v} ou les sommets u et v sont tous les deux lignes-isolés. La démonstration
est analogue dans 'autre cas. ]

Corollaire 2.3. Si C est un code identifiant de K,, x K, tel que cs(C) = n — 1 et
Is(C) =m —1, alors C n’a pas de mot code isolé.

Démonstration. Procédons par 'absurde. Supposons que C' posséde un mot code isolé
x=(r7).

Ly

Ls

FIGURE 2.9 — Le sommet isolé z.

Puisque ¢s(C) = n — 1, soit C; la colonne telle que C'N C; = ). Puisque Is(C) = m — 1,
soit L, la ligne telle que C' N L, = 0.
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On obtient alors
cn (Cl U Cj U Lr U Ls) = {LE} - {Z7j} X {T7S}'

Ceci est une contradiction car C' est un code identifiant, il posseéde donc la propriété des

quatre coins. Ainsi, C' ne possede pas de mot code isolé.
]

Proposition 2.1. Soit C C V(K,, x K,,). Si C satisfait les conditions suivantes :
(1) Il existe 1 < m; < mg < mg < metl < ny < ny < ng < n tels que
(my,n1), (M2, ny), (mg,n3) € C';
(2) Chaque v € C' est soit ligne-isolé soit colonne-isolé ;
(3) On als(C)=m et cs(C)=n et
(4) L’ensemble C' contient au plus un sommet isolé,
alors C' est un code identifiant de K,, X K,.

Démonstration. Supposons que C possede ces quatre caractéristiques.

Notons G, le graphe K, x K,,.

Montrons d’abord que C' est dominant.

La premiere hypothese nous indique que I’ensemble C' domine ’ensemble GG car I’ensemble
{(my,n1), (M2, na), (M3, n3)} domine G et ces sommets sont dans C'. En effet, par définition
du produit direct, le sommet (mq, ny) est dans le voisinage fermé de tous les sommets qui ne
sont pas situés sur la méme ligne et la méme colonne que lui. En combinant avec (mg, no)
ol my > my et ng > nq, 'ensemble {(mq,n;), (ms, ne)} domine tous les sommets du graphe
sauf ceux situés aux intersections (marquées d’une croix dans la Figure [2.10).

™ /\ /\
X

(ma,n2)
X "]

VARV

FiGURE 2.10 — Illustration de la situation.

(m3,n3)
()

En prenant un troisieme sommet (mg, n3) avec my < ms < ms et n; < ny < ns, on domine
tout le graphe.

Il nous reste donc a montrer que I’ensemble C' est séparant.
Supposons que les sommets = et y sont dans la méme colonne (i.e. z = (r,7) et y = (s,17)).

e Sizouy € C, alors par le Lemme 2.2 C les sépare.
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e Sizety ¢ C, par hypothese on a Is(C') = m et ¢s(C') = n, on peut donc choisir
z € C dans la méme ligne que x (car il y a au moins un élément du code dans
chaque ligne).

FIGURE 2.11 — C est séparant.

On a N[z]N{z} # Nly| N {z}. En effet, on a N[z] N {z} = 0 car z est sur la méme
ligne que z et N[y] N {z} = {z} car z n’est ni sur la méme ligne ni sur la méme
colonne que y. Donc z € C sépare = et y. On vient de trouver un sommet du code
qui sépare x et y, 'ensemble C' est donc bien séparant pour deux éléments situés
sur la méme colonne.
On utilise le méme argument pour montrer que C' est séparant lorsque x et y sont sur la
méme ligne.
Supposons que z et y sont sur des colonnes et des lignes différentes : © = (r,4) et y = (s, j)
oul<r<s<metl<i<j<n.

Ly

Ly

FIGURE 2.12 — C est séparant.
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(a) Supposons que € C mais que = n’est pas isolé dans C'. Alors on a soit |CNC;| > 2,
soit |C'N L,| > 2 : en effet, par hypothese, il n’existe quun seul sommet isolé dans
C' mais tous les autres sont soit lignes-isolés soit colonnes-isolés. Supposons que
|C'NC;| > 2 (la démonstration est analogue si on suppose que |C'N L,| > 2), ie. x
est ligne-isolé. Alors, soit (s,7) € C, soit il existe 1 <t < m (avec t ¢ {r, s}) tel que
(t,7) € C (car on suppose z ligne-isolé et pas isolé : cela implique que = n’est pas
colonne-isolé).

e Si(s,1) € C, alors (s,1) est ligne-isolé (car x € C) donc y ¢ C (car on a déja
(s,7) € C dans cette ligne-la). Cependant, on sait que cs(C) = n donc chaque
colonne de G contient un élément de C. Ainsi, il existe 1 < p < m avecp ¢ {r, s}
tel que (p,j) € C car (r,7) et (s,4) sont lignes-isolés. Donc (p,j) € I[z| mais
(p,7) ¢ Ily]. Ainsi, le sommet (p,j) € C sépare x et y.

(p.j
®

FIGURE 2.13 — I[z] # I[y].

o Sl existe 1 <t <m (t ¢ {r,s}) tel que (t,i) € C, alors le sommet (¢,7) € I[y]
mais (t,7) ¢ I[z]. Ainsi, le sommet (t,7) € C sépare x et y.

(b) Supposons maintenant que x est isolé dans C' (i.e. z est le seul sommet du code dans
sa ligne et dans sa colonne). On a C' = I[z]. En effet, vu la définition du produit
direct, les sommets adjacents a x sont ceux qui ne sont ni dans sa ligne ni dans sa
colonne. Puisqu’on considere le voisinage fermé de z, on doit prendre x avec.
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e Supposons tout d’abord que y ¢ C. Puisque la colonne C; € E.(C), il existe
1<t<m (t¢{rs}) tel que (t,7) € C.

FIGure 2.14 - I[y] # C.

On a I[y] # C car (t,7) € C mais (t,7) ¢ I[y] donc (¢, j) sépare x et y.

e Siy e C, puisque x € C est isolé et que par hypothése C' contient au maximum
un sommet isolé, le sommet y ne peut pas étre isolé aussi. Ainsi, on a soit
|CNCj| > 2s0it [CNLg| >2 11y a donc bien un sommet de C' (dans L, ou
dans C}) qui sépare x et y. On a alors I[y] # C'.

(¢) Supposons que z et y € V(G)\C (x et y sont des sommets de G mais pas du code).
Procédons par ’absurde et supposons que C' ne sépare pas x et y.
Par hypothese, chaque ligne de G appartient a E;(C') et chaque colonne de G est
dans E.(C).
Siz=(ri)ety=(s,7),ona

Cﬂ (Cz U Cj U Lr U LS) = {(S7i)7 <T7j)}

FIGURE 2.15 — Les sommets x et y.
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Donc (r,j) et (s,i) sont tous les deux isolés dans C'. Ceci est une absurdité car par

hypothese, C' possede au maximum un seul sommet isolé. Donc C' sépare x et y.
Vu les différents cas considérés, C' est dominant et séparant. Il s’agit donc bien d’un code
identifiant. ]

Contrairement au résultat que nous venons de démontrer, la proposition suivante se satisfait
de m — 1 lignes contenant des éléments du code (et plus m lignes, comme précédemment).
Pour compenser cela, une condition supplémentaire doit étre remplie pour obtenir un code
identifiant.

Proposition 2.2. Soit C C V(K,, x K,,). Si C satisfait les conditions suivantes :
(1) Il existe 1 < m; < mg < mg < metl < ng < ny < nzg < n tels que
(ml, nl), (mg, TLQ), (mg, n3) eC ;
(2) Chaque v € C est soit ligne-isolé soit colonne-isolé;
(3) On als(C)=m—1 etes(C)=n;
(4) L’ensemble C' contient au plus un sommet isolé et
(5) Si L, a la propriété que v est colonne-isolé mais pas ligne-isolé Vv € C'N L,., alors
CNL|>3;
alors C' est un code identifiant de K,, X K,.

Démonstration. Le fait que I'ensemble C' soit dominant se démontre de la méme maniere
que dans la Proposition [2.1]
Montrons que ’ensemble C' est séparant.
Notons L, la ligne ne contenant pas d’élément du code. Par ailleurs, on peut remarquer que
V(G\L, = K,,—1 x K, et C satisfait les hypotheses de la Proposition ol on consideére
un sous-ensemble de V(G)\L,.
Ainsi, C' sépare les sommets = et y si aucun de ces sommets n’appartient a L,. On peut
donc supposer que = € L,.. Soit = (r,1).

(a) Supposons d’abord que y = (r, j) avec j # i, i.e. y se trouve sur la méme ligne que

x. Puisque ¢s(C) = n, il existe 1 < s < m tel que r # s et (s,7) € C.

FIGURE 2.16 — (s,1) sépare = et y.
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En effet, on a un élément du code dans chaque colonne. Le sommet x appartient a
la ligne L, (qui est, par hypothese, la ligne sans élément du code) donc = ¢ C. 1l
existe donc un sommet dans la colonne C; qui est dans le code, a savoir (s,7). On
a I[x] # I[y]. En effet, par définition du produit direct, le sommet (s,7) du code
est dans le voisinage de y mais pas de x. Dés lors, le sommet (s,7) € C sépare z et y.

Ensuite, supposons que y = (¢,7), avec 1 < t < m,r # t. Vu précédemment, si
y € C, y sépare z et y. Supposons donc que y ¢ C.

FIGURE 2.17 — (t,7) sépare = et y.

On a ls(C') = m — 1 i.e. chaque ligne de G posseéde au moins un élément du code
sauf L, (par définition de L,). Il existe donc j tel que 1 < j <mn, j#iet (t,5) € C.
Par définition du produit direct, (¢, ) est dans le voisinage de x mais pas dans le
voisinage de y. De plus, puisque (t,j) € C, on a I[z] # I[y] . Donc le sommet (t,j)
sépare x et y.

(b) Supposons que y = (s,7) tel que i # j et r # s.

FIGURE 2.18 — Les sommets x et y.
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Procédons par 'absurde et supposons que C' ne sépare pas = et y. Dans ce cas, C'
ne satisfait pas la propriété des quatre coins (Lemme par rapport aux colonnes
C; et C; et aux lignes L, et Ls. De plus, L, ne contient aucun élément du code. On
a alors

cn (Cz U Cj U Lr U LS) g {(S,i), (S,j)}

On a méme 'égalité car on a un élément du code dans C; et dans C;. Ainsi Lj
contient exactement deux sommets de C' et ils sont tous les deux colonnes-isolés
mais pas lignes-isolés. Ceci est une absurdité car par hypothese si L est tel que
tout v € C'N Ly est colonne-isolé mais pas ligne-isolé, alors |C'N Ls| > 3. Donc C
sépare x et y.

Puisque C est dominant et séparant, C' est un code identifiant.

]

Nous pouvons dés lors passer aux premiers théoréemes permettant de déterminer les car-
dinaux minimums des codes identifiants de certains graphes. Pour ce faire, il est utile de
rappeler la notation suivante.

Rappel 2.1. Le cardinal minimum d’un code identifiant de G est noté v/2(G).

Considérons tout d’abord un cas particulier pour les valeurs de n = 2 et de m = 3 ou
m = 4. Dans ce cas, nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 2.3. Sim =3 oum =4, y'P(K,, x Ky) =m.

Démonstration. Si C' est un code identifiant de K3 x Ks, alors Is(C) > 2.

Procédons par I'absurde et supposons que [s(C') = 1 (i.e. une seule ligne posséde des
éléments du code). Supposons que le point représenté par un cercle bleu sur la Figure
est un élément du code. Dans ce cas, les points représentés par des croix violettes ne sont
pas séparés. Il en va de méme pour les points représentés par des croix rouges. On n’a donc
pas un ensemble séparant.

X X
O °
X X

FIGURE 2.19 — Pas séparants.

Ainsi, il vient [s(C') > 2.
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Montrons alors qu’aucun sous-ensemble de deux éléments dans des lignes différentes ne
domine K3 x K. Ainsi, v/P (K3 x K5) > 3. En effet, par la Figure ,

— prendre le sous-ensemble de points représentés par les cercles rouges n’a pas de sens
vu précédemment (on sait qu’on a ls(C') > 2).

— en ce qui concerne le sous-ensemble de points représentés par les croix bleues, celui-
ci n’est pas dominant : le disque bleu n’est en effet couvert pas aucun de ces deux
point, par définition du produit direct.

— le sous-ensemble de points constitué des cercles verts n’est pas dominant car le point
représenté par un + vert n’est dominé par aucun de ces deux sommets.

;

e X
- O
FIGURE 2.20 — Pas dominants.

Ainsi, une contradiction apparait, aucun sous-ensemble de deux éléments dans des lignes
différentes ne domine K3 x Ko.

On peut par contre trouver un code identifiant de K3 x Ky a trois éléments i.e.
’}/ID(Kg X KQ) = 3.

FIGURE 2.21 — Code identifiant de K3 x K.

Montrons que v/ (K, x Ky) = 4.
e Si C est un code identifiant de Ky x Ks, alors Is(C') > 3 par le méme argument que
précédemment. Procédons par 'absurde. Si [s(C') = 2, on obtient une contradiction.
En effet, supposons que les points rouges désignent le code identifiant de K4 x Kj.
Alors, les sommets représentés par les croix bleues dans la Figure ne sont pas
séparés par le code, par définition du produit direct. Il ne s’agit donc pas d’un code
séparant (et ainsi, pas identifiant non plus).
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X [ ]
@ [ ]
@ [ ]
X [ ]

FIGURE 2.22 — Pas séparant.

Des lors, on obtient (s(C') > 3.

e Montrons qu’aucun sous-ensemble de trois éléments dans des lignes différentes ne
domine K4 x K. Considérons les différents cas possibles de sous-ensembles de trois
éléments dans des lignes différentes. Par la Figure [2.23]

— l’ensemble des points représentés par des cercles jaunes n’est pas un ensemble
dominant (et donc pas identifiant) car aucun de ces sommets ne domine le disque
jaune.

— l’ensemble des points constitué des losanges rouges pleins n’est pas dominant car
aucun de ces points ne domine le losange rouge vide.

— il en va de méme concernant I’ensemble des points représentés par des petits
disques bleus et la croix bleue.

o @ @ @

FIGURE 2.23 — Pas dominants.

Une contradiction apparait car en ayant balayé toutes les configurations possibles
de trois éléments dans des lignes différentes, aucun de ces sous-ensembles n’est
dominant (et donc pas identifiant non plus).
Donc y/P(K, x K5) > 4. De plus, on peut trouver un code identifiant de K, x K, & quatre
éléments i.e. YIP(K, x Ky) = 4.

FIGURE 2.24 — Code identifiant de K4 x Ks.

27



CHAPITRE 2. PRODUITS DE GRAPHES

Nous pouvons également obtenir un résultat assez similaire pour toutes les valeurs de m >
5.

Théoréme 2.1. Pour tout entier positif m > 5, v'P(K,, x Ky) =m — 1.

Démonstration. Soit m > 5. Si C' est un code identifiant de K, X Ky, on a ¢s(C) > 2 —1,
[s(C) >m —1et |C] >m — 1. Ainsi, on obtient /P (K, x K;) >m — 1.
L’ensemble

C={(1,1),2,D)}Uu{(r,2)3<r<m-1}

est un code identifiant de K,, x K.

A B
() [ ]
K D
&) [ J
E F
[ ()
G H
([ ()
I J
o [ J

FIGURE 2.25 — Exemple de code identifiant de K5 x K.

Il s’agit en effet d’'un code identifiant car

— l’ensemble C' est dominant : tout sommet du graphe est dominé par au moins un
sommet de C, par construction de C' et par définition du produit direct ;

— l'ensemble C' est séparant : toute paire de sommets est séparée par C. En effet,
aucun sommet n’a exactement le méme ensemble de point dans son voisinage fermé
intersecté avec le code qu’'un autre sommet du graphe. Par exemple, pour m = 5,
ona I[A] ={A,F, H}, I[B] = {K}, I|[K] ={K,F,H}, I[D] = {A}, I[E] = {H},
I[F]={A K, F}, I[G| ={F}, I[H ={A, K,H}, I[I| ={F,H} et I|J] = {A, K}.

]

En considérant d’autres tailles de cliques (i.e. d’autres valeurs pour les entiers n et m), de
nouveauxr résultats apparaissent.

Théoréme 2.2. Pour tous entiers positifs n >3 et m > 2n, y'P(K,, x K,,) =m — 1.
Démonstration. Considérons 'ensemble
D= {(22 - 1ai)7 (2272)‘2 € {17 s = 1}} U {(j,n)|2’fl —1 S ] S m — 1}
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FIGURE 2.26 — L’ensemble D pour Kg X K3.

Remarquons que chaque sommet v de D est ligne-isolé mais pas colonne-isolé (2), par
construction. Par ailleurs, on a [s(D) = m — 1 car le nombre de lignes contenant des
éléments du code vaut au maximum 2(n — 1) = 2n — 2 < m ou m — 1 < m (jamais la
derniere ligne par construction de D). De méme, on a ¢s(D) = n car le premier sous-
ensemble de D parcourt les n — 1 premieres colonnes, le deuxieme parcourt la derniere
colonne par construction (3). De plus, les sommets (1,1),(3,2) et (5,3) (entourés en bleu
dans la Figure appartiennent a l’ensemble D (1). Rappelons que les coordonnées
des sommets sont données en lisant d’abord la ligne puis la colonne. Enfin, les conditions
(4) et (5) de la Proposition sont également respectées. En effet, s’il existe un sommet
isolé, il se trouve sur la derniere colonne et ne peut se trouver nulle part ailleurs par
construction. En outre, une ligne ne contiendra jamais de sommet colonne-isolé mais pas
ligne-isolé donc la condition (5) est également respectée : dés qu'un sommet est colonne-
isolé, il est obligatoirement ligne-isolé. Ainsi, toutes les lignes respectent la condition (5)
de la Proposition car nous ne serons jamais dans ce cas-la. Des lors, par la Proposition
2.2] D est un code identifiant. De plus, vu le Lemme on a y'P(K,, x K,) >m — 1.

Or, on sait que ls(D) = m — 1 et les sommets sont lignes-isolés. Ainsi, on a exactement

VP(K,, x K,) =m — 1.
[

Notons C' un code identifiant pour la suite. Afin de simplifier ’écriture dans la suite, nous
introduisons les notations suivantes. Nous encourageons vivement le lecteur a ne pas hésiter
a relire réquliecrement les significations de ces notations par la suite.

Notation 2.4. Soient Ac = {v € C|v est ligne-isolé dans C} et Bo = {v € Clv est
colonne-isolé dans C'}.

On note x = |A¢| et y = |Bel.

Le nombre de colonnes C; telles que |C N C;| > 2 et CNC; C A est noté p. 1l s’agit donc
du nombre de colonnes ayant au moins deux éléments du code lignes-isolés.
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Le nombre de lignes L; telles que |C'N L;| > 2 et C'N L; C Be est noté q. 1l s’agit donc du
nombre de lignes ayant au moins deux éléments du code colonnes-isolés.

Remarque 2.2. Le code identifiant C' a au plus un mot code isolé, vu le Corollaire 2.1].
Dans ce cas (i.e si C' contient un mot code isolé), on a |Ac N Be| = 1, car les mots codes
sont lignes-isolés dans A¢ et colonnes-isolés dans B (le mot code est seul dans sa ligne et
dans sa colonne). Sinon, on a |[Ac N Bg| =0 ie. Ac N Be = 0.

Remarque 2.3. On a donc |C| > |A¢c U Be| > « + y — 1. En effet, pour la premiere
inégalité, on compte uniquement les mots codes lignes-isolés ou colonnes-isolés. Le "-1" de
la seconde inégalité est I’éventuel sommet isolé.

En utilisant ces notations, nous allons des lors pouvoir introduire et démontrer trois théo-
remes s’intéressant au produit direct de cliques respectant certaines conditions. Le premier
de ces théoremes est le suivant.

Théoreme 2.3. Si n et m sont des entiers positifs tels que 6 < n < m < 2n — 1 et
n+m=0 (mod 3) oun+m=2 (mod 3) , alors

2 2
,YID(Km X Kn) — {WJ .
3
Démonstration. Soit C' un code identifiant de G = K,, x K, et supposons que

O] < |#=522] — 1.
Considérons quatre cas et montrons que ce n’est pas possible.
— Cas 1 : Supposons que cs(C) = n et Is(C) = m. Autrement dit, n colonnes
contiennent des éléments de C et m lignes contiennent des éléments de C.
Par ailleurs, on a |Bo| = y par la Définition (le nombre de sommets de C' qui
sont seuls dans leur colonne) et

[C\Be| = 2(n —y).

En effet, on considere toutes les colonnes sauf celles ou il n’y qu'un seul sommet
(il y a y colonnes de ce type). Dans chacune des autres colonnes, il y a au moins
deux éléments de C' (car ¢s(C') = n, chaque colonne posseéde au moins un élément
du code). D’ou la borne inférieure pour |C\B¢/|. Ainsi, il vient |C| > 2n — y.

Or, on sait que % —1>|C|>2n—y.

D’ou, on obtient

2m 4+ 2n

3
6n —2m — 2n
4dn — 2m

y>2n+1-—

De méme, |[Ac| =z et on a x > #7220 + 1.
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Or, vu la Remarque ona |[C|>xz+y—1, cest-a-dire :
[ e e e el
D’ou, on obtient
i 1> |C] > 2 4,
Ceci est une absurdité.

Cas 2 : Supposons que c¢s(C) =n — 1 et [s(C) = m.

Par définition de B¢ (Déﬁnition, tout mot code de B est colonne-isolé. Puisque
¢s(C) = n—1, il existe au moins deux mots codes dans chacune des n—1—y colonnes
restantes : il y a y colonnes contenant exactement un mot code, toutes les autres
colonnes contenant un/des mot(s) code(s) en contiennent donc au moins deux.

Vu le Corollaire il n’existe pas de colonne contenant exactement deux mots
codes u, v tels que u et v sont lignes-isolés. Ainsi, on a |C' N C;| > 3 pour les C; tels
que [CNCj| > 2et CNC; C Ac (par le Corrolaire 2.2). Par la Définition 2.4] p est
le nombre de telles colonnes. Donc on obtient

|[C\Bc| 2 2(n—1—y—p)+3p
& |C\Be| > 2n—2 — 2y +p.

Pour la premiere inégalité, le premier terme provient des colonnes contenant exac-
tement deux sommets, le deuxieme terme celles contenant au moins 3 sommets.
D'ou, il vient |C| > 2n —2 — y + p.
Or, on sait que
2m +2n
IC| < —3 1.
Ainsi, on a
y>2n—2+p41- 2min
sy > > p— 14+ 4n— 2m

De méme, on a |A¢| =z, Is(C) =m, |C\Ac| > 2( —x) et donc |C] > 2m — z.

Ainsi, on a z > 4m— 2”+1 Par allleurs on sait que |C| > x 4+ y — 1, c’est-a-dire :
2m + 2n 2m +2n
e EE =

Ceci impose a p d’étre négatif ou nul. Or, vu la définition de p, il ne peut alors
qu’étre nul.

Ceci nous donne
2m + 2n

| = [3J Cl—zty—1
c’est-a-dire C' = A¢ U Bg.
S’il existe un sommet v € C\ B¢, disons v; € C;, alors, par le Corollaire on a
|C'NC;| > 3. Ceci est absurde car p = 0 donc il n’existe pas de telle colonne. Dés
lors, on a C' = Bg.
Ainsi, tout mot code est ligne-isolé ou colonne-isolé et

m=1s(C) < |C|=|Be| <n—1<m—1.
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Ceci est bien entendu impossible.

— Cas 3 : Supposons des lors que ¢s(C) = n et que [s(C) =m — 1.
En échangeant les roles des lignes et des colonnes du cas précédent, on obtient ¢ = 0

et
{Qm + 2n

—1=|C|==x — 1.

| —1=lCl=a+y

Donc C'= Az U Be.

D’autre part, puisque ¢s(C) = n, il s’ensuit que, comme dans le premier cas, on a
dn —2m dn —2(2n — 1) 5

S AT Am 1=2.
vz g i 3 ti=3

Etant donné que y est un entier, on conclut par le Corollaire que g > 1. Ceci est
absurde puisqu’on a trouvé q¢ = 0.

— Cas 4 : Supposons maintenant que ¢s(C) =n —1 et Is(C) =m — 1.
Par les cas 2 et 3, on a
Yy = 4"7% —1+p
et
T > % —1+q.
Par le Corollaire on sait qu'il n’existe aucun mot code isolé dans C'. Donc il

vient
2m + 2n

3
Ainsi, on a p+ ¢ < 1.
Discutons a présent des valeurs de p et de q.

e Supposons que p = 1 (et donc g = 0). Dans ce cas, on a 1'égalité et C' = AcU Bc.
Supposons qu’il existe un sommet v € B¢, disons v € L;. Puisque ¢ = 0 et qu’il
n’y a pas de mot code isolé, C' contient un autre mot code v dans L; qui n’est
pas colonne-isolé. Mais u ¢ A U Be car il n’est pas colonne-isolé par définition
et il n’est pas ligne-isolé car il est dans L; et v aussi. Ceci est absurde car on a un
sommet de C' qui n’est pas dans Ac U Be. Or, on sait que C' = Ac U Be. Donc
ona Be =0 et C'= Ac. Par ailleurs, puisque p = 1, on conclut que ¢s(C) = 1.
Ceci est absurde car ¢s(C) =n — 1 et n > 6. On a bien I'absurdité attendue.

e En supposant ¢ = 1 et en échangeant les roles de A¢ et B, on obtient ’absurdité
de maniere similaire.

e Supposons que p = g = 0. Puisque p = 0, toute colonne contenant un mot code
ligne-isolé devrait aussi contenir un mot code qui n’est pas ligne-isolé (sinon
p # 0). Par ailleurs, pour couvrir n—1 colonnes et m—1 lignes aussi "rapidement'
que possible sans mot code isolé, il faut environ 2(7”%”_2) mots codes qui sont

tous soit lignes-isolés soit colonnes-isolés (ceci est reflété dans la Figure si on
devait supprimer le sommet dans le coin inférieur droit). Ajouter I'exigence sup-
plémentaire que toute colonne contenant un mot code ligne-isolé doit également

2n +2m
—12|Clzety>—F—+ptg-2
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. . . . , . . 2
contenir un mot code qui n’est pas ligne-isolé nécessiterait plus de ( mots

m+n—2)
3
3
Ainsi, il existe au plus une colonne contenant un mot code ligne-isolé et un mot

{2m+ 2nJ
3

codes. Ceci est bien évidemment impossible étant donné que {MJ —-1>|C|.

code qui n’est pas ligne-isolé afin de garantir |C] < — 1. Il y a donc

une colonne C; telle que A C C; (tous les sommets lignes-isolés sont dans la
méme colonne) et pour un certain r, (r,i) € C'\(A¢ U Be) (un élément du code
qui n’est ni ligne ni colonne-isolé).

De méme, puisque ¢ = 0, s’il existe une ligne contenant un mot code colonne-
isolé, alors cette ligne contient un mot code qui n’est pas colonne-isolé. Puisque
|C\(Ac U Be)| <1, un tel mot code est obligatoirement (r, 7).

Ainsi, on obtient 222 —1 > |C| > m —1+n—2 (on compte les lignes puis les
colonnes en enlevant le sommet déja comptabilisé).

D’ou, on obtient :

2m + 2n

241 -1>2m+n— 3

@QZern

S6>m+n.

Ceci est absurde vu les hypotheses sur m et n.

Donc, vu les différents cas traités, on a

2 2
01> |=5=) -1
o |C’ Z 2m;2n.

En appliquant la Proposition [2.1, montrons que les ensembles suivants sont des codes

2
identifiants de cardinal m+nJ

e Sin+m=0 (mod 3),
soit Dy = {(2i—1,1), (24,9)|1 <i < a}U{(2a+7j,a+2j—-1), (2a+7,a+25)|1 < j < b},
oll @ = 2m=" et b = 2™ montrons que D; est un code identifiant via la Proposi-

_ 3 3

tion 211
€] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
(] [ J [ ] [ ] o [ ]
[ ] ) [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] ) [ ] [ o [ ]
[ ] [ ] €] €] o [ ]
[ ] [ ] [ ] [ (] )

FIGURE 2.27 — Exemple de D; pour K4 X Kg.
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(1) Onal<2<4<5<6,1<1<2<3<6et(2,1),(4,2),(53)€cC.

(2) Chaque sommet est soit ligne-isolé, soit colonne-isolé par construction : ceux du
premier sous-ensemble sont lignes-isolés, ceux du deuxieme sous-ensemble sont
colonnes-isolés.

(3) Toutes les lignes et toutes les colonnes contiennent au moins un élément du code
par construction. Donc Is(C) = m et ¢s(C) = n.

(4) Il n’y a aucun sommet isolé : il y a toujours au moins deux sommets, soit dans
la ligne, soit dans la colonne, par construction.

Donc par la Proposition 2.1} D; est un code identifiant.

De plus, on peut compter le nombre d’éléments de Dy :

2m + QnJ

2 2
]D1]:2a+2b:3(2m—n+2n—m):3(m+n):{ -

2 2
On a donc bien trouvé un code identifiant de cardinal {m;—nJ

Sin+m=2 (mod 3) et m # 2n — 1, on prendra a = 22="=1 et b = 22==1 of

Dy ={(2i — 1,4), (2i,i)|1 < i < a}
U{(2a+j,a+25—1),(2a+ j,a+ 2j)|1 <j < b}
U{(m,n)}.

Montrons que Dj est un code identifiant via la Proposition [2.1]

FIGURE 2.28 — Exemple de Dy pour Kg x Kg.

(1) Onal1<2<4<7<8,1<1<2<4<6et(2,1),(4,2),(7,4) €.

(2) Par construction, chaque sommet est soit ligne-isolé soit colonne-isolé.

(3) Toutes les lignes et toutes les colonnes contiennent au moins un élément du code
par construction. Donc Is(C) = m et ¢s(C) = n.

(4) Le seul sommet isolé est (8,6) = (m,n). [l n’y en a pas d’autre par construction.
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Donc par la Proposition 2.1 D, est un code identifiant.
De plus, on peut compter le nombre d’éléments de D, :

Dy = 2a+2b+ 1

2
:§(Qm—n—1+2n—m—1)+1
_2m+2n—1

3
B 2m +2n + 2

3
2
:§(m—|—n+1)
B {2m+2nJ
= 3 .

2m + 2nJ

On a donc bien trouvé un code identifiant de cardinal { 3

e Sin+m=2 (mod 3) et m =2n — 1, soit
Dy ={(2i — 1,1),(2i,i)]i € [n — 1]} U{(2n — 1,n)}.

Montrons que Ds est un code identifiant via la Proposition [2.1]

FI1GURE 2.29 — Exemple de D3 pour Kj; x Kg.

(1) Onal<2<4<5<1,1<1<2<3<6et(2,1),(4,2),(53)eC.
(2) Par construction, chaque sommet est soit ligne-isolé soit colonne-isolé.
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(3) Toutes les lignes et toutes les colonnes contiennent au moins un élément du code
par construction. Donc Is(C) = m et ¢s(C) = n.

(4) Le seul sommet isolé est (11,6) = (2n — 1,n). Il n'y en a pas d’autre par
construction.

Donc par la Proposition [2.1], D3 est un code identifiant.

De plus, on peut compter le nombre d’éléments de Dj :

D3| =2(n—1)+1=2n—1=m.

Dans ce cas,

{2m—|—2nJ o 2@n—-1)+2n| {4n—2+2nJ
3 N 3 N 3
— {6n—2J = Pn—QJ =2n—1=m.
3 3
On a donc bien trouvé un code identifiant de cardinal {WJ

]

Par ailleurs, on peut également obtenir le résultat suivant. Notons que ce résultat dépend

uniquement du nombre de colonnes du graphe (le nombre de lignes lui étant directement
lié).

Théoréeme 2.4. Pour un entier positif n > 6,
’}/ID(KQn,Q; X Kn) =2n — 4.

Démonstration. Supposons qu’il existe un code identifiant C' de Ky, 5 x K, tel que
|C| < 2n — 5 et montrons que c’est absurde.

Puisque Is(C) > 2n —6 (vu le Lemme Is(C) > m —1), on peut considérer les deux cas
suivants :

— Supposons que [s(C) = 2n — 6. Puisque chaque mot code de A¢ est ligne-isolé (par
définition) et Is(C') = 2n — 6, il existe au moins deux mots codes dans chacune des
2n — 6 — z lignes restantes disjointes de l’ensemble des lignes qui contiennent au
moins un élément de Ax. Cependant, par le Corollaire 2.2] pour toute ligne L; telle
que CNL; C Be, on a |L; N C| > 3. Par définition, g représente le nombre de ces
lignes.

D’ou, il vient

C\Ac| > 2(2n — 6 — 2 — q) + 3¢
(le premier terme car il y a exactement deux éléments dans ce nombre de lignes; le
deuxieéme terme car il a au moins trois éléments dans les lignes restantes)

& |C\A¢| > 4n — 12 — 22 +q.
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D’ou, on obtient alors
|IC|>4n— 12—z +¢q
=2n—-5>4n—-12—x+q
Sr>2n—T+4q.
Vu le Lemme on a cs(C') > n — 1 et chaque mot code de B¢ est colonne-isolé.
Ainsi, il existe au moins deux mots codes de C' dans chacune des n — 1 — y colonnes
restantes disjointes de I’ensemble des colonnes qui contiennent au moins un élément

deBc.
Donc on a
|[C\Bc| > 2(n —1—y)
S|Cl>2n—2—y
=2n—-5>2n—-2—y
Sy > 3.
On a alors

n—5>C|>c+y—1>2n—T7T+q¢q+3—-1>2n—-5+4.

Donc g = 0. De plus, on a I’égalité C' = Ac U Bg.

Or, on a y > 3 et seulement un de ces mots codes colonne-isolé peut étre isolé (i.e.
ligne-isolé aussi). Ainsi, ¢ > 1 car chaque mot code de C' est soit ligne-isolé soit
colonne-isolé. On obtient donc une absurdité puisqu’on avait trouvé g = 0.

Supposons que [s(C') = 2n — 5. Par un argument similaire au cas précédent, on a
|C\Ac| > 2(2n —5 —z)
S |01 >4n - 10—z
=>2n—-5>4n—-10—=x
& x> 2n— 5.

Etant donné qu’on a exactement 2n — 5 lignes contenant des éléments du code

(car Is(C) = 2n — 5) et que le nombre minimum de lignes ne contenant qu'un
seul sommet vaut également 2n — 5 (par définition de x), tous les sommets sont
lignes-isolés. D’ot, on a |C| = 2n — 5 et C = A¢. Et ainsi, on obtient aussi

cs(C) = es(Ag) < 255 +1 =n — 2. En effet, on sait que C' = A¢ et |C] = 2n — 5.
Etant donné qu’on a maximum un seul mot-code qui peut étre a la fois ligne-isolé
et colonne-isolé, on a au moins deux sommets par colonne pour toutes les colonnes
contenant un élément de C', sauf éventuellement une. Ceci peut s’écrire de la maniere
suivante

|C| > 2(es(C) — 1) + 1.

37



CHAPITRE 2. PRODUITS DE GRAPHES

En substituant, on obtient alors 2n — 5 > 2(03(0) ) +1, puis en isolant ¢s(C),
on trouve I'inégalité voulue, i.e. cs(C) = cs(Ag) < 2
n— 1)

Ceci est absurde par le Lemme (car es(C) >
Vu les deux cas traités, il n’existe pas de code identifiant C' tel que |C| < 2n — 5. Ainsi, on
a YIP(Kyp_s x K,,) > 2n — 4.
L’ensemble suivant est, par la Proposition [2.2] un code identifiant de cardinal 2n — 4 :

D ={(2i—1,1),(2i,1)|1 <i <n—4}U{(2n—7,n—3), (2n—T7,n—2), (2n—7,n—1), (2n—6,n)}.

F1GURE 2.30 — Exemple de D pour K; x Kg.

(1) Onal1<2<4<5<7,1<1<2<3<6et(21),(4,2),(53) eC.
(2) Par construction, chaque sommet est soit ligne-isolé soit colonne-isolé.
(3) Iln’y a pas de mot code dans la derniére ligne, par construction. Donc Is(C') = m—1
et cs(C) = n.
(4) 11y a au plus un sommet isolé : (6,6) = (2n —6,n) dans ce cas-ci, par construction.
(5) La ligne contenant des mots codes colonnes-isolés mais pas lignes-isolés contient
trois mots codes.
Donc par la Proposition D est un code identifiant. De plus, on peut compter le nombre
d’éléments de D :
|ID|=2(n—4)+4=2n—-8+4=2n—4.

Il s’agit donc bien d'un code identifiant de cardinal 2n — 4. ]

Enfin, un dernier théoréeme sur le produit direct de deux cliques apparait.

Théoreme 2.5. Soient n et m des entiers positifs tels que 6 < n < m < 2n — 2 et
m#2n—>5. Sin+m=1 (mod 3), alors

2 2
ID(Km % Kn) — "m-‘ .

3
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Démonstration. D’abord, remarquons que

[2m+2nw _2m+2n+1
3 N 3

car 2m + 2n = 2(m +n) = 2 (mod 3).
q . . 2n+2m+1
Supposons qu’il existe un code identifiant C' de K,,, x K, tel que |C| < — s - 1.

Considérons quatre cas (sur base des différentes valeurs que ¢s(C') et Is(C') peuvent prendre)
et montrons que ce n’est pas possible.
— Cas 1 : Supposons que ¢s(C) =n et [s(C) = m.
Par un raisonnement similaire & celui du cas 1 du Théoréme [2.3) on a y > 48=2m+2
et > 4dm=—2n+2
- 3 .
Par ailleurs, on a
ICl>z+y—1
Am—2n+2+4n—2m+2
ez ot onil !
& |C] > =,

Or, on sait que W —1>1C) > zmgﬁ Ceci est absurde.

— Cas 2 : Supposons que cs(C') = n — 1 et Is(C) = m. Par la Notation 2.4, on a
|Bel = y. Onacs(C) = n—1: il existe donc au moins deux mots codes dans chacune
des n — 1 — y colonnes restantes disjointes de I’ensemble des colonnes qui ont au
moins un élément de Bo. Cependant, par le Corollaire , on sait que |[CNC;| >3
pour toute colonne C; telle que C'NC; C Ae. Par définition, p représente le nombre
de ces colonnes. Ainsi, on a

|[C\Bc| 2 2(n—1—y—p)+3p
< |C\Be| > 2n—2 — 2y + p.

D’oti, on obtient |C| > 2n—2—y+p. Or, on a aussi 22427+ —1 > |C| > 2n—2—y+p,
c’est-a-dire
2 2 1
yZZn—Z—l—p—i—l—?ﬂH—gmjL

6n —2n —2m —1

3
4dn —2m — 1

3
+ p.

Sy>p—1+

Ssyzp—1+
dn — 2m — 4

sy >
y= 3

De méme, on a ls(C) = m et x = |A¢| donc |C\A¢| > 2(m—z), d'ou |C| > 2m —z.

39



CHAPITRE 2. PRODUITS DE GRAPHES

C’est-a-dire
2 2 1
n—l—gm—l— —1>2m—x
2 2 1

dm — 2 2
ST > e e .
3
Ainsi, on obtient alors

2 2 1
PR 120z ety
dn —2m — 4+ 4m — 2n + 2
> 3 +p—1
> 2m—|—2n+1+p_2'
3
Donc p < 1.

4An—2m—1 et

Sip =1, on a l’égalité et C = Ac U Be. Dans ce cas, on a alors y = 5

xr= ‘m’gﬂ. De plus, C' contient un mot code isolé, nommons-le v.

Puisque p = 1, il existe une colonne C; telle que Ac\{v} = C' N C;. En effet, par
définition, Ac\{v} représente I'ensemble des mots codes lignes isolés sauf le sommet
v. Celui-ci étant I'unique mot code isolé (i.e. ligne-isolé ET colonne-isolé), Ac\{v}
représente alors I’ensemble des mots codes lignes-isolés mais pas colonnes-isolés.
Par ailleurs, C' N C; nous donne l’ensemble des mots codes lignes-isolés (mais pas
colonnes-isolés) par définition de p : en effet, on a p = 1 donc il n’existe qu’'une seule
colonne contenant au moins deux éléments du code lignes-isolés. Ainsi, on obtient
bien les deux mémes ensembles. D’ou, il vient

es(Ao) = es(Ao\fv}) + es({v}).

Il s’ensuit que cs(A¢g) = 2.
Par ailleurs, on a ¢s(C') = n — 1 donc Be\{v} contient les n — 3 colonnes restantes.
Donc il vient

S4dn—-2m—1—-3=3n-9
Sn—2m=-9+3+1
& n—2m = —5.

Ceci est absurde vu les conditions sur n et m. En effet, par hypothese, on sait que
n < m. Or, vu I'égalité précédente, on sait que n = 2m — 5. Des lors, on obtient

n<m
S2m—-—5<m
= m < b.
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Ceci est absurde par hypothese. On en tire donc que p = 0.

Supposons d’abord que C ne contient pas de mot code isolé. Alors, on a néces-
sairement C' = A U Be. Comme dans le cas 2 du Théoréme [2.3] on obtient une
absurdité.

Ainsi, C' contient un mot code isolé, nommons-le v. Puisque p = 0, toute colonne
contenant un mot code ligne-isolé autre que v contient aussi un mot code qui n’est
pas ligne-isolé. Remarquons que x > W > 5 (vu les conditions sur m et n) et
donc, il existe une colonne C; telle que Ac\{v} C C' N C;.

De plus, il existe un mot code (r,7) qui n’est ni ligne-isolé ni colonne-isolé. Donc on
a C' = AcUBcU{(r,i)} et ainsi y = 42=2m=4,

On a alors cs(A¢) = es(Ac\{v}) + es({v}). Or, on a Ac\{v} C C N C; dou
cs(Ac\{v}) = 1 (une seule colonne contient des éléments du code situés dans
Ac\{v}). Ainsi, on obtient alors cs(A¢) = 2. Par ailleurs, on a aussi ¢s(C) =n —1
donc Be\{v} contient les n — 3 colonnes restantes.

D’ou, on obtient désormais

<S3N—-—9=4n—-2m—4—3
S 2m=n+ 2.

Ceci est absurde vu les conditions sur n et m :

n<m
S2m—2<m
S m < 2.

Ceci est impossible.

— Cas 3 : Supposons que ¢s(C) =n et [s(C) =m — 1.

Puisque |A¢| = 2 et Is(C) = m — 1, il existe au moins deux mots codes dans
chacune des m — 1 — x lignes restantes disjointes de ’ensemble des lignes qui ont
une intersection non vide avec Ac. Cependant, vu le Corollaire , ona|CNL)| >3
pour toute ligne I; telle que C' N L; C Be. Par définition, g représente ce nombre
de lignes. On a alors |C\A¢| > 2(m — 1 — x — q) + 3¢. Donc, il vient

IC|>2m —-2—-2+q¢.
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Or, on a

2n+2m+1

3 —1>|C]>2m—-2—x+¢q

2 2 1

3
om—3—2n—2m—1
ST > 5 +4q
dm — 2n — 4

De méme, puisque ¢s(C') =n et |Be| =y, on a |C\B¢| > 2(n—vy) et |C| > 2n —y.
D’ou, on obtient

2 2 1
n+3m+_122n_y
2 2 1
<:>y24n—zm+2.

Ainsi, on a W_l > 0] > z+y—1> W+q+w_1 > W—H]—Q-
D’ou, on a ¢ < 1.

Supposons d’abord que ¢ = 1.
Alinsi, on a I’égalité ci-dessus, C = Ac U B¢, x = % ety = %3"”2.
De plus, C' contient un mot code isolé, nommons-le v. Puisque ¢ = 1, il existe une
ligne L, telle que Bo\{v} = C'N L;. Donc on a ls(B¢) = ls(Bc\{v}) + ls({v}). Vu
'égalité précédente, il vient ls(Bco\{v}) = Is(C' N L;) = 1. Ainsi, on obtient alors
Is(Bc) = ls(Bco\{v}) + Is({v}) = 2.
D’autre part, on a aussi Is(C) = m — 1 donc Ac\{v} contient les m — 3 lignes
restantes. Alors, on a
dm —2n —1
3
S3dIm—-—9=4m—-2n—-1-3
&S -94+14+3=4m—3m —2n
& —5H=m-—2n
& m=2n—5.

m—3= 1

Ceci est absurde car par hypothese, m # 2n — 5.

Ainsi, on a ¢ = 0.
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e Si C ne contient aucun mot code isolé, alors on a nécessairement C' = Ax U B
et méme C = Ag car ¢ = 0. Puisque ¢s(C) = n et qu'il n’existe pas de mot
code isolé, on a |C| > 2n (on sait qu’il y a un mot code dans chaque colonne,
qu’aucun n’est tout seul dans sa ligne ni dans sa colonne et que C' = Ag).
D’ou, on obtient

2m+2n+1
3
=2m+2n+1—-3 > 6n

S 2m— 2> 4n
Sm—12>2n
S m > 2n + 1.

—1>|C|>2n

Ceci est absurde car par hypothese m < 2n — 2.

e Supposons alors que C' possede un mot code isolé, appelons-le v. Puisque ¢ = 0,

chaque ligne contenant un mot code colonne-isolé autre que v contient aussi un
mot code qui n’est pas colonne-isolé. On a y > 4"‘%"““2 > 4"72(2;172”2 =21
existe donc une ligne L; telle Bo\{v} C C'N L.
De plus, il existe un mot code (l,i) € C N L; qui n'est pas colonne-isolé.
Ainsi, on obtient C' = Ac U Be U {(l,4)} et donc z = #™=22=1 1] s’ensuit que
Is(Be) = Is(Be\{v}) + Is({v}). Or, puisque Bc\{v} € C N L, il vient
Is(Bc\{v}) = 1 (une seule ligne contient des éléments du code situés dans
Bc\{v}). On a alors ls(B¢) = 2. Par ailleurs, on a [s(C') = m — 1 et Ac\{v}
contient les m — 3 lignes restantes. Donc il vient

m_3:4m—2n—4_

3
&3m—9=4m—2n—4—-3
&S —9+4+3=4m —3m —2n
&S —2=m—2n
S m=2n—2.

Dans ce cas, on a, vu précédemment,

42n—2)—2n—4 8n—-8—-2n—4 6n—12

= =2n—4
3 3 3

Tr =

et
y = 2.

Un seul mot code pouvant étre a la fois ligne-isolé et colonne-isolé et vu qu’on
a au moins deux sommets par colonne pour toutes les colonnes contenant un
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élément de C sauf éventuellement une, il vient |C| > 2(es(C) — 1) + 1. Ainsi, on
obtient
IC =]Acl+[Be| +1—-1
=2n—4+2
=2n — 2.
D’ou, il vient
|IC] > 2(cs(C) —1)+ 1
2n -3
=

>es(C)—1
3
<:>n—§+1205(6')
@n—;zcs(C).

On obtient alors n = ¢s(C) < n — 3. Ceci est bien entendu absurde.

— Cas 4 : Supposons que ¢s(C) =n — 1 et Is(C) =m — 1. Par les cas 2 et 3, on a

dn —2m — 4 dm —2n —4
yzf—l-petl‘zfﬂLq‘
Puisqu'on a ¢s(C) = n—1 et Is(C) = m — 1, par le Corollaire 2.3} on sait que C' ne

contient pas de mot code isolé. D’ot1, on obtient

2 2 1 dm —2n —4+4n —2m —4
m+3n+ —1>Cl>z+y> meen g,:n m +p+q
2m+2n+1

On en déduit alors que p 4+ q < 2.

e Supposons que p = 0. Alors, pour chaque colonne C; ot Ac N C; # 0, il existera
un autre mot code dans C; qui n’est pas ligne-isolé ().
Pour garantir le fait que 22£2+L — 1 > |C|, C' contient au moins deux mots
codes tels que (). C’est pourquoi on a cs(A¢) < 2.

Si cs(Ac) = 2, alors on a y = #=21=2 ¢t on obtient
dn —2m — 4
n—1=cs(C)=cs(Ac) +cs(Be) =2+ %

c’est-a-dire
_6+4n—2m—4
N 3
S 3n—3=4n—2m + 2
& —5=n-—2m.

n—1
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Ceci est absurde par hypothese. En effet, ceci nous donne n = 2m — 5 mais par
hypothese n < m. Ainsi, on a

2m —5<m
& m < 5.

D’ou, on obtient une contradiction car par hypothese, m > 6.

On a donc obligatoirement cs(A¢) < 2.

Par ailleurs, z > A‘m’% +q > % (lorsque m =n =6 et ¢ = 0, on a bien % bien
que cela ne respecte pas les conditions initiales sur m et n). Donc C' contient un
mot code qui n’est ni ligne-isolé ni colonne-isolé tel que cs(A¢) = 1. Pour avoir

2mt2ntl — 1 > |Cf, on doit avoir y < #2=2"=% + 1. On remarque encore que
dn —2m — 4
cs(C) = es(Ac) +es(Be) =2+ %

Ceci est absurde, pour les mémes raisons qu’ici plus haut. Donc p # 0.
Supposons & présent que g = 0. Alors pour chaque ligne L; ot Bo N L; # ()
(i.e. chaque ligne contenant un élément du code colonne-isolé), il existe un
autre mot code dans L; qui n’est pas colonne-isolé. Puisque p # 0, C' contient
au plus un tel mot code et, il s’ensuit que Is(Bg) < 1. Par ailleurs, on a
y > W + p > p > 1. Puisque C' ne contient pas de mot code isolé, on
a aussi [s(Bg) = 1. Donc C' contient un mot code qui n’est ni ligne-isolé, ni
colonne-isolé : nommons-le v. On peut deés lors écrire C = Ac U Be U {v}.
Puisque v n’est pas colonne-isolé et p = 1, on a ¢s(A¢) = 2. Ceci implique que
ICl=m—14+n—-3=m+n—4. Ainsi, on a

2m+2n+1

3
S3Im+3n—12<2m+2n+1-3

S m+n < 10.

m+n—4< 1

Ceci est absurde car par hypothese 6 < n < m.

Supposons deés lors que p # 0 et ¢ # 0, c’est-a-dire p = 1 et ¢ = 1 (car p+q < 2).
Dans ce cas, on a alors x > W +lety> W + 1. D’ou, il vient

2 2 1

m+3n+_12|0|2x+y
24m—271—4—;)—471—2771—4_i_l_i_l
22n+23m—|—1_1.

Donc on a I'égalité et C'= Ac U Be.
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Par ailleurs, puisque p = 1 alors on a ¢s(A¢) = 1. Puisque ¢s(C) = n — 1, alors
B¢ contient les n — 2 colonnes restantes. On obtient alors
dn —2m —4

_g_mTamT s
" 3

S3n—6=4n—-2m—4+3
< —-6+4—-3=n-2m
& -5 =n-—2m.

Ceci est absurde pour les mémes raisons que précédemment.
Vu les quatre cas que nous venons de traiter, nous savons désormais qu’il n’existe pas de

code identifiant C' de K, x K, tel que [C] < 22£224L — 1. Donc tout code identifiant C

2 2
de K, x K,, est tel que |C| > [m—i—n :

Nous présentons des lors des codes identifiants afin de montrer que cette borne inférieure
est atteinte grice a la Proposition [2.1]
e Sim # 2n — 2, soit

U{(2a+j+1,a+2j—1),2a+j+1,a+2j)1 <j<b}

R 2m —n — 2 2n—m—+1
oua:ﬁetb:f.

e ° ° ° ° ° ° °

e ° ° ° ° ° ° °

e ° ° ° ° ° ° °

° e ) ) ) ° ° °

° e ) ) ) ° ° °

° ° ® ® ° ° ° °

° ° ° ° ® ° ° °

° ° ° ° ° ° ° ®

FI1GURE 2.31 — Exemple de D; pour Kg x Kg.

(1) Onal<2<4<6<8 1<1<2<3<8et(21),(42),(6,3)€C.
(2) Par construction, chaque sommet est soit ligne-isolé soit colonne-isolé.
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(3) Toutes les lignes et toutes les colonnes contiennent au moins un élément du code
par construction.

(4) Dans notre cas, il n'y a aucun sommet isolé.

Donc par la Proposition 2.1} D; est un code identifiant.

De plus, on peut compter le nombre d’éléments de Dy :

|Dy| =142a+2b
2
:1+§(2m—n—2+2n—m+1)
2
:§(m—|—n—|—2)

_2m—|—2n+1
N 3

B [2m—|—2n"

= 3 )
e Sim = 2n — 2, soit

Dy = {(1, 1)} U{(20,4), (2 + L)l <i<n—2}U{(2n—2,n—1),(2n—2,n)}.

FIGURE 2.32 — Exemple de Dy pour K4 x Kg.
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(1) Onal<2<4<6<l4etl1<1<2<3<8 et (2,1),(4,2),(6,3)cC.
(2) Par construction, chaque sommet est soit ligne-isolé soit colonne-isolé.
(3) Toutes les lignes et toutes les colonnes contiennent au moins un élément du code
par construction.
(4) Dans notre cas, il n’y a aucun sommet isolé.
Donc par la Proposition 2.1} Dy est un code identifiant.
De plus, on peut compter le nombre d’éléments de D, :

1Dyl =14+2(n—2)+2
=14+2n—4+2
=2n—1.

Or, il vient

[2m + 2nw ~[2(2n—2)+2n
3 N 3
B r4n — 4 + QnW
N 3
i 4
= [2n — w
3
=2n — 1.
2 2
On a donc bien un code identifiant de cardinal [m;—nw

]

Au travers de tous ces résultats, nous venons de traiter tous les cas possibles de produit
direct de deux cliques, en fonction de la taille de ces cliques. Dans chaque cas, nous avons
pu trouver le cardinal minimum d’un code identifiant de chacun de ces graphes : nous

remarquons alors qu’en fonction des tailles m et n des cliques considérées nous avons

2m + 2n {2m+2n"

toujours —3 <K,xK,< . L’objectif de cette section est donc atteint.

Rappelons tout de méme que nous nous trouvons ici dans un cas tres particulier et qu’il est
généralement impossible, le probleme est dit difficile, de trouver le cardinal minimum d’un
code identifiant d’un graphe quelconque.
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2.2 Produit cartésien

Dans cette seconde partie concernant les produits de graphes, nous considérons un deuzrieme
produit : le produit cartésien. Comme dans la section précédente, nous espérons pouvoir
trouver le cardinal minimum d’un code identifiant d’un graphe, ce graphe étant le produit
cartésien de deux cliques. Cependant, dans ce cas-ci, nous devons procéder en deux temps :
dans un premier temps, nous allons regarder ce qu’il se passe lorsque nous considérons
deuz cliques de méme taille. Par la suite, nous tenterons d’étendre le résultat obtenu au
produit cartésien de deux cliques de tailles différentes. Nous espérons a nouveau dans ce
cas-ci, obtenir une valeur exacte plutot que des bornes, ce qui n’est pas aisé généralement.

Définition 2.4. Soient deux graphes G; = (Vi, E1) et G = (Va, E5). Le produit cartésien
de G et Go, noté G10G,, est le graphe de I'ensemble des sommets V; x V5 et tel que :
— (z,y)(z,y') € E(G10G,) si et seulement si yy' € E(Gs),
— (z,y)(2,y) € E(G10G,) si et seulement si za’ € E(G),
— (z,y)(@,y) ¢ E(Gi0Gy) siz # 2’ et y # /.

Exemple 2.2.

FIGURE 2.33 — K5L1Kj

Dans le graphe de la Figure [2.33] nous avons représenté les arétes incidentes au sommet
(1,1). Nous remarquons alors que par définition du produit cartésien, deux sommets sont
adjacents s’ils sont situés soit sur la méme ligne, soit sur la méme colonne, en ce qui
concerne le produit cartésien de deux cliques.

Le but est, une fois encore, de définir le cardinal minimum du produit de graphes.
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2.2.1 Cliques de méme taille

Dans un premier temps, regardons les résultats obtenus pour les graphes qui sont les
produits cartésiens de deux cliques de méme taille.

Ce théoreme a été démontré en 2008 par S. GRAVIER, J. MONCEL et A. SEMRI ([12]).

3
Théoréme 2.6. Soit C' un code identifiant minimum de K,0K,. Alors on a |C| = {;J

3n
De plus, sin > 5 est impair, alors il y a un unique code identifiant de cardinal LQJ

(a permutation des lignes et des colonnes pres).

Avant d’entamer la démonstration de ce théoréme, nous devons d’abord introduire quelques
notations, définitions ainsi qu’un lemme.

Nous définissons tout d’abord les lignes et les colonnes de K,[1K,, de la méme maniére que
précédemment, dans la Définition [2.2,

Définition 2.5. Une ligne L, pour z € {1,...,n} de K,00K, est I’ensemble des sommets
{(x,7)]i =1, ...,n}. De méme, une colonne C, pour y € {1,...,n} de K,,K,, est I'ensemble
des sommets {(i,y)|i = 1,...,n}.

Définition 2.6. Une I-ligne est une ligne L, telle que |L, N C| =1 (c’est-a-dire une ligne
contenant exactement un élément du code). Par ailleurs, une 2% -ligne est une ligne L, telle
que |L, N C| > 2 (c’est-a-dire une ligne contenant deux éléments du code ou plus).

Définition 2.7. De méme, une I-colonne est une colonne C, telle que |C, NC| =1 (c’est-
a~dire une colonne contenant exactement un élément du code). Par ailleurs, une 2 -colonne
est une colonne Cy, telle que |C, NC| > 2 (c’est-a-dire une colonne contenant deux éléments
du code ou plus).

Définition 2.8. Un sommet (z,y) € C est un [a, b]-sommet si |L,NC| = a et si |C,NC| = b.
Il y a donc a éléments du code dans la ligne et b éléments du code dans la colonne.

Exemple 2.3. Dans le graphe de la Figure 2.34] les sommets du code sont représentés en
rouge. Dans ce cas, la ligne L3 (resp. la colonne C3) est une 1-ligne (resp. 1-colonne) car
elle ne contient qu’un seul élément du code tandis que la ligne L, (resp. la colonne Cy) est
une 27 -ligne (resp. 2*-colonne) car elle contient deux éléments du code. De plus, le sommet
A est un (1,2)-sommet car la ligne L; ne contient quun seul élément du code tandis que
la colonne (' contient deux éléments du code.
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C1 Co C3 Cy Cs

A L1

@ [ ] [ ] [ [ J
Lo

[ ] () [ J o o
Ls

[ ] [ J () o o
Ly

[ ] () [ J (] [ ]
Ls

Q@ [ J [ J o (]

FI1GURE 2.34 — Exemple

Notation 2.5. Un [, 1]-sommet (resp. [1,+]-sommet) est un [a, b]-sommet tel que a = %
et b=1 (resp. a = 1 et b = %) i.e. un sommet tel que la ligne (resp. colonne) dans laquelle
il se trouve peut contenir un nombre quelconque d’éléments du code mais la colonne (resp.
ligne) dans laquelle il se situe ne contient aucun autre élément du code que lui-méme.

Lemme 2.4. Il n’existe pas deuzx [*,1]-sommets dans la méme ligne. Par symétrie, il
n’existe pas deux [1,%|-sommets dans la méme colonne.

Démonstration. Procédons par l'absurde. Supposons que (1,z) et (1,y) sont deux
[x, 1]-sommets, avec z # y.

FI1GURE 2.35 — Illustration

Ainsi, (1,z) est un [a, 1]-sommet pour un certain a et (1,y) est un [d/, 1]-sommet pour
un certain @’. Donc on a |[C, N C| =1 et |L; N C| = a. De méme, on a |C, NC| =1 et
|L; N C| = . Ainsi, on obtient a = a’. Or, par définition d’un [a, b]-sommet, (1,z) € C et
(1,y) € C. Puisque a = d/, tous les éléments de (1, x) intersectés avec la premiere ligne
sont ceux de I(1,y) intersectés avec la premiére ligne. De plus, on n’a pas d’autre sommet
du code dans chacune des colonnes. Ainsi, on a I(1,x) = I(1,y). Or, on sait que = # vy,
par hypothese, c’est-a-dire (1,z) # (1,y).
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Ceci est absurde car si ces deux sommets sont différents, ils ont forcément des voisinages
fermés intersectés avec le code différents (par la propriété de séparation des codes identi-
fiants). Il n’existe donc pas deux [*, 1]-sommets dans la méme ligne. La démonstration est
analogue pour les colonnes. ]

Nous pouvons dés lors passer d la démonstration du Théoréme [2.0.

3
Théoréme 2.6. Soit C un code identifiant minimum de K,,0K,. Alors on a |C| = {;J

3n
De plus, sin > 5 est impair, alors il y a un unique code identifiant de cardinal LQJ

(a permutation des lignes et des colonnes pres).

Démonstration. Pour rappel, nous numérotons les sommets de K,,[1K,, comme les éléments
d’une matrice.

Soit D = {(z,z)|x = 1,...,n}, la diagonale principale(en orange). Si n est impair, soit
—1
A={n—xz+1La)z=1,.., n }. Sin est pair, soit A={(n—z+ 1,z)lx =1, .., g}

L’ensemble A (en rose) est donc I'ensemble des points situés sur la demi-diagonale inverse
inférieure.

e e o o
e © o o o
e o o o
e o o o o
e © o o o ¢ © o o
e ° ° ° (6} ® L L4 ®
FIGURE 2.36 — D U A avec n impair. FIGURE 2.37 — DU A avec n pair.

3n
Nous allons montrer qu'un code identifiant de cardinal {2J existe (i) et que tous les autres

3n
codes identifiants sont de cardinal supérieur ou égal a LQJ (ii).

(i) Existence.

Montrons que D U A est un code identifiant de K,[JK,, de cardinal 32nJ Dans un

premier temps, montrons que D est dominant. L’ensemble D est dominant car, par
construction, il contient un élément de chaque ligne (et de chaque colonne). De plus,
par construction, un élément d’une ligne (resp. colonne) posséde une aréte commune
avec tous les autres éléments de sa ligne (resp. colonne). La Figure nous donne
un exemple de toutes les arétes présentes dans K3[1K3.
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FIGURE 2.38 — K3[1K3

Ainsi, 'ensemble D U A est également dominant car en ajoutant les sommets de A
a D, les sommets restent "encore plus fortement" connectés entre eux.

Regardons a présent si D U A est séparant. Pour cela, il suffit de vérifier si chaque

paire de sommets (x,y), (a,b) € V(K,OK,) est séparée.

— Sia#xeta#y (resp. b# x et b#y), alors (a,a) € N((a,b))\N((z,y)) (resp.
(b,b) € N((a,b))\N((x,y))) et I[(a,b)] # I[(x,y)]. Le sommet (a,a) sépare donc
les sommets (a, b) et (x,y).
En effet, le sommet (a,a) est a distance un de (a, b) car il est sur la méme ligne
(donc dans le voisinage de (a,b)) mais il est a une distance deux de (z,y) car
a # x et b # y donc il n’est ni sur la méme ligne ni sur la méme colonne. Ainsi,
(a,a) n’est pas dans le voisinage de (x,y). Le méme raisonnement s’applique
pour (b,b).
Deés lors, pour étre dans le voisinage d’un point, il suffit d’étre soit sur la méme
ligne, soit sur la méme colonne. Dans notre cas, on sera toujours a distance un

ou deux.
— i (G,,b) 7& ( 7y)7 on a
e Soit a = b = x : En effet, si a = x, on a obligatoirement b # y car
(a,b) # (z,y) et donc b = x sinon on aurait b # y et b # x (cas précé-
dent).

Dans ce cas, on a (y,y) € N((x,y))\N((a,b)) car a # y et b # y donc on
est a une distance deux. Ainsi, le sommet (y,y) sépare les sommets (z,y) et
(a,b). (Par exemple, sia =b=x =2, (3,3) € N((2,3))\N((2,2)) car (3,3)
est dans la méme colonne que (2,3) mais a distance deux de (2,2)).

e Soit a =y et b=z (avec  # y) : En effet, si a # z, on a forcément a =y
sinon a # x et a # y (cas précédent). En supposant avoir (a,b) # (z,y) et
a =y, deux cas se présentent pour b :
-b# yetdonc b=z (sinon b # y et b # x, cas précédent)
-b=y (on aa=>b=y, symétrie du cas ci-dessus)
Supposons que x < y (on travaille sous la diagonale).

Sil<z< VQZJ’ ona(n+1—xz2)€ N((y,z)\N((z,y)).
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(Par exemple, sin =5, x =2ety=3,ona (h—1+4+2,2) = (4,2) €
N((3,2))\N((2,3)) car (4,2) est dans la méme colonne que (3,2) mais a
distance deux de (2, 3)).

Donc, le sommet (n + 1 — x, x) sépare les sommets (y, x) et (x,y).

[ [ ] [ [ [ ]
(2,3)

[ ] [ ] [ [ ] [ ]
(3,2)

[ J @ [ J [ J [ ]
(4,2)

[ (<] [ [ [ ]

[ ] [ ] [ [ [ ]

FIGURE 2.39 — Exemple

D’autre part, si x > [Z-‘, ona (yyn+1—y) € N((y,z)\N((z,y)). Par
exemple, sin = 5, ¢ =3 ety =4 ,0ona (45+1—-4) = (4,2) €
N((4,3))\N((3,4)) car (4,2) est dans la méme ligne que (4,3) mais a dis-

tance deux de (3,4). Donc, le sommet (y,n+1—y) sépare les sommets (y, )

et (z,y).
[ J [ [ J [ J [
[ ] [ J [ ] [ ] [ J
(3,4)
[ J [ [ J [} [
(42)  (4,3)
[ J [©) [} [ J [
[ ] [ J [ ] [ ] [}

FIGURE 2.40 — Exemple

Ainsi, 'ensemble D U A est séparant car tous les ensembles I(z,y) sont différents
pour chaque sommet (z,y). Puisque D U A est dominant et séparant, il s’agit donc
bel et bien d'un code identifiant de K,[1K,,. De plus, on sait par construction que
DN A=, donc

DU A[= [D] + [A]

-3

(3]
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Nous venons donc de trouver un code identifiant de K,,[1K,, de cardinal fmJ

(ii) Soit C' un code identifiant de K,0K,. Montrons que |C| > r;nJ Remarquons
tout d’abord que si C' est un code identifiant alors I(z,y) # I(u,v) pour tous les
couples (z,y), (u,v) tels que (z,y) # (u,v) par la définition de I (Notation [1.1]).
Par ailleurs, en conséquence du Lemme [2.4] on remarque que si une ligne contient
exactement un sommet (x,y) de C alors les lignes de tous les autres sommets de
C, N C' contiennent au moins deux sommets de C'.

Cy

FIGURE 2.41 — Exemple

En effet, le sommet (z,y) est un [1, «]-sommet donc vu le Lemme [2.4] tous les autres
sommets de C, N C' ne peuvent pas étre des [1,*]-sommets. Puisqu’ils ne peuvent
pas étre tout seul dans leur ligne, il y a forcément au moins deux sommets de C
dans cette ligne.

3n
Lorsque n < 4, le résultat est trivial. En effet, si n = 1, on a {2J = 1 et ainsi

C] > 1.

FIGURE 2.42 - Sin = 1.

3n
Sin =2, ona 2J = 3. Supposons que |C| < 2 et montrons que C' n’est alors pas

un code identifiant.

FIGURE 2.43 — Sin = 2.
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Dans les deux cas, il ne s’agit pas d'un code identifiant car on peut trouver des
sommets avec le méme [ (ensemble des points situés a la fois dans le voisinage
fermé du sommet et dans le code). L’ensemble C' n’est donc pas séparant, ce qui est
impossible pour un code identifiant. Par ailleurs, on peut trouver un code identifiant
de KoK, de taille 3.

FIGURE 2.44 — Code identifiant de K5[JK5.
On obtient alors |C| > 3 comme annoncé.

3n
Sin=3,o0na {QJ = 4. Procédons a nouveau par 'absurde en supposant |C| < 3.

FIGURE 2.45 — Pas séparants.

FIGURE 2.46 — Pas séparant - Pas dominant.

A nouveau, il ne s’agit pas d’un code identifiant car, suivant le choix des éléments
de C, soit celui-ci n’est pas un ensemble dominant, soit il n’est pas séparant. Ceci
contredit la définition d’un code identifiant. Par ailleurs, on peut trouver un code
identifiant de K3[K3 de taille 4.

F1GURE 2.47 — Code identifiant de K3[Kj3.
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On a donc bien |C| > 4 comme attendu.

Les cas triviaux ayant été traités, nous pouvons des lors passer au cas général
i.e. lorsque n > 4. Dans ce cas-ci, plusieurs configurations sont maintenant encore
possibles.

— Cas 1 : Il existe une ligne L, telle que L, NC = (), i.e. une ligne sans élément du
code. Supposons que x = 1 donc qu’il n’y a pas d’élément de C' dans la premiere
ligne. Si u # 1 tel que L, N C = () (i.e. pas d’élément du code dans la ligne u),
alors on a

I(1,v) = I(u,v), Y.

Cy

Ly

FIGURE 2.48 - I(1,v) = I(u,v).

car les éléments qui sont dans le code et dans le voisinage sont forcément dans
la colonne v puisqu’il n’y a pas d’élément du code dans ces deux lignes.

Or, on sait que u # 1 donc (1,v) # (u,v) et vu ce qu'on a déja remarqué précé-
demment, on a alors I(1,v) # I(u,v). Ceci est bien entendu une contradiction.
Ainsi, il y a au moins un élément du code dans chacune des autres lignes.
Supposons avoir un [1,b]-sommet (u,v) ie. (u,v) € C et |L, N C| = 1,
|C,NC| = b. Alors, on a I(1,v) = I(u,v) car il n’y a pas d’élément du code dans
la premiere ligne donc tous les éléments de I(1,v) sont obligatoirement dans
Cy. Or, le sommet (u,v) est un [1, b]-sommet donc tous les éléments de I(u,v)
(autres que (u,v)) sont obligatoirement dans C), aussi. On a donc bien 'égalité.
De plus, on a (1,v) # (u,v) car u # 1 puisqu’il n'y a pas d’élément de C' dans
la premiere ligne. L’égalité I(1,v) = I(u,v) est donc une contradiction.

Ainsi, tous les points du code situés dans le voisinage du sommet (u,v) sont
dans la colonne C,, donc dans le voisinage de (1,v) et il n’y a pas d’autre point
du code dans le voisinage de (1,v). Vu la contradiction, on ne peut pas avoir un
[1,b]-sommet : on a minimum un [2, bJ-sommet.
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Ainsi, vu les deux points précédents, on a au moins deux éléments du code dans
chacune des autres lignes. Ceci nous donne, si n > 4,

3n

Clz2m-1) 2 (2.1)

La premiere inégalité est obtenue en retirant la premiere ligne : on n’a pas d’élé-
ment du code sur cette ligne et au moins deux éléments sur toutes les autres
(= n — 1) lignes. Nous pouvons prouver la deuxiéme inégalité de 1'inéquation

(2.1) de la maniere suivante.

Sin >4 est pair (n = 2k avec k > 2), on a

22k — 1) > 22/{:

sS4k — 2 > 3k
s k> 2.

Sin >4 est impair (n = 2k + 1 avec k > 2), il vient

202k +1—1) > 2(2k+1)

3
&4k > 3k + 5
3
S k> -
2
. . 3n 3n )
Ceci conclut donc le cas 1 : on a bel et bien |C| > 5 > {ZJ De plus, sin >4
3
est impair et si |C] = {;J, alors dans ce cas, on n’est pas dans le cas 1 (car

. an ) 3an . .
dans le cas 1, on vaut au pire ~; mais pas {2J quand n est impair).
Ainsi, dans la suite, on a au moins un élément dans L, N C, Vz. Par symétrie,
on peut supposer qu’il n’y a pas de colonne C, telle que C, N C = 0.

Cas 2 : Supposons qu’il n’y a pas de [1, 1]-sommet, i.e. il n’y a pas de sommet
tout seul dans dans sa ligne et dans sa colonne. Soient n; le nombre de 1-lignes
et de 1-colonnes et ny = 2n—n; (on compte I'ensemble des lignes et des colonnes
et on retire celles ne contenant qu'un seul élément du code). On a n; < ns.

En effet, en associant a chaque 1-ligne L, la colonne C,, telle que (z,y) € L,NC
(c’est-a-dire associer a la ligne L, la colonne dans laquelle se trouve 1’élément
du code qu’elle contient). Puisqu'il n’y a pas de [1,1]-sommet, C, est une 2*-
colonne (par définition d'un [1,1]-sommet). Par le Lemme une colonne C,
ne peut étre associée a deux 1-lignes différentes. On obtient alors une injection.
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Cy
(3<7y La
L
° ° .

FIGURE 2.49 — Illustration.

En effet, on a obligatoirement deux éléments du code dans L.

De maniere similaire, on peut construire une injection de l’ensemble des
1-colonnes vers 'ensemble des 27-lignes. Donc on a bien n; < my puisqu’on
a une injection de ’ensemble des 1-lignes/1-colonnes dans le reste. Par ailleurs,
puisque 11 +mny = 2n, on a aussi ny > n. Ensuite, par double comptage (d’abord
les lignes, puis les colonnes), on a

2|O| Z ni + 2n2
n1 + 2ne

<Ol >
=

car on compte exactement un élément du code dans chacune des
1-lignes/1-colonnes mais il peut y avoir plus de deux éléments dans les
2% -lignes/2"-colonnes.

Des lors, on obtient

En effet, on a

ny + 2ny
cl>———=
R
Ny + Ng + No
2
_2n+n2

2

et ny > n.
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3n
Donc si n est impair, on a |C| > {2J

Or, on a

5]+ 3]

+n—1
=N

2
3 1
29
3n

2

Ainsi, |C| > F;nJ

Ceci conclut le cas 2.

Avant de passer a la suite, nous avons besoin d’introduire un lemme supplémen-
taire (démontré par la suite).
Lemme [2.5] Soit n un entier pair et C' un code identifiant de K,0K,. S'il n’y

n
a pas de [1, 1]-sommet et que |C| = - alors, a permutation des lignes et des

colonnes pres, on a C'= D U A.

Cas 3 : Supposons qu’il existe un [1, 1]-sommet, i.e. un sommet du code tout
seul dans sa ligne et dans sa colonne.

Supposons que (1, 1) est le [1, 1]-sommet. L’ensemble C\{(1, 1)} est le code iden-
tifiant du sous-graphe Gy, induit par {2,...,n} x {2,...,n}. En effet, on a enlevé
le sommet (1,1) qui est a distance deux de tous les autres (ceux de Ga,), on a
donc encore un code identifiant.

Procédons par l'absurde et supposons qu'il existe un [1, 1]-sommet (x,y) dans
Gy ¢ ceci signifie que |L, NC|=1=|C, NC].

Alors, on a

I, 1) = I(1,y) = {(1,1), (z,9)}.

Ceci est absurde car les sommets sont différents et ont le méme voisinage fermé
intersecté avec le code ce qui contredit la propriété de séparation d'un code
identifiant. Il n’y a donc pas de [1, 1]-sommet dans Gs,,, on retombe donc dans
le cas 2 pour G p.
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FIGURE 2.50 — I(z,1) = I(1,y) ={(1,1), (z,v)}.
Si n est impair, on a

| >1+

_3n—1
)

(%)

3(n—1)
2

Si n est pair, on a

- 2
[3n—1
|

~|3n
> )

> 14301 ﬂ

Ceci conclut alors le cas 3. En appliquant ensuite le Lemme sur G, et en
supposant |C'| = @, ona DUA=C".
]

Pour conclure cette section, nous démontrons le Lemme (2.5 utilisé dans le Théoréeme |2.6
précédent.

Lemme 2.5. Soit n un entier pair et C' un code identifiant de K,K,. Sl n’y a pas de

3n
[1,1]-sommet et que |C| = > alors, a permutation des lignes et des colonnes pres, on a

C=DUA.

Démonstration. Cette démonstration se fait dans le cas 2 du Théoreéme [2.6] c’est-a-dire
2n+n 3n
lorsqu’il n’y a pas de [1, 1]-sommet. On sait déja que —;2 =5 On a donc ny = n.

Puisque n; = 2n — ns, on a alors n; = ny = n. Comme on a ni(=n) 1-lignes et 1-colonnes,
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n
on a forcément n 2%-lignes et 2*-colonnes. Or, on sait que |C| = > car on compte les

lignes et les colonnes. D’ou, il vient
2|C| =3n=n+2n.

En effet, les n premiers éléments viennent des 1-lignes et 1-colonnes et les 2n suivants
viennent des 27-lignes et 2%-colonnes. Ainsi, chaque 2*-ligne/2%-colonne (il y en a n)
contient exactement deux éléments de C'. Soit I} (resp. ¢1) le nombre de 1-lignes (resp.1-
colonnes). On a alors

li+c =n.
De plus, on a aussi

= +2(n—c).

3
Ceci implique l; = ¢; car [y +2n—2l; = o c1+2n —2c¢; si, et seulement si, [} = — = ¢;.

n
2
Supposons que Ly, ..., Lz (vesp. Cnyy,...,C,,) sont les 1-lignes (resp. 1-colonnes), quitte a
permuter certaines lignes et/ou colonnes. Puisqu’on n’a pas de [1, 1]-sommet, on a

(z,y) ¢C,Vx€{1,...,g} ot Vy € {g+1,...,n}. (2.2)

FiGURE 2.51 — Illustration de la situation.

En effet, x appartient & une 1-ligne, y appartient a une l-colonne et on n’a pas de [1,1]-
sommet. On sait que x est tout seul sur sa ligne et y est tout seul sur sa colonne : ceci
implique alors que le sommet (x,y) est tout seul sur sa ligne ET sur sa colonne. Puisque les
[1, 1]-sommets sont des éléments du code, (z,y) n’en est pas un. Ainsi, Vy € {5 +1,...,n},
on a

en{ U Lhnc=1 (23

ze{5+1,...,n}
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n

En effet, C, est une 1-colonne et vu la condition , I’élément ne peut étre dans les 3
premieres lignes : il est forcément dans I’ensemble décrit ici plus haut.

Vu la condition [2.2] et le Lemme 2.4] si x € {§ +1,...,n}, la ligne L, est une 2-ligne. De
plus, siy € {§ +1,...,n}, la colonne C, est une 1-colonne. Ainsi, il existe un [2, 1]-sommet
(z,y) et donc (z,y) € C. Vu I'égalité (2.3)), Vo € {§ +1,...,n}, on a

L.n{ U ahncl=1 (2.4)

ye{5+1,...,n}

FiGure 2.52 - |(L,Nn{ U c,hncCl=1

En effet, L, est une 2-ligne et C} est une 1-colonne, donc on trouvera bien un tel élément.

Ainsi, vu les égalités (2.3)) et (2.4), on a
Vr € {g +1,...,n}, (x,x) € C

car c’est le cas pour n’importe quels z et y dans ce cas-la donc en particulier pour (z,x).
De plus, Vo < 7, L, est une 1-ligne. Vu le Lemme , chaque C, (avec y < %, donc une
2"-colonne) contient au moins un élément de C(N{1,..., 5} x {y}). Vu la condition [2.2] si
ona (z,y) € Cetxe{l,.. 5} alorsonaaussiy € {1,.., 5} On peut donc supposer que
(z,2) € C (avec x € {1,..., 5 }). Puisque L, (resp. C,) avec x > 7 (resp. y < %) contient au
moins deux éléments de C, on suppose (n —x+1,7) € C,Vx < 2. Or,onan—r+1> 7
et v < 7. Donc par définition de A, ona A C C.

En conclusion, il suffit de remettre les lignes Lz 4, ..., L,, dans 'ordre pour obtenir A (il
faudrait faire ceci au début de la démonstration).
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Les différentes étapes sont les suivantes :
(1) Ranger les 1-lignes.
(2) Ranger les 2-lignes et modifier pour avoir A.
(3) Ranger les 1-colonnes pour avoir D.
]

Grice a ce théoréeme, nous avons pu prouver qu’un résultat concernant le cardinal minimum
d’un code identifiant du produit cartésien de deux cliques de la méme taille existe. Nous
avions pu développer le méme type de résultat dans la section précédente en ce qui concerne
le produit direct. Dans ce cas, nous avons pu établir un résultat concernant le produit
de cliques en général, celles-ci n’étant pas nécessairement de la méme taille. La question
naturelle qui nous vient alors est : peut-on généraliser le résultat que nous venons d’établir
a propos du produit cartésien de cliques de méme taille au produit cartésien de cliques de
tailles différentes ? Nous tentons de répondre a cette question dans la prochaine section.

2.2.2 Cliques de tailles différentes

Dans la sous-section précédente, nous avons pu trouver le cardinal minimum d’un code
identifiant du produit cartésien de deuz cliques de la méme taille. Comme déja mentionné
précédemment, trouver le cardinal minimum d’un code identifiant d’un graphe est générale-
ment un probléeme difficile au sens de la complexité, c’est pourquoi nous nous concentrons
principalement sur des familles de graphes. FEst-il des lors encore possible de généraliser
le résultat précédent ? Peut-on déterminer facilement le cardinal minimum d’un code iden-
tifiant du produit cartésien de deux cliques de tailles différentes ¢ Nous allons tenter de
répondre a cette question dans cette section.

Pour rappel (Théoréme @), lorsque nous considérons deux cliques de méme taille, nous
obtenons le résultat suivant :

3
Rappel 2.2. Soit C' un code identifiant minimum de K,,0K,,. Alors on a |C| = {;J

Lorsqu’on considere le produit cartésien de deux cliques de tailles différentes, le résultat
suivant apparait :

Théoreme 2.7. Pour2 <n <m, on a

n
= < S0
FP(K,OK) =4 ™ M =
2m—n  stm > 37”
= max{m + V;J ,2m —n}.

Ce théoréme a été prouvé par W. GODDARD et K. WASH en 2013 ([10)]). Avant de pouvoir
démontrer ce théoreme, nous devons introduire quelques définitions et notations qui nous
seront utiles par la suite.
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Définition 2.9. Etant donné un graphe G, son graphe adjoint (ou line graphe) L(G) est
le graphe défini de la facon suivante :

e Chaque sommet de L(G) représente une aréte de G ;
e Deux sommets de L(G) sont adjacents si, et seulement si, les arétes correspondantes
partagent une extrémité commune dans G.

1 (1,2) 2
®
(1,3)
(1,4) 3 (2,5)
(3,4)
4 5
(4,5)
FIGURE 2.53 — Graphe G FIGURE 2.54 — Graphe adjoint L(G)

Grace a cette définition, on en déduit la proposition suivante.

Proposition 2.4. Le graphe K,,[ 1K, est le graphe adjoint de K, ,, ou K,,,, est le graphe
biparti complet.

FIGURE 2.55 — Graphe biparti complet K3

Par construction et définition, le graphe adjoint du graphe biparti complet K35 a la forme
suivante, ce qui nous confirme le résultat affirmé ci-dessus.
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(1,3) (2,3)

FIGURE 2.56 — K300Ky = L(K35)

Vu la proposition précédente, nous allons principalement travailler sur le graphe biparti
K, plutot que sur son graphe adjoint KK, dans cette section. Par définition d'un
graphe adjoint, les sommets de K,,UK, sont devenus les arétes de K,,, : nous devons
donc introduire la notion de "code identifiant pour les arétes”. En effet, pour rappel, la
définition introduite précédemment pour les codes identifiants portait sur les sommets du
graphe.

Rappel 2.3. Un sous-ensemble C' C V', qui est a la fois un code couvrant et un code
séparant du graphe G, est appelé code identifiant de G.
Nous pouvons désormais introduire ’analogue du code identifiant pour les arétes.

Définition 2.10. Un code aréte-identifiant de G est un ensemble D d’arétes tel que pour
chaque aréte e € E(G), le sous-ensemble d’arétes de E incidentes a e est non-vide et
distinct.

Définition 2.11. Un ensemble d’arétes D est dominant pour les arétes si chaque aréte de
G est soit dans D soit incidente a un élément de D.

Grace a ces différentes définitions, nous allons pouvoir obtenir le Théoréme[2.7 énoncé ci-
dessus. Pour y arriver, nous allons introduire deuzx lemmes nous permettant d’obtenir une
borne inférieure pour v'P(K,,0K,) (ou plus exactement pour le cardinal minimum d’un
code aréte-identifiant de K, ). Ensuite, nous construisons un code identifiant qui atteint
cette borne : ceci nous prouve alors qu’il s’agit également d’une borne supérieure.

Définition 2.12. Par ailleurs, puisque K,,,, est le graphe biparti complet, il existe une
partition de son ensemble de sommets en deux sous-ensembles X et Y telle que chaque
sommet de Y est relié par une aréte a chaque sommet de X. Notons X = {x1,...,z,,} et

Y = {yb "'7yn}-
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Lemme 2.6. S¢ un ensemble D dominant pour les arétes de K,,, est un code aréte-

identifiant, alors
(A) dans le sous-graphe H dont ’ensemble des arétes est D, |Ng(S)| > 2 pour tout
ensemble S de deux sommets dans la méme partition.
(B) n’importe quel ensemble T' de deur sommets de chaque partition est incident d au

moins trois arétes de D.

Démonstration. (A) Supposons que 'ensemble S = {z1, 2} a au maximum un voisin
dans H (i.e. |[Ng(S)| < 1). On a alors Ng(S) C {y1}. Alors, I'ensemble D, code
aréte-identifiant, ne sépare pas x1y; et x2y1. En effet, ils ont tous les deux z1y; et xo1;
pour arétes incidentes. Ceci est absurde par définition d'un code aréte-identifiant.

Il vient alors [Ny (S)| > 2.

1

T1Y1 Z2Y1
Z1 Z2

FIGURE 2.57 — Pas séparant.

(B) Supposons que T = {1, x2, y1,y2} est incident & seulement deux arétes de D. Par
la propriété (A), tout ensemble de deux sommets de la méme partition a au moins
deux voisins. Ainsi, les deux arétes forment une correspondance avec T'. Mais, alors,
les deux arétes de T' qui ne sont pas dans D ne sont pas séparées. En effet, deux cas
sont a considérer. Dans le premier cas, la situation se représente comme suit :

2

Y1 Y.
T1Y2
T2Y2
T1Y1
r2Y1
x1 T

2

FIGURE 2.58 — Situation cas 1.
En effet, 'aréte x1y9 a pour voisins x1y; et xoys. Il en est de méme pour 'aréte zoy; .

Ces sommets ne sont donc pas séparés.
Dans le deuxiéme cas, on a la situation suivante :

Y1 Y2
r1Y2
r2Y2
T1Y1
r2Y1
1

X2
FIGURE 2.59 — Situation cas 2.
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En effet, 'aréte z1y; a pour voisins x1ys et xoy;. Il en est de méme pour 'aréte
2oy2. Ces sommets ne sont donc pas séparés. Ceci est encore une fois absurde par
définition de D.

]

Lemme 2.7. Pour des entiers 2 < n < m, un code aréte-identifiant D de K,,, satisfait
n
|D| > max{2m —n,m + bJ }.

Démonstration. Si m = n = 2, vu la propriété (B) du Lemme on a
|D| > 3 = max{4—2,2+1}. Supposons donc que m > 2. Par définition de X et Y, on sait
que Ko =Y UX ={y1, ..., yn} U{x1, ..., 2 }. Soit D un code aréte-identifiant minimum
de K, . Supposons qu'un certain sommet de X soit disjoint de D (i.e. ce sommet n’est
incident & aucune aréte de D), disons x1. Vu la propriété (A) du Lemme , chaque z;
pour 2 < 7 < m est incident a au moins deux arétes de D. D’ou il vient

|D| > 2m — 2 > max{2m —n,m + {ZJ},
comme attendu (car 2 < n < m).
Supposons a présent que chaque sommet de X est incident a une aréte de D. Pour chaque
i € {1,...,m}, on choisit une aréte e; € D incidente & z; € X et soit T' = {e1,...,em},
I'ensemble de ces arétes. Considérons y; € Y. Par la propriété (A) du Lemme appliquée
a chaque paire de sommets dans Np(y;), il existe au plus un sommet dans Nr(y;) qui n’est
pas incident & une aréte de D\T.

Y1 Y2 Y3 Y1 Y2 Y3
T x2 T3 x4 x] x2 x3 T4

FI1GURE 2.60 — Graphes avec et sans I’ensemble T'.

Nous avons représenté ’ensemble T en rouge dans les graphes de la Figure [2.60] ci-dessus.
Ainsi, nous obtenons le résultat suivant

D =T| = Y (dr(y) —1) =m —n.
i=1
En effet, additionner les degrés de chaque sommet y; appartenant au sous-graphe formé

par T revient a compter le nombre d’arétes de T, ¢’est-a-dire m, par construction.

68



2.2. PRODUIT CARTESIEN

Ainsi, il vient des lors
|D| > 2m — n,

car 'ensemble T contient m éléments.
Enfin, il reste & montrer que |D| > m + | %].
Définissons

Y1 = {y € Yy est incident a exactement une aréte de 7'},

Yo = {y € Yy est incident & au moins deux arétes de T'}.

Soient |Yi| = ny et |Y3| = ny. Deux cas sont a envisager.

— Supposons qu’un certain sommet de Y est disjoint de D, notons-le y;. Par le point
(A) du Lemme [2.6| appliqué a 'ensemble {y;,y;} pour chaque y; € Y\{Yo U1}, on
peut dire que D contient au moins 2(n —n; —ny — 1) +ny = 2n—ny — 2ny — 2 arétes
disjointes de T'. En effet, on compte d’abord les y; qui ne sont incidents a aucune
aréte de T' (le calcul se réalise en les prenant tous, puis en retirant ceux incidents
a une aréte de T, ceux incidents a au moins deux arétes de T et enfin en retirant
y1 : on trouve alors n — ny — ng — 1). 1l suffit ensuite d’y appliquer le Lemme
Enfin, on ajoute les y; incidents & exactement une aréte de T' (c’est-a-dire ny, par
définition).

Par cette méme propriété (A) appliquée a une paire de sommets de Np(y;) pour
chaque y; € Ys, on peut également vérifier que D contient au moins ny arétes
disjointes de T'.

Ainsi, on obtient le résultat suivant

2n—n;1 —2n, —2+n 2n —np —ng — 2
|T|+{ 1 2 ﬂ:m+[ 1 2 W
2 2
m —1.
- 2

En effet, par définitions de Y et Y3 (et donc de n; et ny), on remarque que l'on a
n > ny + neo, les sommets y € Y incidents a aucune aréte de T' devant encore étre
pris en compte.

— Supposons a présent que chaque sommet de Y est incident a D. Par la propriété
(B) du Lemme appliquée a {y;,y;} U Nr({vi,y,}) pour chaque y;, y; € Y7, on
a au plus un sommet de Y] non incident a une aréte de D\T'. Par ailleurs, chaque
sommet de Y\{Y; U Ya2} est incident a une aréte de D\T : les sommets de Y] et
Y5 sont incidents a une ou plusieurs arétes de T' par définition, ce qui n’est pas le
cas des sommets de Y\{Y; U Y5} . Or, par hypothese, tous les sommets de Y sont
incidents & D. Ainsi, on obtient bien que les sommets de Y'\{Y; UY5} sont incidents
a une aréte de D\T.

C’est pourquoi 'ensemble D contient au moins (n; — 1)+ (n—ny —ny) =n—ny—1
arétes disjointes de T'. Pour les mémes raisons que précédemment, ’ensemble D
contient au moins ny arétes disjointes de 7.

69



CHAPITRE 2. PRODUITS DE GRAPHES

Ainsi, il vient

D > |T] + ﬂ”‘”

3]

En conclusion, dans tous les cas traités, on a toujours

2—2)—|—n2
2

|D| > max{2m —n,m + BJ 1,
lorsque D est un code aréte-identifiant de K, . O

Par ce résultat, on obtient ainsi une borne inférieure pour le cardinal d’un code aréte-
identifiant de K,,,,. Ceci revient donc a donner une borne inférieure pour fyID(KmDKn).
Nous construisons ci-dessous un code identifiant de cardinal max{2m —n,m + [5|}. Ceci
prouve alors qu’il s’agit également d’un borne supérieure et qu’elle est atteinte. Cette
construction nous permet ainsi de prouver le Théoréeme et de clore cette section.

Construction 2.1. Soit G = K,,,[1K,, avec m > n. Nous allons nous baser sur la construc-
tion effectuée dans le Théoréme 2.6l Définissions les ensembles suivants

A ={(i,1)]1 <i < n} en rouge,
B ={(n+1,i)|1 <i<m—n} en vert,

C={@tn—-i+1))1<i< V;J} en bleu,

X = (6.0, 6.2 [F

] <4 < m} en orange.

3
Remarquons que si m < ;, on a alors X = (). On définit D = AU BUC U X. Il vient

. 3n
alors , si m > o
3n+1

2

|D|:n+m—n+{ZJ+m—[

n 3n+1
=2 —| - 1
m+{2J { 2 W+
—2n—1w

2

]H

:2m+[

=2m —n.
i 3n
D’autre part, si m < = on a
n
Dl =n+m—n+ {J

SN
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FIGURE 2.61 — Exemple : n=9,m=12.

e e
e e
e o

e
e
e
e
e
e
e e hd

FI1GURE 2.62 — Exemple : n=6,m=10.

Si nous parvenons a montrer que D est un code identifiant, nous aurons bien un code
identifiant de K,,[JK,, de cardinal max{2m—n, m+|5]}. Par construction, chaque colonne
et chaque ligne de GG intersectent D. Donc, par définition du produit cartésien, D est un
ensemble dominant. Il reste alors a montrer qu’il est séparant (car un ensemble identifiant
est un ensemble dominant et séparant).
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Soient u = (i,7) et v = (x,y) deux sommets distincts de G. Montrons que D sépare ces
deux sommets. Commencons par considérer I’ensemble A et supposons qu’il ne sépare pas
w et v (sic’est le cas, D sépare automatiquement u et v et est donc séparant). Puisque,par
hypothese, I’ensemble A ne sépare pas les sommets u et v, on a N[u]N A = N[v] N A.

Nous avons deés lors deux cas a considérer :

— Si les ensembles N|u] et N[v] contiennent deux sommets identiques de A, alors on
a forcément ¢ = y et x = j, par définition de A.
Il est des lors aisé de voir que l’ensemble C' sépare nos deux sommets (sur notre
exemple ci-dessous, le sommet ¢ € C' sépare les sommets u et v).

e ®
(x.J) V=(X.y)
) [ ] [}
t
] ]
u=(ij) (i,y)
] ]
]
®
e
]
]
e ] ®

FIGURE 2.63 — Illustration.

— Si les ensembles N[u] et N[v] contiennent un seul sommet de A, alors on a obligatoi-
rement j = y (c’est-a-dire que les sommets u et v sont situés sur la méme colonne)
et i,z € {j} U{n+1,...,m}, par construction.

Si 7 =1, alors C sépare les sommets u et v.
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® ®
u=(i,j)
[}
] [ ]
[}
)
®
V=(X,y)
o ®
]
L]
) ) ®

FIGURE 2.64 — Illustration.

3n

Ainsi, on peut des lors supposer que w, ¢ > n. Dans ce cas, si x, i < =, alors les

sommets u et v sont séparés par I’ensemble B.

e )
e °
e | @
e
e
)
V=(x.y)
e
u=(u).
] ] °

FIGURE 2.65 — Illustration.

D’autre part, si  ou i > 37”, les deux sommets sont séparés par ’ensemble X.
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) °
e °
) °®
°®
®
°®
V=(X,Y)
°®
®
u=(ij)
(<) @ ®

FIGURE 2.66 — Illustration.

Ceci nous permet alors d’affirmer que D est un code identifiant de cardinal
n
max{2m —n,m + {QJ}

et de conclure le Théoreme 2.7
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Chapitre 3

Généralités sur les codes identifiants

3.1 Des codes identifiants... Qui, quand, pourquoi ?

La premiere apparition de la notion de code identifiant remonte a 1998 par CHAKRA-
BARTY, KARPOVSKY et LEVITIN ([2]). Ceux-ci ont introduit les codes identifiants dans le
but de modéliser un probleme d’identification de processeurs défectueux dans des réseaux
multiprocesseurs. En effet, nous pouvons voir les réseaux de processeurs sous forme de
graphes dont les processeurs sont les sommets de telle fagon que chaque processeur soit
apte a tester s’il existe un processeur défectueux dans son voisinage fermé. Des lors, on
travaille en binaire : le processeur renvoie 0 s’il n’existe aucun processeur défectueux dans
son voisinage fermé et il renvoie 1 s’il existe un processeur défaillant dans son voisinage
fermé. Le probleme se résume donc a trouver un sous-ensemble C' de processeurs tel que :
— si tous les processeurs de C' renvoient 0, cela signifie qu’il n’y a pas de défaillance
dans le réseau;
— si au moins un des processeurs de C' renvoie 1, cela signifie qu’il y a un processeur
défaillant. De plus, nous sommes des lors capables de le localiser de maniere unique.
En partant du principe qu’a tout moment il y a au maximum un processeur défectueux,
I’ensemble C' décrit ci-dessus est un code identifiant. En effet, la premiere condition est la
condition de domination : elle nous permet de savoir s’il y a un processeur défectueux ou
non. La deuxiéme condition, quant a elle, nous permet de localiser le processeur défectueux
en question, 8’il y en a un. Effectivement, si plusieurs processeurs renvoient 1 lors du test, il
suffit alors de déterminer I'unique processeur (c¢’est-a-dire 'unique sommet du graphe) dont
I'intersection du voisinage fermé avec ’ensemble C' est égale a I’ensemble de processeurs
ayant répondu 1 lors du test. Cette condition est la condition de séparation. Des lors, on
retrouve donc bien les deux conditions introduites précédemment dans la définition d’un
code identifiant : celui-ci doit étre dominant et séparant.
Le probléme des codes identifiants fait donc partie intégrante des problemes de domination,
déja présents en détail dans la littérature bien avant notamment des 1959 ([16]). De plus,
COHEN, HONKALA, LITSYN et LOBSTEIN donnent beaucoup plus de détails en ce qui
concerne les problemes de domination, également appelés problemes de couvertures ([5]).
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3.2 Quelques variantes

Apres avoir présenté les codes identifiants ci-dessus et leur utilisation, nous présentons
a présent quelques variantes de ceux-ci. En effet, ce sujet a inspiré un bon nombre de
mathématiciens : que se passe-t-il si on regarde les arétes plutot que les sommets ? Peut-on
localiser plusieurs sommets en méme temps? Que peut-on faire dans le cas ou certains
sommets n’ont pas besoin d’étre localisés? Ou encore si on peut aller voir plus loin qu’a
distance 17

Pour tenter de répondre a ces différentes questions, il a fallu développer de nouveaux
concepts. Remarquons cependant que certains de ces concepts existaient déja avant le
concept de code identifiant, datant de 1998 comme nous venons de I'expliquer. Evidemment,
il existe encore d’autres variantes que celles que nous présentons ci-dessous : nous pourrions
par exemple nous placer dans le cas orienté.

3.2.1 Codes r-identifiants et (r, < [)-identifiants

Une premiere fagon d’étendre la notion de code identifiant est de permettre a un capteur de
recevoir un signal non seulement de la part d'un de ses voisins mais également des voisins
de ses voisins et ainsi de suite. Des lors, pour revenir au probleme de I'introduction, nous
ne travaillons plus a distance 1 ou les détecteurs captent les incendies uniquement de la
piece voisine mais a distance r : le détecteur est capable de signaler un incendie se situant
ar "pas".

Ces codes sont appelés codes r-identifiants.

En réalité, un code r-identifiant dans un graphe G est un code identifiant (c’est-a-dire
l-identifiant) dans le graphe G”, la puissance r®®¢ du graphe G.

De méme, nous pouvons trouver des codes permettant de localiser non pas un incendie
mais plusieurs. Ces codes sont appelés les codes (r, < [)-identifiants. Ces codes permettent
de modéliser des problemes ou il y aurait jusqu’a [ incendies (ou [ erreurs) possibles. Dans
ce cas, nous devons définir un ensemble identifiant C' pour chaque ensemble X de taille
inférieure ou égale a [.

Ces variantes ont également été introduites dans 'article fondateur ([2]). De plus, elles ont
largement été étudiées dans la littérature ([6]).

3.2.2 Codes localisateurs-dominateurs

Dans certains cas, il peut étre utile de considérer que certains processeurs ne sont pas
défectueux. Ainsi, il ne parait pas nécessaire de vouloir les localiser. Pour ce faire, nous
utiliserons des lors des codes appelés codes localisateurs-dominateurs. Dans ce cas, soit C'
un sous-ensemble de sommets : C' est un code localisateur-dominateur s’il domine et sépare
tous les sommets qui ne sont pas dans C'. Cette notion a été introduite avant la notion de
code identifiant elle-méme par SLATER et RALL en 1984 ([21], [22]) et a également déja
été largement développée par la suite.
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3.2.3 Codes arétes-identifiants

Dans la Section nous avons déja eu recours aux codes arétes-identifiants (Définition
. En effet, dans cette section, nous avons utilisé ces codes qui se concentrent sur
les arétes du graphe plutét que sur les sommets. De plus, nous avons également montré
qu’il était équivalent de travailler sur le code identifiant d’un graphe et sur le code aréte-
identifiant de son graphe adjoint. Par ailleurs, il existe également des résultats sur certains
graphes en ce qui concerne les codes arétes-identifiants. Nous en présentons quelques-uns.
Tout d’abord, tout comme pour les codes identifiants les sommets, tous les graphes ne
possedent pas nécessairement de code aréte-identifiant. Pour posséder un tel code, un
graphe ne doit pas posséder deux arétes e et f telles que

Si de telles arétes existent, elles sont appelées arétes pendantes. 11 s’agit de 1’équivalent
des sommets jumeauxr dans les codes identifiants pour les sommets. Ainsi, un graphe G
possede un code aréte-identifiant si et seulement si, il ne posseéde pas d’arétes pendantes.
Autrement dit, si le graphe L(G) est sans jumeau.

Par analogie a la Notation , nous notons yFP(@G) la taille du plus petit code aréte-
identifiant d’'un graphe G, s’il existe.

De plus, tout comme pour les codes identifiants les sommets, nous avons des résultats
donnant la taille du plus petit code aréte-identifiant pour des graphes particuliers mais pas
pour n’importe quel graphe.

Par exemple, Aline PARREAU prouve le résultat suivant ([17]).

Théoréme 3.1. Nous avons v*'P(K,,) = [%2] pour n > 3.

Or, par la Section [2.2.2] et en particulier la Proposition [2.4, nous savons que
vPIP(K,,) = ~"P(K,0K,). De plus, nous avons précédemment prouvé que
VP (K,OK,) = [3] = [*%71] (Théoreme [2.6).

Nous venons des lors de trouver une deuxieme facon de démontrer le Théoréme grace
aux codes arétes-identifiants.

3.3 Un peu de complexité

Tout au long de ce travail, nous avons insisté sur le fait que trouver un code identifiant de
taille minimal pour un graphe quelconque n’était pas chose aisée. Il est enfin temps d’en
discuter sérieusement !

Nous supposons des lors que le lecteur possede les notions de bases de théorie de la com-
plexité. Le cours [19] devrait permettre au lecteur de combler certaines lacunes a ce sujet.
Dans la premiere partie, nous avons pu trouver le cardinal minimum que doivent avoir les
codes identifiants de graphes dans des cas particuliers. Cependant, dans un cas général,
trouver le cardinal minimum d’un code identifiant d'un graphe est un probleme dit diffi-
cile : on ne peut donc pas espérer mieux qu’un algorithme d’énumération pour résoudre
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ce probleme dans le cas général. C’est pourquoi nous nous sommes précédemment attar-
dés sur des graphes possédant une structure particuliere : ainsi, nous avons pu trouver
un algorithme plus efficace, c’est-a-dire en temps polynomial par rapport au nombre de
sommets du graphe en question. En effet, étant donné que les classes de graphes que nous
considérons possedent une structure particuliere, nous avons bel et bien un algorithme en
temps polynomial.

Le probleme d’optimisation associé aux codes identifiants est le suivant :

ID-CODE(r,<1) :
Instance : Un graphe G admettant un code (r,< [)-identifiant et un entier k£ > 1.
Question : Existe-t-il un code (r,< l)-identifiant de G de cardinal inférieur ou égal a k7

En 2001, pour 7 = 1 et [ = 1, le résultat suivant a été étudié et prouvé ([4]) :

Théoréeme 3.2. Le probleme ID — CODE est NP — complet.

De plus, en 2003, I. CHARON, O. HUDRY et A. LOBSTEIN démontrent le cas général ([3]) :
Théoréme 3.3. Le probléme ID-CODE(r) est NP — complet, pour r > 1.

Les preuves se font via des réductions au probleme de satisfaisabilité 3 — SAT.

De plus, nous pouvons également noter que le probleme de complexité se rapportant aux
codes arétes-identifiants est également NP — complet. En effet, dans ce cas, le probleme
d’optimisation s’énonce comme suit :

EDGE-IDCODE :
Instance : Un graphe G sans arétes pendantes et un entier k.
Question : Le graphe G possede-t-il un code aréte-identifiant de taille au plus & ?

Dans sa these ([17]), Aline PARREAU démontre que ce probleme est NP — complet en le
réduisant au probleme PLANAR(< 3,3) — SAT qui est une variante du probleme SAT.

Enfin, il est possible de trouver un récapitulatif d’'une grande partie des travaux effectués
en ce qui concerne la complexité de la cardinalité des codes identifiants des graphes dans la
these de Florent FoucaAuD ([§]). Remarquons tout de méme qu’il reste certains problemes
ouverts a ce sujet.

3.4 Bornes

Vu la section précédente, il n’est pas réaliste de donner la taille minimum d’un code iden-
tifiant d’'un graphe de maniere générale. Cependant, nous pouvons quand méme borner le
cardinal d’un code identifiant d'un graphe.

En ce qui concerne la borne supérieure, on doit le résultat a Sylvain GRAVIER et Julien

MonNceL ([11]).
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3.5. A QUOI CA SERT'?

Théoreme 3.4. Soit G un graphe sans jumeaux possédant au moins une aréte. Alors
7P(G) < |V(G) - 1.

De plus, cette borne est serrée : elle est atteinte notamment pour les étoiles K, avec
n > 2.
D’autre part, concernant la borne inférieure, nous avons :

Théoreme 3.5. Soit G un graphe sans jumeaux possédant au moins une aréte. Alors
[log2([V] +1)] < +'P(G).

Une preuve constructive de ce théoreme ainsi que des graphes atteignant cette borne sont
disponibles dans [14].

3.5 A quoi ca sert?

Outre les applications des codes identifiants dans les réseaux de processeurs défectueux et
dans les batiments publics avec des détecteurs d’incendies, on retrouve les codes identifiants
dans de nombreuses autres situations de la vie courante. Nous en présentons les principales
ci-dessous.

3.5.1 Modélisation d’un probléme de localisation par des réseaux
de capteurs

Supposons avoir dispersé un réseau de capteurs au sein d’un batiment. Le but est de pouvoir
localiser les personnes présentes dans ce batiment en temps réel.

Chaque personne se déplagant dans le batiment est supposée munie d'un badge émettant
un signal radio pouvant étre recu par les capteurs. Chaque capteur recouvre une zone,
appelée zone de controle, qui est une partie du batiment telle que si une personne se trouve
dans cette zone, le capteur recevra le signal émis par le badge.

Ainsi, 'ensemble de toutes ces zones de controle des capteurs divise le batiment en diffé-
rents secteurs. L’objectif est alors de localiser un individu grace a ’ensemble des capteurs
recevant le signal radio du badge de I'individu.

A nouveau, pour résoudre ce probléme, nous pouvons utiliser la notion code identifiant :
celui-ci étant formé par ’ensemble des capteurs. En effet, I’ensemble des capteurs recouvre
tout le batiment : il s’agit ainsi d’un code couvrant. Par ailleurs, la condition de séparation
nous permet de discrétiser le batiment en un plus grand nombre de secteurs et ainsi de
donner une localisation plus précise de 'individu.

3.5.2 Probleme de recherche binaire : les jeux de Rényi

Qui d’entre nous n’a jamais joué a "Qui est-ce 7", ne serait-ce que pour passer le temps
lors d’un long trajet en voiture ? Sans le savoir, déja a ce moment-la, nous avons utilisé le
concept de code identifiant !
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CHAPITRE 3. GENERALITES SUR LES CODES IDENTIFIANTS

Prenons ainsi deux joueurs, Paul et Carole. Le premier joueur, Paul, doit deviner une
information connue par le deuxiéme joueur Carole. Dans [7], Christian DEPPE avance que
I'idée des noms de ces joueurs viendrait de Spencer : Paul correspondrait ainsi a Paul
Erdés (mathématicien hongrois, 1913-1996) qui posait toujours beaucoup de questions,
tandis que Carole serait un oracle divin (en effet, Carole et oracle sont des anagrammes)
dont les réponses doivent sans cesse étre vérifiées.

Les questions que Paul posent doivent étre de type binaire : Carole ne peut lui répondre
que par oui ou par non. Par exemple, dans le jeu "Qui est-ce ", nous demandons "Le
personnage a-t-il les cheveuzr bruns ?", "Est-ce un homme ?" mais nous ne pouvons pas
poser la question "Quelle est la couleur de ses yeux ?". Cependant, dans notre jeu, Carole
a le droit de mentir jusqu’a k fois tout au long du jeu (ce qui n’est a priori pas le cas dans
la version originale du "Qui est-ce ¢"), ou k est une constante fixée a 'avance et connue de
nos deux joueurs. Dans ce cas, on parle de jeur de Rényi-Ulam.

Pour modéliser ce type de situation sous forme de graphes et de codes, nous utilisons
généralement les codes identifiants et plus spécialement les codes identifiants adaptatifs.
En effet, nous partons du principe qu’en général, Paul va poser ses questions I'une a la
suite de I’autre en adaptant ses questions aux réponses qu'’il a regues précédemment, comme
dans la plupart des jeux de devinettes. Nous n’entrerons pas dans les détails concernant
les codes adaptatifs dans ce travail. Cependant, des informations complémentaires peuvent
étre consultées ([15]).

3.5.3 Et encore...

Comme énoncé dans les exemples précédents, il existe de nombreux cas d’applications des
codes identifiants dans la vie quotidienne. Cette liste d’exemples n’est bien évidemment
pas exhaustive, nous retrouvons également les codes identifiants dans :

— lanalyse de structures secondaires d’ARN ([15]) ;

— d’autres systemes de détection ([23]) ;
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