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Introduction

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discrétes. Il s’agit d’une
discipline & la jonction entre mathématique et informatique. Un graphe est la donnée d’'un
ensemble de sommets et d’une relation binaire sur cet ensemble. Les éléments de cette
relation sont appelés arétes. Les graphes considérés dans ce travail sont simples, c’est-a-
dire qu'une méme aréte ne peut apparaitre qu’'une fois et que la relation est irréflexive.
Une des premiéres traces de cette théorie est le probleme des sept ponts de Konigsberg,
probléme résolu par Leonhard Euler en 1736. La théorie des graphes permet d’étudier de
nouveaux problémes tels que la marche du cavalier sur 1’échiquier, le probléme du coloriage
de cartes ou celui du trajet le plus court entre deux lieux. Cependant, il faut attendre le
milieu du XX¢ siécle pour qu’émergent les premiers résultats importants. Aujourd’hui, cette
théorie posséde de nombreuses applications dans plusieurs disciplines puisque les graphes
permettent une modélisation de nombreux problémes en les ramenant a 1’étude de som-
mets et d’arétes. Citons notamment les isoméres en chimie, les réseaux de transports et de
communication en sciences sociales, les interactions entre espéces animales en biologie ou
encore la topologie des réseaux, la complexité algorithmique et les protocoles de transferts
en informatique. Actuellement, elle est prisée puisqu’elle permet de modéliser les réseaux
sociaux.

Pour traiter efficacement un probléme modélisé par un graphe, il est nécessaire d’utiliser

une structure de données adaptée, c’est-a-dire une facon d’organiser les données afin de
les traiter plus facilement. Un graphe n’étant qu’une relation entre sommets, une premiére
méthode est de coder cette relation par une matrice, appelée matrice d’adjacence. Lorsque
le graphe considéré est simple, celle-ci est composée de 0 et de 1 représentant respectivement
I’absence et la présence d’une aréte. La matrice d’adjacence n’est pas la seule représentation
possible.
Dans ce travail, nous allons considérer une représentation alternative de l'information,
connue sous le concept de graphe représentable. Un graphe est représentable par mot s’il
existe un mot, c¢’est-a-dire une suite a valeurs dans un ensemble fini dont les éléments sont
appelés lettres ou symboles, tel que deux lettres s’alternent dans le mot si et seulement si
les deux sommets correspondants du graphe sont joints par une aréte. Tout mot de la sorte
est appelé représentant du graphe. On dit que deux lettres x et y s’alternent dans un mot
si, lorsqu’on a supprimé de ce mot les lettres distinctes de x et de y, il n’apparait aucun
facteur xz ni yy. Ainsi, le graphe



» O—0—O

posséde notamment les représentants 432213, 431322, 134143122, 312234, 2341431 mais il
n’est pas représentable par les mots 43213, 221341342, 2213142. Deux notions de mathé-
matiques discrétes se trouvent ainsi liées : la théorie des graphes et la combinatoire des
mots puisque des chaines de symboles et leurs propriétés sont traitées.

La théorie des graphes représentables trouve ses origines dans I’étude du semi-groupe
de Perkins B). Celui-ci est le semi-groupe multiplicatif engendré par les matrices

(o 010 oMo o) oo 2o )

Le probléme du mot consiste a déterminer si deux mots sont équivalents sur B3, autrement
dit si deux produits de matrices de Bj sont égaux. Comme démontré dans l'article [14],
une solution pour résoudre ce probléme est de recourir aux graphes. On traduit alors la
question en un probléme d’isomorphisme de graphes, probléme particuliérement important
en théorie de la complexité, notamment pour le probléme P=NP. En effet, le probléme
de I'isomorphisme de graphes est I’'un des problémes de NP, pour lequel on ne connait ni
d’algorithme en temps polynomial ni de preuve de NP-complétude. Cependant le probléme
peut étre résolu en temps polynomial pour certaines classes de graphes tels que les graphes
planaires et en temps quasi-polynomial pour le cas général.

Une autre utilité des graphes représentables a souligner est qu’un graphe est représentable
si et seulement si il admet une orientation semi-transitive. Or, ces orientations sont une
généralisation des orientations transitives, et donc une généralisation des ordres partiels,
une structure trés importante dans de nombreux contextes.

En outre, les graphes représentables ont une utilité en théorie des graphes puisqu’ils géné-
ralisent des classes de graphes comme les graphes circulaires, les graphes 3-colorables et les
graphes de comparabilité, c’est-a-dire ceux admettant une orientation transitive. Effective-
ment, les graphes circulaires sont les graphes possédant un représentant 2-uniforme, autre-
ment dit, chaque lettre composant le mot posséde exactement deux occurrences, tous les
graphes 3-colorables sont représentables et les graphes de comparabilité sont ceux qui pos-
sedent un représentant de la forme p'---pF ot p* est une permutation pour tout i € {1, ..., k}.
Les graphes possédant de tels représentants sont dit représentables par permutation.

De plus, restreint aux graphes représentables par mot, le probléme de la clique maximale
connu comme NP-complet est résolu en un temps polynomial. Ce probléme peut se formu-
ler de la fagon suivante dans le contexte réel : « Dans un réseau social, on représente les
personnes par des sommets et une aréte lie deux sommets si les personnes se connaissent.
La recherche de la clique maximale consiste & chercher le plus grand sous-ensemble de
personnes qui se connaissent toutes. ». Il est intéressant de pouvoir résoudre ce probléme
en temps polynomial puisqu’il s’agit d’'un probléme d’optimisation possédant un grand



nombre d’applications pratiques dans plusieurs domaines, y compris la recherche d’infor-
mation, l'analyse de la transmission du signal, la théorie de la classification, 1’économie,
la planification et I'ingénierie biomédicale. En outre, d’autres problémes d’optimisation lui
sont étroitement liés, comme la coloration de graphe.

Cependant, si le probléme de la clique maximale est résoluble en temps polynomial
en se restreignant aux graphes représentables par mot, nombreux sont ceux ne possédant
pas de représentant. Parmi ceux qui le sont, certains possédent un représentant évitant un
motif prédéfini. En combinatoire des mots, on étudie généralement 1’évitabilité de motifs

et, en particulier, I’évitabilité de puissances comme des carrés ou des cubes. Ainsi, le mot
de Thue-Morse

0-01

t= lim u"(0) avecu:{O,l}e{O,l}:{ 1510

n—>+00

contient des carrés mais pas de cube. Dans ce travail, I’évitabilité est considérée dans un
sens plus large. On dit qu'un mot évite un motif de longueur au moins 3 s’il n’existe
pas de sous-mot de cette longueur préservant 'ordre apparaissant dans le motif. Ainsi,
un mot w = w!---w™ ne contient pas le motif 123 §’il n’existe pas d’indices i1, 12,3 tels que
1 <iy <ip<iz<metw’ <w? <w®. Ce mémoire a notamment pour but I’'étude des graphes
dont un représentant au moins évite les motifs de longueur 3 formant les permutations de
Ss.

Sergey Kitaev est un chercheur qui a grandement contribué a I’étude des graphes repré-
sentables. Il est 'auteur de la majorité des articles référencés dans ce travail. L’essentiel de
ce mémoire est basé sur les informations résumées dans I'article [10]. Gao et Mandelshtam
apportent également une contribution & ce travail a travers leur article, respectivement [3]
et [I5], en fournissant plusieurs exemples de graphes p-représentables présentés dans ce
mémoire. Certaines démonstrations sont issues de mes réflexions personnelles.

Ce travail se décompose de la fagon suivante :

Dans le premier chapitre, nous introduisons les notions de base de la combinatoire des
mots et de la théorie des graphes. Nous présentons également quelques graphes particuliers
servant d’illustrations dans la suite.

Le deuxiéme chapitre a pour but d’étudier les graphes représentables par mot. A la sec-
tion [2.2] nous montrons quun graphe est représentable par mot si et seulement si il existe
un naturel £ tel qu'un mot k-uniforme représente ce graphe. Pour chacun de ces graphes,
le plus petit naturel satisfaisant cette propriété est appelé le nombre de représentation du
graphe. De plus, nous établissons que ce représentant est 1-uniforme si et seulement si le
graphe considéré est complet et qu’il est 2-uniforme si et seulement si le graphe considéré
est un graphe circulaire. Ensuite, nous trouvons une condition nécessaire et suffisante sur



les graphes possédant un sommet adjacent a tous les autres afin qu’ils soient représen-
tables par mot, a savoir que le graphe induit par ’ensemble des sommets du graphe de
départ excepté le sommet adjacent a tous les autres est représentable par permutation.
Nous prouvons également que les graphes représentables par permutation sont les graphes
de comparabilité. Cette caractéristique permet d’obtenir des graphes non-représentables.
Dans la section nous construisons des graphes non-représentables a partir d’autres
graphes. Aprés une bréve synthése des résultats et des graphes représentables ou non, nous
nous intéressons a la complexité du probléme visant & déterminer si un graphe donné est
représentable. Nous constatons que le probléme dépend du nombre de représentation. Si
celui-ci est supérieur a deux, nous prouvons que le probléme est NP-complet. Cependant,
des serveurs permettant de décider de la satisfaisabilité de formules logiques peuvent étre
utilisés afin de trouver le nombre de représentation d’un graphe. Ensuite, nous prouvons
que, lorsqu’il est restreint aux graphes représentables, le probleme de la clique maximale,
connu pour étre NP-complet, est résoluble en un temps polynomial. Enfin, nous fournis-
sons un exemple de graphe avec un nombre de représentation égal a la partie entiére de la
moitié¢ du nombre de sommets qui le composent.

Dans le troisiéme chapitre, nous introduisons la notion de 7-représentabilité dun graphe,
ou 7 est un motif de longueur au moins 3. Un graphe est dit 7-représentable s’il posseéde
un représentant évitant le motif 7. Ensuite, avant de démontrer des résultats généraux sur
le nombre d’occurrences des lettres dans le 7-représentant, nous montrons que le label des
sommets est important lorsque nous travaillons la 7-représentabilité ainsi que le caractére
héréditaire de celle-ci.

Enfin, le quatriéme et dernier chapitre s’attarde sur les graphes p-représentables, ot
est une permutation de S3. Nous établissons que de tels graphes sont nécessairement des
graphes circulaires, ce qui permet de restreindre ’étude de ces graphes aux graphes ayant
un nombre de représentation inférieur ou égal a 2. Ensuite, nous proposons une construction
de graphes p-représentables grace a I'étude de ses composantes connexes. En guise d’illus-
trations, nous fournissons des exemples de graphes p-représentables ou non. Enfin, nous
démontrons qu’il existe des graphes circulaires qui ne sont pas u-représentables. Ainsi, nous
prouvons qu’étre un graphe circulaire n’implique pas de posséder un représentant évitant
un motif de S3. Nous cléturons par une bréve synthése de ces résultats.



Chapitre 1

Définitions et notions de base

Ce premier chapitre a pour but de définir des notions de base et de fixer des notations
utiles a la compréhension de ce mémoire. Les graphes représentables allient deux domaines
des mathématiques discrétes : la combinatoire des mots et la théorie des graphes. C’est
pourquoi, dans un premier temps, nous exposons les éléments les plus importants concer-
nant les mots et nous illustrons les notions établies. Dans un second temps, les définitions
relatives aux graphes sont introduites et agrémentées d’exemples. Enfin, nous présentons
des graphes connus servant d’illustrations dans les différents résultats démontrés dans la
suite de ce mémoire. Le lecteur trouvera les définitions présentées dans |17, [18].

1.1 Notions de combinatoire des mots

Afin de comprendre les notions utilisées dans ce travail, nous fournissons des définitions
de base issues de la combinatoire des mots.

DEFINITION 1.1.1. Un alphabet A est un ensemble fini d’éléments. Ces éléments sont
appelés lettres ou symboles. Par exemple, A ={b,e, h,i,m,n,o0,p,t} est un alphabet.

Un mot fini est une suite finie de lettres. Le mot ne contenant aucun symbole, ap-
pelé mot vide, se note €. Nous notons Var(w) l'ensemble des lettres constituant le mot
w. Ainsi, les symboles formant le mot w = petitbonhomme correspond a ’aphabet entier :
Var(w) = A.

La longueur d’'un mot fini w est égale au nombre de lettres qui composent ce mot et se
note |w|. Dans notre cas, |w| = 13. De plus, le mot vide est le seul mot de longueur nulle :
le] = 0.

Un sous-mot d’'un mot est une sous-suite de la suite de lettres. Ainsi, le mot pomme
est un sous-mot de w.



CHAPITRE 1 : DEFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

Un facteur f du mot w est un mot apparaissant dans w. Pour toute lettre z d’'un mot
w, on notera x; la 1*¢ instance de x dans w. Le facteur petyity contient deux instances de
la lettre t et une seule des lettres p,e et i.

REMARQUE 1.1.2. Tout facteur d’'un mot en est un sous-mot mais tout sous-mot n’est
pas un facteur. Ainsi, les mots petit et pomme sont des sous-mots de w mais seul le mot
petit en est un facteur.

Le mot miroir du mot w est le mot w’ obtenu en lisant w de droite a gauche. Si
w = wh-w", alors wf = w™-w!'. Dans notre exemple, le mot miroir de w est w?® =
emmohnobtitep.

Enfin, un mot est dit k-uniforme si chaque lettre de ’alphabet apparait exactement k
fois dans ce mot. Ainsi, les mots papa, bonbon et elle sont 2-uniformes sur les alphabets
respectifs {a,p},{b,n,0} et {e,l}.

REMARQUE 1.1.3. L’ordre < est, sauf mention du contraire, ’ordre naturel si ’alphabet
contient des nombres. Dans les autres cas, il est précisé.

1.2 Notions de théorie des graphes

Les graphes représentables combinant des notions de combinatoire des mots et de théo-
rie des graphes, nous définissons et fournissons quelques informations nécessaires sur les
graphes.

DEFINITION 1.2.1. Soit V' un ensemble et soit £ une partie de V' xV (i.e. une relation sur
V). Le graphe G = (V, E) est la donnée du couple (V, F). Les éléments de V' sont appelés
sommets ou noeuds de G. Les éléments de E sont appelés arétes de G.

FIGURE 1.1 — Exemple d’'un graphe G = (V, E)

NoOTATION 1.2.2. Si 'aréte liant le sommet x au sommet y existe, alors on note xy € E.



CHAPITRE 1 : DEFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

REMARQUE 1.2.3. Les graphes considérés sont, sauf mention du contraire, non-orientés,
c’est-a~dire que si xy € E alors yx € E. Dans I'exemple illustré par la FIGURE [I.1] fa € E,
par contre, ce ¢ E.

En outre, les graphes étudiés sont simples, c’est-a-dire qu’une méme aréte ne peut appa-
raitre qu’une fois et que la relation E est irréflexive, autrement dit, pour tout sommet
x eV, l'aréte xx n’existe pas.

Un sous-graphe d'un graphe G = (V, E) est un graphe H = (V' E’) tel que V' ¢V et
E' c E. Le sous-graphe induit par V' est tel que E' = En (V' x V).

Le complémentaire d'un graphe G = (V, E) est le graphe simple compl(G) = (V' E")
tel que V' =V et tel que deux sommets distincts sont adjacents dans G’ si et seulement si
ils ne le sont pas dans G. Le graphe ci-dessous illustre le complémentaire du graphe de la
FicURE [L1l

FIGURE 1.2 — Le complémentaire du graphe G = (V, E)

Le graphe linéaire du graphe G = (V, E') est le graphe avec I’ensemble de sommets E' et
tel que deux sommets sont adjacents si et seulement si les arétes correspondantes dans G
ont un sommet en commun. Il est noté L(G).

2 e-:gea

FIGURE 1.3 — Le graphe linéaire de G = (V, F)

Un graphe est conneze si pour tous sommets x,y € V, il existe des sommets 21, ..., 2
tels que xz1, 2129, ..., Zk-12k, 2kY € E ou xy € E. Le graphe G = (V, E) illustré par la FIGURE
[I.T]n’est pas connexe mais son complémentaire et son graphe linéaire le sont.
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Une composante connexe du graphe G est un sous-graphe connexe maximal, i.e. que
le sous-graphe contient le plus de sommets possibles tout en restant connexe. Ainsi, le
sous-graphe ({a, f,e,d,b,c, s}, F) est une composante connexe du graphe G.

Le degré d'un sommet x d’un graphe est le nombre d’arétes menant a ce sommet. Il est
noté d(x). Dans notre exemple, nous avons d(b) =1 et d(a) = 2.

Soit k € Ny. Un graphe est dit k-régulier si le degré de chaque sommet est k, i.e. Vz e V,
d(z) = k.

Un sommet adjacent au sommet z est un sommet y tel qu’il existe une aréte liant y et
x. Par conséquent, le sommet b posséde un unique sommet adjacent ¢ tandis que a a deux
sommets adjacents : f et s.

Un sommet isolé y est un sommet du graphe de degré nul, i.e. pour tout v € V\{y}, yv ¢
E. Le sommet g est un sommet isolé.

Deux graphes G; = (V;, E;), i = 1,2, sont isomorphes s'il existe une bijection f: V] — V;
telle que

xye By < f(x)f(y) € Es.

1.3 Quelques graphes particuliers

Les notions de base de la théorie des graphes étant introduites, nous présentons des
graphes connus. Ceux-ci serviront d’illustrations dans la suite de ce travail. Afin d’éclaircir
les définitions, un dessin aidant & visualiser est fourni pour chacun d’eux.

Un graphe complet est un graphe tel que tout couple de sommets distincts est relié par
une aréte. Le graphe complet & n sommets est noté K,.

FIGURE 1.4 — Le graphe complet K

REMARQUE 1.3.1. Si n > 2, le graphe complet K, est (n — 1)-régulier.
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Un graphe G = (V, E) est biparti complet si 'ensemble de ses sommets peut étre parti-
tionné en deux ensembles V; et V5 de facon telle que E = V; x Va. Il est noté Kuv, v, -

Gl L
oLA)0

FIGURE 1.5 — Le graphe biparti complet K 3

L’¢toile E; est le graphe biparti complet K ;.
FIGURE 1.6 — Les étoiles Es et Ey

REMARQUE 1.3.2. Dans I'étoile F;, le sommet labélisé ici 0 est de degré j tandis que les
autres noeuds sont de degré 1.

La couronne a 2n sommets est le graphe obtenu a partir du graphe biparti complet
K, n, dont les sommets sont partitionnés en Vi = {A4;,..., A,,} et Vo = {By,..., B,}, et dont
les correspondances parfaites ont été supprimées, i.e. A;B; est une aréte de la couronne si
et seulement si 7 # j. Elle est notée H,,,.

FIGURE 1.7 — La couronne Hy 4

REMARQUE 1.3.3. La couronne f;; est un graphe composé de deux sommets isolés.
Sin > 2, la couronne H, , est un graphe (n —1)-régulier.

9



CHAPITRE 1 : DEFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

Un chemin de longueur k > 1 est une suite ordonnée (e, ...,e;) de k arétes adjacentes
e; = (€1, €;2) joignant les sommets e 1 et ey 2, avec €; 2 = €;41,1 quel que soit ¢ € {1,...,k—1}.

1—2—3
/ N/
5 4
FIGURE 1.8 — Un chemin de longueur 5

Lorsque les sommets sont tous distincts, excepté peut-étre les extrémités e; ; et ey 2 qui

peuvent étre égales, on parle de chemin simple.

1—2—3—4—5—6—7—8—9—10—11 — 12
FIGURE 1.9 — Le chemin simple de longueur 11

L’échelle L,, n > 2, & 2n sommets et 3n — 2 arétes est le graphe constitué de deux

chemins simples z'z?...z" et yly?...y", connectés par les arétes iy’ pour ¢ = 1,...,n. Si
n =1, I’échelle L; est le chemin simple de longueur 1.

FIGURE 1.10 — L’échelle L,

Le cycle a k sommets, k > 2, est le chemin simple de longueur £ dont les extrémités e; ;
et ey 2 sont égales.

FIGURE 1.11 — Le cycle & 5 sommets

REMARQUE 1.3.4. Si le cycle ne comporte que deux sommets, le graphe n’est pas simple.
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CHAPITRE 1 : DEFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

Le graphe roue W, avec j > 3 est le cycle & j sommets auxquels un noeud (j + 1)
connecté aux j autres sommets est ajouté.

FIGURE 1.12 — Les graphes roues W, et W7

Le prisme Pr,, est le graphe constitué¢ de deux cycles z'z2...2™ et y'y?...y", avec n > 2,
connectés par les arétes x'y’ pour i =1,...,n.

NOTATION 1.3.5. Dans la suite, les sommets du prismes sont notés x? =i et y* = 7',

27 37

AN
AN
"

FIGURE 1.13 — Le prisme Pry

Un arbre est un graphe simple, non orienté, connexe. De plus, s’il posséde plus de deux
sommets, le graphe ne doit pas contenir de cycle de plus de deux sommets. Ainsi, le graphe

({a,b},{ab}) est un arbre.
(=)

FIGURE 1.14 — Exemple d'un arbre A

11



CHAPITRE 1 : DEFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

REMARQUE 1.3.6. Lorsqu'un sommet particulier est privilégié dans un arbre, comme le
sommet a dans la figure ci-dessus, ce sommet est appelé la racine de 'arbre. Les sommets
adjacents (ici, b et ¢) sont les enfants de la racine. Les enfants des enfants sont les petits-
enfants et ainsi de suite. Autrement dit, la distance a la racine ordonne les sommets, o il
est entendu, par distance, le nombre de sommet(s) par le(s)quel(s) il faut obligatoirement
passer pour rejoindre la racine.

Un sous-arbre d’'un arbre A = (V. E) est un arbre A’ = (V' E’) tel que V' € V et
E'=En(V/ x V).

FIGURE 1.15 — Un sous-arbre de 'arbre A

Un graphe circulaire G = (V, E) est un graphe dont les sommets peuvent étre associés
aux cordes d’'un cercle de maniére telle que deux cordes a et b s’intersectent si et seulement
siabe E.

® o ‘\

()
© ®

FIGURE 1.16 — Exemple d'un graphe circulaire et d’un cercle avec cordes associées
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Chapitre 2

Graphes représentables par mot

Dans ce chapitre, nous nous attardons sur la notion de graphe représentable par mot,
I'illustrons et montrons I’hérédité du caractére représentable. Ensuite, nous établissons
deux constats servant dans la suite de ce mémoire et concernant des représentants de
graphes. Aprés cela, nous présentons la notion de nombre de représentation d’un graphe
et nous fournissons des exemples. Nous poursuivons avec un critére liant les graphes repré-
sentables par mot et les graphes de comparabilité permettant de prouver qu’il existe des
graphes qui ne sont pas représentables par mot. Puis, nous présentons plusieurs graphes
non-représentables par mot. Aprés une bréve synthése, nous abordons la complexité tem-
porelle pour déterminer la représentabilité d’un graphe et nous proposons une méthode
basée sur des serveurs permettant de décider de la satisfaisabilité de formules logiques afin
de trouver le nombre de représentation. Avant un retour sur le nombre de représentation
ol nous présentons un graphe avec un nombre de représentation égal a la partie entiére de
la moitié du nombre de sommets qui le composent, nous montrons que la restriction aux
graphes représentables permet de résoudre le probléme de la clique maximale en un temps
polynomial.

DEFINITION 2.0.1. Soient w un mot et deux de ses lettres x et y. Les lettres x et y
s’alternent dans w si, lorsqu’on a supprimé de w les lettres distinctes de = et de y, il
n’apparait aucun facteur zzx ni yy.

REMARQUE 2.0.2. Il est équivalent de dire que les lettres = et y s’alternent dans le mot
w si un des cas suivants se présente :

* les deux lettres = et y n’apparaissent respectivement qu’une fois dans w;

» une des deux lettres apparait une fois, I’autre apparait exactement deux fois et le
sous-mot de w formé des occurrences de x et y est de la forme xyx ou yzy;

* les deux lettres apparaissent au moins deux fois et pour tout couple (y;,vi41) (resp.
(zi,7411)), il existe une unique instance de z (resp. y) entre ces deux instances suc-
cessives de y (resp. ).
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CHAPITRE 2 : GRAPHES REPRESENTABLES PAR MOT

DEFINITION 2.0.3. Un graphe G = (V, E) est représentable par mot s'il existe un mot w
sur l'alphabet V' tel que x et y s’alternent dans w si et seulement si xy € E. Tout mot w
de la sorte est appelé représentant du graphe G.

REMARQUE 2.0.4. Si deux lettres = et y apparaissent une unique fois dans un représen-
tant, alors I'aréte xy existe au vu de la remarque [2.0.2]

FIGURE 2.1 — Exemple d'un graphe représentable par mot

Voici plusieurs mots représentant le graphe ci-dessus :
w =432213, w' =22134142, w" = 431322, w'" =134143122.

En effet, la présence consécutive de deux symboles 2 empéche une alternance avec la lettre
2. De plus, entre chaque paire de 1 apparaissant dans le mot doit se trouver une unique
occurrence des lettres 3 et 4 au vu du graphe. L’aréte 34 n’existant pas, le sous-mot composé
des symboles 3 et 4 contient plusieurs 3 consécutifs ou plusieurs 4 consécutifs. Ainsi, les
mots

43213, 221341342, 2213142

ne représentent par le graphe ci-dessus au vu des différentes remarques effectuées. Effecti-
vement, dans le premier mot, les symboles 2 et 1 s’alternent donc conduisent a la présence
de l'aréte 12, dans le deuxiéme, ce sont les lettres 3 et 4 qui impliquent 'existence de
I’aréte 34 et dans le troisieme, seul le symbole 3 se situe entre les deux occurrences de 1
donc I'aréte 14 n’existe pas.

THEOREME 2.0.5. La représentabilité est héréditaire. Autrement dit, si un graphe est
représentable par mot alors tous ses sous-graphes induits le sont.

Démonstration. Notons G = (V, E') un graphe représentable par mot et w son représentant.
Notons H = (V’, E') un de ses sous-graphes induits, c¢’est-a-dire tel que E' = En (V' x V).
En supprimant dans w les lettres de V' \V”’, nous obtenons un représentant de H, appelons-
le w’. Effectivement, le sous-graphe étant induit, nous avons E' = En (V' x V') donc w’
conserve bien les différentes arétes. O

A ce stade, il n’est possible pas d’établir la véracité ou non de la réciproque. Cependant,
grace a divers résultats, nous verrons a la remarque que la réciproque est fausse.
Ainsi, savoir que tous les sous-graphes induits d’un graphe sont représentables n’apporte
pas d’information sur le caractére représentable du graphe lui-méme.
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CHAPITRE 2 : GRAPHES REPRESENTABLES PAR MOT

2.1 A propos du représentant

Dans cette section, nous donnons deux précisions sur les représentants de graphes. Ces
constats sont intéressants a connaitre et relativement évidents.

PROPOSITION 2.1.1. Le mot miroir d’un représentant d’un graphe est un représentant
de ce méme graphe.

Démonstration. Le résultat est évident étant donné que lire le mot de droite a gauche ne
modifie aucune alternance ni n’en crée de nouvelles. O

LEMME 2.1.2. Soit z un sommet d’un graphe G = (V, E) tel que xa,zbe E, ot a,be V.
Soit w un représentant du graphe G contenant au plus deux copies de chaque lettre. Si
ab ¢ E et a et b apparaissent des deuxr cotés de x dans w, alors a et b apparaissent dans
des ordres opposés de chaque coté de x.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde et supposons que a et b apparaissent dans le
méme ordre de chaque coté de x. Alors a et b s’alternent, ce qui est impossible puisque
ab ¢ E et que w représente GG. Donc a et b doivent apparaitre dans des ordres opposés de
chaque coté de x. O

2.2 Le nombre de représentation d’un graphe

Dans cette section, nous introduisons la notion de nombre de représentation d’un
graphe. Ensuite, nous prouvons I'hérédité du caractére représentable par un mot k-uniforme
et nous montrons que le choix du premier symbole du représentant k-uniforme est arbi-
traire. Tous les résultats présentés sont tirés de [12]. Enfin, nous détaillons et/ou illustrons
les graphes avec un nombre de représentation égal a 1, 2 et 3.

Afin de définir le nombre de représentation d’un graphe, nous devons nous assurer de
son sens. Pour cela, il faut constater que chaque graphe représentable en posséde un et
déterminer son unicité.

THEOREME 2.2.1. Un graphe est représentable par mot si et seulement si il existe un
k € Ny tel que le graphe est représentable par un mot k-uniforme.

Démonstration.

La condition suffisante est directe. En effet, si un graphe est représentable par un mot
k-uniforme alors il est en particulier représentable, le mot k-uniforme convenant.

Prouvons maintenant la condition nécessaire. Supposons que le graphe soit représen-
table par un mot noté w. S’il existe un k € Ny tel que le mot est k-uniforme, alors le résultat
est prouvé. Supposons donc que, pour tout k € Ny, le mot n’est pas k-uniforme. Alors, il
suffit d’appliquer le processus décrit ci-aprés jusqu’a 'obtention d’un mot k-uniforme. Afin
de comprendre le processus, nous fournissons son application sur un exemple parallélement
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CHAPITRE 2 : GRAPHES REPRESENTABLES PAR MOT

a sa description. Pour ce faire, considérons le mot w = 4531523252 représentant le graphe

G a cinq sommets représenté ci-apres.

o)
GF—@ W

Description du processus.

Dans ce mot w, une lettre au moins apparait
un nombre maximum de fois, notons ce nombre

k.

Regardons le sous-mot w’ formé a partir des
lettres de w apparaissant moins de k fois.

Notons p(w) le sous-mot de w’ contenant
la premiére occurrence de chaque lettre et
appelons-le la permutation initiale.

Le mot p(w)w contient plus d’occurrences des
lettres n’apparaissant pas k fois dans le mot
w. De plus, le mot p(w)w représente le graphe
G puisque la concaténation de p(w) ne retire
ni n’ajoute d’alternance et donc d’aréte. Sup-
posons avoir une perte ou un ajout de l'aréte
zy. Une des lettres est obligatoirement présente
dans p(w), supposons z. Le symbole y n’est,
quant a lui, pas dans p(w) puisque l'ordre de x
et y dans p(w) est, par construction, le méme
que l'ordre dans w la premiére fois que nous
croisons ces symboles. Par conséquent, si y se
trouve également dans p(w), aréte zy n’est ni
ajoutée ni retirée. Dés lors, le symbole y appa-
rait k fois dans w et  moins de k fois. Si x et y
s’alternent dans w, alors x apparait nécessaire-
ment k-1 fois, entre chaque couple de y consé-
cutifs. En ajoutant p(w), le sous-mot formé par
x et y devient zy,xrys---xyk, ce qui conserve 1’al-
ternance. Supposons désormais que et y ne
s’alternent pas dans w, I’ajout d’un x devant w
ne peut créer une alternance. Par conséquent,
le mot p(w)w représente bien le graphe G.
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[llustration sur 'exemple.

Les lettres avec le plus grand
nombre d’instances sont 2 et 5 et
elles apparaissent trois fois, ainsi

k= 3.

Donc w' = 4313.

Ainsi p(w) = 431.

Le mot p(w)w = 4314531523252 re-
présente effectivement le graphe G
et contient plus d’occurrences des
lettres n’apparaissant pas trois fois
dans w.



CHAPITRE 2 : GRAPHES REPRESENTABLES PAR MOT

Le processus est répété jusqu’a ce que chaque lettre apparaisse le méme nombre de fois,
i.e. k fois. Dans I'exemple, une seconde répétition du processus permet d’obtenir le mot
w' =414314531523252 qui est un représentant 3-uniforme du graphe G. [

Nous venons de montrer qu’un graphe représentable posséde un représentant uniforme.
Le résultat suivant stipule qu’'un graphe possédant un représentant uniforme posséde alors
un représentant uniforme contenant une occurrence supplémentaire de chaque symbole.

THEOREME 2.2.2. Un graphe représentable par un mot k-uniforme, k € Ny, est aussi
représentable par un mot (k + 1)-uniforme. En particulier, pour tout ¢ > k, un graphe
représentable par un mot k-uniforme est représentable par un mot £-uniforme.

Démonstration. Pour passer d’'un mot k-uniforme a un mot (k+1)-uniforme et représentant
le méme graphe, il suffit de concaténer le mot k-uniforme avec la permutation initiale formée
par les lettres du mot. ]

Reprenons I'exemple pour illustrer la démonstration. Nous avons établi que le mot
w' = 414314531523252 représente le graphe G et est 3-uniforme. Il est aisé de vérifier que
le mot w" = 41352414314531523252 en est un représentant 4-uniforme.

Puisqu’un représentant uniforme existe si un graphe est représentable par mot, la défi-
nition du nombre de représentation d'un graphe peut étre énoncée. Elle doit tenir compte
des multiples représentants uniformes possibles.

DEFINITION 2.2.3. Le nombre de représentation d’un graphe est le plus petit naturel k tel
que le graphe soit représentable par un mot k-uniforme. Pour les graphes non-représentables
par mot, posons k = co. L’ensemble des graphes ayant un nombre de représentation égal a
k est noté Ry.

Nous avons prouvé I’hérédité du caractére représentable. En est-il de méme pour la
représentabilité par un mot k-uniforme ? Le théoréme suivant répond a cette interrogation.

THEOREME 2.2.4. La représentabilité par un mot k-uniforme est héréditaire.

Démonstration. Soit w un représentant k-uniforme d’un graphe G et soit H un de ses sous-
graphes induits. Le mot w’ construit dans la démonstration du théoréme [2.0.5| convient
comme représentant k-uniforme du graphe H. En effet, la construction conserve le nombre
d’apparition des symboles dont les sommets correspondants appartiennent au sous-graphe
induit. O]

REMARQUE 2.2.5. On en tire que le nombre de représentation des sous-graphes induits
est au plus égal au nombre de représentation du graphe. Le théoréme précédent n’im-
plique pas que les sous-graphes induits d’un graphe représentable ont le méme nombre de
représentation. Un simple contre-exemple permet de prouver ce constat. Le graphe

O——®
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CHAPITRE 2 : GRAPHES REPRESENTABLES PAR MOT

posséde le représentant 2-uniforme 231213 mais ne peut étre représenté par un mot 1-
uniforme puisque 'aréte 13 n’existe pas. Par conséquent, il appartient a Rs. Le sous-
graphe induit par {1,3} appartient & R, puisque l'aréte 13 n’existe pas et que le mot 3113
le représente. Par contre, le sous-graphe induit par {1,2} admet le représentant 1-uniforme
12 et appartient par conséquent a R;.

2.2.1 Choix du premier symbole du représentant uniforme

Kitaev et Pyatkin ont établi, dans [12], que le choix du premier symbole d’un repré-
sentant k-uniforme d’un graphe est arbitraire. Ce résultat simplifiera les démonstrations
puisque la premiére lettre des représentants uniformes pourra étre supposée connue.

PROPOSITION 2.2.6. Soit w = uv un mot k-uniforme représentant un graphe G, ou les
mots u et v peuvent éventuellement étre vides. Alors le mot w' = vu est aussi un représentant

de G.

Démonstration. Supposons que w contient au moins un symbole z. Si ce n’est pas le cas,
w est le mot vide et, par conséquent, w’ aussi. Ils représentent donc le méme graphe.
Le mot w s’écrit wlzw?aq---wkzwk*! ou les mots w’ peuvent éventuellement étre vides.
Nous avons u = wlwzy--xj_jwt et v = w2r;wit--wkrpwk! ou les mots wit et w2 peuvent
éventuellement étre vides et sont tels que witw’? = w’ pour un j € {1, ..., k+1}. Remarquons
que si j = k + 1, alors nous avons v = w**D2_ Ainsi nous obtenons

w' =vu = wj2xjwj”---wkkak”wlxlwl---xj_lel.
Soit y un symbole distinct de . Si un tel y n’existe pas, alors le résultat est prouvé puisque
w = x1--x) et w' = x1---xx. Montrons que si les symboles x et y sont (resp. ne sont pas)
adjacents dans G alors, ils s’alternent (resp. ne s’alternent pas) dans w’.

Soit y est tel que = et y sont adjacents dans GG. Les lettres x et y s’alternent dans w puisque
w est un représentant du graphe. Autrement dit, y apparait une unique fois dans chaque
w? pour i € {2,....k}. Comme w est k-uniforme, la derniére occurrence de y est soit dans
w!, soit dans wk*1.

Soit y est tel que = et y ne sont pas adjacents dans G. Alors les lettres x et y ne s’alternent
pas dans w’. Raisonnons par ’absurde et supposons qu’elles s’alternent dans w’. Comme
w’ est k-uniforme, le raisonnement précédent peut étre appliqué. Par conséquent, les lettres
x et y s’alternent dans w, d’ott nous obtenons une contradiction.

[
2.2.2 Nombre de représentation : 1

La notion de nombre de représentation d’un graphe représentable introduite, nous étu-
dions les graphes admettant un tel nombre égal a 1. Un seul type de graphe entre dans
cette catégorie.
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CHAPITRE 2 : GRAPHES REPRESENTABLES PAR MOT

R, ou I’ensemble des graphes complets

Si le nombre de représentation vaut un, cela signifie qu’il existe un mot représentant le
graphe et contenant une seule copie de chaque lettre. Par conséquent, tous les sommets du
graphe sont forcément connectés entre eux au vu de la remarque [2.0.4] Les seuls graphes
ayant un nombre de représentation valant un sont donc les graphes complets.

2.2.3 Nombre de représentation : 2

Nous avons établi que seuls les graphes complets admettent un nombre de représentation
égal a 1. Dans cette sous-section, un résultat provenant de [9] montre que le nombre de
représentation des échelles vaut 2 et un exemple issu de [12] prouve qu’il existe des graphes
ayant un nombre de représentation plus grand que deux. Pour finir, nous démontrons
que l'ensemble Rs correspond a l’ensemble des graphes circulaires exceptés les graphes
complets.

THEOREME 2.2.7. Les échelles L,, n >2, ont un nombre de représentation égal a 2.

x! 2 ! 2 3

1 2

Yyl ——y Yt ——y? —

FIGURE 2.2 — Les échelles Ly, Ly et L3

REMARQUE 2.2.8. L’échelle L; n’est pas reprise dans le théoréme puisqu’elle cor-
respond au graphe complet K5. Par conséquent, son nombre de représentation vaut 1.

Démonstration. Le résultat est prouvé par récurrence sur n > 2. Pour le cas de base ou
n = 2, 'échelle Ly posséde le représentant 2-uniforme w' = zly'zly!. Ce mot contient le
facteur y'z'. Ce facteur est substitué dans w' par y?y'z?y?x'z? et nous considérons le
miroir du mot ainsi formé. Le mot obtenu est w? = ylz2xly?z?yty?at. 1l représente ’échelle
L, au vu des alternances des nouveaux symboles x? et y?. De plus, remarquons que w?
contient le facteur y2x2.

De maniére générale, étant donné une représentation 2-uniforme w? du graphe L; et conte-
nant le facteur y’z?, ce facteur est substitué dans w’ par y**lyizi+lyi+lorizi+! et nous consi-
dérons le miroir du mot ainsi formé w**'. Ce mot contient le facteur y**'zi*! et représente
I’échelle L;,; puisque les seules choses a vérifier sont les propriétés d’alternance des lettres
ajoutées x™*! et yi*tl, O

Le théoréeme prouve qu’il existe des graphes possédant un nombre de représentation
supérieur a deux. Ainsi, tous les graphes n’appartiennent pas a Ry U Rs.
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THEOREME 2.2.9. Le graphe G de la FIGURE n’est pas représentable par un mot

2-uniforme.

FIGURE 2.3 — Graphe non-représentable par un mot 2-uniforme

Démonstration. Raisonnons par ’absurde et supposons que G posséde un représentant 2-
uniforme w. Par la proposition [2.2.6) on peut supposer que le mot w commence par le
symbole a. Nécessairement, les sous-mots abab, adad, afaf apparaissent dans w au vu
du graphe. De plus, comme les sommets b,d et f ne sont pas adjacents, on en tire qu’ils
apparaissent dans des ordres opposés de chaque co6té du second a. Nous pouvons donc
supposer voir le sous-mot abdfafdb dans w, quitte & renommer les sommets. Considérons
maintenant deux cas.

Supposons que la lettre h apparait entre les deux instances de d. Comme ’aréte dh n’existe
pas, les deux occurrences de h sont forcément entre les deux occurrences de d. Puisque le
sommet ¢ est adjacent au sommet A, une copie de ¢ doit se trouver entre les deux occurrences
de h. Par conséquent, cette copie est aussi entre les deux occurences de d. Etant donné que
I’aréte cd n’existe pas, la seconde occurrence de ¢ doit également se trouver entre les deux
symboles d. Mais, dans ce cas, les lettres c et b ne s’alternent pas, d’otl nous obtenons une
contradiction.

Ainsi, la lettre h n’apparait pas entre les deux occurrences de d. De plus, comme les
sommets h et a ne sont pas adjacents, les deux copies de la lettre h sont nécessairement
soit avant le premier d, soit apreés le second d. Au vu du graphe, nous savons que le symbole
g doit alterner avec les lettres h et f donc une copie se trouve entre les deux f et I'autre
entre les deux h. Dans ce cas, les symboles g et d s’alternent, d’ot1 nous obtenons une
contradiction. ]

Ro ou ’ensemble des graphes circulaires non complets

Maintenant que nous avons montré qu’il existe des graphes qui n’appartiennent pas
a Ra, essayons de caractériser cet ensemble. Un théoréme issu de [I0] stipule que R,
correspond a l'ensemble des graphes circulaires non complets.

THEOREME 2.2.10. Un graphe G est représentable par mot et posséde un représentant
avec au plus deux copies de chaque lettre si et seulement si G est un graphe circulaire.

20



CHAPITRE 2 : GRAPHES REPRESENTABLES PAR MOT

Démonstration.

Supposons que le graphe G soit circulaire. Par définition, ses sommets peuvent étre
associés aux cordes d'un cercle C' de maniére telle que deux cordes a et b s’intersectent si
et seulement si 'aréte ab existe. Afin de trouver un représentant du graphe G, il suffit de
se placer & un endroit sur le cercle C' et de tourner le long du cercle. A chaque fois qu’une
corde est rencontrée, la lettre de celle-ci est écrite. Comme une corde a deux extrémités,
chaque lettre apparait deux fois et le mot obtenu représente effectivement le graphe G par
définition d’un graphe circulaire.

Supposons désormais avoir un graphe G représentable par mot et possédant un repré-
sentant avec au plus deux copies de chaque lettre. Au vu du processus décrit dans la preuve
du théoréme [2.2.1] ce représentant peut étre supposé 2-uniforme et est noté w. Considérons
un cercle et notons sur son pourtour le mot w. Entre deux lettres identiques, une corde
est tracée et nommée comme ses extrémités. A partir de ce cercle, un graphe circulaire est
obtenu dont w est un représentant par définition. O

Voici un exemple illustrant ce résultat.

Un mot représentant le graphe ci-dessus est donné par
w = abacdbe fecdf.

REMARQUE 2.2.11. Ce théoréme implique que tous les exemples de graphes possédant
un nombre de représentation égal a deux sont des graphes circulaires non complets. En
outre, démontrer qu’un graphe est circulaire permet de conclure qu’il est représentable par
un mot 2-uniforme.

2.2.4 Nombre de représentation : 3

Comme le théoréme le prouve, il existe des graphes qui ne sont pas représentables
par un mot 2-uniforme. C’est notamment le cas du graphe de Petersen et des prismes qui
ne sont pas représentables par un mot 2-uniforme mais le sont par un mot 3-uniforme. Par
conséquent, ils appartiennent a R3. Les preuves sont tirées de [9, [10] 12].
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THEOREME 2.2.12. Le nombre de représentation du graphe de Petersen vaut 3.

FIGURE 2.4 — Le graphe de Petersen

Démonstration.

Commencons par montrer que le graphe de Petersen n’est pas représentable par un
mot 2-uniforme. Pour ce faire, raisonnons par ’absurde et supposons qu’il posséde un re-
présentant 2-uniforme w. Soit x une lettre de w telle que le nombre de lettres entre deux
occurrences de x est minimal. Puisque le graphe de Petersen est 3-régulier, il doit y avoir
exactement trois lettres différentes entre les x. Sinon, une lettre z se situe deux fois entre
les deux occurrences de x puisque d(x) = 3, ce qui contredit la minimalité du nombre de
lettres entre deux occurrences de x. En effet, il y a moins de lettres entre les deux z.

Par symétrie, nous pouvons supposer que z = 1. Au vu de la proposition [2.2.6] nous
pouvons supposer que w commence par 1. Donc, les lettres 3,4 et 6 sont entre les deux
occurrences de 1. Comme les sommets 3,4 et 6 ne sont pas adjacents, nous obtenons
w = 13461w'6w?4w33w?*, ou les mots w! peuvent éventuellement étre vides, pour tout
i€{1,2,3,4}.

Comme le sommet 7 est adjacent au sommet 6 mais pas au sommet 4, la lettre 7 doit
apparaitre dans w! et w?. Similairement, comme le noeud 8 est adjacent au noeud 3 mais
pas au noeud 4, le symbole 8 doit apparaitre dans w? et w*. Par conséquent, les lettres 7
et 8 ne s’alternent pas puisque le sous-mot 7788 apparait dans w. Or, les sommets 7 et 8
sont adjacents, d’olt nous obtenons une contradiction.

Le graphe de Petersen est représentable par un mot 3-uniforme. Par exemple, on vérifie
aisément que le mot

683274152948(10)967385213(10)5649(10)17
convient. 0
Tout comme le graphe de Petersen, les prismes, définis a la page [L1, appartiennent a

Rs.
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THEOREME 2.2.13. Le nombre de représentation des prismes Pr,, n >3, vaut 3.

1 3

N,

17 37 37
\ / 27 47

) \ /

FIGURE 2.5 — Les prismes Prs et Prj

Démonstration.

Soit n > 3. Commencgons par prouver que les prismes Pr, ne sont pas représentables par
un mot 2-uniforme. Raisonnons par I’absurde et supposons que Pr,, posséde un représentant
2-uniforme w. Il existe une lettre x telle qu’aucune autre lettre n’apparait deux fois entre
les deux occurrences de z. Alors, il y a exactement trois lettres entre les deux instances de
x puisque le degré de chaque sommet est trois. Par symétrie, nous pouvons supposer que
x =1. Au vu des propositions et il n’y a que deux cas a considérer.

e Soit n > 4 et soit w de la forme 11'2n1---n---2---1’---. Puisque les arétes nn’ et 1’'n’ existent
dans Pr,, nous savons que w est de la forme 11’2n1---n/---n---2---1’---n’---. Dans ce cas, ’aréte
2n’ existe dans Pr,, au vu du sous mot 11'2nln'n21'n’, ce qui n’est pas le cas lorsque n > 4.
Sin =3, alors w = 11’231---2---3---1'--- puisque 'aréte 23 existe. De plus, puisque les arétes
33" et 1’3" existent mais pas 'aréte 23’, nous savons que w = 11’231---2---3"-+-3---1"---3"---. 1l
reste donc 2’ & placer deux fois pour que w soit un représentant 2-uniforme du prisme Prj.
Or, nous savons que 2’ doit s’alterner uniquement avec les lettres 1’,3’ et 2. Ainsi, nous
obtenons w = 11'2312/23'31'2'3’ mais ce n’est pas un représentant du prisme Prs puisque
les lettres 2’ et 3 s’alternent.

e Soit n > 4 et soit w de la forme 121'n1---n---1’---2---. Puisque les arétes nn’ et 1'n’ existent
dans Pr, et que l'aréte 2n’ n’existe pas dans Pr,, nous savons que w est de la forme
121'n1---n/---n---1’---n'---2---. De plus, les arétes 22’ et 1’2’ existent dans Pr, tandis que
I’aréte 2'n n’existe pas dans Pr,. Par conséquent, nous savons que w est de la forme
121'n1---n'--n---2"---1"--.n'---2---2"-.. Nous constatons cependant que 'aréte 2'n’ existe dans
Pr, au vu du sous mot n'2'n’2’, ce qui n’est pas le cas lorsque n > 4.

Lorsque n = 3, un tel représentant n’existe pas puisque les lettres 2 et 3 doivent s’alterner
mais pas les lettres 3 et 1/, ni les lettres 2 et 1'.

En conclusion, pour tout n > 3, le prisme Pr, n’est pas représentable par un mot 2-
uniforme. Nous en tirons que les prismes Pr,, n > 3, ne peuvent pas étre représentés par
un mot utilisant au plus deux copies de chaque lettre. En effet, le processus décrit au théo-
réme [2.2.1] nous donnerait un mot 2-uniforme représentant le graphe sinon.

23



CHAPITRE 2 : GRAPHES REPRESENTABLES PAR MOT

Il reste & montrer que les prismes possédent un représentant 3-uniforme.

Commencons par établir un résultat utile : Soit G un graphe représentable par un mot
3-uniforme w. Considérons deux symboles x et y s’alternant dans w de maniére telle que
la premiére occurrence de x survient avant la premiére occurrence de y. Le but est de
trouver un mot représentant le graphe G auquel nous avons ajouté deux sommets u et v
et trois arétes xu,uv et vy, autrement dit, nous avons ajouté le chemin simple zuvy. Pour
ce faire, il suffit de substituer, dans w, x1 par ujviz1us et yo par voysusvs. Nous obtenons
un nouveau mot, notons-le w’. Ce mot convient. En effet, si nous supprimons les symboles
u et v de w’, nous obtenons w. Il nous reste donc a vérifier les sommets adjacents a u et
v. Les substitutions effectuées impliquent que u ne pourrait étre adjacent qu’a x et v et le
sommet v qu’a y et u, ce qui est le cas étant donné le sous-mot contenant ces symboles :

UVTUYTVYUVTY.

Constatons, en outre, que le nouveau mot est toujours 3-uniforme.
Considérons le mot 3-uniforme

w? =121'12'21'2'11'22

représentant le cycle de longueur quatre qui est un prisme particulier Prs :

Remarquons que w? contient les facteurs 1,2, et 1525.
Ajoutons le chemin simple 233’2’ en utilisant le résultat établi. Les conditions sont bien
vérifiées pour x = 2 et y = 2’. Nous obtenons le mot 3-uniforme

w? =133'231'12/21'3/2/33'11/22’
satisfaisant les propriétés suivantes pour i =3 :
1. w? contient les facteurs 1yiy et 1575 ;
2. Le sous-mot induit par 1 et ¢ est 1iz1il;
3. Le sous-mot induit par 1’ et ¢’ est ¢/1'1%¢'47'1’.

[térons 'opération en ajoutant le chemin simple i(z + 1)(z + 1)"4' pour i = 3,...,n — 1.
Les conditions pour appliquer le résultat sont, a chaque fois, bien vérifiées pour x =i et
y =1'. Les propriétés ci-dessus restent vérifiées pour tout 7. Le mot w™ obtenu représente
le prisme Pr,, sans les arétes 1n et 1’n’. Pour obtenir le prisme Pr,, il suffit désormais de
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substituer les facteurs 1yn; et 15n} dans w™ par ni1; et nili, respectivement. En effet, au
vu des propriétés 2 et 3, les arétes manquantes 1n et 1'n/ apparaissent et rien d’autre n’est
modifié puisque la propriété 1 informe que les symboles étaient directement a la suite I'un
de 'autre dans w™. O

Le prisme Prs peut également étre représenté par le mot
13'231'12'23'1'2'33'11'22'3.

En trouvant le nombre de représentation de ces graphes, il est établi qu’ils sont repré-
sentables par mot. De plus, tout graphe possédant un prisme Pr,, n > 3, ou le graphe de
Petersen comme sous-graphe induit a un nombre de représentation plus grand ou égal a
trois au vu de la remarque [2.2.5

2.3 Lien avec les graphes de comparabilité

Nous avons démontré qu'un graphe représentable a un nombre de représentation. Des
exemples de graphes représentables ont été fournis en trouvant ce nombre. Cependant,
certains graphes peuvent avoir un nombre de représentation élevé. Dans leur article [7],
Halldorsson et al. prouvent que chaque graphe représentable a n sommets, n > 3, posséde
un représentant 2(n — 2)-uniforme. Dans cette circonstance, il est évident que tous les
cas possibles de mots ne peuvent pas étre testés afin d’en trouver un représentant. C’est
pourquoi il est intéressant de déterminer des graphes représentables grace a de nouveaux
critéres. Dans le cas des graphes possédant un sommet adjacent a tous les autres, nous
démontrons une condition nécessaire et suffisante issue de [12]. Afin de le prouver, quelques
notions supplémentaires sont nécessaires. De plus, nous proposons une alternative a ce
résultat et nous fournissons des exemples de graphes ayant cette caractéristique et étant
représentables par mot.

DEFINITION 2.3.1. Un graphe est représentable par permutation s’il peut étre représenté
par un mot de la forme p'---p* on p’ est une permutation pour tout i € {1,..., k}.

Pour rappel, une permutation de I'ensemble X est une bijection de X dans lui-méme.
Ici, X est un ensemble fini puisque X = {1,..., #V}.

Le graphe

peut étre représenté par le mot 21342341 donc il est représentable par permutation.
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THEOREME 2.3.2. Soit G = (V,E) un graphe avec #V =n et soit x € V un sommet de
degré n— 1. Posons le graphe H = G\{x}. Alors, le graphe G est représentable par mot si
et seulement si le graphe H est représentable par permutation.

Démonstration.

Supposons que le graphe H est représentable par permutation. Soit w = p'p?---p¥ un
de ses représentants, ou pour tout i € {1,...,k}, p’ est une permutation. Alors, le mot
x1ptaop?-xppk représente le graphe G étant donné que d(x) =n - 1.

Supposons que le graphe G est représentable par un mot. Alors, le théoréme[2.2.1|stipule
qu'il existe un k € N tel que ce mot est k-uniforme. Par le théoréme [2.2.2] nous pouvons
supposer que k > 2. La proposition permet d’écrire le mot w

! 1/ k,l

_ 1 2 k-
W =T1p Top~ **Tk-1P ZEp

ol les p’ peuvent éventuellement étre vides. Le mot w’ = p!'p?’---pF~1'p*" convient comme
représentant du graphe H au vu de la construction de H. Etant donné que = est adjacent
a tous les sommets, les pi’ sont des permutations pour tout i = 1,2, ...,k — 1. Pour la méme
raison, p*¥" contiennent chaque lettre au plus une fois. Posons p” = pF=Y\ Var(p*'), c’est-
a-dire que p*” est le mot pF~1" dont on enléve les symboles apparaissant dans p*’. Alors,
pF = pF'p*” est une permutation et le mot w'pk” = pt'p?’.--pF~1'pk représente aussi le graphe
H. En effet, si deux symboles ne s’alternent pas dans w’, alors ils ne peuvent pas s’alterner
dans w’p*”. Supposons que deux symboles y et z s’alternent dans w’, ce qui implique qu’ils
sont adjacents dans le graphe H. Dans ce cas, nous pouvons imaginer avoir y avant z dans
chaque p* pour tout i = 1,2, ...,k — 1. En outre, puisque les sommets y et z sont adjacents
dans H, deux cas se présentent :

Soit le sous-mot yz apparait dans p* et 'ajout de p*” ne modifie pas leur alternance
puisqu’il ne contient pas Var(p*').

Soit le sous-mot yz n’apparait pas dans p*’. Si ni y ni 2z n’appartiennent a Var(p*') alors
l'ajout de p*” ne modifie pas leur alternance puisqu’il conserve l'ordre de pF~1". Si y ou z
appartient a Var(p¥), alors nécessairement c’est y qui est un facteur de p* puisque les
symboles y et z s’alternent dans w’ et que y apparait avant z. Par construction, p*” ne
contient pas Var(pF) donc il contient la lettre z mais pas la lettre y. Par conséquent,
I'ordre y avant z est toujours respecté.

D’oi, le mot w/pk” = pt'p?'---pF~1'pk représente bien le graphe H. Donc H est représentable
par permutation. O

Ainsi, nous savons que le graphe roue Wy, illustré a la FIGURE [[.12] est représentable
par mot puisque le cycle a 4 sommets admet le représentant 13243142.

De plus, la démonstration fournit gratuitement le corollaire suivant.
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COROLLAIRE 2.3.3. Soit G = (V,E) un graphe avec #V =n et soit x € V un sommet de
degré n—1. Posons le graphe H = G\{x}. Soit k € Ny. Alors, le graphe G est représentable
par un mot k-uniforme si et seulement si le graphe H est représentable par un mot constitué
de k permutations.

Nous venons de fournir une condition nécessaire et suffisante pour que certains types
de graphes soient représentables par mot. Cependant, prouver la représentabilité par per-
mutation n’est pas aisé. En effet, remarquons que posséder un représentant k-uniforme
n’implique pas que ce représentant soit composé de k permutations bien que la réciproque
soit vraie. Ainsi, si nous connaissons le nombre de représentation d’un graphe, celui-ci peut
soit étre représenté par k permutations ot k£ est plus grand ou égal au nombre de représen-
tation du graphe, soit ne pas étre représentable par permutation. Dans ces circonstances, il
est fastidieux de tester tous les cas possibles. C’est pourquoi nous donnons une alternative
a la représentabilité par permutation grace a la notion de graphe de comparabilité.

DEFINITION 2.3.4. Une orientation d’un graphe (orienté) est transitive si la relation £
définissant les arétes est transitive, i.e. si la présence des arétes u — v et v — z implique la
présence de 'aréte u — z.

Un graphe non-orienté est un graphe de comparabilité s’il admet une orientation tran-
sitive.

THEOREME 2.3.5. Un graphe est représentable par permutation si et seulement si c’est
un graphe de comparabilité.

Dans la démonstration, nous aurons besoin de la notion de tri topologique. Les infor-
mations sont tirées de [17].

DEFINITION 2.3.6. Soit G = (V, E) un graphe simple orienté. Un tri topologique de G est
une énumération vy, ..., v, des sommets de G tel que si v; - v; dans G, alors 7 < j.

THEOREME 2.3.7. Un graphe simple orienté admet un tri topologique si et seulement si
il est sans cycle.

La preuve de ce théoréme est consultable dans [I7, p. 46-49].

REMARQUE 2.3.8. Il n'y a pas unicité du tri topologique.
A un tri topologique donné correspond une énumération des sommets donc un ordre li-
néaire, ¢’est-a-dire total.

Ci-dessous, nous démontrons le théoréme [2.3.5]

Démonstration.

Soit G un graphe de comparabilité. Par définition, il admet une orientation transitive.
Nous appellerons GO le graphe orienté obtenu. Afin de comprendre la preuve, les étapes
sont illustrées simultanément sur le graphe suivant dont une orientation transitive est
donnée.
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Graphe.

0
O
N

Description du processus.

Le graphe orienté GO ne contient pas de cycle
puisque lorientation est transitive. Par consé-
quent, le théoréme [2.3.7] affirme que le graphe GO
admet un tri topologique. Chaque tri topologique
du graphe fournit une énumération des sommets
donc un ordre linéaire qui correspond & une
permutation pt.

Le mot pl---p* convient comme représentant du
graphe G. En effet, deux lettres s’alternent si et
seulement si elles ont le méme ordre dans chaque
permutation. Ceci est le cas si et seulement si
elles sont comparables dans les ordres linéaires,
c’est-a-dire, si et seulement si les sommets cor-
respondants sont adjacents au vu de l'orientation
transitive qu’admet le graphe.

Orientation transitive.

O
)

[llustration sur I'exemple.

PLp2p3pipiph =
12354[12345(12435
12453[12543|12534.

Supposons désormais avoir un graphe avec p'---p* comme représentant, ou p* est une
permutation pour tout ¢ € {1,...,k}. Chaque permutation correspond & une énumération
des sommets, c’est-a-dire a un tri topologique des sommets du graphe, donc & un ordre

k
linéaire. Considérons U'intersection de ces ordres [ ){(a,b)|a <; b}. L’ordre 1 < 2 est compa-

i=1

tible a chaque p?, contrairement a l'ordre 3 < 5 qui n’est pas respecté dans p*, p® ni pb.

L’intersection de ces ordres donne une orientation
du graphe qui est transitive par construction.

1<2,1<3,1<4,1<5donc
1-2,1-3,1-4,1-5

2 <3, 2<4,2<5 donc
2-3,2-4,2-5

Le corollaire suivant est une conséquence directe du résultat qui vient d’étre établi.
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COROLLAIRE 2.3.9. Tous les graphes bipartis et les couronnes sont représentables par
permutation.

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, il suffit d’utiliser le théoréme précédent et de
trouver une orientation transitive des graphes bipartis et des couronnes. Or, par définition,
I’ensemble des sommets de tels graphes peut étre partitionné en deux ensembles, notons-les
Vi et Va, de telle facon que E = V) x V5, ol E est I'ensemble des arétes. En orientant toutes
les arétes des sommets de I'ensemble V; vers ceux de l’ensemble V5, nous obtenons une
orientation transitive aussi bien des graphes bipartis que des couronnes. On obtient donc
la conclusion. ]

En combinant ce résultat au théoréme [2.3.2) une série de graphes représentables par
mot est obtenue. En effet, il suffit d’ajouter un sommet adjacent & tous les autres sommets.

2.4 Graphes non-représentables

Nous avons établi une condition nécessaire et suffisante afin d’identifier un graphe re-
présentable possédant la caractéristique qu'un de ses sommets au moins est lié & tous les
autres. Cela permet de prouver, a ’aide du graphe roue Wi, qu’il existe des graphes qui ne
sont pas représentables par mot. Ce résultat s’étend aux graphes roues Wy,,,1 pour n > 2 et
est issu de [IT]. Ensuite, nous construisons, sur base de I'article [I3], de nouveaux graphes
non-représentables par mot.

THEOREME 2.4.1. Le graphe roue W5 n’est pas représentable par mot.

@.‘
%

FIGURE 2.6 — Le graphe roue Wi

Démonstration. S’il est établi que le cycle & 5 sommets n’est pas représentable par permu-
tation alors le théoréeme[2.3.2) permet de conclure que le graphe roue n’est pas représentable
par mot. Or, le théoréme affirme que le cycle a 5 sommets n’est pas représentable
par permutation si ce n’est pas un graphe de comparabilité. Pour le prouver, tentons de
donner une orientation aux arétes. Celle-ci doit étre transitive pour avoir un graphe de
comparabilité. Sans perte de généralité, supposons que ’aréte 65 soit orientée 6 — 5. Pour
étre une orientation transitive, I’aréte 54 doit étre orientée 4 - 5 puisque que les sommets
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6 et 4 ne sont pas adjacents. Puisque 'aréte 53 n’existe pas, nous avons 4 — 3. De plus,
comme les sommets 2 et 4 ne sont pas adjacents, nécessairement l'orientation de 'aréte
liant les noeuds 2 et 3 est 2 — 3 afin d’avoir une orientation transitive. Cependant, il n’y a
aucun moyen d’orienter ’aréte 26 dans ce but. En effet, si nous avions 2 — 6, il faudrait que
I’aréte 25 existe, ce qui n’est pas le cas. Donc nous avons 6 — 2, mais les sommets 6 et 3 ne
sont pas adjacents. Ainsi, le cycle & 5 sommets n’est pas un graphe de comparabilité donc
n’est pas représentable par permutation. Il suffit de conclure grace au théoréme 2.3.2 O

THEOREME 2.4.2. Pour n > 2, le graphe roue Ws,,,1 n’est pas représentable par mot.

Démonstration. Soit n > 2. Prouvons que le cycle a 2n + 1 sommets n’est pas un graphe
de comparabilité. En itérant le processus de la preuve précédente, nous arrivons a une
contradiction puisque le cycle est de longueur impaire. Ainsi, le théoréme [2.3.5] affirme que
le cycle a 2n+1 sommets n’est pas représentable par permutation. On en tire que le graphe
roue W, .1 n’est pas représentable par mot grace au théoréme [2.3.2] O

Connaissant désormais des graphes non-représentables par mot, nous pouvons établir
que la réciproque du théoréme[2.0.5]et, par conséquent, celle du théoréme sont fausses.

REMARQUE 2.4.3. Le fait que tous les sous-graphes induits d’un graphe G soient repré-
sentables n’implique pas que le graphe G est représentable. Il suffit, pour le prouver, de
trouver un exemple. Nous venons de voir que le graphe roue W5 n’est pas représentable.
Or, tous ses sous-graphes induits le sont. En effet, commencons par retirer un sommet. Si
ce sommet est le sommet central 1, le cycle & 5 sommets est obtenu, or il est représentable
par le mot 56453423. Si ce sommet est un autre, supposons 6 sans perte de généralité, le
mot 54153421 convient comme représentant. Si plus d’un sommet est retiré au graphe roue
W5, nécessairement un sous-graphe induit d’'un des deux sous-graphes induits dont nous
venons de parler est obtenu. Or, le théoréeme [2.0.5| stipule qu’ils sont représentables. Il est
évident qu’il en va de méme pour la représentabilité par un mot k-uniforme. En effet, grace
aux théorémes et[2.2.2] nous savons qu’il existe un naturel k tel que des représentants
k-uniformes des sous-graphes induits du graphe roue Wj existent. Or, nous venons d’établir
que le graphe roue n’est pas représentable par mot donc il ne peut pas étre représentable
par un mot k-uniforme.

Sachant désormais qu’il existe des graphes qui ne sont pas représentables par mot,
nous allons créer, a partir d’'un graphe quelconque, un graphe non-représentable. Cela est
possible pour certains graphes, comme stipulé par le théoréme [2.4.7 provenant de I’article
[13], en itérant quatre fois l'application de graphe linéaire L4(G) = L(L(L(L(G)))) ou
L(G) est défini a la page [7} Cependant, pour certains graphes, moins de quatre itérations
sont suffisantes. Par exemple, en ce qui concernent les graphes complets K,,, avec n > 5, et
les graphes roues W,,, avec n > 4, une seule application du graphe linéaire suffit & obtenir
un graphe non-représentable. Commencons par établir ces deux derniers résultats.

THEOREME 2.4.4. Soit n > 5. Pour le graphe complet K,,, le graphe linéaire L(K,) est
non-représentable par mot.
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FIGURE 2.7 — Le graphe complet K3 et son graphe linéaire L(K3)

Démonstration. Etant donné que Kj est un sous-graphe de K, pour tout n > 5, L(K,)
contient le sous-graphe L(K5). Il suffit donc de prouver le résultat pour n = 5.
Raisonnons par 'absurde et supposons avoir w un représentant de L(K5) dont les sommets
sont nommés comme a la FIGURE [2.7] Les sommets 0, 1,a et b forment le graphe complet
K,. Par conséquent, entre deux occurrences de a, les symboles 0,1 et b apparaissent et
I'ordre d’apparition des lettres est toujours le méme. Nous obtenons trois possibilités de
placement de la lettre b.

Soit la lettre b est située entre les symboles 0 et 1. Le sous-mot formé de ces lettres est alors
une répétition de a0bla ou de albOa. Le second étant le miroir du premier, le traitement
d’un cas est suffisant. Comme le sommet 3 est adjacent au sommet a mais pas aux sommets
0 et 1, les sous-mots a30bla et a0bl3a sont dans w. Dans ce cas, nous avons les sous-mots
a3b et ab3, d’olt nous obtenons une contradiction puisque b et 3 sont adjacents.

Soit la lettre b est située avant les symboles 0 et 1. Deux sous-mots sont obtenus.

Le sous-mot formé des symboles a,b,0 et 1 est une répétition du mot ab0la. Le sommet e
étant adjacent au sommet a mais pas aux sommets b et 1, les sous-mots aebOla et abOlea
apparaissent mais alors 0 et e ne s’alternent pas. On obtient donc une contradiction.

Le sous-mot formé des symboles a,b,0 et 1 est une répétition du mot abl0a. Le sommet 2
étant adjacent au sommet a mais pas aux sommets b et 0, les sous-mots a2010a et ab102a
apparaissent mais alors 1 et 2 ne s’alternent pas. On obtient donc une contradiction.

Soit la lettre b est située aprés les symboles 0 et 1. Les deux sous-mots possibles sont a0lba
et alOba. Ce sont les miroirs des mots précédents. Par conséquent, le méme raisonnement
conduit a la méme contradiction.

En conclusion, il est impossible de trouver un mot w représentant le graphe linéaire
L(K5). O
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Afin de pouvoir établir qu'une unique application du graphe linéaire sur les graphes
roues a n+ 1 sommets, n > 4, est suffisante pour obtenir un graphe non-représentable, nous
avons besoin d’un résultat intermédiaire.

LEMME 2.4.5. Soit n > 4 et soit le cycle a n sommets labélisés consécutivement de 0 a
n—1. Quel que soit le représentant uniforme de ce cycle, il ne contient pas le sous-mot
0;1;---(n = 1); pour tout 1.

Démonstration. Soit n > 4 et soit le cycle & n sommets labélisés consécutivement de 0 a
n—1. Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe un représentant uniforme w de ce
cycle et un naturel i tel que w contient le sous-mot v = 0;1;-+-(n — 1);. Par la proposition
[2.2.6], nous pouvons supposer que ce i vaut 0.

Les sommets 0 et 2 ne sont pas adjacents dans le cycle a n sommets puisque n > 4. Par
conséquent, ils ne s’alternent pas dans w. Autrement dit, il existe k£ > 1 tel que 2, apparait
avant 0 ou apres Og,1.

Supposons que 2;, apparait avant 0;. Puisque 1,2 et 0,1 sont adjacents, nous avons 1; avant
2; et 0; avant 1, pour tout j donc en particulier pour k. On obtient donc une contradiction
puisque nous devrions avoir le sous-mot

0414205

Supposons que 2, apparait aprés Og,q. Puisque chaque paire £,7+ 1 et la paire n—1,0 sont
adjacentes, nous avons ¢; avant (¢ +1); pour tout £ <n -1 et (n—1); avant 0; pour tout
7 > 1. On obtient donc une contradiction puisque nous devrions avoir le sous-mot

2k3k(n - 1)k0k+12k~
[

THEOREME 2.4.6. Soit n > 4. Pour tout graphe roue W,, le graphe linéaire L(W,,) est
non-représentable par mot.

FIGURE 2.8 — Le graphe roue W5 et son graphe linéaire L(W5)
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Démonstration. Soit n > 4. Premiérement, une description des graphes W,, et L(W,,) est
nécessaire. Comme illustré par la FIGURE [2.8] annotons les arétes du cycle du graphe roue
W, par €, el,....em! consécutivement et les arétes menant au sommet central connecté a
tous les autres par °,¢!,...,9" ! de manicre telle que I'aréte i/ soit adjacente aux arétes e’
et e+ pour 0 < j <n-2 et ™! soit adjacent aux arétes e ! et €0, Ainsi, dans le graphe
linéaire L(W,,), les sommets €%, el ... ;en~! forment le cycle & n sommets et les sommets
19,41, ...,4"" 1 forment le graphe complet K,,. De plus, le sommet i/ est adjacent aux sommets
el et e/t pour 0<j<n-2eti"! est connecté aux sommets e”! et el.

Cette description étant établie, raisonnons par ’absurde et supposons que le graphe linéaire
L(W,) est représentable. Le théoréme affirme qu’il existe k € N tel que son représen-
tant soit k-uniforme. Une absurdité diie au lemme précédent permettra de conclure.
Considérons les alphabets E'={e/:0<j<n-1},I={i/:0<j<n-1} et w un représentant
k-uniforme de L(W,) sur F u I. Par la proposition , nous pouvons supposer que w
commence par le symbole i°. Comme les sommets %,4!,...,i""! forment le graphe complet
K, le sous-mot de w induit par ces symboles est de la forme v ot v est un mot 1-uniforme

sur I dont la premiére lettre est i°. Prouvons que v = i%!.--i""! ou v = (%" 1n=2...41,

Supposons qu'il existe deux indices ¢, k € {2, ...,n—1} tels que i%'i'4* soit un sous-mot
de v. Notons que ¢ # k puisque v est l-uniforme. Dans ce cas, ces symboles appa-
raissent toujours dans cet ordre dans w pour avoir le graphe K. Par construction,
le sommet e! n’est adjacent ni & ¢ ni & ¥, ce qui implique que le sous-mot de w
composé des symboles 0,11, 44, i% et e! posséde les facteurs 19el4¢411%40 et 03¢ ikel40,
On obtient donc une contradiction puisque i! et e! ne s’alternent pas. Par conséquent,
v =1%%- ou v =491,
En copiant le raisonnement pour #7,47+!, e7*1 par récurrence sur j > 1 et en ajoutant le fait
que e/*! alterne avec i/ et /1 mais pas avec 7*2 et i/~1, on a v = %!---i""1 pour le premier
cas ou v = 199" 14""2...41 pour le second. Etant donné que le miroir d’un mot préserve les
relations d’alternance, supposons v = i%!---i"~1. Alors le sous-mot formé des symboles 9, 9
et el est une répétition du mot %%el4V.
En effet, étant donné que 72 est adjacent a 7 mais pas a e!, nous savons que le sous-mot
formé des symboles correspondants contient les facteurs :%e'i2i0 et %720, De plus,
comme les sommets i°, 4! et e! sont adjacents, le sous-mot composé de ces symboles
est une répétition de i%'eli® ou de i%e'iliV. Le second cas contredit I'apparition de
1932e10 puisque ? apparait nécessairement aprés it au vu de v. Donc le sous-mot
composé des symboles i°,i! et el est une répétition de %'eli®. En outre, ¥ et i!
n’étant pas adjacents, le sous-mot formé des lettres %, ¢® et i! contient le facteur
19€9719. Or, €° et e! sont adjacents par construction donc entre deux i® consécutifs

dans w, le symbole €? apparait toujours avant e'.

En raisonnant de méme, nous prouvons qu’entre deux i"~! consécutifs dans w, le symbole

e"1 apparait toujours avant €? et qu’entre deux i/ consécutifs dans w, le symbole e’ ap-

parait toujours avant e/*! pour tout j <n — 1. Notons ces résultats par (*).

Le sommet ¢ n’est pas adjacent au sommet "2 mais les deux sont adjacents a %, d’ou
)

les facteurs 772e%9 et €04"2i0 apparaissent dans le sous-mot composé des symboles cor-
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respondants. Connaissant ces deux sous-mots, étant donné que les noeuds € et "' sont
adjacents et au vu de la forme de v, le symbole €° se situe toujours avant i*~1. D’ou, la
structure

0 0 1 n-1

1 ‘n—2 O_Z'n—l —il_ ¢

20— — e — 1 -e -1

apparait dans w, ou les éléments de [ n’apparaissent pas dans les trous "-"
vu des résultats (*), la structure

. De plus, au

Z'n—2 _ 60 _ 61 R en—2 _ 6n—l _ Z'n—2
se trouve dans w, ou le symbole i"~2 n’apparait pas dans les trous. Par conséquent, le mot
eVel---en1 est un facteur du sous-mot de w composé des éléments de E.

Supposons que la lettre e? apparait dans les trous entre €° et e”~1. Comme ces sommets
sont adjacents, cela signifie qu’entre les deux e” apparait un autre e”!. Ceci contredit
lalternance entre e” ! et " 2. De plus, la présence de deux symboles identiques e’
de E dans les trous entre € et €”~! est impossible puisqu’elle conduit inévitablement
a la présence d’un second e”!. Autrement dit, le mot e%el---e”~! est un facteur du
sous-mot de w composé des éléments de F.

Ce facteur appartient au sous-mot représentant le cycle, ce qui est impossible au vu du

lemme [2.4.5] ]

THEOREME 2.4.7. Si un graphe connexe G n’est pas un chemin simple, un cycle ou le
graphe biparti complet K 3, alors le graphe linéaire L"(G) est non-représentable par mot
pour n > 4.

La raison pour laquelle les chemins simples, les cycles et le graphe biparti complet K 3
ne sont pas des graphes tels que ’application au moins quatre fois du graphe linéaire donne
un graphe non-représentable provient du résultat de ’application de graphe linéaire sur ces
graphes. En effet, les chemins simples deviennent des chemins simples plus courts avant
d’étre réduits a un seul sommet, les cycles restent des cycles de méme longueur et le graphe
K, 3 devient, apres une itération, un triangle, i.e. un cycle de longueur 3. Par conséquent,
ils sont représentables par mot.

s o o

FIGURE 2.9 — Itération de I’application de graphe linéaire sur un graphe G

Démonstration. Remarquons que si le graphe H est un sous-graphe de G (pas nécessai-
rement induit), alors, pour tout n > 1, L"(H) est isomorphe & un sous-graphe induit de

L(G).
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Considérons la suite de graphes de la FIGURE [2.9, Tous les graphes, excepté le premier,
sont obtenus en appliquant l'opérateur graphe linéaire au précédent. Le dernier graphe est
le graphe roue Wy. Or, par le théoréeme nous savons que L(W,) n’est pas représen-
table par mot.

Considérons maintenant un graphe G respectant les conditions de 1’énoncé. Afin de satis-
faire ces conditions, G posséde au moins quatre sommets. Au minimum un des sommets
x est tel que d(z) > 3. En effet, supposons que ce ne soit pas le cas. Tous les sommets ne
sont pas de degré 1 puisque le graphe est connexe et ils ne sont pas tous de degré 2 puisque
le graphe n’est pas cycle. Si tous les sommets sont de degré 1 ou 2, alors le graphe est
un chemin simple puisqu’il est connexe, ce qui est impossible. Par conséquent, il existe un
sommet = tel que d(x) > 3.

Si un des sommets adjacents au moins est de degré plus grand ou égal a 2, alors une copie
du premier ou deuxiéme graphe de la FIGURE est dans G. Ainsi, L*(G), ou respective-
ment L3(G) n’est pas représentable par mot puisqu’il contient, comme sous-graphe induit,
le graphe linéaire du graphe roue Wj.

Si tous les sommets adjacents sont de degré 1, nous obtenons I'étoile Ey,). Dans ce cas,
puisque le graphe n’est pas le graphe biparti complet K 3, il posseéde au moins 5 sommets et
d(x) > 4. Le graphe linéaire L(FEy,)) est le graphe complet K (,. Or, ce graphe contient un
sous-graphe correspondant au troisiéme graphe illustré par la FIGURE puisque d(z) > 4.
Donc L3(Ey(,) est non-représentable.

Enfin, constatons que si on supprime une des arétes liant un des sommets de degré 3 a
un des sommets de degré 2 du troisiéme graphe, nous obtenons un sous-graphe du troi-
sieme graphe correspondant au deuxiéme graphe. C’est pourquoi le résultat est valable
pour L** (@), k > 0. O

Les théorémes précédents donnent des constructions de graphes non-représentables. Il
existe cependant une construction naturelle simple. En effet, le fait d’étre représentable
est héréditaire. Autrement dit, si un graphe est représentable par mot alors tous ses sous-
graphes induits le sont. Par conséquent, en ajoutant a un graphe non-représentable de
nouveaux sommets et en les connectant aux sommets originaux de fagon arbitraire, un
nouveau graphe non-représentable est obtenu.

2.5 Synthése

Voici un schéma récapitulatif de quelques résultats présentés dans ce chapitre. Pre-
miérement, les graphes sont séparés en deux catégories : les graphes représentables par
mot et ceux non-représentables. Une infinité de graphes appartient a cette derniére ca-
tégorie puisque tout graphe possédant un sous-graphe induit non-représentable est non-
représentable. De plus, nous avons établi que 'application de graphe linéaire permet d’ob-
tenir des graphes non-représentables. Enfin, nous savons que la représentabilité d’'un graphe
est équivalente a la représentabilité par un mot k-uniforme, ot £ est un naturel. Par consé-
quent, 'ensemble des graphes représentables est scindé en fonction de ce naturel k. Les
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graphes ayant un nombre de représentation 1 et ceux dont ce nombre est 2 sont respecti-
vement les graphes complets et les graphes circulaires différents des graphes complets, le
nombre de représentation étant unique. Les prismes et le graphe de Petersen, quant a eux,
appartiennent a Rj.

Graphes représentables  Graphes non-représentables
Ry ={K,,neNy} W
Ro = {Graphes circulaires} \ R4
R3 = {Prismes, Graphe de Petersen, ...}

{L(K,),n>5}

{L(W,),n >4}
Ry

Graphes

2.6 Complexité

Comme nous venons de le voir, il existe des graphes qui ne sont pas représentables par
mot. La question est donc de savoir s’il est aisé de déterminer si un graphe est représen-

table. Pour cela, nous pouvons recourir aux théorémes et [2.3.5. Dans les deux cas,
nous avons un probléme de décision.

Si le graphe est un graphe de comparabilité, le théoréme permet de conclure que
le graphe est représentable. Par contre, s’il ne 'est pas, il n’est pas possible de conclure
la représentabilité ou non du graphe. En effet, le graphe de Petersen et le graphe roue Wi
sont deux graphes qui ne sont pas des graphes de comparabilité puisqu’il est impossible de
donner une orientation transitive au cycle & 5 sommets présents dans ces graphes (pour
le prouver, il faut raisonner par ’absurde, similairement & la preuve du théoréme .
Cependant, le graphe de Petersen est représentable par mot au vu du théoréme [2.2.12]
tandis que Wy ne l'est pas comme le stipule le théoréme [2.4.1]

Or, déterminer si le graphe considéré est un graphe de comparabilité et trouver une
orientation transitive de ses sommets est possible en temps polynomial O(#FE x §), ou §
est le degré maximum des sommets. Un algorithme se trouve dans [5 p. 129-132]. Ainsi, si
I’algorithme conclut a la comparabilité du graphe, il est représentable par permutation au
vu du théoréme 2.3.5] et donc représentable par mot mais si le graphe n’est pas un graphe
de comparabilité, la seule certitude est qu’il n’est pas représentable par permutation. Par
conséquent, un autre critére doit étre utilisé.
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Nous avons établi qu'un graphe est représentable par mot si et seulement si il existe un
naturel k tel que ce graphe posséde un représentant k-uniforme.

De plus, ce naturel vaut 1 si et seulement si le graphe considéré est un graphe complet.
Or l'algorithme présenté ci-aprés permet de vérifier en O((#V)?) si un graphe simple et
non orienté est complet. En effet, un tel graphe est complet si le degré de chaque sommet
vaut #V -1, c’est-a-dire s’il est connecté aux #V — 1 autres sommets.

ALGORITHME 2.6.1.
Pour i dans 1 a #V -1

Pour j dans i+1 a #V : si i nest pas connecté a j, retourner FAUX
sinon retourner VRAL

Ensuite, le théoreme stipule que ce naturel vaut 2 si et seulement si le graphe est
circulaire. Un algorithme, se trouvant dans [2]| et de complexité O((#V) x (#£F)), permet
de déterminer si un graphe donné est circulaire et, s’il ’est, de construire les cordes du
cercle qui le représentent.

Il convient de se demander ce qu’il en est si k > 3. Le corollaire [2.3.3| et le lemme [2.6.3
tirés de [7] permettent d’établir, via un résultat intermédiaire, que déterminer si un graphe
donné posséde un représentant k-uniforme, lorsque k € {3, ..., [#—2‘/]}, est un probléme NP-
complet. Les différents résultats sont présentés dans [6].

DEFINITION 2.6.2. Un ensemble fini P est partiellement ordonné s’il est muni d’une
relation binaire R irréflexive et transitive. Autrement dit, Vo € P, (z,x) ¢ R et si (z,y) € R
et (y,2) € R, alors (z,2) € R. Dans ce cas, 'ensemble P est appelé poset.

Par exemple, I'ensemble des parties d'un ensemble muni de l'inclusion stricte est un
poset. Ci-dessous se trouve une représentation graphique des éléments de P = {z,y, z} et
des relations d’inclusion stricte entre les éléments qui sont représentées par une fleche.
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LEMME 2.6.3. Soit k € Ng. Un graphe de comparabilité est représentable par k permuta-
tions si et seulement si le poset induit par ce graphe est de dimension au plus k.

Démonstration. Soit G un graphe de comparabilité et soit w un représentant formé de k
permutations. Chaque permutation dans w peut étre considérée comme un ordre linéaire
oll a < b si a se situe avant b dans la permutation. Le but est de montrer que le poset induit
par U'intersection de ces ordres linéaires (voir page fournit un graphe de comparabilité
qui correspond au graphe GG. Deux noeuds a et b sont adjacents dans G si et seulement
si les labels correspondants s’alternent dans w. Ceci est le cas si et seulement si a et b
sont dans le méme ordre dans chaque permutation, c¢’est-a-dire soit a < b, soit b < a dans
chaque ordre linéaire donc dans l'intersection. Cela signifie que a et b sont comparables
dans le poset induit par I'intersection des ordres linéaires. Autrement dit, ces sommets sont
adjacents dans son graphe de comparabilité. Par conséquent, deux noeuds sont adjacents
dans G si et seulement si ils le sont dans le graphe de comparabilité du poset induit par
I'intersection des ordres linéaires. ]

Au vu du corollaire 2.3.3] du théoréme [2.3.5 et du lemme précédent, déterminer le
nombre de représentation k£ d'un graphe représentable revient & déterminer si la dimension
d’un poset est au plus k. Yannakakis a démontré dans son article [I19] que, pour 3 < k < [%],
ce dernier probléme est NP-complet. Ce résultat sortant du cadre de ce mémoire, il n’est
pas démontré ici. Cependant, il conduit a la proposition suivante :

PROPOSITION 2.6.4. Décider si un graphe donné posséde un représentant k-uniforme,
quel que soit ke {3,...,[5]}, est NP-complet.

2.7 Trouver un représentant k-uniforme grace au SMT

Nous venons de montrer que déterminer la représentabilité d’un graphe est un probleme
NP-complet dés lors que le nombre de représentation excéde 2. Cependant, en ayant recours
aux "satisfiability modulo theories" (SMT), qui permettent de décider de la satisfaisabilité
de formules logiques, il est possible de trouver un représentant k-uniforme d’un graphe
donné. En effet, les solveurs SMT sont efficaces pour déterminer si une formule booléenne
composée de A, Vv, - et d'inégalités linéaires admet une solution. Si une solution existe, le
solveur en fournit une. Une solution est un choix de valeurs des variables tel que la for-
mule soit vraie. Ainsi, le but consiste & trouver une formule booléenne pour laquelle toute
solution correspond & un représentant k-uniforme d’un graphe donné. Dans leur article [,
Akgiin et al. proposent une telle formule.

La premiére étape est d’exprimer le représentant k-uniforme, noté w, par des variables.
Si le graphe comporte n sommets, alors |w| = kn puisque chaque noeud apparait k fois.
Pour ce faire, il faut labéliser les sommets de 1 a n, et représenter le mot cherché par les kn
variables entieres A; ;, pour ¢ =1,...,n,7 = 1,...,k ol la signification de A, ; est la position
de la j-éme occurrence du symbole ¢ dans w, pour i =1,....n,7=1,.... k.

38



CHAPITRE 2 : GRAPHES REPRESENTABLES PAR MOT

La seconde étape est de transcrire les exigences concernant les variables A, ;.
Ai;>0,pour tout i=1,...,n,7=1,....k;
A;j<kn,pourtouti=1,..n,7=1,...,k;

tous les A;; sont distincts (la distinction est une caractéristique incluse dans le format
SMT);

Pour tout iliQ € E, (Ail,l < Aiz,l < Ail,2 < AZ‘2’2 <... < Ah,j < Aig,j) \Y (Aig,l < Ail,l < Ai2,2 <
AZ'I’Q <...< Aig,j < Ai1,j) ;

Pour tout 1100 ¢ E, —|(AZ'1’1 < Aig,l < Ai1,2 < Ai2,2 <...< Ail,j < Aig,j) /\—|(A,L'271 < Ail,l < Ai2,2 <
A <o <Aiyj <A )

ol les trois premicres conditions proviennent du fait que les variables A; ; représentent les
positions des symboles dans le représentant et les deux derniéres établissent les conditions
pour que le mot obtenu soit effectivement un représentant en fonction de l'existence ou
non d’une aréte.

Par exemple, pour le graphe

O—2—©

la combinaison des exigences est

A11>07AA19>00A21>0AA35>00A31>08A32>0

/\A171 SG/\ALQ 36/\142,1 36/\1427236/\143’1 §6/\A3,2 <6

N distinct(Al,l, ALQ, A271, A272, A371, A372)

A((A11 <Ay <Ajg<Arg)Vv(Asr <A1g <Ass <Aig))A((Agr < Asy < Azg < Azo) v
(Ag1 < Agq < Aszo < Ago))

AN=(A11 <Az <A1a<Aso)A=(A31 <A11 <Az <Ain)).

Pour les valeurs Ay 1 =1,415=5,451=3,A429=6,A37 =2, A3, =4, les exigences sont rem-
plies, ce qui donne le mot w = 132312. Nous vérifions aisément qu’il s’agit d’un représentant
2-uniforme du graphe.

2.8 Reésolution du probléme de la clique maximale

Se restreindre aux graphes représentables par mot permet de résoudre, en un temps
polynomial, le probléme de la clique maximale. Afin de le démontrer, quelques notions et
un lemme sont nécessaires.

DEFINITION 2.8.1. Une cliqgue d'un graphe non-orienté et simple est un sous-graphe
complet. La taille d’une clique est le nombre de sommets qui la composent.
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DEFINITION 2.8.2. Etant donné un graphe G, le probleme de la cliqgue mazimale est de
déterminer la taille maximale d’une clique dans G.

e o)
N

FIGURE 2.10 — Exemple d'un graphe avec une clique de taille 3 et une de taille 4

Le sous-graphe induit par les sommets 1,2, 3 et 4 forme une clique de taille 4 tandis que
le sous-graphe induit par les sommets 3,5 et 6 en forme une de taille 3. La taille maximale
d’une clique de ce graphe est 4.

LEMME 2.8.3. Dans un graphe représentable par mot, le voisinage de chaque sommet est
un graphe de comparabilité, ou le voisinage d’un sommet est [’ensemble des noeuds qui lui
sont adjacents.

Démonstration. Soit G un graphe représentable & n sommets et soit x un sommet du
graphe (. Le sous-graphe induit par ’ensemble des noeuds adjacents a x, noté H, est un
graphe représentable par permutation. En effet, comme G est représentable, le sous-graphe
induit par {2} u {y tel que xy existe} est représentable au vu du théoréme affirmant
I’hérédité du caractére représentable. Or, dans ce sous-graphe induit, x est un sommet
adjacent a tous les autres donc le graphe H est représentable par permutation au vu du
théoréme 2.3.2] Par le théoréme [2.3.5] H est donc un graphe de comparabilité. O

THEOREME 2.8.4. Le probléme de la clique mazimale est résoluble en un temps polynomial
sur les graphes représentables.

Démonstration. Par le lemme [2.8.3] le voisinage de chaque sommet d’un graphe représen-
table G est un graphe de comparabilité. Or, sur les graphes de comparabilité, le probleme
de la clique maximale est résoluble en un temps polynomial (voir [B, p. 133-134]). Donc
il est résoluble en un temps polynomial sur GG, puisque chaque clique de taille maximale
appartient au voisinage d’un sommet incluant le sommet lui-méme. O

2.9 Retour au nombre de représentation

Comme nous 'avons signalé précédemment, Halldorsson et al. ont trouvé, dans leur
article [7], une borne supérieur au nombre de représentation d’un graphe représentable
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possédant au moins 3 sommets, a savoir 2(#V - 2). Dans cette section, nous présentons
un autre de leur résultat. Ce dernier fournit un graphe ayant un nombre de représentation
#V

| %~ et donc atteignant cette borne supérieure lorsque #V = 4.

LEMME 2.9.1. Soit P un poset de 2k éléments { A1, As, ... Ay, B, Ba, ..., By} tel que A; < B,
pour tout i + j et tel que tous les autres éléments ne sont pas comparables. Alors P est de
dimension k.

Démonstration. Supposons que le poset est U'intersection de ¢ ordres linéaires (voir page
28). Puisque A; et B; ne sont pas comparables pour tout ¢, il existe, pour chaque 7, un
ordre linéaire ou B; < A;. Ces ordres linéaires sont différents. En effet, supposons que, dans
un méme ordre linéaire, nous avons B; < A; et B; < A; pour 7 # j. Alors, la définition du
poset est contredite par ces inégalités puisque A; < B; pour tout ¢ # j. Ainsi, nous avons
au moins k ordres linéaires, donc ¢ > k.

Afin de montrer que t = k, considérons ’ordre linéaire

A1 <Ay <. . <A1 <Bp<A,<Bi1<..<By< B

ainsi que tous les ordres linéaires obtenus a partir de cet ordre en échangeant simultanément
Ay et By par A,, et B, respectivement, m = 1,2,...,k — 1. Nous vérifions facilement que
I'intersection de ces k ordres linéaires coincide avec notre poset P. O

Notons G, le graphe obtenu a partir de la couronne H,, en ajoutant un sommet
adjacent a tous les autres.

FIGURE 2.11 — Le graphe G,

THEOREME 2.9.2. Le graphe G,, a un nombre de représentation n.

Démonstration. Puisque la couronne H,, ,, est un graphe de comparabilité dont I'orientation
transitive est celle du poset P, le lemme[2.6.3|et le lemme précédent permettent de conclure
que la couronne H,, , est un graphe de comparabilité représentable par n permutations mais
pas par (n—1) permutations puisque la dimension du poset est exactement n. Ainsi, par le
corollaire [2.3.3] nous obtenons que G,, est représentable par un mot n-uniforme mais pas
par un mot (n — 1)-uniforme. Autrement dit, nous avons G,, € R,,. O
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Afin de prouver ce résultat, nous avons utilisé le fait que la couronne H,, ,, est un graphe
représentable par n permutations. Par conséquent, son nombre de représentation est au
plus n. Dans l'article [4], Glen et al. démontre que, pour n > 5, la couronne H, ,, appartient

aRrg.
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Chapitre 3

Graphes 7-représentables

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux graphes dont au minimum un représentant
ne contient pas un motif prédéfini 7 de longueur au moins 3. De tels graphes sont dits
T-représentables. Nous montrons I'importance du label des sommets du graphe pour que
ce dernier puisse étre 7-représentable ainsi que I’hérédité du caractére 7-représentable.
Ensuite, nous établissons des résultats sur le nombre d’occurrences des lettres dans un
T-représentant en fonction des caractéristiques des sommets. Ces différentes informations
sont tirées de [15].

DEFINITION 3.0.1. Un motif de longueur ¢ est une suite de ¢ symboles.

DEFINITION 3.0.2. Soit 7 un motif de longueur ¢ , ¢ > 3, et soit w un mot sur un alphabet
totalement ordonné. Le mot w ne contient pas le motif T s’il n’existe pas de sous-mot de
longueur ¢ d’ordre-isomorphe a 7, i.e. s’il n’existe pas de sous-mot de longueur ¢ préservant
I'ordre apparaissant dans .

Ainsi, un mot w = w!---w™ ne contient pas le motif 123 s’il n’existe pas d’indices i1, io, i3
tels que 1 < iy <ip < iz < m et w < w?2 < ws. Par exemple, les mots 54321 et 543621
ne contiennent pas le motif 123 contrairement au mot 5436217 qui contient les sous-mots
567,467 et 367 correspondants au motif 123.

DEFINITION 3.0.3. Soit 7 un motif de longueur ¢, ¢ > 3. Un graphe est 7-représentable
s’il est représentable par un mot ne contenant pas le motif 7. Le mot est appelé un 7-
représentant du graphe.

Afin de constater si un graphe est T-représentable, les noeuds du graphe doivent provenir
d’un alphabet totalement ordonné, i.e. que pour tous x,y € V tels que x # y, nous avons
r<youy<uz.

REMARQUE 3.0.4 (IMPORTANCE DU LABEL DES SOMMETS). Le label des sommets est
important quand il est question de la notion de 7-représentabilité. Pour s’en rendre compte,
considérons les deux graphes isomorphes représentés a la FIGURE dont le label des
sommets différe. Le premier graphe est 132-représentable puisqu’il posséde le représentant
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w = 43212341. Par contre, le second graphe ne 'est pas. En effet, raisonnons par I'absurde
et supposons qu’il est 132-représentable. Autrement dit, il posséde un 132-représentant z.
Il existe au moins deux lettres z,y € {1,2,3}, avec z <y, qui sont répétées minimum deux
fois dans z, sinon une des arétes suivantes serait présente : 12,13, 23. De plus, comme 4 est
lié & tous les sommets, x et y apparaissent des deux cotés de 4 dans w. Par conséquent, le
motif x4y apparait et donc z contient le motif 132, d’ott nous obtenons une contradiction.

(—(—W ——0
FIGURE 3.1 — Importance du label des sommets concernant la 7-représentabilité

Ayant établi 'importance du label des sommets, nous prouvons ’hérédité du caractére
T-représentable et montrons que la 7-représentabilité de tous les sous-graphes induits d’un
graphe G n’implique pas celle du graphe G lui-méme méme si la représentabilité est conser-
vée. Ensuite, nous démontrons que les graphes évitant un motif 7 sont exactement ceux
qui évitent le motif 7.

PROPOSITION 3.0.5. La T-représentabilité est héréditaire.

Démonstration. Si le mot w est un 7-représentant du graphe, un 7-représentant d’un de
ses sous-graphes induits est le mot w’ obtenu dans la preuve du théoréme [2.0.5] En effet,
le dit théoreme affirme que w’ est un représentant. De plus, la suppression de symboles ne
crée pas l'apparition de nouveaux motifs. O

Cependant, si tous les sous-graphes induits d’un graphe G possédent un 7-représentant,
cela n’implique pas que le graphe G en posséde un. Le théoréme [£.3.12] stipule que 1'étoile
Eg n’est pas 123-représentable. Or, en labélisant les sommets comme & la FIGURE [3.2] ses
sous-graphes induits le sont. En effet, si on retire le sommet connecté a tous les autres,
le mot 776655442211 convient comme 123-représentant. Si le sommet retiré est un autre,
supposons 7 sans perte de généralité, on obtient alors I’étoile Frs qui posséde le représentant
56365421312. Si on retire plus d’un sommet, on obtient un sous-graphe induit d’un des deux
sous-graphes induits précédents donc il est 123-représentable au vu de la proposition [3.0.5]

FIGURE 3.2 — Label des sommets de 'étoile Ejg
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THEOREME 3.0.6. Soit 7 un motif de longueur ¢, £ > 3. Un graphe est T-représentable si
et seulement si il est T-représentable.

Démonstration. Soit 7 un motif de longueur ¢, ¢ > 3. Un graphe G est 7-représentable
si et seulement si il posséde un 7-représentant w. Le mot miroir w? représente G' par la
proposition [2.1.1] Il ne contient pas le motif 7% sinon w contiendrait le motif 7. O

Constatons enfin que lorsque la 7-représentabilité d’'un graphe est considérée, le mot
miroir d'un 7-représentant comme 7-représentant est potentiellement perdu. Un simple
contre-exemple permet de le prouver. Effectivement, si le mot 321 est un 123-représenant
d’un graphe complet K3, le miroir 123 ne l'est pas puisqu’il correspond au motif 123.

PROPOSITION 3.0.7. Soit 7 un motif de longueur ¢, ¢ > 3. Les graphes non-représentables
par mot ne sont pas T-représentables.

Méme si ce résultat est évident, il convient de le signaler puisqu’il permet d’obtenir de
nombreux graphes non-7-représentables. En effet, tous les graphes qui possédent, comme
sous-graphe induit, un graphe non-représentable ne sont pas 7-représentables au vu de 1’hé-
rédité du caractére T-représentable. Ainsi, par exemple, le graphe roue Wy et tous graphes
contenant le graphe roue W5 comme sous-graphe induit ne sont pas 7-représentables.

PROPOSITION 3.0.8. St 7 est une répétition du méme symbole ¢ fois, { > 3, alors les
-1
graphes T-représentables sont ceux qui appartiennent o | JR;.
i=1
Démonstration. Soit ¢ > 3. Puisque 7 est une répétition du méme symbole ¢ fois, nous
-1
pouvons l'écrire 7 = 15---1,. Or, les mots appartenant a | JR; sont 7-représentables puis-
i=1
qu’ils contiennent moins de ¢ copies de chaque lettre. Si un graphe est représentable mais

n’appartient pas & cette union, alors il posséde une lettre qui apparait au moins /¢ fois et
conduit donc au motif 7. ]

Ces résultats étant établis, nous énoncons et démontrons plusieurs propriétés générales
sur les graphes 7-représentables. Ainsi, nous établissons le nombre maximum d’instances
d’un symbole dont le degré du sommet correspondant est au moins égal a la longueur du
motif 7 diminuée de 1 ainsi que le nombre maximum d’occurrences des noeuds qui lui sont
adjacents.

THEOREME 3.0.9. Soit G un graphe T-représentable, ot T est un motif de longueur £+1,
0>2. Soit x un sommet de G tel que d(z) > £. Alors, tout T-représentant w de G contient
au plus € occurrences de x.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il a au moins ¢ + 1 copies de x
dans w. Alors il existe un sous-mot de w qui s’écrit zyw'zy-xpwlrs;. Comme d(z) > ¢, il
existe des sommets a', ..., a’ adjacents a z. Par conséquent, ils doivent alterner avec x dans

w. Donc, pour tout i € {1,...,£}, w* contient une copie de a', ..., a’.
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Cependant, toute permutation possible de x, al, ..., a’ peut étre trouvée dans ce mot. En
effet, il suffit de prendre les a/ dans les w? avec le x & I'endroit voulu. Ainsi, par exemple,
le sous-mot a2xyala’---al est obtenu en prenant a? dans w!, suivi de a! dans w? et a* dans
w? pour tout i € {3,...,£}. D’ou, tous les motifs de longueur ¢+ 1 peuvent étre trouvés dans
w. Ainsi, afin que le mot évite un motif de longueur ¢ + 1, la lettre x ne peut apparaitre
qu’au plus ¢ fois dans w. ]

COROLLAIRE 3.0.10. Soit 7 un motif de longueur £ +1, ¢ > 2 et soit G un graphe a n
sommets. Si, pour tout sommet x, d(x) > £, alors tout T-représentant de G est de longueur
au plus In.

Démonstration. Au vu du théoréme précédent [3.0.9| tout sommet z tel que d(z) > ¢ appa-
rait au plus ¢ fois dans tout 7-représentant de G. Puisque, pour tout sommet x, d(x) > ¢,
chaque lettre apparait maximum ¢ fois donc tout 7-représentant de G est de longueur au
plus /n. O

COROLLAIRE 3.0.11. Soit w un représentant d’un graphe G évitant un motif de longueur
(+1, >2. Siun sommet a adjacent a x est de degré au moins £, alors x apparait au plus
(+1 fois dans w.

Démonstration. Puisque le sommet a est tel que d(a) > ¢, la lettre a apparait au plus ¢
fois dans w par le théoréme [3.0.9] Puisque les sommets x et a sont adjacents, les symboles
x et a s’alternent dans w et par conséquent, x ne peut apparaitre qu’au plus ¢+ 1 fois. [J
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Chapitre 4

Graphes p-représentables, ot u € S3

Dans ce chapitre, nous étudions les graphes p-représentables, ot pu est un motif de
longueur 3 constitué de trois symboles distincts :

* 123 * 321
* 132 * 231
* 213 * 312.

Pour commencer, nous établissons que tout graphe p-représentable est un graphe circu-
laire. Ensuite, nous construisons, a l'aide de composantes connexes pu-représentables, des
graphes p-représentables. Enfin, nous fournissons des exemples de graphes p-représentables
et nous prouvons que, si tout graphe p-représentable est circulaire, la réciproque est fausse,
autrement dit il existe des graphes circulaires qui ne sont pas p-représentables. Enfin, nous
cloturons par une bréve synthése des résultats.

Au vu du théoréme [3.0.6], nous pouvons nous contenter d’étudier la u-représentabilité
des graphes pour p € {123,132,312}. Le théoréme suivant permet de se restreindre aux
motifs 123 et 132.

THEOREME 4.0.1. Les graphes 132-représentables sont les graphes 312-représentables.

Démonstration. Soit un graphe G' a n sommets 132-représentable. Par définition, il posséde
un 132-représentant w. Modifions le label des sommets du graphe G de la maniére suivante :
le label du sommet i devient n + 1 - pour tout i € {1,...,n}. En modifiant dans le mot w
le symbole ¢ par n+1 -1, pour tout ¢, on obtient un 312-représentant du graphe G avec le
nouvel label. En effet, si dans le nouveau mot, on a le motif 312, cela signifie qu’il existe
trois lettres 4, j, k telles que (n+1-7) < (n+1-5) < (n+1-k) et (n+1-k)(n+1-i)(n+1-4)
en soit un sous-mot. Nous obtenons alors une contradiction puisque w a comme sous-mot
kij et que les inégalités (n+1-1i) < (n+1-j) < (n+1-k) implique k < j < i. En raisonnant
de méme, on obtient qu'un graphe 312-représentable est 132-représentable. O]

Nous pouvons désormais passer a 1’étude des graphes p-représentables en nous restrei-
gnant aux motifs p =123 et p = 132. Premiérement, un sommet isolé peut étre ajouté ou
retiré d’un graphe sans modifier son caractére p-représentable. Ce lemme est issu de [3].
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LEMME 4.0.2. Soit G un graphe et soit G' un graphe obtenu a partir de G en ajoutant
un sommet isolé. Soit p € {123,132}. Alors G est u-représentable si et seulement si G' est
p-représentable.

Démonstration. Soit p e {123,132}.

Si le graphe G’ est u-représentable par un mot w, alors le mot obtenu en supprimant
de w la lettre labélisant le sommet isolé est un p-représentant du graphe G.

Supposons maintenant que le graphe G est p-représentable par un mot w. Considérons
n une lettre plus grande que toutes celles apparaissant dans w et labélisons le sommet isolé
par n. Alors, le mot nnw est un p-représentant du graphe G'. ]

4.1 Lien avec les graphes circulaires

Dans cette section, nous établissons que tout graphe u-représentable, p € S3, est un
graphe circulaire. Les énonceés et preuves sont issus de [I5] en ce qui concerne les résultats
lorsque p =123 et de [3] dans le cas pu = 132.

LEMME 4.1.1. Si w est un 123-représentant de G = (V, E) et posséde un facteur ab, avec
a < b, alors le mot w' formé en échangeant a et b dans ce facteur ne possede pas non plus
le motif 123. De plus, w' représente G si ab¢ E et a et b ne s’alternent pas dans w'.

Démonstration.

Raisonnons par I'absurde et supposons que le motif 123 apparait dans w’. Autrement
dit, w’ contient une sous-suite croissante de longueur 3. Etant donné que la seule différence
entre les mots w et w’ est 'ordre de a et b, cela signifie que ces deux lettres sont dans la
sous-suite. En effet, s’il ne contient aucune ou une seule des deux lettres, alors le motif 123
apparait également dans w puisque ab est un facteur de w. Cependant, a et b apparaissent
dans un ordre décroissant dans w’. Par conséquent, ils ne peuvent pas conduire au motif
123, d’olt nous obtenons une contradiction.

Montrons maintenant que w’ représente G si ab ¢ E et a et b ne s’alternent pas dans w’.
Les seules arétes qui sont affectées par ’échange des lettres a et b sont les arétes dont une
des extrémités est a ou b. Cependant, 'ordre de a et b n’a pas d’importance lorsque nous
considérons une aréte ayant seulement une des extrémités valant a ou b puisque ce sont les
symboles du facteur ab qui sont permutés. Donc, si ab ¢ FE et que a et b ne s’alternent pas
dans w’, alors w’ représente G. ]

THEOREME 4.1.2. Soit € {123,132}. Si un graphe G est u-représentable, alors il existe
un p-représentant de G contenant au plus deux occurrences de chaque lettre.

Ce résultat permet de conclure que les graphes p-représentables sont des graphes cir-
culaires, pour tout p € Ss.

Démonstration. Soit p e {123,132} et soit w un p-représentant de G' = (V) E'). Remarquons
que, pour tout y € V' tel que d(y) > 2, la lettre y apparait au plus deux fois dans w vu le
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théoreme[3.0.9] Il reste donc a considérer les sommets de degré 0 ou de degré 1. Soit z un tel
sommet. Montrons que si x apparait plus de deux fois dans w, un nouveau u-représentant
de G peut étre créé, ou le symbole x n’apparait que deux fois et ot le nombre d’instances
des autres lettres est inchangé. Il suffira ensuite de répéter le processus sur toutes les lettres
ayant plus de deux occurrences dans w afin que chaque lettre apparaisse au plus deux fois.

Si d(x) =0, considérons le mot w! obtenu en supprimant toutes les occurrences de x dans
w, et changeons le label du noeud z par 2/, ou ' > z pour tout z € Var(w!). Le mot z’x'w?
évite le motif p puisque w 1'évite et que 2’ ne peut participer au motif p étant donné
qu’il commence le mot et a la plus grande valeur par construction. De plus, il représente le
graphe G puisque z’ n’alterne avec aucun autre sommet et que les autres paires alternantes
n’ont pas été affectées.

Si d(x) =1, alors x a un sommet adjacent a et d(a) > 1.

Si d(a) = 1, cela signifie que I'aréte za est déconnectée du reste du graphe. Soit w! le
mot obtenu en supprimant toutes occurrences de a et x dans w. Le mot z'a’z'a’w!, avec
x' > a’ > z pour tout z € Var(w'), évite le motif x. De plus, il représente G puisque x’ et
a’ s’alternent et ils n’alternent avec aucune autre lettre.

Si d(a) > 2, alors, au vu du corollaire w contient au plus trois instances du symbole
x. Si x apparait moins de trois fois, le résultat est démontré. Supposons donc que = apparait
exactement trois fois. Le théoréme [3.0.9 affirme que la lettre a apparait au maximum deux
fois. En fait, elle apparait exactement deux fois puisqu’elle doit alterner avec la lettre x
qui apparait trois fois par hypothése. Ainsi,

w = wlrywlawdrywtasw® raw®

ot les mots w? peuvent éventuellement étre vides, pour tout ¢ € {1,...,6}. Dans la suite, il
faut différencier en fonction du motif u.

Considérons p = 123.

Si le mot w? n’est pas le mot vide, il existe une lettre ¢ € Var(w?). Alors 5 des 6 permu-
tations possibles de axc apparaissent dans w. En effet, les sous-mots

riaic, ricasg, CI20a2, CaoT3, a1CT9

se trouvent dans w et la seule permutation qui n’apparait pas est axc. Par conséquent,
pour que w soit un 123-représentant, il faut que a < x < ¢ pour toute lettre ¢ dans w?3.
Similairement, si le mot w* n’est pas vide, il existe une lettre ¢ € Var(w?*). Alors 5 des 6
permutations possibles de axc apparaissent dans w. En effet, les sous-mots

r1ai1c, a1T9C, Ti1cay, a1CTs, CaoT3
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se trouvent dans w et la seule permutation n’apparaissant pas est cxa. D’ou, pour que w
soit un 123-représentant, il faut que ¢ < x < a pour toute lettre ¢ dans w*. Puisque les deux
inégalités a < x et < a ne peuvent étre vérifiées simultanément, les mots w? et w* ne
peuvent pas étre simultanément non vides.

Soit b un autre sommet adjacent & a, b existe puisque d(a) > 2. Alors le symbole b se trouve
dans w3 ou w* puisqu’il alterne avec a. Dans ce cas, seuls deux des six ordres relatifs de
a,b et x sont possibles. En effet, quatre cas ménent & une contradiction puisque le motif u
apparait alors dans w.

1. Les ordres x < a < b, x <b<a,b<a<xeta<b<zsont impossibles puisque les
sous-mots xiaib, r1bas, basxs et a1bxs apparaissent dans w ;

2. Sia<x<b,alors b se trouve dans w?. Sinon, si b apparait dans w?, alors ax9b apparait
dans w ;

3. Sib<x<a, alors b est une lettre de w*. Sinon, si b apparait dans w?, alors bryas
apparait dans w.

Premier cas : Si a <z <b et be w3 Puisque w? est non-vide, w* est vide. Ainsi, nous

avons
5 6

w = w1x1w2a1w3’bw41x2a2w Taw".
Si w® est non-vide, chaque lettre de w® doit étre plus petite que a. Pour le prouver, consi-
dérons un symbole ¢ de w®. Alors, le mot w contient les sous-mots acrs et a;zoc. Ainsi,
afin que w soit un 123-représentant, nous avons c < a. Par conséquent, chaque lettre de w?®
est plus petite que a. Au vu du lemme le mot

! 7
wi = wrrwia,w?® bwt reasrsww®.

est un 123-représentant de GG. En effet, nous savons que d(z) = 1 et, comme le facteur
Taa9x3 est dans w], x peut alterner seulement avec a et il alterne avec a au vu du sous-mot
composé des lettres a et x.

Deuxiéme cas : Si b<x <a et bewt. Puisque w? est non-vide, w? est vide. Ainsi, nous
b b

avons
5

! !
w = wlryw?a rsw? bw* asw’rws.
Si w? est non-vide, chaque lettre de w? doit étre plus grande que z. Pour le prouver,
considérons un symbole ¢ de w?. Puisque le mot w contient les motifs zica; et croas, nous
avons a < ¢ afin que w soit un 123-représentant. Vu le cas considéré, il en découle que x < c.
Par conséquent, chaque lettre de w? est plus grande que x. Au vu du lemme [4.1.1], le mot

U !
wh = ww?zia;wow bwt asw’rzwe.

est un 123-représentant de G. En effet, nous savons que d(z) = 1 et, comme le facteur
10172 se trouve dans wh, x peut alterner seulement avec a et il alterne avec a au vu du
sous-mot composé des lettres a et x.
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En supprimant la premiére occurrence de  dans wj et la derniére occurrence dans w), un
nouveau mot représentant G est créé. Il contient deux copies de x et conserve la fréquence
des autres lettres.

Considérons p = 132.

Le représentant s’écrit

w = w1x1w2a1w3x2w4a2w5x3w6.
Comme le degré de a est au moins deux, nous savons que w3 et w?* ne peuvent étre si-
multanément vides. Par conséquent, il existe une lettre b, différente de x, entre les deux
occurrences de a dans w. Différents cas sont a considérer en fonction de ’ordre par rapport
a b. Nécessairement, nous avons a < x. Effectivement, si a > x, alors le motif 132 apparait
quel que soit 'ordre considéré.

- Si b>a>x, alors le sous-mot x1bay correspond au motif 132.
- Sia>b>x, alors le sous-mot xa,b correspond au motif 132.
- Sia>x>0b, alors le sous-mot basxs correspond au motif 132.

De plus, afin d’éviter le motif 132, toute lettre ¢ & gauche de a; est forcément plus grande
que a puisque w contient le sous-mot txsas. Considérons le mot w’ obtenu en supprimant
de w les trois occurrences de = et en remplagant a; par a*ajat, avec a < a* <a+1 (il est
équivalent de renommer 'alphabet et d’augmenter d’un les labels des sommets supérieurs
aa).

Ainsi, si w’ contient le motif 132, ce motif ne peut pas impliquer la lettre a* créée. Effecti-
vement, jca® et ja*tc ne peuvent correspondre au motif 132 puisque que cela impliquerait
que j < a*. Or, par construction de a*, on en tirerait que j < a. De surcroit, si a*jc corres-
pondait au motif 132, alors w ne serait pas un 132-représentant a cause du sous-mot aqjc.
D’ou, si w’ contient le motif 132, comme a* ne peut étre la cause de ce motif 132 dans w’,
ce motif apparait déja dans w. Nous obtenons donc une contradiction.

En outre, a est 'unique lettre de w’ alternant avec a*. Ainsi, w’ est un 132-représentant
du graphe G’ qui est le graphe G dont le label du sommet = est devenu a™.

En répétant le processus afin que chaque lettre apparaisse au maximum deux fois, un
p-représentant du graphe G est créé, pour tout p € {123,132}. ]

COROLLAIRE 4.1.3. Soit 1 € S3. Tout graphe p-représentable est un graphe circulaire.

Démonstration. Soit p € S3. Au vu des théorémes et [4.0.7] il suffit de le prouver
pour p € {123,132}. Par le théoréme , tout graphe p-représentable posséde un p-
représentant contenant au plus deux copies de chaque lettre. Le théoréme permet
de conclure que tout graphe p-représentable est donc circulaire. O

Ce corollaire permet d’obtenir des exemples de graphes représentables par mot mais
non-p-représentables comme le stipule le corollaire [4.1.4]
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COROLLAIRE 4.1.4. Soit p € S3. Les graphes avec un nombre de représentation stricte-
ment plus grand que deux ne sont pas p-représentables.

Démonstration. Soit pu € S3. Si un graphe a un nombre de représentation strictement su-
périeur a deux, alors ce n’est pas un graphe circulaire au vu du théoréeme [2.2.10] et de la
définition du nombre de représentation. Le corollaire [£.1.3] permet de conclure. O

Ainsi, le graphe de Petersen et les prismes Pr,, avec n > 3, ne sont pas u-représentables,
1€ .S3. En effet, par les théoréemes [2.2.12] et [2.2.13] le nombre de représentation du graphe
de Petersen et des prismes vaut 3.

4.2 Composantes connexes

En travaillant uniquement sur les composantes connexes d’un graphe, il est possible de
déterminer si ce dernier est p-représentable, ou p € {123,132}, Ainsi, grace au théoréme
suivant, tiré de [I5], nous pouvons construire, notamment a partir de différents graphes
p-représentables par un mot 2-uniforme, un nouveau graphe composé de composantes
connexes correspondants a ces graphes. Son corollaire est issu de [3].

THEOREME 4.2.1. Soit pu € {123,132}. Soient Gy,...,Gy les composantes connexes fi-
représentables d’un graphe G. Alors G est p-représentable si et seulement si au plus une
des composantes connexes ne posséde pas de p-représentant 2-uniforme.

Démonstration. Soit p e {123,132},

Premiérement, procédons par contraposée et montrons que le graphe G n’est pas p-
représentable si au moins deux de ses composantes connexes ne possédent pas de u-
représentants 2-uniformes. Raisonnons par I’absurde en supposant que le graphe G est
p-représentable et notons w son p-représentant. Considérons G; et G; deux composantes
qui ne sont pas p-représentables par un mot 2-uniforme. Le théoréme [4.1.2] permet de
supposer que w a au plus deux copies de chaque lettre. Il est clair que w doit avoir des
sous-mots w' et w’, formés en supprimant de w toutes les lettres qui n’apparaissent pas
dans G; et G; respectivement et représentant G; et G, sinon il serait impossible que ce
soit des composantes connexes de G. Il est impossible pour w’ et w? de contenir le motif x4
puisque w ne le contient pas. Donc ce sont des p-représentants de G; et G; respectivement.
Au vu de I’hypothése, nous en tirons que w’ et w/ ne sont pas 2-uniformes. Mais w contient
au maximum deux copies de chaque lettre donc il existe a une lettre qui apparait une seule
fois dans w’ et b une lettre qui apparait une seule fois dans w?. Ceci implique que a et b
sont alternés. Par conséquent, G; et GG; ne sont pas des composantes connexes de G. On
obtient donc une contradiction.

Deuxiémement, montrons que le graphe G est p-représentable si au plus une de ses
composantes connexes ne posseéde pas de u-représentant 2-uniforme. Pour commencer, la-
bélisons les noeuds des composantes de la maniére suivante : G; a les sommets 1,2, ..., 17 ;
Go a les sommets t; + 1,t1 +2,...,t9; ...; Gy a les sommets t,_1 + 1,151 + 2, ..., 1. Soient
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wh,w?, ..., w* les p-représentants de Gy, Go, ..., G}, respectivement. Ces mots existent par

hypothése. Alors le mot

est un p-représentant de G. En effet, comme w’ évite le motif p, pour tout i € {1,...,k}
et que chaque lettre de w® est plus petite que chaque lettre de wi*!, le mot w ne contient
pas le motif . De plus, il représente G puisqu’il est impossible pour des lettres ayant deux
occurrences dans w d’alterner avec d’autres n’étant pas dans la méme composante. En
outre, étant donné qu’au plus un des w* peut avoir des lettres apparaissant moins de deux
fois, ces lettres ne peuvent pas alterner avec des lettres dans w’ avec j # i. Donc G est
p-représentable. [

Grace a ce résultat, nous obtenons de nouveaux graphes p-représentables : ceux formés
de I'union disjointe de plusieurs graphes représentables par un p-représentant 2-uniforme
et d’au plus un graphe p-représentable ne possédant pas de p-représentant 2-uniforme.

COROLLAIRE 4.2.2. Soit p € {123,132} et soient Gy, ...,Gy les composantes connezxes
d’un graphe G possédant les p-représentants 2-uniformes w?! k respectivement. Alors
G est p-représentable par un mot 2-uniforme.

y ey W

Démonstration. Pour 1 < ¢ < k, notons a’ le nombre de lettres distinctes dans w?, c’est-
a~dire le nombre de sommets dans G;. Notons red(w’) le mot obtenu a partir de w’ en

remplagant la j-éme plus petite lettre par j et considérons red*(w?) le mot obtenu & partir
i-1
de red(w?) en modifiant chaque lettre j, 1 < j <a?, par j + Z a™. Alors le mot

m=1
w = red* (wF)red* (w*1)--red* (w)

est un p-représentant du graphe G. [

4.3 Exemples

Dans cette section, nous fournissons des exemples de graphes p-représentables et non-
p-représentables, ot p € {123,132}, Nous savons que les graphes non-représentables par
mot ne peuvent pas étre p-représentables. De plus, le corollaire [4.1.3| stipule que tous
les exemples de graphes p-représentables sont des graphes circulaires. Ainsi, il existe des
graphes représentables par mot mais non-u-représentables, citons par exemple ceux possé-
dant un nombre de représentation supérieur a deux au vu du corollaire [£.1.4] Enfin, nous
prouvons qu’il existe des graphes circulaires qui ne sont pas u-représentables. De plus, dans
certains cas, il est stipulé si un p-représentant 2-uniforme existe, afin de déterminer si le
graphe peut étre une composante connexe d’un graphe p-représentable d’apreés le théoréme
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4.3.1 Graphes complets

Comme les graphes complets ont un nombre de représentation égal a 1, ils possédent
un p-représentant, ou p € {123,132}, L’article [3] dénombre les p-représentants pour K,
avec n > 3 ainsi que la longueur de ceux-ci. Afin de déterminer ce nombre, des résultats
intermédiaires, tirés de [8] et de [I6], concernant les permutations sont nécessaires.

Pour rappel, une permutation de I’ensemble X est une bijection de X dans lui-méme.
Dans notre cas, X est un ensemble fini puisque X = {1,...,n}, ot n est le nombre de
sommets du graphe. Nous notons S,, 'ensemble des permutations de {1,...,n}.
Remarquons que, pour tout n, il existe n! permutations dans S,,. En effet, nous avons
n possibilités pour choisir la premiére lettre de la permutation, puis n — 1 choix pour la
seconde, une des lettres ayant déja été sélectionnée, et ainsi de suite.

Voici les 4! = 24 permutations de ’ensemble S; :

1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431,
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321

NOTATION 4.3.1. Notons s,(u) le nombre de permutations d’un mot formé de n lettres
distinctes, de longueur n et ne contenant pas le motif u.

Les permutations de S; ne contenant pas le motif 132 sont celles soulignées. Nous en
tirons que s4(132) = 14.

DEFINITION 4.3.2. Pour tout n > 0, le n-iéme nombre de Catalan C, est défini par le
nombre de maniéres différentes de calculer le produit de n+1 éléments a?, ..., a", en laissant
I'ordre des facteurs inchangés, si on ne peut réaliser le produit que de deux facteurs a la
fois.

PROPOSITION 4.3.3. Nous avons, pour tout n > 1,

n—1

Cn = Z CiCnfifl-
1=0

PROPOSITION 4.3.4. Nous avons, pour tout n >0,

- 1 (2n)
n+l\n
Les informations sur les nombres de Catalan sont issues de [16, p. 145-151] ot les preuves

des propositions sont développées.

PROPOSITION 4.3.5. On a s,(132) = C,,.

L’égalité est vérifice pour s4(132). En effet, nous savons que s4(132) = 14. Or, nous

avons
1(8
14=-(")=c,.
5(4) 4
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Démonstration. Soit une permutation de S,, évitant le motif 132.

Cette permutation s’écrit LnR ol les facteurs L et R, situés respectivement a gauche et a
droite de la plus grande lettre n, peuvent éventuellement étre vides. Afin d’éviter le motif
132, chaque lettre de R doit étre plus petite que n’importe quelle lettre de L. Ainsi, si
|R| =i, les lettres de R sont les i plus petites lettres de 'alphabet puisque LnR est une
permutation donc ne contient qu'une occurrence de chaque symbole.

De plus, L et R doivent étre des permutations évitant le motif u. Par conséquent,

(132) nf (132)05.1(132) = O = — (2”)
Sn = S; Sp—i— = n = ,
bt ! n+1\n

ou la deuxiéme égalité provient de la proposition [£.3.3] concernant la réduction pour les
nombres de Calatan et la troisiéme de la proposition [£.3.4] O

Le nombre exact de 132-représentants pour le graphe complet K,, n > 3, est fourni
par le théoréme suivant. Cependant, il n’est pas généralisable au cas 123 étant donné la
méthode utilisée pour démontrer la proposition et celle utilisée dans la démonstration
suivante, a savoir de considérer la plus grande lettre de ’alphabet.

THEOREME 4.3.6. Soit p € {123,132}. Pour n > 1, les graphes complets K, sont p-
représentables. Le graphe K1 peut étre représenté par un mot de la forme 11---1 et le graphe
Ky par un mot de la forme 1212--- ou 2121--- de longueur paire ou impaire.

De plus, pourn>3, il ya

2+Cn_2+znzoi

1=0

132-représentants différents pour K,,, ou C,, est le n-iéme nombre de Catalan.

FIGURE 4.1 — Le graphe complet Kg
Démonstration. Soit p € {123,132} et soit n € N. Les sommets du graphe complet a n
sommets K, sont labélisés de 1 & n.

Le graphe K,, peut étre représenté par le mot n(n—1)(n-2)---21. Comme chaque lettre
n’apparait qu'une seule fois, chaque lettre alterne avec les autres et donc le mot représente
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bien le graphe K. De plus, comme les lettres sont dans 'ordre décroissant, le motif p
n’apparait pas. Donc les graphes complets sont u-représentables.

Il est évident que K, peut étre représenté par un mot de la forme 11---1 et K, par
un mot de la forme 1212--- ou 2121--- de longueur paire ou impaire. De plus, chacun de
ces mots ne contient pas le motif pu puisqu’ils sont formés uniquement avec deux lettres
distinctes.

Soit p = 132. Il reste a trouver le nombre de p-représentants différents de K,, lorsque
n > 3. Soit n > 3 et soit w un p-représentant du graphe K,,. Par définition d’un graphe
complet, les lettres 7 et j s’alternent quelles que soit les lettres ¢ et j choisies entre 1 et n.
Comme n > 3, nous avons d(n) > 2. Ainsi, le théoréme affirme que la lettre n apparait
au plus deux fois.

1 2

Supposons que n apparait deux fois dans w. Dans ce cas, w = w'nw?nw?3 ou les mots w*
sont formés de lettres comprises entre 1 et n—1 pour tout k = 1,2, 3. Puisque le graphe est
complet, pour tout 7 tel que 1 <i<n—1, les lettres n et ¢ doivent s’alterner. Ainsi, il y a
exactement une copie de chaque lettre dans w?, ce qui signifie que w? est une permutation
de longueur n — 1. De plus, la lettre 4, avec 1 < i < n — 2, ne peut apparaitre dans w!
sinon in(n — 1) formerait le motif 132. De ce fait, nous obtenons w! = n -1 ou w! = «.
Similairement, nous avons w? = 1 ou w3 = ¢ afin d’éviter le motif 132. Quatre cas sont donc
a considérer.

Siw! =n-1et w3 =1, alors 1 doit se trouver a gauche de (n - 1) dans w? puisque le
graphe est complet, autrement dit toutes les lettres doivent s’alterner. De plus, pour la
meéme raison, la lettre i doit apparaitre entre 1 et n — 1 dans w?, quel que soit i entre 2
et n — 2. En outre, afin que w soit un 132-représentant, les lettres ¢ et j doivent étre en
ordre croissant pour tous symboles i, j tels que 2 <7 < j <n—2. En effet, sinon, le sous-mot
1ji formerait le motif 132. Ainsi, nous obtenons w = (n — 1)nw’l avec w’ la permutation
croissante de {1,2,...,n}. Ce cas méne donc a une représentation du graphe K.

Siw!=n-1et w3 =¢, alors, pour 1 <i<n-2, lalettre ¢ doit apparaitre a gauche de n—1
dans w? puisque le graphe est complet. Ainsi, nous obtenons w = (n—1)nw’(n-1)n ot w’
est une permutation de {1,2,...,n — 2} ne contenant pas le motif 132. Ce cas méne a C,,_
représentations au vu de la proposition [4.3.5

Si w! =¢ et w3 =1, alors, pour 2 <i < n-1, la lettre i doit apparaitre a droite de 1 dans w?
puisque le graphe est complet. Ainsi, nous obtenons w = nlw'nl ot w’ est une permutation
de {2,3,...,n—1}. Comme le motif 132 ne peut apparaitre, w’ est la permutation croissante
de {2,3,...,n - 1}. Ce cas méne a une unique représentation du graphe K.

Siw! = € et w? = ¢, alors nous avons w = nw?n avec w? est une permutation de {1,2,...,n-1}

évitant le motif 132. Par la proposition [4.3.5] ce cas méne a C),_; représentations.

Ainsi, lorsque n posséde deux occurrences dans w, nous avons déja 2 + C,,_s + C,,_1 repré-
sentants du graphe complet K,,.
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Supposons que n apparait une fois dans w. Le théoréeme stipule que chaque lettre
apparait au plus deux fois puisque le degré de chaque sommet est strictement plus grand
que 2. Montrons que seul un symbole peut avoir deux instances. Pour 1 <i < j <n -1,
supposons qu’il existe deux copies de i et j dans w. Puisque K, est un graphe complet,
n doit se trouver entre les deux occurrences de i et entre les deux occurrences de j afin
d’alterner avec les deux lettres. Dans ce cas, i1nj, forme le motif 132. D’ol1, au maximum
une lettre peut apparaitre deux fois.

Si chaque lettre a une unique occurrence dans w, alors le mot w est une permutation de
{1,...,n} évitant le motif 132. La proposition fournit alors C,, représentations.

Si une lettre ¢ apparait deux fois dans w, avec 1 <7 < n—1, alors toutes les lettres distinctes
de i n’apparaissent qu’'une fois dans w et doivent alterner avec ¢ puisque le graphe est
complet. Ainsi, elles se trouvent entre les deux occurrences de i. Nous avons, afin d’éviter
le motif 132, w =i(i + 1)---nw'i o w’ est une permutation de {1,...,i — 1} évitant le motif
132. En effet, les lettres situées aprés 'occurrence de n doivent étre plus petites que ¢ sinon
11nj, avec 1 < j <n, formerait le motif 132. De plus, entre la premiére occurrence de i et n
ne peut se trouver de lettres plus petites que ¢ sinon jnis avec j < i < n, formerait le motif
132. Donc toutes lettres plus petites que ¢ se trouvent aprés 'occurrence de n et toutes
lettres plus grandes que 7 se trouvent avant cette occurrence. De plus, les lettres entre i
et n apparaissent en ordre croissant, sinon ijk avec i < k < j < n, formerait le motif 132.
Donc, w = i(i + 1)---nw'i ot w’ est une permutation de {1,...,7 — 1} évitant le motif 132.

n—1 n—2
Par conséquent, ce cas conduit a Z Ciq = Z C; représentations de K,,.

i=1 i=0

En combinant les représentations possibles, il y a

n—2 n

2+Cn—2+ ZC’i+C’n_1+C’n=2+Cn_2+ZCi
1=0 i=0

132-représentants du graphe complet K,. O

COROLLAIRE 4.3.7. Soit n > 3. La longueur d’un 132-représentant de K,, est soit n, soit
n+1, soit n+2, soit n+ 3.

Démonstration. Soit n > 3 et soit w un 132-représentant de K,. Les mots du théoréeme
précédent sont considérés.

Dans un premier temps, supposons que n apparait deux fois. Quatre cas se sont présentés.

Dans le premier cas, trois lettres apparaissent deux fois, a savoir n, (n—1) et 1, les autres
symboles apparaissent une seule fois donc |w|=n + 3.

Dans les deux cas suivants, deux lettres sont présentes deux fois dans le mot w, n et soit
n -1, soit 1, les autres lettres n’étant présentes qu’'une fois donc |w| =n + 2.

Dans le dernier sous-cas, seul n apparait deux fois donc |w|=n + 1.

o7



CHAPITRE 4 : GRAPHES p-REPRESENTABLES, OU p € S5

e Dans un second temps, supposons que n apparait une seule fois. Deux cas se sont présentés.

* Soit chaque lettre apparait une seule fois et alors |w| = n.

* Soit une seule lettre apparait deux fois et, dans ce cas, |w| =n+ 1. O

Ainsi, le graphe complet K3 posséde

3
2+C1+) Ci=2+1+1+1+2+5=12
i=0
132-représentants. Ils sont cités ci-dessous dans 'ordre obtenu grace a la démonstration du
théoréme :

231231, 23123, 31231, 3123, 3213, 123, 213, 231, 312, 321, 1231, 2312.

Il est aisé de vérifier que la longueur des représentants est comprise entre 3 et 6.

Sachant que les graphes complets sont p-représentables, ot p € {123,132}, il est inté-
ressant de savoir s’ils possédent un p-représentant 2-uniforme. En effet, si tel est le cas, le
théoreme permet de créer de nouveaux graphes p-représentables possédant un graphe
complet comme composante connexe. Les deux théorémes proviennent de [15].

THEOREME 4.3.8. Tout graphe complet est 123-représentable par un mot 2-uniforme.

Démonstration. Le graphe complet & n sommets K, peut étre représenté par le mot 2-
uniforme n(n -1)(n-2)---21n(n-1)(n - 2)---21. O

THEOREME 4.3.9. Le graphe complet K3 est 132-représentable par un mot 2-uniforme.

Démonstration. Le mot 231231 est un représentant 2-uniforme de K3 évitant le motif
132. ]

THEOREME 4.3.10. Soit n > 4. Le graphe complet K, n’est pas 132-représentable par un
mot 2-uniforme.

Démonstration. Soit n > 4.

Raisonnons par ’absurde et supposons avoir w un 132-représentant de K, possédant deux
copies de chaque lettre. Nous avons w = w'lw?lw3 ou les symboles des mots w’ appar-
tiennent a l'alphabet A = {2,...,n} pour ¢ = 1,2,3. De plus, le mot w? contient les lettres
2,3,4 puisque le graphe est complet et elles se trouvent en ordre croissant afin d’éviter le
motif 132. Comme le mot w est 2-uniforme, les lettres 2, 3,4 apparaissent soit dans w?!,
soit dans w3. Les symboles 2 et 3 sont forcément dans w!. Effectivement, si un des deux se
trouvait dans w3, le motif 132 se trouverait dans w. En outre, puisque chaque sommet est
connecté aux autres, les lettres 2 et 3 doivent s’alterner. Donc elles apparaissent en ordre
croissant dans w!. Enfin, si la lettre 4 se trouve dans w3, alors elle n’alterne pas avec les
lettres 2 et 3. Ainsi, le symbole 4 doit se situer dans w! également et aprés les lettres 2 et
3 afin que les arétes 24 et 34 existent. Dans ce cas, le sous-mot 243 apparait dans w, ou 2
et 4 sont pris dans w' et 3 est choisi dans w?. Or, il correspond au motif 132, d’ou nous
obtenons une contradiction. ]
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4.3.2 Graphes bipartis complets

Les graphes bipartis complets sont représentables par mot au vu du corollaire
puisque ce sont des graphes de comparabilité. De plus, ce sont des graphes circulaires. En
effet, par définition, les sommets sont répartis en deux ensembles V; et V5 tels que B = Vi x V5
ou F est I'ensemble des arétes. Ainsi, les sommets de V; peuvent étre associés a des cordes
paralléles d’un cercle et ceux de V5 a des cordes de ce cercle qui sont paralléles entre elles
et perpendiculaires aux cordes correspondants aux sommets de V;. De cette maniére, deux
cordes s’intersectent si et seulement si les noeuds correspondants sont adjacents. Comme
les graphes bipartis complets sont circulaires, il n’est pas possible de conclure qu’ils ne sont
pas p-représentables, pu € {123,132}. La question est donc de savoir s’ils le sont ou non.
Le cas des étoiles et des graphes bipartis possédant au moins deux noeuds dans chaque
sous-ensemble de sommets sont traités séparément.

Le théoréme |4.3.12] concernant 1'étoile Eg est tiré de [15], les autres énoncés et preuves
de cette sous-section proviennent de mes recherches.

Etoiles

Par définition, les étoiles E; sont les graphes bipartis complets K ; pour tout j donc

elles sont représentables par mot. Ainsi, il reste & établir si elles sont p-représentables,
e {123,132}.

THEOREME 4.3.11. Les étoiles E; possédent un 132-représentant 2-uniforme pour tout
j>1.

Démonstration. Soit j > 1.

Le mot w = j(j —1)---21012---(j — 1)j0 est un 132-représentant de 'étoile E;, ot 0 est le
label du sommet lié a tous les autres. En effet, puisque le dernier 0 ne peut contribuer au
motif 132 et comme les lettres sont disposées de maniére décroissantes avant la premiére
occurrence du symbole 1, et croissantes aprés la seconde occurrence de ce symbole 1, il
n’est pas possible que le motif 132 se trouve dans le mot w. De plus, le mot w est bien un
représentant de I’étoile F; puisque la lettre 0 est la seule a alterner avec les autres symboles
au vu du lemme [2.1.2] ce qui signifie que le sommet 0 est lié a tous les autres. [

FIGURE 4.2 — Label des sommets de 1’étoile £
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THEOREME 4.3.12. L’étoile Eg n’est pas 123-représentable.

OENO
O—F—®
& &

FIGURE 4.3 — L’étoile Eg

Démonstration. Raisonnons par l'absurde et supposons avoir w un 123-représentant de
'étoile Eg telle que réprésentée a la FIGURE [4.3] Au maximum une des lettres de a a
f ne peut apparaitre qu’'une fois. En effet, si deux de telles lettres apparaissent une fois
alors elles s’alternent, d’ot1 nous obtenons une contradiction puisque ’aréte correspondante
n’existe pas. Supposons, sans perte de généralité que a, b, ¢, d, e apparaissent deux fois dans
w. De plus, comme d(z) > 2, le théoréme stipule que x apparait au maximum deux
fois dans w. Nous avons donc deux cas.

Si la lettre x apparait une fois dans w, alors, comme x doit alterner avec toutes les autres
lettres, lorsque les lettres sont présentes deux fois dans w, ce qui est le cas de a,b,c,d et e,
une occurrence se trouve a gauche de x et une a droite. Supposons, sans perte de généralité,
que a < b < c. Remarquons que b doit survenir aprés ¢ a droite de x sinon ajbyco formerait
le motif 123. De méme, a doit survenir aprés b a gauche de x sinon a;b;cy formerait le
motif 123. Par le lemme [2.1.2] les deux seules possibilités par rapport a 'ordre des lettres
dans w sont biajcixcaasbs et biciajrascobs, les autres cas menant a la création d’arétes
non-existantes. Enfin, la présence des sous-mots bicix et xasby implique que x <cet a<zx
afin d’éviter le motif 123. Donc nous avons a < x < ¢, mais le sous-mot a;xcy correspond au
motif 123. Par conséquent, I’étoile Eg ne posséde pas de 123-représentant avec une unique
occurrence de la lettre z.

Si la lettre x apparait deux fois dans w, alors toutes les lettres distinctes de = doivent
apparaitre une unique fois entre les deux occurrences de x étant donné que = doit alterner
avec toutes les autres lettres. Les lettres a,b,c,d et e apparaissant deux fois dans w, la
seconde occurrence se trouve soit avant x, soit aprés x,. Par le principe des tiroirs, il y a
au moins trois lettres d'un coté d’un des x. Sans perte de généralité, supposons que a,b et ¢
sont ces lettres. Les mémes arguments que ceux utilisés dans le cas précédent nous donnent
que I'étoile Eg ne posséde pas de 123-représentant avec deux occurrences de la lettre x.

Arrivant & une contradiction dans les deux cas, 1’étoile Fg n’est pas 123-représentable. [
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COROLLAIRE 4.3.13. Pour tout j > 6, l'étoile E; n’est pas 1253-représentable.

Démonstration. Pour j =6, le résultat est démontré dans le théoréme [4.3.12] Or, la propo-
sition affirme que la 7-représentabilité est héréditaire. Donc pour tout ;7 > 6, si ’étoile
E; est 123-représentable, alors I'étoile Eg est 123-représentable, ce qui est impossible. [J

Nous avons établi que les étoiles £j ne sont pas 123-représentables lorsque j > 6. Les
étoiles I}, j < 6, sont 123-représentables au vu des représentants fournis pour les labels des

sommets présentés aux FIGURES [4.4] et

1 2
6
\3/2 5——1—3
7
4 4

FIGURE 4.4 — L’étoile Es5 : 56365421312 - L’étoile E, : 451543212

3 2
, \ 2 3
~_ - NS
1 1
FIGURE 4.5 — L'étoile By : 423132 - L'étoile By : 3212 - L'étoile B, : 12

Graphes bipartis complets possédant au moins deux noeuds dans chaque sous-
ensemble de sommets

REMARQUE 4.3.14. Les graphes K, ,, et K,,,, étant isomorphes, les roles de n et m sont
interchangeables.

Lorsqu’un des deux sous-ensembles de V' ne contient qu'un seul élément, nous ob-
tenons les étoiles dont nous venons de montrer qu’elles sont p-représentables pour tout
e {123,132} excepté lorsque 'autre sous-ensemble contient au moins six sommets. Ef-
fectivement, dans ce cas, nous avons démontré qu’elles ne sont pas 123-représentables. Ce
dernier constat nous permet d’obtenir le résultat qui suit.

COROLLAIRE 4.3.15. Les graphes bipartis complets K, ,,, ne sont pas 123-représentables
lorsque m > 6.

Démonstration. La proposition [3.0.5stipule que la 7-représentabilité est héréditaire. Ainsi,
si un sous-graphe n’est pas 7-représentable, le graphe n’est pas T-représentable. Or, ’étoile
Es est un sous-graphe induit de tous graphes bipartis complets K, ,, tels que m > 6 et le
théoréme affirme que 'étoile Fg n’est pas 123-représentable. ]
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Nous cherchons maintenant & connaitre la p-représentabilité des graphes bipartis com-
plets I, ,, en toute généralité.

THEOREME 4.3.16. Les graphes bipartis Koo et Kso possedent un 123-représentant.

Démonstration.

Le mot 431421 est un 123-représentant du graphe K5 > dont le label des sommets est illustré
a la FIGURE [1.6] Effectivement, trouver le sous-mot ab tel que a < b et tel qu'il existe ¢
avec ¢ > b implique nécessairement que a = 1 et b = 2. Or, nous ne trouvons pas de symbole
ce{3,4} aprés la lettre 2.

En raisonnant de méme, il est aisé de constater que le graphe K3o, dont le label des
sommets est illustré a la FIGURE [4.0], posséde 53215412 comme 123-représentant. O]

G'@ 3‘@ (D
A 57
(=) ()

FIGURE 4.6 — Label des sommets des graphes bipartis complets Ky et K34

THEOREME 4.3.17. Soient n > 4 et m > 2. Les graphes bipartis K, ,, ne sont pas 123-
représentables.

FIGURE 4.7 — Le graphe biparti complet K, o

Démonstration. Soit n > 4. Il suffit de montrer que le graphe biparti complet K, o n’est
pas 123-représentable au vu du caractére héréditaire de la 7-représentabilité établie a la
proposition [3.0.5] Par définition, le graphe biparti complet est tel que E = Vi x V;, avec
#Vi = n et #V, = 2. Notons al,...,a™ les labels des sommets de V; et bl,b? les labels
des sommets de V5. Vu que chaque sous-ensemble de noeuds en contient au moins deux,
le degré de chaque sommet est supérieur ou égal a deux. Etant donné que [123| = 3, le
théoréme [3.0.9 stipule que chaque lettre apparait au maximum deux fois. De surcroit, au
plus un des sommets de chaque sous-ensemble de noeuds apparait une seule fois sinon une
aréte lierait deux sommets d’un méme sous-ensemble de noeuds, ce qui est impossible par
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définition. Par conséquent, nous obtenons trois cas, a savoir respectivement lorsque deux ou
une lettres ont une unique occurrence, ou lorsque tous les symboles ont deux occurrences.

Soit un des sommets de chaque sous-ensemble de noeuds apparait une seule fois. Notons
ces sommets a” et b2. Nous obtenons alors les mots

14 A r
w = wad"wbPw® et w =w' b w? a"w?

2 1 2

N ’ / ’ . N .
ot les mots w!, w?, w3, w', w? et w3 peuvent éventuellement étre vides.

Les lettres distinctes de a™ et b? apparaissent nécessairement deux fois. Comme E = V; x V5,
les lettres a’ et b doivent alterner, pour tout i € {1,...,n} et pour tout j € {1,2}. Donc
w!, w3 contiennent le symbole b! et w3, w! contiennent toutes les lettres de V; excepté
a". De plus, étant donné que les lettres a’ (resp. /) ne doivent pas s’alterner entre elles,
la copie restante des lettres se trouve dans w?, w?. En outre, dans w?, toutes les lettres
de Vi apparaissent avant celle de V5, sinon nous aurions le sous-mot bla”blaib?a’, ce qui
contredit la complétude du graphe biparti K, o, b! et a’ ne s’alternant pas. Pour la méme
raison, dans w?, toutes les lettres de V, apparaissent aprés celle de V5.

Comme les lettres a’ (resp. b7) ne peuvent pas s’alterner, elles doivent se trouver dans
l'ordre opposé de chaque coté de b? (resp. a™) au vu du lemme . Ainsi, nous avons

w = blanglal__an72an71b162an71an72‘__a2a1 et w' = a1a2‘_‘anfleblanfl_._a2a1anb1'

Soit p =123.

Dans le mot w, seule la permutation a?a'b' des symboles b', a' et a? n’apparait pas. Afin
d’éviter le motif 123, on a alors a® < a! < b'. On en tire que a™ ! < a?. En effet, les inégalités
a™ 1> bl et a? < a™! < b! sont impossible a cause respectivement de la présence des sous-
mots atblah™ et aZaP'bl. Ainsi, on a a®! < a® < a' < b'. Une contradiction est obtenue

die a la présence du sous-mot ayta3ai.

Dans le mot w’, seule la permutation b'a'a? des symboles b', a' et a® n’apparait pas. Afin
d’éviter le motif 123, on a alors b! < a® < a?. On en tire que a™ ! > a?. En effet, les inégalités
a™ !t < bl et bl <a™ ! < a? sont impossible a cause respectivement de la présence des sous-

mots a?'bial et blaf~taZ. Ainsi, on a b! < a' < a? < a™!. Une contradiction est obtenue

dtie & la présence du sous-mot aja?a?!.

Soit une seule lettre apparait une unique fois. Cela signifie que toutes les autres lettres
apparaissent deux fois. La lettre avec une unique instance est soit dans V;, soit dans V5.

Notons b? la lettre ayant une seule occurrence dans w. Alors nous avons
w” = w'b*w?

Comme l'aréte b%a’ existe pour tout 7 € {1,...,n}, les a’ doivent alterner avec b? mais pas
entre eux donc une copie se trouve dans w! et une dans w? en sens opposé par le lemme
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2.1.2, Ainsi, étant donné que les a et b' doivent s’alterner pour tout ¢, nous obtenons

w'" = blana1a2'”

ou w/l — a”a1a2-~'a”_Qan_lebla”_l

n—2an—1 bl b2an—1an—2' 2.1

a —-a‘a-a”

a"2a’ata"b'.

Puisque ces mots w” contiennent respectivement comme facteur w et w’, ils contiennent le
motif 123. En effet, si w” était un 123-représentant, alors w ou w’ en serait un.

Notons a™ la lettre ayant une seule occurrence dans w. Alors nous avons
w” = wla"w?.

Comme l'aréte ba™ existe pour tout j € {1,2}, les & doivent alterner avec a" mais pas
entre eux donc une copie se trouve dans w! et une dans w? en sens opposé par le lemme
2.1.2] Ainsi, comme les a* et les b7 doivent s’alterner pour tout k, 7, nous obtenons

w// — belanal__.&n71b1b2an71‘”a2a1
ou w'= a1a2~--a”‘lbzbla”‘l--~a2a1a”b1b2

ou w/l G,Hl‘“CLn_leblan_l"'CLHI(J,nCLl'"azbleCLz"‘al

onie{l,...,n-2}.
Les deux premiers mots w” contiennent respectivement comme facteur w et w’. Par consé-
quent, ce ne sont pas des 123-représentants.

Le troisitme mot w” contient toutes les permutations des symboles b, b? et a™! excepté

bl'b2a™~! puisque i < n —2. On en tire que b < b? < a™!. Par conséquent, on a b' < b? <

a' <a™ ! au vu des sous-mots blab~tal, alblb2 et blalbi. Le sous-mot bib3al conduit a une

contradiction.

Soit toutes les lettres apparaissent deux fois. Alors, des mots contenant comme facteur un
des mots provenant des situations précédentes sont obtenus. Par conséquent, si un de ces
mots ne contenait pas le motif 123 alors ses facteurs non plus, donc nous obtenons une
contradiction.

Puisqu’aucune des situations n’est possible, les graphes bipartis K, ,,, avec n >4 et m > 2
ne sont pas 123-représentables. O

Comme le stipule le théoréme suivant, la conclusion différe en ce qui concerne la 132-
représentabilité.

THEOREME 4.3.18. Soitn > 2. Les graphes bipartis complets K,, o sont 132-représentables.

Démonstration. Soit n > 2. La démonstration précédente fournit le représentant
w = a1a2_‘_an—2an—1b2blan—lan—2”_a2a1anb1
pour les graphes bipartis K, 5.
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En prenant 2 =3, b' =2, a" =1 et a’* = (n—-1+3) pour i € {1,...,n— 1}, le mot obtenu
w=(n+2)(n+1)--543245---(n+1)(n +2)12

est un 132-représentant du graphe K, ». Par construction, c’est un représentant du graphe.
Il reste & montrer que le motif 132 n’apparait pas dans w. Pour trouver un sous-mot ac
avec a < ¢, il faut que a se situe avant 'occurrence de a™ = 1. En effet, si a = 1 alors il
n’existe pas de symbole b tel que ¢ > b > a. De plus, comme les lettres avant b ne font que
décroitre, on peut supposer que a = 2. Or, les symboles aprés la premiére occurrence de
2 ne font que croitre jusqu’a a™ donc on peut supposer que ¢ = (n + 2). Par conséquent,
le symbole b tel 2 < b < (n+2) et tel que ach soit un sous-mot de w n’existe pas puisque
le facteur a™b! ne contient pas de symbole plus grand que 2. Par conséquent, le motif 132
n’apparait pas. [

FIGURE 4.8 — Label des sommets du graphe biparti complet K, o

Nous avons constaté que les graphes bipartis complets K, ,, sont 132-représentables
lorsqu’un des deux sous-ensembles de noeuds ne comprend qu’un ou deux sommets au vu
des théorémes [4.3.11] et [4.3.18, Tentons de déterminer ce qu’il en est en général.

THEOREME 4.3.19. Soient n,m > 3. Les graphes bipartis complets K, ,, ne sont pas
132-représentables.

FIGURE 4.9 — Le graphe biparti complet K33

Démonstration. Sile graphe biparti complet K33 n’est pas 132-représentable, alors la pro-
position [3.0.5 permet de conclure puisque tout graphe biparti complet K, ,, avec n, m >3
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possede K33 comme sous-graphe induit. Prouvons que K33 n’est pas 132-représentable en
raisonnant par ’absurde et supposons que w en est un 132-représentant. Par définition, le
graphe est tel que E = V] x V5 avec #V) = 3 et #V5 = 3. Notons al, a?, a3 les labels des som-
mets de Vi et bt b2, b3 les labels des sommets de V5. Vu que n =m = 3, le degré de chaque
sommet vaut 3 et le théoréme [3.0.9] affirme que chaque lettre apparait au maximum deux
fois. De surcroit, au plus un des sommets de chaque sous-ensemble de noeuds apparait une
seule fois sinon une aréte lierait deux sommets d’un méme sous-ensemble de noeuds, ce qui
est impossible par définition. Par conséquent, trois cas sont traités, a savoir respectivement
lorsque deux ou une lettres ont une unique occurrence, ou lorsque tous les symboles ont
deux occurrences.

Soit un des sommets de chaque sous-ensemble de noeuds apparait une seule fois. Notons
ces sommets a? et b? et, comme n = m = 3, nous pouvons supposer, sans perte de généralité,
que

w = w'adw?bdw?

ot les mots w!, w? et w? peuvent éventuellement étre vides. Comme E = V) x V5, les lettres
a' et b9 doivent alterner pour tout 7, j. Donc w! contient toutes les lettres de V5 excepté b3
et w3 contient toutes les lettres de Vi excepté a®. De plus, étant donné que les lettres a*
(resp. b7) ne doivent pas s’alterner entre elles, la copie restante de chacune de ces lettres se
trouve dans w?. En outre, dans w?, toutes les lettres de V; apparaissent avant celles de V5,
sinon la complétude du graphe biparti K, ,, serait contredite par le sous-mot bfa3ba*b3a®.
Ainsi, nous avons

w = bv?adal a?b?b b3a’al.

Seule la permutation a?a't/ des symboles b7, al et a? n’apparait pas pour j € {1,2}. Afin
d’éviter le motif 132, on a alors a? < b/ < a'. De plus, 'alphabet étant totalement ordonné,
soit b < b2, soit b? < bl. Cependant, aucun des cas n’est possible au vu des sous-mots a2b3b}
et b2ajbl.

Ainsi, ce premier cas ne se produit jamais.

Soit une seule lettre apparait une unique fois. Cela signifie que toutes les autres lettres
apparaissent deux fois. Comme n = m = 3, nous pouvons noter, sans perte de généralité, a?
la lettre ayant une seule occurrence dans w. Alors nous avons

w = w1a3w2.

Comme, I'aréte bia? existe pour tout j € {1,2,3}, les & doivent alterner avec a® mais pas
entre eux donc une copie se trouve dans w' et une dans w? en sens opposé par le lemme
2.1.21 Ainsi nous obtenons

! 14 14 !
w=w' bR w" adw? BP?btw? .
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Etant donné que les a’ et les b7 doivent s’alterner pour tout 7, j, une copie de a' et une

copie de a? se trouvent entre les deux occurrences de b3. L’autre copie se trouve dans w!’ ou
w? et en sens opposé au vu du lemme . De plus, si une lettre apparait dans w!’ (resp.
w?') alors la seconde copie est nécessairement dans w!” (resp. w?") puisque a® n’alterne
pas avec a’.

Il existe au plus un j € {1,2,3} tel que &’ < a’ pour tout i € {1,2,3}. En effet, si & < V! < a’
alors le motif 132 est formé a partir du sous-mot b7a*d!. Deux cas sont donc a traiter.

Supposons que pour tout j € {1,2,3}, ¥ > a’ pour tout i € {1,2,3}, alors b® < b? < b!
sinon a'bi*1b/ correspondrait au motif 132. De plus, nous avons w!’ = ¢ car si w!’ # ¢, cela
signifie qu’il existe 7 € {1,2} tel que a’ se trouve dans w!" mais le sous-mot a’b'b? ainsi créé
équivaut au motif 132. D’oi1, nous obtenons w!” = ¢. Notons

w = b3 ala?alb3?blat a?.

Au vu du cas traité (a savoir : pour tout j € {1,2,3}, &/ > a* pour tout i € {1,2,3}), il existe
ke {1,2,3} tel que a* soit le plus petit symbole dans w et il existe £ # k et £ # 3 tel que
akblat forme le motif 132. On obtient donc une contradiction.

Donc il existe j € {1,2,3} tel que b < a’ pour tout i € {1,2,3} et ce j est unique. Cela
implique que w? = ¢. En effet, si w? # ¢, cela signifie qu'il existe k € {1,2} tel que a* se
trouve dans w?. Or, le sous-mot b{bgak équivaut au motif 132 puisque, pour tout ¢ # j,
b’ > a’ pour tout i € {1,2,3}. Donc nous obtenons w? = w?” = £. Ainsi nous avons

w = a?a'b'b?ialaa P b’

Puisque j est unique, il existe k € {1,2,3} tel que b* > a’ pour tout i. Ainsi, si a® < a2, le
sous-mot atbta? conduit & une contradiction. Donc a? < a® mais dans ce cas, le sous-mot

a3b¥al correspond au motif 132.

Par conséquent, la présence d’'une unique instance d’'un symbole ne peut survenir.

Soit toutes les lettres apparaissent deux fois. Alors, des mots contenant comme facteur un
des mots provenant des situations précédentes sont obtenus. Par conséquent, si un de ces
mots ne contenait pas le motif 132 alors ses facteurs non plus, donc nous obtenons une
contradiction.

Puisqu’aucun cas ne survient, le graphe biparti K33 n’est pas 132-représentable et par
conséquent, les graphes bipartis complets K, ,,, lorsque n,m > 3 non plus. O

En combinant tous les résultats, on remarque que la seule inconnue concerne la 123-
représentabilité du graphe biparti complet K33. Grace au théoréme [£.3.20, on connait la
p-représentabilité des graphes bipartis complets quelle que soit la taille des deux ensembles
de sommets.
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THEOREME 4.3.20. Le graphe biparti complet K33 est 123-représentable.

Démonstration. Le mot 5632165412 convient comme un 123-représentant du graphe K 3.
O

FIGURE 4.10 — Label des sommets du graphe biparti complet K3 3

Résumé

Le tableau ci-dessous reprend les graphes bipartis complets et précise s’ils sont pu-
représentables ou non, pour p € {123,132}. Les graphes K, ,, et K,,, étant isomorphes,
les cas détaillés ci-dessous sont un récapitulatif complet des cas possibles. Comme nous
I’avons constaté, il convient de séparer les cas en fonction des valeurs de n et m.

n=1 n=2 n>3
m<6|m>6|me{2,3} | m>4|m=3|m>4
123 || OUI | NON OUI NON | OUI | NON
132 || OUI | OUI OUI OUI | NON | NON

4.3.3 Couronnes

Le corollaire implique que les couronnes sont représentables par mot. La question
est donc de savoir si, parmi ses différents représentants, il en existe qui ne contiennent pas
le motif p, p € {123,132}. De tels représentants existent uniquement pour les couronnes
Hy 1, Hyy et Hss. En effet, lorsque n > 4, les couronnes H, , ne sont pas des graphes
circulaires. Les énoncés et preuves sont issus de mes recherches.

THEOREME 4.3.21. Soit € {123,132} et soit n € {1,2,3}. Les couronnes H,, sont
p-représentables.

Démonstration. Soit p € {123,132}, Les mots 1122, 432121 et 5645342312 conviennent
comme j-représentants de Hy 1, Ha o et Hs 3 respectivement, ou les labels des noeuds sont
ceux correspondants aux couronnes de la FIGURE [4.11} [

@ @ ()
(2) @ ()

FIGURE 4.11 — Label des sommets des couronnes H; ;, Hyo et Hs 3
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THEOREME 4.3.22. Soit 1 € {123,132}. Les couronnes H,,, n > 4, ne sont pas ji-
représentables.

FIGURE 4.12 — La couronne H, 4, graphe circulaire ?

Démonstration. 11 suffit de prouver que les couronnes H, ,,, n >4, ne sont pas des graphes
circulaires et le corollaire [{.1.3 permettra de conclure que ces graphes ne sont pas pu-
représentables, pour tout p € {123,132}. Raisonnons par I'absurde et supposons que les
couronnes H,, ,, n >4, sont des graphes circulaires. Dans ce cas, les sommets sont associés
aux cordes d'un cercle de maniére telle que deux cordes s’intersectent si et seulement si
I’aréte correspondante existe. Notons 1,2, ...,n les labels des sommets du premier ensemble
de sommet et 1/,2’, ..., n/ ceux du second ensemble. Au vu du graphe H,, ,,, n > 4, trois cordes
1,2,3 sont positionnées de facon telle qu’elles ne s’intersectent pas et qu’'une quatriéme 4’
les coupe comme illustré par la FIGURE De plus, le segment correspondant au noeud
4 ne doit couper aucune de ces cordes. Cependant, il est impossible de tracer quatre autres
cordes 1/,2',3', 4 telles qu’elles coupent respectivement les cordes 234,134,124 et 1'2'3". [

Je fournis une seconde démonstration de la non-p-représentabilité des couronnes H,, ,,
lorsque n > 4. Celle-ci se base sur des résultats établis précédemment et non sur une
tentative de représenter les couronnes comme des graphes circulaires.

Démonstration. Soit p e {123,132}. L’hérédité de la T-représentabilité établie a la propo-
sition permet de se restreindre a la couronne H, 4 puisque cette derniére est un sous-
graphe induit des couronnes H,, ,,, pour n > 4. Or, comme le prouve la FIGURE , la cou-
ronne Hy 4 est le prisme Pry. En combinant le théoréme qui stipule que Pry € R3 au
corollaire [£.1.4] nous pouvons conclure que la couronne H, 4 n’est pas j-représentable. [

27 37

FIGURE 4.13 — La couronne Hy 4 et le prisme Pry
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4.3.4 Chemins simples

Mandelshtam a établi dans son article [I5] que les chemins simples sont p-représentables,
w€ {123,132} et qu’'un représentant 2-uniforme existe. Par conséquent, le théoréme m
permet de créer de nouveaux graphes p-représentables avec comme composante(s) connexe(s)
un chemin simple.

THEOREME 4.3.23. Soit j € {123,132}. Les chemins simples sont u-représentables.

0202002020020

FIGURE 4.14 — Le chemin simple de longueur 7

Démonstration. Soit u € {123,132}. Le chemin simple de longueur n -1 (c’est-a-dire a n
sommets), n > 2, peut étre représenté¢ par le mot n(n—1)n(n-2)(n-1)(n-3)(n-2)(n-
4)(n — 3)---3423121. Ce mot représente bien un chemin simple puisque chaque sommet
alterne uniquement avec celui d’avant et celui d’aprés, excepté le 1 et le n qui alternent
uniquement avec 2 et n — 1 respectivement. De plus, le mot évite le motif . En effet, la
premiére apparition d’un nombre n — a, est directement suivie du nombre consécutif plus
grand n —a + 1 puis de nombres plus petits ou égaux a n —a. Or, pour voir le motif p,
il faudrait avoir n —a + 2 aprés n —a qui correspondrait au motif 13. Par conséquent, les
chemins simples sont p-représentables. [

COROLLAIRE 4.3.24. Soit p € {123,132}. Tout chemin simple est p-représentable par un
mot 2-uniforme.

Démonstration. Cela découle directement de la construction donnée au théoréme

]

4.3.5 Cycles

Toujours dans l'article [15], la p-représentabilité des cycles est établie, € {123,132}. Le
représentant fourni ne permet pas de conclure a ’existence d’un représentant 2-uniforme.

THEOREME 4.3.25. Soit € {123,132}. Les cycles sont u-représentables.

FIGURE 4.15 — Le cycle a 4 sommets
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Démonstration. Soit p € {123,132}. Le cycle a n sommets, n > 2, peut étre représenté par
le mot (n—-1)n(n-2)(n-1)(n-3)(n-2)---2312. Ce mot est le méme que celui représentant
un chemin simple a n sommets, excepté que nous avons supprimé le premier n et le dernier
1 afin que 1 et n s’alternent puisque chacune de ces deux lettres n’apparait qu'une fois. De
plus, le mot évite le motif u pour la méme raison que précédemment. Par conséquent, les
cycles sont p-représentables. ]

Remarquons, comme illustré a la FIGURE 4.16, que le cycle a six sommets correspond a
la couronne Hj 3. Par conséquent, sa p-représentabilité est établie par le théoréme 4.3.21]

FIGURE 4.16 — Le cycle a six sommets et la couronne Hj 3

4.3.6 Echelles

Le théoréeme [2.2.7] affirme que le nombre de représentation des échelles vaut 2. En
combinant ce résultat au théoréme [2.2.10 nous savons que les échelles sont des graphes
circulaires. Par conséquent, il n’est pas possible de conclure que les échelles ne sont pas
p-représentables. D’ailleurs, pour n € {1,2}, les échelles sont des cycles et il vient d’étre
prouvé qu’ils sont p-représentables. Le cas n = 3, issu de mes recherches, est traité ci-aprés.

On s’attendrait a ce que les échelles L, avec n > 4, ne soient pas u-représentables.
Cependant, il serait long et fastidieux de le prouver puisqu’il y a de nombreux cas a traiter
afin de considérer tous les représentants possibles pour ensuite constater qu’ils possédent
un sous-mot correspondant au motif . Par conséquent, la question de la p-représentabilité
des échelles L,, avec n > 4, reste ouverte.

THEOREME 4.3.26. Soit j € {123,132}. L’échelle Ls est p-représentable.

Démonstration. Les mots 6546321341 et 5463265213 sont, respectivement, les représentants
évitant le motif 132 et 123 de I’échelle L3 dont le label est illustré a la FIGURE [4.17, [

FIGURE 4.17 — Label des sommets de 1’échelle L3
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4.3.7 Arbres

Gao donne, dans [3], un 132-représentant des arbres et Mandelshtam, dans [15], en
tire un 132-représentant 2-uniforme. Le procédé utilisé dans la démonstration est illustré
sur un exemple afin de comprendre la construction du représentant. Aucun résultat n’est
disponible concernant la 123-représentabilité des arbres.

THEOREME 4.3.27. Les arbres sont 132-représentables.

Démonstration. Procédons par récurrence sur le nombre de sommets avec une condition
supplémentaire. [’arbre a un sommet est représentable par le mot 1. Supposons pouvoir re-
présenter un arbre avec moins de n sommets par un 132-représentant possédant une unique
occurrence du label de la racine et deux instances des labels des sommets non-racines.

Soit un arbre 7" & n sommets, nommés de la maniére suivante : ordre croissant en
commengant par la racine puis en traversant les sous-arbres de la gauche vers la droite
récursivement. Supposons que la racine posséde r enfants, ce qui signifie que le graphe T’
a r sous-arbres dont les racines sont les enfants de la racine du graphe T'. Notons T; les r
sous-arbres de la gauche vers la droite, pour 1 <7 < r et notons la racine du sous-arbre 7;
par n’. Remarquons que 2 <n!' <n?<...<n” <n. Donc pour 1<i<r, T; posséde n'*! —n?
sommets, oul n"*! = n+1. Ainsi, les sous-arbres T; sont des arbres avec moins de n sommets
et par hypothése de récurrence, ils sont 132-représentables par un 132-représentant w’
possédant une unique occurrence du label de la racine et deux instances des labels des
sommets non-racines. Considérons le mot

Ty r

Tr 1 .. .le 1n1n2. -n'.

w=w " w

Il représente le graphe T puisque la racine nommeée 1 n’apparait qu'une fois donc alterne
avec tous ses enfants n’ pour tout i € {1,...,r}. De plus, les enfants de la racine de T
apparaissent dans des ordres inversés a gauche et a droite de 1 donc ils ne peuvent alterner
entre eux. Enfin, puisque les labels des sommets du sous-arbre 7T; sont plus petits que ceux
du graphe T); pour tout 1 <i<j <7, le mot w est un 132-représentant. O

L’exemple de la FIGURE {4.18| présente le découpage de la démonstration. Grace au
procédé décrit dans la preuve, un 132-représentant de l'arbre T est trouvé

w = (10)989(10)78 654345236 127
puisqu’en itérant le processus sur les sous-arbres 7T} et 15, on obtient les 132-représentants

w’ = 654345236 et w’ = (10)989(10)78.
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1
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6 3 0

4/3\5 9/ \10 4/ \5 9/ \1

FIGURE 4.18 — Arbre T de taille 10 et ses sous-arbres 17 et Ty

0

THEOREME 4.3.28. Tout arbre est 132-représentable par un mot 2-uniforme.

Démonstration.
La preuve du théoréme [4.3.27] fournit le 132-représentant

T, Tt .. T

w=w"w wlinin?.n
possédant une copie de la racine 1 et deux copies de tous les autres sommets, ot n¢ sont
les enfants de la racine 1 et w”: les mots représentants les sous-arbres de racine n* pour

tout i € {1,...,r}. Le mot
w' = whrwl-twhintn?.-n"1

évite le motif 132 puisque le symbole 1 ajouté a la fin de w! ne peut contribuer au motif
132. De plus, w’ représente le méme arbre puisque la lettre 1 alterne uniquement avec ses
enfants n’ pour tout i € {1,...,7}. On obtient donc la conclusion. [

REMARQUE 4.3.29. A partir de la construction précédente, une nouvelle preuve de la
132-représentabilité des chemins simples et des cycles est obtenue. En effet, si le chemin
simple ou le cycle est de longueur deux ou moins, alors le mot contient moins de trois
lettres et, par conséquent, évite le motif 132. Le chemin simple de longueur n -1, n > 3,
est un arbre et posséde donc le mot

w=n(n-1)n(n-2)(n-1)(n-3)(n-2)---453423121

comme 132-représentant. Le cycle & n sommets est le chemin simple de longueur n dont
les extrémités 1 et n + 1 sont égales. Ainsi, en supprimant le premier n et le deuxiéme 1
dans w, nous obtenons un 132-représentant du cycle de longueur n. Remarquons que les
mots obtenus sont les mémes que dans les preuves des théorémes [4.3.23] et [£.3.25]
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4.3.8 Complémentaire d’un graphe

Comme stipulé dans [I0], le complémentaire d'un graphe pu-représentable n’est pas
nécessairement p-représentable et vice-versa. En effet, le graphe roue Wj5 n’est pas p-
représentable puisqu’il n’est pas représentable par mot au vu du théoréme[2.4.1] Cependant,
le complémentaire du graphe roue posséde, pour tout p € {123,132}, le u-représentant

w = 6645342312.

e‘a!a X a@

FIGURE 4.19 — Le graphe roue W5 et son complémentaire

4.3.9 Graphes circulaires

Le corollaire m stipule que les graphes p-représentables, p € {123,132}, sont des
graphes circulaires. Le résultat ci-dessous, tiré de [15], affirme que la réciproque est fausse.

THEOREME 4.3.30. Soit p € {123,132}. Il eziste des graphes circulaires qui ne sont pas
pu-représentables.

Démonstration.

Considérons p = 123.

Le théoréme [4.3.12] stipule que I'étoile Eg n’est pas 123-représentable. Cependant, 1'étoile
Eg peut étre représentée grace a un cercle comme le prouve la FIGURE [.20] et est donc
un graphe circulaire. Par conséquent, il existe des graphes circulaires qui ne sont pas 123-
représentables.

Considérons p = 132.

Le graphe K, ne posséde pas de 132-représentant 2-uniforme au vu du théoréme
Alors, le théoréme affirme que I'union disjointe de graphes complets de taille 4 n’est
pas 132-représentable. Cependant, cette union est un graphe circulaire comme le prouvent
les graphes a la FIGURE [4.21] Par conséquent, il existe des graphes circulaires qui ne sont
pas 132-représentables. O
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Il e| d c|l bla
OG0 '
Nl 7

FIGURE 4.20 — L’étoile Eg et un cercle avec cordes associées

FIGURE 4.21 — L’union disjointe de deux graphes complets K4 et un cercle avec cordes
associées

Comme nous 'avons précisé dans le chapitre 2, il existe un algorithme de complexité
O((#V) x (#E)) permettant de déterminer si un graphe donné est circulaire (voir [2]). Si
cet algorithme rend FAUX, le corollaire permet de conclure que le graphe donné n’est
pas p-représentable pour tout p € {123,132}, Par contre, s’il rend VRAL il est impossible de
conclure au vu du théoréeme précédent. La question concernant la complexité algorithmique
afin de déterminer si un graphe donné est u-représentable est donc encore a déterminer.
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4.3.10 Graphes non-u-représentables

Nous avons déja établi que les graphes non-représentables par mot et ceux ayant un
nombre de représentation supérieur & 2 ne sont pas p-représentables. Dans cette sous-
section, nous fournissons un exemple de graphe appartenant & Ro, provenant de [I5], qui
n’est pas u-représentable quel que soit p € {123,132} en utilisant 1'hérédité du caractere
T-représentable établi par la proposition [3.0.5

THEOREME 4.3.31. Pour tout p € {123,132}, le graphe a la FIGURE[{.29 ci-dessous n’est

(13)—(0) ()
58 5
)

@/é

FIGURE 4.22 — Exemple d’un graphe non-u-représentable, p e {123,132}

Avant de prouver le résultat, remarquons que ce graphe appartient a Ro. En effet, le
mot

(10)(11)(12)(13)(10)(11)(12)(13)918723456965432187
convient comme représentant 2-uniforme.

Démonstration. Raisonnons par 1’absurde et supposons qu'il existe p € {123,132} tel que le
graphe est p-représentable. C’est impossible au vu de 'hérédité de la 7-représentabilité éta-
blie & la proposition puisque, dans ce cas, 'union disjointe de deux graphes complets
K, serait 132-représentable ou 'étoile Fg serait 123-représentable. ]

COROLLAIRE 4.3.32. [l existe des graphes circulaires qui ne sont pas p-représentables
quel que soit p € {123,132}.

Démonstration. Le théoréme précédent fournit un exemple d’un graphe circulaire non-u-
représentable quel que soit p € {123,132}. Par I'hérédité de la 7-représentabilité établie a la
proposition|3.0.5], on en tire que tout graphe contenant un sous-graphe induit correspondant
a celui de la FIGURE n’est pas p-représentable quel que soit p e {123,132}. ]

REMARQUE 4.3.33. En étudiant la p-représentabilité des graphes bipartis complets K, ,,,
nous avons trouvé d’autres graphes prouvant le corollaire 4.3.32, En effet, les théoréemes
4.3.17| et |4.3.19| stipulent que, lorsque n > 3 et m >4, le graphe biparti complet K, ,, n’est
pas p-représentable quel que soit p € {123,132}.
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4.4 Synthése

Voici un schéma récapitulatif de quelques résultats présentés dans ce chapitre. Premie-
rement, un graphe est T-représentable si et seulement si il est 72-représentable. Deuxiéme-
ment, un graphe est 132-représentable si et seulement si il est 312-représentable. Troisie-
mement, les graphes p-représentables, u € S3, sont des graphes circulaires.

De plus, nous avons prouvé qu’il existe des graphes circulaires non-u-représentables tels
que le graphe biparti complet K3 4. Nous avons également démontré que certains graphes,
dont les graphes complets et 1’échelle L3, sont p-représentables.

Enfin, nous avons établi I'existence de graphes qui sont 132-représentables mais ne sont
pas 123-représentables, comme, par exemple, I'étoile Eg et les graphes bipartis complets
Ky m, m > 4. Nous avons aussi vérifié que les graphes 123-représentables ne sont pas né-

cessairement 132-représentables grace notamment aux composantes connexes et au graphe
K4 @) K4.

{Graphes non-représentables}

Ry, k>3

{Graphes 123-représentables} {Graphes 132-représentables}

R1 U Ry = {Graphes circulaires}
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