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Introduction

Le domaine de la dynamique topologique est une branche de ’analyse fonctionnelle qui
consiste & étudier d’un point de vue topologique les propriétés d’un systéme dynamique
(une paire (X,7T') constituée d’'un espace topologique X et d’une application continue
T : X — X). Nous retrouvons notamment parmi ces propriétés la transitivité topologique
(a partir de tout ouvert, il est possible d’atteindre tout autre ouvert pourvu que nous
appliquions Papplication 7" un nombre suffisant de fois) et le mélange (pour toute paire
d’ouverts, il existe une borne a partir de laquelle il sera toujours possible d’atteindre un
ouvert & partir de 'autre en appliquant 7" un nombre de fois supérieur a cette borne). A
de telles propriétés, vient s’ajouter la notion d’élément a orbite dense (un élément x de X
tel que 'ensemble {77 (x) | n € N}, appelé orbite, soit dense dans X).

Il y a quelques décennies, une spécialisation de la dynamique topologique, nommeée
Ihypercyclicité, a été introduite et est encore largement étudiée aujourd’hui. Cette spé-
cialisation consiste a étudier des questions similaires a celles examinées en dynamique
topologique, mais dans le cadre d’espaces topologiques munis d’une structure vectorielle.
[’application T associée consiste alors en une application linéaire continue. Le premier
exemple d’opérateur hypercyclique a été proposé par Birkhoff en 1929. Dans [2], il a en
effet montré que 'opérateur de translation 7' : f +— f(- 4+ 1) sur H(C) posséde des points
a orbite dense. En d’autres mots, il existe une fonction entiére f dont les translatées per-
mettent, sur chaque compact, d’approcher n’importe quelle fonction entiére de maniére
aussi précise que souhaité. Par la suite, McLane a obtenu en 1952 dans [6] 'hypercyclicité
d’un second opérateur défini sur H(C) : 'opérateur de dérivation. Le premier exemple d’un
opérateur hypercyclique défini sur un espace de suites est dia & Rolewicz, qui a montré en
1969 dans [12] qu’un multiple de 'opérateur shift & gauche est hypercyclique sur 7, pour
1<p<oo.

Dans ce travail, nous allons nous intéresser & une généralisation de la notion d’hyper-
cyclicité, qui s’intitule I'universalité.

Dans le cadre de I’hypercyclicité, nous avons notamment considéré la notion d’orbite
d’un élément, qui consiste en 'image de x par la suite d’applications continues (7"). En
guise de premiere généralisation, l'universalité décide de considérer, non plus la suite des
puissances d’une unique application 7', mais bien une suite d’applications continues arbi-
traires (7},). Ceci permet d’introduire une seconde généralisation qui est la différenciation
de 'espace d’arrivée et de ’espace de départ. En effet, afin de considérer les puissances de
I’application T, celle-ci devait nécessairement avoir le méme espace d’arrivée et de départ.



Le fait de considérer une suite quelconque dans le contexte de I'universalité permet de
s’abstraire de cette contrainte. La généralisation du concept d’élément a orbite dense dans
le cadre de 'universalité se nomme élément universel et c’est a I’étude de ceux-ci que va
se dédier 'universalité, contrairement a I’hypercyclicité qui préférait se concentrer sur les
propriétés de I'application 7.

[’étude de 'universalité a commencé avec ce que nous appelons aujourd’hui les séries
universelles : Pétude des éléments universels associés a une suite d’applications (7;,) par-
ticuliére, typiquement une suite d’applications de sommes partielles. Le premier résultat
dans ce domaine a été obtenu par Fekete en 1914 (voir [10]). Il concerne les séries univer-
selles de Taylor sur [—1, 1] et peut étre formulé de la fagon suivante : il existe une suite
réelle (a,) telle que pour toute fonction continue h sur [—1,1], & valeurs réelles, telle que
h(0) = 0, il existe une suite croissante (\,) d’entiers positifs telle que

>\'n.

sup ]Zakxk—h(:c)]%()
I k=1

z€[-1,1

si n — o0o. Ce théoréme exhibe I'existence d’un élément qui permet, a lui seul, d’approcher
un ensemble entier d’objets. C’est cette propriété qui suggéra le nom méme d’universalité.

Le résultat de Fekete a été suivi par bien d’autres, concernant des types de séries univer-
selles de plus en plus "élaborés" et variés, notamment sur les séries trigonométriques et les
séries de Dirichlet. Menshov a par exemple montré qu’il existe des séries trigonométriques

oo ane™ telles que toute fonction & valeurs complexes mesurable 27-périodique soit

une limite presque partout d’une sous-suite de (377 __; a,e™) (voir [§]).

Les premiéres preuves concernant ’existence d’éléments universels étaient construc-
tives et donc, longues, compliquées et difficilement transposables d’un contexte a 'autre.
En 1920 cependant, G. D. Birkoff a obtenu, dans le contexte de la dynamique topologique,
un résultat stipulant que si 'espace X est complet, séparable et sans point isolé, alors la
transitivité topologique est équivalente a 1’existence d’un élément a orbite dense (voir [2]).
De plus, s’il existe un élément a orbite dense, alors il en existe beaucoup (un ensemble
dense). Ainsi, pour s’assurer de l'existence d’un élément & orbite dense, il suffit de véri-
fier que la propriété de transitivité topologique est satisfaite. Ce résultat se traduit sans
difficulté dans le cadre de I'universalité et s’intitule critere d’universalité.

Le résultat de Birkhoff est valide en toute généralité, mais lorsque nous nous intéres-
sons a un cadre plus restreint, nous pourrions nous demander s’il n’existe pas des critéres
plus simples, spécifiques a ce cadre, qui y seraient applicables. C’est ce genre de critéres
plus pratiques que F. Bayart, K. G. Grosse-Erdmann, V. Nestoridis et C. Papadimitropou-
los ont souhaité proposer pour les séries universelles. Aussi, ont-ils réexaminé les premiéres
preuves concernant ’existence d’éléments universels. Ils ont alors remarqué que ces preuves
possédaient de nombreux points communs. C’est ce qui les a poussé, dans [1], & développer
une théorie abstraite et générale sur 'existence d’éléments universels, permettant de s’abs-
traire des preuves constructives. En effet, cette théorie leur a permis de déduire aisément
les résultats déja existants concernant les éléments universels (notamment le résultat de
Fekete), ainsi que de nouveaux théorémes. C’est cette théorie que ce mémoire va présenter.
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Avant d’expliquer la théorie abstraite des séries universelles de [1], le premier chapitre
développera d’abord le concept d’universalité dans un cadre trés général et fournira notam-
ment une preuve du critére d’universalité cité ci-dessus. Ce contexte montrera cependant
rapidement ses limites, aussi nous restreindrons-nous dans les chapitres suivants a 1’étude
des séries universelles.

Les chapitres suivant le chapitre 1 ont globalement la méme structure. Ils présentent
tout d’abord une notion d’universalité & chaque fois un peu plus générale que la précédente,
puis démontrent un théoréme, de plus en plus général également, explicitant des conditions
équivalentes a l'existence d’un élément universel. Chacun de ces résultats affirme, entre
autres, que 'existence d’un élément universel est équivalente a 'existence de "beaucoup”
d’éléments universels, plus précisément, un espace G5 dense contenant un sous-espace vec-
toriel privé de 0. Ces résultats donnent également un critére pratique d’universalité.

En particulier, le deuxiéme chapitre s’intéressera aux séries universelles "simples" et sera
illustré a I'aide de deux exemples sur les séries universelles de Taylor réelles. Il démontrera
notamment un résultat plus général que celui de Fekete évoqué plus haut.

Le troisiéme chapitre se situe dans la continuité directe du second et développera la
notion d’universalité supérieure, qui est une spécialisation de I'universalité présentée dans
le chapitre 2. Cette notion d’universalité pose des restrictions quant a la "taille" des suites
d’indices permettant a I’élément universel d’approcher les points de I'ensemble considéré.

Le quatriéme chapitre se repositionne aprés le chapitre 2 et s’intéresse a la notion de
séries universelles simplement indexées. Celle-ci ajoute au contexte des séries universelles
simples un nouveau paramétre qu’elle laisse varier dans un compact.

Finalement, le chapitre 5 généralise une derniére fois la notion de séries universelles
simplement indexées pour obtenir la notion de séries universelles doublement indexées. Le
nouveau parameétre introduit par les séries universelles simplement indexées peut a présent
appartenir a union de compacts croissants et non plus & un unique compact, ce qui permet
notamment de faire varier ce paramétre dans un ouvert. De plus, nous ne considérons plus
I'universalité dans un seul espace, mais dans une suite d’espaces. Cette derniére notion
d’universalité sera illustrée par les séries universelles de Taylor complexes.

Sauf explicitement précisé, les notations utilisées dans ce mémoire sont

(i) N={0,1,2,...},

(17) Si A est un ensemble, alors |A| = #A,

(17i) Si m € N et x est un élément, alors B(x,m) et B[z, m] désignent les boules,
respectivement ouverte et fermée, de centre x et de rayon m, tandis que
B(m) = B(0,m) et B[m] := B[0,m],

(7v) Les suites sont notées (a,) et non (a,),en afin d’alléger les notations.



Chapitre 1

Universalité

Dans ce chapitre, nous développons la notion d’universalité dans un cadre trés général.
Nous donnons les premiéres définitions et propriétés ainsi que quelques théorémes, dont
le critére d’universalité et le théoréme de Furstenberg. Nous nous intéresserons finalement
dans la derniére section de ce chapitre & une notion plus forte que I'universalité, intitulée
la condition (C).

Dans ce chapitre, nous considérerons, sauf explicitement précisé, un espace métrique
X, un espace métrique séparable Y et une suite d’applications continues 7}, : X — Y.

Ce premier chapitre est basé sur [3] et sur le premier chapitre de [4].

1.1 Premiéres définitions et propriétés

Nous commencons cette section par la définition formelle de la notion d’universalité.
Définition 1.1.1. L’orbite d'un élément x € X est ensemble orb (z) := {T,,(z) | n € N}.

Définition 1.1.2. Un élément = € X est dit universel si orb (z) est dense dans Y. L’en-
semble des éléments universels est noté U.

Remarque 1.1.1. Sil’ensemble {U}, | k£ € N} forme une base de Y, alors un élément x € X
appartient a U si et seulement si pour tout k € N, il existe n € N tel que T),(x) € U.

Les orbites étant des ensembles dénombrables, afin d’obtenir I'existence d’un élément
universel, il est en fait nécessaire que ’espace Y soit séparable.

Nous allons a présent introduire la notion de suite topologiquement transitive. Cette
notion se révélera trés utile car nous démontrerons par la suite 1’équivalence entre la tran-
sitivité topologique et 'existence d’un ensemble dense d’éléments universels.

Définition 1.1.3. Une suite (7},) est topologiquement transitive si pour tous ouverts non
vides U C X et V C Y, il existe n € N tel que T,,(U) NV # 0.



Lemme 1.1.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) La suite (T,,) est topologiquement transitive.
(17) Pour tout ouvert non vide U C X, l’ensemble U (T,,(U) est dense dans Y .
(ii7) Pour tout ouvert non vide V.CY, l'ensemble US> T (V) est dense dans X.

n

Démonstration. Solent deux ouverts non vides U C X et V C Y.
(1) & (di) L’équivalence se déduit directement du fait que 'ensemble

G T, (U)NV

n=0

est non vide si et seulement si il existe n € N tel que 7,,(U) NV est non vide.
(1) < (i4i) L’équivalence s’obtient en constatant que T,,(U) NV est non vide si et
seulement si U N7, ' (V) est non vide. O

Nous allons a présent démontrer ’équivalence entre la transitivité topologique et I'exis-
tence d'un ensemble dense d’éléments universels. Ce résultat porte le nom de critére d’uni-
versalité et permet de faciliter la preuve de I'existence d’un élément universel. En effet,
sans ce théoréme, si nous souhaitons nous assurer de l'existence d’un élément universel,
nous devons construire un élément x de ’espace X tel que son orbite rencontre tout ouvert
de 'espace Y, ce qui peut se révéler assez difficile en pratique. Tandis que grace au critére
d’universalité, il suffit de vérifier que la suite (7;,) est topologiquement transitive, ce qui est
plus simple que la construction d’un point. En effet, la construction d’un point demande
de trouver un point qui convient pour toute paire d’ouvert, tandis que la vérification de la
transitivité topologique demande simplement de trouver un point par paire d’ouverts qui
convient.

Théoréme 1.1.1. (Critére d’universalité) Soit X un espace métrique complet, Y un espace
métrique séparable et T,, : X — Y des applications continues pour tout n € N. Alors, la
suite (T,,) est topologiquement transitive si et seulement si il existe un ensemble d’éléments
universels x dense dans Y .

Dans ce cas, l’ensemble des éléments universels de X est un ensemble Gs dense.

Démonstration. < Soient deux ouverts non vides U C X et V' C Y. Par hypothése, il
existe x € U tel que x est universel. Ainsi, il existe n € N tel que T,,(z) € V et y := T, ()
est un élément de 7, (U) N'V. D’ou la conclusion.

= Comme Y est séparable, il existe un ensemble dénombrable {y, € Y | n € N} dense
dans Y. Une base de topologie de Y est donc donnée par

1
{B(yn,—) | m € Ny, nEN}.
m

Renommons cette base {Uj, | kK € N}. Par la remarque 1.1.1, nous obtenons ’égalité

U= m UTﬁl(Uk)

keNneN
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et U est bien une intersection dénombrable d’ouverts denses par le lemme 1.1.1. De plus,
comme X est un espace métrique complet, il s’agit également d’un espace de Baire. L’en-
semble U est donc dense dans X, ce qui en fait un ensemble Gy dense. O]

Nous allons a présent introduire deux notions plus fortes que la transitivité topologique :
le mélange et le mélange faible.

Définition 1.1.4. Une suite (7,,) est mélangeante si pour tous ouverts non vides U C X
et VC VY, ilexiste N € N tel que T,,(U) NV # () pour tout n > N.

Si X4, Yy, Xs, Y5 sont des espaces métriques et T, : X; — Y1 et S, : Xo — Y5 des
applications continues, alors les espaces X; x X, et Y7 x Y5 sont des espaces métriques et
les applications T, x .S, : X1 x X5 — Y] x Y5 sont continues. Nous pouvons donc considérer
les notions d’universalité sur les suites d’applications produits.

Définition 1.1.5. La suite (7,,) est faiblement mélangeante si la suite (7,, x T},) est topo-
logiquement transitive.

Remarque 1.1.2. Afin de vérifier les propriétés de transitivité et de mélange, il suffit que
leurs définitions soient valides sur les ouverts de base.

Proposition 1.1.1. La suite (T,, X S,,) est mélangeante si et seulement si les suites (1,,)
et (S,) sont mélangeantes.

Démonstration. Ce résultat découle directement de 1’égalité
(T, x Sp)(Up x Uy NVy x Vo) =Ty (Up) N Vi X Sp(Us) N Vs

ayant lieu pour tous ouverts non vides U; C Xy, Uy C X5, Vi C Yy, Vo C Y; et tout n € N,
ainsi que du fait qu’une base de topologie d’un espace produit X x Y est donnée par

{U x V| U ouvert de X, V ouvert de Y}.
O]

Proposition 1.1.2. Si la suite (T,, X S,) est topologiquement transitive, alors les suites
(Ty,) et (Sn) sont topologiquement transitives.

Démonstration. Soient (T,,) et (S,) tels que (T, x S,) soit topologiquement transitive.
Alors, pour tous ouverts non vides Uy C X7, Uy C X5, V] C Yy, Vo C Yy, il existe n € N
tel que

(T, x Sp)(Uy x Uy NV x Vo) = T, (Uy) N Vi x S, (Us) N Vy 0.

D’ot la conclusion. O

Nous verrons par la suite avec 'exemple 1.1.1 que 'implication inverse de la proposition
1.1.2 est fausse.

Grace aux propositions 1.1.1 et 1.1.2, nous pouvons a présent formellement prouver
que le mélange et le mélange faible sont bien des notions plus fortes que la transitivité
topologique.



Corollaire 1.1.1. Mélangeant = faiblement mélangeant = topologiquement transitif.

Démonstration. Cela découle directement de la définition de faiblement mélangeant ainsi
que des propositions 1.1.1 et 1.1.2. O]

Exemple 1.1.1. Considérons une rotation
T:T—T, z— ¥z,

ou € est un irrationnel. Montrons que la suite (7™) est topologiquement transitive. Soit
€ > 0et z €T. L'orbite de z est I’ensemble

{e*™2 | n € N}.
Elle est infinie car 6 est irrationnel. De plus, comme ’ensemble
{{e*™ | a € [ke, (k+1)e]} | k € {0, ..., K}},

ou K est tel que (K + 1)e > 1, est un recouvrement fini de T, il existe k € {0, ..., K} et
m,n € N avec m > n tels que T™(z), T"(z) € {e*™ | a € [ke, (k + 1)€]}. 11 existe donc
ai, oy € [ke, (k4 1)€] tels que

Tm(Z> — e2i7ralz — 62i7rmn9

et
Tn(Z) — eQMragz — eZm—nO.

L’application S := T™~™ est donc une rotation irrationnelle d’angle |a; — ap| < €. Ainsi,
pour tout arc de cercle d’angle ¢, il existe k € N tel que S*(z) appartient & cet arc. Tous
les points de T sont donc d’orbite dense et nous concluons a la transitivité de la suite (7™)
grace au théoréme 1.1.1.

Montrons a présent que la suite (77) n’est pas faiblement mélangeante. Procédons par
I’absurde et supposons la suite faiblement mélangeante. Nous avons

(Tn % Tn)(Zl, 22) — (62i7rn921’ e2i7rn922)

et nous remarquons que le quotient des images de z; et 2o ne dépend pas de n. Ainsi,

I’application
Tn(Zl) 21
:TxT—T — = —
f >< ) (217’22) Tn(ZQ) 22

ne dépend pas de n.
Or, comme (T™) est une suite d’applications faiblement mélangeantes, pour tous ouverts
Uy,Us, V1, Vo C T non vides, nous avons

f(U1 X UQ)QV#@,
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ouV = {z—; | 21 € V1,21 € V).
En posant Uy = Uy = {e*™ | a € ]0,1[}, Vi = {1 | a; € |1, 1]} et
Vo = {e¥™2 | ay 6‘] _/TI,O[}, nous avons V = {2 | o/ € |1, 3]} et
f(U x Uy) = {e¥ | o/ € }_Tl,;ll[}. Ainsi, l'intersection ci-dessus est vide, ce qui est
absurde. La suite (7™) n’est donc pas faiblement mélangeante.

Nous remarquons avec cet exemple qu’étre topologiquement transitif n’implique pas
forcément étre faiblement mélangeant. Nous constatons également que I'implication inverse
de la proposition 1.1.2 est fausse.

Définition 1.1.6. Soient A, B C X. On pose
N(A,B)={neN|T,(A)NB#0}.
Remarque 1.1.3. Si AC A’ et B C B/, alors N(A,B) C N(A', B).

Lemme 1.1.2. Soit U un ouvert non vide de X et x € U. St X n’a pas de points isolés,
alors il existe un ouvert V contenant x tel que V C U.

Démonstration. 1l existe € > 0 tel que B(z,¢) C U. Comme X n’a pas de points isolés,
cette boule contient un point y distinct de x. Nous constatons alors que I’ensemble

V = B(z, @) convient. En effet,

B ( @) C B (x,d(z, )

etycU\V. O

Lemme 1.1.3. Si Y n’a pas de points isolés et si la suite (1},) est topologiquement transi-
tive, alors N(U, V) est infini pour tous ouverts U C X et V C Y non vides.

Démonstration. Soient U C X et V C Y des ouverts non vides. Par le lemme 1.1.2, il
existe un ouvert V; non vide tel que Vi C V. Posons U, := U. Par hypothése, il existe
no € N tel que T,,(Up) N'Vy # 0. Comme Y n’a pas de points isolés et que louvert V \ V4
est non vide, il existe un ouvert Vi non vide tel que V; C V' \ V; par le lemme 1.1.2.
Posons
Uy =UoNT, (Vo).

Comme U; et V; sont des ouverts non vides, il existe ny tel que T,,, (U;)NV; # . Les naturels
no et ny sont distincts. Sinon, nous aurions l'inclusion 7),, (U;) C V; et nous obtiendrions
Vo N Vi # 0, ce qui est absurde par construction de Vj et V.

Nous pouvons ainsi construire par induction des suites (Uy) et (V) d’ouverts non vides
et une suite de naturels (n;) deux a deux distincts telles que

k—1
Ve e VAUV, Ui=UanT,! (Vicr) et T (Un) N Vi # 0
j=0



pour tout k € Nj.
Nous concluons en remarquant que n, € N(U,V) pour tout k € N car Uy C U et
Vi C V pour tout k € N. ]

Nous allons tout de méme essayer d’obtenir un semblant de réciproque a la proposition
1.1.2. Pour ce faire, nous ajoutons ’hypothése stipulant que 'une des deux suites doit étre
mélangeante ainsi que ’absence de points isolés dans un des deux ensembles d’arrivée.

Proposition 1.1.3. Si Y] n'a pas de points isolés, si la suite (T,) est topologiquement
transitive et si la suite (S,,) est mélangeante, alors (T,, x S,,) est topologiquement transitive.

Démonstration. Supposons que la suite (S,,) est mélangeante et soient U; x V; et Uy x V3
des ouverts de base non vides. Comme la suite (5,,) est mélangeante, il existe N € N tel
que S, (Us) N'Vy # () pour tout n > N. Ensuite, par le lemme 1.1.3, il existe n > N tel que
T,.(Uy) N'V; # (. D’on la conclusion. O

1.2 Théoréme de Furstenberg

La notion d’universalité est trés générale. Aussi, est-il ardu d’obtenir des résultats sans
ajouter des hypothéses plus contraignantes. Dans cette section, nous allons nous restreindre
a des applications T, : X — X commutant entre elles afin d’obtenir le théoréme de
Furstenberg. Ce théoréme stipule que si une suite (7,,) est faiblement mélangeant, alors
toutes les "suites produits" ([Jr_, T;,) correspondantes le sont également.

Lemme 1.2.1. Soient Uy,U,, V1, V5 des ouverts non vides. St il existe une application
continue S : X — X telle que

(1) SoT, =T,0S8 pour tout n € N
(ii) S(U1)NUz #0
(iit) S(Vi) N Vo #£ 0,
alors il ezxiste des ouverts non vides U] C Uy et V] C Vj tels que N(U;,V{) C N(Uy, V3) et
NV, U7) € N(Va, Us).

Démonstration. Comme 'application S est continue, S~(V3) et S™1(U;) sont ouverts.
Ainsi, les ensembles U] == U; N S™H(Us) et V] ==V, N S™1(V4) sont des ouverts non vides,
respectivement inclus dans U; et V;.

Montrons que U] et V] satisfont aux conditions de I’énoncé. Soit n € N(U;, V). Il existe
x € U] tel que T,,(x) € V. Ainsi,

S(z) € S(U!) = S(U, N S~H(Uy)) € Uy
To(S(x)) = S(Tn(x)) € S(V]) = S(VinS~H(V2)) C Vi

et T,,(Uz) NV, # (. Dot la premiére inclusion.
La deuxiéme inclusion s’obtient par un raisonnement similaire. O
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Remarque 1.2.1. Pour le lemme 1.2.1, les applications T}, n’ont pas besoin de commu-
ter entre elles. Elles ont simplement besoin de commuter avec une application continue
commune.

Lemme 1.2.2. Si la suite (T},) est topologiquement transitive et si N(Uy,Uy) N N(Vq, Va)
est non vide, alors N(Uy, V1) N N(Us, Va) est également non vide.

Démonstration. Soit m € N(Uy, Us) N N(V, Va). Les ensembles T,,(Uy) NUs et T,, (V1) N V4
sont non vides. De plus, comme les T,, commutent entre eux, par la remarque 1.1.3 et le
lemme 1.2.1 appliqué avec S = T,,, il existe des ouverts non vides U] C Uy et V/ C V; tels
que

N(UL, V) € N(Uy, Vi) N N(Us, Va).

Nous concluons en remarquant que la transitivité topologique de la suite (7,,) implique que
I'ensemble N (U;, V/) est non vide. O

Théoréme 1.2.1. (Furstenberg) Si la suite (T,) est faiblement mélangeante, alors la suite
(HkK:1 T,) est faiblement mélangeante pour tout K > 2.

Démonstration. Nous devons montrer que la suite (Hii(l T.,) est topologiquement transitive
pour tout K > 2. Il est donc suffisant (et méme plus fort) de montrer que les suites
(HkK:1 T,) sont topologiquement transitives pour tout K > 2. Procédons par récurrence.
Le cas de base consiste & montrer que la suite (7, x T},) est topologiquement transitive,
ce qui est direct, étant donné que la suite (7),) est faiblement mélangeante.
Supposons a présent que la suite (Hf:_ll T.,) soit topologiquement transitive pour K > 2
et montrons que la suite (Hf:l T,) est topologiquement transitive. Comme ’ensemble

{Uy x ... x Uk | Uy, ..., U ouverts de X}

est une base de topologie de H,ﬁil X, il suffit de montrer que pour tous ouverts non vides
Uy, ..Uk, Vq,....Vk C X, il existe n € N tel que

K
(JIT) (W x . x Uk) N VA X oo x Vie = T, (Ur) NV %o x Ty (Uk) N Vi # 0,
k=1

¢’est a dire, que I'ensemble ﬂle N (Ug, Vi) est non vide.

Or, comme la suite (7},) est faiblement mélangeante, il existe m € N tel que les en-
sembles T,,,(Ux_1) NUk et T,,(V_1) N Vi sont non vides. Par le lemme 1.2.1 appliqué avec
S =T, il existe des ouverts non vides Uy, | C Ug_y et V. | C Vi1 tels que

N(Ugk_1,Vi_1) C N(Ux-1,Vk-1) " N(Ukg, Vk).

Or, par hypothése de récurrence, nous avons

K-2

[ N (U Vi) NN (U, Vie 1) # 0,
k=1
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et nous concluons grace a I'inclusion

K-2

K
() N, Vi) O N (Ui, Viey) © () N(U V).
k=1 k=1

1.3 Condition (C)

Nous avons vu dans le théoréme 1.1.1 que, sous 'hypothése de complétude de X, la
transitivité topologique impliquait ’existence d’un ensemble G delta dense de points uni-
versels. Nous pourrions nous demander si, depuis d’autres points de vue, cet ensemble de
points universels est également "grand". En particulier, lorsque nous travaillons dans un
espace vectoriel, pouvons-nous trouver un sous-espace vectoriel fermé de dimension infinie
formé d’éléments universels 7 Cette question a motivé les auteurs de [2| & introduire la
condition (C).

Au vu de la nature du probléme, nous allons nous placer dans un contexte "linéaire" :
soit X un espace de Fréchet séparable, Y un espace localement convexe séparable satisfai-
sant le premier axiome de dénombrabilité et T, : X — Y une suite d’applications linéaires
et continues.

Définition 1.3.1. Une suite d’applications (7},) satisfait la condition (C) si il existe une
suite (ng) strictement croissante de naturels et un ensemble X, C X dense dans X tel que
(1) T, (z) >0 Ve e Xpsik — o0
(i) Upen Tny(Bp(1)) est dense dans Y pour toute semi-norme continue p sur X.

Cette condition (C) semble & priori trés abstraite. Néanmoins, comme précisé ci-dessus,
elle consiste en une des hypothéses permettant d’obtenir I'existence d’un sous-espace fermé
de dimension infinie constitué d’éléments universels (voir notamment la proposition 3.7 du
point 3 de [3]).

Nous n’allons cependant pas démontrer ce genre de proposition et plutot nous concen-
trer sur une simplification de la définition de la condition (C) afin de montrer qu’il s’agit
d’une notion plus forte que la transitivité topologique. Pour cela, nous aurons besoin de
deux lemmes.

Lemme 1.3.1. Soit E un espace localement convexe non trivial. Alors, E n’a pas de points
180l€s.

Démonstration. Procédons par 'absurde. Soit P un systéme fondamental de semi-normes
pour E et x un point isolé. Alors I'ensemble {z} est ouvert. Comme FE est un espace
localement convexe, {0}, en tant que translaté de {z}, est ouvert. Ainsi, il existe p € P et
e > 0 tels que By(e) = {0}.

Soit y # 0. Si p(y) # 0, alors 55y € By(e) = {0}, ce qui est absurde. Donc p(y) = 0.

()
Or, dans ce cas, y € B,(€) = {0}, ce qui est également absurde. O
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Lemme 1.3.2. Soit E un espace localement convexe séparable satisfaisant le premier
aziome de dénombrabilité. Soient (x,,) une suite dense de E et (p,) une suite croissante
de semi-normes définissant la topologie de E. Si (y,) est une suite de E telle que

Pn(Trn — Yn) = 0 sin — o0, alors (y,) est dense dans E.

Démonstration. Soient m € X, x € E et ¢ > 0. Montrons qu’il existe y, appartenant a
By, (z,€). Par hypothése, il existe N > m tel que p,(z, —y,) < § pour tout n > N. Par
le lemme 1.3.1, Pespace E n’a pas de points isolés. La suite (z,),>n est donc dense dans
E et il existe n > m tel que x, € B, (7, 5).

Nous concluons en remarquant que

€
< 5 +_pn(xn _'yn)
<€

et donc que le point y, appartient & B, (x,¢). O

Théoréme 1.3.1. Une suite (T,,) satisfait la condition (C) si et seulement si pour tout
J =1, pour tous ouverts non vides Uy, ...,U; C X tels que 0 € Uy, et pour tous ouverts non
vides V., Vo C Y tels que 0 € Vyy, il existe n € N tel que

T,(U)NVo#0 V1<i<j et T,(U))NV #0.

Démonstration. = Soit (ng) une suite de naturels strictement croissante satisfaisant la
définition 1.3.1. Montrons dans un premier temps que pour tout ouvert non vide V C Y,
toute semi-norme p continue et tout € > 0, I'ensemble N(B,(¢),V) contient un sous-
ensemble infini de (ny), autrement dit, que les ensembles

U T, (By(€))

k>N

sont denses dans Y pour tout N € N, tout € > 0 et toute semi-norme p continue.
Remarquons d’abord que pour toute semi-norme p continue sur X et tout € > 0, il
existe k € N tel que n, € N(By(¢), V). En effet, soient p une semi-norme continue sur X

et ¢ > 0. L’application P st également une semi-norme continue sur X. Ainsi, ’ensemble
€

U T (B2 (1)) = | Toe(By(e))

keN keN

est dense dans Y par hypothése.

Montrons & présent que ces ensembles contiennent une infinité de n,. Soient V' C Y un
ouvert non vide, py une semi-norme continue sur X et ¢y > 0.

Il existe un ouvert V contenant 0 tel que V' \ Vp soit un ouvert non vide. En effet, si
0 € V, alors il existe z € B,(1) NV pour ¢ une semi-norme continue quelconque sur Y et
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Vo = Bq(d(o’x)) convient. Tandis que si 0 ¢ V, alors il existe une semi-norme ¢’ et ¢ > 0
tel que By (e) C V' C VC et By(e) convient.

Comme l'ensemble | J, oy Th,, (Bp, (€0)) est dense dans Y, il existe mqg € {n; | k € N} tel
que

Tong (B (€0)) N (V\ Vo) # 0.

Or, comme l'ensemble B, (eo) N7, (Vo) est un voisinage de 0 dans X, il existe une semi-
norme p; continue et ¢; > 0 tel que

By, (€1) C Byyleo) N T (Vo)
Il existe alors my € {ny | k € N} tel que
T (Bp (1)) N (V\ Vo) # 0.

Nous remarquons que mq et m; sont distincts. Sinon, nous aurions 'inclusion

Ty (By, (€1)) C Vi et nous obtiendrions VoM (V' \ Vg) # 0, ce qui est absurde. Nous pouvons
ainsi construire par induction une suite de boules (B,,(¢;)) de X et une suite de naturels
(my) telles que

1

Bpl(el) - szﬂ (61—1> N, (Vb), Tmz(Bpl(el)) N (V \VO) 7é 0 et my € {nk | ke N}

mp—1

pour tout [ € N.

Comme By, (&) C T,,' (Vo) pour tout I € Ny, nous avons By, (e) C T, (Vo) pour
tout 7 < [. Cela implique que les naturels m; sont deux & deux distincts. L’ensemble
N(By,(€0), V) contient donc un sous-ensemble infini de (ng), étant donné que B, (¢) C

B,,(€o) pour tout [ € N.

Montrons a présent que la condition du théoréme est nécessaire. Soient j > 1,

U, ...,U; C X des ouverts tels que 0 € Uy et V,Vy C Y des ouverts non vides tels que
0e V.

Comme 0 € Uy, il existe une semi-norme continue p et € > 0 tels que B,(e) C Up. Par
hypothése, il existe un ensemble dense Xy C X tel que T}, (z) — 0 pour tout z € X si
k — oo. En particulier, que les ensembles X, N U; sont non vides pour tout 1 < < j.

Soient y; € Xo N U; pour tout 1 < i < j. Nous avons

To.(y;)) > 0sik —o00 V1<i<y.

Donc, comme 0 € Vj, il existe N € N tel que T, (y;) € Vp pour tout 1 < i < j et tout
k > N. Nous concluons en remarquant que

et qu’il existe kK > N tel que
T, (By(€) NV £ 1)
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par densité de Uy>nT,, (B,(€)).

< Soient (z,,) une suite dense de X, (y,,) une suite dense de Y, (p,) une suite croissante
de semi-normes définissant la topologie de X telle que ’ensemble { B, (1)|n € N} forme une
base de voisinage de 0 et (g,,) une suite croissante de semi-normes définissant la topologie de
Y. Montrons au préalable que pour tout j > 1, pour tous ouverts non vides Uy, ...,U; C X
tels que 0 € Uy, et pour tous ouverts non vides V., Vy C Y tels que 0 € Vg, il existe une
infinité de n € N tel que

T, U)NVa#0 V1<i<j et T,(U)NV #0. (*)

Soient j > 1, Uy, ...,U; C X des ouverts non vides tels que 0 € Uy et V,Vy C Y des
ouverts non vides tels que 0 € V4. Montrons qu'’il existe V' C V et Vj C V; deux ouverts
disjoints non vides tels que 0 € Vj. Traitons les deux cas suivants.

Si 0 € V, par le lemme 1.1.2, il existe un ouvert U contenant 0 tel que U C V et
V=V \U et V§ := UNV, conviennent,.

Si 0 ¢V, fixons y € V. Par le lemme 1.1.2, il existe un ouvert U contenant y tel que
U C V. Ainsi 0 ¢ U et il existe un voisinage U’ ouvert de 0 tel que U N U’ = (). Les
ensembles V' = U et V] :== U’ NV}, conviennent.

Par hypothése, il existe ny € N tel que T,,,(U;) N Vy # 0 pour tout 1 < i < j et
Ty (Uy) NV £ (). Posons

Uipr=Uy N Tgol(V’).

Comme U4, est un ouvert non vide, il existe ny € N tel que T,,, (U;) NV # 0 pour tout
1 <i<j+1et T, (Uy)NV"# ). Nous remarquons que ng et ny sont distincts. Sinon, nous
aurions l'inclusion T, (U;11) C V' et nous obtiendrions V' NVy # 0, ce qui est absurde par
construction de V' et V.

Nous pouvons ainsi construire par induction une suites (U;;)r d’ouverts non vides et
une suite de naturels (ng) deux a deux distincts telles que

Ui =UoNT, 0 (V'), T (U)NVE£0 V1<i<j+k et T, (U)NV' #0

pour tout k € Ny. Ainsi, pour tout k € N, le naturel ny satisfait la propriété (*) et il existe
donc bien une infinité de naturels satisfaisant la propriété (*).

Construisons par induction sur k£ une famille (u,)r>n>1 de X, une suite (v;) de Y et
une suite de naturels strictement croissante (ny) telles que

1

1 1
Q(Tny, (Un k) < 575 Pe(Unp — Unp—1) < ok Qk(Tnj(Un,k — Unj—1)) < ok

2k

Uk k = Tk, pk(vkz) <1 et Qk(Tnk(Uk) —yi) < oF

pour tous j,n < k.

Pour k = 1, posons u; 1 = 1. De plus, il existe ny € N tel que T, (By, (1)) N By, (y1) # 0.
Choisissons finalement vy € By, (1) N, (Bq, (11))-
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Soit k > 1 et supposons que les éléments u, i/, Vi et ng soient définis pour tous
1 < n <k < k de maniére & ce que les 6 propriétés ci-dessus soient satisfaites. Posons
ugr = T et définissons

k—1
1 1
Un = (un,kz—l + Bpk (ﬁ)) M ﬂ Tn_Jl (qu (TnJ (un,k—l) , ﬁ))
j=1

pour 1 < n < k, ainsi que

! 1
Uo = Bpk(1)7 Vo = qu (Q_k) et V =y —|—qu (?> )

Nous remarquons que les ensembles U,, contiennent les points u, ;—; pour tous 1 <n <k
et sont donc non vides. Les ensembles ci-dessus satisfaisant les hypothéses de ’énoncé, il
existe n;, > ni_; tel que

T, (U)NVo#£0 V1<n<k—1 et T, (U)NV #0.

L

Autrement dit, pour tout 1 <n < k — 1, il existe u,x € U, tel que T}, (un i) € By, (55

qui implique les trois premiére inégalités souhaitées, et il existe v € Uy tel que
T,, (vg) € V, ce qui implique les deux derniéres inégalités souhaitées.
Nous constatons que

), ce

q

n,qg D k k—
U q unp Z (unk Un, K 1)

k=p+1

pour tous 1 < n < p < q et en tirons que

q
pm(un,q - un,p) S Z pm(un,k - un,kfl)
k=p+1
q

< Z ik (Unk — Un—1)

k=p+1

k=p+1

pour tous n,m < p < ¢. Ainsi, la suite (u, x)r>n est de Cauchy pour tout n € Ny. Comme
X est complet, pour tout n € Ny, il existe u,, € X tel que u,  — u, si k — oo.

Montrons que 'ensemble X = {u, | n € Ny} est dense et satisfait la premiére condition
de la définition 1.3.1. Nous avons

K

Un, K — Tp = Z (un,k’ - un,k:—l)

k=n+1
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pour tous 1 <n < K, et donc

o0

pn(un - xn) < Z pn(un,k - Un,k—l)

k=n+1
oo

Z Pr(Unk — Un—1)

k=n+1
o

1 1
<2 w=m

k=n+1

IN

pour tout n € Ny en passant a la limite. Par le lemme 1.3.2, ’ensemble X est dense dans
X. Nous avons de plus

oo
Up = Un,j + Z (un,kz - un,k—l)

k=j+1
pour tout 1 < n < j, et donc
QW(Tnj (un)) < 4d; (Tnj (umj)) + Z Qk(Tnj (Ut — umk—l))
k=j+1
< 1 1
< g + 2—j

pour tous m,n < j. La premiére condition de la définition 1.3.1 est donc bien satisfaite.

Passons a la deuxiéme condition. Soit p une semi-norme continue sur X. Il existe n € N
tel que B,, (1) C B,,(1) C By(1) pour tout £k > n, car la suite de semi-normes (p,) est
croissante et car 'ensemble {B,, (1) | n € N} est une base de voisinage de 0. Ainsi, comme
pr(vr) < 1 pour tout k > n, nous avons

D= (T (0) | k = n} € | T (B,(1).

keN

En appliquant le lemme 1.3.2 aux suite (yx) et (T, (vx)), nous constatons que cette
derniére est dense dans Y. Ainsi, comme Y ne posséde pas de points isolés, I’ensemble D
est dense dans Y.

Nous obtenons donc finalement que 'ensemble UyenT), (By(1)) est dense dans Y. [

Corollaire 1.3.1. (7,,) mélangeant = (T,,) satisfait la condition (C) = (T,) topologique-
ment transitif.

Démonstration. Montrons d’abord la premiére implication. Soient j > 1, Uy, ...,U; C X
des ouverts non vides tels que 0 € Uy et V.,V C Y des ouverts non vides tels que 0 € V.
Comme la suite (7},) est mélangeante, il existe N tel que

T.U)NVo#D et T,(Ug)) NV #AD Vn>N, 1<i<j
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et nous concluons a l'aide du théoréme 1.3.1.

Montrons ensuite la deuxiéme implication. Soient U C X et V C Y des ouverts non
vides. Il existe des ouverts non vides Uy, U; C X tels que Uy + U; C U et 0 € Uy. De
maniére similaire, il existe V,,V; C Y tels que Vo + V4 C V et 0 € V,. Par le théoréme
1.3.1, il existe n € N tel que

To(Ug) NV1 # 0 et T,,(Uy) N Vo # 0.
Ainsi, il existe zo € Uy et x; € Uy tels que T),(x1) + T (o) € Vo + V1. Nous concluons en

constatant que T, (zo + 1) € T,,(U)NV.
]
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Chapitre 2

Séries universelles simples

Comme statué précédemment, le concept d’universalité est une notion trés générale et
il est assez ardu d’obtenir des résultats sans restriction. Nous allons donc considérer des
applications 7T, particuliéres.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la notion d’universalité restreinte dans le
contexte des séries universelles simples introduite dans |1] et examinons plusieurs condi-
tions équivalentes & l'existence d’un élément universel restreint. Ces conditions nous per-
mettront d’obtenir deux théorémes sur les séries universelles de Taylor réelles, provenant
respectivement de [1] et [5].

Nous considérerons tout au long de ce chapitre un espace vectoriel métrisable séparable
X sur le champ K = R ou C, dont la topologie est définie par une métrique p invariante
par translation. Nous fixons également une suite (y,,) d’éléments de X.

Nous notons I’ensemble des polynomes G := {a € K" | {n | a,, # 0} est fini } et, pour
tout n € N, e, élément de K" dont la niéme composante vaut 1 et les autres sont nulles.

Finalement, ’espace K" est muni de la topologie produit.

2.1 Définitions et généralités

Nous allons considérer comme suite d’applications continues, les applications de sommes
partielles associées a la suite (y;) :

N
T, K" — X, a—>Zajyj.
=0

Remarque 2.1.1. Remarquons que dans ce chapitre, 'espace de départ est un espace de
suites, tandis que l’espace d’arrivée est nommé X (et non plus Y, comme dans le chapitre

1).

L’ensemble U des éléments universels par rapport a une telle suite (7},) est défini de la
maniére suivante.
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Définition 2.1.1. Un élément a € K" appartient a ’ensemble U si la suite (2"7=0 @jY;)
est dense dans X.

Lemme 2.1.1. Soit X est un espace vectoriel topologique non trivial sur R ou C. Si X
est séparable, alors il n’a pas de points isolés.

Démonstration. Soit (z,) une suite dense dans X . Procédons par I’absurde. Si X admet un
point isolé, comme X est un espace vectoriel topologique, tous ses singletons sont ouverts.
Donc pour tout z € X, il existe n € N tel que x = x,,. Ainsi, 'espace X est dénombrable,
ce qui est absurde étant donné que X est un espace vectoriel sur R ou C. O

La proposition suivante montre que la propriété d’universalité d’un point dépend uni-
quement des valeurs de la queue de la suite.

Proposition 2.1.1. Soita € U. Sibe G, alorsa+belU.

Démonstration. Comme 'espace X est séparable, par le lemme 2.1.1, 'espace X n’a pas
de points isolés.

Montrons a présent que a + b € U. Soient U un ouvert de X et N € N tel que b, =0
pour tout n > N. Ainsi,

n n

D (a5 +b)y; =Y azy;+c

J=0 J=0

pour tout n > N, ol ¢ = Z;V:O bjy;. Comme l'espace X n’a pas de points isolés, la suite
(350 @jYj)n>n est dense dans X et il existe n > N tel que 7 a;y; € U — c. Ainsi,

> i—ola; +b;)y; € U, d’ott la conclusion. u

La proposition qui suit indique que s’il existe un élément universel, alors il en existe
beaucoup (un ensemble dense).

Proposition 2.1.2. Si l'ensemble U est non vide, alors il s’agit d’un ensemble Gs qui est
dense dans K.

Démonstration. Montrons que I’ensemble U est dense. Soit U un ouvert de K. Par hypo-
thése, il existe a € U. De plus, comme K" est muni de la topologie produit, il existe b € G
tel que a + b € U. La proposition 2.1.1 permet alors d’obtenir la densité de U.

Montrons que 'ensemble U est un ensemble G5. Comme 'espace X est métrisable et
séparable, il admet une base de topologie dénombrable {U | k € N}. De plus, par définition

de U, nous avons
u=UT. (),

keNneN
ce qui permet de conclure. O

Nous souhaiterions a présent appliquer certaines restrictions quant aux séries univer-
selles considérées. Typiquement, ces restrictions peuvent se traduire par I'appartenance
a un certain ensemble. C’est pourquoi nous introduisons le concept de séries universelles
restreintes.

Fixons un espace A C K" satisfaisant les conditions suivantes.
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(A1) L’espace A est un espace vectoriel métrisable complet dont la topologie est définie
par une métrique d invariante par translation.

(A2) Les projections A — K, a — a,, sont continues.

(A3) L’ensemble G est inclus et dense dans A.

Remarque 2.1.2. Avec ces hypothéses, ’ensemble A est automatiquement séparable. En
effet, il est clair que I'ensemble

C:={aecD"|{n]|a,#0} fini }
ou D =Q ou Q+:Q est dense dans GG, et donc dans A.

Avant de passer a la définition des séries universelles restreintes, nous allons présenter
deux exemples d’espace A respectant les hypothéses (Al), (A2) et (A3).

Exemple 2.1.1. Un exemple trivial consiste a prendre A = RY et d la distance invariante

par translation définie par
oo

1 |a; — b
da,b) =y ——2 I
(CL, ) 2231+|a]‘—b]‘|
j=0

pour a,b € RY,

Exemple 2.1.2. Un exemple d’espace moins trivial est le suivant

A(M) = {(IERN| \V/O>0, bg£%<m},
J J

ot M = (M) est une suite croissante de réels tels que My = 1. Nous munissons A de
la topologie associée aux semi-normes ¢, définies par

pour a € A, ol (C)) est une suite strictement décroissante vers 0. La distance d est
alors la distance invariante par translation définie par
oo
1 a—b
dap) =3+ (@0

= 21+ gmfa—b)

pour a, b € Ay).

Proposition 2.1.3. L’espace Ay défini dans exemple 2.1.2 satisfait les propriétés (A1),
(A2) et (A3).
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Démonstration. La propriété (Al) est clairement vérifiée.
Vérifions la propriété (A2). Soit une suite (a”) de Ay convergeant vers un élément
a € Ay et fixons m € N. Nous avons

|a”m—am| < ’aj _aﬂ"
Mmcgn - jEN MjCé

d’ou |al, — ay| — 0 si n — oo, ce qui suffit.
Vérifions la propriété (A3). Montrons premiérement que 'ensemble G est inclus dans
Ay Soit b= (b, ...,bs,0,0,...) € G. Nous avons clairement
b1 b1
gm(b) = sup —— =sup ——
m(®) jen M;CH,  j<g M;CH,
pour tout m € N. Ainsi, b € Ay).
Montrons deuxiémement que l'ensemble G' est dense dans A(. Soient a € Ay et

€ > 0. Ilexiste N € N tel que Y72 v | 5- < §. Soit 0 <7 < 1 tel que 772?[:0% < 5. Par

définition de Ay, il existe R > 0 tel que

< 00

d’ou
ol R
M,CL Y
pour tout 57 € N. Ainsi, il existe J tel que
a.
| ]|. < n
pour tout j > J. Posons b = (ay, ...,as,0,0,...) € G. Par définition de b, nous avons
|a; — bl
gn(a — b) = sup ————
( ) jen M;CY%
— sup ;|
i>7 M;Cy
<
e

De plus, comme (C,,) est une suite décroissante, nous obtenons g,,(a — b) < % pour tout
m < N. Ainsi,

7=0

N 1
<Dt 2 g

7=0 j=N+1



par définition de IV et de 7. L’ensemble G est donc bien dense dans Ayy. ]

Définition 2.1.2. Un élément a € A appartient a I'ensemble U 4 si, pour tout x € X, il
existe une suite (\,) de N telle que

(1) Z;‘\io a;jy; — v sin — oo

(11) Z;\lo aje; — a sin — 0o.
Remarque 2.1.3. Dans la définition 2.1.2, nous pouvons supposer que la suite (\,) est

strictement croissante. En effet, soient a € U 4 et x € X. Il suffit de construire par induction
une suite (\) strictement croissante telle que

bV pV

= 1 = 1

E a;y; € + Bp (n——l—l) et E aje; € a + Bd (n——|—1> .
§=0 =0

Comme a € U 4, il existe X € N tel que souhaité.
Soit m > 0. Supposons qu’il existe \[j < A} < ... < X _ satisfaisant les deux propriétés
ci-dessus et construisons A/ . L’ensemble

B = <:c+Bp <m;+1)) \ {]z:;ajyj |n < >\§n1}

est un ouvert non-vide car X ne posséde par de points isolés au vu du lemme 2.1.1.
Soit 2’ € B. Comme a € U 4, il existe une suite (\,) telle que

An An
E ajy; — ' sin — oo et E aje; — a sin — oo.
j=0 7=0

Ainsi, il existe N € N tel que

A A
n n 1
Zajyj € B et Zajej € a-+ Bd (m—ﬂ)

7=0 7=0

pour tout n > N.
Soit n > N. Nous remarquons que X/, = )\, convient car A, > A/ _; par la définition
de 'ensemble B.

Remarque 2.1.4. Il est clair que U4 C UNA. De plus, si A satisfait la condition (A’3)
(plus forte que la condition (A3)) suivante

(A’3) L’ensemble G est inclus dans A et pour tout a € A, nous avons )7 aje; — a si
n — oo

alors U4 = U NA.

La proposition suivante, similaire a la proposition 2.1.1, montre que la propriété d’uni-
versalité restreinte d’'un point dépend uniquement des valeurs de la queue de la suite.
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Proposition 2.1.4. Soita € U4. Si b e G, alorsa+b € Uy4.

Démonstration. Soient x € X et N € N tel que b; = 0 pour tout j > N. Par définition de
I'ensemble U 4, il existe une suite ()\,) strictement croissante telle que

An An
E ajy]—mc—g b:z:]Sdn—)oo et E a,]ej—>a51n—>oo
Jj=0 Jj=0 Jj=0

Nous concluons en remarquant que

)\n >\7L
Z(aj+bj)yj—>xsin—>oo et Z(aj+bj)ej—>a+bSin%OO-
j=0 J=0

]

Voyons a présent la traduction des définitions d’universalité restreinte dans le contexte
des exemples 2.1.1 et 2.1.2.

Exemple 2.1.3. Soit N € Ny. Posons X := C(R",R) I'ensemble des fonctions continues
de RY a valeurs réelles s’annulant en 0, muni de la topologie de convergence uniforme sur
les compacts. La topologie de X est la topologie associée aux semi-normes p,, définies par

Pm(f) = sup [f(z)],

xE€B[m]

pour f € CY(RY R). Cette topologie peut donc étre définie par la distance invariante par

translation
o

I pw(f—yg
p(f9) —m—)

L+ pu(f—9)
Définissons

Yo=0 et (y;:RY =R, z—)eX

pour j € Ny, oit (') est une énumération des multi-indices de NV telle que »° = (0, ..., 0).

Pour finir, prenons I'ensemble A décrit dans 'exemple 2.1.1 et regardons quel est I’en-
semble U, associé. Comme A = RY, ’ensemble U, est I’ensemble des a € RY tels que pour
tout h € CY(RN R), il existe une suite (),) telle que

An .
Zaijj — h(z) dans CJ(RY R),

c’est a dire,

sup —0 sin—o0

zeK

Zaa

pour tout compact K de RY.
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Exemple 2.1.4. Intéressons-nous au contexte de l'exemple 2.1.2. Considérons la suite
(y;) et lespace X définis dans 'exemple 2.1.3 avec N = 1. L’ensemble Uy, ,, , associé a
un ensemble du type A décrit dans I'exemple 2.1.2, correspond alors a I’ensemble des
a € A tels que pour tout h € CJ(R,R), il existe une suite (),) telle que

An

sup a;z? —h(x)| =0 sin— oo
1

zeK

j=
pour tout compact K de R.

Avant de terminer cette section, nous introduisons un dernier ensemble de points univer-
sels. Celui-ci ajoute une contrainte sur les indices des suites de sommes partielles pouvant
étre considérées : les possibles suites ()\,) satisfaisant les conditions de la définition 2.1.2
sont restreintes & un ensemble de sous-suites.

Définition 2.1.3. Soit p une suite strictement croissante de naturels. Un élément a € A
appartient a 'ensemble U’} si, pour tout x € X, il existe une sous-suite (A,) de u telle que
(1) Z;\lo a;y; — T sin— oo

(i1) E?Zo aje; — a sin — oo.

Remarque 2.1.5. Au vu de la remarque 2.1.3, la définition 2.1.2 est un cas particulier de

la définition 2.1.3. En effet, nous avons U 4 = Z/{f:).

2.2 Existence d’un élément universel

Nous allons a présent démontrer un théoréme stipulant des conditions équivalentes
a l'existence d’un élément universel restreint. Similairement & la proposition 2.1.2, §’il
existe un élément universel restreint, alors il en existe beaucoup (un ensemble dense). De
plus, 'ensemble des éléments universels restreints est également "grand" du point de vue
algébrique (il contient un sous-espace vectoriel dense privé de 0).

Nous illustrerons ensuite ce théoréme dans le cas non restreint (exemple 2.1.1) et dans
un cas restreint (exemple 2.1.2).

Pour conclure la section, nous examinerons finalement un corollaire de ce théoréme qui,
grossiérement, nous permet de changer de méthode de sommation.

En pratique, afin de prouver 'existence d’un élément universel, nous utilisons la carac-
térisation équivalente donnée par la condition (iii) du théoréme suivant. Il est en effet plus
aisé de prouver cette condition que de trouver un élément universel car pour ce faire, il
suffit, pour chaque x € X et € > 0, de trouver des éléments ay, ..., a,, € K satisfaisant deux
certaines inégalités, alors qu’un élément universel ne peut pas dépendre de x et e.

Théoréme 2.2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Us#0.
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(i1) Pour tousp € N, x € X et € >0, il existe n > p et ay, ...,a, € K tels que

n n

p (Z ajyj,x> <e et d (Z ajej,()) < €.

J=p J=p

(1ii) La condition (ii) est valide pour p = 0.

(iv) Pour toute suite strictement croissante p de naturels, l’ensemble U'y est un en-
semble G5 dense dans A.

(v) Pour toute suite strictement croissante p de naturels, l'ensemble U'y U{0} contient
un sous-espace vectoriel dense dans A.

Démonstration. (1) = (ii) Soient p € N, z € X, € > 0 et b € U 4. 1l existe une suite (\,)
strictement croissante telle que

)\n )\n
d (b, ijej> —d (b - ijej,o> — 0.
§=0 i=0

€

Ainsi, il existe ¢ > p tel que d(c,0) < §, oit ¢ := (0,...,0,by, bgy1, ...). Par la proposition
2.1.4, ¢ € Ua. Ainsi, il existe n > ¢ tel que p(3 7 bjy;,v) < e et d(3 7 bjej,c) < 5. La

Jj=q
condition (ii) s’obtient alors en prenant a; = ¢; pour j € {p,...,n}.

(il) = (iii) C’est évident.
(iii) = (iv) Fixons une suite (z;) dense dans X. Soit p une suite strictement croissante.
Pour n € N et [, s € Ny, posons

1
Brnts) ={ac Al oS0 < |

1
Fi(n,s) = {CLEA | d(>-Eryazej,a) < ;}

j=

HE(l,5) = Upen(EF(n, 1, s) N FH(n, s)).
Ces ensembles sont des ouverts de A. De plus, nous avons 1’égalité
Uy = () H"(1,s).
1,s€Ng

En effet :

C Cette inclusion se déduit directement de la définition de U%.

2 Soient a € [ oy, H*(l,5) et © € X. Comme (z;) est une suite dense, il existe une
suite (ls) telle que z;, — z. De plus, pour tout s € Ny, il existe ny € N tel que

Mng Hng
- 1 - 1
p <]§:0 ajyj,xls) < 3 et d (JE:O ajej,a> < v
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Alinsi, nous avons

Mng Hns
E a;jy; — x et g aje; —» a 81§ — 00.
j=0 7=0

Par un raisonnement similaire a la remarque 2.1.3, nous pouvons supposer que la suite
(ns) est strictement croissante. D’otu la conclusion.

Afin de prouver que 'ensemble U’ est un ensemble G dense, il suffit de montrer que
H*(l, s) est dense dans A pour tous [, s € Ny. Or, comme G est dense dans A, nous pouvons
encore réduire cette condition a : pour tous I, s € Ny, b € G, et € > 0, il existe a € H*(l, s)
tel que d(a,b) < e.

Soient [, s € Ny, b € GG et € > 0. Par hypothése, il existe ¢ € G tel que

oo oo 1
p <Z CiYj, T — ijyj> <3 et d(c,0) <e.
=0 Jj=0

Posons a = b+ ¢ € G. Nous avons ’égalité d(a,b) = d(c,0). 11 suffit donc de montrer que
a € H*(l,s) afin de compléter la preuve. Soit n tel que a; = 0 pour tout j > p,. Nous
constatons que (372 ¢y, 11— 22 biy) = p(Oi2g ajys,w) = p(O g azys,w) < ¢ et
d(>-1" azej,a) = 0 < 1. Nous avons donc bien a € H*(I, s).

(iv) = (v) Comme A est séparable par la remarque 2.1.2, nous pouvons fixer une suite
(c!) dense dans 84 Posons p° = u. Par hypothése, il existe a € U tel que d(a',ct) < 1.
Comme a' € U , il existe une sous-suite p' de p° telle que Y ") ajy; — 0 et

1 . . . . - . .
9‘;0 a}ej — a' si n — 0o. Nous pouvons ainsi construire par induction des suites (u') de

NN et (a') de A telles que

1. ul est une sous-suite de ,ul_l
- 1
2. al e L{ff‘l "ot d(d', ) < 7

3. Z;io aby; — 0 et Z/;lio ake; — a' sin — oo
pour tout [ € Nj.

Posons B l'enveloppe linéaire des a' et montrons que cet ensemble est un sous-espace
vectoriel dense dans A, contenu dans U’{. Tout d’abord, B est dense dans A. En effet, soient
a € A, e >0et N €N tel que % < 5. Par le lemme 2.1.1, A ne posséde pas de points
isolés. La suite (¢);»n est donc dense dans A. Ainsi, il existe [ > N tel que d(a,c') < § et

nous concluons par 'inégalité triangulaire



Il reste & présent a montrer que B C U* U{0}. Soit b := bia' + ... + b,a™ € B\ {0}
tel que b,, # 0 et montrons que b € U'y. Soit x € X. Comme a™ € Z/{‘Afm_l, il existe une
sous-suite (\,) de p™ 1 telle que

An T An
m m m
gajy]%b—etgajejﬁa
m .
Jj=0 j=0

>\n )‘"

l ! !
E a;y; — 0 et E ae; —a
7=0 Jj=0

pour tout [ < m. Nous concluons en remarquant que

>\7l
. T
Z(bla} + o+ baj Jy; — bmb— =7
j=0 "
et

An

Z(blajl- + o bpajt)e; — bia' + ... + b,,a™ = b.

=0

(v) = (i) Cela provient du fait que Z/{%) =Uy. O

Remarque 2.2.1. Remarquons que 'hypothése (iii) du théoréme 2.2.1 implique automa-
tiquement que X est séparable. En effet, montrons que I’ensemble

{Za;yﬂneN,ag ED},

J=0

ot D =Q ou Q+iQ, est dense dans X.

Soient x € X et € > 0. Par hypothése, il existe n € N et ag,...,a, € K tels que
P(>_j—0 @y, ) < 5. Comme D est dense dans K, pour tout j € {0,...,n}, il existe une
suite (ajm)m de D telle que a;,, — a; si m — oco. Par continuité de la multiplication par
un scalaire, > (ajm — a;)y; — 0 si m — co. Ainsi, si m est suffisamment grand,

— €
p (Z(%m = 4;)Y;; 0) <3
7=0

et par I'inégalité triangulaire, nous obtenons

j=0 Jj=0

Jj=0
<e€

pour un m suffisamment grand. I.’espace X est donc bien séparable.
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Mlustrons premiérement le théoréme 2.2.1 dans le cas non restreint avec le contexte
décrit dans les exemples 2.1.1 et 2.1.3.

Théoréme 2.2.2. Soient pu une suite strictement croissante de N, N € N et (V) une
énumération des multi-indices de NV telle que b° = (0,..,0). I existe une suite (a;) de R
telle que pour toute application continue h € CS(RN,R), il existe une sous-suite (\,) de p

telle que
Z aja” -

sup —0 stn— o0

zeK

pour tout compact K de RY .
De plus, l’ensemble de telles suites (a;) est un ensemble G5 dense de RY et cet ensemble
uni a {0} contient un sous-espace vectoriel dense dans R".

Démonstration. 11 suffit de montrer que la condition (iii) du théoréme 2.2.1 est satis-

faite. Soient h € CYRY,R) et € > 0. Fixons M € N tel que Z;’;MH% < et K >

maxj 1 ZZ , bi. S71l existe un polynome @ tel que

(22 + ... + 22)5Q(2) — hiz)| < i

pour tout ||z|| < M, alors la condition (iii) est satisfaite. En effet, si ) est un polynome
tel que souhaité, alors P(z) = (21 +...+23)*Q(x) est un polynome tel que p,,(P—h) < <
pour tout m < M. Ainsi,

Y1 pu(P—h 21 pu(P—h
AP R = ot 2_mlip(m(P—)h)

m=0 m=M+1
< . (P—h)+ i !
m=0 m=M-+1
€ M 1 €
< — _ _
<€

De plus, nous avons également I'inégalité d(Z;’io aje;,0) < €, ot les a; sont les coefficients
de P. En effet, par la formule du multindéme de Newton, les termes de P sont de la forme
cx? T2k avec 1 €N, ¢ € Roet by + ... + ky = K. Or, comme S0 (b} + 2k;) > K, le
multi-indice b + 2(ky, ..., ky) ne peut correspondre & un des 8%, ..., b™ par définition de K.
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Il en résulte que a; = 0 pour tout j € {0,..., M}. Ainsi, nous obtenons bien

- — 1 |a;]
(o) =35

=0 =0
i 1 ]a]\
A Y1+ |aj]
=1
<D 5
j=M+1
<€

Montrons a présent qu’un tel polynéme @) existe. Posons 7 = 53x- Etant donné que
h(0) = 0 et que h est continu, il existe 0 < § < 1 tel que |h(z)| < n pour tout ||z|| < 6.

Définissons 2] 5 )
T T
h i <4
() e el <
w(z) =
h(z)
si o< |lz]] <M.
e
L’application w est continue sur B[M]. En effet, les applications h et || - || étant continues

sur RY, Iapplication w est clairement continue sur B[M] \ {0}. Elle admet de plus un
prolongement continu en 0 car

], (do ) 1
1 h =0
=0 0 \[lall ) 2% T

étant donné que 'ensemble h(B[d]) est borné.
Par Stone-Weierstrass, il existe un polynéme @ tel que

sup |Q(z) —w(z)| <.
zEB[M]

Montrons que le polynéme @ satisfait I'inégalité souhaitée. Soit z € RY tel que ||z|| < 0.
Alors,

Q)] <1+ [w(z)]

B ||| ox 1
=05 )

I
02K

<n-+

car ||:22|| < §. Nous obtenons ainsi

lll

2l Q) — h(x)] < [2[[**|Q ()] + |h(x)] < 6* 5+ 27 <

B~
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car 0 < M et par définition de 7.
Soit » € RN tel que § < ||z|| < M. Alors,
€

2P Q) = h(@)] = [l2]*1Q(z) — w(x)| < M*n < 4

par définition de 7.
Le polynome @ satisfait donc bien 'inégalité souhaitée et la condition (iii) du théoréme
2.2.1 est satisfaite. O

Nous allons deuxiemement illustrer le théoréme 2.2.1 dans un cas non restreint, dans le
contexte décrit dans les exemples 2.1.2 et 2.1.4. Pour cela, nous commengons par introduire
une définition.

Définition 2.2.1. Soit M une suite croissante de réels tels que My = 1. Une application
f € C®(R) est ultradifférentiable de classe M de type Beurling si pour tout compact K
de R et tout C' > 0,
| D7 f ()]
Ssup —————— < o©

jeNgekx J'M;CI
L’ensemble des fonctions ultradifférentiable de classe M de type Beurling est noté &y).
Nous le munissons de la topologie associée aux semi-normes

" 1D f(a)
= Ssu e ———
QC,K(f) jEN@l:;K j 'M]C]

ou C' > 0 et K est un compact de R.

Si la suite M satisfait les propriétés suivantes
(H1) La suite (%) est croissante,
(H2) L’inégalité

est vérifiée,
(H3) 1l existe C' > 0 tel que

" <O
nZ;D (n+1)Mpyr = Mpp
pour tout p € Ny,
alors I’ensemble des polynomes est dense dans &y (voir [5]). Nous avons également le
résultat suivant (lemme 5.1 de [5]).

Lemme 2.2.1. Soient M wune suite satisfaisant les hypothéses (H1), (H2) et (H3), K
un compact de R et (;) une suite d’ensembles ouverts recouvrant K. Alors, il existe des
applications ¢; € Enry de support compact inclus dans €); telles que
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(i) ¢; >0 pour tout j € N,
(it) ¢; =0 excepté pour un nombre fini de naturels j,
(i) D_;¢; =1 sur un voisinage de K.

La suite (n!) est un exemple de suite satisfaisant les propriétés (H1), (H2) et (H3).
Proposition 2.2.1. La suite (n!) satisfait les hypothéses (H1), (H2) et (H3).

Démonstration. La condition (H1) est clairement satisfaite.
Montrons que la condition (H2) est satisfaite. Soient p, ¢ € Ny. Nous avons

My, \rte 1
(ij\; ) = C’g+qp+q'

Or, par le bindme de Newton,

p+q

q n  __ op+tq
Cerq S Z C(p—l-q =2 :

n=0

1
Ainsi, C, 77 < 2, d’ott la conclusion.
Montrons que la condition (H3) est satisfaite. Soit p € Ny. Nous avons

M, 1
2 (n+ )Mppr 2 (n+1)?

n>p n>p
1
< -
- Z n(n —1)
n>p+1
1 1
< - _ =
- Z (n —1 n)
n>p+1
1
<=
p
< 2 oM ,
p + 1 Merl
ce qui suffit. O

Lemme 2.2.2. Soit (M,) une suite croissante satisfaisant la propriété (H1) telle que
My = 1. Alors MiM; < My, pour tous k,l € N.

Démonstration. Soit | € N. Si [ = 0, alors 'inégalité est clairement vérifiée, car My = 1.
Sinon, fixons [ > 0 et procédons par récurrence sur k. Le cas de base est clair. Passons
donc a 'induction. Fixons k > 0, supposons que l'inégalité M M; < M, soit vérifiée et
montrons que My 1 M; < My, ;y1 est satisfait. Nous avons

M1 M; <

<



en appliquant successivement la propriété (H1) et ’hypothése de récurrence. Ensuite, nous
remarquons que

M 4o Mpq111
My < Myt
My 7 My
< My
par la propriété (H1). D’on la conclusion. ]

Lemme 2.2.3. Soient f,g € Enry. Alors fg € En.

Démonstration. Soient C' > 0, J € N et K un compact de R. Alors

DY( J D"

J'MJC’J 2 N,c7
J n n
_ Z |D7"g| | D"f]
= (J —n)InlM,C’
J —n n
_ DIyl g

(J —n)!M,;_,C/— nIM,C"

o

n=

par le lemme 2.2.2. Or, comme f, g € £, il existe B tel que

D™l (2\"
“) <B
S \o) =7

pour tout n € Ny, et il existe By tel que

| D7
<B
& (T = n)M,_,CTn = 7

pour tout n € Ny. En combinant ces deux derniéres inégalités, nous obtenons

J
1
< BB, Z o0 < 2B, B,

n=0

D’ (f9)l _
JIM,C7 =

sup

pour tout J € N, ce qui suffit. ]

Nous pouvons a présent finalement illustrer le théoréme 2.2.1 4 'aide des exemples 2.1.2
et 2.1.4. Pour ce faire, fixons une suite croissante M telle que My = 1 et satisfaisant les
propriétés (H1), (H2) et (H3). L’ensemble A5y auquel nous faisons référence dans la suite
est Uensemble défini dans 'exemple 2.1.2. Nous fixons de plus une suite (C,,) décroissant
strictement vers (. Cette suite nous permet de considérer le systeme dénombrable de semi-
normes (g,,) également défini dans 'exemple 2.1.2.
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Théoréme 2.2.3. Soit u une suite strictement croissante de N. Il existe une suite
(aj) € Ay telle que pour toute application continue h € C(R,R), il existe une sous-suite

(A\n) de p telle que
An

Z a;z’ — h(x)

J=1

sup —+0 s n— o0

rzeK

pour tout compact K de R. De plus, l’ensemble de telles suites (a;) est un ensemble Gy
dense de Ay et cet ensemble uni a {0} contient un sous-espace vectoriel dense dans Ay

Démonstration. L’ensemble des suites a € Ay de I'énoncé consistant en I’ensemble UZ(M)
associé a l'exemple 2.1.4, il suffit de montrer que la condition (iii) du théoréme 2.2.1 est
satisfaite. Montrons donc que cette condition est vérifice. Soient h € CH(R,R) et € > 0.
Fixons N € N tel que Z;’;NH 2% < 5. S'il existe un polynome P tel que

|P(z) — h(z)] <§l Viz| <N, d((a;),0) <€ et ag=0,

ou les a; sont les coefficients de P, alors, par un raisonnement similaire au théoréme
2.2.2, I'inégalité p(P,h) < € est vérifiée, ce qui permet d’affirmer que la condition (iii) est
satisfaite.
Montrons qu’'un tel polynéme existe. Premiérement, par Weierstrass il existe un poly-
nome (@ tel que
sup |@Q — h| < <

B[N 6
Posons Qo(z) = Q(x) — Q(0). Par 'inégalité triangulaire, nous avons
sup |Qo — h| = sup |@Q — Q(0) — h|
BIN] BIN]
< sup [@ — h[ +]Q(0)]
BIN]
€

car |Q(0)] = |Q(0)—h(0)| < . Par continuité de Q, il existe 0 < § < N tel que |Qo(z)| < §
pour tout |x| < . Posons

Q=]-N—1,N+1[\ [—35 35}.

T

Comme l'ensemble [—N, N]\] — 6, est un compact inclus dans 'ouvert 2, par le lemme

2.2.1, il existe ¢ € &y de support compact inclus dans 2 tel que ¢ = 1 sur un voisinage

de [-N,N]\] —6,9[ et 0 < ¢ < 1. Par le lemme 2.2.3, 'application Qo¢ appartient a .

Fixons 0 < n < 1 tel que nszn:o 2% < 5 et %7 < §. Comme les polynomes sont denses
dans &), il existe un polynome I tel que

D’ - P,
wp QORI 0
JENzeB[N] CyJIM; I—n

(2.2)
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Posons P(x) = Py(z) — Py(0), pour z € R et montrons qu’il s’agit du polynéme recher-

ché. Nous avons .
sup |Qop — P| < |Po(0)| + sup |Qop — Po| < 3
B[N] B[N]

car supgy) |Qo¢ — Pyl < o

I, = [-9,0]\] 0 ‘5[ et I3 = [—

T 2032
Par ailleurs,

en utilisant (2.2) avec J = 0. Posons I; = [—$,3],

< £
6
, NJ\] — 6,0[. Nous avons clairement B[N] = I, U I, U I3.

2¢
sup |Qo — P| < sup |Qo| +sup |P| < 3
I I I

par définition de J et car le fait que ¢ soit & support compact dans 2 implique que
|Qo¢ — P| = | P| sur I;. Nous avons de plus

sup |Qo — P| < sup [Qo — Qo¢| + sup |Qod — P)|
I I Ip)

€
< sup |Qo| + =
I 3
< 2¢
3 )
par définition de I, et car 0 < ¢ < 1. Par ailleurs,
€
sup |Qo — P| = sup |Qop — P| < 3
I3 I3

car ¢ = 1 sur I3. En combinant ces inégalités ainsi que (2.1), nous obtenons

sup [P — hl < sup | P — Qo +sup |Qo — h| < 5 + £ = c.
BIN] BIN] BIN] 3 3
Il reste a montrer que d((a;),0) < e. Posons p = (a;). Comme ¢ est & support compact
dans €2, nous avons
|D7(Qo¢ — Po)(0)| = [DP(0)] = J!|ay]
pour tout J € N. Par (2.2), nous obtenons

[ Ui
gy (p) = sup < :
w(p) Jen M;CY " 1—n

Alinsi,

1 gu(p) — 1 gu)
Tt @) T 2o 2T+ @)

car les ¢, forment une suite d’applications décroissante.
Le polynéme P est donc bien le polynéme recherché. ]
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Nous allons a présent démontrer un corollaire du théoréeme 2.2.1. Nous considérons dans
ce corollaire une nouvelle suite d’applications continues (S,,) et un ensemble associé U5 plus
petit que 'ensemble U/, : ses éléments sont tels que leurs sommes partielles et leurs images
par les applications S,, peuvent approcher n’importe quel élément de X. Sous certaines
conditions, nous obtenons alors un résultat similaire a celui obtenu dans le théoréme 2.2.1,
c’est a dire, que I'existence d’un élément universel restreint implique que 1’ensemble I/li est
un ensemble G5 dense contenant un sous-espace vectoriel privé de {0}.

Corollaire 2.2.1. Soit S, : A — X une suite d’applications continues telles que pour
tout b = (bo, ...,bar, 0,0, ...) € G, il existe une suite (ny) strictement croissante de naturels
satisfaisant

%) M
Suc (D) =) bjy; = biy; sik — oo,
j=0 j=0

Notons U5 l’ensemble des éléments a € A tels que pour tout x € X, il existe une suite (\,)
strictement croissante de naturels satisfaisant

An An
E ajy; = x, Sx,(a) =z et E aje; —a sin— 0o.
Jj=0 Jj=0

St U 4 est non vide, alors Z/lf‘ est un ensemble G5 dense de A.
De plus, si la suite (ny) peut étre choisie indépendamment du a € G et si chaque S,
est linéaire, alors lensemble U5 U {0} contient un sous-espace vectoriel dense dans A.

Démonstration. Nous allons imiter la preuve de (iii) = (iv) du théoréme 2.2.1 pour la
premiére partie de ’énoncé. Soient (z;) une suite dense dans X et [, s,n € Ny. Posons

n 1
Bnts) ={aeal oS oamm <t}

F(n,s) = {a € Ald(Y)_ajej,a) < é}

G(n,1,5) :{aeA|m&¢mx0<l}

S

H(l,s) =U,en(E(n,l,s)NF(n,s)NG(n,l,s)).
Ces ensembles sont des ouverts de A. De plus, nous avons 1'égalité
us = () H(l.s)
1,s€Ng

par un raisonnement similaire a la preuve de (iii) = (iv) du théoréme 2.2.1. Pour montrer
que I’ensemble U est un ensemble G5 dense de A, il suffit donc de montrer que H(l, s) est
dense dans GG pour tous [, s € Nj.
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Soient b € G et € > 0. Par la condition (iii) du théoréme 2.2.1, il existe ¢ € G tel que

o o
1
p (Z CjYj, T — Z@w) <5 et de0)<e (*)
=0 =0

Posons a = b+ ¢ € G. Nous avons ’égalité d(a,b) = d(c,0). 11 suffit donc de montrer que
a € Z/{i afin de compléter la premiére partie de la preuve. La conclusion s’obtient par un
raisonnement similaire & la preuve de (iii) = (iv) en choisissant p,, € {ny | k € N} tel que

P(Sp (@), 22720 ajy;) < 5 ¢t a; = 0 pour tout j > fi,.

Pour prouver la seconde partie de I’énoncé, montrons d’abord que pour toute sous-suite
w de (ng), Pensemble

An An
Z/I(X’S) = {a € A|Vz € X,3(\,) sous-suite de y : Zajyj — x,5),(a) >z etZajej —a

j=0 Jj=0

est un ensemble G5 dense dans A. Pour ce faire, nous procédons de la méme maniére que
dans la preuve (iii) = (iv) du théoréme 2.2.1. Le fait que g soit une sous-suite de (ny)
permet de conserver la convergence S, (a) — > 72 a;y; pour tout a € G.

Nous agissons ensuite de facon similaire a la preuve (iv) = (v) du théoréme 2.2.1 en
remplagant U’y par Llff’s) et en ajoutant ’hypothése Suzh(al) — 0 si n — 00 aux trois
propriétés des suites construites par induction. Nous trouvons comme dans cette preuve
une suite (\,) qui satisfait a la définition de Z/I(A %) la linéarité des S, permettant de
conclure pour la convergence

Sy, (bra' + ... + ba™) = b1Sy, (a') + ... + 0,5y, (™) — .
]

Avant de cloturer cette section, nous allons illustrer ce corollaire dans le cas non res-
treint & 'aide des exemples 2.1.1 et 2.1.3. Définissons au préalable les applications sommes
partielles

S, RN — CYRN R), a — (x — Zaijj>
j=1

et les applications moyenne de Césaro
1 n
o RY - COYRY,R), a — — Sk(a
ERYR), o 1Y s

pour n € Nj.

Ces applications sont clairement linéaires et continues. De plus, ’ensemble U7 du co-
rollaire 2.2.1 est ’ensemble des a € RY tels que pour tout h € C’g(RN,R), il existe une
suite (A,) strictement croissante de naturels satisfaisant

An ,
sup a;z” — h(x)
zeK 1

— 0 et suploy,(a)(z)—h(z)|—0
zeK

j=
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pour tout compact K de RY.

Théoréme 2.2.4. [l existe une suite (a;) de R telle que pour toute application
h € CY(RN,R), il existe une suite (\,) satisfaisant

Z% -

—0 et suploy, (a)(z)—h(x) =0
zeK

sup
zeK

pour tout compact K de RY.
De plus, l’ensemble de telles suites (a;) est un ensemble G5 dense de RN et cet ensemble
uni a {0} contient un sous-espace vectoriel dense dans R".

Démonstration. 1l s’agit d'une simple application du corollaire 2.2.1. Montrons donc que ses

hypothéses sont vérifiées. Pour ce faire, prouvons que pour tout a = (aq, ..., ap, 0,0, ...) € G,
. . / M b .

la suite (0,,(a)) converge uniformément sur tout compact vers » ., a;z” . Fixons

a = (ag, ..., apr,0,0,...) € G. Nous avons clairement

Sk(a)(x) = Sy(a Z

pour tous z € RY et k > M. Soit K un compact de R". Nous avons

sup [0, (a)(x) — Sys(a)(2)| = sup | - Z Sela Tmsmxm) ~ Sula)(x)

zeK zeK

ZSk — MSy(a)(x)

= — sup
N zeK
1

=—c
n

pour tout n > M, ol c¢ est une constante ne dépendant pas de n. Ainsi,

an(a)(x) — Z a;z”

sup
zeK

sl m — 00.
La suite (ny) == (n) satisfait donc la condition du corollaire 2.2.1 et est de plus choisie
indépendamment du a € G. Pour finir, ’ensemble U4 est non vide par le théoréme 2.2.2. [

38



Chapitre 3

Densités supérieures et inférieures

Dans le chapitre 1, nous avons vu que si N(U, V') est non vide pour tous ouverts U,V
alors il contient une infinité d’éléments. Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la
"taille" de ces ensembles.

Comme dans [11], nous commencerons par introduire des notions de densité dans Ny,
puis nous intéresserons au concept d’universalité supérieure. Nous verrons finalement que
le concept d’universalité inférieure (que nous aurions pu introduire de maniére similaire &
'aide de la densité inférieure) est en fait obsoléte. Pour cela, nous nous placons dans le
méme contexte que celui du chapitre 2.

3.1 Densités dans Nj et premiéres propriétés

Nous commencons par introduire les notions de densité supérieure et de densité infé-
rieure pour des sous-ensembles de Nj.

Définition 3.1.1. Soit A C Nj. La densité supérieure de A\ est définie par

— <N A
D(\) = li]r\}ljup n = ]\Ln €M

et la densité inférieure de \ par

<N
D)) = liminf lin = N’” €M

Si ces deux limites existent et sont égales, la densité de A est définie par

D) = 1im LEEN[nEA

N—oo N

Remarque 3.1.1. Pour tout A C Ny, nous avons 0 < D(A\) <1let0< D()\) < 1. De plus,
si A C N C Ny, nous avons D(A) < D(XN) et D(X\) < D(XN).
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Exemple 3.1.1. Un exemple trivial de sous-ensemble de densité nulle est n'importe quel
sous-ensemble fini.
Un autre exemple moins trivial de sous-ensemble de densité nulle est X := {n? | n € Ny}.

En effet
{n<N|nel} [VN]
N N

—0
si N = oo.

Exemple 3.1.2. 1l existe bien évidemment des ensembles de densités différentes de 0 et
de 1. Examinons par exemple la densité des ensembles

Ap = {2"m | m € 2N+1} = {28 m + 2F | m e N},
pour k£ € N. Nous avons

{(n<N|neA} :nmw’“;fﬂ 1
N N N Qk+1"

lim |
N

Ainsi D(Ag) = zklﬂ.

Exemple 3.1.3. Il existe également des ensembles n’admettant pas de densité. L’ensemble
des entiers dont la représentation en base binaire comporte un nombre impair de chiffres

o0
A= {221y
m=0
admet comme densité supérieure % et comme densité inférieure % En effet,

— <
D(\) = lim  sup [in = Nin e

M—00 N>o2M+1_1 N
o =2 —1neny
- M—o0 22M+1 1]

M 2n
2
= lim —Z”ZO
M—o00 22M+1 -1
22M+2 _ 1
- ]\}lf)noo 3(22M+1 _ 1)
2
-3
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et
{n < N |n e}

D(A) = ]\/lllinoo N212121£4—1 N
<22M
s ne )
M—o0 22M —1
M—-1 529
2
= lim —Z”ZO
M—o0 22M —1
22M _q
= L 3@ )
1
=3

Proposition 3.1.1. Pour tout A\ C Ny, nous avons
D(X) =1 - DNy \N).
Démonstration. Soient A C Ny et N € Ny. Nous avons clairement

I{nSNInGA}I_1_|{n§N!n€N\A}I
N N N ‘

Nous en tirons que si Ny € Ny, alors

< < N’
nf |{n_N|n€)\}|§1_|{n_N|n€N0\)\}|
NZ=Ny N N’

et
< N' <
{n < N ]ne)\}]>1_ sup {n < N |né€Ny\A}H

N’ - N>No N

pour tout N’ > N,. Ces deux inégalités impliquent

{n <N neX {n < N |neNo\\}

inf 1— su ,
NZ>No N NEJI\JIO N
ce qui permet de conclure. O

La proposition 3.1.1 nous permet de construire des ensembles de densité égale a 1
en tant que complémentaires de sous-ensemble de densité nulle. Par exemple, ’ensemble
Ny privé d’un sous-ensemble fini et 'ensemble Ny privé de ’ensemble des carrés sont des
ensembles de densité égale a 1.

Définition 3.1.2. Soient A C u C Ny. La densité supérieur de A par rapport a p est définie
par

o n<N|ne)
D, ()\) =limsu .
W) =l e e )]
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Remarque 3.1.2. Il est clair que pour tout A C p C Ny, nous avons 0 < ﬁ”(/\) < 1. De
plus, si X' C A C pu C Ny, alors D,(X) < D,(N).

Remarque 3.1.3. Tout sous-ensemble infini A C Ny peut étre identifié & une suite stric-
tement croissante et celle-ci est définie par la récurrence

A =inf A, Apgr = infA\ {A, o A ).

Au vu de la définition de la suite, il est clair que si les ensembles A C 1 C Ny sont des
ensembles infinis, alors A\ est une sous-suite de pu.

Lorsque nous manipulerons des sous-ensembles infinis, nous utiliserons ces notations.
Proposition 3.1.2. Soient A C  C Ny des ensembles infinis. Alors D(X) = limsup,,_,,, &+
et DN(A) = lim Sup,, o m

Démonstration. Montrons la premiére égalité. Comme [{m < A\, | m € A\}| = n, il suffit de
prouver que

< <
p LA [m e M| fm <k [me A

pour tout N € Ny, par définition de D()\). Soit N € Ny. Comme (),) est une suite
strictement croissante, nous avons l'inégalité

< <
Sup]{m_)\n\me)\ﬂgsu ]{m_k\me)\ﬂ'
En effet, si n > N, alors A\, > Ay et
< <
{m <\, | m € A} < sup |{m_/<:|m€)\}|'

An T E>AN k

Montrons donc l'autre inégalité. Soient & > Ay et n le plus grand naturel m tel que
Am < k. Nous avons

Hm <k|meA} n

k ok

car n > N.
Au final, nous obtenons bien

< <
sup [{m <k |[m € M} < sup I{m_knlmek}h
k>Ay k n>N An

ce qui permet de conclure.
Un raisonnement similaire nous permet de prouver que

H{m < A\, | m e A} H{m <k |m e}
sup = sup ;
>N {{m <Ay [m e p}|  poay {m < k| m e p}

d’ot la deuxiéme égalité. [
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Proposition 3.1.3. Soient A C u C No des ensembles infinis et ny,...,n, € A. Si
N o= A\ {n1,...,nx}, alors D(A) = D(X) et D, () = D, (X).

Démonstration. Nous avons déja D(N') < D()\) et D,(X) < D,(\). De plus,
Hm < N|imeXN}=|{m<N|meA} -k
pour tout N > max®_, n;. Ainsi,

{n< N |neN}+k

D(\) = limsup

N—oo N
<N N
§limsup|{n_ [n€ H—i—limsup—
N—oo N N—oo
=D(\).
De méme,
_ <N N k
DM()\):limsupHn_ [n €N} +
N {n < N|nep}
. Hn < N|nelXN} . k
< limsu + lim su
SN s N nem T W P S N ey
:E;A(X)
car y est infini. ]

3.2 Universalité supérieure

Nous allons & présent définir la notion d’universalité supérieure.

Définition 3.2.1. Soit 4 C Ny un ensemble infini tel que D(u) = ¢ € [0,1]. Un élément
a € K appartient a U si pour tout x € X, il existe une sous-suite A\ de u telle que

(i) D(A) =,

(it) Dy(X) =1,

(i17) Z;’\lo ajy; = si n — oo.

Un élément est donc universel supérieurement si, comme précédemment, il peut ap-
procher n’importe quel élément de X. Cependant, les suites permettant d’approcher ses

éléments doivent avoir une grande densité supérieure (elles doivent avoir la méme densité
supérieure que la suite x4 dont nous imposons qu’elles soient des sous-suites).

Nous allons maintenant introduire la notion d’universalité supérieure restreinte, simi-
lairement au chapitre 2.

Définition 3.2.2. Soit 4 C Ny un ensemble infini tel que D(y) = c. Un élément a € A
appartient a Z/lz si pour tout x € X, il existe une sous-suite \ de u telle que
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(

(i1) Dyu(A) =1,

(vi1) j‘”o a;y; = si n— oo,
w A gies —>a sim— oo.
( ) 22] 0%i%i

Si ¢ = 0 dans la définition 3.2.2, nous avons en fait automatiquement I’égalité du point
(i). En effet, D(\) < D(u) = 0.

Par ailleurs, la condition (ii) de la définition 3.2.2 est également obsoléte dans le cas ol
la densité supérieure de la suite p est non nulle. Intuitivement, si A C p a la méme densité
supérieure que u, alors A est "trés grand" par rapport & p. La proposition suivante montre
formellement cette affirmation.

Proposition 3.2.1. Soit u C Ny un ensemble infini tel que D(p) = ¢ > 0. Si X\ est une
sous-suite de pu telle que D(X) = ¢, alors D,(\) = 1.

Démonstration. Procédons par I'absurde et supposons que bu()‘) < 1. Alors pour un
D,(X\) <6 < 1, il existe Ny € Ny tel que

<N
sup {n | n € A} <4
N>No {n < N [ n € p}

Ainsi
{n<N|neA} Hn<N|n€pj

pour tout N > Ny. D’ou

ce qui est absurde. O

Théoréme 3.2.1. Soit 1 C Ny un ensemble mﬁm tel que D(p) = ¢ > 0. SiUa est non

vide, alors L{A est un ensemble Gs dense de A et L{A U{0} contient un sous-espace vectoriel
dense dans A.

Démonstration. Fixons une suite (z;) dense dans X. Pour k, [, s € Ny, définissons
4 1 & 1
Ulk,l,s) = {a ceAlp (Zajyj,xl> <3 et d (Zajej,a> < g}
Jj=0 7=0
Ensuite, pour n, [, s, p € Ny, définissons
E(n,l,s,p) = U ﬂ (Mg, 1y s),
{)\1<...<An}€An,p k=1

nps = M <o <A} Cpl A >p et = >c— 1} Nous avons

17:1: ﬂ U (n,l,s,p). (3.1)

p,l,s€Ng n€Ng
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En effet :
C Soient a € Z/lA et p, 1,5 € Ny. Il existe une sous-suite X' de u telle que D(X) = c,

Z;\ 0GY; — T et ZJ 0 aje; — a. Ainsi, il existe N tel que

Ak
1
P Zajijxl <3
7=0
X, )
d ‘ -
Za]ej,a < 5
7=0
A, >p
pour tout k > N. Notons A = XN \ {\],...; Ay} et montrons qu il existe n € Ny tel que
—+ > ¢ — <. Procédons par I’absurde et supposons que 3= <c— pour tout n € Ny. Ainsi,

nous obtenons

—_

) n

limsup — <c¢— —.

n s

Or, par la proposition 3.1.3, nous avons ¢ = D(X') = D()). Donc, par la proposition 3.1.2,
nous obtenons lim sup % = ¢, ce qui est absurde.

Ainsi, il existe n € Ny tel que > % La suite finie (Ay)}_, € Ay, 5 et est telle que

Ak 1 Ak 1
p (Z%‘%;ﬂ) < 5 et d (Z ajej,a> < B

J=0 J=0

pour tout k € {1,...,n}. Ce qui permet de conclure.

D Soient @ € Npseny Unen, E(n,l,s,p) et © € X. Il existe une suite strictement
croissante (l,,) telle que x;, — z car la suite (z;) est dense et I'espace X n’a pas de points
isolés.

Il existe n; € Ny tel que a € E(nq, 1,11, 1), c’est a dire, il existe {/\gl) <. < )\%11)} Cu

tel que
A 1 A 1
p(Zj:O a;Yj, xh) < Ea d(Zj:O aj€j, a) < Ev

nq 1 1
W>C—E et )\g)>].
ni

pour tout 1 < k < n;.
Il existe ensuite ny € Ny tel que a € E(na, ls, lo, )\211)), c’est & dire, il existe
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{)\9) <. < )\%22)} C u tel que
\@ 1 RS

1
p(>_5Eo ajys, a1,) < I d(> ity ajej,a) < %

1
%>0_E et AP > A
n2

pour tout 1 < k < no.
En procédant par induction, nous construisons une suite d’ensembles
B = {\™ < < A0 ¢y tels que

)\im) 1 A;ﬁm) 1
p(ZjIO ajyj7xlm) < l_’ d(ZJZO aj€j7a) < l_7
1 . .
ImoS e = et )\g )>>\7(1m_})
ALY I

pour tout 1 < k < n,, et tout m € Nj.
Posons A = U,,,enB,,. Pour tout k € Ny, nous avons A\, =

plus grand naturel m tel que k > n; + ... + n,,_1. Ainsi

Ak ] Ak ]
P (j;ajyj,:vlw> < m et d <;ajej,a> < m

k

)\(mk)

Femy =T 1 ou my, est le

pour tout k > ny + ... + n,,_1 et tout m € Ny. Comme m;, oo si kK — 0o, nous obtenons
p( ;‘ioajyj,x) — 0 et d( ;‘ioajej,a) — 0si k — oc.

Montrons que D()\) = c. Comme ) est une sous-suite de g, nous avons D()\) < c. De
plus,

oL < < sup —.
Ly /\g\é) An .oty m>320 g S

Ainsi, par la proposition 3.1.2, nous avons ¢ < D()). Nous obtenons donc bien D()\) = c.
Or, comme par hypothése ¢ > 0, la proposition 3.2.1 permet de prouver que a € Llf;.

Montrons & présent que 1’ensemble E{ff, est un ensemble Gy dense. Au vu de I'égalité
(3.1), il suffit de prouver que les ensembles U, en, (1, [, s, p) sont des ouverts denses dans
A.

Soient n, [, p, s € Ny. L’ensemble U, en, E(n, [, s, p) est ouvert, car les ensembles U (k, [, s)
sont ouverts pour tout £ € Ny. Montrons qu’il est dense dans A. Pour ce faire, il suffit de
prouver que Upen, E(n, 1, s,p) est dense dans G. Soient b € G, m € Ny tel que b; = 0 pour

tout j > m et € < 1. Par le théoréme 2.2.1, il existe ng € Ny et aj), ...,a’, € K tels que
s 0 o

no m no
p (Z azy;, vy — ijyj> <e et d (Z a;-ej,O) <.
=0 =0 =0
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Posons a = (a}, ...,a’, ,0,..) +b € G. Comme D(u) = ¢, il existe {\; < ... < \,} C p tel

» Ymg
que A; > max(ng,p,m) et - > c— %, par un raisonnement identique a celui de I'inclusion
n

C démontrée précédemment.

Ainsi
p (Z ajyjaxl) =p (Z ajyj, T — ijyj> <e<<
=0 =0 =0
M .
d(ZOajej,a> :O<g
J:

pour tout 1 < k < n. Ainsi a € Uyen, E(n, 1, p, s). De plus, d(a,b) = d(>_7°

I'ensemble Z:{Z est bien un ensemble G5 dense de A.

g ajej, 0) < eet

Montrons a présent que Zjlz U {0} contient un sous-espace vectoriel dense. Soit (c!) une

suite dense dans A et posons u’ = pu. Comme les ensembles Zj{: sont denses dans A pour
toute suite v strictement croissante, nous pouvons construire par induction des suites (ul)
de N° et (a') de A telles que

1. u! est une sous-suite de u
2. D(u') =

-1

Py 1 1
J.acU, et d(a,c)<7

4, j0]y1—>0 et ]Ojej—>a
pour tout [ € Nj.

Soit B l'enveloppe linéaire des éléments a'. L’ensemble B est dense dans A, étant
donné¢ linégalité d(a',c') < 7. Il reste donc a montrer que B C U, U {0}. Soit b =

bia' + ... + bpa™ € B\ {0} tel que b, # 0.

M 1

Soit x € X. Comme a™ € Z/IA , il existe une sous suite A de u™ ! telle que D(\) = ¢,
Z] 047y — - et Z ej = a™ sin — oo. Comme X est une sous-suite de p' pour
tout [ < m, nous obtenons

An An
! ! !
E a;y; — 0 et E ae; —a

pour tout [ < m. De plus, comme ¢ > 0, la proposition 3.2.1 implique que D u(A) =1, ce

qui suffit pour prouver que b € Z/{A
]

Il est clair que U’} C Zj{i pour toute suite p strictement croissante. Mais en toute
geénéralité, nous avons U’y # Z/{Z. Nous allons montrer via un exemple que Z/I(X) n’est pas

toujours égal a Zjl: .
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Exemple 3.2.1. Posons X =R, y; = 1 pour tout j € Net A = RY muni de la topologie
associée & la distance invariante par translation d(a,b) = > 77 2%1%;2)']‘
Les ensembles A, = {28m | m € 2N+1} = {2""hm + 28 | m € N}, k € N, forment une

partition de No. Nous avons de plus vu dans I'exemple 3.2.1 que D(Az) = 55

Construisons un élément (a;) de RY tel que (a;) € L{f:) \Zj{(:). Fixons (73) une énumé-
ration de Q. Comme les A, forment une partition de Ny, pour tout n € Ny, il existe un et
un seul k, € N tel que n € Ay,. Posons t,, = ry, pour n € Ny et to = 0.

Montrons que la suite (a;), définie par ag = to = 0 et a; = t; — t;_1 pour j € Ny,
appartient a Z/{XL). Soit z € R. Nous avons

n

Z a;Yy; = tn — t() = tn.

j=0

Or, comme {t, | n € N} = Q, il existe une suite \ strictement croissante telle que t,, — .
D’ou, a € U(;f).

Montrons & présent que (a;) ¢ Zj{i?). Soient € R et )\ une suite strictement croissante
telle que Z?QO a;y; = ty, — x. Fixons ky € N tel que ry, # x. Il existe alors J € N tel que
(Aj)j>s C N\Ag,. En effet, si A contient une infinité d’élément appartenant a Ay, alors il
existe une sous-suite A’ C Ay, de A. Or, dans ce cas, la suite ¢y, = ry, ne peut converger
vers x, ce qui est absurde. Nous avons donc

Diwy(A) =D(\) =D({¥; | j = J}) < D(N\Ay,)

par la proposition 3.1.3. Or

E(N\Ako) =1 _Q(Ako) =1- D<Ak0) =1—-—<1.

par la proposition 3.1.1. Ainsi, D(,)(\) < 1 et a ne peut appartenir & Zj{f:).

Nous avons donc bien L{Ef) c Zjlf:).

3.3 Densité inférieure

Nous pourrions essayer de nous intéresser a la notion d’universalité inférieure. La pro-
position suivante nous montre cependant que ce concept n’est pas trés intéressant.

Proposition 3.3.1. L’ensemble

An
B:—{aEU|VI€X, FIANCN infini: D(A) >0 et Zajyj%xsin—)oo}

J=0

est vide.
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Démonstration. Procédons par 'absurde. Soit a € B. Pour n € Ny, posons

)‘w,k’

o 11 ,
X, = xEX\EI)\xCNmﬁm:Q(/\x)E]nle,E} et Za,jyj—mt stk — 00

=0

Par définition de B, nous avons X = U,en,X,. Ainsi, comme X est non-dénombrable, il
existe ng € Ny tel que X,,, est non-dénombrable.

Soient x1 # xo € X. Alors, ensemble A\, N A,, est fini. En effet, s’il était infini, il
consisterait en une sous-suite X' de A;, et de A\, telle que la suite Z;\,lo a;y; convergerait
vers r et o, ce qui est impossible, étant donné que x; # xs.

Quitte a remplacer \;, par Az, \ (A, N Az,) et Az, par Ay, \ (Az; N Az,), nous pouvons
supposer que A\, N\, = 0. Ainsi, nous obtenons

{n < N|n €, Ul,} _ {n < N|ne€i,} 1 {n < N|n€l,}
N B N N
pour tout N € Nj. Ce qui nous améne a

DAz UAsy) = D(Aay) + D(As, ).

Soient 1, ...,Tpy+1 € Xy, des éléments deux a deux distincts. Par induction, nous
obtenons
1
D(hs, U e Udg11) = DOy) 4 D) > (0 +1)—— = = 1.
0

ce qui est absurde. O

Remarque 3.3.1. Soit a € U. Il ne peut exister de suite A\, strictement croissante telle
que D(A;) > 0 et Z;i(’; a;y; —  que pour au plus une infinité dénombrable de x € X. En

effet, s’il existait des suites A\, pour une infinité non dénombrable de x € X, I’ensemble

U x..

n€Ng
ot les X,, sont les ensembles définis dans la preuve de la proposition 3.3.1, est non dénom-

brable et nous pouvons procéder de maniére identique a la preuve de la proposition 3.3.1
afin d’arriver & une contradiction.

L’exemple suivant nous montre qu’il est possible qu'une infinité dénombrable d’éléments
x de X puissent étre associés a une suite ()\;) permettant de les approcher et ayant une
densité inférieure strictement positive.

Exemple 3.3.1. Mettons-nous dans le contexte de 'exemple 3.2.1. Posons \,, = Aj pour
tout k € N. Ainsi, nous avons D(),,) = D(Ay) = 551 > 0 et

Ark,n

Z ajyj =tx, , =Tk = Tk SI N — 00

§=0
par définition des t,. Il existe donc une infinité dénombrable de » € X pour lesquels il

existe une suite A, strictement croissante telle que D()\;) > 0 et Z?i{} a;y; — x sin — oo.
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Au vu de la proposition 3.3.1, la notion d’universalité "a densité inférieure strictement
positive" a peu d’intérét. C’est pourquoi nous préférons considérer la notion d’universalité
"a densité inférieure strictement positive sur tout voisinage".

Définition 3.3.1. Un élément a € U appartient & Y si pour tout z € X et tout € > 0, il

vérifie
<{n€N|pZa]y]7 <6})

Malgré tout, ’ensemble i/ N A reste tout de méme "relativement petit" par rapport a
A.

Proposition 3.3.2. Si U4 est non vide, alors U N A est maigre dans A.

Démonstration. Montrons que Y N Zjl(n) N A = (). Procédons par 'absurde et fixons
aelU ﬂZ:{(n) N A. Soit z € X \ {0} et posons ¢ = @ > 0. Comme a € Z:l(n), il existe
une suite strictement croissante A\ telle que D(A) = 1 et Zj 0GY; — x sin — oo.

Ainsi, il existe N € N tel que p(z 0 @Y, ¢) < € pour tout n > N. Nous avons donc

()xn)nZN CN\B,ou B:={neN| P(Z;:o a;y;,0) < €}.
Par la proposition 3.1.3,

1= D(\) < D(N\B).
Ainsi, D(N\B) =1 et D(B) =1— D(N\B) = 0, ce qui est absurde car a € Y.

Nous avons donc bien Y N Zj{(n N A = (), ou encore
~(n) ~(n)
UNACA\U " CA\U, .

Or, comme U 4 est non vide, par le théoréme 3.2.1, I’ensemble Zj{gl) est un ensemble Gj

dense de A. Il existe donc des ouverts U, denses dans A tels que 27(:) = MynenU,. Ainsi,

UnAc | JA\U,).

meN

et donc
A\NUNA)D () Un.

meN

Par construction des ensembles U,,, 'ensemble & N A est donc bien un ensemble maigre
dans A. O

Montrons a l'aide d’un exemple que I’ensemble i/ N A n’est pas généralement vide.
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Exemple 3.3.2. Mettons-nous dans le contexte de 'exemple 3.2.1 et fixons x € X et
e > 0. Il existe k € N tel que p(x,r) < e. Ainsi,

A, C {n eN|p <Zajyj,x> < e}
=0
car ) o a;y; = t, = i pour tout n € A. Il en découle que
1 n
girn = D(A) = D(Ay) < D ({n eN|p(> ajy; 1) < €}> :

J=0

Ainsi, a € U N A et I'ensemble U N A est non vide.
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Chapitre 4

Séries universelles simplement indexées

Ce chapitre s’intéresse aux séries universelles simplement indexées introduites dans [1].
Ce type de série consiste en un point intermédiaire entre le chapitre 2 et le chapitre 5.
En effet, elles sont plus générales que les séries universelles du chapitre 2, mais moins
générales que les séries universelles doublement indexées du chapitre 5. Nous ne passons
pas directement des séries universelles aux séries universelles doublement indexées car la
généralisation serait trop abrupte que pour étre présentée directement.

Ce chapitre consistant en un point intermédiaire, I'illustrer se révélerait assez artifi-
ciel, aussi, ne présenterons-nous aucun exemple. Nous nous contenterons d’énoncer des
définitions et de démontrer des théorémes similaires a ceux présentés dans le chapitre 2.

En ce qui concerne le contexte dans lequel nous allons travailler, nous considérons
toujours un espace vectoriel métrisable séparable X sur le champ K = R ou C, dont la
topologie est définie par une métrique p invariante par translation.

Nous considérerons en plus un espace vectoriel topologique complet F, dont la topologie
est définie par une métrique d invariante par translation, L un espace compact et & € L.
Nous supposerons également disposer d’applications continues

en:L—FE y,: L —>Xeto,: LXE—K

pour tout n € N, telles que les ¢,, soient linéaires par rapport a leurs deuxiémes variables.
Pour a € G, nous notons g, = >~ a,e;(&) € E.

4.1 Deéfinitions

L’ensemble E défini dans le contexte du chapitre est une généralisation de ’ensemble
A du chapitre 2. En plus des propriétés déja cités ci-dessus, nous allons supposer qu’il
posséde les caractéristiques suivantes.
(E1) L’ensemble {g, | a € G} est dense dans E.
(E2) Pour tout a € G et £ € L, les ensembles {n | ¢,(&, g.) # 0} sont finis et unifor-
mément bornés par rapport a &.
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(E3) Pour tout a € G et £ € L, nous avons
>0 96, 9a)ei(€) = Y20 azei(6o),
Z;io 0i(&: 90)y;(§) = Z;io a;y;(&o)-

Remarque 4.1.1. Par un raisonnement similaire a la remarque 2.1.2, nous constatons que
E est séparable.

La définition suivante présente une notion plus générale que la définition 2.1.2 du cha-
pitre 2. Elle introduit un parameétre supplémentaire £ que nous laissons varier a 'intérieur
d’un compact.

Définition 4.1.1. Un élément f € E appartient a 'ensemble U 1, si pour tout z € X, il
existe une suite (\,) de naturels telle que

(6) super, | (X0 65(E Nys(),a)] = 0 si n = o0
(i1) supeer, [A(S2)20 656 Fes (€), )] =0 si n — oo,

Remarque 4.1.2. Nous travaillons bien dans un cadre plus général que dans le chapitre

2. En effet, si nous posons E = A, L = {&}, e.(&) = en, Yn(&0) = yn et dn(&o,a) = an,
nous nous ramenons a la situation exposée au chapitre 2.

Remarque 4.1.3. Par un raisonnement similaire a la remarque 2.1.3, nous pouvons sup-
poser que la suite de la définition 4.1.1 est strictement croissante. En effet, soient f € Ug 1,
et x € X. Il suffit de construire par récurrence une suite (\/) strictement croissante telle
que

i@-(fs, G i@-(&, Ne@er+ea(r) @

pour tout £ € L et tout n € Ny. Par définition de U g 1, il est clair qu’il existe A} satisfaisant
(4.1). Supposons a présent qu’il existe \| < ... < A/ satisfaisant (4.1). Posons

B = (a:+Bp (ﬁ)) \ {gqﬁj(fo,f)yj(fo) |n < )\;n} :

Comme X n’a pas de points isolés, ’ensemble B est un ouvert non vide. Soit 2’/ € B.
Comme f € Ug 1, il existe une suite (\,) telle que

SUP¢er, [p(Z?io (& Fy;(6), ml)] —0

SUP¢er, [d(z;lo ¢i(& fe; (&), f)] —0
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si n — oo. Ainsi, il existe N; € N tel que

1
m—+1

supeer, |P(X0)20 04(6, us(), )| < ——= = pla.a)

1

supger, [d() 656 Nes(©). )] < ——

pour tout n > Nj. De plus, comme

p(anbj(fo,f)yj(fo) <sup[ Zfbjffyj )],

=0
la suite Z;‘QO ®;(&o, flyj(&) — 2’ et il existe N, € N tel que

A n

> 6%, Ny;(&) € B

J=0

pour tout n > N,. Ainsi A/, = A, pour un n > max(Ny, N,) satisfait (4.1) et est
strictement plus grand que )\, par définition de B.
Nous pouvons donc bien construire une suite satisfaisant (4.1).

Introduisons une derniére définition similaire & celle du chapitre 2 avant d’entamer la
section suivante.

Définition 4.1.2. Soit p une suite strictement croissante de naturels.
Un élément f € E appartient a ’ensemble Z/{EL si pour tout x € X, il existe une
sous-suite (A,) de p telle que :

(4) SUP¢er, [P(Zjﬁo ¢j(f,f)yj(f),$)} —0 st n— o0
(i1) supger, [0 658 fes (), )] =0 sin = o,

4.2 Existence d’un élément universel

De maniére similaire au chapitre 2, nous allons examiner dans cette section des condi-
tions équivalentes a l'existence d’un élément universel au sens des séries simplement in-
dexées. Avant de démontrer un théoréme semblable au théoréme 2.2.1, nous aurons cepen-
dant besoin de quelques lemmes.

Lemme 4.2.1. Soit Y un espace topologique vectoriel dont la topologie est définie par
une métriqgue d invariante par translation. Alors, si x1,...,%n,Y1,...,Yyn € Y, nous avons
d'(x1+ o+ Ty + oY) <00 & (@0, ).
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Démonstration. Procédons par récurrence sur n.

Le cas de base (n = 1) est clair.

Soit k > 1. Supposons que 1’égalité souhaitée soit vérifiée pour k et montrons qu’elle
lest également pour k + 1. Nous avons

d/(l‘l + .+ Tey1,y1 . F yk+1) = d,(lﬁ + o+ T — Y1 — o — Yk, ykz—l—l)
Sd(zr4 A Tpgr — Y1 — o — Yk 1) + 4 (Tpg1, Yrg)
=d (x4 .. + 25,01+ o+ Ur) + d(Tha1, Yrr1)

et nous concluons grace a I’hypothése de récurrence. O
Lemme 4.2.2. Pour tout f € Ug 1, et tout a € G, nous avons f + g, € Ug 1.

Démonstration. Soient f € Up, a € G et x € X. Posons h, = f + g,. Par I'hypothése
(E2), il existe N € N tel que supgc {n € N | ¢,(£,9.) # 0} < N et a, = 0 pour tout
n > N. Nous avons

Z@&h y; (€ Z@gfyj 4> 6i( 9a)y5(6)

_ Z 05(& Ny () + D 04(6 9a)15(6)

— Z o; (&, fy; (&) + Z a;y;(6o)

pour n > N par linéarité de ¢; par rapport a sa deuxiéme variable et par ’hypothése (E3).
De facon similaire, nous avons

th e(¢ meej &+ aje;(&)
j=0
= Z 6;(&, F)e;(€) + ga
j=0

par linéarité de ¢; par rapport a sa deuxiéme variable et par I'hypothése (E3). De plus,
comme f € Ug 1, il existe une suite strictement croissante (A,,) telle que

sup Z¢] 6 f y] Za]y] 50 ]

el

sup d(z ®; (€, fe;(§), f)] — 0.

el
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Alinsi, pour n suffisamment grand, nous avons

p (Z €. ha)ui(€). ) - (Z 0,6 D) + 3 a6l )

(Z@ & ha)es(§ ) = d(Z% & fe; 5>+ga,f+ga> =d (ijd)j(f,f)ej(é),f) :

ce qui permet de conclure. O

Théoréme 4.2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Upr #0.
(17) Pour tous x € X et € >0, il existe n € N et aq, ..., a, € K tels que

p (Z ajyj(fo),x> <e et d (Z ajej(fo),0> <e€

J=0

(#4i) Pour toute suite strictement croissante p de naturels, l'ensemble U, ; est un en-
semble G5 dense de E.

(iv) Pour toute suite strictement croissante ji de naturels, ’ensemble Uy, ; U {0} contient
un sous-espace vectoriel dense dans E.

Démonstration. (i) = (ii) Soient f € Ugp, © € X et € > 0. Il existe une suite (\,) de
naturels telle que d(z;‘lo ®j(&o, f)ej(&), f) = 0. Donc, il existe ¢ € N tel que

d (f - Z¢j(§o,f)€j(§o)>0) <3

Posons a' = (¢o(&o, f), -, Pq(&0, f), 0, ...). Par I'hypothése (E2), il existe Ny € N tel que
Sup{eL{n eN | (bn(gyga’) ?é 0} < N(]. Ainsi,

3

¢](€0aga y] 50 Z¢] 607ga y](&]) (4'2)

j=0

pour tout n > Ny. Comme en particulier f € Ug (¢}, par le lemme 4.2.2, nous avons que
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[ — 9o € Ug (¢4}, et il existe une suite strictement croissante (\,) et N7 € N tel que

X,
p (Z j(6o. f — ga/)yj(éo),:c) <e

Jj=0

DO | ™

X,
d (Z ¢j(€0>f - ga/)ej(fo),f — ga,) <
j=0

N0</\;L

pour tout n > N;. Or,

q

Z 6;(S0, Ny;(6o) =Y ay;(&) = Za ;(&o) = Z ¢;(0s 9ar)Y;(60) (4.3)

=0
par hypothése (E3).
Au final, en combinant (4.2) et (4.3), nous obtenons

)\l

n

Z¢g o, f)y;(&o) = Z¢j(€079a’)yj(§0)

7=0 7=0

pour tout n > N;. Ainsi, nous avons

(me )y;(&). ) p<
q+1
p(

A
=) (Zqﬁj §0s f — 9a)Yi(%0), )

J

QMV

¢ (o, f)y;(&o) Zﬁbj(foaf)yj(fo),ﬂﬁ)
7=0

Mx

0 (&0, fyi(&o) — i ?;(&0, 9ar) 5 (60), $)

O

< €

pour tout n > Nj.
De maniére similaire, nous trouvons Ny € N tel que

An A
d ( > b0, Nei(&o), f - ga/> =d (Z (%o f — ga)es (&), f — ga/>
j=0

Jj=q+1

A
DO
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pour tout n > Nb.
Soit n > max (N7, N3) et posons ag = ... = a, = 0 et a; = ¢;(&, f) pour
j€{qg+1,.., )\ }. Comme souhaité dans I’énoncé, nous avons

N, N,
P Zajyj<€0)7x =p Z ¢ (o, [y;(o),z | <e
=0

Jj=q+1
et
An An
d Zajej(SO)aO <d Zajej(go)af_ga’ +d(f = ga, 0)
j=0 j=0

d z": ¢ (&0, flej(&o), [ —ga | +d (f—Zij(fo,f)ﬁ’j({o),O)

Jj=q+1 Jj=0

<€
par l'inégalité triangulaire.

(ii) = (iii) Nous allons globalement procéder de maniére similaire a la preuve de I'im-
plication (iii) = (iv) du théoréme 2.2.1. Fixons (z;) une suite dense dans X et p une suite
strictement croissante. Pour n € N et [, s € Ny, posons

Er(n,l,s) = {f € B | supgey, | p(320 05(E Dyy(©)w1)| < é}

Fh(n,s) = {f € I | supger, [d(Zﬁlo 213 f)ej(f)’f)] = %}

H# (1, s5) = UpenE* (0,1, s) N FH(n, s)].
Montrons que E*(n, [, s) est un ouvert de E. Soit f € E*(n,l,s). L’application

Hn

hiLxE— X, (& f) =) 6,6 Ny (€)

j=0

est continue et (&, f) € h™(B,(z;, 1)) pour tout £ € L. Ainsi, pour tout £ € L, il existe
un voisinage V¢ ouvert de £ et e > 0 tels que (&, f) € Ve X By(f,e) C h™ (B,(z1,1)).
La compacité de L implique alors qu’il existe &1,...,§, € L tels que L = U7_, V.. Posons
€ = minj_, €, et montrons que By(f,e) C E¥(n,l,s). Soient f" € By(f,e) et £ € L. 11
existe j € {1,..,n} tel que { € V. Ainsi, nous avons

(& f) € Ve x Ba(f,€) C Vg, x Bu(f, ;) C I (Bp (wz, §)> |
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ce qui permet de conclure.
En procédant de maniére similaire, nous constatons que 'ensemble F*(n,s) est aussi
un ouvert de F. Nous avons 1’égalité

u%,L: m H’u(hs)

1,s€Ng

par un raisonnement similaire a celui utilisé dans 'implication (iii) = (iv) du théoréme
2.2.1. Comme FE est de Baire, il suffit de montrer que les H*(l, s) sont des ouverts denses
de E afin de prouver (iii). Il est clair qu’il s’agit d’ouverts. Montrons donc leur densité.
Pour cela, il suffit de montrer qu’ils sont denses dans {g, | « € G} par I'hypothése (E1).
Soient [, s € Ny, b € G et € > 0. Par hypotheése, il existe ¢ € N et ay, ..., a, € K tels que

q 00 q
P (Z a;y; (&), v — Z%’(fo,gb)yj(fo)) < % et d (Z ajej(fo),()> <€
j=0 j=0 §=0

Posons ¢ = (ag, ..., a,,0, ...) € G. En utilisant 'hypothése (E3), nous obtenons

(Z gbj g()’gc Y; 50 Z¢j 50791) y](fo)) < é (44)
d(gc,0) <e. (4.5)

Posons ¢ = gp + gc = G+ 1l existe n € N tel que p, > sup [Uger{m | (€, g) # 0}] par
I’hypothése (E2). Ainsi, nous avons g = ?io 0;(& g9)e;(§) et

> im0 960, 9)yi (&) = D520 5(€, 9)y;(§) pour tout € € L par I'hypothése (E3). Nous
constatons alors que

sup [P(Zn: ¢j(5»9)yj(§),wz)] = P(Z ®i (80, 9)5(&0), 1) < =

el

par (2.4), ainsi que
d (Z ¢j(§,g)€j(f)7g> =0< é
=0

Nous tirons de ces 2 inégalités que g € H*(l, s). Par ailleurs, nous avons
d(g, gv) = d(gs + ge, 9v) < € par (2.5), ce qui suffit.

(iii) = (iv) Nous allons imiter la démonstration de 'implication (iv) = (v) du théoréme
2.2.1. Posons (h;) une suite dense dans E et u° = p. Nous trouvons des suites (u!) de NY
et (f;) de E telles que

1. ul est une sous-suite de ,ul_l

- 1
2. fi € L{’]i; et d(fl,hl) < 7
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3. Supgey, P(Z?llo ®; (&, f1)y;(§),0)| — 0 et supgc, d(Zg‘io ?; (& fi)e; (§), fi)| = 0

pour tout [ € Ny. Posons B l'enveloppe linéaire des éléments f; et montrons que cet
ensemble convient. L’ensemble B est dense par un raisonnement similaire a (iv) = (v) du
théoréme 2.2.1.

Montrons que B C Uy, ; U{0}. Soient f = by fi + ... + by fin € B\ {0} tel que b, # 0

et z € X. Comme f,, € u*g";, il existe une sous-suite (\,) de ™! telle que

sup [p(fj 51(E, Fals(©), bi>] 0t sup [d(i 51(E, F)es(©), fm>] 0

13 ¢el

De plus, comme ()\,) est une sous-suite de u! pour tout [ < m, nous avons

g€ ¢el

sup [P(Zn: ¢j(f,fz)yj(§),0)] — 0 et sup [d(i ¢j(§afl)€j(§)afl)] —0

pour tout [ < m.
Montrons que

An An
sup [P(Z ;(&, f)yj(ﬁ)ﬂ)] — 0 et sup [d(z ¢j(§7f)€j(§),f)] — 0.

¢l | o ¢eL | o

Soit € > 0. Par continuité de la multiplication par un scalaire, il existe d > 0 tel que pour
tout y € X, si p(y, ;=) < 0, alors p(bny,r) < €. Ainsi, comme il existe N € N tel que

SUDger, [p(Z?iO o;(&, fm)y; (), ﬁ)} < ¢ pour tout n > N, nous avons

el

sup [p(fj b€, bmfm>yj<§>,a:>] <e

pour tout n > N, et donc

sup [P(Zn ¢j(§,bmfm)yj(§),3f)] — 0.

el

Le lemme 4.2.1 et la linéarité des ¢; par rapport a leur deuxiéme variable permet alors de
conclure.

(iv) = (i) Cela provient du fait que L{(EF)L =Up,. O
Le corollaire suivant est une généralisation du corollaire 2.2.1, ou les applications S,

prennent 2 parameétres supplémentaires, chacun variant dans un compact.
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Corollaire 4.2.1. Soient J un compact et pour tout n € N, une application continue
Sp:J X L x E— X. Supposons que pour tout a € G, il existe une suite (ng) de naturels
telle que

supsup | p( nknﬁga,z%y] &) =0 sik— occ.
neJ &L =0

Notons U%’L l’ensemble des éléments f € E tels que, pour tout x € X, il existe une suite
(\n) de naturels tels que

sup [ppi 616 D€, x)] 50, sw [d(i 616 Pui©), f)] +0

gerl ¢el

et
supsup [p(Sy, (1,€, f),xz)] = 0

nedJ E€L
sin — oo. Alors, silp # 0, Uensemble U%L est un ensemble G5 dense de E.
De plus, si la suite (ng) peut étre choisie indépendamment du a € G et si chaque Sy,
est linéatre par rapport a sa troisiéme variable, alors ’ensemble L{%L U{0} contient un
sous-espace vectoriel dense dans E.

Démonstration. Nous allons globalement procéder de maniére similaire a la preuve du
corollaire 2.2.1. Tout d’abord, pour montrer la premiére partie de 1’énoncé, nous allons
imiter la preuve de I'implication (ii) = (iii) du théoréme 4.2.1. Soient (z;) une suite dense
dans X et [, s,n € Ny. Posons

E(n,l,s) = {f € E | supgey, [p(Z}LO ¢j(5>f)yj(f)7$l)] < é}

F(n,s) = {f € E | supgy, [d(Z?ZO ;(&, f)%(ﬁ)»f)} < %}

G<n7l78) = {f € E ‘ SupnGJ Sup&EL [p(Sn<n7£7f)7xl)] < é}

H(l,s) =U,en(E(n,l,s)NF(n,s)NG(n,l,s))

Les ensembles E(n,l,s), F(n,s) et G(n,l, s) sont des ouverts de E car les applications ¢;,
y;, €; et S, sont continues et car les ensembles L et J sont compacts.
De maniére similaire au corollaire 2.2.1, nous avons 1’égalité

U%L = ml73€NOH(l, S)

et les ensembles H (I, s) sont des ouverts denses, ce qui fait de I’ensemble Z/{% ; un ensemble
G5 dense de E.
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Passons a la seconde partie de I’énoncé. Notons, pour p une suite strictement croissante
de naturels, Z/{%Lf) I'ensemble des éléments f € E tels qu'il existe une sous-suite (A,) de p
satisfaisant

geL ¢el

sup p(fj@(ﬁ,f)yj(@,x)] 50, sup [d(i@(@f)yj(f),f) S0

et

supsup [p(S, (7€, f), z)] = 0.
nedJ £€L

Nous commencons par montrer que les ensembles L{](S“ ’LS) sont des ensembles G5 denses
de E pour toute sous-suite p de (ng). Pour cela, il suffit de procéder de la méme fagon

que dans la preuve (i) = (iii) du théoréme 4.2.1, le fait que p soit une sous-suite de (ny)
permettant de conserver la convergence

neJ £E€L

supsup | p(S,, (0.€, 1), S ajy;(&)) | = 0
j=0

pour tout a € G.

Nous procédons ensuite de maniére similaire a la preuve (iii) = (iv) du théoréme 4.2.1

en remplagant U’ ; par Z/{%‘f) et en ajoutant I’hypotheése

sup sup [p(suﬁl(nv’f?fl)?o)} —0
nedJ £€L

aux trois propriétés des suites construites par induction. O

62



Chapitre 5

Séries universelles doublement indexées

Comme annoncé dans le chapitre précédent, nous allons généraliser la notion de série
universelle simplement indexée. Nous commencerons par présenter les habituelles défini-
tions et un théoréme stipulant des conditions équivalentes a l’existence d’un élément uni-
versel, présentés dans [1]. Pour finir, nous illustrerons ce chapitre a I’aide d’un exemple sur
les séries de Taylor complexes, & nouveau tiré de [1].

La généralisation que nous allons définir va notamment nous donner une latitude sup-
plémentaire au niveau de l'espace L, qui au lieu de consister en un compact, sera une
union de compacts croissants. Cet "agrandissement" de 'ensemble L nous permet de ne
plus restreindre le parameétre & du chapitre précédent & un seul compact. Nous pourrons
donc par exemple considérer une convergence uniforme en £ sur un ouvert de C, ce que
nous ferons lors de 'exemple sur les séries de Taylor complexes.

Une autre généralisation par rapport au chapitre précédent est que nous n’examinons
plus I'universalité dans un seul espace, mais dans une suite d’espaces. Cela permet par
exemple de considérer, dans le cas des séries de Taylor complexes, des ensembles H(C)
munis de topologies différentes.

Durant ce chapitre, nous considérons, pour k € Ny, un espace vectoriel métrisable X,
sur K, dont la topologie est définie par une métrique p; invariante par translation. Nous
considérons également, pour m € Ny, un compact non vide L,, tel que la suite (L,,) soit
croissante. Nous posons L = U,,en, L. Les ensembles et applications G, E, e,,, ¢,, satisfont
les mémes hypothéses que celles utilisées dans le chapitre précédent. Pour tous k£ € Ny et
n € N, nous considérons de plus une application y, : L — X} continue. Nous imposons
finalement que &y soit un élément de L.

5.1 Deéfinitions

Nous supposons que 'espace F satisfait les généralisations suivantes des propriétés
(E1), (E2) et (E3).
(E’1) L’ensemble {g, | a € G} est dense dans F.
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(E’2) Pour tous a € G et & € L, les ensembles {n | ¢,(£,9.) # 0} sont finis et
uniformément bornés par rapport a £ € L,,, pour tout m € Nj.
(E’3) Pour tous a € G, £ € L et k € Ny, nous avons

Z;ioﬁbj(faga)ej(g) = Z?ioajej@o)y
> 20 05(6,9a) Uk (§) = 30720 ayn,(&o)-

Remarque 5.1.1. Par un raisonnement similaire a la remarque 2.1.2, nous constatons que
E est séparable.

La définition suivante présente une notion plus générale que la définition 4.1.1. Au lieu
de laisser varier le paramétre & dans un compact, elle le laisse varier dans une union dénom-
brable de compacts. Les éléments satisfaisant cette définition peuvent de plus approcher
n’importe quel élément de n’importe quel espace Xj.

Remarque 5.1.2. Comme dans les définitions suivantes, nous fixons k au préalable, nous
nous permettons de noter p a la place de py.

Définition 5.1.1. Un élément f € E appartient a 'ensemble U 1, si pour tous k € Ny et
x € Xy, il existe une suite (\,) de naturels telle que pour tout m € Ny

(i) supger,, [P(X)0 856 ys(©).2)] =0 sin— o0

(i4) subeey,, [A() 656 fes(€), f)] =0 si n— o0,

Remarque 5.1.3. Avec les notations du chapitre 4, en posant X; = X pour tout £ € Ny,
L,, = L pour tout m € Ny, e, = e, ¢, = ¢y, €t Yy, = Y, pour tous n € N et k£ € Ny,
nous constatons bien que ce qui est considéré dans cette section est une généralisation du
chapitre 4.

Remarque 5.1.4. Nous pouvons supposer que la suite de la définition 5.1.1 est strictement
croissante. En effet, soient f € Ug 1, k € Ny et x € Xj,. Il suffit de construire par récurrence
une suite (\) strictement croissante telle que

X, x,
Sooe @ e, (v 1) o o ne e s (1)
j=0 Jj=0

pour tous & € L, et n € Ny. La construction d’une telle suite se fait comme dans la
remarque 4.1.3. Pour conclure, il suffit de constater que comme la suite (L,,) est croissante,
nous avons

spger,, [P0 656 Purs(€), )] < super, [p(50)5 65(6, uns(€)2)] <

S|

S|

SDer,, [0 056 F)es(€), )] < subeen,, [de 05(8 Fles(€). £)] <

pour tout n > m.
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Introduisons une derniére définition avant de passer a la section suivante.

Définition 5.1.2. Soit y une suite strictement croissante de naturels. Un élément f € F
appartient a ’ensemble M%’L si pour tous k € Ny et x € Xy, il existe une sous-suite (\,)
de p telle que pour tout m € Ny

(i) supecr,, [P0 058 us(€),2)] =0 si n— oo

(i1) supecr, |A(S)20 65(€ Pes(€). F)] =0 si n— oo,

5.2 Existence d’un élément universel

Nous allons dans cette section démontrer un théoréme similaire au théoréme 4.2.1,
stipulant des conditions équivalentes a I'existence d’un élément universel dans le cadre des
séries universelles doublement indexées.

Théoréme 5.2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Upr#0.
(17) Pour tous k € Ng, x € Xy et € > 0, il existe n € N et ay, ..., a, € K tels que

P (Z ajyk,j(go),x) <€ et d (Z ajej(fo),0> < €.

j=0 Jj=0

(#9i) Pour toute suite strictement croissante p de naturels, l’ensemble U, ; est un en-
semble G dense de E.

(iv) Pour toute suite strictement croissante ji de naturels, ’ensemble Uy, ; U {0} contient
un sous-espace vectoriel dense dans E.

Démonstration. (i) = (ii) Il s’agit d’un cas particulier du théoréme 4.2.1. En effet, il suffit
de I'appliquer pour chaque X, avec L = L.

(ii) = (iii) Nous allons procéder de fagon similaire a I'implication (ii) = (iii) du théo-

réme 4.2.1. Pour tout k € Ny, soit (zx,;) une suite dense dans Xj. Posons, pour u une suite
strictement croissante, n € N et [, s, k, m € Ny,

Er(n, 1,5, k,m) — {f € B | supeer,, (34 65(6 Ngna() 2| < %}

Fr(n,s.m) — {f € E | supecy, [d( 5i0¢j(§7f)6j<f)’f)} < 1}

s
HE(l, s, k,m) = U,enlE¥(n, 1, s, k,m) N FH(n, s,m))].

Le fait que ces ensembles soient ouverts se démontre comme dans 'implication (ii) = (iii)
du théoréme 4.2.1.
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Nous avons 'égalité

s, = () H"(s.km).

l,s,k,meNy

En effet :

C Cette inclusion se déduit directement de la définition de L{%’L.

DO Solent f € NyspmenH (1,8, k,m), k € Ng et x € Xj,. 1l existe une suite (I,) telle
que zy;, — . Pour tout s € Ny, il existe n; tel que

et [(S42% 656, ks (©). 7)) < -

swber, [ (5225 6,6 £)es(©), )] <

par définition de 'ensemble de H*(I, s, k,m).
Soit m € Ny. Comme la suite (L) est croissante, nous avons

wber,, [P(S2025 656, Pys (€, 1,)] < supeer, [ (S5 6506, Py (). 7)) < -

SUpeer,. [ ( ung e di (€, Fei (€, f)} < SUPgey, [ ( ””* "5 94(&s fe;(6), f)] <§

pour tout s > m. Ainsi, pour tout z € X, il existe une suite (n;) tel que

SWPeer, [P(X242% 636 Ny (), )] = 0

Speer,, |d(3207 65(6, fes(©). )] =0

si s — oo. Nous pouvons supposer cette suite strictement croissante. D’ou f € U%’L
Afin de conclure, il suffit donc de montrer que les H#(1, s, k,m) sont des ouverts denses
de E. Cela se démontre de maniére similaire & 'implication (ii) = (iii) du théoréme 4.2.1.

(iii) = (iv) Soit p une suite strictement croissante et (h;) une suite dense dans E. Par
hypothese, il existe f; € Uy, tel que d(fi,h1) < 1. Par définition de U’ ;, pour tout
k € Ny, il existe une sous-suite x5! de u telle que

kl kl

wppZ@UMM@)%O%wpdZ@UMmm)%O

£€Llm §€Lm

1 . : ,
pour tout m € Ny. Comme chaque ensemble %, ; est une intersection dénombrable d’ou-
verts denses, l'intersection Nyen, U’ ; est également une intersection dénombrable d’ou-

. . . . . k’l
verts denses, et est donc dense dans E, car F est de Baire. Ainsi, il existe fo € Ngen, U
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tel que d(fa, he) < % De plus, comme fy € Z/{%kLl pour tout k € Ny, il existe une sous-suite
k2 de puh! telle que

k,2 k,2

Hn Hn
sup | p(D_ i€ f2)uni(€),0)| =0 et sup |d(D_ ;& f2)ei(€), f2) | =0
j=0 j=0

E€lm £€Lm

pour tout m € Ny. Nous pouvons donc construire par récurrence des suites (f;) et p*! telles
que

1. u*! est une sous-suite de !

1

2. d(fl,hl) < 7
k-1

3. fi € mk'eNo u%,L

4. Pour tout m € Ny,

k,l

fin !
sup | p(>_ 6;(& fi)ye(€),0)| =0 et sup |d(Y6;(&, f)e;(€), fi) | =0
j=0 j=0

£€Lm §€Lm

pour tous k,l € Ny, ou u*° =y pour tout k € N,,.
Posons B I'enveloppe linéaire des éléments f;. Par un raisonnement similaire & celui de
I'implication (iii) = (iv) du théoréme 4.2.1, ensemble B convient. O

5.3 Séries universelles de Taylor

Dans cette section, nous allons illustrer le théoréme 5.2.1 avec les séries de Taylor
complexes. Mais avant cela, nous avons besoin d’un lemme.

Lemme 5.3.1. Soit ) C C un ouvert ayant un nombre dénombrable de composantes
connezes, notées (£1,).

Si pour tout compact L C C, l’ensemble {n € Nog | LNQ,, # 0} est fini, alors, il existe
une suite de compacts (Ky,) telle que K, N Q =0 et K est connexe pour tout k € Ny. De
plus, pour tout compact K C C tel que K NQ = 0 et K¢ est connexe, il existe k € Ny tel
que K C K.

Démonstration. Soit K un compact tel que KNQ = () et K¢ est connexe. Il existe Ng € Ny
tel que K C D[0, Ng]. Comme le disque fermé D0, Nk] est compact, par hypothése,
I'ensemble {n € Ny | D[0, Nx] N2, # 0} est fini et il existe my € Ny tel que

D[0, Ng]| N Q,,, = 0 pour tout m > my-.

Montrons que pour tout 1 < m < my, il existe une ligne polygonale I';,, v, C K¢
dont les sommets ont des coordonnées rationnelles, dont le premier sommet appartient a
2, et dont le dernier est Ng + 1. Soient 1 < m < mg et z, € Q, N (Q+iQ). L’élément
2z, appartient a K¢ car Q,, C D[0, Nk|® C K. De plus, comme K¢ est ouvert, pour tout
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z € K¢, il existe €, > 0 tel que D(z,¢,) C K¢ Nous avons donc que {D(z,¢,) | z € K}
est un recouvrement ouvert de K¢ Or, comme K€ est connexe, il existe une chaine de
ce recouvrement joignant z, & Nx + 1, c’est a dire, il existe zy,...,2, € K¢ tels que 2z €
D(z1,€1), Nk+1 € D(zp,€,) et D(2;,¢;) N D(25,¢;) # (0 si et seulement sii—j € {—1,0,1}.

Soient 2/ € D(z;, ;)N D (211, €41)N(Q+iQ) pour 1 <i < n—1. Il est clair que la ligne

!/

polygonale I';, . n,, de sommets 2, 21, ..., z;,_1, Nk + 1 satisfait les conditions souhaitées,

les boules étant convexes. Posons I'y, = U2 ', vy €t fixons sk € N tel que

d(FNK, K) > i
Définissons L(Ng, mg,IU'n,,sx) = {z € Q° | |z2| < Nk et d(z,I'n,) > i} Cet
ensemble est clairement compact. De plus, nous avons K C L(Ng, mg, Uy, Sk)-
Montrons que L(Ng,mg, Uy, sk)¢ est connexe. Nous avons

1
L(NK,ijIjNK,SK)C =QU D[O,NK]C U {Z eC | d(Z,FNK) < —}
SK

1
= Ql U...UQmK UD[O,NK]CU {Z eC | d(Z,FNK) < S_}
K

car €,,, C D|[0, Ng|° pour tout m > mg. Tous les ensembles de cette union sont connexes.
Les ensembles §2; le sont par hypothése et ensemble D[0, Nk|¢ Iest clairement. Enfin,
I'ensemble {z € C | d(2,'n,) < é} est connexe car I'y, est connexe. En effet, Iy, est
une union d’ensembles connexes (les ensembles I'; v, ) ayant un point en commun (le point
Nk +1).

Afin de montrer que L(Ng, mg,T'n,,Sk)¢ est connexe, il suffit donc de montrer que
I'ensemble {z € C | d(z,I'y,) < i} intersecte tous les autres ensembles de 'union.
Premiérement, par construction, Nx + 1 € 'y, et donc

1
Nk +1¢€ D[O,NK]CU {Z eC | d(Z,FNK) < —}
SK
Deuxiémement, pour tout m < mg, il existe z,, € I'y, N €2,. Donc
1
Zm € O, U {z €eC|d(z,I'n,) < —}

SK

pour tout m < myg. L’ensemble L°(Ng,mg, 'y, sk) est donc bien connexe.
Pour conclure, il suffit de remarquer que I’ensemble

A= {L(N,m,T,s) | N,m,s € Ny et ' € LP(m)},

ou LP(m) est 'ensemble des unions de m lignes polygonales de sommets a coordonnées
rationnelles, est dénombrable. En effet, vu ce qui a été fait précédemment, si K est un
compact quelconque, alors 'ensemble associé L(Ng,my, Uk, sk) € A, défini comme précé-
demment, est de complémentaire connexe, d’intersection vide avec ) et contient K. Ainsi,
I’ensemble

{L(Ng,mg, Tk, sk) | K compact } C A

est dénombrable, car il s’agit d’un sous-ensemble de A, et satisfait donc I’énoncé. O
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Nous allons a présent illustrer le théoréme 5.2.1 avec les séries de Taylor universelles
complexes.

Commencons par définir les ensembles E, L, et Xj;. Posons E l'espace des fonctions
holomorphes sur le disque unité D, noté H (D), muni de la topologie de convergence uni-

forme sur les compacts. Posons L, = D[-Z5], pour n € Ny. La suite (L,) est une suite

de compacts telle que L, C L;H et D = Upen,Ln = L. La topologie de E est donc la
topologie associée aux semi-normes p,, définies par p,(f) = sup.¢;, [f(2)|, pour f € H(D)
et n € Ny. Elle est définie par la métrique invariante par translation

[e.e]

1 pi(f—9)
d(f.9) ;2j1+pj<f_g),
pour f,g € H(D).

Soit (K}) une suite de compacts satisfaisant les conditions du lemme 5.3.1 pour Q =D
et définissons, pour k£ € Ny, 'ensemble X comme 'espace des fonctions entiéres muni de
la topologie associée aux semi-normes gy, définies par gp,(f) = sup,cg, 1™ (2)]. Cette
topologie est définie par la métrique invariante par translation

o0

B 1 qi(f—9)
pi(fs9) = ; V1+qu(f —9)

pour f,g € Xj.
Fixons & € L;. Ensuite, pour £ € D, f € H(D) et n € N, nous posons

(n)
€)= (= (= ") € B, pnl®) = (:~ &) € X, et 6u(6f) =11

Ces ensembles et applications satisfont les conditions (E’1), (E’2) et (E’3) de la section
5.1. En effet, remarquons premiérement que si a € G, alors g,(z) = Z;V:O aj(z — &), ou
N € N, est tel que a; = 0 pour tout j > N. Les g, sont donc les polynémes habituels
de C restreints & D. Or, comme le complémentaire de L, est connexe pour tout n € N,
les polynomes sont denses dans F par le théoréme de Runge. La condition (E’'1) est donc
satisfaite.

Montrons que la condition (E’2) est satisfaite. Soit a = (ay, ..., an,0,0,...) € G. Alors,

n)
¢n(€, 9a) = % = 0 pour tous j > N et £ € L. Ainsi
§€Lm

pour tout m € Ny, ce qui suffit.
Montrons finalement que la condition (E’3) est satisfaite. Soient
a = (ap,...,an,0,0,...) € G, £ € L et k € Ny. Par Taylor, nous avons




d’ou la conclusion.

Passons a présent a ’application du théoréme 5.2.1 aux séries universelles de Taylor.

Théoréme 5.3.1. [l existe f € H(D) tel que pour tout h € H(C), pour tout compact K
inclus dans C tel que KND = 0 et K¢ connexe, il existe une suite (\,) de naturels telle
que pour tout compact J inclus dans D et tout | € N, nous avons

(i) SUPgey SUP,c; |Sh, (f,€)(2) — f(2)] = 0 sin — oo
(ii) SUP¢e j SUP,ck 1S5, (f, )WV (z) — h(l)(z)‘ — 0 sin — oo,
0i Sy(f,6):C = C, 2 YN L0E0 _gp.

n=0 n!
De plus, Uensemble de tels éléments f est Gs dense dans H(D), muni de la topologie de
convergence uniforme sur les compacts, et cet ensemble uni o {0} contient un sous-espace

vectoriel dense dans H(D).

Démonstration. Remarquons au préalable que Sy(f,&) = Ziv:o On(&, [yen(§) et que
Sn(f,)p = Zivzo (&, fen(§). Afin de simplifier les notations, nous noterons Sy(f,&)n
comme Sy(f,&) dans cette preuve.
Montrons que la condition (ii) du théoréme 5.2.1 est satisfaite. Soient k € Ny, h € X,
e>0et NeNtel que > > 50 <5
Commencons par montrer qu’il existe un polynéme P tel que

sup |PY(2) — A9 (2)| < i VI<N et sup |P(2) < %

ZGKk ZGLN

Comme K}, est un compact, il existe C' > 0 tel que K, C D(0,C). De plus, étant donné
que Ky et Ly sont des compacts disjoints, il existe 0 < § < d(Ly, K}). Posons

N 0 N 0
G =D(0,—+ = t Qo =D0,C)\D [0, —— + = |.
! (’N+1+2> et = D(0.C)\ (’N+1+2)
Les ouvert €2y et €2y contiennent respectivement Ly et Kj. Ils sont de plus disjoints.
Fixons z ¢ D(0,C). Alors, comme 0 ¢ K} et que le complémentaire de K}, est connexe,
il existe un chemin C, reliant 0 et z, d’intersection vide avec Kj. Le chemin C et K}, étant
des compacts disjoints, il existe 0 < n < d(K},C). Posons

Q’Q::QQ\{ZE(CM(Z,C)gg}.

L’ouvert 2, contient K}, est disjoint de 2 et est de complémentaire connexe. Ainsi, 'ap-
plication définie par

0 SiZEQl
F:QquQ,—C, z—
h(z) si z €
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est holomorphe sur €; U €2,. Posons

1
In {Z€C||Z|_ne (z,C\ 2)_n+1}

pour n € Ny. Remarquons que comme ’ensemble 2, est de complémentaire connexe, les
ensembles J,, le sont également. Posons ensuite

- N o n
In '_D{O’ (N+1+§) n+1} U7

pour n € Ny. Les ensembles J! forment une suite croissante de compacts tels que
Uneny /) = Q21U Leurs complémentaires sont de plus connexes. Ainsi, pour tout n € Ny,
il existe un polyndéme P, tel que

sup | Pa(2) — F(2)| < %

zelJ}),

par le théoréme de Runge.
Montrons que la suite (P,) converge uniformément vers F'. Soient ¢ > 0 et K C ;U

un compact. Il existe M € Ny tel que ﬁ < € et K C J};, par construction des ensembles
J). Ainsi

sup |Puy(2) — F(2)| < sup |Py(z) — F(2)] < — < €,
zeEK z€J}, M
ce qui suffit.
Par Weierstrass, la suite (P,(LD) converge uniformément vers F) pour tout [ € N. Ainsi,
comme les ensembles Ly et K} sont des compacts respectivement inclus dans ; et ), il
existe Ny tel que

sup |P]§,lg(z) —h0(2)| < i VI<N et sup|Py(2)] < %

z€K}, z€Ln

par définition de F. Ainsi, P := Py, convient.
Pour un tel polynéme P, nous avons

=il sup.cre, |PO(2) — hO(:)

— 211+ sup,cg, [PY(z) — hO(2)]
<il up | PO (2) — B ()| + i L
= 2! EIE’Q I=N+1 2!
< €
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ainsi que

1 sup.p, [P(2)
" T4 sup,ep, |P(2)

E
~
=
I
NE
[\

m=0

N <
SZQ—mzseuLgan(Z)lﬂL > o

m=0 m=N+1

N >
< — sup |P(2)| + —

mZ::O2m ZGLIJ)V’ ) m:ZN:H am
< €.

La condition (ii) du théoréme 5.2.1 est donc satisfaite et il existe f € H(D) tel que pour
tous k € Ny et h € H(C), il existe une suite (\,) telle que

sup [px(Sx,(f,€),h)] =0 et sup [d(Sy,(f,€), )] =0 (5.1)

si n — oo, pour tout m € Nj.

Montrons que application f satisfait I’énoncé. Soient h € H(C) et K C C un compact
tel que K ND # () et K¢ soit connexe. Par le lemme 5.3.1, il existe k& € Ny tel que
K C K. Soient ()\,) une suite satisfaisant (5.1) et J C D un compact. Par construction
des ensembles L,,, il existe m € Ny tel que J C L,,. 1l suffit donc de montrer que

sup sup |Sy,(f,&)(z) — f(2)] =0 sin — oo (5.2)
£€Lm ZeLm
sup sup |Sy, (f,6)P(z) = hV(2)| =0 sin — oo (5.3)
EE€ELy, zEK

pour tout [ € N. Soit € > 0. Par continuité des semi-normes p,,, il existe 0 > 0 tel que si
g € H(D) satisfait d(g, f) < 0, alors p,,,(g — f) < €. Or, par (5.1), il existe N € N tel que
d(Sy, (f,€), f) < 0 pour tous € € L,,, et n > N. Ainsi,

sup sup |Sy, (f,€)(2) = f(2)| = sup [pm(Sy, (f,§) = f)l < e

feLm 2ELm feLnL

pour tout n > N, et nous obtenons bien (5.2).

La convergence (5.3) s’obtient de maniére similaire.

Afin de prouver la seconde partie de I’énoncé, il suffit de montrer que si f € H(D)
satisfait (i) et (ii), alors f € Up . Le théoréme 5.2.1 permet alors de conclure. Soient
f € H(D) satisfaisant (i) et (ii), £ € Ny et h € H(C). Par hypothése, il existe une suite
(An) telle que

sup sup Sy, (f,&)(z) — f(2)] =0 sin— oo
feLm ZGLm

sup sup [, (/,E)0(2) — AO()] = 0 sin - oo
E€lm zeKy,
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pour tous m € Ny et [ € N.
Montrons que

sup [p(Sx, (f,€),h)] = 0 et sup[d(Sy,(f,€), /)] =0

pour tout m € Ny. Comme les ensembles L,, forment une suite croissante, il suffit de
montrer que la convergence a lieu a partir d’un certain naturel mg. Soit € > 0. Fixons

J € N tel que Z;’;JH 2% < 5. Par continuité des semi-normes p;, il existe 6 > 0 et
. J .
my € Ny tel que, si pp,(g) < 9, alors 37 %1_’;;(]%)

< 5. Soit m > mg. Comme Ly, C Ly,

SUp [P, (Sx, (f,6) — )] =0

£elm
et il existe N € N tel que p,,(Sx, (f,€) — f) < 0 pour tous £ € L,, et n > N. Ainsi,

J

1 p;(Sh.(f.€) — S
d<SA"(f’§)’f)Szgliz(?jésif(;)f) STEPIEAL

j=1 j=J+1

pour tous { € Ly, et n > N. Nous obtenons donc bien sup.c;, [d(Sy,(f,§), f)] — 0 si
n — oo.
[’autre convergence se prouve de maniére similaire. ]
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