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Introduction

La combinatoire des mots est une branche des mathématiques discrétes qui apparait au
début du XX avec les travaux d’Axel Thue (1863 — 1922). Elle étudie diverses propriétés
de suites (finies ou infinies) sur un ensemble fini (I’alphabet). Ces suites sont appelées mots.
Leur étude a des applications dans de nombreux domaines comme, par exemple, 'informatique
théorique, l'algébre et la théorie des nombres.

Un concept fort étudié en particulier est la notion de complexité factorielle : la fonction de
complexité d’un mot infini u est la fonction p qui & tout naturel n associe le nombre de facteurs
de longueur n différents apparaissant dans u. Les applications de la fonction de complexité
ne se limitent pas a la combinatoire des mots puisque Boris Adamczewski et Yann Bugeaud
[1] ont notamment montré que dans le cas d’une représentation en base entiére d’'un nombre
irrationnel algébrique, on a la limite suivante

p(n)

lim inf —= = +00
n—-+oo n

Parmi tous les mots, on peut en distinguer certains ayant des propriétés particuliéres.
Les plus connus d’entre eux sont probablement les mots sturmiens qui sont les mots les plus
simples (en terme de complexité), tout en n’étant pas ultimement périodiques. Leur fonction
de complexité est donnée par p(n) = n + 1. En particulier, ces mots sont construits sur un
alphabet de deux lettres.

Un des instincts les plus forts du mathématicien est de généraliser, c’est donc tout natu-
rellement que Pierre Arnoux et Gérard Rauzy ont introduits dans [2] les mots actuellement
qualifiés d’épisturmiens stricts ou d’Arnouz-Rauzy qui généralisent la notion de mots sturmiens
pour un alphabet de taille quelconque. Ces mots sont définis en considérant les extensions a
droite et & gauche de leurs facteurs par des lettres. Plus précisément, si L(w) désigne I'en-
semble des lettres a telles que aw soit un facteur du mot infini considéré et si R(w) est défini
symétriquement, alors les mots épisturmiens stricts sont les mots infinis tels que, pour toute
longueur n, il y ait exactement un facteur w et un facteur w’ de longueur n tels que |L(w)| > 1
et |R(w')| > 1 et dans ce cas w (resp. w') peut étre étendu a gauche (resp. a droite) par toutes
les lettres de 'alphabet.

Plus récemment, une généralisation des mots épisturmiens stricts a commencée a étre
étudiée. 11 s’agit des mots dendriques (appelés a l'origine tree words) introduits en 2015 dans
[5]. Tls sont toujours définis & partir des extensions & droites et & gauche de leurs facteurs,
mais plutoét que de s’intéresser au nombre d’extensions, on étudie le graphe d’extension d’'un
facteur w qui a pour ensemble de sommets 'union disjointe de L(w) et de R(w) et tel que une
arréte relie a € L(w) a b € R(w) si awb est un facteur du mot infini qu’on considére. Un mot
infini est dendrique si, pour tout facteur w, le graphe d’extension de w est un arbre.

vil
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Depuis, ces mots ont & nouveau été généralisés dans [11] en restreignant la contrainte aux
facteurs suffisamment longs. Ce mots sont appelés ultimement dendriques mais nous ne les
considérerons pas dans ce travail.

Les mots dendriques conservent de nombreuses propriétés des mots épisturmiens stricts
ou, du moins, les résultats sont facilement adaptables. Ce travail s’intéresse a ces propriétés en
se basant sur la série d’articles [5, 7, 8| écrits par le méme groupe d’auteurs : Valérie Berthé,
Clelia De Felice, Francesco Dolce, Julien Leroy, Dominique Perrin, Christophe Reutenauer
et Giuseppina Rindone. Plutét que de travailler avec des mots infinis, nous manipulerons
des ensembles de mots finis, tout comme les auteurs l'ont fait dans un premier temps. Ces
ensembles correspondront aux ensembles de facteurs, aussi appelés langages, de mots infinis.
Voici plus précisément la structure de ce travail.

Nous commencons par introduire les concepts de base de combinatoire des mots dans le
Chapitre 1 et notamment la notion d’ensemble factoriel, i.e. contenant les facteurs de ses
éléments, ainsi que les ensembles L(w) et R(w). Nous nous intéressons ensuite & la hiérarchie
entourant les mots dendriques. Plus précisément, nous prouvons le diagramme suivant :

complexité kn + 1

dendrique

échange
d’interv.
régulier

ol k désigne la taille de I'alphabet moins 1. Un ensemble est neutre si, pour chacun de ses
mots w, le nombre de couples (a,b) tels que awb soit dans I’ensemble plus 1 est égal a la
somme des cardinaux de L(w) et R(w).

Dans le Chapitre 2, nous nous intéressons aux codes préfizes, suffizes et bifives qui sont
inclus dans un ensemble neutre. Nous obtenons deux résultats concernant leur cardinalité.
Un premier (Proposition 2.2.3) s’intéressant au nombre d’extensions & droite (resp. & gauche)
des préfixes (resp. suffixes) propres d'un code préfixe (resp. suffixe) maximal et un second
(Théoréme 2.5.10) utilisant la notion de S-degré. Parmi ces codes, nous nous intéressons plus
particuliérement aux ensembles de mots de retour et prouvons notamment que, dans un en-
semble neutre récurrent, tout mot posséde exactement autant de mots de premier retour qu’il
n’y a de lettres dans l’alphabet (Théoréme 2.4.2). Ceci permet d’affirmer que tout ensemble
neutre récurrent est uniformément récurrent.
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Le Chapitre 3 introduit une nouvelle notion qui sera centrale pour tous les chapitres
suivants : le groupe libre. Grace aux graphes de Rauzy et aux langages acceptés par des
automates particuliers, nous montrons que ’ensemble des mots de premier retour dans un
ensemble dendrique récurrent engendre le groupe libre (Théoréme 3.5.1). Ce théoréme, associé
au résultat obtenu au chapitre précédent permet de prouver un des résultats majeurs de ce
travail appelé « Théoréme de retour » et affirmant que, dans un ensemble dendrique récurrent,
I’ensemble des mots de premier retour de n’importe quel mot forme une base du groupe libre.

Nous introduisons ensuite une généralisation des graphes d’extensions dans le Chapitre 4.
Plutot que de se restreindre a des extensions par des lettres, nous considérons des extensions
par des mots dans des ensembles fixés. Nous montrons que, si les ensembles choisis vérifient
certaines conditions, ces graphes d’extensions généralisés dans un ensemble dendrique sont
également des arbres (Théoréme 4.1.7). Nous montrons aussi une propriété similaire si 1’en-
semble considéré est acyclique uniquement (Théoréme 4.1.8). Enfin, nous nous intéressons
au décodage bifire d’'un ensemble qui est 'image inverse de cet ensemble par un morphisme
particulier et montrons que cette opération conserve le caractére dendrique (Théoréme 4.2.5).

Dans le Chapitre 5, nous prouvons deux propriétés qu’ont les codes bifixes inclus dans un
ensemble acyclique. La premiére, appelée Théoréme d’indépendance (Théoréme 5.2.6), affirme
que ce sont des parties libres. Il s’agit méme d’une caractérisation des ensembles acycliques.
La seconde (Théoréeme 5.4.9) dit que le monoide engendré par un code bifixe est saturé. Ces
deux résultats utilisent divers graphes et automates.

Le Chapitre 6 est centré autour de la propriété de base d’indice fini qui lie I'indice du
sous-groupe engendré par un code bifixe au S-degré de ce méme code bifixe. Tout ensemble
dendrique récurrent a cette propriété (Théoréme 6.2.5) mais la réciproque est également vraie.
Nous nous intéressons ensuite a la stabilité de la famille des ensembles dendriques récurrents
pour deux opérations : le passage a ’ensemble dérivé (obtenu comme image inverse des mots
de retour) et le décodage bifixe (commencé au Chapitre 4).

Enfin, nous abordons le sujet des représentations S-adiques dans le Chapitre 7. Certains
mots infinis peuvent étre vus comme images d’une itération infinie d’'un morphisme parti-
culier. Les représentations S-adiques généralisent ce concepts en autorisant des morphismes
différents lors de chaque itération. Nous étudions des automorphismes particuliers appelés
tame et montrons que tout mot dendrique récurrent posséde une représentation S-adique par
des automorphismes tame (Proposition 7.3.4).
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Chapitre 1

Définitions et premiers résultats

Ce chapitre donne une premiére approche des mots dendriques. Il a pour objectif d’intro-
duire les concepts principaux qui seront réutilisés dans les chapitres suivants mais également,
et peut-étre surtout, de montrer quelques propriétés que possédent les mots dendriques (ou,
plus généralement, les ensembles dendriques) qui, a elles seules justifient 1’étude de ces mots
particuliers. Dans un premier temps, nous rappelons certaines définitions générales de com-
binatoires des mots en se concentrant particuliérement sur la notion de prolongeable. Nous
définissons ensuite le principal sujet de ce mémoire : les mots dendriques, et montrons que
les ensembles dendriques sont un cas particulier d’ensembles neutres. Nous faisons un rapide
passage par la notion de récurrence pour justifier le fait que nous considérerons majoritaire-
ment les ensembles dendriques plutét que les mots dendriques. Nous nous intéressons ensuite
a deux familles de mots qui sont des cas particuliers de mots dendriques : les mots épistur-
miens stricts (plus communément appelés mots d’Arnoux-Rauzy) et les codages d’échanges
d’intervalles réguliers. Enfin, nous montrons que la complexité des ensembles neutres (et donc
également celle des ensembles dendriques) est (kK — 1)n 4+ 1 ot k est le nombre de lettres de
I’alphabet.

1.1 Deéfinitions générales

Commencgons par introduire les notions élémentaires de combinatoire des mots. Un alphabet
A est un ensemble fini (! de symboles, appelés lettres, et un mot sur A est une suite finie ou
non d’éléments de A. On note A* I’ensemble des mots finis sur A et AN 'ensemble des mots
infinis sur ce méme alphabet. (2)

La longueur d'un mot w € A*, notée |w|, est la longueur de la suite correspondante, i.e
le nombre de lettres composant w. Le mot vide, noté €, est I'unique mot de longueur 0. La
notation AT correspond a ’ensemble des mots finis non vides, tandis que A" est I’ensemble
des mots de longueur n € N. Nous noterons également AS" '’ensemble des mots de longueur
au plus n.

On munit A* de l'opération de concaténation. Elle fait de A* un monoide, i.e elle est

(1). Dans les Sections 4.2 et 6.3, nous relachons cette contrainte en manipulant momentanément des alphabets
dénombrables.

(2). On adopte des conventions différentes pour la numérotation des lettres suivant le type de mot : s’il est
fini, les lettres sont numérotées de 1 a |w| alors que s'il est infini, on commence & 0. Nous utiliserons également
la notation wy; ;) pour désigner le mot w; ... w; composé des lettres d’indice ¢ & j dans w.
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interne, associative et admet pour neutre €. Cette opération est représentée en utilisant des

notations multiplicatives, autrement dit, la concaténation des mots u et v sera le mot uv et

u? = uu. Cette opération de concaténation peut s’étendre sur A* x AN,

Un mot fini z est facteur d’'un mot w s’il existe un mot fini u et un mot v tels que
w = uxv.

Si u est vide, on dira que x est un préfize de w. Si w est fini et v est vide, alors x est un suffize
de w. Si z # w, on ajoute le qualificatif propre. On note Fac(w) (resp. Pref(w), resp. Suff(w))
I'ensemble des facteurs (resp. préfixes, resp. suffixes) de w. L’ensemble des facteurs internes
d’un mot fini w est

[Fac(w) = {x € A* | Jy,z € AT tq. w = yzz}.

Nous utiliserons également ces notations dans leurs versions ensemblistes, i.e. si X est un
ensemble de mots, Pref(X) = {u € Pref(w) | w € X} par exemple.

Dans la suite, nous supposerons que tous les mots sont finis et sur I'alphabet A, sauf
mention contraire. De plus, quand nous manipulerons des ensembles de mots, nous supposerons
que A est l'alphabet minimal, i.e. que toutes les lettres de A apparaissent dans au moins un
mot de ’ensemble.

Définition 1.1.1. Un ensemble de mots est factoriel s’il contient tous les facteurs de ses mots.
Remarquons que ’ensemble des facteurs d’un mot est toujours factoriel.

Définition 1.1.2. Pour tout ensemble de mots S et tout mot w, on note
wlS={uec A |wueSt et Swl={ueAd|uwebSs}

Il est aisé de voir que, si S est factoriel, le premier ensemble est stable pour les préfixes,
i.e. Pref(w™1S) C w™1lS, et que le second est stable pour les suffixes. En particulier, si S est
factoriel et si w € S, ces deux ensembles sont vides.

Passons & présent & des notions plus spécifiques a 1’étude des mots dendriques.

Définition 1.1.3. Soient S un ensemble de mots et w € S. On définit
Ls(w)={a € A|aw e S},
Rs(w) ={a € A |wa € S},
Eg(w) = {(a,b) € Ax A|awbe S}

ainsi que

ls(w) = [Ls(w)], rs(w)=|Rs(w)|] et es(w)=|Es(w)|.

Pour alléger les notations, nous nous permettrons de laisser sous-entendre I'indice .S quand
le contexte le permet.

Exemple 1.1.4. Si S = {b, ab,bc}, alors on a, entre autres,

L(e) = {b}, R(e) ={b} et E(e) = {(a,b),(b,c)},

et
L) ={a} R®b)={c} et Eb)=0.
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On constate notamment que, a priori, on ne peut rien dire de E(w) a partir de L(w) et
R(w). Cependant, si S est factoriel, alors

E(w) C L(w) x R(w).

C’est une des raisons pour lesquelles tous les ensembles que nous manipulerons dans ce travail
seront factoriels.

Définition 1.1.5. Soit S un ensemble non vide de mots. Un mot w € S est prolongeable a
droite (resp. & gauche, resp. biprolongeable) si r(w) > 0 (resp. {(w) > 0, resp. e(w) > 0).
L’ensemble S est prolongeable a droite (resp. a gauche, resp. biprolongeable) si tous ses mots
le sont et si .S est factoriel.

En particulier, tout ensemble prolongeable & droite, & gauche ou biprolongeable est infini.

Remarquons que si un mot w est prolongeable a gauche et a droite, alors w n’est pas
forcément biprolongeable, ce que montre ’exemple ci-dessus pour w = b et ce méme si on
considére I’ensemble factoriel Fac(.S) plutot que S. Cependant, on a le résultat suivant.

Proposition 1.1.6. Un ensemble S est prolongeable a gauche et a droite si, et seulement st,
il est biprolongeable.

Démonstration. Si S est prolongeable & gauche et & droite et si w € S, montrons que w
est biprolongeable. Comme S est prolongeable a gauche, il existe a € A tel que aw € S. A
nouveau, S est prolongeable a droite donc il existe b € A tel que awb € S, d’ou la conclusion.

Si S est biprolongeable et si w € S, alors il existe a,b € A tels que awb € S. Comme S est
factoriel, on a aw,wb € S donc w est prolongeable & gauche et & droite. O

Remarque 1.1.7. L’ensemble des facteurs d’'un mot infini v est prolongeable a droite. Par
contre, si w est un préfixe de v qui n’a pas d’autre occurrence dans wu, alors w n’est pas
prolongeable & gauche donc Fac(u) non plus. Tous les autres facteurs de u sont biprolongeables.

Définition 1.1.8. Si S est un ensemble de mots, alors un mot w € S est spécial a droite
(resp. a gauche) si r(w) > 2 (resp. l(w) > 2) et il est bispécial s'il est spécial a droite et a
gauche.

La proposition suivante est immédiate.

Proposition 1.1.9. Soient S un ensemble factoriel et w € S.

1. Si w est prolongeable & droite (resp. spécial & droite), alors tous ses suffizes le sont
auSSi.

2. St w est prolongeable a gauche (resp. spécial & gauche), alors tous ses préfizes le sont

aussi.

Démonstration. Ne montrons que le premier point, le second se prouve similairement. Si v est
un suffixe de w, alors

R(w) ={a€ A|wa e S}
C{ae Alvae S}
= R(v)

car S est factoriel. Donc r(v) > r(w), ce qui permet de conclure. O
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Définition 1.1.10. Soit S un ensemble de mots. Un mot w € S est neutre (resp. faible, resp.
fort) si
m(w) :=e(w) — l(w) —r(w) +1=0

(resp. m(w) < 0, resp. m(w) > 0). L’ensemble S est neutre (resp. faible, resp. fort) si tous ses
mots sont neutres (resp. faibles ou neutres, resp. forts ou neutres) et si S est factoriel.

1.2 Graphes d’extensions et mots dendriques

Dans cette section, nous cherchons & définir les mots ou ensembles dendriques. Nous faisons
également le lien avec les ensembles neutres. Pour cela, nous considérons un ensemble S
factoriel et un mot w € S.

Définition 1.2.1. Le graphe d’extensions de w est le graphe biparti Eg(w) = (Vs(w), Es(w))
tel que ®)

- Vs(w) est I'union disjointe de L(w) et R(w),

- Eg(w) est 'ensemble des arétes (a,b) ot a € L(w), b € R(w) et (a,b) € E(w).

Remarquons que, comme nous ne travaillons qu’avec des ensembles factoriels, I’ensemble
des arétes du graphe d’extensions est exactement l’ensemble Eg(w) de la Définition 1.1.3.
C’est la raison pour laquelle nous nous permettons ces notations identiques.

Dans la suite, nous favoriserons £(w), V(w) et E(w) aux notations Eg(w), Vs(w) et Eg(w)
lorsque cela ne préte pas a confusion.

Ezemple 1.2.2. Si S est 'ensemble des facteurs du mot abbbababaa, alors SNA? = {aa, ab, ba, bb},
S N A3 = {aba, abb, baa, bab, bba, bbb} et S N A* = {abaa, abab, abbb, baba, bbab, bbba} donc on

a les graphes d’extensions suivants (4 :

E(e) E(a) E(ba) E(aa)
@v@ (®) () (a) (0)
o D O

Ky

Définition 1.2.3. Un ensemble S de mots finis est dendrique s’il est biprolongeable et si,
pour tout w € S, le graphe £(w) est un arbre.

Proposition 1.2.4. Un ensemble biprolongeable S est dendrique si, et seulement si, £(w) est
un arbre pour tout w € S bispécial.

(3). Par union disjointe, on entend que si a € L(w) N R(w), alors deux sommets auront a pour étiquette. Plus
rigoureusement, Vs(w) est 'union de L(w) et R(w) ou

R(w)={a|a€ R(w)}.

Dans ce cas, ~ B
Es(w) = {(a,b) € L(w) X R(w) | (a,b) € E(w)}.

(4). Le symbole Ky représente le graphe vide (& 0 sommets).
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Démonstration. La condition nécessaire est immédiate. Pour la réciproque, montrons que &€ (w)
est obligatoirement un arbre si w n’est pas bispécial. Comme S est biprolongeable, L(w) et
R(w) ne sont pas vides. De plus, w n’est pas bispécial donc un de ces deux ensembles contient
exactement un ¢lément. L’autre cas se traitant similairement, supposons que L(w) = {a}.
Comme E(w) C {a} x R(w), £(w) est acyclique. Montrons qu’il est connexe. Pour tout
b € R(w), wb € S donc, comme S est biprolongeable, il existe ¢ € A tel que cwb € S. Or, S
est également factoriel (par définition de biprolongeable) donc cw € S, ce qui implique que
¢ = a par hypothése. On a donc (a,b) € E(w) pour tout b € R(w) et £(w) est connexe. [

Définition 1.2.5. Un mot infini v € AN est dendrique si 'ensemble de ses facteurs est
dendrique.

Montrons & présent le lien entre le caractére dendrique et le caractére neutre. Commengons
par rappeler une propriété concernant les graphes.

Proposition 1.2.6. Pour tout graphe G = (V, E) ayant ¢ composantes connezes,
Bl > V|-
L’égalité a lieu si, et seulement si, G est une forét composée de ¢ arbres disjoints.

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat dans le cas ott ¢ = 1 car le cas général se déduit
via une simple addition d’(in)égalités. Supposons donc G connexe et procédons par récurrence
sur le nombre d’arétes.
- Si |E| = 0, alors le graphe a exactement un sommet. De plus, il s’agit toujours d’'un
arbre donc le cas de base est démontré.
- Supposons la propriété vraie pour tout graphe connexe possédant au plus n arétes et
montrons-la pour G qui a n + 1 arétes.
Si G n’est pas un arbre, alors il contient un cycle. Considérons le graphe G’ = (V', E')
obtenu en retirant une des arétes de ce cycle. Il est encore connexe et contient n arétes
donc, par hypothése de récurrence,

|E|=|E'|+1>|V|-1=|V]-1.

Si G est un arbre, montrons I’égalité. Considérons le graphe G’ = (V' E’) obtenu
en supprimant une aréte e = (a,b) de G. Le graphe G’ posséde exactement deux
composantes connexes G; = (V1, Ey) et Go = (Va, E2), 'une contenant a et l'autre
contenant b. De fait, G est connexe donc G’ a au plus deux composantes connexes et
si G’ était toujours connexe, alors G' posséderait un cycle passant par a et b, ce qui est
absurde. Comme G et G sont des arbres ayant n arétes ou moins, par hypotheése de
récurrence,

|E| =1+ [E1| + [Eo| = Vi| +[Vo| =1 =[V[ - L
O
Proposition 1.2.7. §i S est un ensemble dendrique, alors il est neutre. Réciproquement, si

un ensemble biprolongeable S est neutre et si, pour tout w € S, E(w) est acyclique ou conneze,
alors S est dendrique.
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Démonstration. Pour tout w € S, on a, par définition du graphe d’extensions de w,
[E(w)| = e(w) et |[V(w)]=Il(w)+r(w).
Comme &(w) est un arbre, par la proposition précédente, on a
e(w) =l(w) + r(w) — 1,

ce qui revient & dire que w est neutre. On peut conclure car, par définition, .S est biprolongeable
donc factoriel.
Supposons & présent S neutre. Si £(w) est acyclique, son nombre de composantes connexes
est donné par
l(w) 4+ r(w) —e(w) =1

donc &(w) est connexe. Réciproquement, si £(w) est connexe, alors
e(w) > l(w) + r(w) — 1.

Comme S est neutre, on a ’égalité donc, par la proposition précédente, £(w) est acyclique.
Dans les deux cas, £(w) est un arbre donc S est dendrique. O

1.3 Notions de récurrence

Par définition, a tout mot dendrique correspond un ensemble dendrique. La notion d’en-
semble dendrique est donc, a priori, plus générale que celle de mot dendrique. Dans cette
section, nous montrons que dans le cas d’ensembles/mots récurrents, les deux concepts sont
équivalents, ce qui signifie que, dans la suite, tout résultat parlant d’ensembles dendriques
récurrents admet une formulation semblable avec des mots dendriques récurrents.

1.3.1 Ensembles récurrents

Dans ce travail, nous étudions et utilisons les notions de récurrence (simple) et de récurrence
uniforme. Leurs définitions sont données ci-dessous.

Définition 1.3.1. Un ensemble S non réduit a {e} est récurrent s’il est factoriel et si, pour
tous x,y € 5, il existe z € S tel que xzy € S.

En particulier, un ensemble récurrent S est biprolongeable. De fait, comme S n’est pas
réduit a {e}, il existe z € AT N S. Pour tout w € 9, il existe alors des mots u et v tels que
zuw € S et zuwvx € S. On en déduit que w est biprolongeable car S est factoriel.

Définition 1.3.2. Un ensemble S est uniformément récurrent s’il est prolongeable a droite
et si, pour tout u € S, il existe n € N tel que u soit facteur de tous les mots de A" N S.

L’hypothése prolongeable a droite permet d’écarter les ensembles finis.
Proposition 1.3.3. Un ensemble uniformément récurrent est récurrent.

Démonstration. Soient S un ensemble uniformément récurrent et x,y € S. Vu la définition
d’un ensemble prolongeable & droite, S est factoriel. Par définition, il existe n € N tel que y
soit facteur de tous les mots de A™ N S. Comme S est prolongeable & droite, il existe un mot
w € A" NS tel que zw € S. 1l suffit alors de prendre z € S tel que zy soit préfixe de w. Un
tel z existe car y est facteur de w. O
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1.3.2 Mots récurrents

Etudions & présent ces propriétés du point de vue des mots.

Définition 1.3.4. Un mot infini v € AN est récurrent si tous ses facteurs apparaissent une
infinité de fois.

Proposition 1.3.5. Soit u € AN. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. u est récurrent,
2. Fac(u) est récurrent,

3. pour tout w € Fac(u), il existe v € Fac(u) tel que wvw € Fac(u).

Démonstration. Supposons u récurrent. Soient x,y € Fac(u). Considérons une occurrence
fixée de = dans u (la premiére, par exemple). Comme y apparait une infinité de fois dans u,
il apparait au moins une fois aprés cette occurrence donc il existe z tel que zzy € Fac(u), ce
qui signifie que Fac(u) est récurrent.

Si Fac(u) est récurrent, la troisiéme assertion est évidente.

Supposons que, pour tout w € Fac(u), il existe v € Fac(u) tel que wvw € Fac(u) et
montrons que tout € Fac(u) apparait une infinité de fois. Par I’absurde, 8’il n’apparait qu’un
nombre fini de fois, notons y le préfixe de u précédant sa derniére occurrence. Autrement dit,
yx est un préfixe de u contenant toutes les occurrences de x dans u. Par hypothése, yx € Fac(u)
donc il existe z tel que yxzyx € Fac(u), ce qui est absurde. O

Nous rappelons ici briévement la notion de convergence pour les mots mais ne rentrons
pas dans les détails.

Définition 1.3.6. Une suite de mots finis (u(”)) converge vers un mot infini si

neN

lim [u™] = 400
n—oo

et si la suite de mots infinis (u(")a“’)neN, ou a* désigne la lettre a € A répétée un nombre
infini de fois, converge dans AN muni de la distance

d(u, 'l)) — 9~ min{¢€N|u; #v; }
si u # v et d(u,v) = 0 sinon. Dans ce cas,

lim 2™ = lim «™a¥.
n—oo n—oo

Autrement dit, la suite (u(”))neN converge si, pour tout k € N, il existe v®) € A¥ et N € N
tels que, pour tout n > N, v(¥) soit un préfixe de (™. La limite est alors le mot infini u tel
que v*) € Pref(u) pour tout k € N.

Le résultat suivant montre bien que les notions d’ensemble dendrique récurrent ou de mot

dendrique récurrent sont équivalentes.

Proposition 1.3.7. Tout ensemble récurrent est l’ensemble des facteurs d’un mot infini ré-
current.
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Démonstration. Soit S un ensemble factoriel récurrent sur I'alphabet A. Supposons disposer
d’un ordre sur A qu'on étend en un ordre lexicographique (®) sur A*. On peut alors noter les
mots de S wo, w1, w, ... () selon cet ordre lexicographique. On aura entre autres wg = € et
|wi| = 1. Construisons par induction une suite de mots (u;);en telle que

up =wo et Ujp1 = UVWi41

ou v; est tel que w;v;w;y1 € S. Un tel v; existe car u; € S par induction et S est récurrent.
On a alors
|wit1] > |ui| et wu; € Pref(uyq)

donc la suite (u;);eny converge vers un mot infini u € AN,

Par construction, S C Fac(u) car w, € Fac(uy) et u, € Pref(u) pour tout n € N.
Réciproquement, pour tout w € Fac(u), il existe n € N tel que w € Fac(u,) donc, comme
un, € S et que S est factoriel, w € S. On a donc bien S = Fac(u) et le mot u est récurrent par
la Proposition 1.3.5. O

Définition 1.3.8. Un mot infini u € AN est uniformément récurrent si 'ensemble de ses
facteurs lest.

Tout ensemble uniformément récurrent correspond & l’ensemble des facteurs d’un mot
infini uniformément récurrent. En effet, un ensemble uniformément récurrent est récurrent
donc par la proposition précédente, il correspond aux facteurs d’un mot infini et ce mot est
alors uniformément récurrent.

1.4 Mots épisturmiens stricts

Les mots dendriques sont une généralisation d’une famille bien connue de mots : les mots
épisturmiens stricts aussi appelés mots d’Arnoux-Rauzy qui est elle-méme une généralisation
des trés célébres mots sturmiens. Cette section a pour but de définir ces mots et de montrer
qu’ils sont effectivement dendriques.

Définition 1.4.1. L’application miroir est 'application

RA S A, wewh

R

telle que e = ¢ et

(wl...wn)R:wn...wl

pour tous wq,...,w, € A.

Définition 1.4.2. Un mot u € AN est épisturmien si 'ensemble de ses facteurs est stable
pour l'application miroir et contient, pour tout n € N, au plus un mot spécial & droite de
longueur n.

(5). L’ordre lexicographique est l'ordre du dictionnaire. Autrement dit, un mot u est plus petit qu’un mot v
si u est un préfixe de v ou si, lorsqu’on regarde le premier indice 7 pour lequel u et v ont des lettres différentes,
u; est plus petit que v;.

(6). Pour alléger les notations, w; désigne ici un mot et non la 7°™¢ lettre de w. Nous prenons également cette
convention pour u; et v;.
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Remarquons que la condition sur la stabilité de Fac(u) pour I'application miroir implique
que

pour tout w € Fac(u) car
wa € Fac(u) < aw®™ € Fac(u).

En particulier, dans la définition, on peut remplacer spécial a droite par spécial & gauche. De
plus, comme Fac(u) est prolongeable a droite, il est également prolongeable a gauche donc
biprolongeable.

Définition 1.4.3. Un mot épisturmien u € AN est épisturmien strict (ou mot d’Arnouz-
Rauzy) sur A si, pour tout n € N, il a exactement un facteur w spécial a droite de longueur
n et si, de plus, r(w) = |A|.

Remarquons que A est alors l'alphabet minimal de u (i.e. toutes les lettres de A appa-
raissent dans u). Dans la suite, si on suppose u € AN épisturmien strict, la locution « sur A »
sera sous-entendue.

Abordons & présent un autre type de mot qui nous sera utile pour montrer que les mots
épisturmiens stricts sont dendriques : les mots ordinaires.

Définition 1.4.4. Un mot biprolongeable w € S est ordinaire si(") E(w) C (a x A)U (A x b)
pour a,b € A tels que (a,b) € E(w).

Remarquons que si w est ordinaire, alors il est neutre. De fait, S étant biprolongeable, on
a alors

R(w)) U (L(w) x b)
(R(w) \ {b})) U (L(w) x b)

ou l'union est disjointe donc
e(w) =r(w) — 1+ (w)
et
m(w) = e(w) —r(w) — l(w) +1 =0.

En réalité, on a méme le résultat suivant.
Proposition 1.4.5. Siw est ordinaire, alors E(w) est un arbre.
Démonstration. Comme w est ordinaire, il existe a,b € A tels que (a,b) € E(w) et
E(w) C (ax A)U (A x b).

Le graphe £(w) est connexe car (a,b) € E(w) et que, pour tout ¢ € L(w) (resp. ¢ € R(w)), on
a (c,b) € E(w) (resp. (a,c) € E(w)). De plus, ce graphe ne contient pas de cycle car tous les
sommets sauf a et b sont de degré 1 et que pour avoir un cycle( ), il faut au moins 3 sommets
de degré supérieur ou égal a 2. O

Nous pouvons a présent utiliser ce résultat pour montrer que les mots épisturmiens stricts
sont bien un cas particulier de mots dendriques.

(7). 1l s’agit ici d’une notation abusive pour E C ({a} x A) U (A x {b}).
(8). Non dégénéré, i.e. non réduit a ((c,d), (d,c)) pour ¢,d € V(w).
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Proposition 1.4.6. Un mot u € AN épisturmien strict est dendrique.

Démonstration. Par la Proposition 1.2.4, il suffit de montrer que, pour tout w € Fac(u)
bispécial, w est ordinaire. Supposons donc avoir un tel w. Il existe un unique v € Fac(u)ﬁA'“’IH
spécial & droite car u est épisturmien. En particulier, son suffixe de longueur |w| est spécial a
droite. Or, comme u est épisturmien strict, w est le seul mot de cette longueur a étre spécial
a droite donc w est suffixe de v. Il existe alors un unique a € A tel que v = aw et

R(aw) = A = R(w).
De méme, il existe un unique b € A tel que wb soit spécial & gauche et
L(wb) = A = L(w).
Comme, pour tous ¢ € A\ {a}, d € A\ {b},
rlcw)=1 et l(wd) =1,

on a

R(cw) = {b} et L(wd)= {a}.

En conséquence,
E(w)=(ax A)U(Axb)

donc w est ordinaire et on peut conclure par la proposition précédente. O

Exemple 1.4.7. Le mot de Tribonacci est le mot obtenu en itérant le morphisme o tel que
o(a)=ab, o(b)=ac et o(c)=a

un nombre infini de fois & partir de la lettre a, i.e. c’est la limite de la suite (0" (a))pen. 1
s’agit donc du mot
abacabaabacababacabaabacabac - - -

Ce mot est épisturmien strict sur 'alphabet {a, b, ¢}, comme énoncé dans [13].

1.5 Echanges d’intervalles réguliers

Intéressons nous & présent a une autre classe de mots infinis qui est également un cas
particulier de mots dendriques : les codages d’échanges d’intervalles réguliers. Les résultats et
définitions de cette section sont tirés de [6].

Définition 1.5.1. Soient <7 et <o deux ordres totaux sur un alphabet A d’au moins deux
lettres et soit ([7a, fta])aca une partition de [0,1[ telle que po < v si @ <3 b. Notons
([0, Val)aca la partition de [0, 1] telle que v, < & si a <2 b et, pour tout a € A,

Na_’}/a:ya_éa-
On notera I, = [Ya, fta[ €t Jo = [0a, Va[. L’ échange d’intervalles correspondant est la fonction

T:[0,1[=[0,1] 2z 2—74+ 064 siz€ I,.
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Cette fonction est bijective et son inverse est
T71:00,1[= [0,1] z+a—04+7q sizeJ,.

Nous utiliserons la notations T, k € Z pour désigner le résultat de k compositions de T'
avec lui méme si k > 0, de |k| compositions de T~ ! si k < 0 et I'identité si k = 0.

Ezxemple 1.5.2. Si A ={a,b,c} et
a<i1b<ic et c<9b<ya,

les premiéres itérations de T' et T~! & partir du point z = 0.07 sont représentées ci-dessous
pour une partition de [0, 1] donnée.

Remarquons que T restreint & un intervalle I, est une simple translation vers J,. Ce-
pendant, ce n’est pas le cas en général car on peut seulement dire de 'image d’un intervalle
semi-ouvert [z,y| par T qu'il s’agit d’'une union (finie) d’intervalles semi-ouverts dont les
bornes sont dans Iensemble (9)

{T(7a) | a € A} U{T(x), T(y), 1}

En conséquence, on peut faire la remarque suivante.

Remarque 1.5.3. Pour tous n € N et a € A, T"(I,) est une union finie d’intervalles semi-
ouverts dont les bornes sont dans ’ensemble

{T"(w) |be A,0 <k <n}u{1}.
En effet, le résultat est vrai quand n = 0 et, pour I'induction,
T (1) = T(T"(1.))

donc on peut conclure en appliquant ’observation ci-dessus & chacun des intervalles composant

T"(1,,).
Définition 1.5.4. Soit 7' un échange d’intervalles. L’orbite de z € [0, 1] est

Orb(z) = {T"(2) | k € Z}.

(9). Siy=1, T(y) n’est pas défini donc il sera ignoré dans I’ensemble qui suit.
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Remarquons que si z € Orb(z), alors Orb(z) = Orb(z). En effet, il existe alors kg € Z tel
que x = T*0(z) donc
Orb(z) = {T*(T*(2)) | k € Z} = Orb(2).

Parmi les échanges d’intervalles, nous ne les considérons pas tous et nous restreignons aux
échanges d’intervalles dit réguliers.

Définition 1.5.5. L’ensemble des points de séparation d’une partition ([a;, b;[)icr de [a, b par
des semi-ouverts est

{ai|ie I} \{a} = {bi|iel}\{b}.

Définition 1.5.6. L’échange d’intervalles T est régulier si les orbites des points de séparation
de ([Va, ta[)aca sont infinies et disjointes.

Il s’agit donc des orbites des v,, a € A, différents de 0. Cette derniére précision est
obligatoire, comme le montre la remarque suivante.

Remarque 1.5.7. Soit T un échange d’intervalle régulier.
- Pour tous m,n € Z et pour tous a,b € A différents du minimum de (A4, <7),

T™(v) =T"(w) = a=bet m=n.

En effet, si a # b, les orbites de 7, et 7, ne sont pas disjointes et, si & = b mais m # n,
Porbite de ~, est finie.
- Remarquons qu’il existe ¢ € A tel que T'(.) = 0 donc que

Orb(0) = Orb(v.).

De plus, 7. # 0 car sinon, si a et b sont les deuxiémes plus petites lettres de A pour
<1 et <o respectivement, alors

T(’)’b) = 5b = Ve = We = Ya,

ce qui est absurde. L’orbite de 0 ne peut donc pas étre disjointe des orbites des autres
Ya, & € A. Par contre, elle sera bien infinie donc

7(0) =71"(0) = m =n.
- Pour tout a € A tel que vy, # 0, si
T™(va) = T7(0),

alors, comme 0 = T'(v,) pour 7. # 0, on a par le premier point a = cet m =n+ 1. En
conséquence, pour tous a,b € A, si

T (va) = T" (),

alors
1. si|m —n| =1 et si, sans perte de généralité, m = n + 1, alors v, = 0,
2. sinon, m =n et a =b.

Définition 1.5.8. L’échange d’intervalles T" est minimal si 'orbite de tout z € [0, 1] est dense
dans [0, 1.
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Remarquons que si T" est minimal, alors les orbites des p, sont forcément infinies car elles
doivent étre denses dans [0, 1] mais elles ne sont pas forcément disjointes donc T' n’est pas
toujours régulier. Par contre, on a le résultat suivant, di a Michael Keane [14].

Théoréme 1.5.9 (Keane). Si un échange d’intervalles est régulier, alors il est minimal.

A tout échange d’intervalles régulier, on peut associer un ensemble de mots infinis. Pour ce
faire, nous codons par un mot les images successives d'un point de [0, 1[ de la fagon suivante.

Définition 1.5.10. Soient 7" un échange d’intervalles et z € [0, 1[. Le codage de z est le mot
Y7(2) € AN tel que, pour tout i € N, sa i-éme lettre (19) g0it 'unique a € A tel que

T'(2) € I,.
Réciproquement, pour w = wy ... w, € A*, on note

I,={z€[0,1] | w € Pref(Xr(2))}
= [0,1[N Ly NT (L) N - - N T (I,

En particulier, I. = [0, 1].
Exemple 1.5.11. En reprenant les données de I’Exemple 1.5.2,
zel, T el et T z)el,
donc le codage de & commence par acbh et
x € lgep C Ioe €1, C I

Remarque 1.5.12. Montrons par récurrence sur la longueur de w que I, est soit vide, soit un
intervalle semi-ouvert. Si |w| = 0, alors w = € donc le résultat est immédiat. Supposons le vrai
pour les mots de longueur n — 1 et montrons-le pour w de longueur n. Posons v = wsy . .. wy,.

On a
I, = I, NT7Y(I,).

Si I, est vide, alors T~1(I,) aussi donc on en déduit directement que I,, aussi. Sinon,
T(Iy) =TIy,) NI, = Jy, N1,

est 'intersection de deux intervalles semi-ouverts. Il s’agit donc soit de ’ensemble vide, soit
d’un intervalle semi-ouvert. Or, il s’agit d’un simple translaté de I,, C I, d’ou la conclusion.

Proposition 1.5.13. Soient T un échange d’intervalles régulier et z € [0,1[. Pour tout
w € A*, w est facteur de Yp(z) si, et seulement si, I, # 0. En particulier, Fac(Xp(2))
dépend uniquement de T.

(10). Rappelons que, pour les mots infinis, nous avons pour convention de commencer & compter les lettres a
partir de 0. Dans cette section, pour faciliter les notations, nous prenons la méme convention pour les mots
finis.
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Démonstration. Siw € Fac(Xp(z)), alors il existe n € N tel que, pour tout ¢ € {0,. .., |w|—1},
w; = X7(2)nti = 2r(T"(2))i-
Par définition, on a alors
T"(2) € T"(Iy,), Vi€ {0,... |w|—1}

donc T™(z) € I, et I, # (.

Réciproquement, supposons I, non vide donc, par la remarque précédente, I, est un
intervalle semi-ouvert. Comme 7" est régulier, l'orbite de z est dense dans [0, 1] donc il existe
n € N tel que T"(z) € I,. On a alors w = X7(2) 4 |w|[; 4’0l la conclusion. O

Définition 1.5.14. Soit T un échange d’intervalles régulier. L’ensemble d’échange d’inter-
valles régulier associé & T est

Fac(T) := Fac(37(2))
pour z € [0, 1].

Remarquons d’ores et déja que cet ensemble est bi-prolongeable. En effet, il est évident qu’il
est prolongeable a droite puisqu’il s’agit des facteurs d’un mot infini. De plus, si w € Fac(T),
alors I, est non vide donc T‘l(Iw) également. Il rencontre donc un intervalle I, pour a € A.
On a alors I, = I, NT7Y(1,) # 0 donc aw € Fac(T).

Cet ensemble est méme dendrique, ce que montrent les résultats qui suivent.

Lemme 1.5.15. Soient I = [a,b] un intervalle et (I;)i<n, (J;)j<m deux partitions de I en
intervalles semi-ouverts. Le graphe dont les sommets correspondent aux intervalles de ces
deuz partitions tel que deux sommets sont reliés si et seulement si les intervalles correspondant
s’intersectent est acyclique. De plus, il est conneze si, et seulement si, les points de séparations
des deuzx partitions sont distincts.

Démonstration. Notons a; la borne inférieure de I; et b; celle de J; et apqy1 = b1 = b.
Notons également, pour tout i < n, h(i) 'indice tel que a; € Jh()- On se convainc rapidement
que le graphe est biparti. De plus, par construction, pour tout ¢ < n, le seul voisin de I; qui
puisse éventuellement étre reli¢ a des intervalles [, pour k < i est Jy(;). En effet, pour qu’un
intervalle J; intersecte I; et des intervalles qui le précédent, J; doit contenir a;.

Supposons que le graphe contienne un cycle Y. Notons i le plus grand indice tel que le
cycle passe par I;. Notons J; et I les deux sommets suivants dans le cycle. Comme k < i,
J = h(i). De méme, si J;j et I}y sont les deux sommets précédant I; dans le cycle, K’ < i
donc j' = h(i), ce qui est absurde car le cycle ne peut pas emprunter la méme aréte deux fois
d’affilée.

Supposons a présent que les points de séparations des partitions soient distincts, i.e. que

{ag,...,an}ﬂ{bg,...,bm}:(D

et montrons que le graphe est connexe. Soient U et V' deux sommets (donc deux intervalles

parmi ceux des partitions). Supposons, sans perte de généralité, que U commence avant V' (12),

(11). On ne considére ici que des cycles non dégénérés, i.e. qui n’empruntent pas la méme aréte deux fois de
suite.
(12). Ce qui signifie que la borne inférieure de U est inférieure a celle de V
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Pour simplifier les notations, supposons également que U = I; et notons V = [z, y[. Soit k
tel que x € Ii. Par hypothése, k > ¢. Si k = 4, alors U et V s’intersectent donc il existe un
chemin les reliant (soit il s’agit du méme sommet, soit ils sont reliés par une aréte). Sinon,
x > a;41. En particulier, i < n. Comme a;41 & {ba,...,by}, Jn(i41) intersecte [; = U. 11
rencontre également I;11. On a donc un chemin de U vers I;11 =: U’ et on peut conclure par
récurrence sur k — 4.

Réciproquement, si a; = bj, i,j > 1, alors h(i) = j. Or, J; C [a;,b[ donc J; n’est relié a
aucun des intervalles I, k < 4. Il n’existe donc pas de chemin reliant I; aux intervalles Iy,
k < 1, et le graphe n’est pas connexe. O

Non seulement le graphe est acyclique mais on peut également se convaincre que, si on
place, a gauche, les sommets I; dans l'ordre et, a droite, les sommets .J; également ordonnés,
alors le graphe est planaire.

Ezxemple 1.5.16. Supposons avoir les partitions suivantes :

a

—_

I a2 I a3 I3 a4 I as

r r r
C L C

(]

S m
(=

(=
[y

g b J b3 Js

L r
C L

LM

=
o S

Le graphe dont parle le lemme précédent est le graphe

Il est bien acyclique. Cependant, il n’est pas connexe car ag = bs.

Proposition 1.5.17. Si T est un échange d’intervalles régulier, alors Fac(T') est dendrique.
De fagon équivalente, le codage X7(z) est dendrique pour tout z € [0, 1].

Démonstration. Soit w € Fac(T'). Comme I, est non vide, il s’agit d’un intervalle semi-ouvert.
Remarquons que

a € L(w) & aw € Fac(T)
& Ty #0
& IL,NTHI,) #0
& TI) NIy #0
& J,NI,#0

donc, comme {J, | a € A} est une partition de [0,1[, P, := {J, NI, | a € L(w)} est une
partition de I,,. De plus, ses éléments sont de la forme I, et sont non-vides donc ce sont des
intervalles semi-ouverts.
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De méme,

be R(w) < wbe Fac(T)
== Iwb 7’5 @
e TN, £0

donc, comme {T~1"I(I,) | b € A} est une partition de [0,1[, P> := {I, | b € R(w)} est une
partition de I, par des intervalles semi-ouverts.
De plus,

(a,b) € E(w) < awb € Fac(T)
= T(Iawb) 7é @
S Jo N Ly 7’5 0

donc le graphe d’extensions de w est le graphe du Lemme 1.5.15 pour les partitions P; et P
de I,,. Pour conclure qu’il s’agit d’un arbre, montrons que les points de séparation de ces deux
partitions sont distincts.

D’une part, les points de séparation de P; sont de la forme T'(v.), ¢ € A, car ce sont
des bornes d’intervalles J,, a € L(w). D’autre part, les points de séparation de P, sont dans
I’ensemble

{T7"(va) | d € A,0 < k < Juwl}\ {0}

par la Remarque 1.5.3 appliquée a T—'. L’échange d’intervalles T étant régulier, les points
de séparation sont bien distincts. En effet, par la Remarque 1.5.7, la seule fagon d’avoir
T(v.) = T7%(v4), 0 < k < |w| est d’avoir k = 0 et 74 = 0 mais dans ce cas, T%(y4) = 0 n’est
pas un point de séparation de Ps. O

On peut montrer (voir [6] pour les détails) que I'ordre de la partition P correspond & une
restriction de <o et que 'ordre de P» est une restriction de <;. Ceci nous permet d’affirmer
que, si un mot u € AN est obtenu par codage d’échange d’intervalles régulier, alors il est non
seulement dendrique mais il existe deux ordres sur A tels que, pour tout w € Fac(u), si les
¢léments de L(w) sont placés a gauche et ordonnés selon le premier ordre et ceux de R(w) a
droite et selon le second ordre, alors le graphe £(w) est planaire. Nous pouvons donc & présent
exhiber un mot dendrique qui n’est ni épisturmien strict, ni codage d’un échange d’intervalles
régulier.

Exemple 1.5.18. Si ¢ est le morphisme défini par
o(a) =ac, o(b)=bac et o(c)=cbac
et si u est le mot infini obtenu en itérant ¢ & partir de a, alors
u = accbaccbacbacaccbaccbacbacaccbacbac - - -

Pour chaque longueur, ce mot a exactement un facteur spécial a droite w tel que r(w) = 3, il
s’agit du suffixe de 0™ (¢) pour n assez grand. Cependant, il n’est pas épisturmien strict car
on peut notamment remarquer que a et ¢ sont spéciaux & gauche. De plus, on a les graphes
d’extensions suivants :

Pour que u soit obtenu comme codage d’un échange d’intervalles régulier, il faut donc
trouver deux ordres sur {a,b,c} rendant ces graphes planaires. Or, le premier nous impose
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E(e) E(e)

RS/
GAG 0\3

que, pour l'ordre de droite, b soit au milieu tandis que le deuxiéme nous impose le contraire.
Le mot u n’est donc pas non plus codage d’un échange d’intervalles régulier. Cependant, on
connait la forme exacte des facteurs bispéciaux de w puisque ce sont des suffixes de ¢"(c),
n € N. On se convainc alors que tout facteur bispécial v suffisamment long s’écrit de la forme
aco(w) ou cbaco(w) ol w est lui-méme un facteur bispécial. Le graphe d’extensions de v se
déduit & partir de celui de w donc on montre par récurrence sur la longueur de v que w est
dendrique.

1.6 Ensembles neutres et complexité

La notion de complexité est essentielle en combinatoire des mots. Nous montrons ici que la
complexité des mots dendriques et, plus généralement, celle des ensembles neutres est connue
et qu’elle est linéaire.

Définition 1.6.1. La complexité d’un ensemble S C A* est la fonction
ps : N> N n—[SNA".

La complexité d’un mot est la complexité de ’ensemble de ses facteurs. Autrement dit, py,(n)
est le nombre de facteurs de longueur n différents apparaissant dans le mot w.

Exemple 1.6.2. Les premiéres valeurs de la fonction de complexité du mot de Tribonacci x
(Exemple 1.4.7) sont données par p,(0) =1, py(1) =3, px(2) =5 et py(3) =7 car

Fac(z) N A% = {e}, Fac(z)NA={a,b,c}, Fac(z)N A? = {aa,ab,ac,ba,ca}
et
Fac(x) N A% = {aab, aba, aca, baa, bab, bac, cab}.

Remarque 1.6.3. Si S est factoriel, alors tout mot de longueur n 4+ 1 de S correspond & un
unique mot de longueur n de S auquel on a rajouté une lettre & gauche (resp. a droite). On a

donc
psin+1)= > Iw)= > rw).

wESNA™ weESNA™

En particulier, si S est prolongeable a droite (resp. a gauche), alors sa fonction de complexité
est croissante. De méme, tout mot de longueur n + 2 est un mot de longueur n auquel on a
ajouté une lettre & gauche et une lettre a droite. Cette décomposition étant unique, on a

ps(n+2)= > e(w).

weESNA"
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Vu leur définition, la complexité des mots épisturmiens stricts est tres facile & calculer,
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.6.4. Siu € AN est épisturmien strict, alors
pu(n) = (Al = 1) -n+1.

Démonstration. Procédons par récurrence sur n € N. Si n = 0, la propriété est immédiate, le
seul facteur de longueur 0 étant €. Supposons la propriété vraie pour n et montrons-la pour
n + 1. Vu la Remarque 1.6.3, on a

pu(n+1) = Z r(w).
weFac(u)NA™

Notons v 'unique facteur de u de longueur n qui soit spécial a droite. On a alors, pour tout

w € Fac(u) N A",
T(w):{‘A’ s%w:v
1 sinon

donc
pu(n+1) =pu(n) -1+ A= (JA] = 1) - (n+1) + 1.
O
I est peut-étre moins évident de calculer la complexité des échanges d’intervalles réguliers
ou des mots dendriques a partir de leurs définitions. Cependant, il est en réalité assez aisé

d’obtenir la complexité des ensembles neutres en général. Cela nécessite juste un lemme rendu
trés rapide par des observations faites précédemment.

Lemme 1.6.5. Soit S un ensemble factoriel. Si, pour tout n € N, on note
sp=ps(n+1)—ps(n) et by, =sp+1— Sn,

alors

Sp = Z (r(w)—1) et b, = Z m(w)

weSNA™ weSNA"
pour tout n € N.

Démonstration. Le résultat découle directement de la remarque 1.6.3. De fait, on a alors

> (r(w)-1) = ( > r(w)) —ps(n) = ps(n+1) —ps(n) = s,

weSNA™ weSNA"

et

> m<w>:( 5 e<w>)—( 5 r<w>)—( 5 z<w>)+ps<n>

weSNAP weESNA" weSNAP weSNA"
=ps(n+2) —ps(n+1) —ps(n+1) +ps(n)
= Sn+1 — Sn
= b,.
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Proposition 1.6.6. Si S est neutre, alors, pour tout n € N, pg(n) = (JA| — 1)n + 113,

Démonstration. Si S est neutre, alors, pour tout w € S, m(w) = 0 donc
b, =0

et
Sn+1 = Sn

pour tout n € N. Or, par définition,
so =ps(1) —ps(0) = [A] -1

donc
ps(n+1) =ps(n) + s, =ps(n) + so =ps(n) + |A| — 1

pour tout n € N. Une simple récurrence permet de conclure. O

(13). Rappelons qu’on suppose lalphabet A minimal donc, comme S est factoriel, cela signifie que A C S.
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Chapitre 2

Cardinalité des codes bifixes dans un
ensemble neutre

Nous allons dans ce chapitre momentanément quitter le cadre des ensembles et mots den-
driques pour considérer plus généralement des ensembles neutres. Ce chapitre introduit de
nouvelles notions générales de combinatoire des mots qui seront primordiales pour la suite
telles que les codes bifixes, les mots de retour et la notion de S-degré. Nous démontrons ainsi
divers résultats concernant la cardinalité des codes préfixes et bifixes dans un ensemble neutre
récurrent. En particulier, nous montrons que tout ensemble neutre récurrent est uniformément
récurrent.

2.1 Codes préfixes, suffixes et bifixes

Dans cette section, nous introduisons les notions de codes préfixes, suffixes et bifixes qui
sont des notions fondamentales de combinatoire des mots. Nous étudions également quelques
unes de leurs propriétés élémentaires.

Définition 2.1.1. Un ensemble X C A* est un code si, pour tous Z1,...,Zn, Y1,-..,Ym € X,
on a

Tl Tp=Y1---Yym=>n=metz; =y; Vi<n.

Définition 2.1.2. Un ensemble X de mots est un code préfize si, pour tous x,y € X, x # v,
z n'est pas un préfixe de y. (V)

Un code préfixe X C S est S-mazimal s’il n’est inclus dans aucun autre code préfixe
Y CS.

On définit symétriquement un code suffize et un code suffize S-maximal.

Un code bifize est un ensemble qui est & la fois un code préfixe et un code suffixe. Il sera
S-mazimal s’il est maximal parmi les codes bifixes sur S.

Exemple 2.1.3. L’ensemble ab* = {ab™ | n € N} est un code suffixe mais pas un code préfixe.
L’ensemble ab*a = {ab™a | n € N}, lui, est un code bifixe mais il n’est pas maximal dans
{a,b}* car ab*a U {b} est un code bifixe de {a,b}* strictement plus grand.

(1). On exclut également les cas X = () et X = {e}.

21
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Tous les résultats de cette section seront exprimés pour les codes préfixes mais il est évident
qu’il existe des résultats symétriques pour les codes suffixes.

On peut faire quelques remarques concernant ces concepts que nous manipulerons abon-
damment dans la suite.

Remarque 2.1.4. Soit X un code préfixe.

1.
2.

Tout Y C X non vide est également un code préfixe.

Pour tout ensemble non vide Y tel que € ¢ Y, ’ensemble
Z=Y\YA"

est un code préfixe. En effet, si x € Y est de longueur minimale, alors x € Z donc
Z £ 0 et Z #{e}. Deplus, si x,y € Z et x € Pref(y), alors y € xA* C Y A* et la seule
possibilité est d’avoir x = y.

Tout mot w a au plus un préfixe dans X. En effet, si z,y € X étaient deux préfixes
distincts de w, alors le plus court serait un préfixe de 'autre, ce qui est absurde. La
réciproque est également vraie. En effet, si tout mot a au plus un préfixe dans X alors
c’est valable pour les éléments de X donc X est un code préfixe.

Tout w peut s’écrire de fagon unique comme w = x7...x,u o v n’a pas de préfixe
dans X et x1,...,x, € X. En conséquence, X est un code. Ce résultat peut se montrer
par récurrence sur la longueur de w. Il est évident quand w = € et sinon, soit w n’a
pas de préfixe dans X auquel cas u = w et n = 0 est la seule possibilité, soit il en a un
unique donc w = yv ol y € X et on peut conclure par récurrence sur v.

En conséquence du point précédent, si u,uv € X*, alors v € X*. On dit alors que X*
est unitaire a droite. En effet, si on note z1 ...z, la factorisation de uv par des mots
de X et si k < n est tel que u =z ...xEp ol p est préfixe propre de xy11 alors, par le
point précédent, on doit avoir p = ¢ car x € X*. En conséquence, v = g1 ... 2, € X*.

Pour tout x € X et pour tout w € A*,

(X \ {z}) U {zw}

est encore un code préfixe. En effet, comme z est un préfixe de xw, xw n’est préfixe
d’aucun mot de X \ {z} et il n’a aucun préfixe dans X \ {x} car cela signifierait qu'il
en a 2 dans X. Par un raisonnement similaire, pour tout z € Pref(X),

(X \zA") U {z}

est un code préfixe.

Proposition 2.1.5. Soient S un ensemble factoriel et X C S. Les affirmations suivantes sont
équivalentes.

1.

Tout mot w € S est préfive propre d’un mot de X ou a un préfive dans X.

2. X A* est S-dense a droite, i.e. S C Pref(XA*).
3. X est S-complet a droite, i.e. S C Pref(X™).

Si, de plus, X est un code préfixe, alors il est S-mazximal si, et seulement si, une des trois
propositions ci-dessus est vraie.
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Démonstration. L’équivalence entre les deux premiers points est immédiate car le premier
peut se réécrire

S C X AT UPref(X) = Pref(X A%).

Montrons que les points 2. et 3. sont équivalents. Il est immédiat que
S C Pref(X™) = S C Pref(XA").

Pour la réciproque, procédons par récurrence sur la longueur de w € S. Par hypothése,
w € Pref(XA*). Si w € Pref(X), le résultat est direct. Sinon, w = zu avec z € X. L’en-
semble X étant un code préfixe, x # ¢ et, par hypothése de récurrence sur u € S, on a
u € Pref(X™). On a donc bien w = zu € Pref(X*).

Si X est un code préfixe, il est S-maximal si, et seulement si, pour tout w € S\ X, X U{w}
n’est pas un code préfixe, i.e. w a un préfixe dans X ou est préfixe propre d’'un élément de X
donc on a I’équivalence avec la premiére assertion. O

C’est ce résultat que nous utilisons pour généraliser la notion de code préfixe S-maximal
dans le cas ou X € S. On dira qu'un code préfixe X quelconque est S-maximal si tout mot
de S est préfixe d'un mot de X ou a un mot de X pour préfixe.

Remarquons que si S’ C S et si X est un code préfixe S-maximal, alors X est également
S’-maximal.

Il est évident qu’un code bifixe X maximal parmi les codes préfixes ou les codes suffixes
est également maximal parmi les codes bifixes mais la réciproque est également vraie quand
S est récurrent et X est S-fin. C’est ce que nous allons montrer dans cette section.

Définition 2.1.6. Un ensemble X C S est S-fin si S\ Fac(X) est non vide.

Si ’ensemble S est infini, alors tout ensemble fini X est S-fin donc il s’agit a priori d’une
généralisation de la notion d’ensemble fini. Cependant, dans le cas d’un ensemble S uniformé-
ment récurrent, tout ensemble S-fin est fini. En effet, si X est S-fin, prenons w € S\ Fac(X).
L’ensemble S étant uniformément récurrent, il existe n € N tel que w soit facteur de tous les
mots de S de longueur n. Montrons que

X c Asnl

et donc que X est fini. Supposons qu’il existe z € X N A* pour k& > n. Par hypothése,
w € Fac(x) C Fac(X), ce qui est absurde.

Nous montrons & présent toute une série de lemme issus de [3] qui permettront de prouver
le résultat principal de cette section. Pour cela, nous devons également introduire quelques
notations.

Définition 2.1.7. Soient X un ensemble, u,v € A* et y € Pref(u). Si z € A* est tel que
yz = u, alors P, ,(y) est 'ensemble des préfixes p de u tels que I'une des deux conditions
suivantes soit vérifiée

1. peyX,

2. zop==m1...xp o0 x; € X, z € Pref(z1) \ {z1} et p € Suff(z,,) \ {zn}.
Ezemple 2.1.8. Si X = {a"b™ | n,m € N} et si u = baaba et y = ba, alors les mots p dans

Pref(u) N yX sont ba, baa,baab. Cependant, z = aba n’est préfixe propre d’aucun mot de X
donc aucun préfixe p de u ne vérifie la seconde condition.
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Si X = A% et si u = aab, y = aa, alors aucun préfixe p de u ne vérifie la premiére
condition. Pour la seconde condition, le mot z = b est de longueur 1 donc il vérifiera toujours
z € Pref(x;) \ {z1}. Etant donné que p doit étre suffixe propre d'un élément de X, on doit
avoir p € {e,a}. Selon la parité de |v|, seule une des deux possibilité sera telle que zvp € X*.
On a donc

Puu(y) = {{a} i ] = 0 mod 2,
{e} sijv|]=1 mod 2.

Ceci est cohérent avec le résultat suivant.

Lemme 2.1.9. Soient X un code préfize et u,v € A*. Pour tout y € Pref(u),

[Pup(y)| < 1.

Démonstration. Supposons avoir p,p’ € P, ,(y) et montrons qu'ils sont égaux. Traitons diffé-
rents cas suivant les conditions vérifiées par p et p’ dans la Définition 2.1.7.

1. Si p et p’ vérifient la premiére condition, alors p,p’ € yX donc il existe z, 2’ € X tels
que p = yx et p’ = ya’. Supposons sans perte de généralité que |p| > [p/|. Dans ce cas,
comme ils sont tous deux préfixes de u, p' € Pref(p) et 2/ € Pref(z). L’ensemble X
étant un code préfixe, on en conclut que z = 2’ et p = p'.

2. Sipet p vérifient la seconde condition, notons u = yz, zvp = 1 ...z, et zop’ =) ... 2.

A nouveau, nous pouvons supposer que p’ € Pref(p). Notons alors p = p'get ¢ = y1 ... yrq'
ol y; € X et ¢’ n’a pas de préfixe dans X. On a alors

/ / / /
T1...Tp =2V0Pp = 2VPQq=72T7...T,Y1-.. Ykq -

Or, X est un code préfixe donc les deux décompositions sont identiques par la Re-
marque 2.1.4. Cela signifie donc que

d=¢, n=m+k et y;=Tmi

En particulier,

p=pq=pTmi1... Tn.
Etant donné que p est un suffixe propre de z,, la seule possibilité est d’avoir m = n
donc p = p'.

3. Supposons a présent que p vérifie la premiére condition et p’ la deuxiéme. L’autre cas
est symétrique. Notons x € X tel que p = yx. Comme p est un préfixe de u = yz, on
en déduit que x € Pref(z). Or, par hypothése sur p’, z est préfixe propre d’un élément
x1 € X. Cette configuration ne peut donc pas se produire car X est un code préfixe et
z,x1 € X.

O

Ce résultat admet une réciproque partielle pour laquelle il suffit de considérer des couples
(u,v) particuliers.

Définition 2.1.10. Soient S un ensemble récurrent et X C S. On note C(X,S) 'ensemble
des couples (u,v) de mots tels que

_0#87
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- u & IFac(X),
- uvu € S.

Lemme 2.1.11. Soient S un ensemble récurrent et X C S un code suffixe S-maximal et S-fin.
Si |Pyy(y)| <1 pour tous (u,v) € C(X,S), y € Pref(u), alors X est un code préfize.

Démonstration. L’ensemble X étant S-fin, notons w € S\ Fac(X). Procédons par contraposi-
tion. Supposons donc que X n’est pas un code préfixe et montrons qu’on peut alors construire
u, v,y tels que (u,v) € C(X,95), y € Pref(u) et |Py.(y)| > 2.
Si X n’est pas un code préfixe, il existe z,2’ € X, x # ', tels que x € Pref(z’). Notons
alors ¢ tel que 2’ = xq. Comme S est récurrent, il existe ¢’ tel que zq¢'w = 2'¢’w € S. Notons
u = g¢'w. On a donc zu € S et, & nouveau, il existe ¢” tel que uq”zu € S. Posons v = ¢"x.
On a alors
- v # e car z € X est non vide étant donné que X est un code suffixe,
- u & IFac(X) car, par hypothése, w ¢ Fac(X) et w € Fac(u),
- wou = uq"zu € S

donc (u,v) € C(X,S). Cherchons y € Pref(u) tel que

| Puw(y)] = 2.
Il existe n € N, t1,...,t, € X et r € § n’ayant pas de suffixe dans X tels que
uq" =7rt1...ty.

Par la Proposition 2.1.5, étant donné que X est un code suffixe S-maximal, r doit étre suf-
fixe propre d’'un mot de X. En particulier, u ne peut pas étre un préfixe propre de r car
u ¢ IFac(X). On en déduit que r € Pref(u). On a alors deux possibilités :

1. S’il existe k < n tel que u = rty...t,_1, alors ¢ = ty...t, € X*. Posons y = u et
z = €. Dans ce cas,
w=q"vr=t... tyx.

2. Sinon, il existe k < n et 5,5’ € AT tels que
tr=s5, wu=rty...tp_15 et ¢ =stp1.. .ty
Posons y = rty...tp_1 et z = s, de sorte que yz = u. On a alors également
20 = sq”x =tg...thx

et z est un préfixe propre de t.

Montrons que € et ¢ sont deux éléments distincts de P, ,(y) dans les deux cas, ce qui contredira
I’hypothése. Comme x # x/, ¢ est non vide. Rappelons aussi que u = q¢'w donc ¢ et & sont
bien deux préfixes distincts de u. Pour p = ¢,

2op="ty...thx € XT
donc ¢ vérifie la seconde condition de la Définition 2.1.7. De méme, pour p = ¢, on a

20p=1tp.. . thxq="1ty...tya' € XT.
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Etudions a présent des conditions nécessaires ou suffisantes pour avoir P, ,(y) > 1.

Lemme 2.1.12. Soient S un ensemble récurrent et X C S S-complet a droite. Pour tous
(u,v) € C(X,9) ety e Pref(u),
P’LL,’U(y) # @-

Démonstration. Notons u = yz. Comme S est factoriel et que uvu € S, on a zvu € S. De
plus, X est S-complet & droite donc zvu € Pref(X™*). Notons w € A* et z1,...,z, € X tels
que

20UW = T ... Tp.

Si 1 € Pref(z), alors yz; € Pref(u) N yX donc yz;1 € P,,(y). Sinon, posons m < n minimal
tel que zv € Pref(xy ... zy,) et notons

ZUP =1 ... Tm-

Par construction, comme nous ne sommes pas dans le cas dégénéré ol zv = ¢, p est un suffixe
propre de x,,. En conséquence, u ne peut pas étre un préfixe propre de p car cela signifierait
que u € IFac(X), ce qui contredit le fait que (u,v) € C(X,S). Etant donné que p € Pref(uw),
on a donc p € Pref(u). Par hypothése, z est un préfixe propre de z1 donc p vérifie la seconde
condition de la Définition 2.1.7 et P, ,(y) # 0. O

Lemme 2.1.13. Soient S un ensemble récurrent et X C S S-fin. Si pour tous (u,v) € C(X,5)
et y € Pref(u),

Puo(y) #0,

alors X est S-complet a droite.

Démonstration. Par la Proposition 2.1.5, montrons que tout x € S est préfixe d'un mot de X
ou a un mot de X pour préfixe. Notons w € S\ Fac(X). L’ensemble S étant récurrent, il existe
q € A* tel que zquw € S. Posons u = zqw. A nouveau, il existe v € AT tel que wvu € S.?
Comme w ¢ Fac(X), u & IFac(X) donc (u,v) € C(X,S). Par hypothése, pour y = ¢, il existe
p € Puu(y).
1. Sip € eX = X, alors la conclusion est immédiate car x et p sont tous deux des préfixes
de u.
2. Siuvp =x1...T, oU u est un préfixe propre de x1, alors = est également un préfixe de
x1 donc on peut conclure.

O

Nous énoncons ici simplement les résultats équivalents a ces quatre lemmes mais concernant
les suffixes.

Définition 2.1.14. Soient X un ensemble, u,v € A* et s € Suff(u). Si p € A* est tel que
ps = u, alors P, ,(s) est 'ensemble des suffixes z de u tels que 1'une des deux conditions
suivantes soit vérifiée

1. z € Xs,

2. zop=1x1...xp 00 x; € X, z € Pref(z1) \ {z1} et p € Suff(z,) \ {z,}.

(2). Siuu € S, il suffit de considérer u’ = uu; pour s’assurer que v soit non vide.
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Remarque 2.1.15. Si u = yz = ps, alors
p € Pup(y) & 2 € P (s).
En effet, les secondes conditions des deux définitions sont identiques et
P=Yr & U=Yyrs & z=ITS.
Lemme 2.1.16. Soient X un code suffize et u,v € A*. Pour tout s € Suff(u),
P, (s)] < 1.

Lemme 2.1.17. Soient S un ensemble récurrent et X C S un code préfize S-mazimal et
S-fin. Si |P, ,(s)] <1 pour tous (u,v) € C(X,S), s € Suff(u), alors X est un code suffize.

Lemme 2.1.18. Soient S un ensemble récurrent et X C S S-complet a gauche. Pour tous
(u,v) € C(X,9) et s e Suff(u),
PL(5) 0.

Lemme 2.1.19. Soient S un ensemble récurrent et X C S S-fin. Si pour tous (u,v) € C(X,5)
et s € Suff(u),
Py ,(s) # 0,

alors X est S-complet a gauche.
Ces huit lemmes permettent de montrer le résultat suivant.

Proposition 2.1.20. Soient S un ensemble récurrent et X C S un code préfize S-mazimal
et S-fin. L’ensemble X est un code suffize st, et seulement si, X est S-complet a gauche.

Démonstration. Soient (u,v) € C(X,S). Par les Lemmes 2.1.9 et 2.1.12, étant donné que X
est S-complet a droite par la Proposition 2.1.5, pour tout y € Pref(u),

‘Pu,v(y” =1

Notons alors
Yy : Pref(u) — Pref(u) y— pou P,,(y) = {p}.

Si X est un code suffixe, par le Lemme 2.1.16 et par la Remarque 2.1.15, pour tout
p € Pref(u), il existe au plus un y € Pref(u) tel que

P = Puw(y)-

Autrement dit la fonction ¢, , est injective. L’ensemble Pref(u) étant fini, il s’agit alors d’une
bijection. Pour tout p € Pref(u), il existe donc y € Pref(u) tel que p = ¢y (y), ce qui se
traduit par

Vs e Suff(u) P, ,(s) #0

via la Remarque 2.1.15. C’est valable pour tous (u,v) € C(X,S) donc, par le Lemme 2.1.19,
X est S-complet a gauche.

Réciproquement, par le Lemme 2.1.18, si X est S-complet a gauche, la fonction ¢, ., est
surjective donc elle est injective. On en déduit, par le Lemme 2.1.17, que X est un code
suffixe. O
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Nous pouvons & présent montrer qu'un code bifixe S-maximal X est également maximal
parmi les codes préfixes et les codes suffixes, a condition que S soit récurrent et que X soit

S-fin.

Proposition 2.1.21. Soient S un ensemble récurrent et X C S un ensemble S-fin. Les
affirmations suivantes sont équivalentes.

1.

S S o

L’ensemble X est un code bifize S-mazximal.

L’ensemble X est un code préfize S-complet a gauche.

L’ensemble X est un code suffixe S-complet a droite.

L’ensemble X est un code préfize S-maximal et un code suffixe S-mazimal.
L’ensemble X est un code bifize S-maximal parmi les codes préfizes.

L’ensemble X est un code bifize S-maximal parmi les codes suffizes.

Démonstration. Les implications 5 = 1 et 6 = 1 sont immédiates, de méme que 4 = 5 et
4 = 6. De plus, les affirmations 2 et 3 sont symétriques donc montrons uniquement 1 = 2 = 4.
1=2: Si X est S-maximal parmi les codes suffixes, la conclusion découle directement

de la Proposition 2.1.5. S’il est S-maximal parmi les codes préfixes, on peut conclure
directement grace & la Proposition 2.1.20. Si X n’est ni maximal parmi les codes pré-
fixes, ni parmi les codes suffixes, alors il existe z,y € S\ X tels que X U {z} soit un
code préfixe et X U {y} un code suffixe. L’ensemble S étant récurrent, il existe w € S
tel que zwy € S. Dans ce cas, X U{zwy} est un code bifixe par la Remarque 2.1.4, ce
qui est absurde.

2= 4: Posons

2.2

Y =X\ ATX.

Comme Y C X, il s’agit d'un code préfixe par hypothése. De plus, par la Remarque 2.1.4,
c’est un code suffixe. Montrons qu’il est S-maximal parmi les codes suffixes. On a

AYY = A*X

donc on peut conclure par la Proposition 2.1.5 car X est S-complet & gauche donc A* X
est S-dense & gauche. Montrons & présent qu’il est S-maximal parmi les codes préfixes.
Pour cela, il suffit que X soit S-complet & droite, ce qui est effectivement le cas par
la Proposition 2.1.20. Or, Y C X et X est un code préfixe. On a donc Y = X, ce qui
permet de conclure que X est S-maximal parmi les codes préfixes et les codes suffixes.

O

Premiers résultats sur la cardinalité

Nous montrons ici un résultat concernant la cardinalité d’'un code préfixe en fonction
des prolongements a droite de ses préfixes propres. Un résultat symétrique peut étre obtenu
concernant les codes suffixes et les prolongements a gauche de leurs suffixes propres.

Définition 2.2.1. Soit f: S — [0, 4+o00[. On notera, pour tout X C S fini,

F) = fa).

zeX
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On étend cette définition a tout X C S par )
F(X) = lim f(X A=),
n—oo
ce que nous noterons parfois abusivement
FX) =Y f(x)
zeX

méme dans le cas ou X est infini. Remarquons que cette limite existe toujours mais qu’elle
n’est pas forcément finie. En effet, f est a valeurs positives donc

F(X MASTHY > f(X 0 AS™)
et f(X) est la limite d’une suite croissante.
Par exemple, dans le cas de la fonction |- | : 2 — 1, | X| correspond bien au cardinal de X.

Lemme 2.2.2. Soit X un code préfize. Notons P l’ensemble des préfizes propres de X et,
pour tout ¢ € P, a(q) = rxup(q) — 1. Si X est non vide, alors

X[ =1+ alq).
qeP
Démonstration. Notons
Ck:XﬂAk, Pk:PﬂAk, Cgk:UCi et ng:UPi-
i<k i<k
On a alors
Crr1U Pry1 = {qa | q € Pr,a € Rxup(q)}
donc, comme Cy4q et Py sont disjoints (car X est un code préfixe),
Chral + [Pegal = D rxur(a).
qEPy

Par définition de «, on obtient

|Chsal + [Pegal — [Pel = D alg)

q€P;
pour tout £ € N. On a alors, pour tout K € N,
K
> alg) = (ICkal + | Peral — [Pxl)
q€P<k k=0

= |C<k 1| + |Pr 11| — | Po|
= |C<rx 1|l + [P — 1

car X est non vide. Donc (4

ICarcn| + Pl =1+ Y alg)
q€P<Kk

(3). On note ASM = UiSnAi.

(4). Remarquons que cette égalité peut aussi étre obtenue en considérant la restriction a la profondeur K de
Parbre ayant pour sommets les mots de X et P et pour arétes les couples (u,v) pour lesquels il existe a € A
tel que v = ua.
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- Si X est fini, alors, pour K = max{|w||w € X} —1,0on a
X =C<ky1, Pry1=0 et P=Pcg

donc

X[ =1+ a(q).

qeP

- Si X est infini, par la remarque suivant la Définition 2.2.1, on a
‘X‘ = lim |C§K+1|.
K—oo
De plus, | P 1] est positif donc (®)

[ X = lim |C<gi1]+ |[Pr+1]
K—o0

i S
qeEP<k

=14+ ag).

qeP

O

Proposition 2.2.3. Soient S un ensemble factoriel (non vide) et X C S un code préfize
S-mazimal. Si P est [’ensemble des préfives propres de X, alors

(X =1+ (rs(a) = 1).

qeP

Démonstration. Vu le lemme précédent, montrer que Rxyp(q) = Rs(q) pour tout g € P est
suffisant pour conclure. Comme S est factoriel, X UP C S donc Rxyup(q) C Rg(q). Montrons
lautre inclusion. Soit @ € Rg(q). Si ga ¢ X U P, alors X U {ga} est un code préfixe. En effet,
les préfixes propres de ga sont préfixes de ¢ € P donc ils sont également dans P. Comme X
est un code préfixe, ils ne peuvent pas étre dans X. De plus, ga ¢ P donc il ne peut pas étre
préfixe propre d’un élément de X. C’est donc absurde car X est maximal. O

Remarquons qu’il suffisait que S soit stable pour les préfixes et pas factoriel pour avoir ce
résultat.

2.3 Mots de retour

Nous introduisons a présent le deuxiéme nouveau concept de ce chapitre : les mots de
retour d’'un mot w dans un ensemble factoriel.

Définition 2.3.1. Soit S un ensemble factoriel. Pour tout w € S\ {¢}, 'ensemble des mots
de retour de w est

Ils(w) = {u€ A" | wu € S,w € Suff(wu)},

(5). Comme a(q) > 0 pour tout ¢ € P, on peut utiliser les notations introduites dans la Définition 2.2.1.
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I’ensemble des mots de premier retour de w est
Rs(w) ={u € A" | wu € S,w € Suff(wu) \ [Fac(wu)}
et 'ensemble des mots de premier retour complets de w est
CRs(w) ={wu e S|uec A", w € Suff(wu) \ [Fac(wu)}.

Les deux premiers termes sont parfois accompagnés de la locution « & droite » pour les
distinguer des notions symétriques

Iy(w) := {u € A" |uw € S,w € Pref(uw)} = {u € A" | uw € wl'g(w)}
et
Ris(w) = {u € AT | uw € S,w € Pref(uw) \ [Fac(uw)} = {u € AT | uw € wRs(w)}

qui, elles, sont qualifiées de « & gauche ». Dans ce travail, nous travaillerons majoritairement
avec les mots de (premier) retour a droite mais, moyennant ’adaptation des preuves, les
résultats seront également vrais pour les mots de (premier) retour a gauche.

Ces notions peuvent également étre définie pour un mot infini u en considérant I’ensemble

Fac(u).
Exemple 2.3.2. Pour rappel, le mot de Tribonacci (Exemple 1.4.7) est le mot

x = abacabaabacababacabaabacabac - - -
Deux occurrences successives de a étant soit consécutives, soit séparées par un b ou un ¢, on a
R.(a) = {a,ba,ca}, CR,(a)= {aa,aba,aca} et R, (a)={a,ab,ac}.
On peut aussi remarquer que les mots
acab, aab, ab, acabaab, abacab, aabacab, aabacabab, . . .

sont des mots de retour (& droite) pour ab. Les trois premiers sont mémes des mots de premier
retour. Nous montrons plus loin dans ce chapitre que ce sont les seuls mots de premier retour
pour ab dans le mot de Tribonacci.

Faisons & présent quelques observations plus ou moins immédiates concernant ces concepts.
Remarque 2.3.3.
1. Si S est récurrent, aucun des trois ensembles de la Définition 2.3.1 n’est vide.

2. Il y a évidemment une bijection entre Rg(w) et CRs(w) puisque
CRs(w) = wRg(w)

mais les deux notations seront utilisées dans la suite.

3. Remarquons que Rg(w) et CRs(w) sont des codes préfixes. De fait, si x,y € Rg(w)
sont tels que = est préfixe propre de y, alors w est suffixe propre de wz qui est préfixe
propre de wy donc w est facteur interne de wy, ce qui est absurde. Le raisonnement
pour CRg(w) est le méme.
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4. Tout mot de retour se factorise en mots de premier retour, i.e I's(w) C (Rg(w))*.
De fait, si u € I'g(w), alors notons zg < --- < x, les indices de fin des différentes
occurrences de w dans wu. Par définition, zg = |w| et z, = |wul. Si u; = (W) [3,41,2,,,]
pour tout ¢ < n, alors

U=ug...Up-1-
De plus, par définition, w € Suff (wu;) \ IFac(wu;) donc u; € Rg(w) et u € (Rg(w))*.

5. Si S est récurrent, 'ensemble Rg(w) est méme un code préfixe w~!S-maximal car,
pour tout v € w19, il existe v € S tel que wuvw € S donc u est préfixe d’'un mot de

retour pour w et, par le point précédent, est soit préfixe d’un mot de premier retour,
soit a un mot de premier retour pour préfixe.

6. On a
CRs(w) =CRa+(w)N S

et
u € Rg(w) & ue Ry-(w) et wu € S.

Les mots de premier retour sont liés au concept de récurrence de la fagon suivante.

Proposition 2.3.4. Un ensemble récurrent S est uniformément récurrent si et seulement si
Rs(w) est fini pour tout w € S\ {e}.

Démonstration. Supposons S uniformément récurrent. Soit w € S. Par définition, il existe
n € N tel que w soit facteur de tout mot de S N A™. Pour tout u € A”", w est facteur non
suffixe (®) de u donc u n’est pas un mot de premier retour. On a alors

Rs(w) C AST
qui est fini. Réciproquement, si Rg(w) est fini, alors posons
n =max{|u| [ u € Rg(w)}.

Montrons que w est facteur de tous les mots de S N A"l Soit w € § N A"l Comme S
est récurrent, il existe v,v’ € S tel que wvuv'w € S. Par définition de n, deux occurrences
consécutives de w dans wvuv’'w sont le décalage 'une de l'autre d’au plus n lettres. Vu la
longueur de u, w est bien facteur de wu. O

Il existe bien évidemment un résultat identique pour CRg(w).

2.4 Reécurrence dans les ensembles neutres

Dans le cadre d’un ensemble neutre récurrent, le cardinal de ’ensemble des mots de premier
retour est connu, comme nous le montrons dans cette section. Ceci nous permet alors d’affirmer
que tout ensemble neutre récurrent est uniformément récurrent.

Commencons par montrer un résultat tiré de [4]. Ce résultat concerne a l'origine les distri-
butions de probabilité. Nous n’abordons pas ce sujet ici mais nous invitons le lecteur intéressé
a consulter [4] pour plus d’informations sur les distributions de probabilité.

(6). On entend par 1a que w peut éventuellement étre suffixe de u mais qu’il doit apparaitre & un autre
endroit donc soit comme préfixe, soit comme facteur interne.
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Lemme 2.4.1. Soit S un ensemble factoriel et soit w: S — [0, 4+00] une application telle que,
pour tout w € S,

Z m(aw) = w(w).

a€L(w)

Si X C S est un code suffize, alors
m(X) < 7(e).

Si, de plus, X est fini et S-mazimal, alors on a l’égalité.
Démonstration. Commencons par faire remarquer que, pour tout w € S,
AwnS= |J {aw}
a1 €L(w)
donc, comme S est factoriel, on a

A*wn S = U Aaywn S
a1€L(w)

= U U {aza1w}

a1€L(w) az€L(a1w)

ot I'union est disjointe. On peut étendre ce résultat & A¥w pour tout k € N. On a alors

m(Afwn §) = Z m(x)

z€AkwNS

= Z Z Z m(ag . ..azaqw)

a1€L(w) a2€L(a1w) ar€L(ag—_1...a2a1w)

= Z Z Z m(ag—_1...a2a1wW)

a1€L(w) az€L(ai1w) ax_1€L(ag_2...aza1w)

= Z m(aw)

a1€L(w)
= 7(w) (2.1)

par hypothése sur .
Passons maintenant & la preuve proprement dite et supposons X fini dans un premier
temps. Dans ce cas, notons
n = max{|w| | w € X}.

Pour tous z,y € X tels que x # y, on a
A2l A An—ly\y — (.

De fait, sinon, il existerait un mot w ayant x et y comme suffixes, ce qui contredit le fait que
X est un code suffixe. On a donc

J@Fzns)ycarns
rzeX
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ou l'union est disjointe, ce qui implique

m(X) =) ()

zeX
= w(AFlzns) par (2.1)
zeX
=7 < U (An el 0 S)) car I'union est disjointe
reX
<m(A"NS)
= m(e) par (2.1).

Pour avoir I'égalité, il suffit d’avoir
U@ ang)y=amns. (2.2)
zeX

Montrons que c’est le cas quand X est S-maximal. L’égalité (2.2) est équivalente & demander

que tout mot de A”NS ait un suffixe dans X. Or, les mots de A”N.S ne peuvent pas étre suffixes

propres d’éléments de X par définition de n. On a donc la conclusion par la Proposition 2.1.5.
Dans le cas ou X est infini, par la Définition 2.2.1, on a

m(X) = lim 7(X N AS"™)
n—0o0
< m(e)
car X N AS" C X est soit vide, soit un code suffixe fini. O

Nous pouvons & présent démontrer le résultat principal de cette section.

Théoréme 2.4.2. Soit S un ensemble neutre récurrent. Pour tout x € S\ {e},
[CRs(z)| = |A].

Démonstration. Soit x € S. Reprenons les notations du lemme 2.2.2 pour X = CRg(x).
Remarquons que, comme S est récurrent, X # (). Si P’ désigne I'ensemble des préfixes propres
de x, alors P’ C P et, pour tout ¢ € P,

a(q) =rxup(q) =1=0 (2.3)

car, pour tout a € A, qa € X U P si et seulement si ga est préfixe de x donc il n’y a qu’une
valeur possible pour a. Notons Y = P\ P’. On a alors

Y={zweS|Iv#etq zwve X}
={zw e S| v #e tq x € Suff(zwv) et z ¢ IFac(zwv)}
= {:L‘w es ’ T & Fac(az[27|xuw)}

car S est récurrent. (") Montrons que, pour tout ¢ € Y,

Rxup(q) = Rs(q). (2.4)

(7). Plus précisément, pour tout w € S tel que zw € S, il existe v € S tel que zwv'z € S. 1l suffit alors de
prendre comme v le préfixe de v’z de longueur minimale tel que x € Suff (zwv).
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Pour cela, procédons par double inclusion. Si a € Rxyup(q), alors ga € S car S est factoriel
donc X UP C S. On a donc bien a € Rg(q). Réciproquement, si a € Rg(q), alors ga € S
donc, comme S est récurrent, il existe u € S tel que

qauqa € S.
Etant donné que ¢ € Y, il existe w € S tel que ¢ = zw. On a donc
rwaur € S

car S est factoriel. Autrement dit, waux est un mot de retour pour z. Le mot z n’est pas
facteur de
L(2,||W

car ¢ € Y. Donc, si v’ est le plus petit préfixe (éventuellement vide) de uz tel que
r € Suff(zwau’),
alors zwau' est un mot de premier retour complet pour x donc

qa = zwa € X UP

et a € RXup(q).
En conséquence, par le Lemme 2.2.2, on a (®)

XI=1+) ale)

qeP

=14+ ) alg)+ ) alg)

qeP’ qeY

=1+ (rxup(g) — 1)

qeY

=14 Y (rs(a) - 1)

qeyY

vu (2.3) et (2.4).
Notons
m(g) :=7rs(q) =120

pour tout ¢ € S. L’ensemble S étant neutre, on a

m(q) =7rs(q) — 1
= es(q)

(8). Méme remarque que dans la note (5).
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Montrons que Y est un code suffixe. Par I'absurde, supposons avoir u,v € Y tels que u soit
un suffixe propre de v. Par définition de Y, x est un préfixe de u donc un facteur de vy |}, ce
qui est absurde car v € Y.

Les hypothéses du Lemme 2.4.1 sont vérifiées pour w et Y donc

> (rs(g) —1) < w(e) = |A| - 1,

qeYy

ce qui implique
| X] < [A].

En particulier, X est fini donc P et Y aussi. Montrons que Y est S-maximal pour pouvoir en
déduire ’égalité en appliquant la deuxiéme partie du Lemme 2.4.1. Soit w € S\ Y. Montrons
que Y U{w} n’est pas un code suffixe. Comme S est récurrent, il existe u € S tel que zuw € S.
Si y est le plus court suffixe de zuw ayant x comme préfixe, alors y € Y par définition de Y.
De plus, soit il est suffixe de w, soit il a w pour suffixe. Dans tous les cas, Y U {w} n’est pas
un code suffixe si y # w. Or, si y = w, alors w € Y, ce qui est absurde. On a donc, par le
Lemme 2.4.1,
X[ =) (rs(q) = 1)+ 1= 4]

qeyYy

Corollaire 2.4.3. 5i S est neutre et récurrent, alors S est uniformément récurrent.

Démonstration. Pour tout x € S\ {e}, par le théoréme précédent, CRg(x) est fini donc S est
uniformément récurrent vu la Proposition 2.3.4. O

Ezxemple 2.4.4. Le mot de Tribonacci étant neutre et récurrent, ce résultat nous dit que tout
facteur du mot de Tribonacci x aura exactement 3 mots de premier retour dans Fac(z), ce qui
justifie ce que nous avons affirmé dans 'Exemple 2.3.2.

2.5 S-degré et Théoréme de cardinalité

Nous continuons & nous intéresser a la cardinalité de codes inclus dans une ensemble neutre
récurrent mais en se penchant cette fois-ci sur les codes bifixes. Pour cela, nous définissons
les notions de découpages et de S-degré en montrons certaines de leurs propriétés avant de
montrer le résultat principal.

Définition 2.5.1. Un découpage d’un mot w par rapport & un ensemble X est un triplet
(u, z,v) de mots tels que

- w = uTv,

- u n’a pas de suffixe dans X,

-z e X*,

- v n’a pas de préfixe dans X.
On note dx (w) le nombre de tels découpages.

Ezemple 2.5.2. Le seul découpage possible pour le mot € est donné par (e,¢,¢). Ce n’est un
découpage que si € ¢ X. En réalité, si € € X, alors il est impossible de trouver un mot n’ayant
pas de suffixe dans X donc

ox(w) =0, Ywe A"
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On considérera donc que € € X (ce qui est immédiat si X est un code préfixe ou suffixe).

Dans ce cas, pour tout mot w, il existe x € X* et v n’ayant pas de préfixe dans X tels
que w = zv. Un découpage trivial de w est donc donné par (e, z,v). De fagon symétrique, w
a également un découpage de la forme (u,2’,£). On a donc

Sx(w) >2, Ywd X"

Proposition 2.5.3. Soit X un code préfize. Pour tout mot w, il existe une bijection entre
les découpages de w par rapport a X et les préfizes de w n’ayant pas de suffizes dans X. En
particulier, pour tout a € A,

dx (w) st wa € A*X,
dx(w)+1 sinon.

Ox(wa) = {

De plus, si X est un code bifize,
ox(w) = w|+1-{(z,y,2) |y € X,zyz = w}|.

Démonstration. A un découpage (u,z,v), on peut associer u qui est un préfixe de w n’ayant
pas de suffixes dans X. Réciproquement, si u est un tel préfixe, notons w = ww'. Par la
Remarque 2.1.4, w’ se décompose de fagon unique en w’ = xv ot # € X* et v n’a pas de
préfixe dans X. On peut donc associer le triplet (u,z,v) & u. On a alors

dx(wa) = |{u € Pref(wa) | u ¢ A*X}|
) {u € Pref(w) [u & A* X} siwa € A*X
| {u € Pref(w) | u & A*X}|+1 sinon

B {(5X(w) siwa € A*X

dx(w)+1 sinon.

De plus, a toute factorisation zyz de w telle que y € X, on peut faire correspondre le
préfixe u = xy de w ayant un suffixe dans X . Réciproquement, si X est un code suffixe, a tout
u € Pref(w) N A*X correspond un unique y € X N Suff(u) donc une unique factorisation zyz
de w telle que u = xy et y € Y. On a alors

|w| + 1 = |Pref(w)|
= dx(w) + |[{u € Pref(w) N A* X }|
= ox(w) + {(z,9,2) | y € X,zyz = w},

ce qui permet de conclure dans le cas ot X est un code bifixe. O
On a un résultat symétrique en inversant les notions de préfixe et suffixe.
Proposition 2.5.4. Soit X un code bifivze. Pour tous mots w, u et v,
dx (w) < dx(uwv).

De plus, si u,v # € et uwv € X, linégalité est stricte.
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Démonstration. Soit (u',z,v") un découpage de w. Par la Remarque 2.1.4, il existe d’uniques
u” n’ayant pas de suffixe dans X et y € X* tels que uu’ = u”y. De méme, il existe d’uniques
v” n’ayant pas de préfixe dans X et z € X* tels que v'v = z0v”. On peut donc associer a
(v, z,v") le découpage (u”, yrz,v") de uwv, d’on I'inégalité.

Si w, v sont non vides et si uwv € X, alors le découpage (€, uwv, €) de uwv ne peut pas étre
obtenu par le procédé décrit ci-dessus & partir d’'un découpage de w donc il y a strictement
plus de découpages de uwv que pour w. O

Définition 2.5.5. Soit .S un ensemble factoriel. Le S-degré d’un ensemble X est

ds(X) := max dx (w).

Exemple 2.5.6. Soit S un ensemble factoriel infini. Pour tout n € N, ’ensemble SN A™ est de
S-degré n. En effet, pour tout w € S, dgnan(w) est le nombre de préfixes de w n’ayant pas de
suffixes dans S N A™. Or, comme S est factoriel, on a les égalités suivantes

{u € Pref(w) | Suff(u) NS N A" =0} = {u € Pref(w) | Suff(u) N A" = 0}
= {u € Pref(w) | |u| < n}

donc
dsnan(w) = min(n, |w| + 1)

et

ds(SNA") = wg}gcmin(n, |lw|+1)=n

car S est infini.

Exemple 2.5.7. Si A est 'alphabet minimal de S, ’ensemble A est 'unique code bifixe dont
le S-degré vaut 1. En effet, si X est un code bifixe de S-degré 1, étant donné que (e,¢,¢) est
I'unique découpage de &, on doit avoir, pour tout a € A,

1>dx(a) >dx(e) =1,

ce qui, par la Proposition 2.5.3, implique que a € A*X donc que A C A*X. Comme € ¢ X,
on en déduit que A C X. On trouve donc bien X = A car X est un code bifixe.

On peut se convaincre rapidement que, si n € Ny I’ensemble S N A™ est un code bifixe
S-maximal. L’Exemple 2.5.6 a permis de constater que son S-degré était fini et que, pour tout
w € S,

dsnan(w) < dg(SNA") & |w+1<n
s |lwl<n-2
< w € [Fac(SNA").

Ce résultat n’est pas uniquement vrai pour S N A™, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.5.8. Soit S un ensemble récurrent. Un code bifire X C S est S-maximal S-fin
si, et seulement si, le S-degré dg(X) est fini. Dans ce cas, on a

[Fac(X) ={w e S| dx(w) < ds(X)}.
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Démonstration. Supposons que X est un code bifixe S-maximal et S-fin. I’ensemble X étant
S-fin, il existe u € S\ IFac(X). Soit w € S. Montrons que dx(w) < dx(u) car on pourra en
déduire que dg(X) est fini. L’ensemble S étant récurrent, il existe v tel que wvw € S. Par la
Proposition 2.1.5, on a alors

F =S\ A*X = Suff(X)\ X

car X est également S-maximal parmi les codes suffixes par la Proposition 2.1.21. Comme u
n’est pas un facteur interne de X, il ne peut pas étre préfixe propre d’'un mot de F. On a
donc, par la Proposition 2.5.4 pour les mots w, uv et ¢,

Ox(w) < dx(uvw)
= |F N Pref(uvw)|
= |F N Pref(u)|
= dx(u).

En conséquence, dg(X) = dx(u). Ce résultat étant vrai pour tout u € S\ IFac(X), on a
S\IFac(X) C{weS|dx(w)=ds(X)}
ou, de fagon équivalente,
{we S| dx(w) <ds(X)} C IFac(X).
Montrons I'autre inclusion. Soit w € IFac(X). Notons u,v € AT tels que uwv € X. On a
Ix(w) < dx(uwv) < dg(X)

par la Proposition 2.5.4.
Réciproquement, supposons dg(X) fini. Il existe alors w € S tel que dx(w) = dg(X).
Montrons que w ¢ IFac(X). Par 'absurde, s’il existe u,v € A" tels que uwv € X, alors, par

la Proposition 2.5.4,
dx (uwv) > dx(w) = dg(X),

ce qui est absurde. Comme S est biprolongeable, il existe a,b € A tels que awb € S mais
awb & Fac(X), ce qui permet d’en déduire que X est S-fin. Montrons que X est S-maximal.
Par les Propositions 2.1.5 et 2.1.21, il suffit de montrer que S C Pref(X A*). Soit u € S. On
peut supposer u # ¢ car, dans le cas contraire, la conclusion est immédiate. L’ensemble S
étant récurrent, il existe v € S tel que uvw € S. On a alors, si u = au/, a € A,

Sx (au'vw) > 6x (u'vw) > dx(w)

donc
dx (av'vw) = dx (u'vw) = dx (w).

Par la Proposition 2.5.3, uvw € X A* donc u € Pref(X A*). O
Lemme 2.5.9. Soient S un ensemble factoriel biprolongeable (non vide) et N € N. Si
a,m: SNASN - [0, 400

sont tels que, pour tout w € S N ASN,



40 CHAPITRE 2. CARDINALITE DES CODES BIFIXES

- st w| < N,
r(w)= > wlaw),
a€L(w)
- siJw| =N,
d= Z a(u)
ueSuff(w)

pour d € [0, +oo] fizé,
alors
wESNASN

Démonstration. Procédons par récurrence sur la valeur de N. Si N = 0, alors SNASY = {e} et
a(e) = d donc la conclusion est immédiate. Supposons le résultat vrai pour N et montrons-le
pour N + 1. Si aw € SN AN+, remarquons que

alaw) =d — Z a(u)

ueSuff (w)

ne dépend pas de a. On peut donc définir, pour tout w € SN AN, m(w) = alaw) pour
a € L(w) quelconque et, pour tout w € SN ASN,

a(w) sinon.

{a(w) +m(w) si|w| =N,

Cherchons & appliquer 'hypothése de récurrence. Il est évident que 7 restreint a SN AN vérifie
la premiére condition et o’ vérifie la seconde pour N. On a donc

dn(e)= Y o (w)m(w)

weSNASN

= Y awrw+ Y mw)m(w)
weSNASN weSNAN

= Z a(w)m(w) + Z Z a(aw)(aw)
weSNASN weSNAN aeL(w)

= Z a(w)m(w).

weSNASN+1

O

Nous pouvons & présent démontrer ce que nous appelons le Théoréme de cardinalité. Il
permet d’exprimer le cardinal d’un code bifixe S-maximal en fonction de son S-degré dans le
cadre d’un ensemble neutre et récurrent S.

Théoréme 2.5.10 (Théoréme de cardinalité). Soit S un ensemble neutre récurrent. Si X C S
est un code bifixe S-mazimal et S-fin, alors

[ X[ =1+ ds(X)(|A] - 1).
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Démonstration. Comme S est uniformément récurrent par le Corollaire 2.4.3, tout ensemble
S-fin est fini par la remarque suivant la Définition 2.1.6 donc X est fini. Posons

N = max{|w| | w € X},

m(w) =rg(w) —1,
et
a(w) = 1p(w)

ou P est I’ensemble des préfixes propres de X. Par un raisonnement fait dans la démonstration
du Théoréme 2.4.2, 7 vérifie les hypothéses du Lemme 2.5.9. Montrons que c’est également le
cas de a. Soit w € AN, Par définition de N, w ¢ IFac(X). On a alors

d:=dg(X) = dx(w)
= |{u € Suff(w) | u g XA}
= {u € Suff(w) | u € P}

= Z a(u)

ueSuff(w)

car S est un code bifixe S-maximal donc également un code préfixe S-maximal. On a alors
ds(X)(JA] = 1) = ds(X)7(e)
= Z a(w)m(w)

weSNASN

= (rs(w)—1)

weP
= |X|-1.

par le Lemme 2.5.9 et la Proposition 2.2.3, 0
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Chapitre 3

Groupe libre et mots de retour dans
un ensemble dendrique

Ce chapitre introduit de nouvelles notions telles que le groupe libre associé & un alphabet,
le graphe de Rauzy d’un ensemble et le groupe décrit par un graphe. Nous utilisons ici ces
concepts pour montrer que, dans le cas d’un ensemble dendrique récurrent, I’ensemble des
mots de premier retour pour un mot quelconque est une base du groupe libre. Ce résultat,
appelé Théoréme de retour, est capital pour la suite du travail.

3.1 Groupe libre sur un alphabet

Il est immédiat que ’ensemble des mots sur un alphabet muni de 'opération de concaté-
nation est un monoide. On peut étendre ’alphabet et la notion de concaténation pour obtenir
un groupe. C’est ce qu’on appelle le groupe libre sur un alphabet donné.

Définition 3.1.1. Soit A un alphabet. On peut lui associer un autre alphabet noté A~! qui
contient le symbole a~! pour tout a € A. On définit alors la relation d’équivalence = sur
(AU A=H* qui respecte la concaténation, i.e

u=zetv=y=uv=ay

et telle que

pour tout a € A. Un mot est réduit si, pour tout a € A, il ne contient aucun facteur de la
forme aa~! ou a~'a. En particulier, les mots de A* et de (A~!)* sont réduits.

Dans chaque classe d’équivalence, il existe un unique mot réduit w. On dira alors que
ce mot est la réduction de tous les mots de sa classe, ce qu’on notera w = p(u) pour tout

u € [w]=.

Définition 3.1.2. Le groupe libre F4 sur I'alphabet A est I’ensemble des mots réduits de
(AU A7Y)* muni de I'opération binaire

D (u,v) = u-v = p(uv).

43
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Le neutre est alors € et I'inverse de u = ay ... ap, a; € AU A™! pour tout i, est le mot

-1 _ -1 ~1
u o =a, ...ay ,

a condition d’avoir imposé (a=1)~! = a pour tout a € A. Remarquons que u est réduit si, et
seulement si, u~! lest. Il s’agit donc bien d’un groupe. De plus, si u,v € A*,

u-v=1uv

donc l'opération - est bien une extension de 'opération de concaténation.
Les deux définitions qui suivent sont des notions habituelles d’algébre et ne devraient donc
pas surprendre.

Définition 3.1.3. Soit X C Fy. Le sous-groupe engendré par X, noté (X), est
(X) ={p(z) |z e (XUX)}

ou
X t={ztzeX)

Définition 3.1.4. Un ensemble X C F est libre si, pour tous z1,...,z, € X UX ! tels que
Xg 75 a;;-i}la
T1:... Tp=c=>n=0.

3.2 Généralités sur les groupes libres

Il existe une approche plus abstraite des groupes libres en algébre universelle. Nous ne
rentrons ici pas dans les détails et ne faisons que donner un bref apercu de cette autre approche.
Le lecteur intéressé est invité a consulter [15].

Définition 3.2.1. Le groupe F est libre de base X C F si pour toute fonction ¢ de X dans
un groupe H, il existe une unique fagon d’étendre ¢ en un homomorphisme de F' dans H.

L’utilisation du terme base n’est pas anodine puisque ce concept est en réalité similaire a
ce qu’on pourrait trouver dans les espaces vectoriels, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 3.2.2. Soient (F, - &) un groupe et X C F. Le groupe F est libre de base
X si, et seulement si, X engendre F et il n'existe pas de produits triviauz, i.e. pour tous

T, ... Tp € X UX! tels que xi#mi;ll,

1 ... Ty =€=>n=0.

Démonstration.
= Remarquons que si X n’engendre pas F, alors il existe w € F'\ (X UX ~!)*. L’extension
de ¢ : X — H n’est alors pas unique car on peut obtenir une extension pour n’importe
quelle valeur de ¢(w) € H.
Si X engendre F', montrons qu’il n’existe pas de produit trivial. Procédons par 1’ab-
surde et supposons qu'il existe z1,...,2, € X UX 1, n > 0, tels que x; # Jc;ll et
r1-... Ty, = €. On a alors

e =€) = (1) ... p(zn)

si  est un homomorphisme entre F' et H. Or, cette égalité n’est pas vraie pour toute
fonction ¢ : X — H donc X n’est pas une base de F'.
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< Soient H un groupe et ¢ : X — H. Montrons que si X engendre F' et n’a pas de
produits triviaux, alors on ne peut étendre ¢ que d’une seule fagon sur F'. Pour tout
w € F, il existe x1,...,2, € X UX ! tels que w = 1 - ... - x,. On peut supposer
que x; # (mi+1)*1 (sinon on retire z;z;4+1 de cette factorisation). Montrons que cette
décomposition est unique pour tout w € F. Si w = ¢, alors n = 0 par hypothése donc
c’est bien unique. Si w # &, supposons qu’il existe x1,...,Zn, Y1, Ym € X U X1
tels que @; # (zi41) ", yj # (yj+1) " et

Tl et T =W=Y] .. Ym-

On a alors
Ty Ty (Y) ()T =

Or, n4+m > 0 car w # ¢, cela signifie donc que deux élément consécutifs sont inverses
I'un de l'autre. Vu les hypothéses, la seule possibilité est x, = y,, et on peut retirer
Ty - (ym)*l. En répétant le raisonnement, on trouve que n = m et x; = y; pour tout ¢
donc la décomposition est bien unique.

Le seul prolongement possible de ¢ en un homomorphisme est alors tels que

p(w) =p(x1) ... - p(zn)

pour tous z1,...,z, € X UX ! tels que w =z - ... x,. Il est correctement défini car

toutes les décompositions se raménent & I'unique décomposition réduite en ajoutant ou

retirant des facteurs de la forme z; - (2;)~!, ce qui ne modifie pas p(z1) - ... - @(zy).
O

Il faut cependant rester prudent car, bien que le résultat précédent évoque le résultat
de théorie des espaces vectoriels « Une partie X d’un espace vectoriel est une base si elle
est génératrice et libre », il n’y a pas d’équivalents aux résultats « Toute partie génératrice
contient une base » et « Toute partie libre est incluse dans une base ». En effet, (Z, +) est un
groupe libre dont les seules bases sont {1} et {—1} donc {2}, bien que « libre » (sans produit
trivial) n’est inclus dans aucune base. De fagon similaire, {2,3} engendre Z mais ne contient
pas de base.

Certains résultats sont tout de méme conservés (aprés une éventuelle adaptation). Entre
autres,

Proposition 3.2.3. Toutes les bases d’un groupe libre ont le méme cardinal qui est alors
appelé rang du groupe libre.

Proposition 3.2.4. Soit F' un groupe libre de base X. Si Y C F engendre F et si | X| =Y/,
alors Y est une base de F'.

Ces deux résultats ne sont pas démontrés ici car cela sortirait du cadre de ce travail (&
nouveau, nous vous invitons a consulter [15]) mais ils nous seront utiles par la suite.

3.3 Graphes de Rauzy

Les graphes de Rauzy d’un ensemble (ou d’un mot infini) ont été introduits par Gérard
Rauzy en 1983. Il s’agit d’un outil important pour décrire les mots (ou facteurs) d’une longueur
donnée.
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Définition 3.3.1. Soit S un ensemble factoriel. Le graphe de Rauzy d’ordre n € N de S est
le graphe étiqueté G, (S) = (V, E) dont les sommets sont les mots de S N A™ et tel que (u,v)
est une aréte d’étiquette a € A (ce qu’on notera (u,a,v) € E) si ua € SN Av.

Ezxemple 3.3.2. Par ’Exemple 1.6.2, les graphes de Rauzy de petits ordres pour I’ensemble T'
des facteurs du mot de Tribonacci sont

Go(T)

Nous allons & présent définir une relation d’équivalence sur les mots de longueur fixée dans
un ensemble factoriel et montrer que cette relation donne un lien entre les graphes de Rauzy
d’ordres successifs.

Définition 3.3.3. Soit S un ensemble factoriel. On définit la relation 6, sur S N A™ par
u ~p, v sl existe w € S et a,b € L(w) tels que u = aw, v = bw et tels que a et bW soient
reliés par un chemin dans le graphe d’extensions &£ (w).

On peut vérifier aisément qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.

Définition 3.3.4. Soit G = (V, F) un graphe étiqueté et o une relation d’équivalence sur
V. Le quotient de G par o est le graphe étiqueté G/o dont les sommets sont les classes
d’équivalence pour o et qui contient l'aréte (x,a,y) pour x, y des classes d’équivalence et
a € A si, et seulement si, il existe u € x, v € y tels que (u,a,v) € E.

Définition 3.3.5. Soient deux graphes étiquetés G = (V, E) et H = (V', E’). Un morphisme
¢ de G dans H est une application de V' dans V” telle que

(r,a,y) €E' & FuveVitq ou)=z0) =yet (u,a,v) €E.
Si ¢ est une bijection entre V et V', on parle d’isomorphisme.

Proposition 3.3.6. Si S est dendrique, alors, pour tout n € Ny, le graphe Gy, (S) /0, = (V, E)
est isomorphe & Gp—1(S) = (V', E).

Démonstration. Considérons
©:SNA" - SN A1 U > U -

Comme S est factoriel, cette opération est correctement définie. Montrons qu’elle détermine
un isomorphisme entre les deux graphes. Dans la suite, pour alléger les notations, on écrira
[x] pour désigner la classe d’équivalence de x pour la relation 6,,.

(1). Il s’agit ici des sommets correspondant & a et b vus comme éléments de L(w).
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- Si u ~y, v, alors p(u) = p(v) donc on peut définir ¢ pour les classes d’équivalence
pour 6,, en posant

o(lu]) = p(u) e V'.

- Par définition, pour tous u,v € SN A" ! a € A, on a

(u,a,v) € ' & uae SN Av
e 34,0 e SNA" tq. o)) = u, (V) =v,v/a € SN AV ?)
& 3,0 e SNA" tq. ([u]) = 790([?/]) ([ Ta, V) € E
e 3Jr,yeVitq p(z) =up(y) =v,(z,a,y) €

ce qui revient & dire que ¢ est un morphisme de graphes étiquetés.
- Comme S est biprolongeable, pour tout u € S N A" il existe v € S N A" tel que u
soit suffixe de v. On a alors

donc ¢ est surjectif.

- Si [u],[v] € V sont tels que ¢([u]) = ¢([v]), alors u et v ont le méme suffixe w de
longueur n — 1 donc il existe a,b € L(w) tels que u = aw et v = bw. Or, S est
dendrique donc £(w) est connexe. Par définition de 6, on a donc

U ~g, U,
ce qui signifie que [u] = [v] et donc que ¢ est injectif.
L’application ¢ est alors un isomorphisme entre les graphes G,,(S5)/0, et G—1(95). O

Remarquons que seul le caractére connexe de £(w) a été utilisé dans cette démonstration
et pas le caractére acyclique.

3.4 Groupes décrits par un automate et par un graphe

Nous allons maintenant nous intéresser a des sous-groupes particuliers du groupe libre. Ils
sont définis & partir d’automates ou de graphes étiquetés. En particulier, nous allons montrer
que, dans le cas d’un ensemble dendrique récurrent, le sous-groupe décrit par le graphe de
Rauzy est le groupe F'4 lui-méme.

3.4.1 Bréve introduction aux automates

Nous nous contentons ici d’introduire les notions fondamentales des automates et ne faisons
qu’effleurer le sujet. Le lecteur désireux d’en savoir plus est invité a consulter [16].

Définition 3.4.1. Un automate (déterministe) est un quintuple A = (Q, qo, F, A,0) o
- (Q est un ensemble fini d’éléments appelés états,
- qo € Q est l’état initial,
- F C @ est 'ensemble des états accepteurs,
- A est lalphabet de I'automate,

(2). 1l suffit de prendre v' = ua et v’ = bu pour b € L(ua), ce qui est possible car S est biprolongeable.
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-0 CQ xAxQ tel que

Hee Q| (p,a,q) €d}[ <1  VaeA VpeQ

est la relation de transition. Si, pour p € Q et a € A, un tel ¢ existe, on notera alors
q=14(p,a).

Un automate est, en général, représenté par le graphe orienté étiqueté G = (Q, d) dont les
sommets sont des cercles et auquel on ajoute une fléche entrante a 1’état initial et des fléches
sortantes aux états accepteurs (),

Remarque 3.4.2. On peut étendre la notation 6( -, -) par

5, w) = q siw =¢,
’ 0(d(gq,v),a) siw=wa, a€ A.

Définition 3.4.3. Un mot w est accepté par Pautomate A = (Q, qo, F, A,0) §'il existe un
chemin étiqueté par w entre gg et un état accepteur dans le graphe correspondant & ’automate.
L’ensemble des mots acceptés par A forme le langage de l’automate, noté L(A).

En d’autres mots, un mot w est accepté si
d(qo,w) € F.

Définition 3.4.4. Un automate non déterministe est un quintuple A = (Q, I, F, A, A) ou
- (Q est un ensemble fini d’éléments appelés états,
- I C @ est 'ensemble des états initiaur,
- F C @ est 'ensemble des états accepteurs,
- A est lalphabet de I'automate,
- A CQx A* xQ est la relation de transition (finie).

On peut étendre de fagon naturelle la définition précédente aux automates non détermi-
nistes mais la notation §( -, - ) n’est plus correctement définie.

Définition 3.4.5. Le sous-groupe décrit par 'automate A = (Q, qo,{qo}, A, 9) est 'ensemble
des réductions des mots de L(B) ou B = (Q,{qo}, {q}, AUA™L A) est 'automate non déter-
ministe tel que

A={(z,a,9) €Q x (AUA Y x Q| (x,a,y) €6 ou (y,a *,x) € §}.

A nouveau, on peut étendre ce concept au cas ot A est un automate non déterministe
ayant un unique état initial qui est également 'unique état accepteur.

Proposition 3.4.6. Le sous-groupe H décrit par l'automate A = (Q,qo,{qo}, A,d) est un
sous-groupe de F4.

Démonstration. Tout élément de H est un élément de F4 puisqu’on considére les réductions.
Montrons donc que H est non vide, stable pour la concaténation de F4 et pour I'inverse.
- Le mot € correspond au chemin « vide » qui part et arrive en gy donc € € H.

(3). Une autre convention est de doubler les cercles correspondant aux états accepteurs.
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- Si z,2’ € H, alors il existe des mots y,3' € L(B) tels que = (resp. z’) soit la ré-
duction de y (resp. 3') et qu'il existe des chemins correspondant a y et 3’ démarrant
et aboutissant en ¢p. En concaténant ces chemins, on trouve que yy' € L(B) donc
z-a' = p(zz’) = p(yy') € H.

- Sixz € H, alors x est la réduction d’un mot y correspondant & un chemin de B com-
mencant et finissant en . Le chemin inverse aura pour étiquette y~! qui sera donc
également accepté par B. On vérifie facilement que x=! = p(y~!) € H.

O
Exemple 3.4.7. Voici, par exemple, un automate A et 'automate B correspondant.
A B
AW
Les mots €,ca™ !, cab™', ba~'a™",... sont dans le sous-groupe décrit par A. Ce groupe est

en réalité donné par ({ac™!, aab=1}).

3.4.2 Groupe décrit par un graphe
Nous pouvons a présent définir une notion similaire mais en partant d’un graphe.

Définition 3.4.8. Si G = (V, E) est un graphe orienté, étiqueté par des lettres de A, alors le
groupe décrit par G par rapport a un sommet v € V est le sous-groupe décrit par 'automate
non déterministe B = (V, {v}, {v}, A, E).

Il s’agit donc de I'ensemble des réductions des mots de L(Ag) ot

Ag = (V,{v}, {v},AUATL A)

avec
A=EU{(z,a"",y)| (y,a,7) € E}.

Proposition 3.4.9. Si G = (V, E) est fortement connexe, alors, pour tout v € V, le langage
accepté par Uautomate A = (V,{v},{v}, A, E) engendre le groupe H décrit par G par rapport
av.

Démonstration. Soit v € V. Notons Ag = (V, {v},{v}, AU A~!, A) I'automate non détermi-
niste correspondant au groupe décrit par G par rapport a v (voir Définition 3.4.8). Remarquons
que L(A) C A* donc L(A) C F4. De plus, tout mot accepté par A l'est aussi par Ag. On a

donc immédiatement que le groupe engendré par L(A) est un sous-groupe de H. Montrons
I’autre inclusion.
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Soit z € H. Notons y € L(Ag) tel que
z = p(y).
Comme y € (AU A™Y*, il existe u,...,u, € A%, v1,...,v, € (A7H)* tels que
Y = UV ... UpUp.

Par définition, y correspond & un chemin de Ag commencgant et arrivant en v. Notons p; € V,

pour i € {1,...,2n+1}, I'état atteint en parcourant ce chemin et en ne lisant que ujvy ... vi—1
2

si ¢ est impair ou que u1vy ... u i si 7 est pair. Le mot u; (resp v;) correspond donc & un chemin
de po;—1 & po; dans Ag (resp. de po; & pait1).

Comme G est fortement connexe, il existe des chemins de p; vers v et inversement pour
tout i € {1,...,2n+ 1}. Notons x € A* 'étiquette d’un chemin de py, vers v (resp. de v vers
pr) si k est pair (resp. impair). Comme p; = v = paj41, O peut SUPpPoser T1 = Topt1 = €.
Par construction de A, il existe des chemins commencant en v, étiquetés par xo; _ju;x9; € A*
et arrivant en v pour tout i < n. Autrement dit, xo; ju;xe; € L(A). Comme v; € (A™H)*,
(vi)~! € A* correspond & un chemin de A de py;11 vers py;. On a donc un chemin commencant
en v, étiqueté par zg;41(v;) tae; € A* et arrivant en v, ce qui implique que

241 (’Ui)_lxgi c L(A)

Si
w = (ﬂslulxg)(:vgvflxg)_l($3u2x4) ... (I2n+11};1$2n)_1,

alors w € (L(A) U L(A)™1)* et

p(w) = p(ujvy ... upvy) = p(y) = x.

En conclusion, z est dans le sous-groupe engendré par L(A) donc on a bien l'autre inclusion.
O

Dans le cas d’'un graphe de Rauzy d’un ensemble dendrique récurrent, le groupe décrit est
F4 tout entier, ce que nous montrons maintenant.

Définition 3.4.10. Soit G = (V, E) un graphe étiqueté. S'il existe p1,p2,q € V et a € A tels
que (p1,a,q), (p2,a,q) € E, alors 'opération qui consiste a remplacer p; et ps par un nouveau
sommet pg et les arétes partant ou arrivant en p; ou po par des arétes partant ou arrivant en
po avec la méme étiquette est appelée un pliage de Stallings. Plus formellement, le graphe G
est remplacé par le graphe G’ = (V' E’) ou

Vi={po} UV \{p1,p2}, D&V

et

E' ={(po,b,po) | be A,3r,s € {p1,p2} tq. (r,b,s) € E}
U{(p,b,po) [pE V', be A, (p,b,p1) € E ou (p,b,p2) € E}
U{(po,b,p) [p € V', be A, (p1,b,p) € E ou (p2,b,p) € E}
U{(p,b,p)) e E|be A, p,p e V'}.
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On peut généraliser cette opération pour le pliage de plus de 2 sommets.

Lemme 3.4.11. Soit G = (V, E) un graphe étiqueté. S’il existe p1,...,pn,q € V et a € A
tels que (p1,a,q), ..., (Pn,a,q) € E, alors le groupe décrit par G par rapport a un sommet v
est le méme que celui décrit par le graphe G' = (V' E') par rapport au sommet v’ ot G' est le
graphe obtenu apres pliage de Stallings de p1,...,pn et ou

v,_{v stv€Api,...,Pnt,

Po  sinon.

Démonstration. Notons Ag et Agr les automates non déterministes correspondant respective-
ment & G et G’ (voir Définition 3.4.8). Si y est accepté par Ag, alors tout chemin permettant
d’accepter y dans Ag peut aisément étre vu comme un chemin permettant d’accepter y dans
A¢r (au lieu de passer par p;, on passera par pg). Réciproquement, supposons que y est accepté
par Agr et considérons un chemin permettant d’accepter y dans Agr. Si ce chemin ne passe pas
par po, alors y est trivialement accepté par Ag. Sinon, notons ce chemin v/ = qq, ..., qn = v'.
Pour tout j < m, par construction de E’, on sait qu’il existe k,l € {1,...,n} tels que 'aréte
(¢j,Yj+1,qj+1) € A’ corresponde a P'aréte

Qs Yj+1, Gi+1) Sl 45, Qi1 F Po

Pk Yj+1,2j+1)  Si ¢ = Po,qj+1 # Po
Qjs Yj+1,D1) si q; # Po; ¢j+1 = Po
Pk Yj+1,P1) sl ¢j = gj+1 = Do

~ I/~~~

dans A. Or, dans Ag, on peut passer de p; & p;, en lisant aa~! (on passe par le sommet q).
Donc, quitte a rajouter des transitions par le sommet ¢, y est dans la méme classe qu’'un mot
accepté par Ag, ce qui permet de conclure I'égalité des groupes décrits par G et G’ par rapport
aux sommets v et v’ respectivement. O

Proposition 3.4.12. Soit S un ensemble dendrique récurrent. Pour tout n € N, le groupe
décrit par le graphe de Rauzy d’ordre n de S par rapport & n’importe quel sommet est le groupe
libre Fy.

Démonstration. Montrons qu’on peut passer de G,,(S) = (V, E) a G, (5) /0, en effectuant un
nombre fini de pliages de Stallings. Notons G’ = (V', E’) le graphe intermédiaire provisoire.
Au début, on a donc V! =V et £/ = E. Comme S est dendrique, on a

U~p, UV U] = V2
& Vae A,w eV, (ua € Aw < va € Aw)
& VaecAweV, ((u,a,w) € E & (v,a,w) €E).

Soient u,v € V tels que u ~p, v. Comme S est biprolongeable, il existera toujours a € A et
w € S tels que ua,va € Aw. Pour chacun de ces couples, on a deux possibilités. Soit w n’a pas
été modifié précédemment et donc (u,a,w), (v,a,w) € E’, soit (u,a,[w]y, ), (v,a, [wls,) € E'.
Dans les deux cas, on peut fusionner tous les sommets de la classe [u]y, et adapter V' et E’
conformément & ce qui est fait dans le lemme précédent. En répétant le processus, on groupe
ainsi tous les sommets équivalents pour obtenir le graphe G,,(5)/60,,. Par le lemme, le groupe
décrit par G,,(S) par rapport & un sommet v, € V est égal au groupe décrit par G, (5)/0,, par
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rapport au sommet correspondant [vy,]g,. Vu la Proposition 3.3.6, il est alors égal au groupe
décrit par G,,—1(S) par rapport & un sommet v,_1, et ainsi de suite. On se raméne donc au
groupe décrit par Go(S) par rapport a un de ses sommets vg. Or, Gp(S) a € pour unique
sommet et des boucles étiquetées par toutes les lettres de A comme arétes. Le groupe décrit
est alors F4 tout entier. O

3.5 Théoréme de retour

Le théoréeme principal de ce chapitre, appelé Théoréme de retour, est une conséquence du
théoréme suivant.

Théoréme 3.5.1. Soit S un ensemble dendrique récurrent. Pour tout w € S, l’ensemble
Rs(w) engendre le groupe libre F4.

Démonstration. Soit w € S. Par le Théoréme 2.4.2, CRg(w) est fini non vide donc posons
n = max{|u| | u € CRg(w)}.

Par définition de CRg(w), on a alors n > |w|. Comme S est biprolongeable, il existe x € SNA"
ayant w pour suffixe. Considérons 'automate A = (V,{z},{z}, A, E) ou G,(S) = (V, E). Le
graphe G, (5) est fortement connexe. En effet, S est récurrent et V' C S donc, pour tous
y,z € V, il existe v tel que yvz € S. L’ensemble S étant factoriel, on a donc un chemin de y
vers z étiqueté par vz.

Par la Proposition 3.4.12, le groupe décrit par G, (S) est F4 et par la Proposition 3.4.9, il
est engendré par L(A). Il suffit donc de montrer que L(A) C (Rg(w))* pour pouvoir conclure
que Fu C (Rg(w)) et donc avoir I'égalité.

Soit y € L(A). Si y = ¢, la conclusion est immédiate. Sinon, ce mot correspond a un
chemin C partant de x et arrivant en z dans G, (S) donc xy a = pour suffixe par définition
des graphes de Rauzy. Comme w est suffixe de z, on a donc

wy € ATw
et y est un mot de retour pour w dans A*. Il existe alors u, ..., u, € Ra-(w) tels que

Y=Uy...Unm-

Si on montre que, pour tout i < m, u; € Rg(w), alors on pourra conclure. Pour cela, il suffit
de montrer que wu; € S pour tout ¢ < m.

Soit ¢ < m. Notons z le sommet atteint en lisant uy ...wu;_1 sur le chemin C. Comme z € S
et que S est biprolongeable, il existe v € S N A™ tel que vz € S. Il existe alors un chemin de
v vers z étiqueté par z. Comme n > |w| et que z est un suffixe de zuy ... wu;—1, par définition
des uj, w est suffixe de z. Autrement dit, on peut trouver un chemin étiqueté par wu; dans
Gr(S). Montrons que |wu;| < n car alors ce chemin arrive dans un sommet ayant wu,; comme
suffixe. Or, par définition de G, (S), ce sommet sera un élément de S et on pourra conclure
car S est factoriel.

Par labsurde, si |wu;| > n, notons p le préfixe de longueur n de |wu;|. Comme |w| < n,
il existe v' tel que p = wv’. Si on ne considére que les n premiéres étapes du chemin étiqueté
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par wu;, on arrive dans un sommet étiqueté par p donc p € S. Comme S est récurrent, v’ est
préfixe d’un mot de retour pour w. De plus,

0] = n — Jw| = max{|u| | u € Rg(w)}

donc v’ a un préfixe u dans Rg(w). En particulier, w est suffixe propre de wu donc w € IFac(wu;),
ce qui est absurde car u; € R a+(w). O

Remarquons que si S est uniformément récurrent, seul le caractére connexe de la définition
de dendrique est nécessaire pour que la preuve soit valide.
Le Théoréme de retour n’est alors qu’un simple corollaire.

Théoréme 3.5.2 (Théoréme de retour). Soit S un ensemble dendrique récurrent. Pour tout
w € S, l'ensemble Rg(w) est une base de Fu.

Démonstration. Vu le théoréme précédent, Rg(w) engendre F4. De plus, par le Théoréme 2.4.2,
Rs(w)| = |A]

donc, comme A est une base de F4, on en conclut que Rg(w) est également une base de Fy,
pour tout w € S, par la Proposition 3.2.4. 0
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Chapitre 4

Stabilité par décodage bifixe

Dans ce chapitre, nous montrons que I'image inverse d’'un ensemble dendrique S par un
morphisme codant pour un code bifixe S-maximal est également dendrique. Pour cela, nous
introduisons une généralisation des graphes d’extensions et nous intéressons a leurs propriétés.

4.1 Graphes d’extensions généralisés

Plutot que de considérer les extensions a gauche et a droite d’'un mot par des lettres, nous
considérons les extensions par des mots dans des ensembles donnés. Cela permet de généraliser
le concept de graphe d’extensions.

Définition 4.1.1. Soient S un ensemble factoriel et w € S. Si U,V C S, alors on note
Ww)y={lcU|lweS}, RV(w)={reV|wrecS}

et
EYV(w) ={(l,7) € LY(w) x RV (w) | lwr € S}.

Le graphe d’extensions généralisé de w est le graphe non orienté biparti
M (w) = (VI (w), EMY (w))
ott VUV (w) est I'union disjointe de LY (w) et RY (w).
Remarque 4.1.2. 1l s’agit bien d’une généralisation car on a
L(w) = L*(w), R(w)=R*w), E(w)=E"*w).
De plus, comme LE” @) (w) = LV (w) et RR" @) (w) = RV (w), on a
EVV (w) = gL )RV (w) ()

donc

E(w) = EM(w) = ELWRW) (),
Ezemple 4.1.3. Pour I'ensemble des facteurs du mot de Tribonacci (Exemple 1.4.7), si
U=A% et V ={ab,ac,ba},

alors on a, entre autres, les graphes d’extensions généralisés suivants :

95
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EVV (e) EYVV (a)

& & ® ®
® ®
& ®

®)

Nous montrons ici que, sous certaines conditions, si 'ensemble S est dendrique, ces nou-
veaux graphes d’extensions sont également des arbres. Nous nous intéressons également & un
résultat similaire mais concernant uniquement le caractére acyclique. Ces résultats nécessitent
plusieurs lemmes.

Lemme 4.1.4. Soient S un ensemble biprolongeable, w € S, U un code suffize fini Sw™!-
mazimal et v € S tel que vw € S. Si Suff(v) NU = 0, alors il existe u € LY (w) tel que v soit
un suffive propre de u. En particulier, pour tout w € S, LY (w) n’est pas vide.

Symétriquement, si V est un code préfize fini w™tS-maximal, siu € S est tel que wu € S
et si Pref(u) NV = 0, alors il existe v € RV (w) tel que u soit un préfize propre de v. En
particulier, pour tout w € S, RV (w) n'est pas vide.

Démonstration. Notons n = max{|u| | v € U}. Comme S est biprolongeable, il existe
ag, - - -, 0n € A tels que
Qp ... apvw € S.

On a donc ay, ...agv € Sw~! et, de par sa longueur, a, ...agv n’est suffixe d’aucun mot de
U. Or, U est un code suffixe Sw™!'-maximal donc ce mot posséde un suffixe dans U. Comme
v n’a pas de suffixe dans U par hypothése, il existe donc i € {0,...,n} tel que

a;...agv € U.
L’ensemble S étant factoriel, on a alors
a;...agvw € S,

ce qui implique que a; ...agv € LU(w) et prouve la premiére partie de I’énoncé. Un raisonne-
ment symétrique permet de conclure pour 'autre cas. O

Lemme 4.1.5. Soient S un ensemble biprolongeable, w € S, U,V C S etT C A. Soitl € S\U
(resp. r € S\'V) tel que
lwesS (resp. wr €5S)
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et soit

U =U\NT)U{l} (resp. V! = (V\rT)U{r}).

Si
EVY (w) et ETY (lw)

(resp. EVV' (w) et VT (wr))
sont acycliques, alors EYV (w) aussi.

Démonstration. Les deux cas se traitent de fagon symétrique donc ne prouvons que le cas pour
1 € S\ U. Procédons par I'absurde et supposons que €YY (w) contienne un cycle C. Comme

EYV (w) est biparti, notons ce cycle ui, vy, us, . .., v, u1, avec u; € LY(w), v; € RV (w) pour
tout 7 < n.
- Si, pour tout i, u; € TI(® alors notons a; € T tel que u; = a;l. Dans ce cas,
ai,v1,as,...,vp,a est un cycle de £V (lw), ce qui est absurde.

- Si, pour tout ¢, u; € T, alors C est un cycle de SU/’V(w), ce qui est absurde.
- Sinon, supposons, sans perte de généralité que u; ¢ TI. Pour tous ¢,7 > 1 tels que

s, Uitjp1 & T et wjpq,...,uiq; € T, remplacons le trongon v;, Uit1, ..., Uitj, Vitj
/ . . . ! :

par v;, [, v;4; dans EYVV (w). 11 s’agit bien d’un chemin de EY"V (w) car, si w41 = b,

alors (2)

(uir1,v;) € BYY (w) = blwo; € S = (I,v;) € BV (w)

On procéde de méme pour prouver l'existence de l'aréte (I, v;4;) dans £ UV (w). Apres
avoir fait toutes les substitutions, on obtient, dans £ U/’V(w), un cycle non trivial car il

passe par uq et [, ce qui est absurde.
O

En ajoutant quelques hypothéses, on obtient un résultat similaire mais concernant égale-
ment le caractére connexe des graphes d’extensions généralisés.

Lemme 4.1.6. Soient S un ensemble biprolongeable, w € S et U,V C S tels que LY (w) et
RY (w) soient non vides. Soit 1 € S\ U (resp. r € S\ V) tel que

lweS et AINSCU

(resp. wr € S et rANS CV)

et soit
U'=U\A)U{l} (resp. V' =V \rA)U{r}).

Si
EVV (w) et MY (lw)

(resp. EVV (w) et EVA(wr))
sont des arbres, alors EVV (w) aussi.

Démonstration. Par le résultat précédent, V'V (w) est acyclique. Pour le caractére connexe,
procédons par étapes : ()

(1). On prendra la convention un4+1 = us.

(2). Rappellons que nous considérons ici des graphes non orientés donc considérer l'aréte (u,v) ou (v,u)
revient au méme.

(3). Nous traitons ici le cas [ € S\ U, autre cas étant symétrique.
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1. Pour tous al € LY (w), v € RV (lw), il existe un chemin les reliant dans YV (w). De
fait, a et v sont connectés dans £V (lw) et

(bu) € EM (lw) & ueV etblwuecS
s ueV, blelUetblwue S
& (bl,u) € VY (w)

donc en remplagant tous les sommets b € LA (lw) par bl € LY (w) dans le chemin reliant
a et v, on obtient un chemin de al vers v dans EY"V (w).

2. Pour tous al € LY (w), v € RV (w), il existe un chemin les reliant dans €YY (w). De
fait, comme V"V (w) est connexe, il contient un chemin reliant [ & v. On peut supposer
que ce chemin ne repasse pas par | donc que, si (I,u) est la premiére aréte, la partie
du chemin reliant u & v se trouve également dans le graphe £YV (w). Par le point 1.,
comme u € RV (lw), il existe un chemin reliant al & u dans %Y (w) qui, combiné avec
le chemin de u vers v, permet de conclure.

3. Pour tous u € LY (w) \ {I}, v € RV (w), il existe un chemin les reliant dans %Y (w).
En effet, EV"V(w) est connexe donc il contient un chemin reliant u et v. Les arétes
ne faisant pas intervenir le sommet [ sont également dans YV (w). Il suffit donc de
s’intéresser aux éventuels trongons v}, [, v5. Comme S est biprolongeable, il existe a € A
tel que alw € S. On a alors al € LY (w) donc, par le point 2., il existe un chemin reliant
v} & vh dans EYY (w) en passant par le sommet al.

Toute paire {u, v}, u € LY(w), v € RV (w) peut ainsi étre reliée, soit par le point 2., soit par le
point 3. Comme LY (w) et RV (w) sont non vides, on en déduit que EYY (w) est connexe. [

Nous pouvons a présent montrer que, dans un ensemble dendrique, sous certaines hypo-
théses, les graphes d’extensions généralisés sont des arbres.

Théoréme 4.1.7. Soient S dendrique et w € S. Si U C S est un code suffize fini Sw™!-
mazimal et si V. C S est un code préfive fini w™'S-maximal, alors le graphe d’extensions
généralisé EVV (w) est un arbre.

En particulier, si S est dendrique, pour tout code suffize fini U C S S-maximal et tout
code préfive fini V- C S S-mazimal, EYY (w) est un arbre pour tout w € S.

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur
n(U,V) = [ul+ v
uelU veV

pour tout w € S et tous U,V vérifiant les hypothéses. Le cas de base de la récurrence est
inclus dans le cas ou LY (w), RV (w) C A. Pour tout a € L(w), on a alors

AtanLY(w) =0

donc, par contraposition du Lemme 4.1.4, Suff(a) N U # (), ce qui signifie que a € U. Symé-
triquement, on obtient R(w) C V donc

LY(w) = L(w) et RY(w)= R(w).

En particulier, on a
EU’V(U}) — 5L(IU),R(1U) (w) = g(w)
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qui est un arbre car S est dendrique.
Passons maintenant & la récurrence proprement dite. Supposons le résultat vrai pour tout
mot w’ et tout couple (U, V') vérifiant les hypothéses et tels que

n(U', V") <n(U,V)

et ott U est un code suffixe Sw—!-maximal et V un code préfixe w—!S-maximal pour w € S.
On peut donc supposer que, soit LY (w), soit RV (w) contient au moins un mot de longueur
supérieure ou égale & 2. Supposons dans un premier temps qu’il s’agisse de LU(w). La dé-
monstration est symétrique dans ’autre cas.

Notons v € LY(w) de longueur maximale. Il existe alors a € A et | € A tels que v = al.
On a donc alw € S et lw € S car S est factoriel. De plus, [ € U car U est un code suffixe.

Posons

W'= (U\ A*l) U (Al N Suff(U)).

Cette opération consiste & « raccourcir » les mots de U ayant [ pour suffixe. Montrons que ¢a
ne modifie pas le graphe d’extensions. Par définition de v, on a

LY (w)n A"l = LY (w) N Al = LV (w) N Al = LV (w) N A*l

donc
LY (w) = LV (w).
Si W =W'U(Al\ Sw™1), le graphe d’extensions n’est pas non plus modifié.
Posons
U=W\A)U{l} = U\ A*)u{i}.
et montrons que U’ est un code suffixe Sw~!-maximal. Comme | € Suff(U), par la Re-
marque 2.1.4, U’ est un code suffixe. Regardons le caractére Sw~!-maximal. Soit u € Sw='\U".
Siu € A*l ou si u est un suffixe propre de I, alors {I} U {u} ne saurait étre un code suffixe
donc U’ U {u} non plus. Si ce n’est pas le cas, alors u ¢ U donc, comme U est un code suffixe
Sw~'-maximal, il existe /' € U qui soit suffixe propre de u ou qui ait u pour suffixe propre.
Par définition de u, v’ ¢ A*l donc v’ € U et U’ U {u} n’est pas un code suffixe.
Cherchons a appliquer le Lemme 4.1.6 pour W et V.
- Par hypothése sur U et V et par le Lemme 4.1.4, LY (w) = LW (w) et RV (w) ne sont
pas vides. De plus, lw € Set |l & W.
- Soit bl € AlNS. Si bl € Sw™!, alors on a directement bl € W. Si bl € Sw™!, alors,
I'ensemble U étant un code suffixe Sw~!-maximal ne contenant aucun suffixe de [, il
existe v tel que vbl € U. Par construction de W, on a alors bl € W donc

AlNS CW.

- Par construction,

dolul=l+ Y lul

uel’ uelU\A*l
<+ > |l
ueU\{al}

<lal+ > |ul
ueU\{al}

=l

ucU
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donc

n(U', V) < n(U,V).

Par hypothése de récurrence, V"V (w) est alors un arbre.
- Comme U est Sw™!'-maximal et qu’il ne contient aucun suffixe de [, il contient au moins
un mot se terminant par al pour tout a € L(lw) donc

n(L(lw), V) < n(U, V).

De plus, L(lw) est S(lw)~'-maximal et V est w~!S-maximal donc il est (lw)~1S-
maximal car (lw)~'S C w™1S. Par hypothése de récurrence, E4Y (lw) = ELEWLY (Jw)
est un arbre.

Par le Lemme 4.1.6 appliqué a W et V', on conclut alors que

EU’V(w) = 5W’V(w)
est un arbre. O

Si on souhaite uniquement s’intéresser au caractére acyclique des graphes d’extensions,
certaines hypothéses deviennent superflues. Nous dirons qu’un ensemble biprolongeable S est
acyclique si, pour tout w € S, £(w) est acyclique. Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 4.1.8. Soit S acycliqgue. Si U C S est un code suffize et V- C S un code préfize,
alors le graphe d’estensions généralisé EVV (w) est acyclique pour tout w € S.

Démonstration. La démonstration n’est qu'une version simplifiée de celle du théoréme précé-
dent. Le cas de base est immeédiat et ne nécessite plus I’appel au Lemme 4.1.4 car tout chemin
dans YV (w) est un chemin de &(w) si LY (w), RV (w) C A. Pour I'induction, on peut supposer
U= LY(w) et V.= RY(w) car sinon on conclut immédiatement par hypothése de récurrence
vu que EVY (w) = L7 @).RY(w) (1), Utilisons les notations de la démonstration précédente et
posons T'={be€ A| bl € U}. On a alors

U= (U\A)U{l} = (U\A)U{l} = U\ T U{l}

car U = LY (w) donc max{|u| |u € U} = |v| = 1 + |I|. De plus, n(T,V) < n(U, V). En procé-
dant comme pour la démonstration précédente, on constate que les hypothéses du Lemme 4.1.5
sont vérifiées pour U et V donc EYV (w) est acyclique. O

4.2 Décodage bifixe

Dans cette section, nous nous intéressons ici & des morphismes particuliers et, plus spéci-
fiquement, a I'image inverse d’un ensemble par un tel morphisme. C’est ce qu’on appelle un
décodage bifixe. Nous montrons que le caractére dendrique est stable pour cette opération
sous certaines hypothéses.

Définition 4.2.1. Soient A et B deux alphabets et X C A*. Un morphisme codant pour X
est un morphisme f : B* — A* tel que la restriction de f a B soit une bijection entre B et X.
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Remarquons que nous autorisons ici 'alphabet B & étre infini dénombrable pour définir
le concept de morphisme codant dans un cadre plus général. Les notions fondamentales de
combinatoire des mots sont alors étendues de fagon naturelle. Cependant, dans cette section,
seule la Proposition 4.2.2 peut réellement utiliser cette généralisation. Les autres résultats
supposent ’ensemble X fini, ce qui nous permet de revenir au contexte plus classique des
alphabets finis.

Rappelons qu’un ensemble X est un code si, pour tous 1,...,ZTn, Y1,---,Ym € X, On a

Tl Tp=Yl1.--Yym=>n=metx; =1y; Vi<n.

Proposition 4.2.2. Si X C A* est un code et f : B* — A* est un morphisme codant pour
X, alors f est une bijection entre B* et X*.

Démonstration. La surjectivité est immédiate car f est un morphisme. Pour I'injectivité, sup-
posons avoir ai,...,an,b1,...,b, € B tels que

flar...an) = f(b1...bm).

Notons z; = f(a;) et y; = f(b;) pour tous i < n, j < m. Comme f est un morphisme, on a
alors

1.+ =Y1---Ym

donc, par hypothése sur X, n = m et x; = y; pour tout i« < n. Comme f est injectif sur B, on
a également a; = b; pour tout ¢ < n, ce qui permet de conclure. O

Définition 4.2.3. Soit .S un ensemble factoriel et soit X C S un code bifixe fini. Si f est un
morphisme codant pour X, alors f~!(S) est un décodage bifize de S. Si X est un code bifixe
S-maximal, on parle de décodage bifize mazximal.

Ezemple 4.2.4. Soit T Densemble des facteurs du mot de Tribonacci (Exemple 1.4.7) et
X =Tn A? = {aa,ab,ac,ba,ca} qui est un code bifixe T-maximal. Si f est le morphisme
f:40,1,2,3,4}* — {a,b,c}* tel que

f0)=aa, f(1)=ab, f(2)=ac, f(3)=ba et f(4)=ca,

alors les mots
03,103,343,1121,4312112,...

sont dans I'ensemble f~1(T') car les mots
aaba, abaaba, bacaba, cabaabacababac, . . .

respectivement sont des facteurs du mot de Tribonacci.
Théoréme 4.2.5. Soient S un ensemble récurrent, X C S un code bifize fini S-maximal et
f un morphisme codant pour X. On a les résultats suivants :

1. f7YS) est biprolongeable,

2. pour tout v € f~1(S), EXX(f(v)) est isomorphe Er-105)(v),

3. si S est dendrique, f~(S) aussi.

Démonstration.
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1. Montrons que f~1(S) est factoriel. Soient w € f~1(S) et u € Fac(w). Montrons que

f(u) € S. Comme f est un morphisme, f(u) € Fac(f(w)) donc on peut conclure car
f(w) € S et car S est factoriel.
Soit w € f~1(S). Montrons qu'il existe a,b € B tels que awb € f~1(S). Notons

n =max{|z| |z € X}

qui existe car X est fini. Comme S est biprolongeable et f(w) € S, il existe u,v € S
tels que
lu| >n, |v]|>n, uf(w)ves.

L’ensemble X étant un code suffixe S-maximal, u posséde un unique suffixe v’ € X.
De méme, v a un unique préfixe v’ € X. Notons a = f~1(v/) € Bet b= f~1(v') € B.
On a alors

flawb) =/ f(w)' € S

d’ou la conclusion.

. Considérons la restriction (4

f Vs ) = VI (f(v)  arw fla)

Montrons qu’elle est correctement définie et qu’il s’agit d’une bijection. Pour tout
r € A* on a

T € f/(Lffl(S)(’U)> Jac Lf71(5)<’l)) tq. z = f(a)
Jac€Btq x= fla),av € f71(5)
Ja€ Btq x= f(a), f(a)f(v) €S
xeX,xf(v)e S

z € LY (f(v)

t 0T

car f définit une bijection entre B et X. De méme,

F(Ry-1(5)(v)) = RX(f(v))

donc f’ est correctement défini et surjectif. Comme la fonction f’ est une restriction
d’une fonction injective, elle est également injective.

Montrons maintenant que f’ est un isomorphisme de graphes entre les graphes d’ex-
tensions £;-1gy(v) et EXX(f(v)). Autrement dit, montrons que

(z,y) € EXY(f(v) & (f7' (@), f7(v) € Ep-1(5)(v).
On a
(z,y) € EY*(f(v)) & z,y e VIX(f(v),zf(v)ye s

& [N @), TN y) € Vi) ), @) f T ) € £7H(S)
& (@), W) € Epis)(v),

ce qui permet de conclure.

(4). Rappelons que la notation Vs(w) représente 1'union disjointe des ensemble Lg(w) et Rs(w).
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3. Par le Théoréme 4.1.7 et la Proposition 2.1.21, £ (w) est un arbre pour tout w € S.
Donc, pour tout v € f71(S), Ep-1(s(v) est également un arbre. En conséquence, f~(S)
est dendrique.

O

Remarquons que nous n’avons pas montré ici la stabilité de la famille des ensembles den-
driques récurrents pour les décodages bifixes maximaux mais bien uniquement la stabilité
du caractére dendrique sous certaines conditions. Pour montrer que le caractére récurrent est
également conservé, il faudra attendre le Chapitre 6 et plus particuliérement le Théoréme 6.4.6.
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Chapitre 5

Codes bifixes dans un ensemble
acyclique

Dans ce chapitre, nous prouvons deux résultats importants qui ne sont pas uniquement
valables pour les ensembles dendriques mais plus généralement pour les ensembles acycliques.
Rappelons qu’un ensemble S est acyclique s'il est biprolongeable et si, pour tout w € S, £(w)
est acyclique.

Ces deux résultats concernent les propriétés qu’ont les codes bifixes inclus dans un ensemble
S acyclique. Le premier, appelé Théoréme d’indépendance, s’intéresse & leur caractére libre
(dans le groupe Fj). Le second affirme que les codes bifixes dans un ensemble acyclique sont
saturés dans ce méme ensemble.

5.1 Graphes d’incidence

On peut représenter les factorisations des mots d’un ensemble X dans un graphe appelé
graphe d’incidence. Nous nous intéressons ici aux propriétés de ce graphe lorsque X est un code
bifixe dans un ensemble acyclique. Nous montrons en particulier que ce graphe est toujours
acyclique.

Définition 5.1.1. Soit X un ensemble. Notons Px l’ensemble des préfixes propres non vides
de X et Sy I'ensemble des suffixes propres non vides de X. Le graphe d’incidence de X est le
graphe non orienté Gx = (V, E) ou V est I'union disjointe de Px et Sx et o

E ={(p,s) € Px x Sx | ps € X}.

Remarque 5.1.2. Si, pour tous u,v € X distincts, leur plus long préfixe commun est préfixe
propre de u et de v, alors X est un code préfixe. En effet, il est alors impossible d’avoir u
préfixe de v et u # v, car ¢a impliquerait que w est leur plus long préfixe commun et devrait
donc étre préfixe propre de lui-méme, ce qui est impossible. On a bien évidemment un résultat
similaire avec les suffixes.

Ezxemple 5.1.3. Si X = {ab, acac, acbb, cb,cca}, on a
Px = {a,ac,aca,acb,c,cc} et Sx ={a,ac,b,bb,c,ca,cac,cbb}.
Le graphe d’incidence de X est alors le graphe

65
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P () () @9 () @b (o)
sco (@ (@ ® O @ O @ @
Proposition 5.1.4. Soient S un ensemble acyclique, X C S un code bifixre et Gx le graphe
d’incidence de X.

1. St uy,...,up, € Py et vy,...,unp1 € Sx sont tels que vi, U1, V2, ..., Uy, Uyl €St unN
chemin de Gx (Y, alors le plus long préfize commun & v, et Upt1 est préfize propre de
V1y..., Uy €0 Uptq.

2. St uyp,...,unt1 € Px et vy,...,vy, € Sx sont tels que uj,vi,u2,...,Un, Unt1 €St un
chemin de Gx @, alors le plus long suffize commun & uy et Upt1 est suffize propre de
Ulyeony Uy €6 Uptq.

Démonstration. Montrons ces deux résultats en paralléle par récurrence sur n € Ny.

Si n = 1, alors, pour laffirmation 1, il suffit de montrer que vy n’est pas préfixe de vy et
inversement. Par définition de Gx, ujvi,uiv9 € X donc on peut conclure car X est un code
préfixe et vy # va. On procéde de méme pour montrer le point 2 quand n = 1.

Passons maintenant & I'induction. Supposons les deux résultats vrais pour les chemins de
longueur inférieure ou égale & 2n — 2 et montrons le premier point, I'autre étant symétrique.
Notons U = {u1,...,un}, V.= {v1,...,0n} et V! = {va,...,vp41}. Pour tous u,u’ € U, il
existe un chemin de longueur au plus 2n — 2 les reliant (il suffit de prendre un trongon du
chemin principal) donc, par le point 2 de I'hypothése de récurrence, le plus long suffixe commun
a u et v est un suffixe propre de ces deux mots. Par la Remarque 5.1.2, U est alors un code
suffixe. Par un raisonnement similaire mais utilisant cette fois-ci le point 1 de la récurrence,
V et V'’ sont des codes préfixes.

Notons p le plus long préfixe commun & vy et v, 1. Si vy = p (resp. vp41 = p), alorsp € V
(resp. p € V'). Comme S est factoriel et X C S, on a alors que p,uy,...,u,,p est un cycle
de EVV () (resp. EVV(g)), ce qui est absurde par le Théoréme 4.1.8. On en déduit que p est
bien un préfixe propre de v; et de vpq1.

Montrons a présent que p est également un préfixe propre de vs, ..., v,. Posons

W = (V\ pA*) U {p}.

Il s’agit d’un code préfixe par la Remarque 2.1.4 car V' en est un et que p € Pref(v;) C Pref(V).
Procédons par I'absurde et supposons que p ne soit pas préfixe propre d’un des v, autre-
ment dit qu’il existe k tel que v, € W. Notons alors i < j < n tels que v, vj411 € W et

(1). On suppose u; # ui+1 et v; # viy1, de sorte que le chemin n’emprunte pas la méme aréte deux fois
consécutives.
(2). Méme remarque que dans la note (1).



5.2. SUITE ADMISSIBLE ET THEOREME D’INDEPENDANCE 67

Vigl,...,v; €W (), Comme v; et vj41 ont p pour préfixe propre ) on a le cycle
Dy Uiy Vg1, - - ,’Uj,u]',p
dans EYW (¢), ce qui est absurde par le Théoréme 4.1.8. O]

Corollaire 5.1.5. 5i S est acyclique, alors pour tout code bifixre X C S, le graphe d’incidence
de X est acyclique.

Démonstration. La conclusion est immédiate car s’il existe un cycle vy, uy,vo, ..., uy, vy, la
proposition précédente implique que v est son propre préfixe propre, ce qui est absurde. [

Ezxemple 5.1.6. Bien que le graphe d’incidence de ’ensemble X de I'Exemple 5.1.3 soit acy-
clique, X n’est inclus dans aucun ensemble acyclique. En effet, X est un code bifixe et on a
le chemin ca, ¢, b, a, cac dans Gx et ca (qui est le plus long préfixe commun & ca et cac) n’est
préfixe propre ni de ca, ni de b, ce qui contredit le premier point de la Proposition 5.1.4.

5.2 Suite admissible et Théoréme d’indépendance

Nous introduisons & présent la notion de suite admissible par rapport a des mots y1, . .., Yn-
11 s’agit d’une fagon de décrire les simplifications a faire pour trouver p(y; ...y,). Ce concept
est donc logiquement lié au caractére libre d’un ensemble et nous permet de montrer qu'un
ensemble S est acyclique si et seulement si tous les codes bifixes inclus dans S sont libres.
C’est ce que nous appelons le Théoréme d’indépendance.

Définition 5.2.1. Soient X un ensemble et yy,...,y, € X UX 1. Une suite (u;, vi, w;)1<i<n
ol uj, vs, w; € Fa est admissible par rapport a yi,...,yy si

1. pour tout © < n, y; = u;v;w;,

2. up =€ = wy,

3. vy £eetuv, e,

4. pour tout i <n—1, uj41 = w;l,

5. pour tous i < j < n, sl v; # €, vj # e etsi, pour tout k € {i+1,...,5 -1}, v = ¢,

alors v;v; est réduit.

Remarque 5.2.2. Par construction, si la suite (u;,v;, w;)1<i<n est admissible par rapport a
YLy« -« Yn, alors
Y1.--Yn =V1...Un.

De plus, vy ... v, est réduit par la condition 5 donc p(y; ...yn) = v1...v,. Par le point 3, on
a en particulier y ...y, Z €.

(3). Ce qui est possible car vi,vn4+1 & W. Il suffit par exemple de prendre

i=max{i' <k|v;gW} et j=min{j >k|vj1¢g W}

(4). En effet, v; € V\ W = V NpAT. De méme pour v,1, il faut simplement traiter & part le cas j = n qui
est immeédiat.
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Remarque 5.2.3. Au vu du point 4 de la Définition 5.2.1, si X C A* et si w; # €, alors soit
yi € X et y;41 € X!, soit I'inverse. On peut étendre cette réflexion si wy, . .., w;x sont tous
non vides. Dans ce cas, si k est pair, alors y; et y;+1+1 ne peuvent pas tous les deux provenir
de X oude X! et, si k est impair, ils doivent provenir du méme ensemble.

Lemme 5.2.4. Si X C A* est un code bifize, alors, pour tous x,y € X, x # y, p(xzy~') n'est

ni préfize de x, ni suffive de y~t. De méme, p(y~'x) n'est ni préfize de y~', ni suffize de x.

Démonstration. On a
wy~t = pley ™) = playyy ™
donc
z = pley )y
Si p(xy~1) est un préfixe de x, x et p(xy ')y sont des mots sur A*. Ils sont alors égaux. Cela
signifie donc que y est un suffixe de x, ce qui est absurde. De méme, on a

zy = pley™!) = za p(ay ™)

donc, par un raisonnement similaire, si p(zy~!) est un suffixe de y, alors

y =2 pley™)
et
—1y\—1
y=(plzy ")) =
ce qui est absurde. Un raisonnement symétrique utilisant cette fois le caractére préfixe de X
permet de conclure pour p(y~'z). O

Lemme 5.2.5. Soit X C A* un code bifize et soient y, ..., y, € XUX 1 tels que y; # (yir1) !
pour tout i < n. Si (u;, v, w;)1<i<n €st un suite admissible par rapport 4 yi, ..., Yn, alors, pour
tout v < n,

uiv; € et Vi Wiyl # €.
En particulier, si (u;, vi, w;)1<i<n vérifie les points 1, 2 et 4 de la Définition 5.2.1, alors vy # ¢

et vy, # €.

Démonstration. Pour tout ¢ < n, procédons par ’absurde. Si w;v; = €, alors

P(Wili+1) = p(Willit1Vi41Wit1) = Vip1 Wiy,

donc p(y;yi+1) est un suffixe de y;41. Or, X est un code bifixe donc y; # € et on a alors w; # €.
Par la Remarque 5.2.3, y; et (y;1+1) " sont sur le méme alphabet (soit A, soit A~!). On peut
donc leur appliquer le Lemme 5.2.4 avec X ou X !, ce qui prouve Iabsurdité. De méme, si
Vi+1Wit1 = €, alors
P(YiYit1) = wivi,

ce qui est également absurde.

Pour obtenir ce résultat, nous n’avons utilisé que les points 1 et 4 de la Définition 5.2.1.
Si, de plus, u; = € = w,, on doit donc avoir vy # € et v, # €. O

Nous pouvons & présent prouver le résultat principal.
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Théoréme 5.2.6 (Théoréme d’indépendance). Un ensemble biprolongeable S est acyclique
si, et seulement si, tout code bifixe X C S est un sous-ensemble libre de Fy.

Démonstration. Commengons par montrer que si tout code bifixe X C S est un sous-ensemble
libre de Fy, alors S est acyclique. Par I'absurde, supposons qu’il existe w € S tel que £(w)
contienne un cycle. Notons ay, b1, a,...,an,by,a; ce cycle, a; € L(w), b; € R(w). Posons
X = AwAN S. Comme tous les mots de X ont la méme longueur, il s’agit d’un code bifixe.
De plus, par définition,

arwby, aswby, aswbs, . . ., apwby,, aiwb, € X.
Or,

alwbl(azwbl)_lagwbg e (anwbn,l)_lanwbn(alwbn)_1
= alwbl(bl)flwfl(ag)flagwbg ... (bn_l)flwfl(an)71anwbn(bn)flwfl(al)*1

= al(a2>_la2 - (an)_lan(al)_l

=¢,

ce qui est absurde car X est libre par hypotheése.

Supposons & présent avoir .S acyclique et X C S un code bifixe. Nous devons donc montrer
que, pour tous yi,...,y, € X U X! tels que y; # (yix1)" ', on a y1...y, # €. Par la
Remarque 5.2.2, il suffit de montrer qu’il existe une suite admissible par rapport & y1, ..., Yn.
Pour cela procédons par récurrence sur n. Si n = 1, alors on peut prendre la suite (g, y1,€).

Supposons le résultat vrai pour n et montrons-le pour n+1. Soient 41, ..., Yny1 € XUX !
tels que y; # (yir1)~ ! pour tout i < n. Par hypothése de récurrence, il existe une suite
admissible par rapport a yi, ..., yn. Notons (u;, v;, w;)1<i<n une telle suite choisie de sorte a
maximiser |vy,|.

Soit up41 le préfixe de y,41 de longueur maximale tel que (u,41)~! soit un suffixe de v,,.
Posons alors

w, = (unH)_l, Vp = vhw,, et Ynil = Unt1Unid-

Il est immeédiat que la suite

s = (uh U1, ’LU1), R (un—la Un—1, wn—l): (una U;m w%)a (Un—i-l, Un+1, 5)

vérifie les points 1, 2 et 4 de la Définition 5.2.1. Par le Lemme 5.2.5, le point 3 de la Défini-
tion 5.2.1 est donc également vérifié. Pour le point 5, il est uniquement nécessaire de le vérifier
quand j =n + 1 car v/, est un préfixe de v,.

Si vl, # ¢, alors la suite s est admissible. En effet, v} v,41 est réduit car u,41 a été choisi
de longueur maximale.

Si v}, = g, notons i < n maximal tel que v; # €. Par le Lemme 5.2.5, w41, ..., Wnp—1, W),
sont non vides. De plus, u;4+1 # € donc on a également w; # €. Si n — i est impair, par la
Remarque 5.2.3, y; et y,41 sont soit tous les deux dans X, soit dans X ~!. En particulier, v;
et vp41 sont sur le méme alphabet donc v;v,41 est réduit. Le point 5 de la Définition 5.2.1
étant alors vérifié, la suite s est admissible.

Sin — i est pair, supposons y; € X (Iautre cas se résout de fagon symétrique). On a alors
Ynt1 € X1, Dans le graphe d’incidence Gx de X, on a le chemin

/ —1
U Vi —> Wi —7 Ui —> Wit 2 —7 WUjpq —> =+ —> Up — W,, —> (Un+1) .
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En effet, wv;w; = yi, wirorWiror = Yiror (K # 0) et upw!, = y, sont tous des éléments de X.
De plus, pour tout 0 < k < 5%,

Uit 2k+2Wit 2k = ((wi+2k)_1(ui+2k+2)_l) = (Uitokt1Witont1) " = (Yigors1) ' € X
donc (w; ok, Uir2k+2) est une aréte de G x. Par un raisonnement similaire,
(”n+1)_1w;b = (un+lvn+1)_1 €X.

Par la Proposition 5.1.4, si x est le plus long suffixe commun & u;v; et a (vn+1)_1, il est

—1

suffixe propre de w;v;, Wi+, Uitd, . .., Un, (Vnt1) "
Si v; est un suffixe de x, cela signifie que v; est lui-méme un suffixe propre de ces mots et
que v, Lest un préfixe propre de w41, Wit3, ..., Wn—1,Unt+1. La premiére partie implique que,

pour k > 0, ®)
-1
Yit2k = Ui 2k Wi 2k = P(Uz’+2k’vi )ini+2k-
et la seconde que, pour k£ > 0,
-1
Yir2k+1 = Ui 2k4+1Wi42k+1 = Ui42k+17; P(ini+2k+1)-

Considérons la suite

(Ul,Ul,wl), B (uiflaviflawifl)a
(ui,gvviwi)7 (ui+1U;17€7p(viwi+1))v
(p(uiJrQUi_l)vg?iniJrQ)v ceey (p(unvi_l)vviw;’wg)‘

Il s’agit d’une suite admissible par rapport a ¥1,...,¥y,. En effet, les points 1 & 4 de la Défi-
nition 5.2.1 sont facilement vérifiés. Pour le point 5, si j < ¢ est le plus grand indice tel que
vj # €, alors par hypothése sur la suite admissible de départ, v;v; est réduit. Comme v; et w},
sont sur le méme alphabet, on en déduit que vjv;w;, est réduit. Or,

lvwy, | = |vivg| > |vnl,

ce qui est impossible vu le choix de la suite (ug, vk, Wg)1<k<n-
On peut donc en conclure que v; a & pour suffixe propre. Rappelons également que z est
suffixe propre de (v,,1)~!. Notons v; = px et (vn,41)~ ' = gw. Considérons la suite

(Ulavlawl)a B (uiflaviflawifl)a
(ui7p7$wi)7 (ui+1x71,5,p(xwi+1)),
(p(U,H_Q.’E_l), & xwi—i—?)a SRR (p(unx_1)7 g, 1”[1);1),

(Un+1l‘_1, q_la 5)'

Il s’agit d’une suite admissible par rapport & y1, . .., yn41 car x a été choisi maximal donc pg~!
est réduit.

Nous avons donc trouvé une suite admissible par rapport a yi,...,yn+1 dans tous les cas,
ce qui permet de conclure I'induction et la démonstration. O

(5). Pour simplifier les notations, si i + 2k = n, nous supposons ici w;t2x = wy,.
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5.3 Automates co-déterministes

Nous faisons & présent un retour sur les automates pour introduire les notions d’automate
co-déterministe et d’automate minimal d’'un ensemble. Nous nous intéressons aux propriétés
de ce dernier lorsque ’ensemble en question est un code préfixe.

Définition 5.3.1. Un automate (déterministe) A = (Q, qo, F, A, ) est émondé si, pour tout
q € @, il existe un chemin de ¢¢ vers ¢ et de g vers un état accepteur. Il est simple s’il est
émondé et si F' = {qp}.

Définition 5.3.2. Un automate simple A = (Q, qo,{q0}, 4,9) est co-déterministe si, pour
tous a € A, q € Q, il existe au plus un p € Q tel que §(p,a) = q. Dans ce cas, on peut définir
'automate miroir de A comme étant A% = (Q, qo, {q0}, 4,9") ou

§(g,a) =p < &(p,a)=gq.

Proposition 5.3.3.
1. Le langage accepté par un automate simple est engendré par un code préfize.

2. Le langage accepté par un automate co-déterministe est engendré par un code bifize.

Démonstration. Soit A = (Q,qo0,{qo},A,d) un automate simple. Notons X I’ensemble des
mots non vides correspondant & un chemin de A commengant et se terminant en ¢y mais ne
passant pas & un autre moment par ¢p. On a directement que L(A) = X*.

1. Montrons que X est un code préfixe. Soient x,y € X tels que x soit un préfixe de y. 1l
existe donc z € A* tel que y = xz. Le chemin correspondant a y passe alors par

3(q0, ) = qo.

Par définition de X, on doit avoir z = € et x = y donc X est un code préfixe.

2. Montrons que si A est co-déterministe, X est également un code suffixe. Soient x,y € X
tels que  soit un suffixe de y. Notons y = zz. Etant donné que A est co-déterministe,
on a

6(q0,y) = qo = 0(qo, ) = 6(qo, 221,n—1]) = 0(q0; Z[1,n—1])-
En itérant, on trouve alors
(g0, 2) = qo,
ce qui implique que z =€ et x = y.

O

Définition 5.3.4. L’automate minimal d’un ensemble non vide X C A* est automate
.AX = (Q,qO,F,A,é) ou

-Q={w'X |we A, wX #0},

-qo=X=¢1X,

- F={w !X |weX},

-5 ={(w X, a,(wa)'X) |a € Aet w X, (wa)"tX € Q}.
Un automate est minimal s’il est isomorphe & l'automate minimal du langage qu’il accepte.

Par construction, §(qgo, w) = w1 X si X NwA* est non vide et n’est pas défini sinon. On
en déduit qu’un mot w est accepté par 'automate Ax si et seulement si w € X.
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Proposition 5.3.5. Soit X un code préfize.
1. Pour tout x € X*, x71X* = X*.

2. L’automate minimal de X* est simple.

Démonstration.

1. Il est évident que X* C 7 'X* car, pour tout y € X*, on a également zy € X*.
Montrons 'autre inclusion. Soient x1,...,z, € X tels que = x7 ... z,. Montrons que

X C (:UQ...a:n)_lX* C...C xng* C X*.

Toutes les inclusions se montrent de facon similaire donc ne montrons que la premiére.
Soit y € x71X*. On a donc xy € X*. Notons y1,...,Ym € X tels que zy = y1 ... Ym.
Comme X est un code préfixe, on doit avoir 1 = y; donc z2... T,y =y2...Ym € X*
ety € (ry...2,) X"
2. Notons Ax+ = (Q, qo, F, A, ) 'automate minimal de X*. Pour tout p = w™'X* € Q,
on a
8(qo, w) = w lX* =p.

De plus, w™' X* # () par hypothése donc, pour v € w™'X*, on a wv € X* donc
5(p,v) = (wo) 1 X* = X* = q.
En conséquence, 'automate Ax~+ est émondé. Il est simple car
F={w!'X"|weX*"}={X"}.
O

Les notions d’automate co-déterministe et d’automate minimal sont fortement liées, comme
le montrent les résultats qui suivent.
Nous citons ici un résultat (|16, Proposition IV.3.10]) que nous ne redémontrons pas.

Proposition 5.3.6. Soit A = (Q,qo, F,A,d) un automate émondé. Il est minimal si, et
seulement si, l’application

0:Q —PA") qg—{we A" |d(q,w) € F}
est injective.
Proposition 5.3.7. Tout automate co-déterministe est minimal.

Démonstration. Soit A = (Q, qo,{qo}, A,d) un automate co-déterministe. Montrons que 1’ap-
plication ¢ de la Proposition 5.3.6 est injective. Pour cela, montrons plus généralement que
s'il existe w € A* tel que §(p,w) = §(q, w), alors p = q.

Procédons par récurrence sur |w|. Si w = ¢, la conclusion est immédiate. Supposons le
résultat vrai pour les mots de longueur |w| — 1 et montrons-le pour w. Notons w = va, a € A.
On a alors

6(6(p,v),a) = é(p,w) = d(q, w) = 6(5(q,v), a).
Comme A est co-déterministe, on a (p,v) = d(q,v), ce qui permet de conclure par hypothése
de récurrence.

A présent, 'automate A étant émondé, ¢(q) est non vide pour tout ¢ € @, ce qui signifie
que si p(q) = ¢(p), il existe un mot w tel que §(p,w) = qo = d(q,w) donc ¢ = p et @ est
injectif. O
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Cependant, la réciproque n’est en général pas vraie. On a tout de méme le résultat suivant.

Proposition 5.3.8. Soit X un code préfize. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. X* =(X)n A*,

2. lautomate minimal Ax- = (Q, qo, F, A,d) de X* est co-déterministe

Démonstration. Supposons X* = (X) N A*. Par la Proposition 5.3.5, 'automate Ax« est
simple. Montrons qu’il est co-déterministe. Soient a € A et ¢ € Q). Supposons qu’il existe
p,p € Q tels que d(p,a) = g = 6(p',a). Par définition de Q, il existe w,v € A* tels que
p=w1X* p = v 1 X* Montrons que w—'X* = v~ X* donc que p = p/. L’automate Ax-
étant simple, il existe u € A* tel que §(q,u) = go. On a alors

d(qo, wau) = &(p, au) = d(g,u) = qo
donc wau € X*. De méme, vau € X*. Soit £ € w™'X*. On a va € A* donc

vz = pvavu o lw wr) = p(van(wan) twz) € (X).
Par hypothése, on a alors vz € X*, ce qui signifie que z € v 1 X* et w ' X* C v~ X*. On
procéde de fagon symétrique pour montrer 'autre inclusion.
Supposons & présent Ax« co-déterministe. On a immédiatement X* C (X) N A* donc
montrons I'autre inclusion. Pour cela, notons B I'automate (Q’, qo, {qo}, AU A7, §’) ou

§'=0U{(p,a™"q) €Qx AT x Q| (q.a,p) € 6}

qui est déterministe car Ax~ est co-déterministe. Pour tout z =z ... 2, € (X U X_l)*, on a
8" (qo,x) = qo car, si x; € X, le lire dans B est équivalent a le lire dans Ax+ donc correspond
a un chemin de qg vers qg et si z; € X1, alors lire z; dans B revient a prendre le chemin
correspondant a xi_l dans Ax~ a l'envers.

Remarquons également que lire aa~! & partir d'un état p € Q nous raméne a 1'état p car
si ¢ = d(p,a), il n’y a qu’a partir de p qu’on peut atteindre ¢ en lisant a, et donc que vers p
qu’on peut aller en lisant ¢! & partir de ¢.

En conclusion, tout mot z € (X) est tel que

&'(g0, ) = qo
dans B. Si, de plus, x € A*, alors le chemin emprunté est un chemin de Ax+ donc
r e L(Ax~) = X",
O

Corollaire 5.3.9. Soit A= (Q,q0,{q},A,d) un automate co-déterministe. Si X est le code
préfize tel que L(A) = X*, alors
X*=(X)nA*.

Démonstration. Si A est co-déterministe, alors, par la Proposition 5.3.7, il est minimal. Par
la Proposition 5.3.8, on en déduit que X* = (X) N A*. O

Dans le cas d’'un automate simple, on connait exactement le sous-groupe qu’il décrit.
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Proposition 5.3.10. Soit A = (Q, qo,{q0}, 4,9) un automate simple. Si X est le code préfize
tel que L(A) = X*, alors le sous-groupe décrit par A est (X).

Démonstration. Notons H le sous-groupe décrit par A. Comme X C H, on a (X) C H.
Montrons donc 'autre inclusion. Par définition, H est I’ensemble des réductions des mots
acceptés par 'automate B = (Q, {qo}, {qo}, A, A) ou

A=6U{(pa',q) €Qx A" xQ|(q.a,p) € b}

Pour montrer que H C (X)), procédons par récurrence sur le nombre de lettres de w € L(B)
qui sont dans A~1. Si w € A*, alors w € L(A) = X* donc p(w) = w € (X).

Supposons a présent le résultat vrai pour les mots ayant strictement moins de lettres dans
A~ que w € (AU A7) Notons i le premier indice tel que w; € A~! et notons u = W1 i-1)
et v = w41 ). Sur le chemin de B qui permet d’accepter w, notons p I'état atteint en lisant
u et g celui atteint en lisant uw;. Par construction de B, comme u € A*, on a donc

d(qo,u) =p

et
5(q,w; ) = p.

Etant donné que A est émondé, il existe un chemin de p vers gy étiqueté par z € A* et un
chemin de gy vers q étiqueté par y € A*. On a alors

uz, yw; 'z € L(A) = X*.

De plus, yv est dans L(B) et a strictement moins de lettres dans A~! que w donc, par hypothése
de récurrence, p(yv) € (X). On en déduit que

p(w) = pluwiv) = pluz(yw; "z) yv) € (X),

ce qui permet de conclure la récurrence. O

5.4 Automate littéral et automate quotient

Il est possible de définir d’autres automates liés & un ensemble X lorsque ce dernier est
un code bifixe. Ces automates sont basés sur une relation définie sur les préfixes propres de
X. Elle est intimement liée au graphe d’incidence de X défini dans la Section 5.1. Lorsque
I’ensemble X est inclus dans un ensemble acyclique, on peut étudier les différentes propriétés
de ces automates. Nous montrerons notamment que 'automate quotient décrit le sous-groupe
engendré par X. Nous prouverons également le Théoréme de saturation affirmant que, sous
ces conditions,

X*NnS=(X)nS.

Définition 5.4.1. Soient X un code bifixe et P I’ensemble de ses préfixes propres. Définissons
la relation fx sur P comme étant la cloture transitive de la relation telle que p = ¢ s’il existe
s € AT tel que ps,qs € X.
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Comme X est un code bifixe, € n’est 6 x-équivalent & aucun autre mot car cela impliquerait
qu’il existe s,q € AT tels que s,gs € X.

Sur P\ {e}, la relation peut se traduire par p = ¢ mod Ox si, et seulement si, il existe un
chemin de p vers ¢ dans le graphe d’incidence de X. Les classes de P/fx correspondent donc
a {e} et aux projections des composantes connexes du graphe G x sur P.

Proposition 5.4.2. Soient X un code bifixe et P l’ensemble de ses préfizes propres. Pour
tous p,q € P, sip=q mod Ox, alors(®

Démonstration. Si p ou ¢ est vide, le résultat est immédiat. Sinon, vu ce qui a été observé
ci-dessus, il existe un chemin de p vers ¢ dans le graphe d’incidence de X. Procédons par
récurrence sur la longueur n de ce chemin ou, plus précisément, étant donné que la longueur
est paire, nous effectuerons la récurrence sur k tel que n = 2k. Si k = 0, alors la conclusion
est immédiate car p = q.

Supposons le résultat vrai pour les chemins de longueur 2(k — 1) et montrons-le pour p
et g reliés par un chemin de longueur 2k. Notons r € P le premier sommet (autre que p) de
P par lequel passe ce chemin. Par hypothése de récurrence, (X) - r = (X) - ¢q. De plus, par
définition du graphe d’incidence, il existe s € A1 tel que ps,rs € X. Dans ce cas,

p=p(ps(rs)~'r) e (X) -r

donc (X) - p C (X) - r. On procéde de méme pour montrer I'autre inclusion. O

Nous définissons & présent le premier des deux automates donnant leurs noms & cette
section et montrons une premiére propriété le concernant.

Définition 5.4.3. Soit X un code préfixe. Notons P l’ensemble des préfixes propres de X.
L’automate littéral de X* est automate A = (P,¢,{ec}, A,d) ou

6 ={(p,a,pa) |a € A,pac P} U{(p,a,c)|ac A,pac X}

Cet automate est déterministe car X est un code préfixe donc P N X = (). De plus, il
accepte le langage X*. Notons également qu’il est simple car, pour tout p € P, §(e,p) = p et
par définition, il existe z € A tel que pr € X donc §(p,z) = €.

Ezemple 5.4.4. Reprenons I'ensemble X = {ab, acac, acbb, cb, cca} de I'Exemple 5.1.3. Il s’agit
d’un code préfixe et P = {e, a, ac, aca, ach, ¢, cc}. L’automate littéral de X* est alors 'automate

(6). La notation (X) -y représente
{z€Fa|FzeXtqz=x-y=pzy)},
de méme que la notation Sw représente

{ue A" | Fv e S tq. u=ovw}
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Proposition 5.4.5. Soient S un ensemble acyclique, X C S un code bifixre et P l’ensemble
de ses préfizes propres. Pour tous p,q € P, a € A, si pa,qa € PU X, alors

p=q modflx & i(p,a)=0(q,a) mod Ox
ot d est la relation de transition de l’automate littéral de X*.

Démonstration. Supposons p = ¢ mod 0x. Si p = ¢V, la conclusion est immédiate. Sinon,
il existe un chemin p, vy, uq,...,un—1,vn,q dans le graphe d’incidence Gx de X. On peut
supposer que ce chemin ne passe pas deux fois par le méme sommet. Comme pa,qga € PU X,
il existe également x,y € A* tels que pax,qay € X. On a donc le chemin

ar,p,vi,...,Un,q,0ay.

Sin=1cet ar = vy = ay, alors par,gaxr € X donc pa = ga mod fx. Supposons ne pas étre
dans ce cas-la. Par la Proposition 5.1.4, cela signifie que a est un préfixe propre de ax, ay et
de tous les v; ®). En particulier, = et y sont non vides donc pa,qa € P et on a 0(p,a) = pa et
d(q,a) = ga. Notons v; = av,. On a le chemin

/ /
ba,vy,ura,. .., Up-1a,Vy,,qa

dans Gx donc pa = ga mod fOx.

Réciproquement, supposons avoir d(p,a) = d(q,a). Si pa € X, alors 6(p,a) = € donc
qa € X et inversement. Dans ce cas, on a directement p = ¢. Si pa, qa € P, alors il existe un
chemin

DOy VL, ULy -« oy Un—1, U,y GO

dans Gx. On suppose que ce chemin ne passe pas deux fois par le méme sommet (). Par la
Proposition 5.1.4, a est un suffixe propre de pa, ga et des u;. Notons u; = u;a. On a alors le
chemin

/ /
b,avy, Uy, ..., Uy_1,AVn, q

(7). Et donc également si p ou ¢ est vide.

(8). En effet, soit ax # v1 et ay # v, et on peut appliquer directement la Proposition 5.1.4, soit ax = v1 ou
ay = vy, et, dans ce cas, on applique la proposition au chemin commencant en v; ou se terminant en v,. Le
chemin obtenu passera par au moins deux sommets différents parmi ax, v1,...,vn, ay car le cas dégénéré a été
écarté.

(9). On suppose donc pa # qa, auquel cas la conclusion est immédiate.
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dans Gx donc p=¢q mod fx. O

L’automate quotient d’un code bifixe X est défini comme étant le quotient de I’automate
littéral de X™* par la relation fx. Plus précisément, on a la définition suivante ol nous notons
1x := [e]p, pour alléger les notations.

Définition 5.4.6. Soient X un code bifixe et P I’ensemble de ses préfixes propres. L’automate
quotient de X est Pautomate Bx = (P/0x,1x,{1x}, A,0") ou (P,a,Q) € § §'il existe p € P,
q € Q tels que §(p,a) = q ou J est la relation de transition de 'automate littéral de X*.

Remarquons qu’il s’agit bien d’un automate déterministe par la Proposition 5.4.5. En effet,
sip=p mod fx et sid(p,a) =g, alors 6(p/,a) est soit indéfini, soit équivalent a q.

Remarque 5.4.7. A tout chemin de p vers ¢ étiqueté par w dans automate littéral de X*
correspond un chemin de [ply, vers [¢lg, étiqueté par w dans Bx. On peut le vérifier aisément
par récurrence sur |w|, par exemple. En particulier, Bx est simple car 'automate littéral 1’est.

Nous étudions ici quelques unes des propriétés de cet automate avant de démontrer le
résultat principal de cette section, appelé Théoréme de saturation.
Proposition 5.4.8. Soient S un ensemble acyclique et X C S un code bifize.

1. L’automate quotient Bx est co-déterministe.

2. Si Z est le code bifive engendrant L(Bx), alors X C Z.

3. Le sous-groupe décrit par Bx est (X).

Démonstration. Notons A = (P,e,{e}, A, J) automate littéral de X* et

BX — (Qa ]-X7 {1X}7 Aa 6/)

I’automate quotient de X.

1. Par la remarque précédente, Bx est simple. Il est alors immédiat que Byx est co-
déterministe par la Proposition 5.4.5.

2. Etant donné que By est co-déterministe, un tel Z existe bien par la Proposition 5.3.3.
Soit € X. Comme = € L(A), il correspond & un chemin C de ¢ vers € dans A. De
plus, C ne passe pas par € 19 car cela signifierait qu'un préfixe de z est dans X et
contredirait le fait que X est un code bifixe. Le chemin correspondant a C dans By
va de 1y dans ly et est étiqueté par x donc x € L(Bx) = Z*. Le mot ¢ n’étant
équivalent & aucun autre pour la relation Ay, ce chemin ne passe pas par 1x ) donc
aucun préfixe de x n’est dans Z*. On en conclut que x € Z car = # €.

3. Notons H le sous-groupe décrit par Bx. Par la Proposition 5.3.10, on a
H=(2).

Comme X C Z, (X) C H. Montrons 'autre inclusion. Pour cela, il suffit de montrer
que, si z € Z, (X) - z = (X). Plus généralement, montrons que si

&' ([plox > w) = [dlox

(10). On entend ici qu’il ne repasse pas par ¢ en dehors de son état de départ et de son état d’arrivée.
(11). Méme remarque que dans la Note (10).
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alors

(X) - pw = (X) -q,
ce qui permettra de conclure car z € L(Bx) donc 0'([elgy,2) = [e]o,. Procédons
par récurrence sur |w|. Si w = ¢, alors cela signifie que p = ¢ mod fx donc, par la
Proposition 5.4.2, la conclusion est immédiate. Supposons a présent le résultat vrai
pour les mots de longueur |w| — 1 et notons w = w’a. Notons également

r € 0'([plox, w')

tel que
d(r,a) =q mod Ox.

- Sira € P, alors §(r,a) = ra donc par la Proposition 5.4.2,
(X)-q=(X) ra.

- Si ra € X, alors §(r,a) = ¢ et, comme la classe d’équivalence de ¢ est réduite a
lui-méme, ¢ = €. On a alors

Par hypothése de récurrence,

donc on a

Théoréme 5.4.9. Soit S un ensemble acyclique. Pour tout code bifite X C 5,
X*nS=(X)nS§s.
On dit alors que X* est saturé dans S.

Démonstration. On a immédiatement X* NS C (X) NS donc il suffit de montrer 'autre
inclusion. Commengons par faire quelques observations. Notons Z le code bifixe engendrant
L(Bx). L’automate Bx est co-déterministe donc minimal. Par la Proposition 5.3.8, on a alors

Z*={(Z)n A"
Or, par la Proposition 5.4.8, X C Z donc
(X)nsSc{Z)ynS=Z)nA*nS=2*nSks.
Posons Y = Z N S. L’ensemble S étant factoriel,
ZrNnS=ZnsS) " NnS=yY"nSs.

Nous pouvons & présent montrer que (X) NS C X*. Soit x € (X) N S. Il existe donc
T1,...,2n € XU X! tels que
r=2x1"..."Tp.

Comme (X)NS CY*NS, il existe également y1,...,yn €Y tels que

T=Y Ym =YL Yme

Or, Y C S est un code bifixe donc, par le Théoréme 5.2.6, Y est libre. De plus, X est inclus
dans ZNS =Y. On a doncn =m et x; = y;. En particulier, x; € A* donc ; € X. On obtient
donc bien que x € X*. O



Chapitre 6

Propriété de base d’indice fini et
stabilité des ensembles dendriques

Dans ce chapitre, nous établissons un lien entre le S-degré d’un code bifixe S-maximal et
Iindice du sous-groupe qu’il engendre. Cela nous permettra d’obtenir une caractérisation des
ensembles dendriques. Nous étudions ensuite la stabilité de la famille des ensembles dendriques
pour une opération définie & partir des mots de retour. Grace a la propriété d’indice fini,
nous terminons aussi de prouver la stabilité par décodage bifixe maximal, commencée & la
Section 4.2.

6.1 Indice d’un sous-groupe

Commencons par rappeler quelques définitions et résultats élémentaires d’algébre concer-
nant I'indice d’un sous-groupe d’un groupe G dont l'opération est notée - .

Définition 6.1.1. Soit H un sous-groupe d’un groupe G. L’ensemble des classes a gauche
selon H est I’ensemble
{9-H:gecG}.

Symétriquement, les classes a droite selon H sont les éléments de I’ensemble
{H-g:9€G}.

Proposition 6.1.2. Soit H un sous-groupe d’un groupe G.
1. Les classes a gauche (resp. a droite) selon H forment une partition de G.

2. 1l y a autant de classes a gauche selon H que de classes a droite selon H, i.e.
{g-H:9e G} ={H g:9€G}

Définition 6.1.3. Soit H un sous-groupe d'un groupe G. L’indice de H est le cardinal de
I’ensemble des classes & gauches selon H. On le note

G:H]=Hg-H:g€G}|

Proposition 6.1.4. Soient H et H' deuzr sous-groupes d’un groupe G. Si H C H' et si
[G: H)=|G: H'|, alors H=H'.

79



80 CHAPITRE 6. PROPRIETE DE BASE D’INDICE FINI

Exemple 6.1.5. Remarquons que

(A™) = {p(w1 ... wp) | w; € AU (A™H™, m e N}
={z € Fa|l|z|a=|z|g-1 mod n}
ou |x|4 représente le nombre de lettres de = dans l'alphabet A. De fagon similaire, pour tout
y € Fy,
y-(A") ={z € Fall|z|la —[z[a- = [yla — [y[a-+ mod n}.

On en déduit qu’il n’y a que n classes & gauches possibles et que
[Fy: (A")] =n.

Mentionnons & présent deux résultats célébres d’algébre des groupes libres diis & Jakob
Nielsen et Otto Schreier. Rappelons que le rang d’un groupe libre est le cardinal de n’importe
laquelle de ses bases.

Théoréme 6.1.6 (Théoréme de Nielsen-Schreier). Tout sous-groupe d’un groupe libre est un
groupe libre.

Théoréme 6.1.7 (Formule de Schreier). Si G est un groupe libre de rang n € N et si H est
un sous-groupe de G d’indice d € N, alors H est un groupe libre de rang

1+d(n—1).

Nous utiliserons principalement cette formule dans le cas ot G = F4 et H admet X pour
base. Elle devient alors
|1 X|=14+d(|A] - 1)

ol d est I'indice de H.

Définition 6.1.8. Un ensemble récurrent S a la propriété de base d’indice fini si, pour tout
code bifixe fini X C S, on a I’équivalence suivante : X est un code bifixe S-maximal de S-degré
d si, et seulement si, X est la base d’un sous-groupe d’indice d du groupe libre F4.

Remarque 6.1.9. En particulier, si S a la propriété de base d’indice fini, alors pour tout code
bifixe X S-maximal fini, son S-degré est fini par la Proposition 2.5.8 et, par la formule de
Schreier,

[ X =1+ds(X)(JA| - 1).

On retrouve donc un résultat similaire au Théoréme de cardinalité (Théoréme 2.5.10).

6.2 Lien entre la propriété de base d’indice fini et les ensembles
dendriques

Nous montrons ici qu'un ensemble récurrent est dendrique si, et seulement si, il a la pro-
priété de base d’indice fini. Montrons tout d’abord que tout ensemble dendrique récurrent a
la propriété d’indice fini. Pour cela, il faut montrer une équivalence. Le premier sens découle
de la proposition suivante.

Proposition 6.2.1. Soient S un ensemble dendrique récurrent et X C S un code bifize S-
mazximal fini. St X est de S-degré d, alors (X) est d’indice d.
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Démonstration. L’ensemble X étant de S-degré d, il existe w € S tel que
(SX (U)) =d.

Notons P l'ensemble des préfixes propres de X et @ I’ensemble des suffixes de w n’ayant pas
de préfixe dans X ou, de facon équivalente car X est un code préfixe S-maximal,

Q = Suff(w) N P.
Par la Proposition 2.5.3, |Q| = d. Montrons que
C={(X)-qlqeQ}

forme I’ensemble des classes & droite selon (X), ce qui permettra de conclure.

Montrons que les éléments de C sont distincts. Soient p,q € @ tels que (X) -p = (X) - q.
Comme p et g sont tous deux des suffixes de w, supposons sans perte de généralité que
g € Suff(p) et notons = € S tel que p = zq. On a alors

(X)-zq=(X) - p=(X)-q
donc
(X) -z = (X),

ce qui signifie que = € (X) et donc que z € (X) N S. Par le Théoréme de saturation (Théo-
réme 5.4.9), on a alors x € X*. Cependant, = est préfixe de p € Q@ C P donc z est préfixe
propre d’un élément de X. L’ensemble X étant un code préfixe, la seule possibilité est d’avoir
x = e. Cela signifie donc que p = ¢ et on le résultat désiré.

Montrons a présent que les éléments de C' recouvrent F4 tout entier. Pour cela, définissons

V={velFalQ vC(X) Q}

et montrons que V' = F4. Tout d’abord, montrons qu’il s’agit d’un sous-groupe de F4.
- Comme ¢ € (X), Q C(X)-Q donce €V,
- Soit v € V. Montrons que v~ € V. Pour cela, montrons d’abord que 'application

p:Q—=Q p—qtq pve(X)-q

est surjective. Elle est correctement définie car v € V' donc un tel ¢ existe pour tout
p € Q. De plus, les éléments de C' sont disjoints donc ce ¢ est unique. Remarquons que

pp)=q & p-ve(X)q
& JreX)tqpv=x-q

& Jre (X)) tq ! !

.p:q.v_
& qgvte(X)p

donc, pour tous p,p’ € Q, si p(p) = q = ¢(p'), alors
g-v"te(X)-pn(X)-p

ce qui implique que (X)-p = (X)-p’ car les classes a droite selon (X) sont disjointes. Les
éléments de C étant distincts, on a donc que p = p’. En conséquence, la fonction ¢ est
injective. Elle va d’un ensemble fini dans lui-méme donc elle est également surjective.
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I1 en découle que, pour tout ¢ € @, il existe p € @ tel que p(p) = ¢ donc tel que
q-v~t € (X)-p. On en conclut alors que

Qv C(X)-Q

et que vl e V.
- Soient v,v' € V. On a

doncv-v' € V.
Montrons maintenant que Rg(w) C V car alors

Fa=(Rg(w)) C(V)y=V C Fy4

par le Théoréme 3.5.1. Soient u € Rg(w) et ¢ € Q. Comme u,q € A*, on souhaite montrer
que qu = q-u € (X) - Q. Par définition de Rg(w), wu € S et il existe v’ tel que wu = vw'w.
De plus, g est un suffixe de w par hypothése donc

qu € Suff(wu) C S

car S est factoriel. Or, X est un code préfixe S-maximal donc qu est préfixe d’'un mot de X*.
Notons

qQu=1o1...T,p, x; € X,p€P.

11 nous suffit de montrer que p € Suff(w) car, dans ce cas, p € @ et on pourra conclure étant
donné que
qu € X*p C (X) - p.

Par construction,
p € Suff(qu) C Suff(wu) = Suff (v'w)
donc montrons que |p| < |w|. Procédons par absurde. Si [p| > |w]|, alors w est un suffixe
propre de p € P donc w € IFac(X). Or, par définition de w, dx(w) = d = dg(X), ce qui est
absurde par la Proposition 2.5.8.
Nous avons donc montré que Fy = V. Autrement dit, pour tout v € Fjy,

Q-vC(X) Q.

Etant donné que € € Q, cela signifie que Fy C (X)-Q et que C est bien I'ensemble des classes
a droite selon (X). Vu le cardinal de C, on en conclut que 'indice de (X)) est bien d. O

Avant de montrer la réciproque de ce résultat, revenons briévement aux fonctions comptant
le nombre de découpages par rapport & un ensemble. En effet, nous aurons besoin de savoir
que tout code bifixe fini est inclus dans un code bifixe S-maximal S-fin et pour cela, nous
avons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.2.2. Si§: A* — N est tel que
1. 6(e) =1,
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2. pour tous w € A* eta € A,
d(aw) — 6(w) € {0,1}

et
d(wa) — §(w) € {0,1},

3. pour tous w € A* et a,b € A,

d(w) + d(awb) < §(aw) + §(wbd),

alors il existe un code bifire X tel que § = dx.
Réciproguement, si X est un code bifixe, éx vérifie les conditions ci-dessus.

Démonstration. Pour tout w € A*, définissons

i(e) siw = ¢,
m(w) = < 6(a) — 24(e) siw=a € A,
d(aw'd) — §(w'b) — d(aw’) + 0(w') st w = aw'd, a,b € A.

Remarquons que, si w # ¢, m(w) € {—1,0} car
- pour tout a € A, par 'hypothése 2,

0(a) —d(e) € {0,1}

donc §(a) — 2d(¢e) € {—1,0},
- pour tous a,b € A, x € A*, vu la deuxiéme hypothése, 7(aw’d) € {—1,0,1}. De plus,
par I'hypothese 3, w(aw’d) < 0.
Posons
X={wed"|n(w)=-1}

et montrons qu’il s’agit d’un code bifixe.
Pour ce faire, notons

U= {e}U{aw € A" | 6(aw) — §(w) = 1}.
On a alors

UA\U ={wbec AT\ U |w e U}
—{be A|5(b) —d(e) £ 1}
U {aw'b € A" | §(aw'd) — 6(w'b) # 1 et §(aw’) — §(w') = 1}
={aec Ald(a)—0d(e) =0}
U {aw'db € AT | §(aw'b) — 6(w'b) = 0 et §(aw’) — §(w') = 1}
= X.

Montrons que UA\ U est un code préfixe. Pour cela, commengons par montrer par récurrence
sur la longueur de w € U que Pref(w) C U. Si |w| < 1, la conclusion est immédiate. Si
w = aqw'b, alors

1 =d(aw'd) — §(w'd) < §(aw’) — §(w') <1
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par hypothése. Donc aw’ € U et on peut conclure par hypothése de récurrence sur aw’ car
Pref(w) = {w} U Pref(aw’).

A présent, soient z,y € UA\ U tels que x € Pref(y). Notons y = y'b, v/ € U, b€ A. Siz #y,
alors = € Pref(y') C U, ce qui est absurde. On en conclut que X est un code préfixe.
De fagon symétrique, si

V = {e} U {wb € A* | §(wb) — §(w) = 1},

alors

X =AV\V

qui est un code suffixe. L’ensemble X est donc bien un code bifixe.
Montrons maintenant que 6(w) = dx(w) pour tout w € A*. Si w = ¢, le résultat est
immédiat. Si w = a € A, alors, par la Proposition 2.5.3,

5x(a) _{2 sia €& X,

sinon

si m(a
smr 1

d(a

car w(a) = d(a) —
Supposons avoir I’égalité pour les mots de longueur au plus |w|—1, |Jw| > 2, et montrons-la
pour w. Notons w = aw’b, a,b € A. On a alors

S(w) = 6(aw”) + 6(w'd) — 6(w') + m(w)
= 5)(((110,) + 5x(w/b) — 5)((’[0,) — ]lx(w).

Or, par la Proposition 2.5.3,
dx(w'b) —dx(w') =1—14.x(w'd)

et
dx(aw') = dx(w) — 1+ 1 g x (w)

donc

S(w) =0x(w) =1+ g x(w) + 1 — L x(w'd) — Lx(w)
= (5x(w) + ]lA*X(w) — ]IA*X(w/b) — ]lx(w)

Il suffit donc de montrer que
]1,4*)((71)) — ]IA*X(U)/Z)) — ]lx(w) =0.

Si w'b € A*X, alors w = aw'b € ATX et, comme X est un code bifixe, w € X. On a donc
bien I’égalité dans ce cas. Si, par contre, w'db ¢ A*X, alors

weEAX & welX
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ce qui permet également d’obtenir ’égalité. En conclusion, X est un code bifixe tel que § = dx.
Réciproquement, si X est un code bifixe, les conditions 1 et 2 sont trivialement vérifiées
par dx par la Proposition 2.5.3. De plus,

dx(aw) —dx(w) =1 —1xa«(aw) > 1 — L x g+ (awd) = dx (awb) — Jx (wbd).
O

Proposition 6.2.3. Soit S un ensemble récurrent. Tout code bifize X C S fini est inclus dans
un code bifize S-mazximal S-fin.

Démonstration. Tout d’abord, si X est S-maximal, la conclusion est immédiate car S est infini
donc tout sous-ensemble fini est S-fin. Supposons donc que X n’est pas S-maximal. Posons

d=max{x(z) |z € X} + 1
L’ensemble X étant fini, d I'est également. Définissons alors
§: A" >N w min{d, ox(w)}

et montrons que § vérifie les conditions du Lemme 6.2.2.
1. On a é(¢) = min{d, 1} = 1.

2. Soient w € A* et a € A. Par construction,
d(aw) — o(w) € {0, 1}.

En effet, si dx(w) > d, alors dx(aw) > d donc d(aw) — 6(w) = 0. Si, par contre,
dx(w) < d, alors 0x (aw) < d par la seconde partie du Lemme 6.2.2 et

d(aw) — 0(w) = 0x (aw) — dx (w) € {0,1}.
Remarquons que, dans les deux cas,
é(aw) — 6(w) < dx(aw) — dx(w).
On montre symétriquement que
d(wa) — d(w) € {0,1}.
3. Soient w € A* et a,b € A. Si §x(w) > d, alors
d(w) + d(awbd) = 2d = §(aw) + 6(wb).

Si dx(w) < d, alors dx (aw) < d et on a

0(awb) — o(wbd)

par la seconde partie du Lemme 6.2.2 donc

d(w) + 0(awb) < d(aw) + d(wb).
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Par le Lemme 6.2.2, il existe un code bifixe Y tel que § = dy. Posons
Z=YnNS.

Montrons que Z est le code bifixe recherché, i.e. qu’il est S-maximal, S-fin et qu’il contient
X. Comme Y est un code bifixe, Z également. De plus, S est factoriel donc, pour tout w € S,

dz(w) = dy (w) = o(w).

On a alors
ds(Z) = maxdz(w) = maggé(w) < d.
we

weS

Par la Proposition 2.5.8, Z est S-maximal et S-fin car son S-degré est fini.

Par contraposition de ce méme résultat, X n’est pas S-maximal donc son S-degré n’est
pas fini. En particulier, il existe w € S tel que dx(w) > d donc tel que d(w) = d et on a
ds(Z) = d. Pour tout w € X, par définition de d,

donc
0z (w) <d=dg(Z).

Par la Proposition 2.5.8, on en déduit que
X CIFac(2).

Pour montrer que X C Z et pouvoir conclure, il suffit donc de montrer que, pour tout
w € TFac(Z), M)
weX & weZ

Procédons par récurrence sur |w|. Si w = ¢, alors w € X et w ¢ Z car ce sont des codes
bifixes. Supposons la bi-implication vraie pour les mots de longueur strictement inférieure a
|w|. Par la Proposition 2.5.8, on a

) Z(w) <d

donc

On a alors, par la Proposition 2.5.3,

lw|+1—{(z,y,2) |y € Z,zyz = w}| = 0z(w)
= ox(w)
=|wl+1-{(z,y,2) |y € X,2yz = w}|.

Or, pour tout triplet (z,y, z) tel que w = xyz et xz # €, par hypothése de récurrence,
yes & yeX

donc

On peut en conclure que w € Z si et seulement si w € X. O

(1). En réalité, on montre méme que X = IFac(Z) N Z. On dit alors que X est le noyau de Z.



6.2. PROPRIETE DE BASE D’INDICE FINI 87

Nous pouvons & présent finir de montrer qu'un ensemble dendrique récurrent a la propriété
de base d’indice fini.

Proposition 6.2.4. Soient S un ensemble dendrique récurrent et X C S un code bifize fini.
St X est une base d’un sous-groupe de Fy d’indice fini d, alors X est S-maximal parmi les
codes bifixes. De plus, X est de S-degré d.

Démonstration. Par la proposition précédente, X est inclus dans un code bifixe Y S-maximal
et S-fin. Par le Théoréme de cardinalité (Théoréme 2.5.10), on a alors

Y[ =1+ds(Y) (|A] - 1).
Or, par la formule de Schreier, on a également
I X|=1+d(JA] —1).
Montrons que | X| = |Y|. Si |A| = 1, la conclusion est évidente. Sinon, comme X C Y, on a
d<ds(Y).

D’autre part, (X) C (Y) donc l'indice de (Y) divise celui de (X). Or, par la Proposition 6.2.1,
I'indice de (Y) est dg(Y) donc dg(Y) divise d et on a 'égalité. On a alors |X| = |Y| donc
X =Y puisqu’on a une inclusion. On en déduit que X est S-maximal parmi les codes bifixes

et que
ds(X) =ds(Y) =d.

O

Théoréme 6.2.5. 5i S est dendrique et récurrent, alors il a la propriété de base d’indice fini.

Démonstration. Soit X C S un code bifixe fini. Montrons qu’il est S-maximal et de S-degré
d si, et seulement si, c’est la base de (X) et (X) est d’indice d. Par le Théoréme 5.2.6, X est
une base de (X). De plus, s'il est S-maximal et de S-degré d, alors (X) est d’indice d par la
Proposition 6.2.1. La réciproque n’est autre que la Proposition 6.2.4. O

Le résultat précédent admet une réciproque, que nous prouvons ici.
Théoréme 6.2.6. Si S est récurrent et a la propriété d’indice fini, alors il est dendrique.

Démonstration. Commencons par rappeler que, par ’Exemple 2.5.6 pour tout n € Ny, SN A"
est un code bifixe S-maximal de S-degré n. Comme I’ensemble S a la propriété de base d’indice
fini, S N A" est la base d’un sous-groupe de F'4 d’indice n. Par la formule de Schreier, on a
alors

ISNA" =1+n(]4 —1), VneN.

Soit w € S. Montrons que le graphe £(w) est un arbre. Procédons par 1’absurde et suppo-
sons avoir un cycle

(al,bl,ag,...,bk,al), aieL(w),bieR(w) VZSk
non dégénéré, i.e. ol a; # a;11, ar 7 a1 et b; # b;11. Posons X = AwA N S. On a alors

a1wby, aswby, aswbs, . .., apwby, aqwby € X.
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De plus,
ajwby - (agwbl)*1 ~aswby - ... - apwby - (alwbk)*l =c.

Autrement dit, X n’est pas libre. Or, X C Al**2 N S qui est libre car c’est la base d’un
sous-groupe d’indice |w| + 2. C’est donc absurde et £(w) est acyclique.
Montrons & présent que S est neutre, ce qui permettra de conclure par la Proposition 1.2.7.

Soit k € N. On a

> e(w) =ps(k+2)

weAkNS
=|S N AF+2
=1+ (k+2)(A -1)
=201+ (k+1)([A[ = 1)) — (1 + k(JA] - 1))
= 2|5 N AF — |5 4F
= Y ((w)+rw)-1).

weAkNS
Or, pour tout w € A* N S, E(w) est acyclique donc on a
e(w) <l(w) + r(w) — 1.
Au vu de I’égalité ci-dessus, on doit alors avoir
e(w) = l(w) + r(w) — 1

pour tout w € A¥ NS et pour tout £ € N. En conclusion, I’ensemble S est neutre donc
dendrique par la Proposition 1.2.7. 0

6.3 Ensembles dérivés

Dans cette section, nous introduisons la notion d’ensemble dérivé par rapport & un mor-
phisme codant pour les mots de premier retour d’'un mot fixé. Comme nous le verrons dans
le chapitre suivant, cette notion est utile pour trouver une représentation S-adique d’'un mot
dendrique.

Nous nous intéressons ici aux propriétés stables pour le passage & ’ensemble dérivé qui
seront utiles pour la section suivante.

Définition 6.3.1. Soient S un ensemble récurrent, w € S\ {¢} et f un morphisme codant
pour Rg(w). L’ensemble dérivé de S par rapport a f est

Dy(S) = fH(w™'S)

Tout comme dans la Section 4.2, si Rg(w) n’est pas fini, le morphisme f est défini sur un
alphabet infini et I'ensemble D¢(S) contient alors des mots construits sur ce méme alphabet.
Cependant, dans ce travail nous considérons les ensembles dérivés dans le cas d’un ensemble
uniformément récurrent .S, ce qui nous permet de rester dans le cadre des alphabets finis. Seuls
les deux premiers points de la Proposition 6.3.2 ne suivent pas cette régle.

Rappelons que I'g(w) est 'ensemble des mots de retour de w dans S.
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Proposition 6.3.2. Soient S est un ensemble récurrent et w € S\ {e}. Si f: B* — A* est
un morphisme codant pour Rg(w), alors

1. Dy(S) = {e} U f (Ts(w)),
2. Ds(S) est récurrent,
3. si S est dendrique, D¢(S) est dendrique.

Démonstration.
1. Montrons que
{e} U fH(Ts(w)) € Dy ().
On a immédiatement € € Dy (S) car
fe)=eecw™s
étant donné que w € S. A présent, si * € f1(Is(w)), alors wf(z) € S donc
r € f~H{w™LS).

Pour l'autre inclusion, si f(x) € w™1S, alors wf(z) € S. Soit & = ¢, auquel cas la
conclusion est immeédiate, soit f(z) € (Rg(w))" et dans ce cas w € Suff(wf(z)) donc
f(x) e Tg(w) car wf(zx) € S.

2. Soient x,y € Df(S). Par définition, wf(z),wf(y) € S. Or S est récurrent donc il existe
u € S tel que wf(z)uwf(y) € S. Par le point 1., w € Suff(wf(z)) donc uw est un mot
de retour pour w. En particulier, uw € (Rg(w))™ donc il existe z tel que f(z) = vw
par la Proposition 4.2.2. On a alors zzy € D(S) car

wf(wzy) = wf(@)uwf(y) € 5.

L’ensemble D¢(S) est donc récurrent.

3. Supposons S dendrique et considérons Ep (s) (x) pour z € D¢(S). Rappelons que
Rs(w) = {u € AT |uw € wRs(w)} = {u € A" | uw € S, w € Pref(uw) \ IFac(uw)}

et que, similairement a ce qui a été fait pour Rg(w) dans la Remarque 2.3.3, on peut
montrer que R'g(w) est un code suffixe Sw™!l-maximal.
Si f': B* — A* est le morphisme tel que, pour tout a € B,

alors, pour tous a,b € B,

(a,b) € Ep,(s)(z) & axb € Dy(S)
< f(azb) € I‘S(w)
& wf( )f(x)f(b) €
f'(a)w (iv)f(b)
& (fla).f0) € ’RS(w)(wf(ar))-
Or, wf(xz) € S donc, par le Théoréme 4.1.7, SRS(w) Rt w)(wf( )) est un arbre et

Ep;(s)(x) aussi.
g
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6.4 Fin de la stabilité par décodage bifixe

Nous pouvons & présent finir de prouver la stabilité de la famille des ensembles dendriques
récurrents pour l'opération de décodage bifixe commencée & la Section 4.2. Pour cela, nous
prouvons d’abord quelques propositions concernant un morphisme surjectif ¢ de F4 dans un
groupe fini G. Plus précisément, nous prouvons trois résultats qui montrent que la surjectivité
est conservée sur des ensembles de plus en plus petits.

Proposition 6.4.1. Soit G un groupe fini. Si ¢ : Fy — G est un morphisme surjectif, alors
(A7) = G,
Démonstration. 11 suffit de montrer que

p(A7h) C p(A%)

car dans ce cas, pour tout € Fyu, on a p(z) € p(A*).
Soit a € A. Comme G est fini et que {p(a¥) | k € N} C G, il existe m,n € N, m < n tels
que

Dans ce cas,

carn—m—12>0. O

Le second résultat nécessite les deux lemmes suivants. Il utilise également la propriété de
base d’indice fini.

Lemme 6.4.2. Soient X un sous-monoide de A* et X' = X \{e}. Si X est unitaire a droite,
1.€ St
r,oy € X =y € X,

alors Y = X'\ X' X’ est un code préfize tel que X = Y*.

Démonstration. On a

car X est un sous-monoide. Montrons que Y est un code préfixe. Soient z,z € Y tels que
x € Pref(z). Notons z = zy. On a alors z,zy € X' C X donc y € X. Si y # ¢, alors y € X'
donc z = zy € X’ X', ce qui est absurde. On a donc y = ¢ et z = 2. O

Par symétrie, si X est unitaire & gauche, i.e. si
r,yr € X =y € X,
alors Y est un code suffixe.

Lemme 6.4.3. Soient G un groupe fini et ¢ : Fax — G un morphisme surjectif. Le sous-
monoide ¢~ (1g) N A* est engendré par un code bifive de A*-degré |G].
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Démonstration. Notons Z = ¢~ 1(1g) N A*. 1l s’agit d’un sous-monoide car ¢(g) = 1 et si
x,y € Z, alors
p(zy) = p(@)ely) = 1c-

De plus, Z est unitaire & droite car si x,zy € Z, alors

o(y) = oz ay) = p(z) o(zy) = 1a

donc y € Z. On montre symétriquement que Z est unitaire a gauche. Dans ce cas, si Z' = Z\{e},
alors Y := Z'\ Z'Z’ est un code bifixe tel que Z = Y*. Pour conclure, on doit donc montrer
que da+(Y) = |G].
Soit w € A*. Montrons que
Iy (w) < |G].

Par la Proposition 2.5.3, il suffit de montrer que tous les suffixes de w qui n’ont pas de préfixe
dans Y ont des images différentes par . Soit z, y de tels suffixes de w. Sans perte de généralité,
supposons que x € Suff(y) donc qu’il existe z tel que y = zz. On a alors

p(r) =p(y) & ¢(z)=1¢
& ze s
= zZ2=¢€

car Pref(z) C Pref(y) et que y ne peut pas avoir de préfixe dans Y. On a donc bien dy (w) < |G|
pour tout w € A*.

Supposons a présent que w ne soit pas un facteur interne de Y ) et montrons que
Sy (w) > |G/, ce qui suffira pour conclure. Soit g € G. Notons ¢’ = go(w)~!. On a alors

Je(w)g™" = 1c.
Par la Proposition 6.4.1, ¢ est surjectif sur A* donc il existe y, 2 € A* de longueurs minimales
tels que ¢(y) = ¢’ et p(z) = g~L. On a alors

ywz € Z =Y.

Montrons qu’on peut trouver un découpage de w qui sera différent pour chaque g € G.

- Si g = p(w), I'ensemble Y étant un code bifixe, il existe d’uniques z, p tels que p n’ait
pas de préfixe dans Y, z € Y* = Z et w = ap. Un découpage de w est alors donné par
(e,2,p). De plus, par définition, on a ¢(z) = 1 donc ¢(p) = p(w) = g.

- Si g = 1¢, on procéde de méme pour obtenir le découpage (s, z,¢€) ot p(s) = p(w) et
p(e) =g.

- Sinon, comme Y est un code bifixe, il existe une unique factorisation de ywz en mots
de Y. Posons s le plus court préfixe de w tel que ys € Y* et p le plus court suffixe de w
tel que pz € Y*. De tels préfixes et suffixes existent car w n’est facteur interne d’aucun
mot de Y. De plus, s et p sont non vides car y, z ¢ Y* (sinon, nous serions dans un des
deux cas ci-dessus). Si = est tel que w = sxp, on a alors que (s, z,p) est un découpage
de w. En effet, vu le choix de s, il n’a aucun suffixe dans Y et de méme pour p. On a
de plus,

o(p) = ¢(pz)(p(2)) "

= g.
(2). Un tel w existe toujours. En effet, par la Proposition 2.5.8, Y est un code bifixe A*-fin.
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On a donc bien un découpage de w pour chaque g € G et tous les découpages seront différents,
autrement dit,
da(Y) = dy(w) = |G].

O

Proposition 6.4.4. Soient S un ensemble dendrique récurrent et G un groupe fini. Si le
morphisme ¢ : Fy — G est surjectif, alors

¢(5) =G.
Démonstration. Reprenons les notations du lemme précédent et posons
X=YnS§S.
Remarquons que
ds(X) =ds(Y N S)
= I;lgg{]{u € Pref(w) | Suff(u) NY NS = 0}
= Iggg(]{u € Pref(w) | Suff(u) NY = 0}

= 1)
max Oy (w)

< 4
= o)

=Gl

Le S-degré de X est donc fini et, par la Proposition 2.5.8, X est un code bifixe S-maximal
fini. Etant donné que S a la propriété de base d’indice fini, X est la base d’un sous-groupe

d’indice dg(X). Or,
(X) < (Y)

donc l'indice de (Y) qui vaut |G| divise celui de (X) qui vaut dg(X) < |G|. On a donc
ds(X) = |G,

Soit x € X \ [Fac(X) (). Notons T I’ensemble des suffixes de x n’ayant pas de préfixe dans
X. Par les Propositions 2.5.3 et 2.5.8, on a

T| = dx(x) = ds(X) = |G|.

Montrons que ¢ est injectif pour en déduire que o(T) = G. Soient u,v € T tels que
o(u) = @(v). On peut supposer sans perte de généralité que u € Suff(v) donc qu'il existe
w tel que v = wu. Dans ce cas,

p(w) = p(v)p(u) ™ =1¢

donc w € Z =Y™*. De plus, w € Fac(z) C S car S est factoriel et 2 € S. On a donc w € X*.
Par définition de T, la seule possibilité est d’avoir w = ¢ donc u = v. En conclusion, on a

G=¢(T)Cp(S)CG

donc on a bien ’égalité. O

(3). On peut, par exemple, prendre € X de longueur maximale.
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Le troisiéme résultat, quant & lui, utilise la stabilité du caractére dendrique pour le passage
a 'ensemble dérivé.

Proposition 6.4.5. Soient S un ensemble dendrique récurrent, G un groupe fini et w € S\{e}.
St o Fqg — G est un morphisme surjectif, alors

p(Is(w)U{e}) = G.

Démonstration. Soient B un alphabet et o : B* — A* un morphisme codant pour Rg(w).
Etendons « pour en faire un morphisme de groupes de Fg dans F4. Posons

B:Fp—G z— pla(x)).

On a alors
B(FB) = ¢(a((B))) = ¢((a(B))) = p((Rs(w))) = ¢(Fa) = G
donc S est un morphisme surjectif de Fp dans G. Par la Proposition 6.3.2, ’ensemble
Dq(S) = {e} Ua ™ (Ts(w))

est dendrique et récurrent. Par la proposition précédente, on en déduit que

G =p({e}Ua™ (Is(w) = p({a(e)} UTs(w)) = ¢({e} UTs(w)).

Nous passons maintenant au résultat principal de cette section.

Théoréme 6.4.6. Soient S un ensemble dendrique récurrent, X un code bifize fini S-mazximal
et f: B* — A* un morphisme codant pour X. L’ensemble f~1(S) est récurrent.

Démonstration. Nous avons déja montré que I'ensemble f~!(S) était factoriel. Montrons &
présent que, pour tous u,v € f~1(5), il existe w € f~1(S) tel que f(uwv) € S.
Pour cela, commencons par introduire plusieurs notations. Posons

Q={(X)-z|xeFs}

et, pour tout u € Fy,
o Q—=>Q (X)-z—(X) z-u.

Comme X est un code bifixe S-maximal fini, son S-degré est fini par la Proposition 2.5.8.
L’ensemble S a la propriété d’indice fini donc ga signifie que (X) est alors d’indice fini, autre-
ment dit, que @ est fini. Or, la fonction ¢, est injective donc il s’agit d’une simple permutation
de @. Ces permutations sont en nombre fini donc ’ensemble

G ={pu|ue€ Fa}
est fini. On peut le munir d’une structure de groupe via ’opération
0:GXG =G (Qu,v) = Qu© Py = Py

Dans ce cas, la fonction
0 :Fy =G ur @y
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est un morphisme surjectif.
Maintenant que nous savons cela, passons & la preuve proprement dite. Soient u,v € f~1(S).
Comme S est récurrent, il existe w € S tel que

z:= fu)wf(v) € 5\ {e}.

Par la Proposition 6.4.5,
p(ls(r)Ufe}) = G.
Il existe donc y € T'g(x)U{e} tel que p(y) = ()"t Dans ce cas, p(zy) = 1g et, en particulier,

(X) -y = p(ay)((X)) = (X)

donc zy € (X). De plus, par définition de y, zy € S.
Or, par le Théoréme de saturation (Théoréme 5.4.9), (X) NS = X*N S donc zy € X*.
On a également

fu), f(v) € f(BY) = X"
Rappelons de plus que y € I's(z) donc f(v) € Suff(x) C Suff(xy) et il existe z € S tel que
fwwf)y = zy = f(u)zf(v).

L’ensemble X étant un code bifixe, X* est unitaire a droite et & gauche donc on a les
implications suivantes :
fw), flu)zf(v) € X* = 2f(v) € X,
f),zf(v) e X* =z € X"
Il existe alors t € B* tel que f(t) = z. On en déduit que
flutv) =zy € S
donc que utv € f~1(9), ce qui permet de conclure que f~1(S) est récurrent. O]

En combinant ce résultat avec le Théoréme 4.2.5 obtenu précédemment, on obtient le
théoréme suivant :

Théoréme 6.4.7. La famille des ensembles dendriques récurrents est stable par décodage bifize
mazimal.



Chapitre 7

Représentations S-adiques de mots
dendriques

Dans ce chapitre, nous abordons deux derniéres propriétés des ensembles dendriques liées
a leurs représentations S-adiques et aux bases tame. Remarquons que, dans ce chapitre, nous
n’utiliserons plus la notation S pour désigner I’ensemble (dendrique ou non) de mots que nous
considérons pour éviter la confusion avec I’ensemble & de morphismes qui intervient dans la
définition de S-adique. Nous introduisons d’abord les représentations S-adiques ainsi qu’une
propriété d’existence d’une telle représentation pour un ensemble uniformément récurrent 7.
Nous nous intéressons ensuite aux morphismes et aux bases tame. Enfin, nous montrons que
tout ensemble dendrique récurrent a une représentation S-adique particuliére.

7.1 Définition des représentations S-adiques

Bien que déja étudiées avant (dans [2] notamment), les représentations S-adiques a été
introduites avec leur terminologie actuelle en 1996 par Sébastien Ferenczi dans [12]|. Elles
généralisent les itérations infinies d’endomorphismes en autorisant d’utiliser des morphismes
différents lors de chaque itération. Les morphismes sont cependant choisis dans un ensemble
fixé.

Une représentation S-adique d’un ensemble T est définie comme suit.

Définition 7.1.1. Soient S un ensemble de morphismes et T' C A* un ensemble factoriel.
Une représentation S-adique de T est la donnée d’une suite s = (0, )pen de morphismes de S
tels que

. * *
on Ay — Ay

ou Ag = A et pour lesquels

T = | J Fac(oo. .. on(Ans1)).
neN

Si une telle suite existe, on dit que T est S-adique.

Les représentations S-adiques sont cependant généralement étudiées pour des mots infinis
et avec la définition suivante.

95
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Définition 7.1.2. Soient S un ensemble de morphismes et € AN un mot infini. Une re-
présentation S-adique de x est la donnée d'une suite s = (0, )pen de morphismes de S tels
que

on Ay — Ay
ou Ayg = A et d’une suite @ = (ay)nen de lettres telles que a, € A, pour lesquelles ey

T = nl;anQ ap ... an(an+1).

Nous allons montrer que ces deux définitions sont évidemment liées. Pour ¢a, nous com-

mencons par définir deux propriétés des suites de morphismes.

Définition 7.1.3. Une suite de morphismes (0,,)nen telle que o, : A} | — Ay est croissante
partout si

nh_}lrgo aen{léxlnnﬂlao ...op(a)] = 0.

Remarquons que, si la limite

li e
A L, 70 7nl)

est finie, la suite s = (0p)nen ne peut pas étre une représentation S-adique d’un ensemble
infini ni faire partie d’une représentation S-adique d’un mot infini.

Définition 7.1.4. Une suite de morphisme (o, )nen telle que oy, @ Ay, — Aj, est primitive
si, pour tout n € N, il existe m > n tel que, pour chaque a € A,,+1, toutes les lettres de A,
soient présentes dans

On-..om(a).

Une représentation est primitive si sa suite de morphismes est primitive.

Remarque 7.1.5. Toute suite de morphismes (0, )nen primitive et pour laquelle il existe une
infinité d’indices i1 < ip < ... tels que |A;,| > 1 est croissante partout. En effet, comme la
suite est primitive, les morphismes sont non-effacants, i.e.

VneN,Vae A1 op(a) #e.
En particulier, pour tout n € N et tout w € Ay , {,
o (w)] = [w].

La suite étant primitive, il existe j; > 41 tel que toutes les lettres de A;, soient dans
i, ... 05 (a) pour tout a € Aj +1. En particulier,

min . O > min e O > |A; .
aeA;ﬁl‘GO Ujl(a)l_aeA;m\% oj (a)| = [As|

Quitte a considérer une sous-suite, on peut supposer i3 > j1. Par le méme raisonnement, il
existe alors jo > 75 tel que

i > |A;] mi O > | As |- |Ai .
aéﬁfﬂ‘a(’ oj(a) > | zlaerggl\%ﬂ o (a)| = [Ai| - Ayl

(1). Pour rappel, une suite (u,)nen de mots finis converge vers un mot infini u si, pour tout k£ € N, il existe
N € N tel que, pour tout n > N, u, ait le méme préfixe de longueur k que u.
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On montre ainsi qu’il existe une suite (jx)ren strictement croissante telle que

aéiﬁfﬂ“’o -0 (a)]

converge vers 400, ce qui suffit pour conclure.
Nous prouvons maintenant que, dans le cas des représentations S-adiques primitives, il est

équivalent de considérer les mots ou les ensembles.

Proposition 7.1.6. Si (s,a) est une représentation S-adique primitive de x € AN alors s est
une représentation S-adique de Fac(z).

Démonstration. Tout facteur de z est facteur de oy . ..oy, (an+1) pour n assez grand donc

Fac(z) C | Fac(op...on(An1)).
neN

Pour 'autre inclusion, prenons u € (J,,c Fac(op ... 0n(Any1)). Notons n € Net a € A1
tels que u € Fac(op...on(a)). Comme la représentation est primitive, il existe m > n + 1 tel
que a apparaisse dans 0,41 . ..o (b) pour tout b € Ay, 1. En particulier,

u € Fac(og...om(b)) Vbe Apti.

Notons L = maxyea,,,,|00-..0m(b)|. Par construction, u apparait comme facteur du préfixe
de longueur L de 0. ..o, (ay 1), et ce pour tout n’ > m. Pour n’ assez grand, ce préfixe est
également préfixe de x donc u € Fac(z). O

La réciproque fait appel & un résultat de théorie des graphes dii au mathématicien hongrois
Dénes Konig.

Lemme 7.1.7 (Lemme de Koénig). Soit T un arbre infini dont chaque sommet a un degré
fini. Pour tout sommet v, il existe un chemin simple infini & partir de ce sommet.

Démonstration. Comme le graphe est connexe, tout sommet est relié & v par un (unique)
chemin. Or le graphe est infini et v n’a qu’un nombre fini de voisins donc il existe un voisin
v1 de v par lequel démarre un infinité de ces chemins. Considérons le sous-arbre de T'\ {v}
contenant vy. On peut réitérer le raisonnement sur v; pour obtenir vg, et ainsi de suite. La
suite de sommets obtenue fourni un chemin infini de 7. O

Lemme 7.1.8. Soit s une suite de morphismes non-effacants. Il existe une suite @ = (an )nen,
telle que, pour tout n € N, oy (an4+1) commence par a,.
Démonstration. Construisons par récurrence I'arbre enraciné 7 de la fagon suivante :

1. la racine est étiquetée par ¢,

2. les sommets du niveau n + 1 sont les lettres de A,

3. tous les sommets du premier niveau sont reliés a la racine par une aréte,

4

. pour tout n > 1, un sommet a du niveau n + 1 est relié au sommet b du niveau n si
on—1(a) commence par b.
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Le graphe obtenu est effectivement un arbre car tout sommet autre que la racine est relié a
exactement un sommet de niveau inférieur (et & aucun sommet du méme niveau). Cet arbre
a une infinité de sommets mais chaque sommet est de degré fini. Par le lemme de Konig, il
existe un chemin infini commengant a la racine. Notons a = (a,,)nen la suite des sommets de
ce chemin (sans la racine). Pour tout n € N, on a alors a,, € A, et o,(an+1) commence par

Q- O

Proposition 7.1.9. Si s est une représentation S-adique primitive d’un ensemble infini
T C A*, alors il existe une suite @ = (ap)nen et un mot v € AN tels que Fac(x) = T et
(s,a) soit une représentation S-adique de x.

Démonstration. Par le lemme précédent, il existe une suite a telle que oy, (an+1) commence ay,
pour tout n € N. Dans ce cas, pour tout n € N, 0¢ ... 0,_1(ay) est un préfixe de g . . . o (ant1)-
La suite

(UO e Jn(an+1))neN

converge donc. Comme la suite s est croissante partout, la limite est un mot infini z € AN,
Le couple (s,a) est une représentation S-adique de = par construction. De plus, par la Pro-
position 7.1.6, s est une représentation S-adique de Fac(z) donc Fac(x) =T. O

7.2 Automorphismes et bases tame

Dans la suite, nous ne considérons pas tous les morphismes mais nous restreignons plutét
aux automorphismes les plus simples qui restent néanmoins intéressants. Ces automorphismes
vont également permettre de définir des bases particuliéres appelées « tame ». Nous montrons
notamment que toute base incluse dans un ensemble dendrique récurrent est tame.

Définition 7.2.1. Un automorphisme o de F4 est positif si, pour toute lettre a € A, o(a)
est un mot non vide sur A.

L’ensemble des automorphismes positifs forme un monoide pour la composition. Parmi
tous les automorphismes positifs de F4, on peut en distinguer certains & partir desquels sont
construits les automorphismes tame.

Définition 7.2.2. Pour toutes lettres a,b € A distinctes, on définit les endomorphismes a p,
et ayp sur F4 de sorte que
agp(a) = ab, Qg p(a) = ba

et pour tout ¢ € A\ {a},

agp(c) = c= agp(c).

On se convainc rapidement que agqp(A4) = (A \ {a}) U {ab} est une base de F)4 donc que
Q. p est un automorphisme positif, de méme pour g p.

Définition 7.2.3. Pour toute permutation v de A, on définit aussi 'automorphisme «,, de
F4 tel que
ay(a) = v(a).

Ces automorphismes ainsi que les oy, &qp définis précédemment forment ’ensemble des
automorphismes positifs élémentaires de A noté S,.
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Définition 7.2.4. Un automorphisme positif de F4 est tame s’il est dans le sous-monoide
engendré par les automorphismes positifs élémentaires de A.

On a une terminologie similaire pour les bases du groupe libre F4.

Définition 7.2.5. Une base X de F4 est positive si X C A*. Elle est tame s’il existe un
automorphisme tame « tel que X = a(A).

Remarquons que toute base tame est positive car, si Y C A*, alors a(Y) C A* pour tout
automorphisme élémentaire «.

Exemple 7.2.6. Si A = {a,b,c}, 'ensemble X = {ac, ach, cacb} engendre F4 donc il s’agit
d’une base. C’est méme une base tame car

X = agc(a,ab, cab) = aq o0y q(a, b, cb) = aq o0 g0 p(A).
L’ensemble Y = {abb, abc, ac} est également une base de F4 car
¢ = (abb) Labe(ac) Labe

donc ¢ € (Y) et il en découle rapidement que a,b € (Y). Cependant, il ne peut pas étre
obtenu comme image d’un ensemble par un des morphismes ag ou ag, 8,7 € A car aucune
des lettres a, b ou ¢ n’est tout le temps précédée ou suivie de la méme lettre. Nous allons
effectivement montrer qu’il ne s’agit pas d’une base tame de Fjy.

Proposition 7.2.7. Un ensemble X C A" est une base tame de F4 si, et seulement si, X = A
ou il existe une base tame Y de Fy et des mots u,v € Y tels que

X =Y \{u}) U{uww} ou X = (Y \{v}) U{uv}.

Démonstration. Si X est une base tame de Fy, alors il existe un automorphisme tame « tel
que X = a(A). Par définition, il existe alors a4, ..., a, des automorphismes élémentaires tels
que

X =a1...a,(4).

Montrons le résultat par récurrence sur n € N. Si n = 0, alors X = A et on peut conclure.
Supposons & présent le résultat vrai pour Y = 5(A) ou 8 = a1 ... ay—1 est un automorphisme
tame. Si «;, était un automorphisme obtenu & partir d’une permutation, alors X =Y donc
on peut conclure par hypothese de récurrence. Si oy, = a4y, alors on a

X = a(4)
= Bagp(A\{a}) U{B(aap(a))}
= B(A\ {a}) U{B(ad)}
= (B(A)\{B(a)}) U {B(a)B(D)}
= Y\ {u}) U{uv}

ou u = fB(a) et v = B(b) sont deux éléments de Y. Si a, = @qp, on trouve par le méme
raisonnement que

X = (Y \ {B(a)H) U{B(b)B(a)}.

On peut donc conclure la récurrence.
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Pour la réciproque, si X = A, alors il est évident que X est une base tame de Fjy. Si
X = (Y \ {u}) U{uv} ot Y est une base tame de Fy4 et ou u,v € Y, alors il existe un
automorphisme tame f tel que Y = 5(A). Notons

a=p8"Yu) et b=p").

On a alors

X =\ {u}) U{uv}
= (B(A)\{B(a)}) U{B(a)B(b)}
= Bagp(A)

donc X est une base tame. On conclut pour le cas ot X = (Y'\{v})U{uv} par un raisonnement
symétrique. O

Corollaire 7.2.8. Si X est une base tame de Fa et un code bifize, alors X = A.

Démonstration. En effet, si X = (Y \ {u}) U {uv}, alors X n’est pas un code suffixe car
veY \ {u} C X. Dans l'autre cas, X n’est pas un code préfixe car u,uv € X. O

Ezxemple 7.2.9. Pour revenir a I’exemple précédent, on a

X = {ac,acd, cacb} = ({ac,ach, c} \ {c}) U {cacd},

{ac,acd,c} = ({ac,b,c} \ {b}) U {acb}
et
{ac,b,c} = (A\ {a}) U{ac}.

Ceci confirme le fait que X est une base tame de F4. De plus, grice a la preuve de la Pro-
position 7.2.7, on retrouve les mémes automorphismes élémentaires permettant d’obtenir X a
partir de A.

Par contre, ’ensemble Y étant un code bifixe, il ne peut pas étre une base tame.

Le théoréme suivant montre que, dans le cadre d’'un ensemble dendrique récurrent, toutes
les bases sont tame.

Théoréme 7.2.10. Toute base de F'4 incluse dans un ensemble dendrique récurrent est tame.

Démonstration. Soient S un ensemble dendrique récurrent. Montrons que, pour toute base
X C Sde Fy, X est tame. Comme toute base de F4 a le méme cardinal que A et est donc en
particulier finie, on peut définir

(X)=> |al.

zeX

Procédons par récurrence sur [(X). Soit X C S une base de F4 pour laquelle [(X) est minimal.
Etant donné que € € X,
(X) > |4]

donc le cas de base est le cas ot X = A qui est trivialement tame.
Supposons a présent le résultat vrai pour toute base Y C S de Fjy telle que [(Y') < I(X).
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Si X est un code bifixe, alors, comme il s’agit d’'une base de F4 qui est un sous-groupe
d’indice 1 et que S a la propriété d’indice fini, X est un code bifixe S-maximal de S-degré 1.
Par ’Exemple 2.5.7, on en conclut que X = A qui est tame.

Si, maintenant, X n’est pas un code suffixe, alors il existe 2,y € AT tels que y,zy € X.
Dans ce cas, posons

Y = (X \{zy}) U{z}.

On a donc X = (Y \ {z}) U{xy} ot z,y € Y. Remarquons que
YCXU{z}CS,

que (Y) = (X) = F4 et que |Y| = |X]| = |A4| donc Y est une base de Fy4 incluse dans S. De
plus,
(Y) = UX) = |zy| + |z = LX) = [y < U(X)

donc, par hypothése de récurrence, Y est une base tame. Par la Proposition 7.2.7, X aussi.
Si X n’est pas un code préfixe, on procéde de facon symétrique. O

7.3 Une représentation S-adique particuliére

Dans cette section, nous présentons une représentation S-adique particuliére pour les mots
uniformément récurrents. Nous montrons que, dans le cas d’'un mot dendrique, une représen-
tation composée uniquement d’automorphismes élémentaires en découle.

Tout d’abord, rappelons la notation suivante :

Ryp(w) = {u € AT | uw € wRy(w)}

pour tout w € T ou T est un ensemble de mots. Comme nous travaillons ici avec des mots
infinis, nous utiliserons plutét

R;: (’LU) = %‘ac(z) (’LU)

pour tout w € Fac(x) ot z est un mot infini.

Comme pour I'ensemble des mots de premier retour a droite Ry (w), on peut montrer que,
si  est uniformément récurrent, R/, (w) est fini pour tout w € Fac(x) et, si z est un mot
dendrique récurrent, R’ (w) est une base de Fjy.

Remarquons que, si g est la premiére lettre d’un mot infini x et si elle apparait une infinité
de fois dans x, alors

z € (Riy(x0))".

Cette décomposition est unique car g ne peut apparaitre que comme préfixe des mots de
Si z est uniformément récurrent, notons k = |R(xo)| et

Rl (z0) = {w1, ..., wi}

ol les w; sont numérotés selon leur ordre d’apparition comme mots de premier retour a gauche
dans z. Dans ce cas, on a les définitions suivantes.
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Définition 7.3.1. Si z € AN est uniformément récurrent, le morphisme de retour de x est le

morphisme
Ao i {1,k = (R (m0))*
tel que
Az (1) = w;.
L’image dérivée de z est alors le mot D(z) € {1,...,k}" tel que
x = Az (D(2)).

En particulier, par construction, D(z) commence par 1. Remarquons de plus que A, est
un morphisme codant pour R/, (zg) et que

Fac(D(z)) = D\ (Fac(x))

si on définit D} en inversant gauche et droite dans la définition d’ensemble dérivé, i.e. si f est
un morphisme codant pour R/.(w),

Dy(T) = f~H(Tw™).

Par un raisonnement similaire & ce qui a été fait dans la démonstration de la Proposition 6.3.2,
on peut alors montrer que, si z est dendrique et récurrent, D(x) 'est aussi.

Ezemple 7.3.2. Rappelons que le mot de Tribonacci (Exemple 1.4.7) est donné par
x = abacabaabacababacabaabacabac - - -

Les mots de retour a gauche pour a sont, dans leur ordre d’apparition, ab, ac et a. Le morphisme
Az est alors défini par

Az(1) =ab, A(2)=ac et A (3)=a.

On a également
D(x) =121312112131212- - -

Nous allons utiliser ces définitions pour construire une représentation Se-adique de n’im-
porte quel mot dendrique récurrent.

Définition 7.3.3. Soit 2 € AN un mot dendrique récurrent. On définit la suite de morphismes
A = (Ap)nen et la suite de mots infinis (uy,)nen par

ug =2, Unpty1 = D(uy) et Ay = Ay,

Par le Théoréme de retour, on constate par récurrence sur n € N que ’alphabet sur lequel
est défini A, ou, de facon équivalente, I’alphabet de w,1 est exactement {1,...,|A|}.

Proposition 7.3.4. Soit x € AN un mot dendrique récurrent® . Avec les notations précé-
dentes, on a
lim [Ag... A\ (1)] = +o0,

n—oo
x= lm Ag... (1)
n—oo
et, si on suppose A ={1,...,|A|}, alors, pour tout n € N, X, peut s’étendre en un automor-

phisme tame de F4.

(2). Nous écartons ici le cas dégénéré ou |A| = 1.
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Démonstration.

1. Procédons par I'absurde et supposons que les longueurs soient bornées. Par définition
de A\, pour tout mot w et pour tout n € N, on a

[An(w)| = |w].
Cela signifie donc qu’il existe alors IV € N tel que, pour tout n > N,
Ao - An(D)] = Ao .. An(D)].
Or, pour tout n > N, par construction,
1 € Pref(An41...An(1))

donc on doit avoir
1= )\N+1 e )\n(].)

ou encore

Am(1) =1

pour tout m > N.

Pour tout & € N et pour tout n € N, si \y(1) = 1 et 1¥ € Pref(upy1), alors
1%+1 ¢ Pref(u,). En effet, par définition, u, = An(uny1) et Iimage de toute lettre
par A\, commence par 1 donc

¥ = X, (1%)1 € Pref(uy,).
Par récurrence sur k € N, on montre alors que
1571 ¢ Pref(ungit), Vi<k.

En effet, c¢’est immédiat pour k = 0 et pour k£ > 0, on procéde par récurrence sur k — .

En particulier, 1¥ € Pref(uyy1) pour tout & € N donc uy11 = 1. C'est absurde car
lalphabet minimal de uy1 doit étre {1,...,|A|}.

2. Par construction, pour tout n € N,

Up = )\n(un+1)

donc

Tr = Ug = )\g(ul) == )\0 .. .)\n(un+1).

De plus, 1 est un préfixe de u,41 donc Ag...A,(1) est un préfixe de = et ce, pour tout
n € N. On peut donc conclure que

z= lim A\g...\y(1)

n—o0

grice au point précédent.



104 CHAPITRE 7. REPRESENTATIONS S-ADIQUES DE MOTS DENDRIQUES

3. Comme expliqué précédemment, 'alphabet sur lequel est défini A, est {1,...,|A|} = A
donc on peut étendre A\, en un morphisme pour avoir

At Fp— <R;n(1)> CFy

pour tout n € N. Le mot u,, étant dendrique récurrent, R;, (1) est une base de F)4 qui,
de plus, est incluse dans Fac(u,,) qui est un ensemble dendrique. Par le Théoréme 7.2.10,
Ry, (1) est donc une base tame de Fy4. Quitte & composer I'automorphisme tame per-
mettant d’obtenir R;, (1) a partir de A avec une permutation, on peut en déduire que
An est un automorphisme tame pour tout n € N.

O

Définition 7.3.5. La représentation A-adique d’un mot z dendrique récurrent est le couple
(A1) ot 1 = (1)pen,-

Exemple 7.3.6. Le lecteur observateur aura remarqué que, dans 'Exemple 7.3.2, si on assimile
les deux alphabets, i.e. 1 = a, 2 =b et 3 = ¢, alors )\, est exactement le morphisme o utilisé
pour construire le mot de Tribonacci et D(z) = z. La représentation A-adique du mot de
Tribonacci n’est alors rien d’autre que l'itération infinie de o, i.e. A, = ¢ pour tout n € N.
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