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Introduction

Un modele graphique est un graphe qui représente les dépendances entre plusieurs
variables aléatoires. Un graphe est composé d’un ensemble de sommets, et d'un ensemble
d’arétes qui joignent certaines paires de sommets. Dans les modeles graphiques, chaque
sommet représente une variable aléatoire. Le modele graphique représentant une fonction
de densité multivariée ou un ensemble de données multivariées donne un moyen visuel
pour comprendre la distribution jointe de I’ensemble entier des variables aléatoires. Dans
un graphe non orienté, les arétes n’ont pas de fleche directionnelle. Dans ce mémoire, seuls
les graphes non orientés, appelés "réseaux de Markov', seront étudiés. Dans ces graphes,
I’absence d’aréte reliant deux sommets a une signification spéciale : les variables aléatoires
correspondantes sont conditionnellement indépendantes, sachant les autres variables. Moins
un graphe possede d’arétes, plus il est facile a interpréter.

Le but de I'étude des modeles graphiques est de pouvoir, a partir d’'un ensemble de
données, en déduire un modele graphique adéquat. Pour ce faire, il est nécessaire d’estimer
les dépendances entre les variables deux a deux. En effet, les arétes des graphes sont
paramétrées par des valeurs qui encodent la force de la dépendance conditionnelle entre
les variables aléatoires aux arétes correspondantes. Ainsi, une force de dépendance nulle
signifie qu’il n’y a pas d’aréte dans le graphe.

A partir des données, une estimation de la dépendance entre deux variables ne donnera
jamais une valeur exactement nulle. C’est pourquoi, en estimant uniquement ces dépen-
dances, le graphe sera complet et donc inutile dans la compréhension de la distribution
jointe des variables. Le probleme réside donc dans I’élimination de certaines arétes dont le
potentiel est le plus faible.

Dans ce mémoire, I’étude sera restreinte aux variables continues car les approches d’es-
timation pour des variables continues ou discretes sont tres différentes. Trois techniques
d’estimation de structure de graphe seront présentées avant de les comparer.

Pour commencer, quelques notions utiles sur la théorie des graphes seront développées
dans le chapitre 1. Dans ce chapitre sera aussi présentée la base de données qui sera
utilisée dans tout ce mémoire pour illustrer les différentes méthodes d’estimation de modeles
graphiques.

Dans le deuxieme chapitre de ce mémoire, les modeles graphiques gaussiens seront
étudiés. Sous la loi normale multivariée, les dépendances entre les variables sont entierement



connues a travers la matrice de concentration. L’étude de modeles graphiques gaussiens
sera donc principalement axée sur I'analyse de cette matrice.

Pour élargir les hypothéeses et ne plus se restreindre a des données suivant une loi
normale multivariée, le chapitre 3 propose une méthode d’estimation de structure de graphe
pour laquelle aucune restriction sur la distribution des données n’est faite. Pour cette
technique, chaque variable sera transformée afin que la distribution multivariée obtenue
soit une distribution multinormale. La technique du premier chapitre pourra ensuite étre
appliquée pour obtenir le modele graphique correspondant.

Les deux premiers chapitres permettent d’obtenir des modeéles graphiques pouvant
avoir, dans certains cas, un grand nombre d’arétes. Pour limiter ce nombre d’arétes, la
technique du chapitre 3 propose de restreindre le graphe a une forét; c’est a dire que le
modele graphique possedera au maximum une aréte de moins que le nombre de variables.
Ainsi, seules les dépendances les plus fortes seront mises en avant a ’aide de cette méthode.

Enfin, le dernier chapitre comparera 'efficacité de ces trois méthodes. A cet effet, le taux
d’erreur de chaque méthode sera calculé sur différents exemples. Ce chapitre permettra,
par conséquent, de voir quelle méthode il est préférable d’utiliser, sous quelles conditions
et dans quel but.



Chapitre 1

Introduction aux graphes de Markov
et a la base de données

Dans ce chapitre sont expliquées les notions utiles sur les graphes et leur interprétation
dans le domaine statistique, en rapport avec les modeles graphiques. Aucune démonstration
ne sera effectuée car ce chapitre permet uniquement de rapeller les bases sur les graphes et
de poser les notations. La base de données sera ensuite détaillée. Ce chapitre a été rédigé
en faisait référence au chapitre 17 du livre [10] ainsi qu’aux notes de cours de "Théorie des
graphes" de M. Rigo.

1.1 Graphes de Markov et leurs propriétés

Définition 1. — Soit V' un ensemble et E une partie de V' x V. Le graphe G = (V, E)
est la donnée du couple (V) E). Les éléments de V' sont appelés les sommets de G.
Les éléments de E sont appelés les arétes de G.

— Deux sommets X et Y sont dit adjacents s’il y a une aréte les joignant, ce qui est
noté par (X,Y).

— Un chemin X1, X,,..., X, est un ensemble de sommets qui sont reliés, ce qui est
noté par (Xq, -+, Xp,).

— Un graphe complet est un graphe pour lequel chaque paire de sommets est reliée par

une aréte.
— Soient G = (V, E) et G’ = (V', E’) deux graphes. Le graphe G’ est un sous-graphe de
G si
> V' CV,

> E'CEN(V x V).
Ainsi, G’ est un sous-graphe de G s’il est obtenu en enlevant a G certains sommets
et/ou certaines arétes.



— Un graphe G = (V, E) est dit simple s’il possede au plus une aréte entre 2 sommets
et sl est irréflexif, c’est-a-dire que, quel que soit v € V', (v,v) n’appartient pas a F
(i.e., G ne contient pas de boucle).

— Soit G = (V, E) un graphe dont les sommets sont ordonnées V = {X;,--- , X,,}. Sa

matrice d’adjacence est la matrice A(G) dont I’élément [A(G)];; est égal au nombre
d’arétes (X, X;) présentes dans le graphe G, 1 <1,j < n.

Dans la suite, tous les graphes considérés seront simples, car il n’est pas utile d’étudier
la dépendance entre une variable et elle-méme. La matrice d’adjacence de ces graphes sera
donc uniquement composée de 0 et de 1, et sa diagonale possedera des valeurs nulles.

Voici quelques exemples de graphes simples. Dans la Figure [L.1|(a), (X,Y, Z) forme un
chemin mais pas un graphe complet car il manque une aréte entre X et Z pour former un
graphe complet.

(b)

va

(a)
(c) (d)
FIGURE 1.1 — Exemples de modeles graphiques non dirigés.

Supposons disposer d'un graphe G dont 'ensemble des sommets V' représente un en-
semble de variables aléatoires de distribution jointe p. Dans un graphe de Markov G,
I’absence d’une aréte entre les sommets X et Y implique que les variables aléatoires corres-
pondantes sont conditionnellement indépendantes sachant les autres variables aux autres
sommets ; c¢’est-a-dire que, sachant la valeur des autres variables du graphe, la probabilité
que X ait une certaine valeur reste inchangée, que la valeur de la variable Y soit connue ou
non. Cette indépendance est exprimée avec la notation suivante : pas d’aréte joignant X
et Y & XIOY|\{X,Y}, ou "\{X, Y} fait référence a tous les autres sommets du graphe.

Par exemple dans la Figure [L1.I[a), X II Z|Y. Ce sont les propriétés d’indépendance par
paire de Markov de G.

Définition 2. Si A, B et C sont des sous-ensembles de V', ’ensemble des sommets du
graphe, alors C' sépare A et B si chaque chemin de A vers B passe par un sommet de C'.
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Par exemple, Y sépare X et Z dans les Figures [1.1|(a) et [L.1[(d), et Z sépare Y et W
dans la Figure [1.1{d). Dans la Figure [L.1[(b), Z n’est pas connecté & X, Y et W ; ainsi, les
2 ensembles sont séparés par I’ensemble vide. Dans la Figure (c), C ={X,Z} sépare Y
et W.

Les séparateurs ont la propriété de casser le graphe en parties indépendantes condi-
tionnellement. En particulier, dans un graphe de Markov G avec des sous-ensembles de
sommets A, B et C, si C sépare A et B alors A1l B|C. Ce sont les propriétés globales
de Markov de G. Les propriétés globales (indépendance entre 2 ensembles de sommets) et
par paire (indépendance entre 2 sommets) de Markov sont équivalentes pour les graphes
avec une densité strictement positive. Ces résultats sont utiles pour déduire les relations
d’indépendance globale a partir des simples propriétés par paire. Par exemple, dans la
Figure [1.1[d), X II Z|{Y, W} car c’est un graphe de Markov et qu’aucun lien ne joint X
et Z. Mais Y sépare aussi X de Z et W ; c¢’est pourquoi, a partir des propriétés globales
de Markov, X II Z|Y et X I W|Y. De maniere similaire, Y II W|Z.

La propriété globale de Markov permet de décomposer les graphes en parties plus petites
et plus faciles a manipuler. Celle-ci améne donc a des simplifications essentielles de calcul
et d’interprétation. C’est dans ce but que les graphes sont divisés en cliques.

Définition 3. Une clique est un sous-graphe complet; autrement dit, un ensemble de
sommets qui sont tous adjacents aux autres. Une clique est mazimale si aucun sommet ne
peut étre ajouté pour qu’elle reste une clique.

Les cliques maximales pour les graphes de la Figure sont :
(a) {X, Y} {V, 2}
(b) {X, Y, W}, {Z}
() {X, Y} AY, Z} {Z W} AX, W}
(d) {X, Y} {Y, 2}, {Z, W}
Certaines méthodes pour estimer la structure de graphes utilisent la notion de clique.
En effet, une fonction de densité peut étre associée naturellement a un graphe lorsqu’elle

peut se factoriser d’une fagon bien précise, qui fera intervenir les cliques. Une technique
utilisant cette factorisation est développée dans le chapitre 4.

Voici d’autres définitions qui seront utiles pour le chapitre 4.

Définition 4. — Soient G = (V, E)) un graphe et G’ = (V', E’) un de ses sous-graphes.
On dit que G’ est un sous-graphe couvrant G, si V' =V et si

VoeV,3zeV :{z,0} € F.

Autrement dit, tout sommet de G est une extrémité d’une aréte de E’.

— Un graphe simple, non orienté G = (V, E) est un arbre s’il est connexe et sans cycle.
Une forét est un graphe simple, non orienté dont chaque composant connexe est un
arbre.



Dans ce chapitre, I'intérét sera plus particulierement porté sur les sous-graphes cou-
vrants qui sont des arbres, ceux-si seront alors naturellement nommeés sous-arbres couvrants
ou arbres couvrants.

1.2 Présentation de la base de données socio-économiques
de la Wallonie

La base de données choisie permet d’analyser les dépendances entre différentes caracté-
ristiques économiques des communes wallonnes. Cette base de données a été créée a partir
des chiffres repris sur le site https://walstat.iweps.be/walstat-accueil. php| consulté
en mars 2019.

Celle-ci contient 262 observations, c¢’est a dire les 262 communes wallonnes, et 19 va-
riables. Ces variables sont toutes continues et ne possedent pas de valeurs manquantes.
Voici la description des différentes variables socio-économiques :

TMortH Taux de mortalité standardisé sur 1'dge pour les hommes (2005-2014). Le taux stan-
dardisé par age et par sexe est le taux que 1’on observerait dans la population étudiée
si elle avait la méme structure d’age qu’'une population de référence (ici la population
européenne de 2013). Il est calculé en pondérant les taux de mortalité par 4ge observé
dans la sous-population par la structure d’age de la population de référence.

TMortF Taux de mortalité standardisé sur I’dge pour les femmes (2005-2014).

ITrafic Intensité du trafic routier : millions de véhicules par km (2005). Un véhicule par km
représente le déplacement d’un véhicule sur la distance d’un km sur le réseau routier
de 'entité.

ImmVe Immatriculation de véhicules neufs (2018). Cette statistique donne un apercu de tous
les véhicules motorisés neufs immatriculés en Belgique aupres du service d’immatri-
culation de véhicules du SPF Mobilité pour une période donnée (ici 'année 2018).
Types de véhicules concernés : voitures de tourisme, autobus et autocars, camions,
tracteurs routiers, tracteurs agricoles, véhicules spéciaux et motocycles. Types de
carburant : essence, diesel, gaz ou électricité.

TEmplH Taux d’emploi administratif des hommes (2016). L’indicateur rapporte le nombre de
personnes de sexe masculin qui ont effectivement un emploi (population active occu-
pée) a la population des hommes, en moyenne annuelle.
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Taux d’emploi administratif des femmes (2016). L’indicateur rapporte le nombre de
personnes de sexe féminin qui ont effectivement un emploi (population active occu-
pée) a la population des femmes, en moyenne annuelle.

Taux de chomage administratif des hommes (2016). L’indicateur rapporte le nombre
de personnes de sexe masculin au chomage a la population des hommes, en moyenne
annuelle.

Taux de chdmage administratif des femmes (2016). L’indicateur rapporte le nombre
de personnes de sexe féminin au chomage a la population des femmes, en moyenne
annuelle.

Quantité d’ordures ménageres brutes collectée par habitant (2016). L’indicateur donne
la quantité collectée d’ordures ménageres brutes (OMB) des ménages, exprimée en
kg, par habitant et par an. Les OMB correspondent au contenu des poubelles "tout
venant' non triées, en ce compris les quantités d’'OMB assimilées (OMB des com-
merces, écoles, voiries, marchés, etc., collectées en méme temps que les OMB des
ménages par les communes ou les intercommunales).

Consommation d’énergie totale en GWh (2015).
Production d’électricité en GWh (2015).

Taux de participation aux élections communales (2018). Ce taux se calcule en faisant
le rapport entre le nombre de bulletins déposés et le nombre d’électeurs inscrits sur
les listes électorales. Le vote étant obligatoire en Belgique, ce taux est naturellement
élevé. Cependant, bien que les citoyens belges s’exposent théoriquement a une sanc-
tion en n’allant pas voter, une partie d’entre eux ne remplit pas ce devoir.

Population totale : nombre d’habitants dans l'entité (2018).

Taux brut de natalité (2017). Rapport (exprimé en %o habitants) du nombre de nais-
sances vivantes de ’année & la population totale moyenne de I'année (somme, divisée
par 2, de la population au ler janvier et de celle au 31 décembre de 'année).

Age moyen de la population (2018). Il se calcule en faisant la somme des années
vécues par la population divisée par la population totale de ’entité a ’année de réfé-
rence. Par exemple, une personne agée de 42 ans I'année de référence "compte" pour
42 années vécues.
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Solde migratoire total (2017). Le solde migratoire total est la différence entre la po-
pulation du ler janvier et celle du 31 décembre moins le solde naturel (les naissances
moins les déces) ; rapportée a la population totale moyenne de 'année (somme, divi-
sée par 2, de la population au ler janvier et de celle au 31 décembre de 1’année).

Kilometres de réseau routier revétu total (2005). Pour calculer la longueur du réseau
routier revétu, on additionne les kilomeétres des différents réseaux. Sont considérés :
les autoroutes (AR) et les rings a statut autoroutier, les routes nationales (RN) (non
compris les entrées/sorties d’AR et RN, parkings...), les routes régionales (y com-
pris les entrées/sorties d’AR et de RN, parkings...), toutes les routes provinciales, les
routes communales carrossables, a I’exclusion, en principe, des chemins agricoles et
sentiers et des voiries de grande circulation comprises dans le réseau communal.

Nombre total d’accidents de la circulation (2017). Sont considérés comme "accidents",
les accidents de la circulation routiere impliquant au moins un véhicule qui occasionne
des dommages corporels et qui se sont produits sur la voie publique. Un accident entre
plus de deux véhicules est considéré comme un seul accident. Les accidents sont comp-
tabilisés dans I'entité ou ils ont eu lieu.

Revenu moyen par habitant en euro (2016). Les statistiques fiscales sont établies sur
la base des déclarations a 'impot des personnes physiques au lieu de résidence.

Ces différentes variables ont été choisies pour différentes raisons. Tout d’abord, il est
possible de penser, a priori, que certaines variables sont dépendantes. Par exemple, les taux
d’emploi et de chomage pour les deux sexes sont intuitivement fortement liés. De plus, les
variables concernant le trafic routier (comme lintensité du trafic routier, le nombre de
véhicules neufs immatriculés, le nombre de kilometres de réseau routier revétu, le nombre
total d’accidents de la circulation) risquent d’avoir, elles aussi, une forte dépendance. En-
suite, d’autres variables ont été choisies en fonction de 'actualité; c¢’est-a-dire de I’enjeu
environnemental. Il est alors question des variables quantité d’ordures ménageres, consom-
mation et production d’électricité ainsi que des variables concernant le trafic routier. Les
autres variables sont des critéres économiques intéressants a comparer et a étudier.



Chapitre 2

Modeles graphiques gaussiens

Une premiere étape dans 1’étude des modeles graphiques consiste a étudier les vecteurs
aléatoires multinormaux. En effet, pour ceux-ci, les dépendances entre les variables sont re-
prises dans la matrice de corrélation. Ce chapitre permet de construire le modele graphique
représentant les données a partir de I'estimation de la matrice de covariances.

Lorsque la matrice de covariances est estimée, aucune entrée de celle-ci ne sera exac-
tement nulle. C’est pourquoi un parametre de pénalisation sera introduit pour forcer cer-
taines valeurs a étre nulles. Une technique de pénalisation est développée dans ce chapitre
en faisant référence au chapitre 17 du livre [10].

2.1 Propriétés de la loi multinormale

L’hypothese faite sur les données dans ce chapitre est que les observations suivent
une distribution gaussienne multivariée de dimension d, de moyenne p et de matrice de
covariance Y. Cette matrice est supposée définie positive, ainsi la base de données est
supposée non dégénérée. De plus, le nombre n d’observations doit étre suffisamment grand
par rapport a d. Une regle souvent utilisée est la condition % > 5, mentionnée notamment
dans [II]. La particularité du cas gaussien est que l'indépendance entre deux variables
est équivalente & une corrélation ou une covariance nulle entre ces mémes variables. C’est
pourquoi la matrice de covariances des variables sera étudiée.

Une des propriétés de la distribution gaussienne multivariée est que toutes les distribu-
tions conditionnelles sont aussi gaussiennes. Supposons avoir des variables X7, - - -, X; dont
la matrice de covariances est inversible. L’inverse de cette matrice, la matrice de concen-
tration © = X7, contient les informations sur la covariance partielle entre les variables,
c’est-a-dire, la covariance entre la paire X; et X, conditionnellement a toutes les autres
variables. En particulier, si la composante ij de © est égale zéro, alors les variables X; et
X sont conditionnellement indépendantes, sachant les autres variables.



Pour s’en convaincre, la distribution conditionnelle d’une variable par rapport au reste
(o le rdle de © est explicite) est analysée. La proposition suivante a été rédigée en référence
a la proposition 3.13 de [6].

Proposition 1. Soit X ~ Ny(u, X), avec ¥ € R définie positive et p € RY. Si X est
partitionné par X = (Z,Y) ou Z = (X1,...,X4_1) consiste en les d—1 premiéres variables
et Y = Xy la derniére, alors, la distribution conditionnelle de Y sachant Z est donnée par :

Y|Z =z~ N(py + (2 = n2)" 25502y, 0vy — 05y X5502v), (2.1)
ou X est partitionné par

Y= (EZZ UZY) et u par (NZ> : (2.2)
Ky

T
Ozy Ovyy

Démonstration. 11 faut tout d’abord remarquer que ¥, est défini positif puisque c’est le
cas de X et donc qu’il est inversible. En effet, en procédant par I’absurde, il est facile de
s’en convaincre. Soit x un vecteur. Si 27,z < 0 alors,

Yzz Ozy A T ry _ T
(LC 0) (O'gy O'yy) <0>—(£IZ’ EZZ T Uzy) 0 =T Zzzxgo.

Ce qui est impossible car pour tout y, donc en particulier pour y = (z,0), y* Xy > 0.

Une deuxiéme remarque a faire est que les variables Y — 023,77 et Z sont indépen-
dantes. En effet, leur densité jointe est la loi normale, par définition des vecteurs gaussiens,
et la covariance entre ces deux variables est donnée par

cov(Y — oLy ¥,52,7) = cov(Y, Z) — cov(oLy X4 Z, 7)
=0y —0yN55%22 =0
Alinsi ces variables sont non corrélées, donc indépendantes.
De plus, la variance de Y — 0%y Y, Z est donnée par oyy — 04y X,502y. En effet,
var(Y — oLy ¥, 7) = var(Y) + var(ohy X, Z) — 2cov(Y, 0hy X5 7Z)
=oyy + 0qy SN 225 502y — 2045y Y 150 2y
=0yy — Oy X507y,

Pour trouver la loi de la variable Y|Z = z, la fonction caractéristique de cette variable
est calculée; ce qui méne a

]E[eitY|Z — Z] — E[eit[Y—UgyzgéZ+U§ngéZ]|Z = Z]
= ¢llobyPap B by 2i | 7 = o]

. T —1 . T —1
— ezt[o'ZYEZZz] E[ezt[YfazYEZZZ]L
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ot 'indépendance entre Z et Y — 0%, 2,7 7 a été utilisée a la derniére ligne.

Or, il est clair que
Y — oy X557 ~ Npy — 03y, 0vy — 05y X5,02v),
au vu de la deuxieme remarque.
Alinsi,
E[eitY|Z _ Z] _ eit[agyzglzz} eit[uy—agyzglz,uz]e—é[Jyy—agyzgéazy]

. _ 2 _
— ity +ogy S5 (a2l =S lovy —03y Sy pozv]

La conclusion en découle, car la loi normale est entierement déterminée par sa fonction
caractéristique. O

La moyenne conditionnelle dans a exactement la méme forme que la régression
linéaire en population multiple de Y par rapport a Z, avec le coefficient de régression
B = X,,0zy. Si O est partitionné de la méme facon, comme ¥O = I, la formule pour
partitionner I'inverse donne

QZY = —nyﬂgéazy, (23)

ot 1/0yy = oyy — 0by X502y > 0. Clest pourquoi

p= ZileZY .
= —sz/eyy. (25)

Deux choses peuvent étre déduites de la forme de la distribution conditionnelle normale :

— La dépendance de Y sur Z dans (2.1) est dans le terme de la moyenne seulement.
Une composante nulle dans 3 et donc une valeur nulle de 6,y signifie que 1’élément
correspondant de Z est conditionnellement indépendant de Y, sachant le reste.

— Cette dépendance peut étre étudiée a ’'aide d’une régression linéaire multiple.

Ainsi, © capture toute I'information de second ordre requise pour décrire la distribution
conditionnelle de chaque sommet, sachant les autres.

2.2 Estimation des parametres du graphe

Le but de cette section est d’estimer les parametres d’un graphe non dirigé qui ap-
proxime la distribution jointe d’une réalisation de X.

Avant d’estimer les parametres du graphe, il est judicieux de standardiser les données.
En effet, la structure du graphe dépend de la matrice de covariances qui sera différente si les
données sont standardisées ou non. Si les variables constituant les données sont mesurées
selon une unité ou une échelle différente, alors il sera préférable de standardiser les données.
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2.2.1 Graphe complet

Une premiere étape consiste a créer un graphe complet. Soient n réalisations normales

multivariées x;, i = 1,...,n de moyenne u et de matrice de covariances X ; avec © = X1,
Soit
1< _ 7
S = - > (z;—T)(z; — @) (2.6)
i=1

la matrice de covariances empiriques, avec T le vecteur des moyennes empiriques.

Soit X ~ Ny(u, %), avec & € R¥™? définie positive et u € R?. La log-vraisemblance
de cette variable multinormale s’obtient facilement a ’aide des propriétés de la trace. En
ignorant les constantes et a un facteur multiplicatif pres, celle-ci peut étre écrite comme

I(1,0;21,...,2,) = Indet © — tr(0S) — (z — )" O(z — ). (2.7)

La maximisation de la vraisemblance pour p se fait indépendamment de la valeur de
©, il est donc possible d’évacuer cette estimation. Pour maximiser [(p, ©; 1, ..., z,) par
rapport a u, puisque p n’intervient que dans un terme et que © est définie positive, il faut
que i = z. Ainsi la vraisemblance déja maximisée pour u devient

1(©;x1,...,2,) = Indet © — tr(5O). (2.8)

L’estimateur du maximum de vraisemblance pour © est donc S~!, en utilisant le fait que
la dérivée de Indet © est égale & O~ (résultat obtenu a la page 641 du livre [4]). Pour que
la matrice de covariances S soit inversible, il est nécessaire que n > d, sinon la matrice S
est singuliere.

Si le graphe est créé a partir de la matrice S™!, alors celui-ci sera complet. En effet,
aucune composante de cette matrice ne sera nulle, donc aucune aréte ne sera retirée du
graphe. En pratique, cette construction n’apporte aucune information exploitable sur les
dépendances entre les variables. C’est pourquoi il va falloir contraindre certaines compo-
santes de la matrice de concentration estimée a étre nulles.

2.2.2 Graphe de structure connue

Dans cette section, la structure du graphe est connue, donc, en particulier, 'ensemble E
des arétes du graphe est connu. Si certaines arétes sont manquantes, par les propriétés de
la distribution gaussienne, cela implique que les entrées correspondantes de © = ¥~! sont
nulles. C’est pourquoi il faut maintenant maximiser sous les contraintes que quelques
ensembles de parametres prédéfinis sont nuls. C’est un probleme d’optimisation convexe
avec des contraintes d’égalité.

Plusieurs méthodes existent pour résoudre ce probleme d’optimisation. Dans ce mé-
moire, un approche basée sur la régression linéaire sera suivie en référence au chapitre 17
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du livre [I0]. Une autre méthode qui est souvent utilisée est la méthode IPS (Iterative
Proportional Scaling) dévelopée dans [25].

Pour contraindre le maximum de vraisemblance, une constante de Lagrange est ajoutée
pour toutes les arétes manquantes

lc(©;21,...,2,) =Indet © — tr(SO) — > b (2.9)
(K)EE

L’équation de gradient pour maximiser (2.9) peut étre écrite sous la forme
o '-S-T=0 (2.10)

La matrice I' est la matrice des parametres de Lagrange avec des valeurs différentes de zéro
pour toutes les paires dont l'aréte est absente. Comme le graphe ne peut pas posséder de
boucles, les arétes du type (7,7) ne font jamais partie du graphe. Celles-ci ne feront donc
pas l'objet de I’étude des arétes manquantes et la diagonale de I' sera toujours nulle.

La régression est utilisée pour estimer © et son inverse, noté W = 6! = 3 en uti-
lisant . Cette régression sera effectuée sur une ligne et une colonne a la fois. Pour
simplifier les notations, la derniere ligne et la derniére colonne sont considérées. Le bloc du
haut a droite de I’équation peut étre écrit comme suit :

wiz — S12 — Y12 = 0. (2.11)

Les matrices sont partitionnées en deux parties : la premiére partie contenant les d — 1
premieres lignes et colonnes et la seconde partie les d-eme ligne et colonne. Avec W et son
inverse © partitionnés de maniere similaire, cela donne

Wi wi én é12 I, O
~ ~ = . 2.12
<“’1T2 w22> (51T2 922) <0T 1> (212)
Ce qui implique o
Wi2 = —W11912/922 = WIIB? (2-13)

ot B = —b12/0 comme dans (2.5). Maintenant, en remplacant (2.13) dans (2.11)), I'équa-

tion suivante est obtenue
Wllﬁ — S12 — Y12 = O (214)

Cela peut étre interprété comme les d — 1 équations a estimer pour la régression
contrainte de X par rapport aux autres variables, sauf que la matrice S;; des covariances
empiriques est remplacée par Wiy, la matrice de covariances pour le modele estimé actuel-
lement.

Maintenant, I’équation ([2.14) peut étre résolue par une simple régression par sous-
ensembles. Si d — ¢ éléments sont non nuls dans 7v;9, i.e., d — g arétes contraintes a étre
nulles ; alors, ces d — ¢ lignes n’apportent pas d’information et peuvent étre retirées. De
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plus,  peut étre réduit a 5* en enlevant ces d — ¢ éléments nuls; pour obtenir ainsi le
systeme d’équation
WiB" =51, =0 (2.15)
qui a pour solution 5* = W}, ~'s%,. Il reste & ajouter les d — ¢ zéros pour obtenir A.
Il est facile de montrer que

1
— = Wy — Wiy, (2.16)
22

en utilisant la formule de I'inverse partitionné. De plus, wss = s99, comme la diagonale de
" est nulle dans (2.10)).

Cela conduit a la simple procédure itérative donnée dans I'algorithme [1] pour estimer
W et son inverse O, sujets aux contraintes des arétes manquantes.

Algorithme 1. Un algorithme de régression modifié pour estimer un modele graphique
gaussien avec une structure connue.

1. Initialiser W = S
2. Répéter pour j =1,2,...,d,1,... jusqu’a la convergence :
(a) Partitionner la matrice W en 2 parties. En changeant éventuellement [’ordre des

lignes et des colonnes, la premiere partie contiendra tout sauf les j-éme ligne et
colonne; et la deuzieme, les j-eme ligne et colonne.

(b) Résoudre W} 5* — sy = 0 pour les paramétres * des arétes non contraintes, en
utilisant le systéme réduit d’équations comme dans (2.15)). Obtenir S en ajoutant
a B* les zéros aux positions approprices.

(c) Mettre a jour wio = WHB

~ PO 1 ~
3. Dans le cycle final (pour chaque j) résoudre 015 = — 30, avec —— = sy — w3
22

2.2.3 Estimation de la structure du graphe

Dans la plupart des cas, la place des arétes a enlever au graphe est inconnue, c¢’est pour-
quoi il est utile de pouvoir déduire ces places a partir des données elles-mémes. Pour ce faire
la méthode lasso est utilisée et le développement sera similaire a celui fait précédemment.
La méthode lasso consiste a maximiser la log-vraisemblance pénalisée

log det® — tr(SO) — A||O||1, (2.17)

ol ||O]|; est la norme L; (la somme des valeurs absolues des éléments de $71), et ol
les constantes sont ignorées. Remarquons que la plupart des auteurs prennent en compte
la diagonale de la matrice © pour calculer la norme, sauf quelques-uns, comme Yuan et
Liu dans [30]. Dans ce mémoire, la diagonale fera partie de la norme car elle pénalisera

14



d’avantage la log-vraisemblance. Il faut remarquer que celle-ci possede des valeurs qui ont
des grandeurs similaires car les données ont été préalablement standardisées.

Cette vraisemblance pénalisée est une fonction convexe de ©. Cela signifie qu’il est
possible d’adapter le lasso pour obtenir le parametre permettant de maximiser la log-
vraisemblance pénalisée. En pratique, il suffit simplement de remplacer ’étape (b) de ré-
gression modifiée dans ’algorithme [1f par une étape de lasso modifiée. Cette procédure est
détaillée dans les paragraphes suivants.

L’analogue de 1’équation de gradient est maintenant
O~ ! — S — ASign(0) = 0, (2.18)

avec Sign(fj,) = sign(f;x) si 0, # 0, et Sign(6;,) € [—1,1] si §;, = 0. En effectuant le
méme développement que dans la section précédente, 'analogue de ([2.14]) est atteint

Wi18 — s12 + ASign(8) = 0. (2.19)

(B et O15 ont des signes opposés). Il reste & montrer que ce systeme est équivalent a ’esti-
mation des équations pour la régression lasso.

Soient y la variable de résultat d’une régression linéaire et Z la matrice des variables
explicatives. Ainsi la méthode de régression lasso consiste & minimiser, a un facteur mul-
tiplicatif pres,

v~ 25)"(y —26) + N6l (2.20)

Le gradient de cette expression est donné par
72775 — Z"y + \Sign(B3) = 0. (2.21)
Ainsi, Zy est I'analogue de s15 et ZTZ est remplacé par Wiy, Uestimation de la matrice

de covariance du modele actuel.

Cette procédure est appelée graphical lasso et est résumée dans I'algorithme [2]

Algorithme 2. Graphical lasso.
1. Initialiser W = S + A\I. La diagonale de W reste inchangée dans ce qui suit.
2. Répéter pour j =1,2,...,d,1,... jusqu’a la convergence :
(a) Partitionner la matrice W en 2 parties. La premiére contiendra tout sauf les
j-eme ligne et colonne ; et la deuxieme, les j-eme ligne et colonne.
(b) Résoudre W15 — s12 + ASign(5) = 0, en utilisant l’algorithme de descente de
coordonnées cycliques (2.22)) pour le lasso modifié.

(c) Mettre a jour wig = Wi /3

~ ~n 1 ~
3. Dans le cycle final (pour chaque j), résoudre 015 = — 30, avec — = Sy — Wi
22
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Voici quelques explications pour la méthode de descente de coordonnées pour l'algo-
rithme graphical lasso. Cette technique est détaillée dans [7]. En posant V.= Wy, la mise
a jour a la forme

Bj < S(s125 — Z ij@ka )/ Vi (2.22)
k#j
pour j=1,2,...,.d—1,1,2,...,d—1,..., ou S est I'opérateur a seuil doux
S(a,t) = sign(w) (|| — ). (2.23)

et ou s19; désigne la j°™° composante du vecteur sj3. La procédure effectue un cycle parmi
les variables estimées jusqu’a la convergence.

Les éléments de la diagonale w;; de la matrice des solutions W sont simplement s;; + A.
En effet, ils sont fixés a I’étape 1 de I'algorithme [2| et la modification des éléments de W a
lieu a I'étape 2(c). De plus, seuls les éléments de w12, qui ne se situent pas sur la diagonale,
sont mis a jour.

Dans ce mémoire sera utilisé le logiciel R pour effectuer tous les graphiques et calculs
éventuels. Dans celui-ci sont implémentés plusieurs algorithmes permettant de construire
des graphes basés sur une distribution normale multivariée. Pour construire des modeles
graphiques basés sur la théorie développée dans ce chapitre, la fonction glasso de la librairie
du méme nom sera utilisée pour estimer la structure du graphe. Celle-ci a été implémentée
en référence a article [8] et est basée sur la théorie développée dans ce chapitre et, no-
tamment, sur 'algorithme [2 Pour cette fonction, une valeur du parametre de pénalisation
doit étre donnée en entrée ainsi que la matrice de covariances des données. D’autres fonc-
tions, telles que huge (qui permet aussi d’effectuer 'algorithme graphical lasso) et shock
(qui estime la matrice de covariances par une matrice par blocs), peuvent, néanmoins,
étre utilisées pour la construction de modeles graphiques. La librairie SIN permet aussi de
construire des modeles graphiques gaussiens a partir d'une autre méthode.

Afin de trouver la meilleure valeur pour le parametre \ de la pénalisation lasso, plusieurs
criteres peuvent étre utilisés. Dans ce mémoire, la minimisation des criteres AIC et BIC
sera utilisée. En toute généralité, ces mesures sont définies par

AIC = =2l(, 0521, ..., ) + k.2
et
BIC = —2l(u,0;x1,...,x,) + klnn
ou k est le nombre de parametres a estimer et ou

p, Oz, .y x,) = _nzd In(27) + gln det© — gtr(S@)

(criteres développés dans [15]). Dans le contexte d’estimation de la covariance, le nombre
de parametres a estimer peut étre tres élevé. L’article [30] suggere de modifier les mesures
comme suit :

AIC = —2l(p, ©; 21, ..., z,) + (d +3 éij(A)).z

1<]
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et
BIC = —2l(u,©; 21, ...,2,) + (d + Zéij(A)) Inn
1<j
ou éz‘j =0 si éij =0et éz’j = 1 sinon.

Plus la valeur de \ est faible, plus le graphe possédera d’arétes. Une valeur trop élevée
pour A pourrait manquer certaines relations entre les variables; alors qu’une valeur trop
faible rend le graphe inexploitable car il possédera trop d’arétes, voire toutes. Ces deux
criteres sont implémentés dans R a la main.

2.3 Exemples de modeles graphiques

Avant d’analyser le graphe obtenu pour les caractéristiques des communes wallonnes,
il est intéressant de tester la technique d’estimation glasso sur des données numériques.
En effet, pour ces dernieres, les dépendances entre les variables sont connues a priori. Cela
permettra donc de comparer la structure du graphe obtenue avec les dépendances attendues
a priori. Apres ces quelques exemples numériques, les graphes créés a partir de la base de
données socio-économiques de la Wallonie seront représentés.

2.3.1 Exemples numériques sous la normalité

Pour commencer, voici quelques exemples de modeles graphiques sur des données simu-
lées. Cela permet de montrer que la méthode utilisée pour estimer les graphes est efficace.
Pour chaque exemple, n = 1000 données ont été simulées. Ainsi, il est clair que n est
suffisamment grand par rapport au nombre de variables qui est de d = 10.

Plusieurs exemples sont réalisés de maniere a faire varier la structure de la matrice
de covariances des données. Le vecteur moyen sera toujours le vecteur nul, sans perte de
généralités, car celui-ci n'impacte pas I'estimation de la structure du graphe. Les éléments
de la diagonale de la matrice de covariances seront toujours égaux a 1, au vu de la stan-
dardisation nécessaire pour construire le graphe.

Cas indépendant

Un premier exemple consiste a générer des données selon une loi normale multivariée de
matrice de covariances > = I. Comme les variables sont indépendantes, le graphe ne devrait
posséder aucune aréte, méme pour une valeur assez faible du parametre de pénalisation ;
ce que confirme la Figure représentant le modele graphique d’une normale multivariée
standard tel qu’estimé a ’aide de la procédure glasso pour un parametre de pénalisation
arbitraire A = 0.1.
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FI1GURE 2.1 — Modele graphique pour des variables qui suivent une loi normale multivariée
standard, avec A = 0.1.

La Figure représente la variation du nombre d’arétes en fonction de A, tout en
mettant en évidence la valeur sélectionnée par les criteres AIC et BIC. Au vu de cette
figure, il est possible de voir que le nombre d’arétes conservées, lorsque les criteres AIC
et BIC sont utilisés pour trouver la valeur du parametre de pénalisation, sera strictement
positif. Ainsi certaines arétes seront conservées a tort.

20 30 40
|

Nombre d'arétes

10

T T T T T
00 01 02 03 04

lambda

FIGURE 2.2 — Variation du nombre d’arétes du graphe en fonction de A\, pour des variables
qui suivent une loi normale multivariée standard. La ligne rouge représente la valeur de A
qui minimise les criteres AIC et BIC.
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Cas équi-corrélé

Pour ce deuxieme exemple, des données sont générées selon une loi normale multivariée
de matrice de covariances équi-corrélée. Dans tout ce mémoire, la notation suivante sera
utilisée pour décrire une matrice équi-corrélée de dimension d et dont la corrélation est
égale a p :

1 p ... p

p 1 ... p
Emd:p(llT—]d): : . . . s

p p ... 1

ou 1 est le vecteur de taille d dont toutes les composantes sont égales a 1.

Comme tous les couples de variables ont la méme corrélation, les corrélations estimées
devraient étre toutes presque identiques. Ainsi, 'algorithme du lasso devrait soit laisser
toutes les arétes, soit toutes les supprimer ; ce qui est illustré par la Figure lorsque la
matrice de covariances est X 210. A gauche de cette figure se trouve le graphe créé avec la
pénalisation A = 0.1, tandis qu’elle est de 0.3 pour celui de droite.

() ® ®
{x2)
{x1) ®
) ®

FIGURE 2.3 — Modele graphique pour des variables équi-corrélées avec p = 0.2. A gauche
se trouve le graphe créé avec la pénalisation A = 0.1, tandis qu’elle est de 0.3 pour celui de
droite.

Le parametre de pénalisation A va permettre de modifier le nombre d’arétes présentes
dans le graphe. Une petite valeur pour le parametre éliminera peu d’arétes. A partir d'un
certain seuil pour A, un grand nombre d’arétes sera supprimé, c’est pourquoi dans la
Figure [2.3] le graphe de droite ne posséde plus d’aréte. La figure permet aussi de voir la
variation du nombre d’arétes présentes dans le graphe en fonction de A. Ce nombre d’arétes
dépendra aussi de la corrélation entre les variables. Plus p est grand, plus A devra étre grand
pour observer un graphe sans arétes. Le passage du graphe complet au graphe sans aréte
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s’effectue de fagon assez verticale au niveau de la valeur de p. De plus, cette verticalité est
de plus en plus marquée lorsque p augmente. Le cas ou p = 1 n’est pas considéré car le cas
de données dégénérées a été exclu. Des valeurs négatives pour p peuvent également étre
choisies en gardant en téte que la matrice de covariances doit rester définie positive. Pour
que cette condition soit vérifiée, il faut que p > d_T11 ce qui est égal a —0.1111 pour d = 10.
Lorsque p = —0.1, la courbe représentant le nombre d’arétes du graphe est similaire a la
courbe obtenue pour p = 0.1. Elle n’est pas représentée sur le graphe de la Figure [2.4] par
soucis de clarté du graphe.

Nombre d'arétes
30 40
1

10

02 04 086 08 10

lambda

FIGURE 2.4 — Variation du nombre d’arétes dans le graphe en fonction de la variation de
A et de p, pour des variables équi-corrélées. Le parametre de corrélation p varie entre 0.1
et 0.9 par pas de 0.1 et les différentes courbes sont dans 'ordre démarrant de la gauche
vers la droite.

Cas auto-corrélé

L’étape suivante consiste a supposer que les variables sont liées par un taux de corré-
lation dépendant de la place des variables. Cette structure de corrélation est typiquement
rencontrée en séries temporelles ou en statistique spatiale. Pour obtenir cette structure
de corrélation, des données sont générées selon une loi normale multivariée de matrice de
covariances de la forme

1 p|1_2| . p‘l_d‘
pl2=1] 1 .o pld
p|d.—1| p|d.—2| _ _ 1

Dans ce cas, comme le montre la Figure [2.5] représentant le modele graphique tel
qu’estimé a I'aide de la technique glasso pour des variables auto-corrélées avec p = 0.4 et
un parametre de pénalisation arbitraire A\ = 0.1, les seules variables reliées par une aréte
sont les variables X; et X telles que |i — j| = 1. En effet, plus la distance entre i et j sera
grande, moins la corrélation entre les variables X; et X sera élevée. Ainsi, pour une valeur
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adéquate de A\, seules les arétes reliant deux variables adjacentes seront présentes dans le
graphe.

G )
()
&)

FI1GURE 2.5 — Modele graphique pour des variables auto-corrélées avec p = 0.4 et A = 0.1.

Le graphique de la Figure 2.6] représentant la variation du nombre d’arétes en fonction
de la valeur de A, montre bien que, une fois que la valeur de A est suffisamment élevée
pour limiter le nombre d’arétes, le graphe possédera 9 arétes; jusqu’au moment ou A sera
trop élevé et toutes les arétes seront supprimées. Tout comme pour le cas indépendant,
le nombre d’arétes conservées avec les criteres AIC et BIC est trop élevé par rapport au
nombre attendu.

Nombre d'arétes
20 30 40
1 I

10
!

T T T T T
0.0 0.1 02 03 04

lambda

FIGURE 2.6 — Variation du nombre d’arétes du graphe en fonction de A, pour des variables
auto-corrélées. La ligne rouge représente la valeur de A qui minimise les criteres AIC et
BIC.
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Cas par bloc

Dans ce cas, les variables situées dans le bloc sont équi-corrélées entre elles, alors que
les autres ne le sont pas. La matrice > devient donc

Yok Opa—k
Od—rr Lok |’

En considérant 10 variables dont seules les 3 premieres sont corrélées (k = 3), la Fi-
gure représentant le graphe obtenu a l'aide de la technique glasso avec p = 0.4 et
A = 0.1, montre que seules les arétes reliant les variables X, X, et X3 font partie du
graphe. Ce nombre d’arétes restera constant pour toutes les valeurs de A pour autant que
celui-ci ne soit pas trop faible (et ne supprime aucune aréte) ou trop élevé (et ne les sup-
prime toutes) ; ainsi qu’illustré a la Figure . Il est aussi possible de remarquer que si la
valeur du parametre de pénalisation était choisie en fonction des criteres AIC et BIC alors,
comme précédemment, le nombre d’arétes conservées serait trop élevé au vu de la matrice
de covariances réelle.

avec 1 < k <d.

& &)
G
()
&)

FIGURE 2.7 — Modele graphique pour des variables corrélées par bloc, ou seules les 3
premieres variables sont corrélées, avec p = 0.4 et A = 0.1.

Au vu de ces différents exemples, il est possible de conclure que la technique du graphical
lasso estime correctement les parametres du graphe lorsque la valeur du parametre de
pénalisation est bien choisie et que les données suivent une loi multinormale. Cependant,
choisir la valeur de A en fonction des criteres AIC et BIC mene a un certain nombre d’arétes
conservées a tort et donc a une erreur d’estimation.
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FIGURE 2.8 — Variation du nombre d’arétes du graphe en fonction de A\, pour des variables
avec une matrice de covariances par bloc. Les lignes rouge et bleue représentent les valeurs
de A qui minimisent les criteres AIC et BIC respectivement.

Cas de données non standardisées

Les exemples numériques traités jusqu’a présent correspondaient a des données stan-
dardisées, ainsi que recommandé en théorie. Les deux exemples de cette section ne seront,
quant a eux, pas standardisés. Ils vont ainsi permettre d’illustrer la différence entre les
graphes créés sur des données standardisées ou non.

Premierement, des données sont générées suivant une loi normale dont le vecteur moyen
est le vecteur nul et dont la matrice de covariances est donnée par

2,5 Us5
' ’ . 2.24
055 6X,5 ( )

Comme la corrélation entre les variables a l'intérieur des deux blocs est égale a p, il est
attendu que le graphe forme deux cliques représentant les deux blocs et contienne donc
20 arétes. Le graphique de la Figure montre que le nombre d’arétes des données non
standardisées n’est pas si différent de ce qu’il devrait étre apres standardisation. Cependant
un plus grand nombre d’arétes sont conservées avant d’arriver a un graphe possédant 20
arétes.
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FIGURE 2.9 — Variation du nombre d’arétes du graphe en fonction de A\, pour des variables
avec la matrice de covariances ([2.24)) et pour la version standardisée des données (en rouge),
avec p = 0.4.

Deuxiemement, des données sont générées suivant une loi normale dont le vecteur moyen
est le vecteur nul et dont la matrice de covariances est donnée par

2,5 Os5

’ ’ . 2.25
(05,5 62,/10,5 (225)
Cette fois, le deuxiéme bloc est caractérisé par une corrélation bien plus faible (1%) que

celle observée dans le premier bloc. C’est pourquoi il est attendu que le graphe forme une
clique représentant le bloc des variables X; a X5 et contienne donc 10 arétes. Dans ce cas-ci
(Figure , le nombre attendu d’arétes n’est conservé que lorsque A = 0.4. Le graphe
possedera donc principalement trop d’arétes lorsque A < 0.4 et ensuite trop peu lorsque
A > 0.4.

La Figure [2.11] représente les modeles graphiques créés a partir des données non stan-
dardisées a gauche et standardisées a droite, pour des valeurs du parametre de pénalisation
A = 0.15 en haut et A = 0.4 en bas, avec p = 0.4. Ces valeurs du parametre de pénalisation
ont été choisies de sorte a obtenir un graphe possédant 10 arétes pour les deux ensembles
de données. Pour A = 0.15, le graphe construit sur les données standardisées (en haut a
droite) possedera 10 arétes. Cette figure met en évidence le fait que, pour le modele gra-
phique basé sur les données non standardisées, lorsque le nombre d’arétes du graphe est le
nombre attendu, ce ne sont pas les bonnes arétes qui sont conservées.

D’apres ces deux exemples, il est possible de conclure que les arétes entre les variables
sont davantage conservées si ces dernieres ont une variance plus élevée. Cela se traduit
par une zone constante a 20 arétes pour les données non standardisées, observée sur la
Figure [2.10}
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FI1GURE 2.10 — Variation du nombre d’arétes du graphe en fonction de A\, pour des variables
avec la matrice de covariances ([2.25)) et pour la version standardisée des données (en rouge),
avec p = 0.4.
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F1GURE 2.11 — Modeles graphiques représentant les données non standardisées a gauche
et standardisées a droite, pour des valeurs du parametre de pénalisation A = 0.15 en haut
et A = 0.4 en bas, avec p = 0.4.
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2.3.2 Exemples numériques lorsque la normalité n’est pas res-
pectée

Dans cette section sont développés des exemples dont les données sont obtenues a partir
de lois non normales. Ces exemples sont intéressants pour remarquer que 'hypothese de
normalité des données ne doit pas étre violée.

Loi normale asymétrique

Pour ce premier exemple, c’est la loi normale asymétrique qui est étudiée. Cette loi est
définie dans R? par la fonction de densité suivante

p(x) = da(z,Q)2(a’ 2)

ou ¢g(z, Q) est la fonction de densité de la loi normale de dimension d, de moyenne nulle
et de matrice de covariances 2, ® est la fonction de répartition de la loi N'(0,1) et a est
un vecteur de dimension d. Le vecteur v est un parametre de forme. Tout comme pour la
loi multinormale, les dépendances conditionnelles entre les variables s’expriment a l'aide
du parametre {2, mais aussi a l'aide du parametre a. En effet,

Plus d’informations sur la loi normale asymétrique sont détaillées dans [1], ainsi que sur

les dépendances entre les variables dans [31].

Dans cet exemple, le parametre ) est défini en fonction de son inverse pour connaitre
les entrées de la matrice pour lesquelles Q7! est nul. La matrice Q7! a été choisie comme
étant égale a

1 04 04 0 0404 0 0 0 O
04 1 0 04 0O 0 04 0 0 04
04 0 1 0 04 0 0 04 0 O
o o4 0 1 O O O O 0 O
1 o4 0 04 0 1 O O O O O
@ = 04 0 0 O O 1 04 0 0 O (2.27)
0o 04 0 0O O 04 1 0 0 O
o 0 04 0O O O O 1 0 O
o o0 o0 o0 o0 o0 0 0 1 04
o o4 0 O O O O 0 04 1

Le parameétre « est, quant a lui, le vecteur (2,3,1,2,0,0,0,0,0,0).

Ainsi, au vu de ces parametres et de (2.26)), le graphe créé sur base des données générées
a partir de cette loi normale multivariée asymétrique devrait étre le graphe de gauche de
la Figure Or, apres avoir généré 1000 données selon cette loi, le graphe estimé a ’aide
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FIGURE 2.12 — A gauche : modele graphique réel représentant les données générées a ’aide
de la loi normale multivariée asymétrique. A droite : modele graphique estimé a 'aide de
la technique glasso sur ces mémes données.

de la technique glasso possédant 14 arétes, c’est a dire le nombre d’arétes du graphe de
gauche, n’est pas identique au graphe attendu. Le deuxieme graphe est représenté a droite

de la Figure 2.12]

Le graphe estimé possede donc certaines erreurs. Les arétes entre les variables X et
X3, Xi et X5, Xo et X3, Xget Xy, Xzet X5, X3et Xget Xget Xigne sont pas conservées
dans le graphe alors qu’elles le devraient et sont donc remplacées par d’autres arétes. Ainsi,
sur les 14 arétes du graphe, 7 arétes sont mal placées. Estimer la structure du graphe a
I’aide de la technique glasso pour la loi normale asymétrique n’est donc pas convaincant.

Loi de puissance exponentielle

Apres avoir obtenu les résultats pour une distribution asymétrique, il est intéressant de
se demander ce qu’il se passe pour une distribution possédant un grand nombre de valeurs
extrémes, c’est a dire des queues épaisses, ou au contraire, des queues fines.

La loi de puissance exponentielle fait partie des distributions elliptiques. En effet, une
fonction de répartition F de R? est dite elliptique si sa fonction de densité f a la forme
suivante :

flz) = det(S)"gl(z — w)"S™ (z — )],

pour un vecteur 1 € R? et une matrice d x d symétrique et définie positive S. La fonction
de densité de la loi de puissance exponentielle étant donnée par

Flas 1, 5,8) = MR exp | S Hw = S (@ = )P,
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avec

()

c’est bien une distribution elliptique avec g(t) = exp(5-t”). Cette distribution est détaillée
dans [9].

Pour les distributions elliptiques, la matrice S~! est appelée la pseudo matrice de
concentration de F. Une simple transformation de cette matrice permet d’obtenir la ma-
trice de corrélation partielle :

P=-BS'B

ou B est la matrice diagonale d x d dont les éléments diagonaux sont égaux aux éléments
diagonaux de S~! A la puissance _71 Cette transformation est obtenue a I’aide de I'article
[29]. La matrice P permet alors de construire le graphe des corrélations partielles. Ce
graphe ne sera pas identique au graphe représentant les dépendances entre les variables.
En effet, si P;; = 0, cela signifie qu’il n’y a pas de dépendance linéaire entre les variables
X; et X, or une dépendance autre que linéaire pourrait exister.

Il est intéressant de regarder sur un exemple si le graphe obtenu par la méthode glasso
représente bien la matrice de corrélation partielle P. Pour cet exemple, 1000 données sont
générées selon une loi power-exponentielle de dimension 10, dont le vecteur u est le vecteur
nul, la matrice S est la matrice

2043 032 O35
S = 02,3 I2 02 5
Os3 052 o065

et le parametre [ est choisi comme étant égal a 0.2 pour un premier exemple et a 20
pour un deuxieme. Lorsque § = 1, la distribution de puissance exponentielle devient la
distribution multinormale. Lorsque § < 1, les queues de la distribution seront plus fines
que celles de la distribution normale, alors qu’elles seront plus épaisses lorsque 5 > 1.

La matrice P obtenue par transformation de S~ est alors la matrice

-1 0.2857 0.287 0 0 0 0 0 0 0
0.2857 -1 0287 0 0 0 0 0 0 0
0.2857 0.2857 -1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —1 0.2143 0.2143 0.2143 0.2143
0 0 0 0 0 02143 -1 0.2143 0.2143 0.2143
0 0 0 0 0 0.2143 0.2143 -1 0.2143 0.2143
0 0 0 0 0 0.2143 0.2143 0.2143 -1  0.2143
0 0 0 0 0 0.2143 0.2143 0.2143 0.2143 -1

Au vu de cette matrice, le graphe représentant les données devrait étre composé de deux
cliques, une entre les 3 premieres variables ainsi qu'une entre les 5 dernieres. C’est, en effet,
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le cas comme le montre le graphe de la Figure 2.13 représentant le graphe obtenu a ’aide
de la technique glasso, pour A = 0.1. Ce graphe est similaire, que § = 0.2, 5 = 20 ou qu’il
soit créé sur base de la matrice P. En effet, au vu de la Figure le nombre d’arétes se
stabilise a 13 pour les 3 exemples.

<
— beta=0.2
— beta=20
o — selon la matrice P @
- =
2
@
®
T o |
» =
5
: 5
S
z
w
o .@ .@

00 02 04 06 08 10

lambda

FIGURE 2.13 — A gauche : variation du nombre d’arétes dans les modeles obtenus a ’aide
de la technique glasso pour des données générées selon une loi de puissance exponentielle
pour B = 0.2 et f = 20, ainsi que lorsque la technique est utilisée sur la matrice P.
A droite : modele graphique obtenu pour A = 0.1, ce modele étant identique pour les 3
exemples.

Lorsque la distribution des données fait partie de ’ensemble des distributions ellip-
tiques, la matrice de corrélation des données est parfaitement représentée par la technique
glasso. Cependant les dépendances non linéaires ne sont pas prises en compte.
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Dépendances non linéaires

Comme vu dans 'exemple précédent, la technique glasso peut fonctionner correcte-
ment pour des fonctions de densité différentes de la loi normale, mais seules les dépen-
dances linéaires sont prises en compte. Il est donc intéressant de se pencher sur le cas des
dépendances non linéaires.

Pour cet exemple, 2 variables contenant 1000 données sont générées a partir des lois
exponentielles et uniformes et 6 autres variables sont obtenues par transformation de ces
deux premieres :

— Xj < exp(1)

— Xy« X?

— X3+ VX

— X4 < unif (-2,2)
— X5+ X?

— Xo X3

Xy Xy £ X

— Xy XX,

Certaines dépendances entre ces variables sont proches d'une dépendance linéaire alors
que d’autres pas du tout, comme la dépendance entre les variables X, et X5 qui est clai-
rement quadratique. En Figure [2.14] se trouve une représentation graphique de la matrice
de corrélation pour ces variables.

Ly w = @
E = S

X * R X 1
X 1
0.8
- Q@
X3. 0.4
0.2
X4
‘9 @
0.2
@ _o.
@ |-
0.8
X8

FIGURE 2.14 — Représentation de la matrice de corrélation pour les variables créées avec
des dépendances non linéaires.

30



Au vu de la Figure 2.T5] représentant la variation du nombre d’arétes dans le graphe
estimé par la méthode glasso pour les variables ci-dessus, représenter un graphe possédant
7 arétes semble judicieux. En effet, le nombre d’arétes dans le graphe reste constant a la
valeur 7 pour plusieurs valeurs du parametre de pénalisation.

Nombre d'arétes

0.0 02 04 06 08 1.0

lambda

FIGURE 2.15 — Variation du nombre d’arétes dans le graphe estimé a 1’aide de la méthode
glasso pour les variables créées avec des dépendances non linéaires.

Le graphe représentant ces variables, possédant 7 arétes et obtenu a l'aide de la tech-
nique glasso est représenté en Figure 2.16] Il est clair que ce graphe ne représente que
les dépendances linéaires entre les variables. En effet, les arétes comprises dans le graphe
ne lient que les couples de variables dont la corrélation est forte. Les couples de variables
comme (X4, X5) et (X5, Xg) ayant une forte dépendance non linéaire ne sont, quant a eux,
pas reliés dans le graphe.

Il semble donc, au vu de ces deux derniers exemples, que seules les dépendances linéaires
sont exprimées dans les modeles graphiques obtenus par la méthode glasso, lorsque la
fonction de densité des données n’est pas la densité multinormale. Cette conclusion parait
logique car la méthode glasso se base uniquement sur la matrice de covariances des données.
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FIGURE 2.16 — Modele graphique tel qu’estimé a 'aide de la méthode glasso pour les
variables créées avec des dépendances non linéaires, avec A = 0.4.

2.3.3 Modeles graphiques glasso des données socio-économiques
de la Wallonie

La présentation théorique de la technique glasso repose sur la normalité. Afin de
construire le graphe relatif aux données socio-économiques, il faudrait donc, avant tout,
vérifier si la normalité est acceptable. Le test de Mardia permet de vérifier si la normalité
des données est acceptable en dimension d. Pour les variables expliquant 1’économie des
communes wallonnes, le test de Mardia rejette la normalité. Le graphe produit par la théo-
rie des modeles graphiques gaussiens pourrait donc posséder un certain nombre d’arétes
mal placées. Ce graphe sera tout de méme représenté pour pouvoir le comparer avec les
graphes créés a partir d’autres méthodes ne se basant pas sur la normalité.

En Figure se trouve une visualisation graphique de la matrice de corrélation de
la base de données. Plus le point représenté est gros, plus les variables sont corrélées. Des
variables corrélées positivement, c’est-a-dire avec une corrélation entre 0 et 1 seront repré-
sentées par un point bleu tandis que les variables corrélées négativement seront représentées
par un point rouge. Ainsi, quand la valeur de A diminue, seules les arétes entre les variables
dont la corrélation en valeur absolue est la plus grande seront conservées.

Comme expliqué précédemment, la minimisation des criteres AIC et BIC peut étre
utilisée pour trouver la meilleure valeur du parametre A de la pénalisation lasso. Cependant,
ces deux criteres sont strictement croissants comme le montre la Figure [2.18| représentant
la variation du critere BIC en fonction du parametre de pénalisation .
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FIGURE 2.17 — Représentation de la matrice de corrélation de la base de données.
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FIGURE 2.18 — Variation du critere BIC en fonction du parametre de pénalisation .

Le fait que la valeur du parametre de pénalisation minimisant le critere BIC soit égal
a 0 est un peu interpellant. Pour se conforter dans I'idée qu’obtenir une valeur nulle du
parametre n’arrive que lorsque la matrice de covariances des données ne possede pas de
valeur nulle, des simulations ont été effectuées. D’apres celles-ci, lorsque la matrice de
concentration possede plusieurs valeurs nulles, le parametre ne sera jamais nul. Quand
la matrice de concentration des données ne posséde aucune valeur nulle, le parametre
de pénalisation tel que suggéré par ces criteres sera, la plupart du temps, nul. Ces deux
conclusions sont bien celles attendues. Ainsi, il semblerait, d’apres les criteres AIC et
BIC, que toutes les variables de la base de données soient dépendantes. Cependant, il
est intéressant de ne conserver dans le graphe, que les arétes entre les variables dont la
dépendance est la plus forte.
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Comme ces deux critéeres ne sont pas exploitables dans le cas de la base de données,
un choix particulier du nombre d’arétes doit étre fait de sorte a trouver les valeurs de A
correspondantes. Apres avoir effectué quelques recherches, aucune indication concernant
un nombre adéquat d’arétes n’est mentionné dans la littérature. Pour limiter le nombre
d’arétes dans le graphe, un choix personnel doit donc étre fait ou alors une structure parti-
culiére peut étre imposée au graphe (voir chapitre 4). Un premier choix, en relation avec le
chapitre 4 ou il sera question de construire une forét, est de créer un graphe possédant 18
arétes. Cela vient du fait qu’'une forét possede au maximum d — 1 = 18 arétes. Pour faire
un autre choix de parametre, il faut principalement se baser sur la connaissance a priori
des dépendances entre les variables. Dans le chapitre 1, certaines relations de dépendance a
priori ont déja été relevées, comme par exemple, la dépendance entre les taux de chomage
et d’emploi pour les hommes et les femmes. De plus, la matrice de corrélation reprend
I’ensemble des dépendances linéaires entre toutes les variables de la base de données. C’est
pourquoi le deuxieme choix effectué est de limiter le graphe a 36 arétes; c’est le nombre
de couples de variables ayant une corrélation supérieure, en valeur absolue, a 0.5. Ainsi,
seules les couples de variables les plus corrélées, c’est-a-dire les couples ayant les points les
plus gros dans la Figure [2.17] devraient étre reliés par une aréte.

Les deux graphes, possédant 36 et 18 arétes, représentant la base de données sont
construits en utilisant la technique du graphical lasso pour A\ = 41300 et A = 4100 res-
pectivement. La variation du nombre d’arétes du graphe en fonction de \ est représentée
en Figure 2.19 Lorsque A augmente, le nombre d’arétes doit diminuer. Il est cependant
possible que la courbe ne soit pas toujours décroissante car, pour chaque valeur de A,
I’algorithme glasso est recalculé et peut prendre des chemins différents pour arriver a la
convergence. Une petite variation dans le nombre d’arétes peut donc étre observée.
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FIGURE 2.19 — Variation du nombre d’arétes du graphe en fonction du parametre de
pénalisation A.

Avant de créer un graphe a partir de la base de données, il faut rappeler que la technique
graphical lasso n’est pas équivariante. Il est donc nécessaire de standardiser les données
avant de commencer.
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Les graphes représentant la base de données non standardisée sont tout de méme re-
présentés pour les comparer aux autres graphes. Ceux-ci sont repris en Figure [2.20]
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FIGURE 2.20 — Modeles graphiques pour la base de données contenant 36 arétes a gauche
et 18 arétes a droite.

Sur base du graphe de la Figure[2.20] il est possible de voir que les graphes ne respectent
pas tellement les corrélations entre les variables telles qu’illustrées a la Figure En effet,
la plupart des arétes sont liées aux variables PopTot et RevMoy. Cela est du au fait que les
variances des variables PopTot et RevMoy sont largement plus élevées que la variance des
autres variables. Si les variables sont centrées et réduites, les modeles graphiques deviennent
les modeles repris en Figure 2.21] Ceux-ci respectent davantage les corrélations entre les
variables. Ainsi il est possible de voir que le graphe de droite posséde une clique contenant
les variables TChF, TChH, TEmplF et TEmplH. Cela confirme qu’il semble judicieux de
penser que les taux de chomage et d’emploi sont liés. Il est possible de constater aussi que
les variables concernant le trafic routier sont fortement dépendantes du nombre d’habitants
de la commune et de la consommation d’énergie.

Le graphe de gauche de la Figure [2.2]] représente assez bien la matrice de corrélation.
Seules deux arétes entre deux couples de variables sont conservées alors que leur corrélation
est, en valeur absolue, inférieure a 0.5. C’est le cas des couples QOrd et TchH ainsi que
PopTot et TEmplH. Ces deux arétes sont conservées a la place des arétes entre les variables
RevMoy et TEmplH et entre KmRoute et PopTot.
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FI1GURE 2.21 — Modeles graphiques pour la base de données dont les variables ont été
centrées et réduites, contenant 36 arétes a gauche et 18 arétes a droite.

Comme remarqué précédemment, lorsque la technique glasso est appliquée a des don-
nées dont la distribution jointe n’est pas gaussienne, le graphe obtenu ne semble uniquement
tenir compte des dépendances linéaires entre les variables. Dans le cas des données socio-
économiques de la Wallonie, les dépendances linéaires sont bien reprises dans le graphe,
méme si quelque erreurs sont commises. Cependant, il est impossible de savoir, avec ces
graphes, si d’autres dépendances non linéaires apparaissent entre les variables. Pour le
découvrir, il est nécessaire d’appliquer a ces données une technique d’estimation qui ne
demande pas d’hypotheése de normalité. Une technique de la sorte est développée dans le
chapitre suivant.
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Chapitre 3

Modeles graphiques du type non
paranormal

Pour élargir les hypotheses des modeles graphiques, il est possible de considérer un vec-
teur non gaussien. Dans ce chapitre, des hypotheéses non paramétriques vont étre supposées.
Ce chapitre est rédigé en se basant sur les articles [18] et [21].

La forme générale pour une densité de probabilité (strictement positive) décrite par un
graphe non dirigé G est
p(z) = z I velze), (3.1)

CeCliques(G)

qui peut se réécrire sous la forme

p(x)zliexp< > fc(xc)>7 (3.2)

CeCliques(G)

ou la somme est prise sur toutes les cliques du graphe. En général, ce type de graphe est
nommé un modéle graphique non paramétriqgue. C’est le modele graphique analogue au
modele général de régression non paramétrique. Le modele est constitué de deux éléments
principaux, le graphe et les fonctions {fc}. La difficulté majeure pour travailler avec un
tel modele est la constante de normalisation £ qui, en général, ne peut pas étre calculée
ou approchée efficacement. Par ailleurs, afin de travailler avec le modele , deux types
d’hypotheses peuvent étre considérées; soit imposer une structure aux fonctions feo, soit
I'imposer au graphe.

Seule la premiere approche est détaillée dans ce chapitre. Celle-ci consiste a rempla-
cer le vecteur aléatoire X = (Xj,...,X,) par le vecteur aléatoire transformé f(X) =
(f1(X1),..., fa(X4)), de maniére a retomber sur une loi gaussienne multivariée. Cela se
traduit par une extension non paramétrique de la loi normale, appelée distribution non
paranormale. Le non paranormal dépend des fonctions univariées f;, d'une moyenne 1 et
d’une matrice de covariance X, lesquelles sont habituellement estimées a partir des don-
nées. Alors que la famille de distribution résultante est plus riche que celle de la normale
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paramétrique standard, la relation d’indépendance entre les variables est toujours reprise
dans la matrice de concentration ©® = ¥~!. Bien entendu, pour pouvoir exploiter le vecteur
aléatoire transformé, il faut déterminer les fonctions f;.

Avant de décrire 'approche non paranormale pour la définition d’un modele graphique,
la distribution non paranormale va étre définie en toute généralité.

3.1 Définition

Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) a une distribution non paranormale, notée
X ~NPN(p, %, f), (3.3)
ou X est d-carrée et définie positive, s’il existe des fonctions {f; }?:1 telles que

Z = f(X) ~ Nd(:“’v E)v ou f(X> = (fl(Xl)v . '7fd(Xd))'

Quand les f; sont monotones et différentiables, la fonction de densité de probabilité jointe
de X est donnée par

1 1 — d
p(ry, -, 2q) = WGXP{—i(f(x) — ) X (f() - M)}jl;ll \fj(xj>|a (3.4)
ol le terme produit est le jacobien de la transformation.

La densité en (3.4) n’est pas identifiable. En effet, toutes les fonctions peuvent étre
multipliées par une constante, ainsi que p et la diagonale de X, sans changer la densité.
Pour que la famille soit identifiable, il est demandé que les f; préservent les moyennes et
variances marginales :

;= E[Z;] = E[X]] et 07 = 5j; = Var(Z;) = Var(X;). (3.5)

Ces conditions ne dépendent que de la diagonale de ¥ et pas de toute la matrice de
covariances.

Illustration personnelle

En Figure [3.1]se trouve un exemple de densité d'une loi non paranormale en dimension

2. Les fonctions utilisées sont fi(z1) = sign(z1)\/|z1| et fo(xs) = 23. Le vecteur moyen est
le vecteur nul et la matrice de covariances est donnée par

_(t»r
E_<P 1)’
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avec —1 < p < 1. Le vecteur aléatoire Z = (Zy,75) = (Sign(X1)1/|X1|,X§’) suit une loi
binormale de moyenne nulle et de matrice de covariances . La fonction de densité du
couple (X7, X5) reprise en (3.4]) devient alors

1 1 -1 1 . .
bl ) = s e {21_p2(<s1gn<x1>\/ 21])? — 2padsign(a) lor| + :cS)}
3 1 2)
- .%'2 .
<4 |1]
La Figure représente cette densité pour des valeurs de p égales a 0, 0.5 et —0.8. Lorsque

la valeur du parametre de corrélation n’est pas nulle, les deux pics centrés en (0, 1) et (0, —1)
ne sont plus symétriques.

3.2 Choix des fonctions de transformation

Soit X = (Xi,--+,Xy) un vecteur aléatoire. Supposons que le vecteur X soit de loi
non paranormale et que la distribution marginale de X soit F};(z). Alors, ainsi que mis en
évidence dans la propriété suivante, il existe un lien explicite entre f; et Fj.

Proposition 2. Si X ~ NPN(u, %, f) et st X; ~ F; pour j=1,--- ,d, alors

fi(x) = p + 0,07 (F(2)), (3.6)

ou  est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Démonstration. Comme le composant f;(X;) = Z; est gaussien de moyenne p; et de
variance o7, il advient que

fi(x) — u;

Fi(z) = P(X; <) = P(Z; < fj(x)) = c1>(0,j). (3.7)
Ce qui implique que
fi(x) = p; +qu)71(py(x)) (3.8)

I faudrait maintenant montrer que, si X ~ F', avec X; ~ F} et si on définit f; comme
dans la proposition , alors X ~ NPN(u,, f). Pour cela, il est nécessaire d’introduire la
notion de copule [24].

Tout d’abord, rappelons que si Fj est la fonction de répartition de Xj, alors U; =
F;(X;) est distribué uniformément sur [0, 1]. Si C' dénote la fonction de répartition jointe
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x1

x1

x1

FI1GURE 3.1 — Densité d’une loi non paranormale dont les fonctions de transformation sont
données par fi(x) = sign(x)y/|z| et fo(x) = 23, pour différentes valeurs de la corrélation
(p = 0 pour la premiere ligne, p = 0.5 pour la deuxieme et p = —0.8 pour la troisieme).
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de U = (Uy,...,Uy) = (F1(X1),...,Fa(X4)), et si F' dénote la fonction de répartition de
X, alors

Ce développement est connu sous le nom de théoréme de Sklar [24], et la fonction C' est
une copule. Si les fonctions de répartition marginales sont continues, alors la copule C' est
unique. Si C' admet la densité c, alors

p(x1, ... xq) = c(Fi(xy), ..., Fy(xq)) Epj(arj), (3.9)

ou pj(x;) est la densité marginale de X; et ot p(x1,...,2q) est la fonction de densité de
X.

Il est maintenant possible de considérer la proposition suivante.

Proposition 3. Soit X ~ F, avec X; ~ Fj pourj =1,--- ,d. Si f;(x) = pj+o,;9 (F;(z)),
alors X ~ NPN(u,3, f) car Z = f(X) ~ Na(p, 22).

Démonstration. Pour vérifier que les fonctions f; conviennent, c’est-a-dire pour retomber
sur la définition d’une loi non paranormale, il faut montrer que Z = f(X) est distribué
selon une loi normale de dimension d.

Grace a (3.9), il vient

p(x1, ... xq) = c(Fi(xy), ..., Fy(xq)) Hpj(xj).

j=1

En effectuant le changement de variables z; = f;(x;) = puj+0;@ 71 (Fj(x;)), dont le jacobien
est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont donnés par

ot L
by (Fy (@(%5)))

ou ¢ fait respectivement référence a la fonction de densité de la loi normale centrée réduite
et o I'inverse des fonctions Fj est défini par F; ' (¢) = inf {z : F(z) > t}. La fonction de

()i = (3.10)
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densité de (Zy, -+, Z4), notée g(z1,- - , zq) devient

gz, 2 :C<<p Zd_,ud )1:[ ( ;j“j))) .1:[(‘7)”
= c(fb Zd — 'ud 1;[ ( )01]
= C<(I)M1,01 Zl ) Md,Ud Zd ) 1;[ JvUJ

Or, comme la copule est invariante si les variables sont modifiées par une fonction stric-
tement croissante (voir page 25 du livre [24]), cette expression correspond exactement a
la densité jointe d'une loi normale multivariée de moyenne p et de matrice de covariances

2. ]

Illustration personnelle

Voici maintenant des illustrations de ce changement de variables en deux dimensions.

Le premier exemple consiste a considérer des variables indépendantes. Si les variables
X;, i = 1,2, sont de moyennes et variances respectives u; et o2, et si leurs fonctions de
densité et de répartition sont notées p; et F; respectivement, alors la fonction de densité

jointe du vecteur X = (X7, X5) est, par indépendance,
p(x1, x2) = p1(x1)p2(xa). (3.11)

Si la variable X est distribuée selon une loi exponentielle de moyenne 1 et si la variable
X, est distribuée selon la loi uniforme sur [1, 5], alors

pr() = ¢ X (®), File) = (1— e )xppsaei(a),  ELX)] = 1= VarlXy),

1 rz—1 4
P2(33) = *X[1,5]($)a F2(1’) = X[1,5]($), E[Xﬂ =3, Val"[X2] =5

4 4 3
Ainsi, si Xj IT X5, la densité jointe de (X7, X5) est
_exp(—m1)
p(z1,22) = 1 X[1,5](33'2)X[0,+oo[(371)' (3.12)

La densité du vecteur aléatoire (X1, X») est reprise en Figure [3.2]
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FIGURE 3.2 — Graphique et courbes de niveau de la fonction de densité du vecteur aléatoire
(Xl,Xg) ou X1 ~ EXp(]_)7 X2 ~ Unlf[l, 5] et X1 I XQ.

Si maintenant, le changement de variables

e (F(l))—1+<I> (1-e)
= piy + 0D (Fy _3+\[<1> 221

est effectué, il s’ensuit que
=—In(1—-®(z — 1))
Ty =1+40(,/3(z - 3))

et le déterminant du jacobien est
Zl — 1
(2 — 1 \/7¢<\/7 >
La densité du vecteur aléatoire Z = (71, Z2) = (f1(X1), f2(X32)) est donc donnée par
1-— CI)(Zl — 1) 3 Zl
9(z1,2) = —— X1, }<1+4‘1><\/;(2 —3)> [ T 1 \[cb(\[ (22 —3) )
3
— (s — 1 \[(b(\[ (22— 3) )XM (1 +4¢<\£(22 - 3))

= ¢1,1(21) ¢34 (

car

1< 1+4<I><\/i(z2—3)) <5
&0 < QJ(\/E(ZQ - 3)) <1
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ce qui est toujours vrai. Cette densité est I'expression d’une fonction de densité normale
centrée en (1,3) et dont la matrice de covariances est la matrice diagonale

(% Z) . (3.13)

Cela permet de conclure que le vecteur X suit une loi non paranormale, ainsi sa fonction
de densité peut aussi étre obtenue a ’aide de la transformation (3.4]).

Si maintenant les variables sont corrélées, alors la matrice de covariances du vecteur
X = (X1, X5) est donnée par
L p

ou p < o0y,09. En utilisant le résultat de la densité non paranormale, la densité jointe de
(X1, X3) devient alors

—i#ex _1 1 fi(z1) — ! i p\ (fi(z1) — i
plon,22) = 2rVI— 2 ¥ { 21— p? (fz(wz) - m) (p 5) <f2(w2) - u2> } 1;[1 P(D1
1 pi(z1) p2(72)

T 2rVT= 200 (Fi(w))) 6@ (Fy(x2)

exp {—§1_1p2(<q>—1<ﬂ (20)))? = 298~ (Fy (1))@~ (Fi(aa) + <<I>‘1<Fz<wz>>>2)} -

Cette densité est représentée pour p = 0.1 et p = —0.1 en Figure |3.3| Pour des p dont la
valeur absolue est plus grande que 0.1, le pic augmente et la pente pour descendre de ce
pic devient de plus en plus raide.

Pour montrer que le vecteur aléatoire Z = f(X) est distribué normalement, la copule
normale sera utilisée. Celle-ci est définie en fonction de la matrice de corrélation R =
diag(o)~'Xdiag(o)~! des variables. La densité de la copule normale est donnée par

c(uy,u :;ex =1 (7 (uy) ! 1 (@7 (w) 1 1
( 15 2) vdetR p{ 2 (Cbl(u2)> R ((1)1(u2)>}¢(®1(u1)) ¢(®71(u2))

1 -1 1 !
= Or(® (), ) o ) (@ (ag))

Comme la densité du vecteur aléatoire x est

p(x1,x0) = c(Fi(x1), Fo(xs))p1(z1)pa(z2)
= (@ (F(2)), & (Fian)))—— LT pa(22)
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FI1GURE 3.3 — Graphiques et courbes de niveau de la fonction de densité jointe du vecteur
aléatoire (X, X3) pour des valeurs de corrélation p = 0.1 (en haut) et p = —0.1 (en bas)
avec X ~ Exp(1) et Xy ~ Unif[1, 5].

la densité du vecteur aléatoire Z devient, en effectuant le méme changement de variables
que précédemment,

9(21, %) = on ( -1 ﬁ@z - 3>) : ;(q;(z—l 51) id)(ml - 3>>

X[1,5] (1 + 40 (\/3(22 - 3)) %Mﬁ( i(zg - 3)) i
— ¢R<zl Y ﬁ(zg - 3)) j

= dux(21, 22).

Le vecteur Z suit bien une loi binormale dont le vecteur moyen et la matrice de covariances
sont les mémes que ceux du vecteur X.
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3.3 Estimation

En pratique, les fonctions de répartition marginales des variables sont inconnues. Ainsi,
pour pouvoir obtenir les fonctions f; par I'expression , il est tout d’abord nécessaire
d’estimer les fonctions de répartition. Pour ce faire, les deux choix assez naturels sont : soit
supposer que les variables suivent une loi paramétrique dont les parametres sont inconnus et
estimer ces parametres, soit estimer la fonction de répartition de maniere non paramétrique.
C’est cette derniére option qui est suggérée dans I'article [I8] et qui est détaillée ci-dessous.

Soit (Xi;)1<i<n1<j<d un échantillon de taille n ot X; = (X;1,..., X;0)? € R?. Voici la
procédure d’estimation non paramétrique des fonctions de répartition marginales.

Un candidat naturel pour estimer F} est Fj, la fonction de répartition marginale empi-
rique

~ 12
F’](t) = g ZX{XiJ‘St}'
=1

Cependant, la plus petite valeur de ]5] est 0 et sa valeur la plus grande est 1, et dans ces
deux cas, @fl(ﬁj) est infini. Dans le cas d’ensembles de données de grandes dimensions,
c’est-a-dire quand d peut augmenter avec n, une alternative consiste a utiliser un estimateur
tronqué ou estimateur Winsorized,

R 571 si I_A?J(’m) < 6”’
Fi(x) =4 Fj(z) si O < Ey(z) <1-6,, (3.15)
1—-96, siFj(z)>1-14,,

ou 6, est un parametre de troncature a fixer. Souvent, celui-ci est choisi tel que
1

B Ant/4y/mInn

pour des raisons pratiques pour effectuer une analyse sur la précision de l'estimateur S, (f)
défini plus loin (celle-ci est effectuée dans [I8] et ne sera pas développée dans ce mémoire).
Pour un échantillon de taille suffisamment grande, la différence entre I’estimateur classique
et I'estimateur tronqué devient minime. Une illustration de I’estimation de la fonction de
répartition d’une loi normale centrée réduite est disponible en Figure |3.4] pour des tailles
d’échantillons n égales a 10, 50 et 200.

8 (3.16)

Ayant cette estimation de la fonction de répartition de la variable X, la fonction de
transformation f; peut étre estimée par

fi(x) = pj + 6;h;(x), (3.17)

o hj(z) = ®1(Fj(x)) et fi; et 6; sont les moyenne et écart type (basé sur I'estimation
biaisée de la variance) de ’échantillon :

n . 1 n R
> wij et G5 = $ — 2 (@ — )%
=1

i=1

S|

i
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FIGURE 3.4 — Fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite ainsi que son
estimation tronquée pour des échantillons de taille n = 10, n = 50 et n = 200.

Illustration personnelle

Le méme exemple que celui de la section précédente est utilisé, mais cette fois-ci, des
données sont générées a partir des variables X; ~ Exp(1) et Xy ~ Unif[1,5]. La fonction
de répartition de chaque variable sera alors estimée a l’aide de 'estimateur tronqué.

Tout d’abord, si les variables X; et X5 sont indépendantes, alors la génération de
données est simple. Voici en Figure [3.5] la représentation des vecteurs contenant les 200
données générées pour chaque variable selon leur situation sur la fonction de densité ainsi
que leur situation dans le plan. La Figure montre que la fonction de répartition estimée
sur les données en utilisant I’estimateur tronqué est tres proche de la fonction de répartition
théorique des deux distributions. Le parametre d,, a été fixé comme défini en ([3.16)), ainsi
0, >~ 0.0163 avec n = 200.
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FIGURE 3.5 — Représentation des vecteurs de données générés pour les variables X; ~
Exp(1) et Xy ~ Unif[1, 5] selon leur situation sur la fonction de densité ainsi que dans le
plan.
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Flix1)
F2(x2)

FIGURE 3.6 — Comparaison entre les fonctions de répartition théoriques (en noir) des
variables X ~ Exp(1) et Xy ~ Unif[1, 5] et leur estimation tronquée basée sur les données
générées (en rouge).

I est maintenant possible de voir si la distribution jointe du vecteur (fi(X1), f2(Xs))
est bien la distribution normale de vecteur moyen (1,3) et dont la matrice de covariances

est la matrice diagonale
10
0. .

3

Comme, en pratique, les distributions théoriques des variables sont inconnues, il est pos-
sible d’estimer les transformations f; comme dans (3.17). Un nuage de points représentant
le vecteur aléatoire (f1(X1), fa(X2)) est illustré en Figure

FIGURE 3.7 — Nuage de points représentant le vecteur aléatoire (fi(X1), f2(X5)) ot X; ~
EXp(l), XQ ~ Unlf[l, 5] et X1 II XQ.

Par cette transformation, la densité jointe du vecteur (fi(X1), f2(X3)) devrait suivre
une loi binormale. Cependant, le test de Mardia rejette la normalité de ce vecteur. La
représentation de la densité jointe de (fi(X1), f2(X2)) estimée & l'aide des noyaux est
reprise en Figure 3.8 Il est possible de voir que les courbes de niveau forment des cercles
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centrés en (1, 3) qui ne sont pas réguliers. Augmenter le nombre de points générés ne permet
pas d’obtenir un non rejet de la normalité suivant le test de Mardia.

FIGURE 3.8 — Graphique et courbes de niveau de la densité jointe empirique du vecteur
aléatoire (f1(X1), f2(X2)) ou Xy ~ Exp(1), X5 ~ Unif[1,5] et X; IT Xo.

Si, maintenant, les variables sont corrélées, alors, pour générer des données, il est pos-
sible d'utiliser la théorie des copules. Pour cet exemple, la copule normale est utilisée avec
un parametre de corrélation égal a p = 0.1. En Figure 3.9 se trouve le nuage de points
représentant les 200 données générées.
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FIGURE 3.9 — Représentation des vecteurs de données générés pour les variables corrélées
X7 ~ Exp(1) et Xy ~ Unif[1, 5] selon leur situation sur la fonction de densité ainsi que
dans le plan.
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En effectuant les deux mémes transformations que pour ’exemple non corrélé, le nuage
de points représentant les variables normalisées peut étre obtenu et se trouve en Figure
La densité du vecteur aléatoire (f(X1), f2(X2)) estimée par noyau (Figure est proche
de la normale mais, a nouveau, les courbes de niveau ne sont par circulaires. Le test de
Mardia confirme aussi le rejet de la normalité. Augmenter la taille de 1’échantillon ne
permet pas non plus d’obtenir des données dont la normalité pourrait étre supposée.

FIGURE 3.10 — Nuage de points représentant le vecteur aléatoire (f;(X1), f2(X3)) ot
X ~ Exp(1) et Xy ~ Unif[1,5].

FIGURE 3.11 — Graphique et courbes de niveau de la densité jointe empirique du vecteur
aléatoire (f1(X1), f2(X2)) ou X; ~ Exp(1) et Xy ~ Unif[1, 5].

Une premiere conclusion laisse a penser que la technique de normalisation des données
est vérifiée en théorie mais qu’en pratique, lorsque la fonction de répartition des données
doit étre estimée, elle n’aboutit pas au résultat demandé.

20



3.4 Simulations sur les tests de multinormalité

Comme, au vu de l'illustration précédente, le test de Mardia rejette régulierement la
normalité des données obtenues apres la transformation, il peut étre judicieux de s’inter-
roger sur l'adéquation du test. C’est pourquoi, dans cette section, des simulations sont
effectuées pour comparer deux tests de multinormalité. Ces tests sont le test de Mardia et
celui de Henze-Zirkler. Ils sont tous deux disponibles dans R dans la librairie MVN.

Ces deux tests sont constitués comme ceci :

{ Hy: X ~ Ny(u, ©)

H; : X ne suit pas une loi mulinormale.

Etant donné qu’il a été montré dans ce chapitre que, apres transformation, les données
suivent bien une loi multinormale, elles sont donc sous I’hypothese nulle. C’est pourquoi il
est intéressant d’étudier la probabilité de rejeter Hy, alors que les données sont sous Hy ;
c’est-a-dire I'erreur de premiere espece des tests. Celle-ci doit étre proche de 0.05, 'erreur
fixée avant d’effectuer les tests.

Le test de Mardia [I3] est composé de deux statistiques de test : aplatissement et
dissymétrie. Celles-ci sont définies par

1 & & o _\3
=532 (@i = 2)"S™ (2 — 7)) (3.19)
i=1j=1
pour la dissymétrie et
1 n
by ==Y (e = 278 (i - 7))’ (3.20)
i=1

pour 'aplatisement. De plus, les distributions asymptotiques des deux statistiques de test

b
sont la loi x? pour % et la loi normale centrée et réduite pour (by — d(d+ 2)) Sd(dn+2)

Le test de Henze-Zirkler est, quant a lui, défini par une statistique de test unique et plus
difficile a comprendre, celle-ci est basée sur la fonction caractéristique empirique et est
détaillé dans [32] .

Une premiere simulation consiste simplement a générer N = 1000 fois des données de
taille n (qui varie) selon une loi binormale de vecteur moyen nul et de matrice de covariances
la matrice identité. Le taux de rejet lors de ces 1000 générations de données est alors calculé
pour obtenir le taux d’erreur de premiere espece. Le graphique de la Figure[3.12)montre que,
lorsque les données sont générées selon une loi multinormale, le taux d’erreur de premiere
espece du test de Mardia est plus élevé que celui attendu de 0.05. Le test de Henze-Zirkler,
quant a lui, respecte mieux ce taux.
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F1GURE 3.12 — Graphique comparant, en fonction de la taille de 1’échantillon, le taux
d’erreur de premiere espece des tests de Mardia et de Henze-Zirkler lorsque les données
sont générées selon une loi binormale de moyenne nulle et de matrice de covariances la
matrice identité.

Au vu des valeurs du taux d’erreur de premiere espece pour le test de Mardia, cela laisse
a penser que, comme ce test comporte deux statistiques, une correction doit étre appliquée.
Lorsque la correction de Bonferroni est appliquée, I'erreur de premiere espece du test de
Mardia est située autour de 0.05 (Figure . Cette correction permet de corriger le seuil
de significativité lors de tests multiples. L’erreur fixée a 0.05 des différents tests est divisée
par le nombre de tests a effectuer. Dans le cas du test de Mardia, la p-valeur des deux tests
sera comparée a l'erreur de 0.025.

- — Test de Mardia, p-valeur non corrigée
—— Test de Mardia, p-valeur corrigée
— Testde Henze-Zirkler

Erreur de premiére espéce
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FIGURE 3.13 — Graphique comparant, en fonction de la taille de 1’échantillon, le taux
d’erreur de premiere espece des tests de Mardia (avec et sans correction de Bonferroni)
et de Henze-Zirkler lorsque les données sont générées selon une loi binormale de moyenne
nulle et de matrice de covariances la matrice identité.
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Une seconde simulation consiste a générer des données bivariées dont les 2 variables sont
indépendantes et suivent une loi de probabilité connue. Dans ce cas, il a été démontré que,
apres transformation des données a I'aide des fonctions f; de , les données suivent une
loi binormale. Les fonctions de transformation sont donc connues et peuvent directement
étre utilisées. Pour ce faire, les deux lois étudiées lors de I'exemple de la section 3.2. sont
utilisées. Comme précédemment (voir Figure , les tests de Henze-Zirkler et de Mardia,
lorsque la correction de Bonferroni est appliquée, respectent le taux d’erreur de premiere
espece attendu.

— Test de Mardia, erreur non corrigée
—— Test de Mardia, erreur corrigée
— Testde Henze-Zirkler

Erreur de premiére espéce

T T T T T
200 400 600 800 1000

FIGURE 3.14 — Graphique comparant, en fonction de la taille de ’échantillon, 'erreur de
premiere espece des tests de Mardia (avec et sans correction de Bonferroni) et de Henze-
Zirkler lorsque les données sont le vecteur aléatoire (f1(X1), fo(X2)) ou X; ~ Exp(1) et
Xy ~ Unif[1,5] et X; 1T Xs.

La derniere simulation consiste a générer les mémes données que pour la simulation
précédente mais cette fois-ci, les fonctions f; sont estimées comme dans . La multi-
normalité des données n’a été prouvée que dans le cas ou les fonctions de transformation
sont connues mais, en les estimant, les données transformées devraient tout de méme étre
trés proche d’une loi multinormale. Le résultat de cette simulation, repris en Figure [3.15]
montre que, plus la taille de I’échantillon est grande, plus le test de Mardia (que la correc-
tion de Bonferroni soit appliquée ou non) rejettera la multinormalité. Cela semble plutot
étrange car, plus I’échantillon est grand, meilleure sera ’estimation de la fonction de trans-
formation.

Il reste a déterminer si une des deux statistiques du test de Mardia meéne davantage au
rejet que l'autre. La Figure [3.16] montre que c’est la statistique d’aplatissement qui mene
principalement au rejet de la normalité. Cette statistique devrait étre distribuée selon la
loi normale centrée et réduite. Or, au vu des histogrammes de la Figure [3.17] lorsque les
fonctions de transformation sont estimées, la moyenne des statistiques de test se rapproche
de —2. Cela signifie que la moyenne des carrés des carrés des distances de Mahalanobis est
plus petite que la valeur moyenne théorique de d(d + 2).
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—— Test de Mardia, erreur corrigée
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FI1GURE 3.15 — Graphique comparant, en fonction de la taille de ’échantillon, ’erreur de
premiere espece des tests de Mardia (avec et sans correction de Bonferroni) et de Henze-
Zirkler lorsque les données sont le vecteur aléatoire (fi(X1), f2(X3)) ot X; ~ Exp(1) et
Xy ~ Unif[1,5] et X; 1T Xs.

— Dissymétrie
—— Aplatissement

04 06

Erreur de premiére espéce
02
I
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FIGURE 3.16 — Graphique comparant, en fonction de la taille de I’échantillon, I’erreur
de premiere espece des tests d’aplatissement et de dissymétrie lorsque les données sont le
vecteur aléatoire (f1(X1), f2(X2)) ou X; ~ Exp(1) et X5 ~ Unif[1,5] et X; IT Xo.

En conclusion, il semblerait plus adéquat de se baser sur le test de Henze-Zirkler car
la multinormalité des données a été prouvée théoriquement dans ce chapitre et qu’elle
devrait étre vérifiée également lors du passage aux estimations. Cette méme constatation
est effectuée lorsque la dimension des données est plus élevée. De plus, en se basant sur le
test de Henze-Zirkler, la normalité des données obtenues lors des exemples de la section
précédente n’est plus rejetée alors qu’elle I'était avec le test de Mardia.
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FIGURE 3.17 — Histogrammes représentant les valeurs de la statistique de test d’aplatisse-
ment, lors des 3 simulations effectuées ci-dessus, pour les tailles d’échantillon n = 50, 200
et 500.
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3.5 Lien avec les modeles graphiques

Le fait que Z ~ Ny(p, X) implique que Z; I Z|Z\(; 5y si et seulement si ©;, =
(371, = 0. De plus, comme X, est fonction de la variable Z; uniquement, cela im-
plique que X IT X;| X\, x si et seulement si ©, = 0. Ce qui implique que la forme du
graphe d’indépendance conditionnelle pour le non paranormal est reprise dans ©, comme
pour le cas normal paramétrique.

Plus généralement, le fait que la dépendance conditionnelle dépende des valeurs de O est
vrai pour n’importe quel choix de restriction d’identification. Ainsi, il n’est pas nécessaire
d’estimer p et le vecteur o = (o4, - -+ , 04) pour estimer le graphe, comme le résultat suivant
le montre :

Lemme 1. Soit un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xy) tel que X ~ NPN(u, %, f) ou 3
est défini positif et f;(x) = p; + o;® 1 (Fj(x)). Soient

hi(z) = ® Y (Fi(z)), j=1...,d (3.21)

et A la matrice de covariance de h(X) = (hi(X1), -, hqe(Xa)). Alors X; II Xy | X\ ny 50

et seulement si Aj_k1 = 0.

Démonstration. La matrice de covariances > peut se réécrire sous la forme
Yk = Cov(Zj, Zy) = Cov(p; + oihi(X;), p + orhi(Xi)) = 0;04Cov(h;(X;), he(Xi)).

C’est pourquoi ¥ = DAD et ¥=! = D7'A7ID=! ott D est la matrice diagonale avec
diag(D) = 0. Il sensuit que Aj;' = 0 est équivalent & ¥7,! = 0. O

En pratique, pour représenter le graphe de concentration du vecteur X, une fois que
les fonctions f; sont estimées, il ne reste plus qu’a estimer la matrice de concentration
du vecteur aléatoire. Soit S, (f) la matrice de covariances de (fi(Xa), ..., fa(X), i =
L...,n,ou f;(Xi;) = (fj(Xuy),- -, fi(Xn1)), j =1,...,d; c’est-a-dire

>_(Fiig) = i (f)) (fi(ig) = ()T et

EAEED WACH!

La matrice © peut étre estimée en utilisant I'algorithme graphical lasso sur la matrice
Sn(f), comme vu au chapitre 2.

Alinsi, une procédure en 2 étapes est utilisée pour estimer le graphe :

(1) Remplacer les observations, pour chaque variable, par leur transformation via les
fonctions f;(z) = ®71(Fj(z)), sujet & l'estimation tronquée.

(2) Appliquer le lasso aux données transformées pour estimer le graphe non dirigé.
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3.5.1 Modeles graphiques du type non paranormal des données
socio-économiques de la Wallonie

Pour effectuer le graphe représentant la base de données a la maniére non paranormale,
la procédure décrite dans la section 3.1.3 a été suivie. Une premiere remarque a faire est
que 'hypothese de normalité des données transformées est rejetée selon le test de Mardia,
ce qui semble normal au vu des conclusions obtenues sur les simulations. Elle 'est aussi
pour le test de Henze-Zirkler, car une des 19 variables ne suit pas une loi normale univariée.
En effet, au vu des histogrammes de la Figure [3.1§ la variable Elec ne suit pas une loi
normale univariée apres transformation. Cela est du au fait qu’aucune donnée ne se situe
entre 200 et 300. Cette absence de données provoque un ’trou’ dans I'histogramme apres
normalisation au niveau des valeurs de -50 a -20. Ce cas particulier de variables possédant
un certain nombre de données tres éloignées de la moyenne ne peut pas étre réglé a ’aide
de la transformation non paramétrique.

Elec Elec aprés normalisation

40 60 80

Densité

Densité
50 100 150 200

20

o
T T T T T T T 1 I I |
0 50 100 200 300 50 0 50 100

0

Elec Elec

FIGURE 3.18 — Histogrammes représentant la variable Elec avant (a gauche) et apres (a
droite) normalisation.

_ La deuxiéme remarque est que la matrice de corrélation des données modifiées selon
fi(x) = hj(z) donnée a la Figure est fort similaire a celle pour la base de données de
départ.

La derniere remarque est que, comme précédemment, le critere BIC est strictement
croissant en fonction du parametre de pénalisation A (Figure . Il en est de méme
pour le critere AIC. Il n’est donc pas possible de ressortir de 'information en utilisant ces
2 criteres. Comme dans le chapitre précédent, les valeurs de A sont choisies pour que le
graphe possede 36 et 18 arétes. Ainsi au vu de la Figure [3.21] représentant la variation du
nombre d’arétes dans le graphe en fonction de la valeur du parametre de pénalisation, ces
nombres d’arétes sont atteints pour A = 0.43 et A = 0.62 respectivement. Ces deux graphes
sont repris en Figure |3.22]
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FIGURE 3.19 — Représentation de la matrice de corrélation de la base de données modifiée.
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F1GURE 3.20 — Variation du BIC en fonction du parameétre de pénalisation \.

Ces deux graphes sont relativement différents par rapport aux deux graphes du chapitre
précédent basés sur la base de données de départ. Cela peut s’expliquer par le fait que les
données normalisées ont été centrées et réduites. En effet, les fonctions de transformation
utilisées sont les fonctions fj(z) = ®~(F;(x)) ol les moyennes et variances marginales
ne sont pas estimées. Ainsi, les graphes de cette section sont similaires aux graphes du
chapitre précédent, basés sur les données dont les variables ont été centrées et réduites. Il
est tout de méme judicieux, dans le cas de cette base de données, de considérer les données
réduites ou de baser I’analyse sur la matrice de corrélation puisque les échelles des diverses
variables sont tres différentes.
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FIGURE 3.21 — Variation du nombre d’arétes dans le graphe représentant la base de
données, en fonction de la valeur de lambda.
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FIGURE 3.22 — Modeles graphique pour la base de données, créés en utilisant la normali-
sation non paranormale, contenant 36 arétes (a gauche) et 18 arétes (a droite).

La différence entre les deux techniques n’est pas trés marquée. Cependant, sur les 18
arétes du graphe, deux arétes ont changé de place. Pour la technique glasso, les arétes
entre les variables TChH et RevMoy ainsi qu’entre TChF et RevMoy sont présentes. Dans
le graphe créé a partir de la technique de normalisation non paranormale, ces arétes sont
situées entre les variables TPartElec et PopTot, ainsi qu’entre CNrj et ImmVe. Ce change-
ment pourrait étre expliqué par le fait que les dépendances entre les variables TPartElec
et PopTot, ainsi que CNrj et ImmVe sont plus fortes que celles entre les variables TChH
et RevMoy ainsi que TChF et RevMoy, mais que les premieres sont des dépendances qui
ne sont pas suffisamment linéaires que pour étre reconnues par la technique glasso.
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Chapitre 4

Modeles graphiques sous forme de
forét

Dans ce chapitre, une deuxieme approche pour élargir les modeles graphiques est pro-
posée, basée sur les articles [18] et [22]. Celle-ci consiste a imposer une structure au graphe.
Différents types de structure peuvent étre imposés. Dans ce mémoire, seule la structure
d’arbre, et plus particulierement de forét, sera étudiée.

Cette méthode consiste a trouver la forét qui représente le mieux la distribution des
données. Ainsi, chaque paire de sommets est connectée par au plus un chemin. Le graphe
créé possedera donc tres peu d’arétes. Cette méthode peut s’effectuer par une procédure
en trois étapes :

1. Estimer la fonction de densité p* des données si celle-ci est inconnue ;
2. Imposer une structure de forét au graphe final ;

3. Trouver la forét et la densité qui peut étre supportée par la forét en question de
maniere a minimiser la distance de Kullback-Leibler entre cette densité et la densité
p* de départ.

Lorsque la fonction de densité est connue, la procédure débute directement a la deuxieme
étape. Lorsque celle-ci n’est pas connue, elle doit étre estimée. Dans ce travail, ce sont des
outils non paramétriques qui seront exploités. Ainsi, comme en pratique, la densité des
données est rarement connue, la technique d’estimation de modele graphique sous forme
d’arbre est considérée comme étant une technique d’estimation non paramétrique. Dans ce
chapitre, la matrice de concentration des données ne fera plus du tout 'objet de I'estimation
de la structure du graphe, contrairement aux chapitres précédents.

4.1 Deéfinition des outils

Soit p* une densité de probabilité par rapport a la mesure de Lebesgue p(-) sur R%. Soit
X; le domaine de définition des valeurs possibles de la j-eme variable et soit x = x1 X ... X xq4.
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Voici, pour commencer, quelques définitions utiles pour la construction d’une forét.

Un graphe est une forét s’il est acyclique. Si F' est une forét non dirigée possédant
d sommets, avec l'ensemble de sommets Vr = {1,...,d} et 'ensemble d’arétes Er C
{1,...,d} x{1,...,d}, alors le nombre d’arétes satisfait |Er| < d.

Définition 5. Une fonction de densité p(z) est supportée par une forét F si elle peut étre
écrite comme

ng Ty, :L']
pr(z) = ]I IT pe(zs), (4.1)
(i.j)€ER pi(w:)p;(;) kEVE

ou chaque p;;(z;, z;) est une densité bivariée sur x; X x;, et chaque py(xy) est une densité
univariée sur xx, avec pg(xy) > 0 pour tout k € Vp.

Définition 6. La divergence de Kullback-Leibler D(p||q) entre deux densités p et ¢ est

D@M%=Amwng%% (42)

avec la convention que 01n(0/q) = 0, et pIln(p/0) = oo pour p # 0.

Définition 7. Pour toute densité ¢, le risque négatif de la log-vraisemblance par rapport
a une densité p est défini par

mwz—EmaXﬂz—Ammm«mw. (4.3)

Illustration personnelle

Afin d’illustrer la définition [5] voici un exemple de fonction de densité supportée par
une forét. Soit F' la forét représentée en Figure [4.1]

FIGURE 4.1 — Exemple de forét possédant 8 sommets.
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Toute fonction de densité supportée par cette forét doit étre de la forme

_ ]912(5617 5132)]923(9527 $3)p45($47 1?5)2956(9557 $6)p57($5; 1?7)1778(9577 378)
p2(x2)ps(25)ps (75)p7(7)

pr(v) . (4.4)

Dans cet exemple, les densités marginales bivariées sont choisies comme étant une
fonction de densité binormale de vecteur moyen le vecteur nul et de matrice de covariances

la matrice
_ (L
Y= (p 1) )

[P S TP = SRR
pij(zi,x5) = QWMGXP 51 _pQ(xi + x5 — 2pzi75) | -

Les densités univariées ont alors la forme
1 -1,
i) = e (54t

La fonction de densité jointe est obtenue en effectuant le produit de (4.4]) :

Elles ont donc la forme

6
1 1 -1 1
pr(z) = oL (W) exp ( 1= (22 + p*ad + 22 + 22 + (207 — 1)ad + 22 + pPa? + 22

— 2p(2129 + o3 + T4x5 + TsTe + T57 + $7$8)>-

Cette fonction est la fonction de densité d'une loi multinormale dont le vecteur moyen est
le vecteur nul et dont la matrice de concentration est

1 —p 0 0 0 0 0 0
—p p* —p 0 0 0 0 0
0O —p 1 0 0 0O 0 O

gL o 0 0 1 —p 0 0 0

T 1-p2|1 0 0 0 —p 202—1 —p —p O

0O 0 0 O —p 1 0 O
0o 0 0 0 —p 0 p?> —p
0 0 0 0 0 0 —p 1
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4.2 Premier cas : la densité jointe est connue

Il est maintenant utile d’exploiter ces définitions dans les différentes étapes de la
construction d’un graphe. Lorsque la densité jointe des données p* est connue, 1'étape
d’estimation n’est pas utile. Il reste donc a trouver une forét et une densité supportée par
cette forét qui seront les plus représentatifs de la densité p*.

Soit F, la famille de foréts avec d sommets, et soit P, la famille correspondante de
densités

Pi={p>0: /p(x)du(x) =1, et p(x) satisfait (4.1)) pour un F' € Fy}. (4.5)
p

La densité qui peut étre supportée par une forét qui représente le mieux les données est
choisie de telle sorte qu’elle soit la plus proche possible de la densité p*. C’est-a-dire qu’elle
sera choisie de telle sorte a minimiser la distance de Kullback-Leibler et a appartenir a
I’ensemble P, des densités supportées par une forét a d sommets. Elle peut étre définie par

¢* = arg min D(p*||q). (4.6)
q€Pq

Cette densité ¢* est supportée par une forét, elle peut donc s’écrire comme en (4.1)).
De plus les densités univariées et bivariées utilisées dans cette formule sont les densités
marginales univariées et bivariées de p*. Cela est démontré par la proposition suivante
dont la preuve a été rédigée en référence a l'article [2].

Proposition 4. Soit ¢* défini comme en (4.6). Il existe une forét F* € Fy telle que

* * pz l’z,l’
¢ =pp-= [ = 11 v, (4.7)
Gyesp Pi@P;(25) v,

ot (i, ;) et py(zy) sont les densités marginales bivariées et univariées de p*.

Démonstration. Soit ¢ une distribution de P, qui est telle que

d)= I 2% AT g,

(i,j)EEps qz(flrl)qj(:vj k€ Vi

pour un certain F™.

Comme ¢(x) est un produit de fonctions de paire de variables liées par une aréte et de
fonctions de variable unique, et comme p*(z) et pj.(z) ont les mémes distributions margi-
nales sur les cliques du graphe, c’est-a-dire les mémes distributions marginales univariées
et bivariées, il en ressort que

Ep-[Ing(X)] = Ep, . [Ing(X)],
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ot E,[Inq(X)] = [, p(z) Inq(z)dz.

En appliquant ce méme raisonnement a p}.(z), cela donne

Ep-[In pp (X)] = By, [In pie (X)].

Ces deux égalités permettent de prouver l'identité de Pythagore :

= Ep-[Inp*(X)] — Ep- [In ¢(X)]

= Epe [In p"(X)] — By, [In q(X)]

= By [Inp"(X)] = By, [In plp (X)] + Ep: [In ppen (X)] — By [In g(X)]
= Epe [Inp*(X)] = Ep+ [In pip. (X)] + By, [In . (X)] — Epy [Ing(X)]

= D(p"||pp-) + D(pp-lq).

Cela montre que la distribution ¢ qui minimise D(p*||q) est donnée par p}., car la
distance de Kullback-Leibler est toujours positive ou nulle. O

Minimiser la distance de Kullback-Leibler revient a minimiser le risque négatif de la
log-vraisemblance. En effet, il est démontré par la proposition suivante que la densité ¢*
définie en (4.6) minimise le risque négatif de la log-vraisemblance par rapport a la densité

*

P
Proposition 5. Soit ¢* défini par ¢* = arg min D(p*||q) , alors

q€Py

q" = arg min R(q). (4.8)
q€Py

Démonstration.

¢" = arg min D(p*||q)

q€Pq

= arg min /p*(a:) In <p*(§)> dx

q€Pq

=arg min ([ p'(a) " (@)de = [ (@) n(g(@)iz )

q€Pq

= arg min —/Xp*(x) In(g(x))dx

q€Pa

= arg min R(q).
q€Pq
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Pour trouver la forét représentant au mieux la densité, il suffit d’étudier I'information
mutuelle entre les variables.

Définition 8. Soit (X;, X;) un couple de variables de densité de probabilité jointe p;;(x;, x;)
et dont les densités marginales sont données par p;(x;) et p;(x;), alors 'information mu-
tuelle entre des variables X; et X est définie par

I(X;, X;) / / pij(ws, 2;) In —22dyda. (4.9)
i ’ pi(flfi)pj(ﬂfj) ’
Définition 9. Soit X}, une variable de densité de probabilité py(xy), alors I'entropie de
cette variable est définie par

H(X,) = — /X pr(n) I po(x) .

Proposition 6. La forét F* représentant au mieux la densité p* est donnée par

F*=argmaz > I1(X;, X))

Fo Goekr
Démonstration. Le risque minimum est défini par R* = R(q*). En utilisant la proposition
R* = R(q") = R(pp-) (4.10)
——[ro( ¥ S ) )
)

ke Di (%‘)Pj (z5) EEVis

=— Y I(XsX)+ Y H(Xp). (4.12)

(i,j)GEF* ]CEVF*

Ainsi, la forét optimale peut étre trouvée en minimisant (4.12)). Comme le terme d’en-
tropie H(X) = Y, H(X}) est constant sur toutes les foréts, cela se résume a minimiser le
terme d’information mutuelle. O

Pour trouver la forét optimale, il suffit donc de trouver une forét de poids maximum cou-
vrant le graphe pondéré, ot le poids de 'aréte connectant les sommets i et j est I(X;; X;).
L’algorithme de Kruskal est un algorithme glouton qui garantit de trouver un arbre cou-
vrant de poids maximum d’un graphe pondéré. Cet algorithme est détaillé dans [16] et
mentionné dans les notes de cours de "Théorie des graphes" de M. Rigo. A chaque étape,
I’algorithme ajoute une aréte connectant la paire de variables qui a une information mu-
tuelle maximale parmi toutes les paires qui ne sont pas encore visibles par I'algorithme, si
faire cela ne crée pas de boucle. Quand I'algorithme s’arréte plus tot, apres que k < d — 1
arétes aient été ajoutées, cela mene a la meilleure forét pondérée possédant k arétes.

Voici les détails de I'algorithme de Kruskal tel qu’utilisé dans le cas de l’estimation
d’une densité sous forme de forét.
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Algorithme 3. Algorithme de Kruskal pour construire un arbre de poids maxi-
mal.

Données : La base de données.

Initialisation : Calculer I(X;, X;) pour tout i # j.
Poser E© = ).

Pourk=1,--- ,d—1;

(1) Poser (i™, j®) < arg maz; ;I1(X;, X;) tel que E®DU{(i®), j*))} ne contient pas
de cycle ;

(2) B B U (i, j0)}.

Sortie : larbre =Y quec Uensemble d’arétes B, L’algorithme s’arréte plus tot si
I(X,L'(k),Xj(k)) est nul et cette aréte n’est pas insérée au graphe.

Illustration personnelle

Pour illustrer la technique d’estimation du graphe sous forme de forét lorsque la fonction
de densité p* est connue, il suffit simplement de pouvoir calculer I'information mutuelle
entre chaque paire de variables pour pouvoir appliquer ensuite I'algorithme de Kruskal.
Pour pouvoir calculer aisément la matrice d’information mutuelle, la densité p* est choisie
comme étant la fonction de densité d’une loi normale multivariée. En effet, dans ce cas,
I'information mutuelle entre chaque paire de variables (X,Y") est donnée par

_7 In(1 — p?), (4.13)
ou p est le coefficient de corrélation entre ces deux variables. Ce résultat demande une
étude plus approfondie de ’entropie de vecteurs gaussiens et est démontré dans le chapitre

7 de [17].

La moyenne de chaque variable n’influence pas les valeurs d’information mutuelle ; seule
la matrice de covariances est utile pour estimer le graphe. Celle-ci est choisie comme étant
la matrice par bloc suivante

1 07 07 0.7 0.7
0.7 2 0.7 07 0.7
0.7 07 3 07 0.7
0.7 07 07 4 0.7
0.7 0.7 0.7 0.7

O OO oo
O O O OO
o O O OO
OO O OO
OO O OO

04 04 04 04
04 4 04 04 04
04 04 3 04 04
04 04 04 2 04
04 04 04 04 1

O OO OO
O O O O O
O OO OO
S OO OO O
OO OO O Ut



Comme la variance n’est pas identique pour les 10 variables, la matrice de corrélation
n’est pas identique a Y. L’'information mutuelle entre chaque paire de variables sera donc
différente au sein de chaque bloc et entre les 2 blocs. La matrice d’information mutuelle,

obtenue a l'aide de la formule (4.13)), est alors

0 0.1405 0.0892 0.0653 0.0516 0 0 0 0 0
0.1405 0 0.0426 0.0316 0.0251 0 0 0 0 0
0.0892 0.0426 0 0.0208 0.0166 0 0 0 0 0
0.0653 0.0316 0.0208 0 0.0124 0 0 0 0 0
0.0516 0.0251 0.0166 0.0124 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0.0040 0.0054 0.0081 0.0163
0 0 0 0 0 0.0040 0 0.0067 0.0101 0.0204
0 0 0 0 0 0.0054 0.0067 0 0.0135 0.0274
0 0 0 0 0 0.0081 0.0101 0.0135 0 0.0417
0 0 0 0 0 0.0163 0.0204 0.0274 0.0417 0

(4.14)

Il reste a appliquer l'algorithme de Kruskal. La premiere aréte ajoutée au graphe est
celle entre les variables X et Xj car I(X;, X3) = 0.1405 est la valeur la plus élevée de la
matrice. Ensuite, les arétes entre X; et X3, entre X; et X, et entre X; et X5 sont ajoutées.
La prochaine valeur la plus élevée dans la matrice est (X, X3), or 'aréte entre X, et
X3 ne peut étre ajoutée car sinon un cycle serait formé. Il en est de méme pour toutes
les arétes connectant des variables du premier bloc. Ainsi, les prochaines arétes ajoutées
doivent relier uniquement des variables du deuxieme bloc. Les dernieres arétes ajoutées
sont alors celles entre les variables Xg et Xio, Xg et X9, X7 et Xyo ainsi que Xg et Xyp.
Le graphe possede alors 8 arétes. Il pourrait néanmoins en posséder 9 tout en restant un
arbre mais les seules arétes qu’il est encore possible d’ajouter sans former un cycle sont
des arétes liant une variable du bloc 1 a une variable du bloc 2; or, pour ces couples de
variables, I'information mutuelle est nulle. Le graphe estimé sur base de cette fonction de
densité possedera donc 8 arétes; celui-ci est représenté en Figure 4.2

4.3 Deuxiéme cas : la densité jointe est inconnue

La procédure ci-dessus n’est applicable en pratique que si la vraie densité p* est connue.
Lorsque ce n’est pas le cas, U'information mutuelle 7(X;; X;) en (4.9)) doit étre estimée. Soit

P e e

loi p* de R%. La j®™ variable sera notée X; = (X1j,...,Xy;). La facon la plus naturelle
d’estimer I(X;; X;) consiste & prendre comme estimation /,,(X;; X;) donnée par

fn(Xi;Xj) :/ Dijn (i, ;) In Apij’"(xi’xj) dx;dx;, (4.15)
Xi X X3

i (i) Djn ()
ou Pijn(xi, x;) et Pin(z;) sont les densités bivariées et univariées estimées. Plusieurs tech-
niques existent pour estimer des densités. Dans ce mémoire, en suivant larticle [I§], la
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FIGURE 4.2 — Modele graphique sous forme de forét représentant la fonction de densité
normale dont la matrice de covariances est Y.

technique d’estimation par noyau sera utilisée.

En ayant cette approximation de I'information mutuelle M, = [I,,(X;; X;)], tout comme
dans le cas précédent, I’algorithme de Kruskal peut étre appliqué pour trouver la meilleure
structure pour F,.

Le nombre d’arétes de £, controle le nombre de densités marginales estimées qui font
effectivement partie de 'estimateur final de la densité, il est donc intéressant de se de-
mander si ce nombre ne pourrait pas étre inférieur a d — 1, nombre maximal d’arétes de
I’arbre. C’est pourquoi la procédure en 2 étapes suivante est utilisée. Premierement, les
données sont séparées aléatoirement en deux ensembles de données. Les ensembles D; et
D, contiennent les indices des observations comprises dans chaque groupe et sont de tailles
ny et ny respectivement, pour des tailles a spécifier (voir section 4.4). Ensuite les étapes
suivantes sont appliquées, ol la notation F¥ fait référence a la forét F possédant k arétes
et créée a partir de n observations :

(1) En utilisant Dy, construire I'estimation par noyau de la densité des marginales univa-
riées et bivariées et calculer /,,, (X;; X;) pour 4,5 € {1,--- ,d} avec ¢ # j. Construire
un arbre complet Frgffl), en utilisant ’algorithme de Kruskal.

(2) En utilisant Dy, enlever des arétes a I'arbre ﬁ’ﬂf—l) pour trouver une forét ﬁfl avec k
arétes, pour 0 < k <d-1.

Une fois que F:l est obtenu a l'étape (2), Pz peut étre calculé a I'aide de (4.1]) en
ny
utilisant les estimations par noyau des densités construites a I'étape 1.

69



Voici le détail des deux étapes.

Etape 1 : Construire une séquence de foréts

Cette étape est basée sur I'ensemble de données D;. Soit K(-) une fonction de noyau
univariée. En ayant un point d’évaluation (z;, z;), une fagon d’estimer une densité bivariée
par noyau est d’utiliser un noyau multiplicatif, c’est a dire que la densité bivariée sera
estimée a 'aide d’un produit de deux noyaux univariés. Ainsi, la densité bivariée estimée
par noyau pour (X;, X;) basée sur les observations {4, Zs; }sep, est définie par

i 1

i e K (119

ha; ha;

ﬁz‘j,nl (i% 333')
SED

ol hg; > 0 et hg; > 0 sont les parametres de fenétre bivariés dépendant des variables X; et
X prises en compte. La densité univariée estimée par noyau py , (zx) pour Xy est

P () = - > K

Tsk — ZUk)
)
SED hlk

417
I (4.17)

ou hy, > 0 est le parametre de fenétre univarié dépendant de la variable Xj. Davantage de
détails sur la technique d’estimation par noyau se trouvent dans le cours intitulé "Statistique
non paramétrique" de G. Haesbroeck.

Lorsque ces deux densités sont estimées, l'information mutuelle _fm(XZ-, X;) peut étre
calculée pour tout i # j. Une fois que la matrice d x d d’information mutuelle Mnl =
[fm (Xi; X;)] est obtenue, I'algorithme de Kruskal peut étre appliqué pour trouver un arbre
de poids maximal. Celui-ci est le méme que précédemment, seules les notations sont adap-
tées.

Algorithme 4. Algorithme de Kruskal pour construire un arbre de poids maxi-
mal.

Données : La base de données contenant les observations reprises dans Dy ainsi que la
taille n, de cette classe.

Initialisation : Calculer ]\/[n1 grace a ) et (4.17).
Poser E©) = ().
Pourk=1,---,d—1;

(1) Poser (i®, j®)) « arg max(ijj)Mm(i,j) tel que E*=DU{(i®, j*} ne contient pas
de cycle ;

(2) E® « EFD U {®,5M)}.

Sortie : l'arbre an U aqvec lensemble d’arétes B4,
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Etape 2 : Choisir une taille de forét

L’arbre complet Zsﬂr(fll_l) obtenu a I’étape 1 peut avoir une variance élevée quand la di-
mension d est grande, ce qui amene a de 1’overfitting dans I'estimation de la densité. En
effet, 'information mutuelle pour les derniéres arétes ajoutées au graphe devient de plus
en plus petite et ne sera jamais nulle méme si les variables sont en réalité indépendantes.
Comme l'information mutuelle estimée n’est jamais nulle, la valeur obtenue dépend for-
tement des données. Pour un autre ensemble de données de densité p*, I'estimation de
cette information mutuelle pourrait avoir une valeur différente et mener a un autre choix
d’arétes. Lorsque la dépendance entre les variable est forte, celle-ci s’exprime dans tout
ensemble de données, contrairement a une faible dépendance. Pour réduire cette variance,
certaines arétes du graphe sont éliminées, ’arbre est donc ramené a un arbre non connecté
avec k arétes. Le nombre k d’arétes est un parametre de réglage qui induit un compromis
entre le biais et la variance.

L’ etape k de l'algorithme de Kruskal définit un ensemble E*) d’arétes qui correspond
a la forét Fm) avec k arétes; ou Fél) est I'union de d sommets non connectés. Pour choisir
k, I'article [18] suggere d’exploiter une validation croisée. Celle-ci est effectuée parmi les
d foréts B0, (V... | W=D obtenues & chaque itération de I'algorithme de Kruskal. Ces

foréts sont donc obtenues lors de la premiere étape qui consistait a construire une séquence
de foréts a partir des observations du groupe D;.

Soient pjjn, (Ti, ;) €t Prn,(x)) définis comme en et en (4.17)), mais maintenant
évalués uniquement sur base des données conservées en D,. Le nombre d’arétes conservées
dans la forét sera choisi afin de minimiser la distance entre la densité basée sur les ob-
servations de Dy et la densité basée sur les observations de D; et supportée par la forét
F®.

Comme remarqué précédemment, pour minimiser la distance entre deux fonctions de
densité, il suffit de minimiser le risque négatif de la log-vraisemblance. Pour une densité
pr qui est supportée par une forét F, le risque négatif conservé de la log-vraisemblance est
défini comme

A

Rualpr) = = [ bua(@) 1 p(e)dr

pij(zi; 7)) A
= Dijing (Tiy ) In ————"—"—dx;dx; — / Drns(xy) Inpr(zy)dey.
JXG:EF/MXJ o ’ pi(zi)p;(x;) ! fez‘;F Xf ’

La forét sélectionnée est alors celle minimisant le risque négatif conservé de la log-vraisemblance
pour la densité p o supportée par la forét Fé’f) C’est donc la forét Fé’f) ol

k= arg min R, (D)) (4.18)
k{0, ,d—1} !

et ol P, est calculé en utilisant I'estimation de la densité p,, construite sur D;.
n1
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Le deuxieme membre de }A%nz (p F(k)) ne dépend pas des arétes du graphe donc
7L1

k= arg min ﬁn2(ﬁF(k)) (4.19)
ke{0,-,d—1} 1
— argmax Y / Prsm (e, ;) In P T L)y (4.20)
ke{0,,d~1} (; j)eE 1y XN pi,nl(xi)pj,ru(xj)
Fpy

Une fois que k est obtenu, lestimation finale de la densité estimée par noyau relative a
la forét est donnée par

D pZ n I“Qj'
()= 11 TR Hpkm p). (4.21)

4.4 En pratique

Pour appliquer cette technique, le logiciel R peut étre utilisé. L’algorithme de Kruskal
est déja implémenté dans R via la fonction msTreeKruskal de la libraire optrees. Le reste
de la procédure peut étre implémenté manuellement, étape par étape. Voici la description
de cette procédure sur R.

Pour commencer, les données doivent étre séparées aléatoirement en deux groupes D,
et Dy de taille nq et ny respectivement. Apres avoir effectué quelques recherches dans la
littérature, aucune information concernant les tailles adéquates de chaque groupe n’a été
trouvée. Cependant, dans I'article [22], lors d’un exemple numérique, le méme nombre de
données sont générées dans chaque groupe. C’est pourquoi, dans ce mémoire, les données

seront séparées en deux groupes de tailles égales, c’est-a-dire ny = ny = 3

Pour estimer les densités univariées et bivariées a l'aide de la technique par noyau, a
partir des données de Dy, les formules (4.16]) et (4.17)) sont utilisées. Il existe différents
types de noyau, mais, comme le choix du noyau influence peu le résultat de I'estimation, le
noyau Gaussien est choisi. Pour le choix des tailles de fenétre, la taille minimisant 'erreur
quadratique moyenne intégrée sous des hypotheses gaussiennes est choisie. C’est-a-dire,
pour l'estimation bivariée

hay, = 1.06 min{é, “’“’0751_34“’%0-25 “1/(2842)
et
hye = 1.06 min{6y, a’“0~751;4ak70-25 “1/e841)

pour l'estimation univariée ot 6y, est I'écart type empirique de { X }sep, €t Gk 0.75 €t dr0.25
sont les quantiles empiriques 75% et 25%, avec 8 = 2. Des détails sur les noyaux et le choix
de la taille de fenétre sont repris dans le premier chapitre de [27].
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Lorsque les densités marginales univariées et bivariées sont estimées, la matrice d’infor-
mation mutuelle peut étre estimée a son tour, voir . Il faut donc estimer une intégrale.
Pour ce faire, I'estimation de la densité par noyau est calculée sur une grille de points. Il
suffit de choisir m points d’évaluation dans chaque dimension y;, r1; < To; < «++ < Ty
pour la variable X;. I’information mutuelle fnl (X;; X;) est approximée par

pij ny (:Ek:i» l‘lj)
pz N1 (xk:z)p] ni (xlj)

Inl (XZJ X Z

HMS

(4.22)

’L] ni .13]“, 13[]) In

L’erreur d’approximation peut étre rendue aussi petite que possible en choisissant m suf-
fisamment grand. Le calcul de l'information mutuelle se fait en temps exponentiel par
rapport a la valeur de m. Un bon compromis entre la précision de ’estimation et le temps
de calcul est de prendre m = 60, lorsque le nombre de variables est compris entre 10 et 20.

Une fois que cette matrice d’information mutuelle est estimée, I’algorithme de Kruskal
est appliqué. La fonction msTreeKruskal cherche ’arbre couvrant de poids minimal, cette
fonction est donc appliquée a I'opposé de la matrice d’information mutuelle. Une fois ’algo-
rithme appliqué, cette fonction renvoie une matrice dont les deux premieres colonnes sont
les sommets des arcs a inclure et dont la troisiéme colonne est le poids associé a cette aréte.
De plus, les arétes sont ordonnées de sorte que la premiere ligne de la matrice contienne
I'information de 'aréte de poids minimal. Cela signifie qu’a 'itération ¢ de I'algorithme est
ajoutée 'aréte de la ligne 1.

Le graphe contenant I'arbre de poids maximum peut ensuite étre représenté.

Il reste a effectuer I’étape 2 qui consiste a éliminer certaines arétes si nécessaire. Pour ce
faire, la formule est utilisée. Pour obtenir, pour chaque k € {0, -- ,d}, les valeurs du
risque, il faut estimer la valeur de l'intégrale. Comme précédemment, celle-ci sera estimée
a 'aide d’une grille de points. Soient, dans chaque dimension x;, m points z1; < xg; <

- < Tppj, alors

N 1 22 Pijn (mlia .’L'f)
k = arg max - iino (T1i, T p5) In s XA (4.23)
ke{0,--,d—1} (i’j)gF(k) m? ; le e ’ DPin,g (xli)pj,nl (l’fj)

I1 suffit ensuite de sélectionner les k premieres arétes reprises dans la matrice obtenue a la
sortie de la fonction msTreeKruskal.

La forét la plus représentative des données peut donc étre représentée.
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4.5 Exemples de modeles graphiques sous forme d’arbre

4.5.1 Exemple numérique

Avant d’effectuer le graphe créé a partir de la base de données, les exemples numériques
du chapitre 2 sont repris. Ainsi, n = 1000 données sont générées selon la loi normale
multivariée de dimension d = 10, de vecteur moyen le vecteur nul et dont la matrice de
covariances a une structure particuliere.

Comme, pour cette technique d’estimation du graphe, la matrice de concentration n’est
plus utilisée, mais que I'estimation se base sur la log-vraisemblance, la standardisation des
données n’est plus nécessaire.

Cas normal indépendant

Pour commencer, des données dont les variables sont indépendantes sont générées. Dans
ce cas, il est attendu qu’aucune aréte ne se trouve dans le graphe. C’est en effet le cas au
vu de la Figure [4.3] qui représente les foréts obtenues avant (& gauche) et apreés (a droite)
le choix optimal du nombre d’arétes.

FIGURE 4.3 — Modeles graphique sous forme d’arbre pour des données générées selon une
loi normale multivarivée de matrice de covariances la matrice identité. Le graphique de
gauche représente ’arbre complet obtenu apres la premiere étape d’estimation. Le graphe
de droite est le graphe obtenu apres la deuxieme étape de I'estimation.
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Cas normal équi-corrélé

Dans ce cas-ci, comme les variables ont toutes la méme corrélation, I'information mu-
tuelle entre chaque couple de variables devrait étre presque identique. Il est difficile de
savoir quelles arétes vont étre incluses dans le graphe. Il est néanmoins attendu que, soit
toutes les arétes de 'arbre soient conservées, soit qu’elles soient toutes supprimées, apres
I’étape 2 de la construction. Lorsque la corrélation entre les variables est de p = 0.4, les 9
arétes de I’arbre sont conservées, voir le graphe de gauche de la Figure 4.4l La position des
arétes dépend, quant a elle, des données générées. Lorsque la corrélation entre les variables
se rapproche de 0, le nombre d’arétes conservées dans l'arbre diminue pour arriver a un
graphe sans aucune aréte; c’est le cas lorsque p = 0.1. Lorsque p = 0.2, comme le montre
le graphe de droite de la Figure 1.4 seules 6 arétes sont conservées apres 1'étape 2 de
I’estimation du graphe.

FIGURE 4.4 — Modeles graphiques sous forme d’arbre pour des données générées selon
une loi normale multivarivée dont les variables sont équi-corrélées. Le graphe de gauche
représente I’arbre obtenu apres la deuxieme étape d’estimation, lorsque la corrélation entre
les variables est de p = 0.4. Le graphe de droite est ’arbre obtenu apres la deuxieme étape
d’estimation, lorsque la corrélation entre les variables est de p = 0.2.
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Cas normal auto-corrélé

L’étape suivante consiste a supposer que les variables sont liées par un taux de corré-
lation dépendant de la place des variables. Dans ce cas, comme le montre la Figure [4.5]
reprenant 'arbre créé a l’aide de la technique présentée dans ce chapitre, les seules va-
riables reliées par une aréte sont les variables X; et X; telles que |i — j| = 1. En effet, plus
la distance entre i et j sera grande, moins la corrélation (donc la dépendance) entre les
variables X; et X; sera élevée.

FIGURE 4.5 — Modele graphique sous forme d’arbre pour des données auto-corrélées gé-
nérées selon une loi normale avec p = 0.4. Le graphe représente l’arbre obtenu apres la
deuxieme étape d’estimation, qui est le méme que celui obtenu apres la premiere étape.
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Cas normal par bloc

Le dernier cas prend en compte des variables dont la matrice de covariances est une
matrice par bloc. Comme précédemment, 10 variables sont considérées dont seules les 3
premieres sont corrélées. Il est donc attendu que seules les arétes reliant les variables X7, Xs
et X3 fassent partie du graphe. Or, comme le graphe ne peut pas comporter de cycle, une
des 3 arétes du triangle doit étre supprimée. Ainsi, le graphe ne posseédera que deux arétes,
comme lillustre la Figure représentant les modeles graphiques pour cette structure de
corrélation, obtenus apres les premiere et deuxieme étapes.

©

FIGURE 4.6 — Modeles graphiques sous forme d’arbre pour des données générées selon une
loi normale multivarivée de matrice de covariances par bloc avec p = 0.4. Le graphique de
gauche représente I’arbre complet obtenu apres la premiere étape d’estimation. Le graphe
de droite est le graphe obtenu apres la deuxieme étape de I'estimation.

Cas normal asymétrique

Pour considérer un cas non normal, la loi normale asymétrique est utilisée. Dans le
chapitre 2 a été constaté que le graphe estimé a l'aide de la technique glasso possédait
pas mal d’erreurs. Dans ce cas-ci, comme la technique ne demande aucune hypothése
particuliere, si ce n’est que le graphe construit possede peu d’arétes, le graphe estimé
devrait étre similaire au graphe attendu.
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Pour effectuer cet exemple, 1000 données sont générées selon la loi normale asymétrique
de parametres

1 04 0 0 O

04 1 04 0 O

QOt'=]10 04 1 04 0
0 0 04 1 04

0 0 0 04 1

et a=(0,1,0,1,0).

Comme vu dans le chapitre 2, les variables X; et X; sont indépendantes si et seulement
si Qi_jl = 0 et a;a; = 0. C’est pourquoi le graphe représentant ces données devrait étre le
graphe représenté en Figure

FIGURE 4.7 — Modele graphique représentant théoriquement les données générées a partir
de la loi normale asymétrique.

La matrice d’information mutuelle estimée sur ces données est la matrice

0.0000 0.0013 0.0003 0.0004 0.0001
0.0013 0.0000 0.0003 0.0018 0.0003
0.0003 0.0003 0.0000 0.0005 0.0002
0.0004 0.0018 0.0005 0.0000 0.0016
0.0001 0.0003 0.0002 0.0016 0.0000

Le graphe obtenu sur base de cette matrice est représenté en Figure[4.8 Celui-ci possede
les mémes arétes que sur le graphe de la figure précédente comme attendu. Seule l'aréte
entre les variables X, et X3 n’est pas reprise car celle-ci causerait un cycle et le graphe
construit ne serait plus un arbre.
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FIGURE 4.8 — Modele graphique, tel qu’obtenu a ’aide de la technique d’estimation sous
forme d’arbre, représentant les données générées a partir de la loi normale asymétrique.

Cas de dépendances non linéaires

Pour cet exemple, les variables créées pour 'exemple contenant des dépendances non
linéaires du chapitre 2 sont reprises. Pour rappel, les différentes variables ont été générées
a 'aide des définitions suivantes :

— X7 «exp(1)

— Xy + X?

— Xz VX1

— X4 + unif (—2,2)
— X5+ X?

— Xp— X2

— X7+ X3+ X5

— Xg + Xy X,

Pour commencer 'estimation de la structure du graphe, il faut tout d’abord estimer
les densités univariées et bivariées des variables. En Figure se trouvent les estimations
des fonctions de densité univariées pour les 8 variables. En Figure se trouvent les
estimations des fonctions de densité bivariées pour certains couples de variables.
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FIGURE 4.9 — Histogrammes des différentes variables sur lesquels I'estimation de la densité
univariée de chaque variable est représentée en rouge.
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FIGURE 4.10 — Estimation de fonctions de densité bivariées.
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FIGURE 4.10 — Estimation de fonctions de densité bivariées.
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FIGURE 4.10 — Estimation de fonctions de densité bivariées.

La matrice d’information mutuelle est alors estimée et celle-ci est égale a la matrice

0 0.0287  0.1222 —0.0020 —0.0022 0.0001 0.0003 0.0120
0.0287 0 0.0418 —0.0006 —0.0006 0.0002 0.0002 0.0047
0.1222  0.0418 0 —0.0024 —0.0026 0.0005 0.0014 0.0227
—0.0020 —0.0006 —0.0024 0 0.0114 0.0087 0.0104 0.0104
—0.0022 —0.0006 —0.0026 0.0114 0 0.0090 0.0212 0.0018
0.0001  0.0002  0.0005  0.0087  0.0090 0 0.0070 0.0028
0.0003  0.0002  0.0014  0.0104 0.0212 0.0070 0 0.0041
0.0120  0.0047  0.0227  0.0104  0.0018 0.0028 0.0041 0

Les valeurs négatives de la matrice peuvent étre vues comme des valeurs nulles. En effet,
I'information mutuelle entre deux variables est toujours positive et sera nulle si ces variables
sont indépendantes. Comme les fonctions de densité univariées et bivariées sont estimées,
tout comme l'information mutuelle, il se peut qu’une valeur proche d’une valeur nulle soit
estimée par une valeur négative. Les variables X;, X5 et X3 sont bien indépendantes des
variables X4 et X5, au vu de la fagon dont elles ont été créées.

L’arbre obtenu sur base de cette matrice posseéde alors 7 arétes et est représenté en
Figure 4.11} De plus, aucune aréte ne doit étre enlevée apres la deuxieme étape de 'esti-
mation. Ainsi, le graphe final est bien le graphe de la Figure [£.T1]

Les couples de variables repris dans les estimations des fonctions de densité bivariées
représentées en Figure sont en fait choisis comme étant les couples de variables relié¢es
dans I'arbre représentant les données. Il est clair, au vu des graphiques de la premiere
colonne de la Figure [£.10] que ces couples de variables sont dépendants.

Pour comparer 'arbre obtenu dans ce chapitre avec le graphe obtenu sur les mémes
données dans le chapitre 2, seules les arétes connectant les variables X; et X3, X, et X3,
X5 et X7 ainsi que Xy et Xg sont communes aux deux graphes. Cela est du au fait qu’il
est possible d’envisager une dépendance linéaire entre ces couples de variables. Les trois
autres couples de variables qui sont reliés dans I'arbre possedent une dépendance qui est
autre que linéaire.
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FIGURE 4.11 — Arbre estimé sur base des données non linéaires.

4.5.2 Modele graphique sous forme de forét des données socio-
économiques de la Wallonie

Il reste maintenant a construire le graphe caractérisant les données socio-économiques
de la Wallonie. Avant tout, la premiere étape consiste a estimer les fonctions de densité
univariées et bivariées. En Figure se trouvent 4 exemples de 'estimation des densités
marginales univariées. Les histogrammes des variables sont représentés ainsi que, en rouge,
la fonction de densité estimée par noyau. Les fonctions estimées respectent bien la forme
des histogrammes. Deux exemples d’estimation des densités bivariées sont aussi repris en

Figure [4.13]
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FIGURE 4.12 — Exemples d’estimation de densités univariées par noyau. L’histogramme
est créé a partir des données du groupe D; et la ligne rouge est la fonction de densité
estimée sur ces données.
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FIGURE 4.13 — Exemples d’estimation de densités bivariées par noyau. Ces estimations
sont basées sur les données du groupe D;.

La prochaine étape est d’estimer la matrice d’information mutuelle. Une fois qu’elle est
estimée, les modeles graphiques peuvent a leur tour étre estimés. Le graphe obtenu apres
la premiere étape possedera 18 arétes, alors que celui obtenu apres la deuxieme étape en
possedera moins.

A Taide de la Figure [4.14] représentant les modeles graphiques pour la base de données
obtenus grace a la technique présentée dans ce chapitre, il est possible de voir, sur le graphe
de droite, les variables ayant les dépendances les plus fortes. Ainsi, comme déja remarqué,
a priori, les variables concernant les taux d’emploi et de chomage pour les hommes et pour
les femmes sont fortement dépendantes. De plus celles-ci sont aussi fortement liées aux
variables TPartElec, AgeMoy et TNat. Ces derniéres variables ne semblaient pas, a priori,
faire partie des dépendances les plus élevées. Il est intéressant de remarquer aussi que les
arétes liant ces trois dernieres variables ne faisaient pas partie des graphes possédant 18
arétes obtenus a partir des techniques non paranormale et glasso.
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FIGURE 4.14 — Modeles graphiques sous forme d’arbre pour la base de données. Le gra-
phique de gauche représente l’arbre complet obtenu apres la premiere étape d’estimation.
Le graphe de droite est le graphe obtenu apres la deuxieme étape de I'estimation.
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Chapitre 5

Comparaison des techniques
présentées

Apres avoir présenté trois différentes techniques d’estimation de modeles graphiques, il
est intéressant de comparer leur efficacité. Cette efficacité peut étre mesurée, notamment,
par le taux d’erreur. L’étude théorique de I’erreur commise dans la construction des modeles
graphiques fait 'objet du cours de "Research problems in probability and statistics'. Dans
ce mémoire, seul 'aspect pratique sera étudié. Pour estimer le taux d’erreur des différentes
techniques d’estimation de structure de graphes, seule la présence ou ’absence des arétes
dans le graphe seront étudiées; ce qui permet de calculer les taux de faux positif, de faux
négatif et d’erreur. Il pourrait aussi étre intéressant de comparer, a leur vraie valeur, les
estimations des valeurs reprises dans la matrice © pour les techniques des deux premiers
chapitres et dans la matrice d’information mutuelle pour la derniere technique, mais cela
ne fera pas I'objet de ce mémoire.

Les trois techniques comparées sont les suivantes :
— Technique 1 : glasso;
— Technique 2 : non paranormal (NP);

— Technique 3 : arbre.

Les types d’erreur "faux positif" et "faux négatif' sont respectivement définis par la
conservation d’une aréte dans le graphe a tort et la suppression d’une aréte a tort. Pour
mesurer les types d’erreur les plus présents dans I'estimation de la structure d’un graphe,
il est classique de calculer les taux de faux positif et de faux négatif tout comme le taux
d’erreur. Ces deux types d’erreur seront considérées de fagcon symétrique car ils ont la méme
importance.

Soient X = (X1, -+, Xy) un vecteur aléatoire et G le graphe estimé sur base de ce
vecteur. Soit Y la matrice d x d définie par

Y, :{ 0 si XXX g

1 sinon.
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Avoir une erreur de type faux positif (FP) signifie que la matrice d’adjacence A du graphe
G possede un 1 (A;; = 1) alors que les variables X; et X; sont indépendantes (Y;; = 0).
Dans le cas de l'erreur de type faux négatif (FN), Y;; = 1 et A;; = 0. Apres avoir effectué
quelques recherches dans la littérature ([28], [3]), il semble judicieux de définir le taux
d’erreur comme étant le nombre de couples de variables (X;, X;), 1 < i < j < d pour
lesquelles la valeur de Yj; est différente de la valeur de A;; et ce, divisé par le nombre total
de couples; c’est-a-dire

2
taux d’erreur = ———— I(Y;; # Ai)
d(d—1) 1<§j<d J J
2
d(d 1) \1<iS<a 1<i<j<d
2
- m( nombre de FP + nombre de FN ).

Il suffit de considérer uniquement le triangle inférieur des deux matrices puisque celles-ci
sont symétriques. De plus, la diagonale ne doit pas étre prise en compte car le graphe ne
possedera jamais de boucle sur un méme sommet.

5.1 Taux d’erreur sous la loi normale

Pour commencer cette étude d’erreur, les données sont supposées suivre une loi normale.
Dans le cas de cette loi, les trois techniques devraient estimer correctement la structure
du graphe, méme si quelques erreurs sont tout de méme possibles. En effet, I’étude des
différents exemples numériques du chapitre 2 a permis de constater que lorsque les criteres
AIC et BIC sont utilisés pour choisir le parametre de pénalisation de la technique glasso,
certaines erreurs sont commises. Ce probléeme est aussi présent pour la technique non
paranormale car les mémes criteres sont utilisés. Pour la troisieme technique, les arétes
placées dans le graphe devraient relier des variables qui sont effectivement dépendantes.
Cependant, comme le nombre d’arétes présentes dans le graphe est tres restreint (maximum
d — 1 arétes), le nombre de faux négatifs pourrait grimper lorsque le nombre de couples de
variables dépendantes est élevé.

Pour estimer le taux d’erreur des différentes techniques, n = 200 données sont générées
selon la loi Ny(u, X)) avec © = X1, Pour rappel, la matrice Y peut, dans ce cas, étre définie

par
. 0 si ®ij =0
Yy = { 1 sinon.

Les taux de faux positif, de faux négatif et d’erreur peuvent étre calculés sur base de cette
matrice et de la matrice d’adjacence du graphe estimé.

Il est intéressant de considérer des exemples pour lesquels la matrice de concentration
© a une structure connue. Pour chacun de ces exemples, a chaque itération, un ensemble
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de n = 200 données seront générées selon une loi Ny(0,071), ot d = 10 et © varie en
fonction des exemples. Pour chaque type d’exemple, N = 100 itérations seront effectuées
et pour chacune d’elles, 3 éléments seront conservés : le taux de faux positif (FP), le taux
de faux négatif (FN) et le taux d’erreur. Ensuite, pour chacun de ces éléments, la moyenne
des 100 itérations sera calculée. Les différents exemples sont les suivants :

— Cas indépendant : © = [4.

— Cas équi-corrélé : © = X 4 10.

— Cas par bloc1: © = X045 Us: .
O I

— Cas par bloc 2 : © = X045 055 .
Os5 Is

— Cas par bloc 3 © = X049 O .
01’9 1

La différence entre les 3 cas par bloc est le nombre de 0 dans le triangle inférieur de la
matrice de concentration. Soit s le taux de valeurs nulles dans la matrice de concentration.
Ce taux est calculé sur base du triangle inférieur de la matrice et sans tenir compte de
la diagonale. Pour le premier cas, le triangle inférieur possede 17 zéros, c’est a dire 40%
(s = 0.4) de valeurs nulles. Pour les deux et troisieme cas, ceux-ci possedent 35 et 9 zéros
respectivement, c’est-a-dire environ 80% (s = 0.8) et 20% (s = 0.2) de valeurs nulles.

Pour la technique glasso, les données générées sont, bien entendu, standardisées comme
imposé dans la partie théorique. Pour les simulations des techniques 1 et 2, la valeur du
parametre de pénalisation est choisie de sorte a minimiser le critere BIC. La Table
reprend les valeurs moyennes des taux de faux positif, de faux négatif et d’erreur pour les
différents exemples.

Le fait que le nombre d’erreurs soit fortement dii au nombre de faux positifs, pour
tous les exemples, pour les deux premieres techniques, rejoint les conclusions tirées a partir
des exemples numériques du chapitre 2. En effet, il en ressortait que le nombre d’arétes
conservées dans le graphe est supérieur au nombre de variables réellement dépendantes,
donc que certaines arétes du graphe étaient conservées a tort. C’est pourquoi aussi, dans le
cas équi-corrélé, aucune erreur n’est commise car le graphe attendu est un graphe complet
et aucune aréte ne peut étre ajoutée en plus. Dans le cas indépendant, tres peu d’arétes
sont conservées a tort. Au vu du tableau, pour les techniques 2 et 3, le taux d’erreur est
plus élevé lorsque le taux de variables indépendantes est de 0.4, que s’il est de 0, 0.2, 0.8
ou 1.
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d=10 s | Technique | Taux d’erreur Taux de FN Taux de FP
glasso 0.0337 0 0.0337
Cas indépendant | 1 NP 0.0320 0 0.0320
arbre 0 0 0
glasso 0 0 0
Cas équi-corrélé 0 NP 0 0 0
arbre 1 1 0
glasso 0.3688 0.0275 0.3413
Cas par bloc 1 0.4 NP 0.3811 0.0662 0.3148
arbre 0.6220 0.6220 0
glasso 0.2344 0.0117 0.2226
Cas par bloc 2 0.8 NP 0.2311 0.0133 0.2177
arbre 0.2220 0.2220 0
glasso 0.1993 0 0.1993
Cas par bloc 3 0.2 NP 0.2035 0.00080 0.1955
arbre 0.8000 0.8000 0

TABLE 5.1 — Moyennes des taux d’erreur, de faux négatif et de faux positif pour différents
exemples générés a partir d’une loi multinormale de dimension d = 10.

Pour la derniere technique, le taux de faux positif est toujours nul, ce qui signifie
que les arétes ajoutées au graphe relient des variables qui sont effectivement dépendantes.
Cependant, comme le nombre d’arétes qu’il est possible d’ajouter au graphe avec cette
technique est tres faible, le nombre de faux négatifs est tres élevé. Cette technique possede
surtout des avantages lorsque le taux de variables indépendantes s est tres élevé. En effet,
pour le cas par bloc 2, le taux d’erreur de la technique d’estimation sous forme d’arbre est
plus faible que pour les deux autres techniques, tout comme dans le cas indépendant.

Il est aussi intéressant de comparer ces techniques pour des données de dimension plus
grande. Pour ce faire, les mémes simulations sont effectuées pour d = 20. Les différents
exemples sont les suivants :

— (as indépendant : © = Iy.

— Cas équi-corrélé : © = X 490.

— Cas par bloc 1: 6 = 20415 Diss .
0515  2o.4s

— Cas par bloc 2 : © = 2049 Do .
O1190 11

— (as par bloc 3 © = 20215 O1s2 )
0218 12
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Dans cette dimension, le nombre de parametres présents dans le triangle inférieur de
la matrice de concentration est de 190. Le cas par bloc 1 (resp. 2 et 3) possede 75 (resp.
154 et 37) zéros dans la demi matrice de concentration, ce qui signifie que s = 0.4 (resp.

s = 0.8 et s = 0.2). Les résultats obtenus sur base de ces différents exemples sont repris
dans la Table 5.2l

d =20 s | Technique | Taux d’erreur Taux de FN Taux de FP
glasso 0.0155 0 0.0155
Cas indépendant | 1 NP 0.0151 0 0.0151
arbre 0 0 0
glasso 0.9807 0.9807 0
Cas équi-corrélé | 0 NP 0.9810 0.9810 0
arbre 0.9998 0.9998 0
glasso 0.5646 0.5613 0.0032
Cas par bloc 1 0.4 NP 0.5685 0.5655 0.0030
arbre 0.6051 0.6051 0
glasso 0.1753 0.1687 0.0065
Cas par bloc 2 0.8 NP 0.1759 0.1686 0.0072
arbre 0.1894 0.1894 0
glasso 0.7861 0.7845 0.0016
Cas par bloc 3 0.2 NP 0.7854 0.7839 0.0014
arbre 0.8052 0.8052 0

TABLE 5.2 — Moyennes des taux d’erreur, de faux négatif et de faux positif pour différents
exemples générés a partir d'une loi multinormale de dimension d = 20.

Pour les deux premieres techniques, les résultats sont fort différents de ceux obtenus
en dimension 10. La principale cause de cette différence est que, dans cette dimension,
la valeur du parametre de pénalisation est fort élevée et le graphe estimé possede trop
peu d’arétes. Il semble donc qu’utiliser le critere BIC pour trouver une valeur adéquate
du parametre de pénalisation mene a une variation des types d’erreur selon la dimension.
Dans cette dimension, le taux d’erreur augmente lorsque s diminue, alors qu’en dimension
10, celui-ci était maximal au niveau de s = 0.4.

Comme premiere conclusion, le modele graphique obtenu a partir de la méthode non
paranormale est moins utile dans le cas de données suivant une loi multinormale car son
taux d’erreur est toujours supérieur a celui estimé pour la méthode glasso. De plus, il
semble judicieux de choisir le parametre de pénalisation des deux premieres techniques
d’une autre maniére qu’a 'aide du critere BIC. Le critere AIC ne permettra pas d’obtenir
des résultats plus représentatifs car il est basé sur le méme type de calcul.
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5.1.1 Changement du parametre de pénalisation

Etant donné que choisir le parametre de pénalisation en fonction des criteres AIC et
BIC ne semble pas adéquat, une autre fagon de choisir ce parametre pourrait peut-étre
faire diminuer le nombre d’erreurs commises pour les deux premieres techniques. Dans
larticle [21], la valeur du parametre de pénalisation est choisie de sorte a minimiser le
taux d’erreur. Ce choix sera aussi adopté dans ce mémoire pour les différents exemples qui
suivent. Pour trouver le parametre de pénalisation minimisant ’erreur, les taux d’erreur
des graphes estimés pour A allant de 0.01 a 1 par pas de 0.01 ont été calculés et la valeur
de X\ permettant de minimiser le taux d’erreur ainsi que le graphe estimé pour cette valeur
sont conservés.

Les moyennes des taux d’erreur, de faux positif et de faux négatif sont uniquement re-
calculées, pour les deux premieres techniques car la troisieme reste inchangée. Les Table 5.3
et Table [5.4] contiennent ces valeurs pour les différents exemples de la section précédente,
pour les dimensions d = 10 et d = 20.

d=10 s | Technique | Taux d’erreur Taux de FN Taux de FP
glasso 0 0 0
Cas indépendant | 1 NP 0 0 0
glasso 0.0106 0.0106 0
Cas équi-corrélé | 0 NP 0.0133 0.0133 0
glasso 0.1777 0.0402 0.1375
Cas par bloc 1 0.4 NP 0.1815 0.0400 0.1415
glasso 0.0660 0.0340 0.0320
Cas par bloc 2 0.8 NP 0.0717 0.0395 0.0322
glasso 0.1195 0.0104 0.1091
Cas par bloc 3 0.2 NP 0.1244 0.0097 0.1146

TABLE 5.3 — Moyennes des taux d’erreur, de faux négatif et de faux positif pour différents
exemples générés a partir d'une loi multinormale de dimension d = 10.

Choisir le parametre de cette facon permet de diminuer fortement le taux d’erreur de
ces deux premieres techniques. Cela montre qu’il est donc possible d’estimer un modele
graphique représentant une base de données dont les arétes sont placées correctement avec
un taux de confiance suffisamment élevé. De plus, le taux d’erreur a cette fois le méme
comportement en fonction de s, que d = 10 ou d = 20. Celui-ci est plus élevé lorsque
s = 0.4. Le taux d’erreur augmente cependant lorsque la dimension augmente et que le
nombre d’observations dans la base de données reste inchangé.
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d =20 s | Technique | Taux d’erreur Taux de FN Taux de FP
glasso 0 0 0
Cas indépendant | 1 NP 0 0 0
glasso 0.0501 0.0501 0
Cas équi-corrélé 0 NP 0.0553 0.0553 0
glasso 0.3047 0.0450 0.2597
Cas par bloc 1 0.4 NP 0.3069 0.0488 0.2581
glasso 0.1593 0.1341 0.0251
Cas par bloc 2 0.8 NP 0.1606 0.1351 0.0255
glasso 0.2025 0.0328 0.1696
Cas par bloc 3 0.2 NP 0.2086 0.0411 0.1675

TABLE 5.4 — Moyennes des taux d’erreur, de faux négatif et de faux positif pour différents
exemples générés a partir d’'une loi multinormale de dimension d = 20.

5.1.2 Taux d’erreur en fonction du taux de variables indépen-
dantes

Il est intéressant ensuite d’étudier le taux d’erreur des trois méthodes lorsque la struc-
ture de © ainsi que les valeurs composant la matrice sont aléatoires. Cela permet de gé-
néraliser I’étude du taux d’erreur en fonction du taux de variables indépendantes. Pour
ce faire, a chaque itération, une matrice de concentration © est construite de sorte qu’elle
contienne un certain taux s de valeurs nulles. Ensuite des données sont générées selon la
loi NV3(0,071) et les trois techniques sont appliquées. La construction de la matrice de
concentration est basée sur la construction effectuée dans [26]. Celle-ci est constituée des
étapes suivantes :

1. Soit s le taux de valeurs nulles dans © : s = Unif{0, 1].

2. Pour tout i < j,

Unif]0.25,0.75] avec une probabilité (1 —s) x 0.75
©,; = ¢ Unif|—-0.75,—0.25] avec une probabilité (1 —s) x 0.25
0 avec une probabilité s

3. Pour tout ¢ < j, ©;; = ©j; pour obtenir la symétrie et ©; = 1 pour tout 7.

4. Pour que O soit définie positive, poser, pour tout 7,
O5u =1—€min + 0.1 81 epin <0,

ol €,,in est la valeur propre minimale de ©.

Pour effectuer ces simulations, un nombre N = 200 d’itérations sont effectuées pour
lesquelles n = 200 données sont générées selon la loi Nip(0,©~1). Lors de chaque itération,
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le taux d’erreur, la valeur de s, le taux de faux positif et le taux de faux négatif sont

calculés.

Voici deux exemples de matrice de concentration créés en dimension d = 10 avec la
procédure ci-dessus. La premiere matrice posseéde un taux de valeurs nulles égal a 0.4 :

1.70 0

0 1.70
0.58  0.58
0.32  0.68

0 0.67
—0.26 0.45
0.36 0

0 —0.58

0 0
0.54 —0.41

La deuxiéme présente un taux de valeurs nulles égal a 0.7 :

1.84 0.29
029 1.84
0 0

0 —0.58
0.32 042
0 0.47
0.59 0.31
0 0.73
0 0.67
0 0

0.58

0.58

1.70
0

0.65
0

0.54

0.40

—0.74

0

0

0
1.84

—0.56

0
0.73
0.67
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(5.2)

En Figure 5.1 se trouvent les boites a moustaches représentant les estimations des taux
d’erreur, de faux positif et de faux négatif pour les trois techniques présentées. Sur base
de ces graphiques, il est facile de constater que pour les deux premieres techniques, les
erreurs commises sont davantage du type faux positif, alors qu’elles sont plutot du type
faux négatif pour la technique d’estimation sous forme d’arbre. De plus, les taux d’erreur
des techniques glasso et non paranormale sont presque identiques. La médiane du taux
d’erreur pour la deuxiéme technique est tout de méme légerement supérieure a celle de
la premiere technique. Ce qui signifie, a nouveau, que, lorsque les données suivent une loi
multinormale, il n’est pas nécessaire d’effectuer les transformations de la technique non

paranormale.
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FI1GURE 5.1 — Boites a moustaches représentant les estimations des taux d’erreur, de faux
positif et de faux négatif dans les graphes obtenus a ’aide des trois techniques présentées.
Les simulations sont effectuées pour n = 200 et d = 10.
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FIGURE 5.2 — Graphiques représentant le taux d’erreur en fonction du taux de variables in-
dépendantes s pour des modeles graphiques estimés a 'aide des trois techniques présentées.
Les simulations sont effectuées pour n = 200 et d = 10.
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La Figure représentant le taux d’erreur en fonction du taux de variables indépen-
dantes s pour des modeles graphiques estimés a 1’aide des trois techniques présentées,
permet de confirmer que les deux premieres techniques sont plus convaincantes pour des
données dont le taux de variables indépendantes est faible, c¢’est-a-dire s < 0.5. En effet,
le taux d’erreur augmente lorsque s augmente et que s < 0.5. Il diminue ensuite, une fois
que s > 0.5. Pour la derniere technique, peu d’erreurs sont commises lorsque s > 0.7, ce
qui est attendu car cette technique permet de construire des modeles graphiques possédant
peu d’arétes. Le taux d’erreur diminue donc, plus s augmente.

5.2 Taux d’erreur sous la loi normale asymétrique

Apres avoir estimé le taux d’erreur des différentes techniques sur base de données suivant
une loi multinormale, le cas de données suivant une autre loi est étudié. Comme déja
utilisée dans les chapitres 2 et 4, il s’agit de la loi normale asymétrique, car, pour celle-
ci, les dépendances entre les variables sont connues a partir des parametres a et € (voir
section 2.3.2). Comme, au vu des exemples sur la loi normale, utiliser les méthodes AIC
et BIC n’est pas adéquat pour trouver la valeur du parametre de pénalisation, ce dernier
sera choisi de sorte a minimiser le taux d’erreur.

Pour estimer le taux d’erreur des différentes techniques, n = 200 données sont générées
selon la loi normale asymétrique de parametres o et ). La matrice Y peut, dans ce cas,
étre définie par

V. 0 siQ;f:Oetaiaj:O
" 1 sinon.

Les taux de faux positif, de faux négatif et d’erreur peuvent donc étre calculés sur base de
ces deux parametres et de la matrice d’adjacence du graphe estimé.

Tout comme dans la premiere partie de la section précédente, différentes structures pour
les deux parametres seront utilisées pour créer les différents exemples et les dimensions
d = 10 et d = 20 seront étudiées. Ces structures sont aussi choisies de sorte a faire
varier le taux s de couples de variables indépendantes. Voici la description de ces différents
parametres dans le cas de la dimension d = 10 :

— Cas indépendant (s =1) :
e Ol =1
e o= (0,0,0,0,0,0,0,0,0,1)
— Cas équi-corrélé (s =0) :
o Ol =04Vi#jet Q' =1Vi
e a=(1,1,1,1,1,0,0,0,0,0)
— Cas 1 (s=04):
e O =0,=02 Vie{l,---,9} Ql,=0,=02 Vie{l,--,8},

2,0

Q;}:Osinonet Q;}:l Vie {1,---,10}
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e a=(1,1,1,1,1,1,1,0,0,0)
— Cas 2 (s=10.8):
o QZ—}H = Qi_+11,i =04 Vi e {1,---,6}, Q;j-l = 0 sinon et Qz_ll =1 Vi €
{1,---,10}
e «=(1,1,1,1,0,0,0,0,0,0)
— Cas 3 (s=0.2):
d Q;%rl = Qijrll,i 1: 02 Vi€ {17 79}7 Q'Zi1+81: Q;+18,i :1 02 Vi€ {172}7
Q;F3,i+8 = Q;+8,i+3 = 02 Vi € {1,2}, Q;+5,i+8 = Q;F8,i+5 =02V €
{1,2}, Q;j=0sinonet Q'=1 Vie{l,---,10}
e a=(1,1,1,1,1,1,1,1,0,0)

Les moyennes des taux d’erreur, de faux positif et de faux négatif pour ces exemples, basés
sur N = 100 itérations sont reprises dans la Table 5.5

d=10 s | Technique | Taux d’erreur Taux de FN Taux de FP
glasso 0 0 0
Cas indépendant | 1 NP 0 0 0
arbre 0 0 0
glasso 0.0002 0.0002 0
Cas équi-corrélé 0 NP 0.0008 0.0008 0
arbre 0.9973 0.9973 0
glasso 0.2297 0.1108 0.1188
Cas 1 0.4 NP 0.2322 0.1015 0.1306
arbre 0.5922 0.5922 0
glasso 0.0593 0.0562 0.0031
Cas 2 0.8 NP 0.0588 0.0555 0.0033
arbre 0.0804 0.0775 0.0028
glasso 0.1806 0.0202 0.1604
Cas 3 0.2 NP 0.1906 0.0257 0.1648
arbre 0.7726 0.7717 0.0008

TABLE 5.5 — Moyennes des taux d’erreur, de faux négatif et de faux positif pour différents
exemples générés a partir d'une loi normale asymétrique de dimension d = 10.

Au vu de la Table [5.5] le taux d’erreur est toujours plus élevé lorsque s possede une
valeur proche de 0.4 pour les deux premieres techniques. Ce taux est plus faible, pour la
technique d’estimation sous forme d’arbre, lorsque s = 0.8 ou s = 1. Le plus interpellant
dans cet exemple est que le taux d’erreur de la technique non paranormale est similaire a
celui de la technique glasso. Or, pour cette derniere méthode, ’hypothese de multinormalité
des données est violée.
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Lorsque la dimension des données est de d = 20, les parametres de la loi normale
asymétrique sont adaptés, mais les différentes valeurs du taux s de variables indépendantes
sont toujours respectées. Voici la description de ces différents parametres dans le cas de la
dimension d = 20 :

— Cas indépendant (s =1) :
e 071 =1y
e ayy=1leta;=0 Vie{l,---,19}
— Cas équi-corrélé (s =0) :
e O =04Vi#£jet Q=1 Vi
a; =1 Vie{l,--- 10} et a; =0 Vie {11, ---,20}
— Cas 1 (s=04):

d sz—i—l Qz+lz_02 VZE{l 19} sz+3 Qz+3z_02 V@E{l 2}a
Q1916_Ql619_02 Q117—9171—02 Dp1s = Qgo = 0.2, Q319—9193:
0.2, Q330 = Qg = 0.2, Qf—Osmonet{L =1 Vie{l,---,10}

a;=1Vie{l,--- 15} et a; = 0 Vi € {16, - ,20}

— Cas 2 (s =0.8):
OQ”1+1 QHllz—O.él Vi e {1,---,19}, QZ-_Jl:Osinon et Q;ilzl Vi €
1,10}
@, =1Yie{l,-- 8 et ay =0Vie{9--, 20}
— Cas 3 (s =0.2) :

o szlJrl = Q;jlz = 02 Vi € {17 719}7 le+17 - QZ+17Z =02 Vi €
{1,2,3}, Qz+3 17 = Qz+17z+3 =02 Vie{l,23}, Qz+5 17 = Qz+172+5 =
02 Vi € {123} Qg = Qe = 02 Vi € {123}, Qi =
92_0171820.2, Q- 1—OSlnometQ =1 Vie{l,---,10}

a¢:1Vi€{1,~~,17}etai:OVz€{18,-~,20}

Les moyennes des taux d’erreur, de faux positif et de faux négatif de ces exemples, basés
sur N = 100 itérations sont reprises dans le tableau [5.6]

Le fait que la technique non paranormale n’ait pas de meilleurs résultats que la tech-
nique glasso dans le cas de cet exemple est, en réalité, dii au fait que les données géné-
rées selon la loi normale asymétrique n’ont pas une distribution suffisamment éloignée de
la distribution multinormale. En effectuant les tests de multinormalité de Mardia et de
Henze-Zirkler sur des données générées selon la loi normale asymétrique, la multinormalité
des données n’est rejetée pour aucun des deux tests. La distribution des données n’étant
pas suffisamment éloignée de la distribution normale, utiliser les transformations de la
technique non paranormale avant d’utiliser la technique glasso ne permet pas d’obtenir de
meilleurs résultats.

98



d =20 s | Technique | Taux d’erreur Taux de FN Taux de FP
glasso 0.0251 0 0.0251
Cas indépendant | 1 NP 0.0250 0 0.0250
arbre 0.0002 0 0.0002
glasso 0 0 0
Cas équi-corrélé 0 NP 0 0 0
arbre 0.9654 0.9654 0
glasso 0.3276 0.0021 0.3255
Cas 1 0.4 NP 0.3338 0.0018 0.3320
arbre 0.4413 0.4317 0.0095
glasso 0.3782 0 0.3782
Cas 2 0.8 NP 0.3774 0 0.3774
arbre 0.0008 0.0008 0
glasso 0.2216 0.0033 0.2183
Cas 3 0.2 NP 0.2215 0.0023 0.2192
arbre 0.5828 0.5803 0.0025

TABLE 5.6 — Moyennes des taux d’erreur, de faux négatif et de faux positif pour différents
exemples générés a partir d’une loi normale asymétrique de dimension d = 20.

De plus, en comparant les Tables et entre elles ainsi que la Table avec la
Table [5.6] le taux d’erreur moyen pour cette loi est plus élevé que le taux d’erreur basé
sur la loi multinormale. Cela vient du fait que les deux premieres techniques ne tiennent
pas compte du parametre « intervenant dans la définition de la dépendance entre deux
variables. Ainsi, la technique glasso effectue un certain nombre d’erreurs lorsque les données
sont distribuées selon une loi qui n’est pas multinormale mais pas non plus trop éloignée
de la multinormale. De plus, la technique non paranormale ne permet pas de diminuer
ce taux d’erreur. Le taux d’erreur pour la technique sous forme d’arbre reste, quand a
lui similaire, voire légerement plus faible pour cette loi que pour la loi multinormale, en
comparant les tableaux avec et avec 0.6l Cette technique semble donc tenir

compte des dépendances effectives reprises dans la base de données.

En conclusion, lorsque les données suivent une loi proche d’une loi multinormale mais
qui n’en est pas une non plus, la technique glasso effectue un certain nombre d’erreurs
car les données sont considérées comme étant multinormales. Ainsi, seules les dépendances
reprises dans la matrice de concentration sont prises en compte dans la structure du graphe.
Ensuite, la technique non paranormale ne permet pas d’obtenir de meilleurs résultats. Ces
deux techniques ne semblent dont pas adaptées a ce type de données.
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5.3 Transformation de la loi multinormale

A titre de second exemple non gaussien, plusieurs articles, comme [21] et [22], com-
mencent par générer des données selon une loi multinormale et appliquent ensuite, a toutes
les variables, une transformation. Cette transformation peut étre de différents types. Dans
ce mémoire, deux types de transformations seront utilisées. De plus, pour faciliter les simu-
lations, ces transformations seront identiques pour toutes les variables. Lorsque des données
sont générées de cette fagon, le modele graphique créé sur base des données multinormales
de départ devrait étre identique au modele graphique obtenu sur les données apres transfor-
mation. En effet, les transformations sont appliquées sur chaque variable indépendamment
des autres variables, les dépendances entre les variables restent donc inchangées.

Pour ces deux cas, les mémes structures de matrice de concentration que pour le cas
normal sont utilisées. Les taux d’erreur, de faux positif et de faux négatif moyens seront
alors calculés pour les 5 exemples en dimension 10 et ensuite pour les 5 exemples en
dimension 20.

5.3.1 Transformation via la fonction de répartition

La premiere fonction de transformation est la fonction de répartition d’une loi normale
de moyenne 0.2 et d’écart-type égal a 0.4. Les fonctions de densité marginales univariées
deviennent alors bi-modales et plus normales, comme le montre la Figure représentant
les fonctions des densité estimées par noyau d’un vecteur univarié de 500 données, généré
selon une loi normale centrée réduite, avant et apres transformation.

Loi normale Répartition
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Densité
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FiGURE 5.3 — Fonctions de densité estimées par noyau d'un vecteur univarié de 500
données, généré selon une loi normale centrée réduite, avant et apres transformation a
I’aide de la fonction de répartition d'une loi normale de moyenne 0.2 et d’écart-type égal
a 0.4.
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La Table reprend les résultats des moyennes des taux d’erreur, de faux positif et
de faux négatif calculés sur base de 100 simulations et dans le cas de n = 200 données
générées en dimension d = 10.

d=10 s | Technique | Taux d’erreur Taux de FN Taux de FP
glasso 0 0 0
Cas indépendant | 1 NP 0 0 0
arbre 0 0 0
glasso 0.014 0.014 0
Cas équi-corrélé 0 NP 0 0 0
arbre 1 1 0
glasso 0.2495 0.0557 0.1937
Cas par bloc 1 0.4 NP 0.1788 0.0315 0.1473
arbre 0.6222 0.6222 0
glasso 0.1068 0.0664 0.0404
Cas par bloc 2 0.8 NP 0.0660 0.0317 0.0342
arbre 0.2222 0.2222 0
glasso 0.1711 0.0144 0.1566
Cas par bloc 3 0.2 NP 0.1222 0.0048 0.1173
arbre 0.8000 0.8000 0

TABLE 5.7 — Moyennes des taux d’erreur, de faux négatif et de faux positif pour différents
exemples générés a partir d’'une loi multinormale de dimension d = 10, transformée a 'aide
de la fonction de répartition.

La Table contient les différents taux dans le cas ot la dimension est égale a 20.

Lorsque les données sont générées de la facon précisée ci-dessus, celles-ci ne suivent pas
une loi multinormale. Les tests de Mardia et de Henze-Zirkler confirment cela en rejetant la
multinormalité. Il est donc attendu que la technique non paranormale ait un taux d’erreur
inférieur a celui de la technique glasso, ce qui est bien le cas. Une discussion plus approfondie
sur ces résultats sera donnée dans les sections 5.3.2 et 5.3.3.
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d =20 s | Technique | Taux d’erreur Taux de FN Taux de FP
glasso 0 0 0
Cas indépendant | 1 NP 0 0 0
arbre 0 0 0
glasso 0.1035 0.1035 0
Cas équi-corrélé | 0 NP 0.0268 0.0268 0
arbre 1 1 0
glasso 0.3753 0.0685 0.3067
Cas par bloc 1 0.4 NP 0.3114 0.0472 0.2641
arbre 0.6052 0.6052 0
glasso 0.1842 0.1743 0.0098
Cas par bloc 2 0.8 NP 0.1570 0.1335 0.0235
arbre 0.1894 0.1894 0
glasso 0.2531 0.0887 0.1644
Cas par bloc 3 0.2 NP 0.2092 0.0395 0.1696
arbre 0.8052 0.8052 0

TABLE 5.8 — Moyennes des taux d’erreur, de faux négatif et de faux positif pour différents
exemples générés a partir d’'une loi multinormale de dimension d = 20, transformée a 'aide
de la fonction de répartition.

5.3.2 Transformation via une fonction puissance

La deuxieme fonction de transformation est la fonction puissance. Cette fonction a la
forme

g(t) = sign(t)[t|,

ot a > 0 et sign(t) =1si ¢t >0 et —1 sinon. Pour cette section, a est choisi comme étant
égal a 3. Les fonctions de densité marginales univariées ont alors la forme d’un pic tres
aigu, comme le montre la Figure représentant les fonctions des densité estimées par
noyau d’un vecteur univarié de 500 données, généré selon une loi normale centrée réduite,
avant et apres transformation.

La Table reprend les résultats des moyennes des taux d’erreur, de faux positif et
de faux négatif calculés sur base de 100 simulations et dans le cas de n = 200 données
générées en dimension d = 10.
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FiGURE 5.4 — Fonctions des densité estimées par noyau d’un vecteur univarié de 500
données, généré selon une loi normale centrée réduite, avant et apres transformation a
I'aide de la fonction puissance g(t) = sign(t)|t]>.

d=10 s | Technique | Taux d’erreur Taux de FN Taux de FP
glasso 0 0 0
Cas indépendant | 1 NP 0 0 0
arbre 0 0 0
glasso 0.0393 0.0393 0
Cas équi-corrélé | 0 NP 0 0 0
arbre 1 1 0
glasso 0.2833 0.0715 0.2217
Cas par bloc 1 0.4 NP 0.1824 0.0328 0.1495
arbre 0.6222 0.6222 0
glasso 0.1626 0.1060 0.0566
Cas par bloc 2 0.8 NP 0.0673 0.0311 0.0362
arbre 0.2222 0.2222 0
glasso 0.1862 0.0320 0.1542
Cas par bloc 3 0.2 NP 0.1284 0.0075 0.1208
arbre 0.8000 0.8000 0

TABLE 5.9 — Moyennes des taux d’erreur, de faux négatif et de faux positif pour différents
exemples générés a partir d’'une loi multinormale de dimension d = 10, transformée a ’aide
d’une fonction puissance.

103



La Table [5.10] contient les différents taux dans le cas ou la dimension est égale a 20.

d =20 s | Technique | Taux d’erreur Taux de FN Taux de FP
glasso 0 0 0
Cas indépendant | 1 NP 0 0 0
arbre 0 0 0
glasso 0.1010 0.1010 0
Cas équi-corrélé | 0 NP 0.0260 0.0260 0
arbre 1 1 0
glasso 0.3699 0.0732 0.2966
Cas par bloc 1 0.4 NP 0.3082 0.0477 0.2604
arbre 0.6052 0.6052 0
glasso 0.1830 0.1754 0.0075
Cas par bloc 2 0.8 NP 0.1574 0.1321 0.0252
arbre 0.1894 0.1894 0
glasso 0.2551 0.0887 0.1663
Cas par bloc 3 0.2 NP 0.2067 0.0375 0.1692
arbre 0.8052 0.8052 0

TABLE 5.10 — Moyennes des taux d’erreur, de faux négatif et de faux positif pour différents
exemples générés a partir d’une loi multinormale de dimension d = 20, transformée a I'aide
d’une fonction puissance.

Lorsque les données sont modifiées a I'aide d’une fonction puissance, la différence entre
le taux d’erreur de la technique glasso et la technique non paranormale est plus élevée,
surtout dans le cas de la dimension d = 10. Cette différence dépendra donc de la forme
des fonctions de densité univariées et surtout de la mesure de différence entre la densité
multivariée et la densité multinormale. Ainsi, il est clair, dans ce cas, que la technique non
paranormale doit étre privilégiée a la technique glasso pour estimer le graphe de données
dont la multinormalité n’est pas respectée.

De plus, au vu des tableaux [5.3] et [5.9, le taux d’erreur pour la technique non
paranormale est toujours de la méme grandeur au sein du méme exemple. Cela montre donc
bien que le graphe estimé a 'aide de cette technique sera identique qu'une transformation
soit appliquée aux données multinormales ou non; ce qui n’est pas le cas de la technique
glasso.

Le taux d’erreur de la technique d’estimation sous forme d’arbre est lui aussi toujours
identique lorsque la structure du graphe attendu est inchangée et ce, quelle que soit la
fonction de densité des données. Le taux d’erreur de cette technique dépend uniquement
du nombre de couples de variables dépendantes.
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5.3.3 Comparaison graphique du taux d’erreur sous la loi nor-
male et lorsqu’elle est transformée

Pour une plus grande facilité d’interprétation, la comparaison des taux d’erreur des 3
techniques lorsque les deux transformations ci-avant sont appliquées aux données suivant
une loi multinormale peut se faire graphiquement. Pour ce faire, la technique de simu-
lation développée dans la section 5.1.2 est reprise; c’est-a-dire que le taux d’erreur sera
étudié en fonction du taux de variables indépendantes. Des boites & moustaches représen-
tant le taux d’erreur, de faux positif ainsi que de faux négatif seront représentées pour
chaque technique et chaque exemple (loi normale et les deux transformations). Le nuage
de points représentant le taux d’erreur en fonction du taux de variables indépendantes s
sera également représenté pour les différents cas.

Pour effectuer cette comparaison, une matrice de concentration © est générée de sorte
a avoir un taux s de valeurs nulles dans le triangle inférieur, avec s € [0, 1]. Ensuite
n = 200 données sont générées selon une loi N(0,07"). Pour considérer le cas normal,
ces données sont conservées telles quelles. Pour obtenir des données non normales, les
transformations utilisées précédemment sont appliquées a ces mémes données. Cela permet
donc de comparer les trois techniques sur des exemples identiques. Une fois que ces trois
ensembles de données sont obtenus, les trois techniques d’estimation de structure de graphe
sont appliquées sur chacun des ensembles. Au total, 9 taux d’erreur seront obtenus tout
comme 9 taux de faux positif, de faux négatif et de valeurs nulles dans le triangle inférieur
de la matrice de concentration. Cette procédure sera effectuée N = 400 fois pour pouvoir
construire des graphiques suffisamment représentatifs des taux réels.

Les boites a moustaches représentées a la Figure permettent de constater visuelle-
ment que le taux d’erreur de la technique glasso augmente lorsque les données ne suivent
plus une loi normale. Cette augmentation est principalement due a ’augmentation du taux
de faux négatif. Cela signifie que certains couples de variables sont considérés comme in-
dépendants dans le modele graphique alors qu’ils ne le sont pas en réalité. Le taux de faux
positif n’augmente que légerement dans le cas de la transformation par une fonction de
puissance.

Concernant la technique d’estimation non paranormale, il est clair, au vu du deuxiéme
graphique de la Figure 5.5, que le taux d’erreur reste inchangé, que les données suivent une
loi normale ou non, lorsque la structure du graphe est identique. Les taux de faux positif
et de faux négatif sont eux aussi égaux. Il est donc clair que la technique non paranormale
permet de normaliser les données et que cette technique sera plus performante lorsque
I’hypothese de multinormalité est violée.

Pour la derniere technique, estimant les modeles graphiques sous forme d’arbre ou de
forét, il ressortait des Table Table|5.7 et Table[5.9|que le taux d’erreur restait constant,
que les données suivent une loi normale ou non. Cependant, au vu des boites a moustaches
du dernier graphique de la Figure|5.5], celui-ci semble augmenter lorsque les données ont été
transformées, et plus particulierement, lorsque cette transformation est du type fonction
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puissance. De plus cette augmentation de I’erreur est due a 'augmentation du taux de faux
négatif, en tenant compte que le taux de faux positif a diminué. Ainsi, certains couples
de variables sont considérés comme indépendants dans le modele graphique alors qu’ils ne
le sont pas en réalité. Cela pourrait peut-étre étre du au fait que la dépendance entre les
variables est amoindrie lorsqu’une transformation est effectuée.
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FIGURE 5.6 — Nuages de points représentant le taux d’erreur en fonction du taux de
variables indépendantes pour les 3 techniques et selon que les données suivent une loi
normale ou que la loi normale soit modifiée a ’aide de la fonction de répartition ou d’une
fonction puissance.

107



Les nuages de points de la Figure [5.6| permettent de visualiser le taux d’erreur de
chaque technique en fonction du taux de variables indépendantes et ce pour les trois types
de données analysées. La premiere ligne de cette figure montre que le taux d’erreur pour la
technique glasso augmente légerement pour toutes les valeurs de s lorsque les données ne
suivent plus une loi normale ; mais qu’une augmentation plus élevée a tout de méme lieu
lorsque s est proche de 0.4. Sur la deuxiéme ligne de la Figure [5.6] les nuages de points sont
identiques, donc les modeles graphiques ont le méme nombre d’erreurs que les données aient
été transformées ou non, les modeles graphiques semblent donc étre identiques. Finalement,
les graphiques de la troisieme ligne montrent que I'augmentation du taux d’erreur lorsque
les données sont transformées est plus élevée lorsque s est proche de 0.

5.4 Conclusion

Lorsque les données suivent une loi multinormale, la technique glasso est a préférer.
En effet, celle-ci possede le taux d’erreur le plus faible quel que soit le taux de variables
indépendantes. Il est malgré tout nécessaire de trouver une bonne valeur pour le parametre
de pénalisation. Choisir cette valeur en minimisant le critere AIC ou BIC meéne a un taux
d’erreur plus grand que le taux d’erreur minimal possible. Ces critéres permettent tout de
méme de créer des graphes possédant tres peu de faux positifs. Ainsi, si deux variables
ne sont pas reliées dans le graphe, celles-ci peuvent étre supposées indépendantes avec un
niveau de confiance assez grand.

Choisir le parametre de pénalisation sans utiliser les criteres AIC et BIC peut se faire
de différentes manieres. Dans ce mémoire, d’autres techniques ont aussi été utilisées. Si
le graphe attendu doit posséder un nombre fixé d’arétes, alors il est possible de choisir
le parametre de pénalisation de sorte a obtenir ce nombre d’arétes. Si les dépendances a
priori entre les variables de la base de données sont connues, alors le nombre de couples de
variables dépendantes est un choix raisonnable pour le nombre d’arétes. Si celles-ci ne sont
pas connues, alors elles peuvent étre en partie estimées sur base de la matrice de corrélation.
Une autre fagon de choisir le parametre de pénalisation est de tracer le graphique du nombre
d’arétes du graphe en fonction de ce parametre. Si ce graphique posséde une zone constante
a un certain nombre d’arétes, alors ce nombre d’arétes pourrait étre un bon choix pour
trouver la valeur du parametre de pénalisation.

Lorsque les données ne suivent pas une loi multinormale, la technique non paranormale
permettra d’obtenir de meilleurs résultats. Tout comme pour la technique précédente, il
est nécessaire de trouver une valeur adéquate du parametre de pénalisation.

La technique d’estimation sous forme d’arbre permet, quant a elle, d’estimer des mo-
deles graphiques possédant peu d’arétes. Lorsque la structure du modele graphique est, a
priori, proche de celle d'un arbre, c¢’est a dire que le graphe possede peu de cycles, alors le
taux d’erreur de cette derniere méthode sera faible. Un autre avantage de cette technique
est que le taux de faux positif est nul ou presque pour les différents exemples. Cela signifie
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donc que lorsqu’une aréte est présente dans la forét créée sur base de cette technique, alors
la dépendance entre ces variables existe réellement.

Pour obtenir un maximum d’informations sur les dépendances entre les variables d’une
base de données, il peut donc étre utile de combiner deux modeles graphiques :

1. Utiliser la technique glasso ou non paranormale, selon que les données suivent une loi
multinormale ou non, pour définir des couples de variables indépendantes, sur base
des couples de variables non liées dans le graphe.

2. Utiliser la technique d’estimation sous forme de forét pour obtenir des couples de
variables effectivement dépendantes.
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Conclusion générale

Le but de ce mémoire était de représenter les dépendances entre les variables d’un
vecteur aléatoire ou d’une base de données sous forme d’un modele graphique. Pour ce faire,
plusieurs techniques ont été développées, chacune ayant ses avantages et ses inconvénients.

Pour débuter, seul le cas des vecteurs multinormaux fut considéré. Pour ceux-ci, les dé-
pendances entre les variables sont entierement reprises dans la matrice de concentration. Il
est donc nécessaire d’estimer cette matrice, mais pas seulement. En effet, lorsque cette der-
niere est estimée, elle ne posseéde aucun zéro, c¢’est-a-dire qu’aucun couple de variables n’est
indépendant. Cela mene donc a un graphe complet et inutile dans I’étude des dépendances
entre les variables. Pour contraindre les valeurs les plus faibles de 'estimation de la matrice
de concentration a étre nulles, la technique graphical lasso a été utilisée. Celle-ci consiste
a estimer les valeurs de la matrice de concentration en maximisant une log-vraisemblance
pénalisée. Qui dit pénalisation dit choix d’un parametre de pénalisation. Un choix classique
pour ce parametre consiste a minimiser les criteres AIC ou BIC. Cependant, il a été montré
dans ce mémoire, que ces critéres ne sont pas toujours adéquats.

Cette premiere technique étant basée sur 'hypotheése de multinormalité, une deuxieéme
technique a été développée dans le but de pouvoir créer des modeles graphiques représentant
les dépendances d'un vecteur aléatoire ayant une distribution continue quelconque. Cette
seconde technique est nommée non paranormale. Celle-ci consiste a transformer chaque
variable pour obtenir un vecteur aléatoire ayant une distribution multinormale et dont les
dépendances entre les variables sont identiques aux dépendances comprises dans le vecteur
aléatoire de départ. Lorsque le vecteur gaussien est obtenu, la technique glasso peut étre
appliquée afin d’obtenir une estimation de la structure du modele graphique et de pouvoir
le représenter.

Les modeles graphiques créés a partir des deux techniques ci-avant peuvent posséder
un nombre élevé d’arétes. Lorsque le but de I'analyse du vecteur aléatoire est de connaitre
les dépendances les plus fortes entre les variables, sans se soucier des dépendances qui
pourraient étre plus faibles, construire un modele graphique possédant un nombre d’arétes
limité serait plus opportun. La troisieme technique d’estimation de modeles graphiques
présentée dans ce mémoire a pour but de restreindre la structure du graphe a un arbre
ou une forét. Celui-ci possedera donc au maximum d — 1 arétes, ou d est la dimension du
vecteur aléatoire. Si davantage de couples de variables sont dépendants, alors seules les
dépendances les plus fortes seront représentées dans le graphe.
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Ces trois techniques ont finalement été comparées a travers leur taux d’erreur. Il res-
sort de cette comparaison que la technique d’estimation sous forme de forét est a pri-
vilégier lorsque le taux de variables indépendantes est faible ou quun graphe possédant
peu d’arétes est demandé. De plus, cette technique peut étre utilisée pour n’importe quel
type de vecteur aléatoire dont les variables sont continues. Lorsqu’un graphe possédant un
plus grand nombre d’arétes est attendu, les techniques glasso et non paranormale peuvent
étre utilisées. Celles-ci se différencient par le type de données pour lesquelles elles sont
les plus précises. La technique glasso est a privilégier pour les données gaussiennes, alors
que la technique non paranormale est a privilégier pour les données ne vérifiant pas cette
hypothese.
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loi normale multivarivee de matrice de covariances par bloc avec p = 0.4.

Le graphique de gauche représente ['arbre complet obtenu apres la pre-

miere etape d’estimation. Le graphe de droite est le graphe obtenu apres

la deuxieme étape de l'estimation. . . . . . . . .. ..o

7

1.7

Modele graphique représentant théoriquement les données générées a partir

de la loi normale asymeétrique.| . . . . . . ..o 0oL
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4.8 Modele graphique, tel qu'obtenu a l'aide de la technique d’estimation sous

forme d’arbre, représentant les données générées a partir de la loi normale

asymetrique.| . . . . ... e e e e e e

[4.9  Histogrammes des différentes variables sur lesquels I'estimation de la densité

univariée de chaque variable est représentée en rouge.| . . . . . . . ... ..

[4.12 Exemples d’estimation de densités univariées par noyau. L’histogramme est

créé a partir des données du groupe D; et la ligne rouge est la fonction de

[4.13 Exemples d’estimation de densités bivarieées par noyau. Ces estimations sont

basées sur les données du groupe Dy.| . . . . . ...

[4.14 Modeles graphiques sous forme d’arbre pour la base de données. Le gra-

phique de gauche représente 'arbre complet obtenu apres la premiere étape

d’estimation. Le graphe de droite est le graphe obtenu apres la deuxieme

etape de l'estimation.| . . . . . . . . ... o o

[>.1 Boites a moustaches representant les estimations des taux d’erreur, de faux

positit et de faux négatif dans les graphes obtenus a ['aide des trois tech-

niques presentees. Les simulations sont effectuees pour n = 200 et @ = 10.] .

[>.2  Graphiques représentant le taux d’erreur en fonction du taux de variables

indépendantes s pour des modeles graphiques estimés a I'aide des trois tech-

niques presentees. Les simulations sont effectuees pour n = 200 et @ = 10.] .

[>.3  Fonctions de densité estimées par noyau d’un vecteur univarié de 500 don-

nees, genére selon une loi normale centrée reduite, avant et apres transtor-

mation a l'aide de la fonction de répartition d’une loi normale de moyenne

0.2 et d’écart-type égal a 0.4.| . . . . . . . .. ... . ...,

[>.4  Fonctions des densite estimées par noyau d'un vecteur univarie de 500 don-

nees, genere selon une loi normale centrée réduite, avant et apres transtor-

mation a 'aide de la fonction puissance g(t) = sign(¢)[¢]*]. . . . . . . . ..

[5.5  Boites a moustaches représentant les taux d’erreur, de faux positif et de faux

negatif pour les 3 techniques et selon que les données suivent une loi normale

ou que la loi normale soit modifice a ['aide de la fonction de répartition ou

d’une fonction puissance.| . . . . . . . . ... oL
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[5.6  Nuages de points représentant le taux d’erreur en fonction du taux de va- |

riables indépendantes pour les 3 techniques et selon que les données suivent |

une loi normale ou que la loi normale soit modifiee a ['aide de la tonction de |

répartition ou d’'une fonction puissance.|. . . . . . ... ... L. 107
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