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Introduction

Historique du développement des ordinateurs quantiques Depuis de nombreuses
années, le développement d’ordinateurs quantiques est un challenge technologique et
théorique auquel s’intéressent aujourd’hui non seulement le milieu académique et les en-
treprises spécialisées dans le domaine, mais également d’autres grandes entreprises telles
qu’IBM, Google et Microsoft. Il est difficile de dater précisément le début de cette course.
Certains citent I’article de Richard Feynman dans les années 80, d’autres citent 1’algo-
rithme de Peter Shor en 1994. Quoi qu’il en soit, de nombreuses tentatives de réaliser un
ordinateur quantique ont émergé depuis I’algorithme de Shor. Ces tentatives ont exploi-
tées divers dispositifs tels que des ions piégés [1], des boites quantiques [2], un systeme
basé sur des techniques de résonance magnétique nucléaire [3] ainsi que les centres azote-
lacune (centres NV) dans le diamant [4]. Chacune d’elles présente des avantages et des
inconvénients (efficacité d’isolation du systeme, facilité de couplage avec le milieu et
bien siir les possibilités d’extension des systemes). Ces différentes plateformes physiques
(a’exception de la RMN qui ne satisfera jamais a la seconde exigence de Di Vincenzo [5]
pour la fabrication d’ordinateurs quantiques) sont toujours en course a I’heure actuelle.
Cependant, de toutes les plateformes physiques investiguées, celle basée sur 1’utilisation
de circuits supraconducteurs est sans conteste parmi les plus prometteuses.

L’étude des interactions entre les circuits supraconducteurs et les champs micro-ondes
pour le traitement quantique de I’information s’inscrit dans la théorie de 1’électrodyna-
mique quantique (QED). Les circuits QED ont permis de nombreuses avancées tant au
niveau de la recherche fondamentale de I’interaction lumiere-matie¢re qu’au niveau du dé-
veloppement de technologies dans le domaine de 1’informatique quantique. Les premieres
études sur la physique des circuits supraconducteurs remontent aux années 80 lorsque les
chercheurs se sont mis en quéte de "systemes quantiques macroscopiques” [6] dans le but
de tester I’hypothese selon laquelle 1’équation linéaire de Schrodinger pourrait étre élargie
a des systemes physiques macroscopiques. Pour cela, les jonctions Josephson formant un
SQUID (un anneau supraconducteur coupé par deux isolants minces, c.-a-d. deux jonc-
tions Josephson) semblaient tres prometteuses. Les quantités macroscopiques dans les
jonctions Josephson sont le courant et la tension a travers la jonction. Le premier phéno-
mene quantique observé sur ces jonctions était 1’ effet tunnel [7], qui a été rapidement suivi
par la mesure d’énergies quantifiées [8]. Suite a ces découvertes, les chercheurs ont com-
mencés a s’intéresser a la possibilité d’utiliser les circuits a jonction Josephson dans la re-
cherche de technologies en lien avec I’informatique quantique [9]. Le plus gros probleme
de ces technologies est le maintien de la cohérence sur des échelles de temps suffisam-
ment longues afin de pouvoir résoudre des problemes d’utilité pratique [10]. Les circuits
supraconducteurs ont permis la réalisation de processeurs quantiques. En 2009, un tel pro-
cesseur a deux qubits a permis I’implémentation de 1’algorithme de Deutsch-Jozsa [11].
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Depuis lors, de nombreux progres se sont succédés dans le domaine. Notamment sur I’ as-
pect détection des erreurs grace a des réseaux bidimensionnels de transmons [12]. Le
qubit de type transmon est en effet I’un des qubits supraconducteurs le plus largement
étudié, tant d’un point de vue de la recherche fondamentale que dans le développement
des technologies quantiques [13].

Ou en sommes-nous aujourd’hui? Fin de I’année 2019, Google publia dans la cé-
Iebre revue Nature un article dans lequel leur groupe affirmait avoir réussi a créer un
processeur qui atteint la suprématie quantique [14]. Autrement dit, leur processeur serait
capable de réaliser une tache que le plus puissant ordinateur classique actuel serait inca-
pable de réaliser en un temps raisonnable. Selon I’article, le processeur a réalisé une tache
d’échantillonnage en vue de déterminer la distribution de probabilité de tous les résultats
possibles d’un générateur quantique de nombres aléatoires. Dans la pratique, cela n’a
que peu d’intérét, mais cela présente I’avantage de pouvoir confronter ce processeur aux
ordinateurs classiques les plus puissants (en 1’occurrence, le superordinateur américain
Summit construit par IBM). L’ ordinateur de Google a produit une réponse a ce probléeme
en seulement 200 s. En décomposant le probleme en petits morceaux et en extrapolant
les résultats, ils ont estimés qu’il faudrait a Summit plus de 10 000 ans pour fournir une
réponse au méme probléme. Evidemment, IBM s’est défendu en répondant qu’en optimi-
sant la simulation, Summit pourrait répondre au probléme en 2.5 jours, ce qui remettrait
en cause la démonstration de la suprématie quantique. Néanmoins, il reste que la résolu-
tion d’un probléme aussi complexe en a peine un peu plus de 3 minutes est un progres
majeur dans le développement des ordinateurs quantiques. Le processeur quantique de
Google, nommé Sycamore, est compos€ d’un ensemble de 53 qubits de type transmon
agissant chacun comme un oscillateur faiblement anharmonique dont la fréquence de ré-
sonance est comprise dans la fourchette de 5 a 7 GHz. Chaque qubit est controlé par des
micro-ondes et par un flux magnétique permettant de contrdler la fréquence de résonance.
Chaque qubit est connecté a une ligne de transmission linéaire et a ses voisins par des
coupleurs. Le processeur est fabriqué en utilisant de I’aluminium pour la métallisation et
les jonctions Josephson, et de I’indium pour les liaisons entre les deux wafers de silicium.
La puce est reliée a une carte électronique supraconductrice et refroidie a une tempéra-
ture inférieure a 20 mK. La figure 1 montre une photo de la puce de Google. Les qubits
supraconducteurs contenant des jonctions Josephson simulent, dans certains régimes de
parametres, le comportement des atomes. Par ailleurs, leur étude a permis de mettre en
évidence des phénomenes particuliers liés a leur taille, non observés avec des atomes, ce
qui a mené au domaine émergent des atomes géants.

L’émergence des atomes géants Les modeles d’interaction entre la lumiere et la ma-
tiere se basent en général sur une série d’approximations, telle que 1I’approximation dipo-
laire électrique ou I’atome est considéré tres petit par rapport a la longueur d’onde avec
laquelle il interagit. Si le rapport entre la taille de ’atome et la longueur d’onde aug-
mente, cette approximation n’est plus valide. On octroie le qualificatif de "géants" a ce
type d’atome. La taille typique d’un atome ([) est de I’ordre de I’ Angstrém, et lorsqu’il
interagit avec un champ €lectromagnétique de longueur d’onde A ~ 107¢ — 10~" m, le
rapport [ /\ varie dans une gamme allant de 10~* 2 107, On peut augmenter ce rapport en
faisant interagir des atomes artificiels, c.-a-d. des systemes quantiques fabriqués comme
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FIGURE [ — Photographie de la puce Sycamore. D’apres [14].

les boites quantiques ou les qubits supraconducteurs, avec des ondes électromagnétiques
ou acoustiques. Les qubits supraconducteurs peuvent atteindre des tailles [ ~ 10~* — 1073
m et interagir de facon résonante avec des phonons dont la longueur d’onde est de 1’ordre
de A ~ 1079 m. Il est évident que, dans ce cas, 1’approximation dipolaire n’est plus valide.
Motivé par cette expérience, de nombreuses €tudes sur ces "atomes artificiels géants" se
sont succédées aussi bien sur le plan théorique qu’expérimental. Dans ce mémoire, nous
nous proposons de retracer 1’évolution de ce nouveau domaine qu’est celui des atomes
géants supraconducteurs.

Contenu du mémoire La fabrication d’atomes artificiels considérés dans ce travail se
base sur la supraconductivité associée a la physique des circuits électriques. En effet,
des tels atomes artificiels sont constitués de condensateurs, de résistances et de jonctions
Josephson. Pour exploiter au mieux les caractéristiques d’une jonction Josephson, le sys-
teme a besoin d’étre refroidi a de treés basses températures (~mK). Pour une meilleure
compréhension de ces systemes, les bases de la physique de la supraconductivité et des
jonctions Josephson sont rappelées au chapitre 1. Les composants électriques classiques
tels que les condensateurs et les inducteurs, ainsi que les concepts de bases des circuits
LC, sont brievement abordés au chapitre 2. Une fois les différents composants introduits,
nous discutons de la procédure de quantification de ces circuits au chapitre 3, qui passe
par leur description hamiltonienne. Pour qu’un circuit électrique puisse étre assimilé a un
atome, il est essentiel qu’il possede des niveaux d’énergie discrets. En effet, cela permet
de ne sélectionner que certaines transitions afin de réduire le spectre a deux (ou quelques)
niveaux distincts, réalisant de la sorte un qubit (qudit) supraconducteur. Cette réduction
fait I’objet du chapitre 4.

Les atomes artificiels supraconducteurs sont couplés a une ligne de transmission, et le
systeme n’étant pas un systeme isolé, son évolution est décrite par une équation maitresse
dont la forme est établie au chapitre 5. C’est au cours du chapitre 6 que nous discutons
des atomes artificiels géants et la fagon dont ils peuvent étre obtenus a 1’aide des qubits
supraconducteurs. Dans ce chapitre, nous présentons également comment les chercheurs
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ont pu réaliser de tels atomes et en vérifier certaines propriétés expérimentalement.
Finalement, le chapitre 7 est consacré a I’étude de chaines comprenant de multiples
atomes et présente les résultats de simulations numériques sur 1’effet d’une perturba-
tion sur la position relative des atomes dans une configuration ou ils sont insensibles a
la décohérence.



Chapitre 1

Supraconductivité et jonction
Josephson

A trés basse température, 1’énergie d’un systéme est faible et les états mis en jeu
sont proches du niveau fondamental. Dans ce cas, les effets quantiques peuvent avoir des
conséquences macroscopiques. Dans ce chapitre, nous utilisons le formalisme de la mé-
canique quantique pour obtenir la forme de la fonction d’onde des électrons (des paires de
Cooper) dans un matériau supraconducteur. Sur base de celle-ci, nous expliquons ensuite
I’effet Josephson. Au passage, nous rappelons les notions de potentiels vecteur et scalaire
et leur lien avec les champs électrique et magnétique. Nous définissons la densité de cou-
rant de probabilité d’une particule chargée plongée dans des champs et 1’explicitons dans
le cas d’un supraconducteur.

1.1 Rappels sur les potentiels électromagnétiques

Les équations de Maxwell permettent de déterminer les champs électrique et ma-
gnétique créés par des sources arbitraires. Sous forme locale, les équations de Maxwell
s’écrivent

V.D = p, (1.1)
V.B=0, (1.2)
. . 9B

E=_2 1.
V x BT (1.3)
1)

H=J+2= 1.4
V x J BT (1.4)

ou
D= f(E), J=g(E), B = h(H), (1.5)

sont les relations de constitutions, pouvant parfois étre complexes, avec Dle déplacement
diélectrique, J la densité de courant et B le champ magnétique. Nous allons a présent
utiliser deux théorémes d’analyse vectorielle :

Théoreme 1. Soient F', G deux champs vectoriels et V un champ scalaire :

5
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<l

1. SiVxE=0=3V:F=VV

2. SiVF=0=3G:F=V xG

Des lors, par I’équation (1.2) associée au point 1 du théoréeme 1, on en conclut qu’il
existe un champ vectoriel, noté A et appelé le potentiel vecteur, qui satisfait la relation

B=V x A. (1.6)

A partir de I’équation (1.3) et en considérant I’équation (1.6), nous avons

. 0 /= 0A

VXE:_§<VXA>__VXE
L 0A .

<:>VX<E+§)—O

D’ou, par le point 2 du théoréme 1, il existe V' tel que

E+ —=-VV
T
| - 0A

— E=-VV - —. 1.7
5 (1.7)
Le signe — devant V'V est choisi par convention, car il simplifie les discussions dans le
cadre de I’électrostatique, dont nous ne discuterons pas ici. En résumé, les champs £ et

B peuvent s’écrire en termes des potentiels électromagnétiques A et VV comme
E = —VV - —, 1.8
5 (1.8)
V x A. (1.9)

o]l
I

1.2 Densité de probabilité et équation de continuité

Une particule de charge ¢ se déplagant dans un champ électromagnétique a vitesse U
subit une force de Lorentz et I’équation classique du mouvement est donnée par

27 - L
manghmu:q<E+va>. (1.10)

Dans le formalisme hamiltonien (voir chapitre 3), en utilisant les équations (1.8) et (1.9),
on montre [15] que I’hamiltonien classique du systeme a pour expression
1 . 2
H(7 1) = o— (7= qA(7 1)) +aV(7e). (L.11)
2m
En mécanique quantique, le vecteur p est promu au rang d’opérateur,
ho

ﬁ%ﬁ:;v. (1.12)
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Quantiquement, 1’état d’une particule de charge ¢ se déplacant dans un champ électroma-
gnétique est décrit par une fonction d’onde (7, t). L’équation d’évolution a laquelle elle
obéit est I’équation de Schrodinger, qui, dans notre cas, s’écrit

L OY(T)t)
ih BT

- 1 (ho -\ (h= >
— () = [— (—.v - qA) (—.v - qA) ¥ qV} BED, (113)
2m \ 1 )

ou ¢V estI’énergie potentielle électrique. La fonction d’onde (7, t) est interprétée comme
une amplitude de probabilité de présence, de sorte que |)(7, )| est vu comme une densité
de probabilité de présence [16]. Si en un instant donné, la probabilité de trouver la parti-
cule a un endroit diminue, alors elle doit augmenter en un autre endroit. Il doit donc exister
un courant de probabilité J qui obéit a I’équation de continuité (équation de conservation
locale de la probabilité)

(9p oo
—-V.J, 1.14
5% (1.14)

p(7yt) = (7 ) (7 1) = (7, 1)), (1.15)

L’équation (1.14) traduit une continuité. En effet, elle montre qu’une particule ne peut
disparaitre en un endroit pour apparaitre ailleurs sans un écoulement continu de densité de
probabilité entre ces deux positions. En combinant les équations (1.13), (1.14) et (1.15),

nous obtenons N
R gA
Jzélzb (p d )ww( ) w*], (1.16)

1.3 Fonction d’onde dans un supraconducteur

A trés basses températures, certains métaux deviennent supraconducteurs. Autrement
dit, leur résistance au passage d’un courant devient nulle. L’explication de ce phénomene
dans le cas le plus simple est basée sur la notion de paire de Cooper. Dans un métal su-
praconducteur, les interactions entre les électrons et les vibrations des atomes du réseau
provoquent une attraction effective entre les électrons qui se "lient" par paires. Ces enti-
tés, composées de deux fermions, sont donc des bosons. En effet, si I’on permute les deux
électrons d’une paire, la fonction d’onde associée change deux fois de signe, ce qui la
laisse inchangée. Chaque paire d’électrons est donc un boson par définition. En revanche,
I’énergie de liaison étant tres faible, une faible température peut étre suffisante pour briser
la paire. On observe donc un état supraconducteur lorsque la température est suffisam-
ment basse (la valeur dépend du métal choisi). A partir du moment oil on crée des paires
d’électrons, chacune d’elles agit comme une particule pouvant étre décrite par une seule
et méme fonction d’onde. L’équation de Schrédinger associée est ressemblante a 1’équa-
tion (1.13) mais ou ¢ a pour valeur le double de la charge d’un électron.

Cependant, pour toute température finie non nulle, il existe toujours des électrons non
appariés puisque la probabilité qu’une paire se rompe est proportionnelle a exp(— Epaire /kpT).
Il est donc difficile de donner une valeur exacte a la masse m dans 1’équation de Schro-
dinger. Néanmoins, lorsqu’on travaille a température de I’ordre de quelques dizaines de
mK, tous les électrons appartiennent a une paire de Cooper [17]. Chacune d’elles étant
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un boson, elles peuvent toutes se trouver dans le méme état, c.-a-d. celui d’énergie la plus
basse. Si on considere un grand nombre de particules, dans chaque volume d®r = dxdydz
se trouve un nombre de particules proche de [¢|2d®r. Dans ce cas ||, qui était défini
comme une densité de probabilité de présence, peut étre assimilé a une densité de parti-
cules [15]. Si ces particules sont de charge ¢, alors le produit gi) = U est tel que |¥|?
possede les unités d’une densité de charges p,, soit des C/m®. Par I’équation de conti-
nuité (1.14), il vient que J, qui était la densité de courant de probabilité, devient alors
une densité de courant électrique. La fonction d’onde W peut toujours s’écrire sous forme
polaire

(7, t) = \/pg 1), (1.17)
avec p, la densité de charges et 0 la phase. Afin de clarifier le role de la phase, substituons
I’équation (1.17) dans (1.16). La densité de courant prend alors la forme

— h — —

J=2 (ve _ QA) 0. (1.18)
m h

Or, d’une maniere générale, la densité de courant est exprimée comme le produit de la

densité de charges par la vitesse,

J = p,¥, (1.19)

d’ou par identification . .
mv = hVH — qA. (1.20)

La quantité AV est appelée le moment dynamique. La phase seule n’est donc pas une
observable, comme I’est p,, mais son gradient correspond a I’impulsion p puisque mv =
p— qA.

1.4 Effet Josephson

Une jonction est dite Josephson lorsqu’elle implique deux supraconducteurs séparés
par un isolant. Comme nous le verrons dans cette partie, un courant peut s’établir entre
les deux conducteurs si I’isolant est suffisamment mince (de I’ordre du nm). Cet effet se
présente sous deux types : continu et alternatif.

1.4.1 Effet Josephson continu

Soit une couche mince d’isolant séparant deux conducteurs tel que représentée a la
figure 1.1. Pour des raisons qui paraitront plus claires par la suite, nous allons considérer
que les deux conducteurs sont identiques. Si nous nommons V; = qi; et ¥y = qi)s les
fonctions d’onde des paires d’électrons se trouvant respectivement sur les conducteurs 1
et 2, I’équation de Schrodinger prend la forme

7

m% = UV, + KU,, (1.21)
7

m% = UyUy+ KV, (1.22)

ou K est une constante qui dépend de la jonction et permet de traduire un couplage entre
les deux conducteurs, et U, (v = 1, 2) est I’énergie des paires dans le supraconducteur a.
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INSULATOR

SUPERCONDUCTOR

FIGURE 1.1 — Jonction Josephson : deux supraconducteurs séparés par une fine couche d’isolant.
D’apres [18].

Pour mettre en évidence I’effet Josephson continu, il n’est pas nécessaire de connecter les
deux supraconducteurs a un générateur. Dans ce cas, U; = U, = 0, et nous avons

L0y

— = KV 1.2
ih 5 2, (1.23)
L 00,

— = KV,. 1.24
ih ot 1 ( )

Ecrivons les fonctions d’ondes associées aux paires d’électrons sous la forme

U, = pr e, (1.25)
Uy = ppe, (1.26)

ou p,, représente la densité de paires d’électrons de la partie « et 6, correspond a la phase.
En substituant les équations (1.25) et (1.26) dans (1.23) et (1.24), et en égalant les parties
réelles et imaginaires, nous obtenons un systéme de quatre équations

pr = +%K\/m sin § (1.27)
po = —%K\/M sin 0 (1.28)
by = —% % cos § (1.29)
0, = —% % cos ) (1.30)

avec 0 = 6y — 6;. Les équations (1.27) et (1.28) montrent qu’en absence d’une tension
sur les deux conducteurs, p; = —ps, ce qui décrit un courant allant du co6té 1 vers le coté
2 d’intensité 5

I = ?_LK\/M sin 9. (1.31)

Ce courant est donc uniquement fonction de la différence de phase J entre les deux
conducteurs. En absence de générateur, nous avons donc un courant constant a travers
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la jonction dont la valeur est uniquement déterminée par la phase relative entre les deux
conducteurs. C’est I’ effet Josephson continu. En nommant p; = ps = pg et 2K pg/h = I,
nous obtenons I’équation de Josephson

I = I sind. (1.32)

1.4.2 Effet Josephson alternatif

Si nous relions les deux conducteurs a un générateur de tension continue, ce dernier
va appliquer une tension V' de part et d’autre de la jonction. Dans le systeme d’équa-
tions (1.21)—(1.22), nous avons alors U; — Uy = ¢V'. En définissant le zéro en énergie a
mi-chemin de la différence de potentiel totale, nous avons

LoV V
LoV V

Dans le systeme de quatre équations (1.27 a 1.30), les deux premieres restent identiques et
le courant traversant la jonction suit toujours 1’équation (1.31). Seules les deux dernieres
sont modifiées par la contribution du générateur et nous avons

2

pl = —{—EIK\/ppo sin § (127)
. 2 .
po = —ﬁK\/pgpl sin & (1.28)
. K p qv
0, = i\ o cos o (1.35)
- K [p qV
Oy = ——,/— 0+ — 1.

H i\ o cosd + o (1.36)

En ce qui concerne les équations (1.35) et (1.36), la différence nous donne le résultat
important suivant

5:9'2—9'1:%. (1.37)
Par intégration, cela implique
5(t) = 6 + %/V(t’)dt’, (1.38)

avec Jg la différence de phase a I’instant initial ¢ = 0. En plagant un générateur DC avec
une ddp V), I’équation (1.32) devient

1 = Iysin (8 + Vot ). (1.39)
Nous avons donc un courant oscillant a la fréquence (plus exactement la pulsation)
1%
Wo = q—ho. (1.40)

C’est Ieffet Josephson alternatif. Enfin, si h est faible devant le produit V{¢, alors le sinus
oscille rapidement et le courant net a travers la jonction est nul.



Chapitre 2

Rappels sur les circuits électriques

Un qubit supraconducteur se base sur I’effet Josephson tel que décrit au chapitre pré-
cédent. Cependant, sa mise en oeuvre nécessite également des condensateurs et des induc-
teurs, le tout agencé de maniere a former un circuit électrique complet. Dans ce chapitre,
nous introduisons la notion de variables dynamiques d’un circuit électrique et, apres un
rappel sur ce qui peut le composer, nous I’illustrons sur le circuit LC classique.

2.1 Notions fondamentales sur les circuits

Un circuit est un réseau de branches b connectées par des noeuds. Sur chaque branche,
nous considérons uniquement des éléments bipolaires, autrement dit sur chaque branche
se trouve un seul élément, comme le montre la figure 2.1.

branch D two-pole
element

FIGURE 2.1 — Exemple de réseau d’éléments formant un circuit. D’apres [17].

2.1.1 Variables dynamiques et énergies

Soit b une branche du circuit. Un élément présent sur b est caractérisé par deux va-
riables : la tension aux bornes de 1’élément V},(t) et le courant [,(¢). Lorsqu’on cherche

11
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le courant dans une branche, il est commun dans un premier temps d’en imposer un sens
qu’on peut considérer comme arbitraire a ce stade et qui va déterminer le signe de ce cou-
rant. Pour des raisons qui apparaitront plus claires par la suite, on va utiliser la convention
que I’orientation de la tension sera opposée au courant comme sur la figure 2.2.

A v

Vo(t) | [D] | Lo(t)

!

FIGURE 2.2 — Convention de signes. Adapté de [17].

La tension dans une branche V;(t) ainsi que le courant qui la parcourt /(¢) peuvent étre
définis a partir des champs électrique et magnétique tels que

finde b . .
Vy(t) = / E(F,t).di Q.1
début de b
1 — -
L) = - 7{ B(F,t).ds, 22)
0 J autour de b

ou l’intégrale de chemin du champ magnétique se fait le long d’un lacet fictif entou-
rant une branche du circuit. Il s’agit simplement du théoreme d’ Ampere appliqué a une
branche du circuit [15].

La puissance absorbée par un élément est le produit de la tension aux bornes de 1’élé-
ment par le courant qui le traverse. Si nous voulons déterminer I’énergie totale &(t) ab-
sorbée par I’élément jusqu’a un temps ¢, il suffit d’intégrer la puissance sur la période de
temps €coulée telle que .

6i) = [ V)R 23)
—0o0
ou la borne temporelle inférieure réfere au moment o le circuit n’était pas traversé par un
courant. Un élément est dit dispersif (ou conservatif) si I’énergie est stockée sous forme
d’énergie électrique ou magnétique.

2.2 Les différents types d’éléments dans un circuit
Avant de voir comment il est possible d’implémenter un qubit avec des circuits élec-

triques, rappelons certaines notions de base des composants que nous allons utiliser dans
les circuits LC.
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2.2.1 Le condensateur

Un condensateur, symbolisé par 4{ }7, est un dispositif permettant d’emma-
gasiner des charges et de 1’énergie électrique. Il consiste en deux plaques conductrices
séparées par un isolant et joue un rdle essentiel dans des dispositifs variés tels que les
flashs électroniques, les postes de radio ....[19] Si nous relions le condensateur a un dis-
positif générant une différence de potentiel V' (¢) (ou tension), la charge présente sur les
armatures va progressivement augmenter jusqu’a atteindre un équilibre. Lorsque ce der-
nier est atteint, la norme de la charge présente sur I’une ou 1’autre des armatures vaudra
(o- Un condensateur est un élément dit dispersif pour lequel la tension a ses bornes est
une fonction uniquement de la charge Q)(¢). On avons donc en toute généralité

V(t) = f(Q(1)). 24

Pour ces types d’éléments dispersifs, on définit une capacité, fonction uniquement de la
charge et telle que

-1
ﬂ} : (2.5)

C(0) =

-1

Appliquée au condensateur, cette capacité est une constante indépendante de la charge et
donc C(Q) = C. Par les équations (2.4) et (2.5), on montre facilement la relation linéaire
entre la tension et la charge,

Qt) = C.V (D), (2.6)

avec (), la capacité exprimée en farad (F). L’énergie que I’on peut emmagasiner dans un
systeme de charges est donnée par le travail extérieur qu’il faut amener pour rassembler les
charges de mémes signes sans changement d’énergie cinétique. Autrement dit, appliqué
au condensateur, cela correspond au travail nécessaire pour le charger. Nous avons donc

Qo Qo )y QOQ
Wept = 6, = VdQ' = —dQ' = —. 2.7
== [ vag = [T Gar =52 @)

2.2.2 La self ou bobine

Une bobine, symbolisée par —/ 0000 —, permet une production d’auto-induction
dans le circuit. En effet, si une bobine produit un champ magnétique variable, elle produit
également a ses bornes une force électromotrice ce qui augmente la différence de potentiel
a ses bornes.Tout comme un condensateur, une self est un élément dispersif, mais cette
fois le courant est fonction du flux magnétique ¢ qui la traverse.

I(t) = g(®(1)). 2.8)

Tout comme on caractérise un condensateur par sa capacité, une bobine est caractérisée
par son inductance L, exprimée en henry (H). Cette inductance est, en toute généralité,
définie a partir du flux tel que

L(®) = [j—g} B . (2.9)
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Cependant, dans le cas d’une self, I’inductance est une constante et nous avons L(®) = L.
Si la bobine possede N spires, par les équations (2.8) et (2.9), nous avons

o

I(t) = N—. 2.10
()= N7 2.10)
Aux bornes d’une self placée dans un circuit, nous observons une tension V (¢) telle que
dl
V(t)=L—. 2.11
(t) =L 2.11)

En ce qui concerne I’énergie emmagasinée dans une bobine, nous pouvons la déterminer
de la maniere suivante. Considérons le circuit RL de la figure 2.3. En symbolisant le

@,

L

FIGURE 2.3 — Circuit RL série

courant /, la loi des mailles de Kirchhoff nous donne

dI
V=RI+L—. 2.12
+Lo (2.12)

De plus, nous pouvons obtenir la puissance dissipée P en multipliant cette dernicre rela-
tion par / ce qui nous donne I’expression

dl
P=RI*+ LI—. (2.13)

dt
De cette relation, nous observons trois termes. Le membre de gauche correspond a la
puissance totale fournie par la pile, le terme RI? est la puissance dissipée dans la résis-

tance, enfin le dernier terme correspond au taux auquel 1’énergie est fournie a la bobine.

En renommant ce taux, ddif nous avons
dé&y, dl
— = LI— 2.14
dt dt’ 214
ce qui par intégration entre 0 et I, donne I’énergie totale emmagasinée dans la bobine
I 2
LI
éaL:/ LI’dI’:T. (2.15)
0

En comparant les équations (2.7) et (2.15), nous constatons que 1’énergie emmagasinée
dans un condensateur dépend de la charge qu’il peut accumuler, ce qui génere un champ
électrique, tandis que 1’énergie emmagasinée dans une bobine dépend du courant qui la
traverse et génere un champ magnétique. Le stockage de I’énergie se fait donc dans deux
champs différents.
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2.2.3 La jonction Josephson

Afin de pouvoir assimiler le circuit a un qubit, il est nécessaire d’avoir un élément
non linéaire. Ce rdle est rempli par une jonction Josephson que nous modélisons par
un élément purement supraconducteur (appelé élément Josephson et représenté par une
croix) et pouvant étre schématisée par une bobine non linéaire (figure 2.4a). En parallele
de I’élément Josephson, nous considérons un condensateur dont les parois sont formées
d’éléments supraconducteurs afin de représenter la barricre isolante dans la jonction Jo-

sephson.
a SUPER-
CONDUCTOR
TUNNEL” [l:
BARRIER SUPER-
CONDUCTOR

"N N

FIGURE 2.4 — (a) : Jonction Josephson physique a gauche et sa représentation dans un circuit
électrique a droite. (b) La ligne en pointillé : relation courant-flux dans une bobine d’inductance
équivalente a celle de la jonction. La ligne en trait plein : relation entre le courant traversant la
jonction et le flux généralisé a travers. Adapté de [17].

Comme pour le condensateur et la self, une jonction Josephson possede un flux @ ;.
Par les équations (1.32) et (1.38), il vient que :

I(t) = Iysiné

q t
= IO sin (%/ V(t/)dt/>

zjbgn(%¢J>, (2.16)

ou @ estle "flux généralisé" dont une définition plus précise sera donnée dans le chapitre
suivant (voir variable canonique). Le courant est donc fonction uniquement du flux tout
comme c’était le cas dans une self. Nous avons donc un comportement général semblable
qui satisfait a

I(t) = h(®,(t)), (2.17)
dh}‘l'

L(®,;) = {d_cb (2.18)
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L’inductance de la jonction Josephson sera notée L ;. Cependant, dans une self, le courant
était 1ié au flux par une relation linéaire tandis que dans une jonction Josephson le cou-
rant est relié au flux par une fonction oscillante. Cette non-linéarité sera essentielle pour
utiliser des circuits en tant que qubits. Des lors, par ces dernieres relations et de la méme
maniere que nous I’avons fait pour la self, nous pouvons définir 1’énergie d’une jonction

telle que
®y? Oy
Er=— 11— — 2.1
-2 (@)]
ou -
bp=—=—, (2.20)
q 2e

est le quantum de flux (aussi nommé fluxon).

2.2.4 Quantification du flux a travers un anneau supraconducteur et
SQUID

Considérons un anneau supraconducteur tel que sur la figure 2.5. La densité de cou-

<ail»
/T TAN

FIGURE 2.5 — Anneau supraconducteur traversé par un champ magnétique. "C'" est un lacet fictif
interne a I’anneau. D’apres [20]

rant dans 1’anneau est donnée par 1’équation (1.18). En en prenant le rotationnel et par
I’équation (1.9), nous obtenons

VxJ=_dp (2.21)
m

Soit un lacet C' (au sens mathématique de chemin fermé) a I’intérieur de I’anneau comme
représenté a la figure 2.5. L’effet Meissner nous dit qu’a I'intérieur du supraconducteur
(et a bonne distance de la surface), B et J sont nuls. Des lors par (1.18),

VO =qA (2.22)

— ]{ vodl =1 ]{ Adr. (2.23)
C h C
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Dans I’approximation semi-classique, p, doit &tre mesurable et apres un tour, la différence
de phase 6 = 0y — 6, doit &tre un multiple entier de 27. Nous imposons donc

jqf VO.di' = 60, — 0, = n2r, (2.24)
C

oll n € Z. En utilisant le théoréme de Stockes sur le membre de droite de (2.23), et en
utilisant les derniers résultats et la définition (1.9), nous avons

on = ~ //VXX //Bd _—<I> (2.25)

ou dd est un élément de surface infinitésimale délimitée par C' et ® est le flux magnétique
total a travers 1’anneau. Ce dernier flux est la somme d’une contribution interne ®,,. due a
la présence d’un courant supraconducteur et d’une contribution extérieure ®.,;. Par cette
derniere relation, le flux a travers un anneau supraconducteur est donc quantifié par un
multiple entier

P n@ = nﬁ = nd, n € 7. (2.26)

q q

Nous retrouvons donc bien la valeur du fluxon ®4 donnée par (2.20). Comme en général
le flux extérieur n’est pas quantifié, afin que 1’équation (2.26) soit vérifiée, c’est @,. qui
s’adapte. Dans les circuits électriques, nous allons utiliser un SQUID. Ce dispositif n’est
rien d’autre qu’un anneau supraconducteur qui présente deux isolants formant ainsi deux
jonctions Josephson. Nous venons de le voir, le flux a travers le supraconducteur s’adapte
au flux extérieur. Comme nous le verrons par la suite, I’énergie d’un SQUID sera fonction
du flux. Un SQUID permet d’avoir un contrdle sur son énergie par le flux extérieur, ce qui
présente 1’avantage de se faire en cours d’expérience.

2.3 Les circuits LC

Combinés ensemble, les condensateurs et les bobines peuvent donner lieu a des phé-
nomenes oscillants. La figure 2.6a représente un circuit comportant un condensateur de
charge initiale (), relié en série a une bobine d’inductance L. Initialement, nous suppo-

sons que le condensateur est chargé et que toute 1I’énergie se trouve dans le condensateur :

& = Q“ . Lorsque nous fermons le circuit, le condensateur va se décharger et le courant
parcourant le circuit va induire un champ magnétique dans la bobine comme le montre la
figure 2.60. Lorsque le courant maximal /; est atteint (figure 2.6¢), toute 1’énergie initiale-
ment dans le condensateur se trouve dans le champ magnétique de la bobine &7, = %L[ 2.1
se produit ensuite une décharge de la bobine, ce qui va charger le condensateur (figure 2.6
d). Nous retrouvons finalement la situation de départ avec une polarité inversée pour le
condensateur (figure 2.6 e). Cet état va ensuite s’inverser pour retrouver la situation ini-
tiale (figure 2.6a). Nous obtenons donc bien un phénomene oscillant identique au cas
d’une masse attachée a un ressort, comme le montre la partie inférieure de la figure 2.6.
Nous pouvons obtenir les caractéristiques de cette oscillation par la loi des mailles de
Kirchhoff. En considérant la situation de la figure 2.60, nous pouvons écrire

Q dl

e L i 0. (2.27)
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FIGURE 2.6 — Evolution temporelle d’un circuit LC (au-dessus) mise en comparaison avec un
systeme oscillant bloc-ressort (en dessous).

Puisque le courant qui se produit dans le circuit diminue la charge du condensateur, nous
avons : [ = —=%, ce qui donne

d*Q 1

a2 LC (2.28)
Par analogie au systéme bloc-ressort, nous obtenons dans notre cas une fréquence propre
W = \/% La charge du condensateur évolue suivant I’équation

Q(t) = Qo cos(wot), (2.29)
et le courant /(t) = —% donne
I(t) = Iysin(wot), (2.30)

avec Iy = wpQo. En ce qui concerne 1’énergie et en gardant I’analogie avec le systéme
bloc-ressort, 1’énergie potentielle du ressort correspond a I’énergie emmagasinée dans le
condensateur et 1I’énergie cinétique correspond a 1’énergie dans la bobine. Des lors, par
les deux dernieres équations ainsi que par les expressions (2.7) et (2.15) respectivement
les énergies dans un condensateur et dans une bobine, nous obtenons

QW 1., _ & LIg

+ =LI(t)* = =2 cos*(wot) + TO sin®(wt). (2.31)

e T 20
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Or, comme [y = woQp, et wy = \/%—, nous avons :
2
1
o = % =& = 5Lfg =cst=& (2.32)

Bien entendu en pratique 1’énergie d’un tel systeéme ne peut €tre constante, car des élé-
ments, dont notamment une bobine, posseédent une résistance interne qui dissipe 1’énergie.
Néanmoins, cette petite analyse montre qu’un tel systeme peut €tre considéré comme un
oscillateur harmonique.

2.4 Les circuits en courant alternatif

Lorsqu’un circuit est alimenté en courant alternatif, I’intensité instantanée du courant
ainsi que la tension varient sinusoidalement de facon que

i(t) =ig sin(wt), Auv(t) = Avgsin(wt + ¢), (2.33)

olw=27f = 2% est la fréquence angulaire, f est la fréquence (en H z), T" est la période,
ip est la valeur maximale du courant (# i(t = 0)), ¢ est la phase et Avg est la tension
maximale. Si un seul élément X est présent dans le circuit, la loi des mailles de Kirchhoff
implique que

Av = Avy. (2.34)

Dans le cas oscillant, nous différencions la puissance instantanée P et la puissance moyenne
dissipée sur une période (P). Dans le cas ot 1’élément X est une résistance, nous avons

P =Ri® = Ri}sin®(wt), (2.35)
1
(P) =R(i*) = éRig = RI?, (2.36)

ou I = g/ V/2 est le courant efficace. De la méme maniere, nous retrouvons la tension
efficace AV = Awy/+/2. En courant alternatif, I’analogue de la loi d’Ohm est définie par

AVX = le, (237)
ou Zyx est 'impédance. Si1’élément est une résistance, comme Avr = Ri, nous avons
Avg = Rigsin(wt) = Avpgg sin(wt), (2.38)

et donc ,

_Avm B _ by (2.39)
V2 V2

L’impédance d’une résistance est égale a la résistance (£ = RR) et la tension est en phase

avec le courant. Pour une bobine, nous avons

AVg

i
Avp = Ld_jf = Ligw cos(wt) = Avpgsin (wt + g) . (2.40)
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avec Avpo = Lip. La tension est donc en avance de 7 /2 sur le courant (autrement dit une
phase ¢ = 7/2). L’équivalent de la loi d’Ohm est donc

AU Lo

AV, =
2

En ce qui concerne le condensateur, nous savons que ¢ = dg/dt et donc

= (Lw)I = Z.I. (2.41)

g =2 cos(wt) + A, (2.42)
w
ou A est une constante. Par (2.6) nous avons donc,
Ave = % = Awcosin (wt - g) . (2.43)
avec Avgg = iio- L’impédance Z- d’un condensateur est donc
1
AVe =Zol = —1. (2.44)
wC'
De plus, le déphasage entre la tension et le courant dans un condensateur est ¢ = —m /2.

Afin d’inclure le déphasage dans I’expression de 1’impédance, nous utilisons générale-
ment I’impédance complexe

7 = 7|, (2.45)

avec j le nombre complexe tel que j2 = —1. Dés lors les impédances complexes des
résistances, bobines et condensateurs sont respectivement
Zn =R, Zr = jLw, Jo=—2. (2.46)
Cw
Dans certains cas, comme nous le verrons au chapitre 6, au lieu de parler d’impédance
nous parlerons d’admittance notée Y telle que

1 .

Y = 7= G+ 7B, (2.47)
ou la partie réelle GG est la conductance et la partie imaginaire B la susceptance. Par les
lois de Kirchhoff, nous pouvons aboutir aux regles d’associations de /N éléments en série
et en parallele d’impédances,

en série Zeg =Y Zn, ne{l,. . .N} (2.48)
en parallzle ! > ! e {1,..N} (2.49)
n T = e n .
p Zeq - Z,n’ )
et d’admittance,
Sri ! > ! €{1,..N} (2.50)
€n seric = — n .
}/eq Yn7 ’

en parallele Yeq = ZYn, ne{l,..N}. (2.51)



Chapitre 3

Description hamiltonienne classique de
circuits électriques

Soit un circuit LC fabriqué grace a des puces microélectroniques et que nous suppo-
sons isolé (fig. 3.1). Nous avons vu au chapitre précédent qu’un tel circuit se comporte
comme un oscillateur dont la fréquence de résonance est

Wwo 1

Vo= o /IC 3.1
Pour un tel circuit, des valeurs typiques pour I’'inductance et la capacité sont L = 1 nH et
C = 10 pF[21]. La fréquence de résonance avec ces valeurs se trouve donc dans la gamme
des micro-ondes puisque 52 = — L 7= ~ 1.6 GHz (autrement dit A ~ 20 cm). Cependant,
un circuit LC congu de la sorte ne mesure physiquement que quelques centaines de pm,
ce qui est bien inférieur a la longueur d’onde de résonance. Afin d’obtenir une description

FIGURE 3.1 — Circuit LC série.

quantique de ce type de circuit, nous devons appliquer une procédure de quantification sur
chaque élément. Un qubit peut se réaliser par des circuits électriques comportant certains
éléments agencés correctement. Parmi ces éléments, nous retrouvons des condensateurs,
des bobines et des jonctions Josephson.

21
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3.1 Procédure de quantification

La procédure de quantification des circuits électriques utilise les formalismes lagran-
gien et hamiltonien. Les étapes menant a la quantification commencent par la détermi-
nation du lagrangien du circuit, ce qui nécessite de trouver les variables dynamiques du
systeme. Un passage de ces dernieres aux variables canoniques permet d’obtenir I’hamil-
tonien du circuit. Les variables canoniques, coordonnées généralisées et moments conju-
gués, sont ensuite promues au rang d’opérateurs grace a I’imposition d’une relation de
commutation dite canonique.

3.2 Variables canoniques

Pour chaque branche b d’un circuit électrique, nous introduisons les variables flux
généralisé d’une branche ®y(t) et charge d’une branche (Q,(t) reliées respectivement a la
tension aux bornes de la branche et a I’intensité du courant qui la traverse par

w(t) = [ ity = O v, 62
a0 = [ nir = L TR

ou, comme pour I’énergie, la borne temporelle inférieure correspond au moment ol aucun
courant ni aucune tension ne sont présents dans le circuit. Cependant, les flux et charges
de branche ne sont pas des variables indépendantes : elles dépendent de la topologie du
circuit et sont liées entre elles par les lois de Kirchhoff qui, dans le cas qui nous occupe,
prennent la forme

S e -4 (34

toutes les branches b
formant une boucle 1

>, @ =0Qn (3.5)

toutes les branches b
liant un noeud n

ol ; est le flux extérieur traversant la boucle . Les relations de Kirchhoff s’expriment
généralement en termes de sommes de tensions le long d’une boucle et en termes de
sommes de courants arrivant dans un noeud. Nous retrouvons ces relations en dérivant
les équations (3.4) et (3.5). Exprimées en termes de tension et de courant, ces lois ex-
priment que la somme des tensions le long d’une boucle et des courants sur un noeud,
n’est nulle que si le flux ®; qui traverse la boucle et la charge ),, du noeud sont constants.
Nous travaillerons par la suite avec les variables de flux et de charges qui sont plus ap-
propriées aux éléments tunnel que nous utiliserons, comme 1I’élément Josephson. Voyons
maintenant la procédure de détermination des variables dynamiques par la méthode dite
des noeuds [21].
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3.3 Méthode des noeuds et hamiltonien

La méthode des noeuds se base sur la séparation d’un circuit en sous-réseaux dis-
tincts : un sous-réseau capacitif ne contenant que des éléments linéaires et un sous-réseau
inductif qui est le complémentaire. Avant d’expliquer cette méthode, réexprimons 1’éner-
gie d’un condensateur en termes de flux. Par 1’équation (2.7), I’énergie d’un condensateur
est donnée par :

_ 9 Loy Lo (3.6)

c 20 2 2 '

Des lors, ® endosse le role de position puisque & a la forme d’une énergie cinétique
en mécanique classique. Voyons maintenant en quoi consiste la méthode des noeuds et
comment 1’appliquer sur un circuit exemple (figure 3.2) afin de trouver le lagrangien et
I’hamiltonien. La premiere chose a faire est de déterminer et nommer les différents noeuds
du circuit en s’assurant que chaque noeud qui est connecté a un condensateur est égale-
ment connecté a une bobine. La méthode des noeuds dépend fortement de la topologie du
circuit, mais le résultat en sera indépendant. Un des noeuds sera choisi comme masse et
noté g (pour ground). Partant de la masse, nous formons un arbre générateur (ensemble T°
de branches) reliant la masse a chacun des noeuds de maniere a ne former aucune boucle.
Les branches complémentaires sont nommées branches de fermeture et appartiennent a
I’ensemble 7" complémentaire a 7. Chacune des branches de fermeture forme une boucle
irréductible lorsque nous relions ses extrémités avec le chemin le plus court sur I’arbre
générateur, comme le montre 1’exemple de la figure 3.2. Les branches de 1’arbre généra-

L3
@ L b
———  @--------- PR ’7
Cs !

|||}—Q-

FIGURE 3.2 — Exemple d’arbre générateur (traits pleins). Le ground est le noeud g. Les branches
de fermetures sont en pointillés. Le flux ® est le flux statique passant par la boucle formée des
trois selfs.

teur sont présentées en traits pleins et les branches de fermeture en traits pointillés. Nous
introduisons ensuite le flux ¢,, du noeud n comme 1’intégrale temporelle de la tension le
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long du chemin sur I’arbre générateur qui relie le noeud a la masse. En toute généralité
nous avons

b =Y Sy, 3.7)
b

ouS,, = —1,0,+1, selon I’orientation du chemin choisi arrivant au noeud n ou n’arrivant
pas au noeud n. Nous pouvons inverser cette relation (3.7) et écrire le flux ®;, de la branche
b en fonction des flux des noeuds n et n’ a ses extrémités. Nous observons alors deux cas

CI)bET == (bn - ¢n’ (38)
Dperr = b — G £ Py (3.9)

ol ®; est le flux statique extérieur qui régne dans la boucle irréductible contenant la
branche b. Par toutes ces définitions, on montre [17] que pour une branche b d’un cir-
cuit reliant les noeuds n et n/, la contribution au lagrangien du circuit sera I’un des termes
du tableau 3.1 suivant I’élément présent dans la branche.

Capacité — 1oV — %Cb((bn — )2
=G+ 1))?
Inductance —™— f_zj N G ‘i’g;; 1)

L1 2 n— / (i)
Elément Josephson x qz—(f [1 — oS <%§)} — qz—(f [1 — cos <%j“b)>}

TABLE 3.1 — Contribution au lagrangien relative aux différents éléments.

En appliquant les substitutions des équations du tableau 3.1 au circuit de la figure 3.2,
nous obtenons facilement le lagrangien

L b0 ) = S 4 O ColbaZn]

2 2 - $)2
¢a + ¢b + (¢ (bb + ) ’
2L, 2L, 2L,

(3.10)
ol ¢4 est nul par définition. A l'aide d’une transformation de Legendre, nous passons
ensuite du lagrangien a I’hamiltonien

H=> pun— 2, (3.11)
avec p, le moment conjugué a ¢,, (aussi nommé charge de noeud)
0L
D = ——. (3.12)
On

Il est évident que les noeuds n ne peuvent pas connecter uniquement des bobines si
nous voulons que le moment conjugué soit clairement défini pour un circuit. En effet, si
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aucun condensateur ne se trouve dans le circuit, alors le lagrangien ne possede pas de va-
riables ¢,, et il ne serait pas possible de définir un moment conjugué non nul. En pratique,
cela ne sera jamais le cas et les moments conjugués sont donc bien les sommes des charges
présentes sur les capacités connectées aux noeuds n. De ces définitions, ’hamiltonien du
circuit schématisé a la figure 3.2 est :

(Cy + C3)p2

H(¢a7pa7¢b7pb) :é |: 9

Cy + Cs)p?
+% + CSPapb:|
N\ 2
2 & (o)
+ 5L, + 5L, + 5L, , (3.13)
avece
G 1
010, + C1C5 + C,C5)
0.% . . .
Pa = —/— = Cl¢a + 03(¢a - ¢b)> (314)
efon
0% . . .
Py = % = Cypp, — 03(% - ¢b) (3.15)

Les capacités associées aux termes p? s’obtiennent en déterminant la capacité équivalente
entre le noeud n et la masse par les regles usuelles d’association en série et en paral-
lele. Les capacités associées aux termes bilinéaires p,,p,,» sont généralement plus difficiles
a obtenir avec une méthode standard, mais sont obtenues simplement en appliquant la
démarche ci-dessus. La partie cinétique du lagrangien (3.10) est quadratique en vitesse
généralisée én. Bien qu’obtenu sur un exemple, cela sera toujours le cas et I’hamiltonien
sera donc obtenu par une méme démarche algébrique qui peut donc étre automatisée.
L’hamiltonien (3.13) est classique et les variables canoniques ¢,, et p,, sont conjuguées.
Par conséquent, nous avons

{bn,Dm} = 0nm (3.16)

ou {., .} désigne les crochets de Poisson [22]. D’une maniére générale, pour des fonctions
F et G sur I’espace des phases, nous définissons

oF 0G  OF 0G

FG} ={F,G}=——— ——. 3.17
{ Y }q7p { ? } aq ap ap aq ( )
Des lors, les variables ¢,, et p,,, obéissent aux équations du mouvement de Hamilton,
- 0OH ) 0H
On = {¢n>H}¢n7pn = a_pna Pm = {pm>H}¢m,pm = &#fm (3.18)
Le passage des variables classiques aux opérateurs quantiques, notés par un """ sur le

symbole de la variable, se fera simplement par I’imposition d’une relation de commutation
a laquelle devront satisfaire les opérateurs ¢,, et p,,, i.e.

[én,ﬁm} — iy, (3.19)

avec h, la constante de Planck réduite.
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3.4 Applications

3.4.1 Circuit LC

Montrons que la méthode des noeuds appliquée au circuit LC élémentaire permet de
retrouver les résultats connus du chapitre 2. Reprenons le circuit LC de la figure 3.1 et
appliquons la méthode des noeuds afin de retrouver I’expression de 1’énergie totale de ce
systeme donnée par I’équation (2.31). Nous allons supposer qu’aucun flux extérieur n’est
présent comme cela a été le cas lors de la premiere analyse de ce circuit.

FIGURE 3.3 — Circuit LC : I’arbre générateur est en ligne pleine tandis que la branche de ferme-
ture est en pointillée.

Comme le montre la figure 3.3, nous avons deux noeuds : a et g. L’application de la
méthode des noeuds nous donne comme lagrangien de ce circuit

if:l C(a = 69)" - 1<¢ — )" = Céi—%@%. (3.20)

Afin d’obtenir I’Hamiltonien, nous déterminons les moments conjugués. L’ équation (3.12)
donne

0L - Pa
Pa = 20, =Co, < ¢o = el (3.21)
Par une transformation de Legendre (3.11), nous obtenons
H=C¢ - ¥ = lcdﬁ + —3. (3.22)
“ 2% 2L
En insérant (3.21) dans (3.22), nous obtenons finalement 1’hamiltonien
H = + i (3.23)

2C 2L
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Cette forme est typique de I’hamiltonien d’un oscillateur harmonique classique. Pour s’en
convaincre il suffit de se rappeler que par I’équation (3.1), L = % En remplagant
I’inductance L du terme de ’hamiltonien, nous obtenons

2 CWel
20 2

: (3.24)

En assimilant C' a la masse m d’une particule et ¢, a sa position x, nous retrouvons bien
I’hamiltonien d’un oscillateur harmonique. De plus, ’hamiltonien (3.23) ne dépendant
pas du temps, cela implique qu’il correspond a 1’énergie totale du systeme. Nous retrou-
vons donc bien le résultat obtenu a I’équation (2.31).

3.4.2 La boite de Cooper

Nous avons vu au chapitre précédent qu’une jonction Josephson était représentée par
une croix (modélisant I’élément Josephson) en parallele d’un condensateur (qui modélise
la barriere isolante) comme sur la figure 2.4. Une autre représentation équivalente, plus
condensée, est aussi utilisée (figure 3.4).

s
Q
| |
|
s

FIGURE 3.4 — Représentations d’une jonction Josephson.

La figure 3.5 représente un circuit connu sous le nom de boite de Cooper, ou Cooper-
pair-box (CPB). L’arbre générateur est représenté en trait plein tandis que la seule branche
de fermeture est en pointillé. @, est le flux extérieur dans la boucle définie par les deux
jonctions Josephson formant un SQUID. Commencons par écrire le lagrangien de ce cir-
cuit. Pour cela, il faut déterminer les différents flux de branches ®,,,, qui joignent les
noeuds n et m. Nous avons

@WZ%—@Z/%ﬁ N m:—/w%

¢@=m—%=—/wﬁ—%, (3.25)

q)gaGT - ¢a - ¢g - ¢a,
(I)gaeT/ = ¢a - (bg +&, = ¢a + q)za
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FIGURE 3.5 — Boite de Cooper.

ou ¢, = 0 par définition. A I’aide du tableau 3.1 et de 1’équation (3.2), nous obtenons le
lagrangien

L = %Cg(% +V,)? + %Q@Z + %Cj2¢i + Ej cos {%(qﬁa + CIDI)} + Ejo cos { %1 .
(3 26)
Dans le chapitre suivant, nous verrons que la boite de Cooper s’ apparente au qubit de charge
et nous considererons le cas particulier ou Fj; = Ejp = E 7. Autrement dit, nous impo-
sons que les jonctions Josephson soient identiques. Dans ce cas, la partie oscillante du
lagrangien peut étre simplifiée grace a 1’égalité

o 252 s [ ] oo [ (0= 0 ) [ (0 )
ZQCOS[W(I()I?f]COS[ <¢a @)]

Comme nous nous intéressons a la dynamique du circuit et que celle-ci n’est pas influen-
cée par une translation ¢, — ¢, — % [10], nous obtenons finalement

1 . TP, 2
L = ng(gba + Vg) + = leqzﬁ + = C'jggb + 2F; cos [ q) } cos [(;gba] . (327
0 0

L’énergie E; cos ’f z de la jonction Josephson peut donc étre modulée grace au flux exté-

rieur ¢, a travers le SQUID. En considérant le moment conjugué p, du noeud a,

Pa = CZéa + Cgvjqa
ou Oy, = C, + Cj1 + Cjs, nous obtenons ’hamiltonien de la CPB

(Pa = CyVa)”

H(pa7¢a) = 202

7P, 2w
— 2EJ CoS { B, } CoS {‘I)o qﬁa] ) (3.28)
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Le noeud a joue donc un role particulier et est souvent appelé [’ile du circuit. Cette ile relie
la masse, soit en passant par un circuit supraconducteur, soit en passant par un condensa-
teur de capacité C,. Nous pouvons définir

n="2e (3.29)
2e
_ GV
ny ==L, (3.30)

représentant respectivement le nombre de paires de Cooper sur I’ile venant du chemin
supraconducteur pour 1’un, passant par la capacité pour 1’autre. Ces notions seront expli-
quées plus en détail au chapitre suivant. L’ hamiltonien s’écrit en termes de ces variables

. o,
H(n,¢) = 4Ec(n —n,)? — 2E; cos [%1 cos [¢] , (3.31)
0
ou Fp = % et o = %’;qﬁa. L’hamiltonien quantique est obtenu par remplacement des

variables classiques par des opérateurs, ce qui fait I’objet du chapitre suivant.



Chapitre 4

Qubits supraconducteurs

Au chapitre précédent, nous avons vu comment obtenir 1’hamiltonien d’un circuit
électrique. Toutefois, afin qu’un tel circuit puisse se comporter comme un qubit, il est
nécessaire de le réduire a un systéme quantique a deux niveaux. Dans ce chapitre, partant
du circuit LC, nous voyons pourquoi il est nécessaire d’utiliser un élément non linéaire
(tel que la jonction Josephson) si nous voulons utiliser un circuit électrique en tant que
qubit. Nous voyons dans un deuxieme temps que la boite de Cooper n’a pas été étudiée
sans raison et quelles en sont les contraintes.

4.1 Solutions apportées par la boite de Cooper

4.1.1 Circuit LC

Si nous voulons traiter de I’information au niveau quantique, nous avons besoin de
qubits, c.-a-d. de systeémes bien définis a deux niveaux que 1’on peut contrdler facilement.
Nous voudrions également que les différents qubits puissent interagir entre eux et enfin,
il sera nécessaire de pouvoir lire efficacement le résultat d’'une mesure. Une maniere d’y
parvenir est d’utiliser des atomes artificiels. Chacun d’eux est un circuit composé d’un
matériau supraconducteur et formé de divers éléments, tels que ceux rencontrés dans les
chapitres précédents (condensateur, bobine, jonction Josephson). Soit le circuit LC série
de la figure 4.1 Nous avons vu que 1’hamiltonien de ce circuit était donné par (3.23), autre-

FIGURE 4.1 — Circuit LC série. ® est le flux de la branche ou se situe la self. () est la charge
présente sur le condensateur.

30
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ment dit, I’énergie est une fonction quadratique du flux. De plus, chaque niveau d’énergie
est séparé du suivant par une méme grandeur fw, le quantum d’énergie, de sorte que la
fréquence de transition d’un niveau a I’autre suit 1’équation (3.1).

Nous avons déja mentionné que des valeurs typiques d’inductance et de capacité
étaient L = 1 nH et C' = 10 pF. Cela mene, par I’équation (3.1), a des fréquences de
I’ordre de 10 GHz. En convertissant I’énergie associée en température, nous trouvons que
10 GHz correspond a une température de 0.5 K. Cependant, dans un circuit supracon-
ducteur, on refroidit généralement le circuit a une température de 1I’ordre de 10 mK. Cela
implique que si nous préparons notre circuit dans 1’état de plus basse énergie, il y restera,
car I’énergie que I’environnement peut lui apporter ne sera pas suffisante pour provoquer
une transition a un niveau supérieur. Il ne sera pourtant pas possible d’utiliser le circuit
LC comme qubit a cause d’'un manque de controle. En effet, pour contrdler un circuit
LC avec les caractéristiques ci-dessus, il est nécessaire d’utiliser une source d’onde qui
oscille a la fréquence de résonance du circuit LC. Cela est possible si nous ajoutons une
source de tension oscillante. Pour des raisons qui apparaitront plus clairement par la suite,
nous placerons en plus du générateur, un condensateur tel qu’illustré a la figure 4.2, ou

| |
|
Cg

| |
B
Q

FIGURE 4.2 — Circuit LC relié a une source de tension alternative de fréquence égale a la fré-
quence de résonance du circuit LC

la tension V,(t) = V cos(wyt) oscille a la pulsation wy = \/% Un tel circuit est donc
capable de provoquer une transition du niveau 0 vers le niveau 1. Cependant comme les
niveaux sont séparés par une méme énergie, rien n’empéche le systeme de passer a des
niveaux encore plus élevés, ce qui n’est pas souhaitable pour un qubit.

4.1.2 Circuit a jonction Josephson

A cause de 1’équipartition des niveaux d’énergie du circuit LC, il n’est pas possible
de I'utiliser en tant que qubit. Cette équipartition est rompue lorsque nous utilisons un
élément supraconducteur tel que la jonction Josephson. En effet, par I’équation (2.16),
ainsi que suivant la définition du quantum de flux ¢, = %‘ (voir équation (2.20)), le
courant dans une jonction Josephson est donné par

27D
Izlosinazlosm( T J> 4.1
O
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ou ¢ est la différence de phase de part et d’autre de la jonction. De plus, associé a la
relation (2.18), nous obtenons 1’inductance d’une jonction Josephson

D 1

27l 2P,
710 cos (Tf)

Ly(®;) = (4.2)

Nous nous rappelons que 1’énergie totale d’un oscillateur harmonique est donnée par
I’hamiltonien (3.23). Celui-ci est inversement proportionnel a I’inductance du circuit. Des
lors, si nous remplagons la partie LC de la figure 4.2 par une jonction Josephson telle que
le montre la figure 4.3 (en utilisant la notation de la figure 3.4), le potentiel n’a plus une

| |
| |
Cg

@ Vy(t) L, Cy

FIGURE 4.3 — Jonction Josephson reliée en série a une source de courant alternatif

dépendance quadratique au flux, mais une dépendance cosinusoidale. En conséquence, il
n’y a plus équipartition des niveaux d’énergie et selon la fréquence w, de la tension os-
cillante, nous pouvons sélectionner une transition entre deux niveaux d’énergie F, et F,,
particuliers en prenant wy = wy, = (E,, — Ey,)/h.

Par ailleurs, nous avons vu au chapitre précédent que I’hamiltonien peut s’écrire en
termes de nombre de paires de Cooper n et de flux ¢; du noeud i. Au premier cha-
pitre, nous avons vu qu’un courant oscillant pouvait étre créé dans un circuit comprenant
une jonction Josephson a 1’aide d’un générateur de courant continu (voir effet Josephson
continu). Des lors, nous pouvons remplacer le générateur de tension alternatif par un gé-
nérateur de tension continue V; sans changer le caractere oscillant du courant qui traverse

la jonction.
I
| |
Cg
LJ CJ
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Dans cette configuration, la tension va charger le condensateur de capacité C,. Celui-
ci va donc influer sur le nombre de paires de Cooper qui traversent la jonction Joseph-
son. En effet, I’énergie Josephson est reliée a une fréquence w par la relation habituelle
E; = hw. Des lors, I’énergie Josephson est reliée a une pulsation qui est généralement
interprétée comme la pulsation a laquelle les paires de Cooper oscillent d’un coté a 1’autre
de I’isolant de la jonction Josephson. Autrement dit, plus 1I’énergie est élevée et plus les
allers-retours des paires de Cooper a travers 1’isolant par effet tunnel sont rapides. Le
nombre de paires de Cooper mis en jeu dans ces oscillations a été noté n au chapitre pré-
cédent. Cependant, la charge du condensateur C, va avoir une influence sur ce nombre en
le réduisant d’une valeur que nous avons notée n,. Le nombre total de paires de Cooper
qui va donc effectuer les oscillations a travers I’isolant sera n — n, ou n, est une grandeur
controlable a I’aide de la tension appliquée avec le générateur.

Dans la pratique, une jonction Josephson n’est pas parfaite. Les électrons qui se
trouvent sur la couche externe du matériau conducteur peuvent attirer des ions prove-
nant de I’environnement. Ces ions vont changer localement la tension et nous pouvons
représenter cette perturbation par une variation de la tension V;, que nous noterons V. Le
circuit le plus réaliste est alors représenté a la figure 4.4.

| |
|
Cg
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FIGURE 4.4 — CPB avec perturbation

Enfin, nous savons que I’hamiltonien (3.31) de la boite de Cooper a la forme
H(n,¢) = 4Ec(n —n,)* — E;(®,) cos ¢, (4.3)

avec E;(®,) = 2F cos [%} . L’ajout d’une perturbation §V" va agir a travers la variable

n4 pour devenir n, + on,. Cependant, n, étant I’'un des trois parametres contrdlables : n,
E¢ et £, nous pouvons nous demander quel est le choix optimal pour la valeur de ces
parametres afin que le bruit aléatoire on, (dQi aux ions extérieurs) minimise ses effets sur
le systeme.

4.2 Réduction d’un circuit électrique a deux niveaux : le
qubit de charge

Partant de I’équation (4.3), ’hamiltonien quantique est obtenu a partir de 1’hamilto-
nien classique en remplagant les variables classiques par des opérateurs. Dans notre cas,
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les variables canoniques sont n (le nombre de paires de Cooper sur 1’1le) et ¢ (la diffé-
rence de phase a travers la jonction). En effet, la différence de phase a travers la jonction,
notée ¢ dans I’équation (1.32), correspond, par les équations (3.9) et (4.1) a la valeur du
flux de noeud adimensionné

o 27T(I)J . 27T¢a

=5 =g, = (4.4)

Par I’équation (3.29), n est assimilé a I’'impulsion p qui est, par 1I’équation (3.19), la va-
riable canoniquement conjuguée a ¢.

4.2.1 Hamiltonien quantique du qubit de charge

Pour obtenir I’hamiltonien quantique a partir de I’hamiltonien classique (équation (4.3)),
les variables n et ¢ sont promues au rang d’opérateurs

n =, ¢ — ¢, (4.5)

de sorte que A A )
H(n, ¢) = 4Eq(h — n,)* — E;(®,) cos ¢. (4.6)

De plus, ces opérateurs 7 et 45 satisfont a la relation de commutation
[, 7] = €. 4.7

Laquelle est parfois écrite [n, ngﬁ] = ¢ sl nous ne prenons pas en compte le caractere pério-
dique de la phase. Cela mene a la relation d’incertitude

APAR > 1. (4.8)

Une donnée utile pour comprendre le qubit de charge est le rapport F;/Ec. Lorsque
E;/Ec << 1, celaimplique que le nombre de paires de Cooper est bien défini tandis que
la phase ne I’est pas si nous nous référons a la relation d’incertitude (4.8). Cela est le cas
pour le qubit de charge (aussi connu sous le nom de CPB). Dans ce cas, la charge sera le
bon nombre quantique.

Il est intéressant d’introduire des opérateurs de création et d’annihilation a' et a qui
s’écrivent sous leur forme polaire

a = eVn, (4.9)
af = Ve, (4.10)
ou gﬁ devrait étre interprété comme un opérateur hermitique de phase. Cependant, nous

allons voir que cela n’est pas le cas sans une petite modification. En effet, les opérateurs
de création et d’annihilation doivent satisfaire [23] la relation de commutation.

[a,a'] = 1. (4.11)

Or, par cette relation et les définitions (4.9) et (4.10), cela impose

e%h — He'® = ei?. (4.12)
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En développant I’exponentielle d’un opérateur en série et en effectuant le commutateur
terme a terme entre n et ¢ on peut montrer [24] que 1’équation (4.12) est satisfaite si

[ﬁ, é} — (4.13)

Soit {|n)}, une base de charge comptant le nombre de paires de Cooper qui oscillent a
travers la jonction. Autrement dit, la base propre de I’opérateur n qui satisfait a

nln) = njn). (4.14)

En considérant 1’élément de matrice du commutateur pris entre deux états arbitraires |n)
et |n’), il vient que
(n" —n)(n|dIn) = 0. (4.15)

Cela pose probleme si n’ = n, car cette derniere relation devient "0 = 1”. Cet échec est
d a notre postulat selon lequel quS serait un opérateur hermitique. Il ne I’est en réalité pas,
ce qui peut aisément se prouver en montrant que ¢ n’est pas unitaire. Une raison a cela
est que le spectre de I’opérateur n est borné inférieurement. Celui-ci correspondant a un
nombre de paires de Cooper, il est évident que toutes valeurs négatives de n n’auraient pas
de réalité physique. Barnett et Pegg ont cependant montré [25] que si nous introduisons
des valeurs négatives dans le spectre de 1’opérateur n, alors il était possible de construire
un opérateur unitaire de la forme

= 3" In)(n+1]. (4.16)

n=—oo

A partir de maintenant, nous allons donc considérer des valeurs négatives de nombre de
paires de Cooper. Cela ne rajoute aucune nouvelle prédiction, mais a I’avantage de régler
notre probleme au niveau de 1’opérateur gzg car I’équation (4.12) reste correcte. Par (4.16),
il vient que

) = In ¥ 1). (4.17)
o eiP L o—id
Des lors, en exprimant cos ¢ = % I’hamiltonien (4.6), dans une base de charge
devient
o 9 1
H=>"|4Ec(n — ng)*|n)(n| — 5Es(®a) (In+1){nf +n = D(n)) |, (418)

ot les valeurs n,, Ec et E;(®,) sont des parametres contrdlables.

Nous avons une compétition entre deux énergies : 1’énergie dite de charge E¢ et
I’énergie dite Josephson E;(®,). Dans ce cas, il est intéressant de voir les effets qui
peuvent se produire si I’'une ou 'autre de ces énergies dominent. Supposons dans un
premier temps que 1’énergie de charge /o > Ej;. Dans ce cas I’hamiltonien peut étre
approximé par

H =~ 4Ec(n — ng)’|n)(n). (4.19)
n
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FIGURE 4.5 — Energie de la boite de Cooper pour des rapports Ej/Ec = 0.01 (trait pointillé) et
E;/Ec = 0.1 (trait plein). Adaptée de [10].

Les énergies propres dans une base de charges sont donc quadratiques en n,. Cela cor-
respond a un ensemble de paraboles centrées sur n comme le montre la figure 4.5 (trait
pointillé). Si n, = m £ % ou m € Z, I’énergie de charge adjacente pour n et n + 1 est
identique. Cette dégénérescence est levée si nous prenons en compte I’énergie Josephson
E;. En effet, comme nous le voyons sur la figure 4.5 en trait plein, cette répulsion de
niveau donne naissance a un gap dont 1’écart est fonction du rapport E;/E¢

Puisque n4 est un parametre ajustable nous pouvons nous restreindre a la zone n, =
[0, 1] centrée en n, = 1/2 comme sur la figure 4.6. Cette zone connecte les états |n =

A

Energie

FIGURE 4.6 — Energie de la boite de Cooper pour un rapport Ey/Ec = 0.1 et restreinte a un
domaine ng € [0,1]. Adaptée de [10]

0) = |0) et [n = 1) = |1). Les états |n) pour n > 1 ne sont pas pris en compte, car
leur énergie est nettement plus €élevée et nous pouvons donc nous permettre de ne pas les
considérer. La boite de Cooper peut donc étre restreinte a un systeme a deux niveaux en
modifiant nos trois parametres de telle sorte que Ec > Ej et n, € [0, 1]

A ces valeurs particulieres de n, = m =+ % ou m € Z, le qubit est le moins sen-
sible aux variations de tension (01 dans la section précédente). En effet, puisque dans
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I’hamiltonien (4.18), n, est constant, nous avons
o0H
8”9 ng:m:t%

=0, (4.20)

avec m € Z. Il existe bien d’autres possibilités d’obtenir un qubit a partir d’un circuit
selon 1’agencement des différents éléments. La figure 4.7 reprend quelques exemples de
qubits supraconducteurs !.

CPB with SQUID Quantronium Transmon
Tunable Josephson energy Charge-flux qubit Charge-noise reduction
Xmon Gmon Fluxonium
— T T
Improved connectivity Tunable coupling Charge-noise reduction
3-junction flux qubit Tunable-gap flux qubit C-shunt flux qubit
Flux-noise reduction Tunable Josephson energy Charge-noise reduction

FIGURE 4.7 — Exemples de qubits supraconducteurs : le nom se trouve au-dessus de chaque qubit.
En dessous se trouve la principale amélioration dans les performances. D’apres [26].

4.2.2 Hamiltonien quantique du transmon

Le transmon peut étre vu comme un qubit de charge avec les modifications néces-
saires a 1’augmentation du rapport E;/FE¢. Pour cela, sachant par I’équation (3.31) que
E¢ o« 1/Cy, nous augmentons le rapport F;/Ec en augmentant Cy, par I’ajout d’un
condensateur de grande capacité C}, telle que sur la figure 4.8. Physiquement, une ma-
nicre d’augmenter la capacité d’un condensateur est d’augmenter la taille de ses plaques
conductrices. Afin de garder le systeme aussi petit que souhaité, ces condensateurs de
haute capacité prennent la forme de deux peignes encastrés I’un dans I’autre (voir fi-
gure 4.9). Le circuit du qubit de charge (figure 4.4) prend alors la forme de la figure 4.8.

La figure 4.5 montrait la présence d’une répulsion de niveau lorsque le rapport £,/ E¢
passait de 0.01 a 0.1. Si ce rapport augmente davantage, la répulsion de niveau se fait
de fagcon de plus en plus prononcée, comme le montre la figure 4.10. Pour des rapports

1. Sur le graphique, chaque croix correspond a une jonction Josephson selon la convention de I’auteur
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FIGURE 4.8 — Transmon avec perturbation

FIGURE 4.9 — Transmon dans un guide d’ondes. D’apres [27]

E;/E¢ suffisamment élevés, nous constatons que le bruit extérieur a de moins en moins
d’effet sur les niveaux d’énergies. En effet, par la figure 4.10, nous constatons que la
largeur des bandes de fluctuation d’énergie diminue lorsque £;/Eo augmente. Pour la
valeur E;/Ex = 50 (figure 4.10.d), les niveaux d’énergie ne sont plus du tout fonction
de la valeur n,. C’est le régime de transmon et la perturbation sur la tension (61") (voir
figure 4.8) n’a plus d’effet et nous pouvons donc I’enlever dans la modélisation du circuit.

Des lors I’hamiltonien (4.6), prend la forme
H(n,§) = AEch® — E;(®,) cos b, 4.21)

L’hamiltonien (4.21) ressemble a I’hamiltonien d’une particule de masse C et de coordon-
née ¢ dans un puits de potentiel cosinusoidal de hauteur E;. Comme E;/FE¢ > 1, nous
pouvons considérer que la particule n’a pas suffisamment d’énergie pour sortir du puits.
Elle est donc confinée dans le fond du puits cosinusoidal. Nous pouvons donc développer
en série le potentiel au voisinage du minimum en ¢ = 0, ce qui mene a

. ~ 1 - 1 -

H(n,¢) ~ 4Ecn* + 5E 0% — ﬂE Fon (4.22)
Les deux premiers termes du membre de droite font penser a 1’hamiltonien d’un oscil-
lateur harmonique et le dernier terme peut étre vu comme une correction a celui-ci. En

effet, nous avons
ISP - S <IN HA
H(h, ) ~ — + — — —E,¢* 423
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(a) E;/Ec = 1.0
[ H [ [

(b) E;/Ec = 5.0
! I ! | ! |

OVI\/E\'M 0 P p——p————
2 -1 0 1 2 =2 0 1 2

-1
(c) Es/Ec = 10.0 (d) E;/Ec = 50.0
T T T T T T T T T T T T T T
IANNNNN] T .
Lg i | I ~ \/8E;Ec — E¢ |
\E1 1 \
K A
B 7 ~\/8E;E- 1
0 1 1 1 1 1 1 1 O 1 1 Iv 1 1 1 1
2 1 0 1 2 2 1 0 1 2
Ng Ng

FIGURE 4.10 — Energies propres relatives pour différentes valeurs du rapport E; /Ec. Ey, cor-
respondent aux énergies propres des niveaux m = 0 (en noir), m = 1 (en rouge), m = 2 (en
bleu). L’énergie Eq, est I’énergie qui sépare les niveaux 0 et 1 lorsque ng = 1/2. L’énergie rela-
tive correspondant a la valeur O est choisie comme étant |’énergie du niveau fondamental. Adapté
de [27]

ou C" =1/8E¢ et L' = 1/E;. Des lors, nous posons

E, 1/4

s it 7

n=i (32EC> (b" =), (4.24)

. o - N\YVY

¢ = (—C) (ot +b), (4.25)
Ey

ou IA)T, b sont des opérateurs bosoniques de création et de destruction. Ensuite, nous utili-
sons 1’approximation dite RWA (pour "Rotating Wave Approximation”). Celle-ci-consiste
a ne garder dans I’hamiltonien que les termes qui rendent compte de la conservation
d’énergie [28], autrement dit, les termes ayant un nombre identique d’opérateurs bt et
b. L’équation (4.23) devient alors

N A Eroaininn
H ~ (\/8EcE; — Ec)bTb — TC(bTbTbb). (4.26)

Puisque E; > E¢, a I’ordre 0 de la perturbation, 1’énergie propre de 1’hamiltonien du
niveau |m) est E,,, = m+\/8E¢E;. Au premier ordre nous avons

E PPN
§E,, = —Ecm — 7m<m|bf2b2|m>. (4.27)

Cette correction se limite au terme Ecm si nous ne considérons que les deux premiers
niveaux.



Chapitre 5

Atomes artificiels et interactions

Les interactions entre un atome et le champ électromagnétique sont permanentes et
leur étude est explorée en électrodynamique quantique (QED) ou le champ est quantifié
a lintérieur d’une cavité (Cavity QED). Les recherches dans ce domaine se sont lon-
guement intéressées au domaine du visible (A ~ 107% — 10~"m). Durant les derniéres
décennies, un grand intérét s’est révélé pour les circuits quantiques supraconducteurs
(SQCs). Ceux-ci sont basés sur des qubits supraconducteurs tels que ceux décrits dans
les chapitres précédents. Par leur propriété de quantification des niveaux d’énergies, ces
systeémes quantiques sont généralement connus sous le nom d’atomes supraconducteurs
artificiels (ou atomes artificiels). Une jonction Josephson est typiquement [29] soumise
a une tension de quelques pV, ce qui, en termes de fréquence, correspond au domaine
des micro-ondes. L’étude de ces systeémes dans ce domaine est souvent nommée Circuit
QED (ou CQED). Les circuits composés d’atomes artificiels, tels que ces qubits supra-
conducteurs, peuvent atteindre des tailles 7 ~ 10~ — 10™3m, ce qui reste trés inférieur
a la longueur d’onde du domaine micro-onde. Des lors, [’approximation dipolaire qui
consiste a considérer 1I’atome comme ponctuel reste valable et les phénomenes que nous
observons en optique quantique et en physique atomique dans le domaine visible sont
également observés [29].

Toutefois, en 2014, une expérience de Gustafsson et al. [30], consistant a coupler un
circuit supraconducteur de type transmon a des ondes acoustiques de surface (ou SAWs),
c.-a-d. des phonons, confinés sur un substrat piézoélectrique, a remis en question 1’ap-
proximation dipolaire. C’est le champ de 1’acoustodynamique quantique (ou QAD). Nous
nous attarderons plus en détail sur cette expérience au chapitre suivant, mais en résumé
dans cette expérience, des ondes de surface se propagent a la vitesse du son et interagissent
avec un transmon. Cette faible vitesse (comparée a la vitesse de la lumiere) correspond
a une longueur d’onde de 1’ordre de A ~ 10~%m, ce qui est faible en comparaison de la
taille du transmon. Des lors, le couplage SAWs-SQCs se fait en de multiples points (es-
pacés de \/4 dans I’expérience) et justifie I’appellation atome géant qui sera étudié plus
en détail au chapitre suivant.

Ces couplages multiples peuvent aussi avoir lieu en microphotonique avec des circuits

QEDs [31]. Dans ce cas, le qubit supraconducteur, placé judicieusement sur une ligne de
transmission 1D, est couplé une premiere fois avec une onde incidente. Cette derniere

40
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est ensuite réfléchie pour coupler le méme qubit une seconde fois. Si la distance entre le
"miroir" et I’atome est convenablement choisie, alors cette situation est semblable a un
atome géant a deux points de couplage.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la maniere dont on construit une ligne de
transmission 1D. Nous utilisons les résultats des chapitres précédents pour comprendre
comment un transmon peut étre couplé a ce genre de guide d’ondes. Dans tout ce chapitre,
nous posons i = 1.

5.1 Ligne de transmission et couplage avec un atome

Dans les chapitres précédents, nous avons vu comment un atome pouvait étre rem-
placé par un atome artificiel en utilisant des circuits électriques. En QED, les composants
principaux sont les atomes, mais également la cavité optique. Celle-ci sera remplacée par
un résonateur pouvant prendre plusieurs formes telles qu’un guide d’ondes 1D, 2D ou
3D. Linteraction avec ces guides d’ondes est le champ des waveguides QED (WQED).
Nous nous focaliserons uniquement sur les guides d’ondes 1D, aussi appelés lignes de
transmission.

En pratique, la ligne de transmission prend généralement la forme d’un guide d’ondes
coplanaire (CPW) qui consiste a incorporer un matériau conducteur dans une plaque reliée
ala terre. A la figure 5.1, les bandes bleues sont des conducteurs tandis que les conduits
blancs sont des isolants. On peut voir cela comme une coupe longitudinale dans un cable
coaxial ou le conducteur central serait morcelé. Cette figure représente un guide d’ondes
1D dans lequel est placé 1 qubit de type transmon.

Lﬁxcm

8 /
" %
%&\ -

/{,)) X

FIGURE 5.1 — Transmon couplé a une ligne de transmission 1D. D’apres [32].

5.1.1 Hamiltonien de la ligne de transmission 1D

Au chapitre 2, nous avons vu qu’un circuit LC pouvait étre assimilé a un oscillateur
harmonique. De¢s lors, le champ qui se propage dans une ligne de transmission est gé-
néralement décrit comme un ensemble de circuits LC, de dimension finie ou non (c.f.
figure 5.2). Si la dimension de la ligne de transmission est finie, cela permet I’existence
d’ondes stationnaires avec une distribution discrete de modes. Si la ligne est infinie, elle
autorise au contraire un spectre continu.
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LoA(L' LoA(L'
(I)n— (Dn (I)n—l—l
- 0 ) WSS
ColAx — CyAx — ClAx
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FIGURE 5.2 — Circuit électriqgue modélisant un guide d’ondes 1D infini. Cy et Lg sont respective-
ment des capacités et inductances par unité de longueur. Ax est une petite longueur qui tend vers
0 dans la limite d’un spectre continu. D’apres [29].

Les ondes qui se propagent dans un guide d’ondes peuvent prendre des valeurs dans
une large gamme de fréquences. Intuitivement, nous pouvons comprendre que la longueur
du guide d’ondes permet de fixer des modes stationnaires. En effet, si le guide d’ondes
est de longueur d, et que la vitesse de 1’onde qui se propage est v, alors des ondes station-
naires de fréquence w = 2mv/(dn) ou n € N peuvent se former. Il est utile de pouvoir
controler ces fréquences en cours d’expérience, ce qui peut se faire par exemple par une
modification des conditions au bord en placant un SQUID a la "bonne place" dans le ré-
sonateur et en controlant 1’énergie Josephson par un flux magnétique extérieur.

A partir du circuit de la figure 5.2 et des contributions au lagrangien du tableau 3.1, il
vient que, pour ce guide d’ondes, le lagrangien est

Lwg = Z [OO2A:U (cbn(t)>2 - QI@;A:B (Dyp1(t) — (I)(t))Q , 5.1

ou les moments conjugués sont

0L :
— = CpAzd,(t). 5.2
9B, 0T () (5.2)

Si Ax — dx le lagrangien dans sa forme continue s’écrit
oo too Gy s 21 [(8D(x, b))’
L= | de = | de| (b)) - : 5.3

Q(x,t) = Co®(z, 1), (5.4)

est la densité de charge (c.f. équation 3.12) et ou ®(x,t) et £ sont respectivement les
densités de flux et densité lagrangienne. Par I’équation d’Euler-Lagrange, la densité de
flux satisfait a I’équation d’onde

Fo(x,t) 1 0P0(x,t)
ot? L()CO 02

= 0. (5.5)
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Il s’ensuit que le flux ®(x,t) peut se déplacer a droite (R) et a gauche (L) a vitesse
v =1/4/(LoCy) tel que la solution la plus générale s’écrive

O(z,t) = p(kr + wt) + Pr(—kz + wt). (5.6)

Par une transformation de Legendre (3.11) sur le lagrangien (5.3), nous obtenons facile-
ment I’hamiltonien classique

1 00
ng:§/ dx

Si les coordonnées et moments généralisés sont promus au rang d’opérateurs, et en impo-
sant la relation de commutation canonique

Qz,t)> 1 [9d(x,1)\°
e +L_O(T>]' (5.7)

N

[Q(w), @(m’)} =i6(x — '), (5.8)

nous passons a I’hamiltonien quantique dont la forme est celle d’un ensemble d’oscilla-
teurs harmoniques. Cela nous permet d’écrire les coordonnées et moments généralisés en
termes d’opérateurs de création et d’annihilation. Nous avons

=S Z * dw ~ —i(*kx+w
a1 =\ 3 [ (Gamee™ 0 4 Hee), (5.9)
0
A | Z OO ~ —i(tkrtw
Qur)(z,t) = —iy/ 4—72/ dwv/w (Gr(r)we (Fhatwt) _ H.c.), (5.10)
0

avec Zy = v/ Lo/ Cy I'impédance caractéristique du guide d’ondes et H.c. désignant I’her-
mitique conjugué. De plus, il découle de (5.8), (5.9) et (5.10) que les opérateurs de créa-
tion et d’annihilation satisfont a

[dX,wa a&w} = 0(w — w)oxxr, (5.11)

ou X, X" € {R, L}. Nous pouvons maintenant imposer des conditions aux bords afin de
décrire au mieux le systeme physique d’un guide d’ondes 1D de taille finie. Pour cela,
regardons d’abord le cas d’un guide d’ondes semi-infini en imposant a une extrémité un
flux nul. Puisque le flux, par les équations (3.25) est défini par rapport au ground, un flux
nul correspond physiquement a relier a la terre I’extrémité (z = 0) du guide d’ondes (au-
trement dit ®(0,¢) = 0). Cette action équivaut a placer un miroir dans un espace ouvert.
Il a ét€ montré [29] que si nous relions I’extrémité du guide d’ondes a un condensateur
ou a un SQUID cela revient a le relier a la terre. Dans le cas ol nous utilisons un SQUID,
cela permet d’ajuster les fréquences permises dans le guide d’ondes de la méme maniere
que si nous déplacions le miroir a I’extrémité de 1’espace libre.

Si nous introduisons une double condition aux bords en x = 0 et x = d tel que
®(0,t) = 0 = ®(d, t), alors [29] les seuls modes permis sont ceux ayant une fréquence
jmv gJm
b= 1TV , 5.12
’ d dv/LoCy (>-12)
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ou j € N. Celareprésente une collection discrete et infinie de modes propres, et par consé-
quent d’oscillateurs harmoniques. Nous pouvons donc réécrire 1’hamiltonien de I’onde
qui se propage vers la droite/gauche dans le guide d’ondes sous la forme bien connue

1
Hugnyny = Z%( Q(pp),d(R/L); T 5)- (5.13)

Il s’agit également de la forme de I’hamiltonien du champ électromagnétique (c.f. an-
nexe A) avec a(r,r), I’opérateur d’annihilation du mode ;.

5.1.2 Hamiltonien d’un transmon couplé a une ligne de transmission
1D

Soit un atome a deux niveaux (qubit supraconducteur) que 1’on couple a une ligne de
transmission 1D. Nous supposons pour I’instant un unique point de couplage. Le qubit
que nous allons utiliser est le transmon. Pour simplifier, nous allons considérer que le
champ qui parcourt le guide d’ondes est un champ monomode de fréquence w,.. La situa-
tion est représentée a la figure 5.1.

Pour décrire cette situation par un circuit €électrique, procédons par étapes. Premiere-
ment, le champ se propage dans la cavité (conducteur central en bleu soumis a une tension
Vy). L’input et I’output sont représentés par les parties grises de la figure 5.1. Ce simple
systeme est représenté par un oscillateur LC' relié a un conducteur borné par deux ca-
pacités correspondant physiquement aux espaces qui séparent la cavité de I’input et de
I’output. Le circuit électrique de cet oscillateur associé au conducteur central est repré-
senté a la figure 5.3a. Deuxiemement, nous savons qu’un transmon est représenté par un

H I oo

Ci n C

@ Cim) I

- " .8 L.
b of

| |

5l 1
L

Co 1 Wi C, L
Cy -

FIGURE 5.3 — Description électrique du systeme : a) oscillateur (orange) couplé a une ligne de
transmission 1D (bleu). b) Transmon. c) Transmon couplé a une ligne de transmission 1D et a un
oscillateur.
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circuit électrique tel qu’illustré sur la figure 4.8. Le circuit qui décrit la figure 5.1 est donc
la juxtaposition des circuits des figures 5.3a et 5.3b, ce qui donne le circuit final de la
figure 5.3c.

Pour obtenir ’hamiltonien de ce circuit, nous allons procéder comme au chapitre 3
en commengant par établir le Langrangien a partir des flux de branches ¢, et ¢ ; comme
indiqués sur la figure 5.4. Sur ce circuit nous avons quatre noeuds : a, g, r et J ou les flux

—l
|| |
Cn ¢ | 1S 7 0
( | |
VD) § L b
1,8 T ¢ okd /G

gqbg

FIGURE 5.4 — Schéma de la figure 5.3c avec les flux de branches ¢, ¢4, ¢q4 et ;.

associés sont respectivement ¢, ¢4, ¢, et ¢ (et par convention ¢, = 0). Pour chaque
branche nous avons

@ag:¢g—¢a:/1/'gdt—>¢a:—/\/gdt (5.14)
Bro = du— by = —r — / Vdt (5.15)
Dy = ¢p — Py = Oy (5.16)
Qyy =05 — Qg =0y (5.17)
Dy =0, — @y (5.18)

A partir du tableau 3.1, nous trouvons facilement le lagrangien

_Cin (4 2 G Cos N OB L
2= (6 40,) + R G (=) + T 619
+ E; cos (21¢J) , (5.20)
0

ou, pour simplifier les calculs, les capacités Cj, et C'; ont été absorbés dans la capacité
équivalente C'z. Les moments conjugués p, et p; sont obtenus en appliquant la défini-



Ligne de transmission et couplage avec un atome 46

tion (3.12) sur le lagrangien. Nous avons

0Z

= = [Cin+ Cr + Cgl ¢r — Cobos + CinV, (5.21)
0.%¢ . .

br=———"= _CngT + (Og + OB) ng' (522)
09,

[’hamitonien s’obtient par une transformation de Legendre (équation (3.11)) et au prix de
nombreux développements algébriques nous obtenons

Cr 4+ Cy+ Ciy, 27
H (pr, ¢r, 05, 05) = p5 — E;cos (a{ﬁbJ)

2072
C1B + C’g 2 gb%
T g
Cg (CBCZ’VL + Cngn)pr‘/g + CgczanV;]
+ O_prpJ - Cz
Cp+C)CRVE 1,
- 5 mn bl 5.23
20?2 3 CinVs (5.23)
ou
C? = OpCy + CpCyy + CCr + CyCip + C,C,. (5.24)

Si nous choisissons de fabriquer le systeme tel que C, > C,, Cp, Cy;, et que nous défi-
nissons Uy, = C'p + (Y, alors I’hamiltonien se réduit a

2 2T
g~Prr g i
5 7 COS ((I)O¢J>

2 2
P O
HETAIET A
Cozper c — Vg — CC pJV
C2V2
—2"09 - 5Cmvj. (5.25)

En utilisant les définitions (3.29), (3.30), la définition de E» dans I’hamiltonien (3.31) et
en définissant n,. tel que

by Cng‘/g 62 Cgpr
_rJ _Jgm’g Er=— ;= , 5.26
2¢’ " T 00 ¢ =0y "5, (5:26)
I’hamiltonien (5.25) peut prendre la forme
2w 2
H ~ |4F¢ (n—ng)2—EJcos (50¢J>] + [20 i 1 + 8Ecnn,
SE-CxC, C2CsCV, — Cs — C,V,

-, n 4Eq 5.27
Cg nyng + { v, n ( )
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Cependant, puisque le qubit considéré est celui du transmon, par les résultats du chapitre
4, nous savons que la valeur de n, n’a pas d’influence sur les énergies propres. Nous
pouvons donc le poser nul et nous avons

p? o8 2 2m
H ~ 2_07~+2_Lr + [4Econ® — By cos aogbj + 8FEcnn,. (5.28)

Si nous passons a I’hamiltonien quantique a partir des relations (4.5), en imposant (4.7),
et de la méme maniere si nous définissons

2eC, 2eC, .
r = T T—> Arr: Ar, r_> T 5'29
p o, P c, " br = ¢ (5.29)
tel que
[e% n] _ ¢ir (5.30)
nous obtenons
X P2 P .
Ao |4 0| [4Ecﬁ2 — Ejcosd| + 8Eci,. (5.31)
Finalement, si nous posons
1
br =i 2 (a" — a) (5.32)
n Zr ~ ~
or =5 (0" + ), (5.33)
ou Z, = é—:, et avec a' et G respectivement les opérateurs de création et d’annihilation

de photon produit par I’oscillateur, associé aux équations (4.24) et (4.25), nous avons
: ot it ECiiiii oot —a) (b i
A > w,dla+ wnbh— <CHb0— g (' — a) (5 = 5) | (5.34)

1/4
ol wogy = V8EcE; — Ec et g = % 35_1&) la constante de couplage. L’ha-

miltonien de ce systeme est donc la somme de I’hamiltonien de I’oscillateur LC (équa-
tion (3.23)) et de I’hamiltonien du transmon (équation (4.26)) avec 1’ajout du terme de
couplage entre I’oscillateur et le transmon. Par le chapitre 4, nous savons que le transmon
est un oscillateur avec une 1égere anharmonicité ce qui permet de choisir de travailler avec
uniquement deux niveaux. Dans ce cas, le terme o< bTbTbb est nul et les opérateurs b et b
prennent respectivement la forme des opérateurs bien connus 7, et 6_ (c’est I’approxi-
mation TLS : two level state). Nous avons

H =walat o +g(a+al) (o= +0y). (5.35)

Nous pourrions encore aller plus loin, si nous utilisons de nouveau 1’approximation RWA
déja utilisée pour obtenir I’hamiltonien du transmon (4.26). Dans ce cas, nous obtenons
I’hamiltonien bien connu du modele de Jaynes-Cummings décrivant I’interaction entre la
lumiere et la matiere.

Hyc = w.ala+ %@ +9 (dT&— + &&+) : (5.36)
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5.2 Equation maitresse

Lorsqu’on est face a un probleme en lien avec la dynamique d’un systéme quantique
ouvert, il est nécessaire de décrire 1’état du systéme par un opérateur densité, dont I’évolu-
tion est régie par une équation maitresse. Pour illustrer cela, nous allons reprendre 1’hamil-
tonien (5.35) mais en considérant I’ensemble des modes du champ pour étre plus général.
Nous avons donc

H=H,+ H,,+ H, (5.37)
ou
i, :%&Z, (5.38)
Hyg =) wjala;, (5.39)
J
=Yg (a;+al) (6 +6y). (5.40)

Pour simplifier les calculs, nous passons en schéma d’interaction (voir annexe B) en ef-
fectuant la transformation unitaire

A~

U(t) = eilHatHug)t, (5.41)
Pour cette transformation unitaire, nous avons

U0 (1) = {[(H +ng)} i(Ha+-Hug)t *“Ha*ng)} (5.42)

Wa .

=%, - ijaja] (5.43)

Puisque les deux premiers termes de 1’hamiltonien (5.37) commutent avec U (t) et par le
lemme de Baker-Hausdorff (annexe B), nous pouvons ne regarder que le troisieme terme.
Pour I’opérateur ¢_, nous avons

T 0 =6 1% 514 L (19 6 (6. 6
Ut)o-UT(t) =6 + i lo..0-] + 3 (z . t) 62,160, 6]] + ... (5.44)
1
=5 (1 zwat—i—Q( zwat)2+...) (5.45)
—b_ et (5.46)

En procédant de la méme maniere pour les autres opérateurs de (5.40), nous avons

A N N N 1 )
U(t)a,.U'(t) = (U(t)6_UT (t)) = 5 et (5.47)
et
U(t)a;UT(t) =ae" i, (5.48)
U(t)alU(t) =dale™". (5.49)
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Au final, en schéma d’interaction (indiqué par un ~ ), I’hamiltonien est
H(t) = 3 g5 (67" + yee) (age™ + ales!). (5.50)
J

Le systeme total (atome + champs) est un systeme isolé et des lors si nous introdui-
sons 1’opérateur densité du systeme total p;,;, son évolution est donnée par I’équation de
Liouville-von Neumann [33] (en posant i = 1)

pror = —i[H, pror)- (5.51)
En schéma d’interaction, elle devient
pror(t) = —i [ﬁ(t), 5,5@(75)} . (5.52)

En intégrant cette dernicre équation, nous obtenons

t ~
ﬁtot(t) = ﬁtot(o) - Z/ dr [H(T)a ﬁtot(T)} . (553)
0
Puisque I’opérateur densité de 1’atome p s’obtient par 1’opération de trace partielle sur
I’environnement de 1’opérateur densité du systeme global, toujours en schéma d’interac-
tion et en insérant (5.53) dans (5.52), nous obtenons

(1) = Trenamp (—i [H ,Stot(())] _ /0 “dr [ﬁ](t), {ﬁ[(r), 5th> . (5.54)

A ce stade, les développements qui ont mené 2 I’équation (5.54) étaient exacts, mais pour
aller plus loin il est nécessaire de faire quelques approximations. Premierement, 1’ap-
proximation de Born, qui consiste a considérer la constante de couplage g; comme faible
et I’environnement grand par rapport au systeme (I’atome). Autrement dit, la matrice
densité de I’environnement pchamp NE change presque pas lorsqu’on considere I’interaction
avec I’atome et sera donc considérée comme indépendante du temps. De plus, nous consi-
dérons qu’initialement, 1’atome et le champ sont dans des états séparables (autrement dit
Prot(t) = p(t) ® Pehamp)- La seconde approximation est I’approximation de Markov, c.-a-d.
I’interaction entre I’atome et le champ en un temps ¢’ n’affectera pas 1’interaction en un
temps ¢ ultérieur. Mathématiquement, cela nous autorise a remplacer p(7) par p(t) [34].
Des lors, I’équation (5.54) se réduit a

. t ~ ~
f—— / A7 Trchamp ([H(t), [H(T), At) ® ﬁchampm . (5.55)
0
Pour alléger la suite des calculs, nous introduisons les opérateurs
5(t) =6_e ™t (5.56)
a(t) =) giae ", (5.57)
J

L’hamiltonien (5.50) prend alors la forme

H(t) = (a(t) +a' (1)) (3(t) +57(t)) . (5.58)
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Si nous développons le commutateur de I’équation (5.55), nous obtenons 16 termes, cha-
cun d’eux contenant un produit des opérateurs a(t), af(t), 3(t), 57(), p(t) et penamp- L OPé-
ration de trace n’agit que sur les opérateurs @(t), af(t) et pepamp. En utilisant la propriété
d’invariance de la trace par permutation cyclique

Trehanp[a” (7) Peamp@(t)] = Trenamp[a(£)a" (7) penamp] = (@(t)a’ (7)) , (5.59)

(a(al(r)) = <Zgjaje—”ﬂ > gkazeW>
=D

Z 2 —sz (t—7) (5.60)

avec I’hypothese que <&;dj> = 0Vj (car T <« 1) [34]. Avec ces considérations nous
obtenons, en utilisant la RWA,

4 etr(t=) (ﬁ(t)g(T)gf(t) + 5@)&@)3@))] . (5.61)

Sinous avions fait la RWA des le début dans I’hamiltonien (5.50), a ce stade il manquerait
des termes. Cela n’aurait pas affecté le taux de relaxation, mais la valeur du lamb shift.
La suite du calcul consiste a passer d’une somme discréte de mode a une intégrale en
utilisant la densité d’état .J(w). Un changement de variable ¢ = ¢ — 7 et un remplacement
des opérateurs 5(t) et 5(t)' nous permet d’obtenir

)= [ dwitng) [ ar [ (00— o)

L W (AT 5(t)6_5+>

peilwmwa)t (&f p(t)6s — &Jr&,ﬁ(t))] . (5.62)
Nous utilisons ensuite 1’identité
/ dte™™" = 7§(w) —iP (—) , (5.63)
0 w
P noté parfois pv est la valeur principale de Cauchy. La notation
1 1

P[X]p=XpXT - 5XTX/s — 5ﬁXTX, (5.64)
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et les identités

i+a,

b6 = +2” , (5.65)
ﬂ- - Az

6 6, = 2“ , (5.66)

pour obtenir

—z{%,ﬁ(t)}lj /jde(w)g%w)( S ) (5.67)

W+ Wy W — Wq
En sortant du schéma d’interaction, nous obtenons finalement

) =i |5+ Ao pl0)| + T2 (6150 (5.68)
I =27J(wa) 9% (wa), (5.69)

est le taux de relaxation de I’atome et

AQ:P/OOOde(w)QQ(w)( b1 ) (5.70)

W+ Wy W — Wy

est le lamb shift. Comme nous le verrons au chapitre suivant, lorsqu’on utilise des atomes
avec plusieurs points de couplage (en se servant par exemple de transmon couplé a des
ondes acoustiques de surfaces), cela a une conséquence sur la valeur du lamb shift et du
taux de relaxation.



Chapitre 6

Atomes artificiels géants

Comme on I’a vu au chapitre précédent, il est possible de coupler un transmon a une
ligne de transmission 1D. Dans ce chapitre nous introduisons un nouveau type d’atome
dans le cadre d’un couplage entre une onde acoustique de surface (SAW) avec un qubit.
Pour comprendre un atome géant, il nous faut poser des notions de base. En effet, 1" hamil-
tonien d’un atome géant comprend un terme qui va dépendre de la position des différents
points de couplages. Ce terme est lié a un facteur de déploiement dans la théorie relative
au IDT couplé a des SAWs. Dans un premier temps, nous nous intéressons a la notion de
SAW se propageant sur un matériau piézoélectrique et discutons ensuite bricvement de ce
qu’est un IDT (interdigital transducer). Une fois ces notions en place nous pouvons les
assembler pour entamer une description d’abord semi-classique, ensuite quantique, des
atomes géants.

6.1 Notions préliminaires

6.1.1 Théorie classique des SAWs

Les SAWs sont des ondes acoustiques qui se propagent a la surface d’un matériau qui,
dans notre cas, sera piézoélectrique. Elles ont été découvertes pas Lord Rayleigh en 1885
et sont actuellement largement utilisées dans les téléphones, les télévisions ... [35]

La piézoélectricité est le phénomene qui relie une contrainte mécanique a la pro-
duction d’un champ électrique dans un matériau et inversement. Dans un matériau, les
contraintes et la déformation sont reliées par 1’élasticité. Si nous exercons une force F
sur un matériau, les particules qui composent le matériau vont subir un déplacement .
Pour rendre compte de cela, nous utilisons généralement le tenseur de pression T dont les
composantes sont définies par

F;
A’

J

zﬁi’: i)j:xyyazv (61)

avec F; la force dans la direction ¢; et A; la surface perpendiculaire a la direction €. Le
déplacement des particules est quant a lui défini par le tenseur de contraintes S dont les
composantes sont

ou; Ju; Oy,
%7 Siy - ay ) S’LZ - 82

Siz = i =, 2, (6.2)

52



Notions préliminaires 53

et qui mesure le changement relatif de longueur dans une direction 7. Ces deux tenseurs
sont reliés entre eux par le coefficient de raideur ijl tel que

Ty; = Cf Su, (6.3)

ou nous avons utilisé la convention d’Einstein sur les symboles sommatoires. Les deux
tenseurs T et S sont symétriques tels que

Sz'j :Sj' et ﬂj :,—T]z (6.4)

Des lors, nous pouvons placer les termes indépendants de chacun de ces deux tenseurs
dans deux vecteurs 7" et S' de dimension 6 tel que

T =Ty, Ty Tozy Ty, T, Ty, 6.5)
S =(Sues Syys Sezy Syz 4 Seyy Sez + Sey Say + Sya), (6.6)

et reliés par B B
T =cS, 6.7)

ou c est la matrice 6 x 6 de raideur. Pour un matériau diélectrique, le champ électrique Eet
le déplacement diélectrique D sont reliés par la relation (1.5) ou la relation de constitution
est la matrice de permittivité € et nous avons

D =¢E. (6.8)

Si dans la plupart des matériaux, les relations (6.7) et (6.8) sont indépendantes. Ce n’est
pas le cas dans un matériau piézoélectrique. En effet, dans un tel matériau, nous avons

T =cS — ¢TE, (6.9)
D =eS + ¢E, (6.10)

ol e est une matrice 3 x 6 connue sous le nom de constante piézoélectrique et ou e’ est
la transposée de e. Au chapitre précédent, nous avons considéré une onde se propageant
dans une ligne de transmission 1D. Cette situation est équivalente au cas particulier ou
une onde de compression se déplace suivant la direction €, d’un matériau (autrement dit,
ez = €11 7 0). Dans ce cas les éléments non nuls des équations (6.9) et (6.10) sont

T, = c11S1 — e B, (6.11)
D1 == 61151 + 611E1. (612)

Or, dans notre cas S = 9, et la vitesse de déplacement des particules est donnée par 0.

A partir des équations (6.2) et (6.11) et en laissant tomber les indices, il vient que
oS oOv 10T eodFE

_ 2 _ - 7= 6.13

ot 0z cot ot ©.13)

ol v est la vitesse de déplacement suivant €, des particules. A partir de 1’équation (6.11),
nous avons

s=Yr+er). (6.14)

C



Notions préliminaires 54

Injectée dans (6.12), il vient

c e
F=——(D--T). i
(€2+C€6)( c > ©.15)
Par (6.13), nous avons donc
Oov 10T e c oD edT
= - = 1
or ¢ ot * c [(62+cee> (815 c 82&)} (6.16)
1 e oT 1 oD
|1 o . oY 6.17
[c ¢(e+<) 8t+(e+%) ot 6.17)
10T e 0D
" 4 -7 1
c Ot + ec Ot’ ©.18)
ol
2
c’:c+?zc(1+K2), (6.19)

avec K? = ¢?/ec le coefficient de couplage piézoélectrigue. On considére maintenant
I’approximation quasi électrostatique pour laquelle D est constante. Nous pouvons faire
cette approximation dans la mesure ou le matériau ne présente pas de charges libres et
ou le champ électrique provient uniquement d’une tension extérieure. Grace a cela, et par
I’équation (6.1), I’équation (6.18) devient
@ = Lﬁ—F (6.20)
or A ot
Si nous considérons maintenant 1’effet d’une force appliquée suivant €, sur une des
faces d’un volume infinitésimal dxdydz de masse volumique p,,. La force qui s’exerce
sur la face avant est T'dydz et sur la face arriere, elle est (7" + g—fdx)dydz. En utilisant la
seconde loi de Newton sur la force nette g—zdxdydz nous obtenons

orT v

il — 21
o dxdydz = ppdrdydz 9 (6.21)

oF ov
— — = p,A—. 6.22
ar "ot (6.22)

En effectuant les identifications
1
V< —F, I < v, Lo < pnA, Cy &< R (6.23)
c

sur les équations (6.20) et (6.22) nous retrouvons les équations de la tension et du courant
dans une ligne de transmission (C.4) et (C.3) (voir annexe C).

ov oI
oI ov

Par cette analogie, nous avons bien une équivalence entre une onde qui se propage dans
une ligne de transmission 1D et une onde de compression qui se propage suivant é,, dans



Notions préliminaires 55

un matériau piézoélectrique. Nous pouvons donc extraire la vitesse de propagation de
I’onde acoustique

1 1 c
N _.]< (6.26)
Vv Lolo /;OmAﬁ Pm
Propagation
TT 7y LT,
. lfzh\‘lwm\\i*ﬁmw
[ O IR 1
. T \ A R
“particle
| S, I T TR R N PRV B B trajectory
Y A 2 B U A

FIGURE 6.1 — Propagation d’un SAW sur un substrat : a gauche, le substrat en 3D montrant une
compression suivant €, et un cisaillement suivant €, (adapté de [34]). A droite, une coupe longi-
tudinale du substrat montrant les déplacements des particules suivant des trajectoires elliptiques.
Adapté de [35].

La contrainte appliquée sur les particules du matériau s’effectue par 1’application
d’une tension sur le piézoélectrique. La description ci-dessus a été faite pour le cas par-
ticulier d’une onde acoustique qui se déplace dans un matériau piézoélectrique suivant la
direction €. En réalité, une onde acoustique de surface (SAW) est beaucoup plus délicate
a décrire. En effet, si nous gardons €, la direction de propagation de I’onde (la surface est
le plan Oxz), le SAW inclut également un déplacement de cisaillement dans la direction
¢, comme le montre la figure 6.1. Ces cisaillements et compressions impliquent des tra-
jectoires elliptiques des particules. Ces mouvements sont de moins en moins importants
au fur et a mesure que les particules sont logées profondément dans le substrat. D’ou la
terminologie d’onde de surface. Nous considererons des lors une onde qui se propage
dans un milieu au-dessus d’un substrat.

La description complete d’un SAW nécessiterait un mémoire a elle seule, nous nous
contenterons donc de considérer que les mouvements de compression suivants €, sont les
mouvements dominants, et nous négligerons la décroissance suivant €,. De plus, puisque
nous allons nous intéresser au couplage entre un SAW et de 1’électronique, on définit ¢,
une amplitude qui peut étre interprétée comme le potentiel qui accompagne 1’onde a la
surface du substrat [35]. Nous admettons aussi sans démonstration que ce potentiel ¢ est
I’équivalent de la tension V' d’une ligne de transmission telle que la puissance totale (qui
regroupe la contribution mécanique et électrique) soit reliée a ¢ par une conductance Y,
telle que

P = Yy|o]”. (6.27)
La conductance dépendant de 1’étendue du SAW sur une largeur W (étendue dans la
direction €), on caractérise souvent un SAW par sa conductance relative v, définie par

A 2nCsv
Yo = Yo = 0

o e (6.28)
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ol vy est la vitesse de propagation du SAW et Cs = € + €, la constante diélectrique
effective tenant compte des permittivités du substrat €, et du milieu au-dessus du substrat

€0.-

6.1.2 Théorie classique d’un IDT

Pour pouvoir générer un SAW, on utilise un /DT (interdigital transducer), représenté
a la figure 6.2, qui va permettre de générer une tension sur le piézoélectrique. Un IDT
consiste en un ensemble de doigts métalliques périodiquement espacés formant un conden-
sateur de grande capacité comme celui utilisé pour le transmon. Cet IDT est placé sur la
surface d’un piézoélectrique et s’il est alimenté en courant alternatif, il peut induire une
contrainte électrique sur le matériau. Cette contrainte génere des vibrations de surface
qui se propagent sous forme de SAW. Un IDT peut donc étre vu comme un objet a trois
ports : un électrique et deux acoustiques. La figure 6.2 montre les trois ports ou le port
électrique (au-dessus) est 1ié a une tension et les deux ports acoustiques (droite et gauche)
permettent de générer (capter) une onde acoustique d’amplitude ¢,,: (¢;,) se propagant
vers la droite (gauche) symbolisée par le signe + (—). En effet, un IDT peut fonctionner

FIGURE 6.2 — Représentation d’un IDT vu du dessus. Adapté de [36].

en transmission et/ou en réception et on caractérise respectivement ces deux fonctionne-
ments par des fonctions u(w) et g(w) avec w la fréquence angulaire de I’onde de surface
captée ou émise. Des lors, s’il capte une onde d’amplitude ¢;,,, un courant

I'= g9in, (6.29)

est généré dans I'IDT. Si une tension effective V; = V' — V'~ (avec V' la tension d’ali-
mentation de I'IDT en émission et V'~ la tension recue d’'un SAW lorsque I'IDT est en
réception) est appliquée a I’IDT, il génere une onde acoustique d’amplitude ¢, telle que

¢out = ,UV% (630)

Nous définissons une impédance caractéristique de I'IDT Z;pr que nous pouvons relier a
I’admittance Yy du SAW par la puissance moyenne portée par I’onde émise d’amplitude
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¢. Par I’équation (2.36), nous avons

1 o
7 = = . 6.31
DT =y = po (6.31)
Enfin, les fonctions u et g sont reliées entre elles [36] par la relation
g =2uYy. (6.32)

6.2 Description semi-classique d’un atome géant

6.2.1 Ensemble IDT-piézoélectrique

Un IDT seul est simplement un condensateur de capacité C;pr avec une admit-
tance Yipr = 1/Z;ipr = iwCipr (c.f. équations (2.46) et (2.47)). La connexion de
I'IDT a un matériau piézoélectrique équivaut a ajouter dans le circuit une admittance
Y,(w) = Garpr(w) + iBypr(w) telle que par (2.51), I’admittance totale de I'IDT soit
Ya,IDT = Ga7[DT((JJ) + Z.(Ba,[DT(UJ) + OJC]DT). Les circuits d’un IDT couplé aun plé-
zoélectrique en émission (fig. 6.3a) et en réception (fig. 6.3b) sont représentés respective-
ment aux figures 6.3c et 6.3d.

a Vipr
<f\/\/\%w ANNNND
Vipr
-© i
:: ANNNND :: CIDT
o
Yo ipT
c _ d

= G = 1ViDT L

FIGURE 6.3 — IDT couplé a un piézoélectrique vu du dessus : (a) IDT émetteur d’onde d’amplitude
géeim (en (c) le circuit correspondant). (b) IDT récepteur d’une onde d’amplitude d)j;l (en (d) le
circuit correspondant)
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Un IDT comme représenté a la figure 6.2, c.-a-d. un ensemble de doigts entrelacés a
le défaut d’impliquer des réflexions internes multiples. Ce type d’IDT est toujours [35]
bidirectionnel, car il envoie des ondes d’amplitudes égales dans les deux directions lors-
qu’une tension lui est appliquée. Pour un IDT en réception, lorsqu’un SAW est envoyé,
cela cause une tension dans I'IDT. Cette tension a pour effet d’envoyer un second SAW
(dans les deux directions). L’une de ces ondes se propage dans la direction opposée a
I’onde incidente, c’est ce que nous nommons 1’onde réfléchie. L’onde qui est émise de
I’autre coté fait partie des pertes de ce type de dispositif. En fonction de 1’espacement p
entre chaque doigt, cette onde réfléchie peut interagir avec I’onde incidente destructive-
ment ou constructivement. A ce phénomene s’ajoutent des réflexions entre chaque doigt.
En effet ’onde émise par un des doigts peut étre réfléchie par le doigt voisin. Dans un
single-electrode ITD (figure 6.4a), si les doigts sont disposés tel que A = 2p, les ondes
réfléchies interferent constructivement. Ce phénomene est encodé dans la valeur imagi-
naire B, ;pr de I’admittance [34]. Pour éliminer ce phénomene, nous utilisons un double
electrode IDT (figure 6.4b) qui consiste a doubler chaque doigt de maniere a ce que les
ondes interferent destructivement et annulent les réflexions de doigts adjacents. Dans ce
dernier IDT, chaque doigt est séparé du suivant de p = A/4. Par la suite nous allons sup-
poser que nous travaillons soit avec un single electrode IDT parfait sans réflexion interne,
soit avec un double electrode IDT. Dans ces deux cas, nous avons B, ;pr = 0. Lorsque

/10 i0
| ¢ g | —p |
| | | |
———
—
«— —H
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FIGURE 6.4 — Réflexion multiple dans un Single-Electrode IDT (a), et un Double-Electrode IDT
(b). D’apres [35].

nous appliquons une tension V;pp sur un IDT parfait en émission, la puissance dissipée
dans I’admittance Y, ;pr = G, ;pr est convertie en puissance portée par un SAW suivant
I’équation (6.27). Nous avons

Prpr =Psaw — %|V}DT|2G¢1,1DT = 2%|¢|2Yb- (6.33)
Par I’équation (6.30), nous avons
Gainr = 2|, (6.34)
Comme p est toujours purement imaginaire [35], et par I’équation (6.32), nous avons

Ga1pr = — 1. (6.35)

La valeur de p dépend des caractéristiques de I’IDT. Elle peut étre approximée par le
modele de la "fonction" delta.
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6.2.2 Delta Function Model

Dans ce qui suit, nous considererons le cas d’un IDT uniforme et non réflectif en trans-
mission comme schématisé sur la figure 6.5. La propagation de SAW sera considérée sans
perte et sans diffraction. Les IDT seront également supposés avoir toutes leurs électrodes
de méme largeur a et espacées de p. Le cas le plus fréquent [35] consideére un rapport de
métallisation n = a/p = 1/2. L’IDT sur la figure 6.5 est alimentée par une tension V' et

| "11* a
I ] .
¢s(w)|
—| v o o|w
| T
I —_—— e ———— -
I
L | .
0 Xxq Xy X

FIGURE 6.5 — IDT. D’apres [35]

possede M électrodes centrées en z,,, n € {1, M} (la valeur z, est positionnée en dehors
de 'IDT, mais sa position n’a pas d’importance pour ce qui suit). Nous supposons un
SAW généré dans la direction —z a une fréquence w (nous ne tenons pas compte du SAW
généré dans la direction +x, mais il est bien présent). Chaque électrode est en réalité une
source de SAW qui se propage a travers I'IDT a vitesse v et de nombre d’onde k = w/v.
Par hypothese, nous n’avons supposé aucune interaction entre un SAW généré a une élec-
trode et les autres électrodes. Dans ce cas, I’onde est non-dispersive et son amplitude ne
dépend pas de w. Le SAW se propage dans une direction et satisfait a I’équation d’onde
avec comme solution des ondes planes. L’amplitude de I’onde en = générée en z,, est de
la forme

Gom (W) = V E(w)Peke=am) (6.36)

ou la dépendance en w est logée dans un coefficient plus ou moins constant noté E(w).
Dans un IDT, une partie du condensateur est relié a la terre. Le facteur P, définit la po-
larité et vaut 0 si I’électrode est reliée directement a la terre et 1 sinon. Par exemple,
si nous relions I’ensemble des doigts inférieurs de I'IDT de la figure 6.5, alors Py—5
est la suite P5 = 0,1,0,1,0. Pour un double-electrode IDT, nous aurions eu Py, =
0,0,1,1,0,0,1,1,0,0, .... Puisque le systeme est supposé linéaire, I’amplitude totale de
I’onde de sortie ¢s(x = 0,w) est la somme de chaque contribution, telle que :

M M
$s(0,0) = Y ¢ (0,w) = VE(w) Y Pne ko, (6.37)
m=1 m=1

La constante E(w) représente la réponse d’une seule électrode et peut étre reliée a un
facteur géométrique ¢, et au coefficient de couplage piézoélectrique K du matériau sur
lequel se propage le SAW tel que

E(w) = ¢, K. (6.38)
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Considérer E'(w) "constant", est équivalent a supposer que chaque électrode envoie une
onde a partir de son centre (x,,) d’ou le nom de ce modele : delta function. Dans les cas
d’un single-electrode IDT parfait avec chaque électrode séparée de A/2 et d’un double
electrode IDT avec des séparations de A/4, nous pouvons trouver respectivement

0.8
E*(w) =~ 0.8K?, E(w) ~ EK? (6.39)

Or, par I’équation (6.30), nous avons

p=iE(w)[Aw)], (6.40)
ou
M
Alw) = Z Pewem/v. (6.41)
m=1

est le facteur de "déploiement" (Array factor) de I'IDT. Ce facteur sera tres important dans
I’étude d’atomes géants. Considérons le cas d’un "single electrode IDT" ou x,, = m.p.
Dans ce cas, (6.41) devient une somme de N, = M /2 électrodes espacées de Az = 2p.
Nous avons donc

N
N oikm sin(Npkp) _,
A(kp) = E e~ 2iknp — —Siil(/:p) )e (Np+Dkp, (6.42)
n=1

ou la somme a été traitée comme une série géométrique. Cette derniere équation présente
une série de pics espacés de kp = nx localisés a p = n\/2 et de hauteur N, comme le
montre la figure 6.6. Le facteur de déploiement correspond a la réponse de I'IDT a une

1.00

0.75

A(kp)
A(kp)max

0.50 |

0.25

0.00 |

FIGURE 6.6 — |A(kp)/A(kp)maz| pour deux IDT possédant 4 et 12 paires de doigts. La largeur
du pic de résonance est plus faible pour des valeurs de N4 élevées.

tension oscillante de fréquence w. L’émission de SAW (ou de phonon) sera maximal si
cette fréquence est proche de la fréquence de résonance de I'IDT w;pr, autrement dit, kp
est proche de 7 (pour la réponse fondamentale n = 1). Par un changement de variable



Description semi-classique d’un atome géant 61

0 = kp — 7, le dénominateur de 1’équation (6.42) devient sin(kp) = —sinf ~ —0, ou
0 = m(w — wrpr)/wrpr et wipr = mv/p. Dans ce cas, nous avons

|A(w)| =~ N, (6.43)

sin(N,0)
N |

Pour un double electrode IDT, le facteur de déploiement prend la méme forme a un facteur
V2 pres. Des lors, il est possible d’écrire 1 pour ces deux types d’IDT tel que

in(X
o= 08ik2N, ). (6.44)
X
ou X = NPW%. Par les équations (6.28), (6.34) et (6.44), il vient que
sin(X)1?
Goror(w) = Go {%1 , (6.45)

ou Gg = 1.3K 2N5w1 prW . Dans un cas non parfait, nous pouvons également trouver
I’expression de la partie imaginaire de I’admittance [36] telle que

(6.46)

sin(2X) — 2X
B, ipr = Gy [¥]

2X7?

Ces fonctions sont représentées a la figure 6.7. Lorsque I’IDT en émission est alimenté a
sa fréquence de résonance (w = wypr), Yo rpr = Gorpr est maximal. Comme 1’admit-
tance correspond a la transformation d’une onde acoustique en un signal électrique, cette
transformation sera donc maximale lorsque la fréquence du phonon émis et la fréquence
de résonance de I'IDT coincident.

10F — GalGo
— Ba/Go

0.5

0.0

-0.5F
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0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

FIGURE 6.7 — Partie réelle Ga et imaginaire Ba de I’admittance
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6.2.3 Modele d’interaction SAW-Qubit semiclassique

Maintenant que nous avons une théorie des SAWs, des IDTs, des qubits et des lignes
de transmissions, nous pouvons coupler I’ensemble dans un premier temps de maniere
semiclassique. Nous avons vu qu’un SAW couplé a un IDT est équivalent a une onde qui
se propage dans une ligne de transmission et qui se couple en de multiples points de I'IDT.
Nous avons vu également qu'un IDT seul était équivalent a un condensateur de grande
capacité Crpr, modélisé par un ensemble de doigts imbriqués. Cette représentation est
également celle que nous avons faite du condensateur de grande capacité C'z (la capacité
équivalente C'g = Cj, + C; d’un transmon). Dés lors, en remplacant C;pr par Cg du
transmon, nous obtenons presque le modele de couplage souhaité. Nous avons vu qu’un
IDT en réception est parcouru par un courant oscillant lorsqu’il est couplé a un SAW. Or
ce courant oscillant peut étre modélisé par deux jonctions Josephson formant un SQUID
et contr6lées par un champ magnétique extérieur. En effet dans ce cas, le courant qui passe
a travers la jonction est donné par 1’équation (4.1). Des lors, nous pouvons modéliser un
transmon couplé a un SAW par la figure 6.8 (o nous avons considéré un SQUID a deux
jonctions Josephson identiques). Par 1’équation (4.2), nous avons

=gt | |

_|_

in

WVW[] Yo 1pr m Cs ) Ly

FIGURE 6.8 — Schéma d’un transmon couplé a un SAW

oy 1

" onl cos(d)’ (©47)

J

ou ¢ est la différence de phase au travers du SQUID. Cette différence de phase peut étre
modifiée par le flux extérieur traversant le SQUID. Des lors, si nous nous arrangeons pour
que le déphasage soit faible § < 1 nous pouvons supprimer I’hanarmonicité et dans ce
cas, le circuit de la figure 6.8 peut étre vu comme un circuit RLC en parallele. Si nous ne
voulons considérer des transitions du transmon qu’entre les deux premiers niveaux, alors
il est nécessaire que la puissance acoustique de 1’onde recue par 'IDT et transférée au
Transmon ne puisse pas exciter des états supérieurs a |1). Cette approximation est donc
valable uniquement pour des SAWs de faible puissance. La fréquence de résonance de
I’IDT est fixée pas ses caractéristiques, nombre de doigts, espacements, etc... La fréquence
de résonance du transmon est quant a elle modifiable par la valeur de L ; contr6lable par
le flux a travers le SQUID. Si nous considérons de faibles puissances telles que 1’énergie
d’un phonon n’est pas suffisante pour exciter le qubit & un niveau supérieur a |1), nous
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pouvons supposer que I’inductance du SQUID est linéaire au flux extérieur. Si nous nous
arrangeons pour que les deux fréquences de résonance coincident, nous avons

1

L= ————
5 )
wiprCp

(6.48)

Pour simplifier, nous supposons également Y, ;pr = G, pr. Dans ce cas, le courant
généré par un SAW d’amplitude ¢ produit une tension aux bornes de G, ;pr tel que

I g
Gaipr  Gaipr
Cela permet a I'IDT d’émettre un SAW dans les deux directions telles que
g QS;; +

+
em — IU’V == = _¢in7
Ga,IDT

V= (6.49)

ou nous avons utilisé 1’équation (6.35). Dans le cas d’'un SAW de faible puissance, la
transmission nette ¢, = ¢ + ¢~ est nulle vers la droite et vaut —¢; vers la gauche.
Autrement dit une réflexion totale. Dans ce modele semi-classique, nous pouvons égale-
ment déterminer le taux de relaxation du qubit vers les phonons. Si nous supposons que la
fréquence de résonance w; ( est identique a la fréquence de résonance de I'IDT et sachant
que pour un circuit RLC en parallele le coefficient d’amortissement ¢ est

1 /L
C=5p \/g : (6.50)

a L a
i = o S42L |20 = Celol, 6.51)

Le coefficient d’amortissement permet de savoir a quelle vitesse 1’énergie électrique sto-
ckée dans le résonateur LC est convertie en SAW par dissipation dans G, ;pr. Le taux de
relaxation (6.51) montre qu’avec relativement peu de doigts composant I’IDT, il est pos-
sible d’atteindre des taux de relaxation d’un qubit vers un phonon relativement faibles.

on trouve [36],

6.3 Description quantique d’un atome géant

Le couplage transmon-SAW est intéressant dans la mesure ou I’ensemble qubit-IDT
forme un atome artificiel géant. Conceptuellement, I’ensemble SAW-transmon est iden-
tique au modele ou un atome est couplé a un continuum de mode bosonique dans un guide
d’ondes 1D en de multiples points. Nous modéliserons ce systeme par un atome artificiel
géant. La différence entre un atome artificiel (que nous nommerons simplement atome)
et un atome artificiel géant est illustrée a la figure 6.9. L’atome est représenté avec un
unique point de couplage au guide d’ondes, tandis que I’atome géant peut €tre couplé en
plusieurs endroits séparés d’une distance qui peut ne plus étre négligeable comparée a la
longueur d’onde des modes qui se propagent dans le guide d’ondes. Ces différents points
de couplage correspondent aux différents doigts de I’'IDT comme vu précédemment. Nous
possédons déja la description quantique du champ qui se propage dans un guide d’ondes
et d’un atome a plusieurs niveaux qui y est couplé. Nous savons que la description d’un
tel systeme se fait par la dérivation de 1’équation maitresse. Nous allons donc procéder
pour un atome géant de la méme maniere qu’au chapitre 5.
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(a) (b)
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FIGURE 6.9 — Comparaison entre un atome et un atome géant. (a) un atome a deux niveaux est
li¢é une seule fois (en rouge en x = x1) a un guide d’ondes 1D (en gris). (b) Un atome géant a
deux niveaux avec 4 liaisons (en rouge et désignés par xy, k € {1,2,3,4}). La distance entre
deux points de couplage k et n est |z, — x| et ne peut plus étre négligée en comparaison de la
longueur d’onde des modes dans le guide d’ondes. D’aprés [37]

6.3.1 Egquation maitresse d’un atome géant

1 2 3 4 —> N-1 N

AR N\ LNUNvar
T T T T
T ZTo T3 TN

FIGURE 6.10 — Représentation d’un atome géant a plusieurs niveaux couplé a un guide d’ondes
1D dans lequel se propage un champ dans les deux sens. La position d’un point de couplage est
déterminée par xy, k € {1, N} et séparée d’une distance ~ \ = 2mwv /w1 o ot v est la vitesse de
I’onde qui se propage dans le guide d’ondes, wi  est I’énergie qui sépare les niveaux |1) et |0).
D’apres [31].

Un transmon est un oscillateur 1égerement anharmonique et il posseéde une infinité
de niveaux d’énergie. Nous en tenons compte en considérant le cas général d’un atome
géant avec une infinité de niveaux. Des lors, soit un atome tel que représenté a la fi-
gure 6.10. Nous considérons I’hamiltonien du systéeme comme une somme d’hamiltoniens
de I’atome (]:Ia), du champ dans le guide d’ondes (I:Iwg) et de I’interaction entre les deux
(H ). Ce modele devrait décrire un transmon couplé a un SAW et nous avons vu que cette
situation était I’analogue du cas d’un transmon couplé a un guide d’ondes 1D et dont
I’hamiltonien était donné par I’équation (5.34). La seule différence est la prise en compte
du nombre de points de couplage et de leur espacement grace au facteur de déploiement.

Nous avons donc, . . R .
H=H,+ H,, + Hj, (6.52)
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ou
Hy =) wnlm)(m], (6.53)
g =" w; (@l an, +alas,) (6.54)
J
=" gy (677 + 61
jkm
% (aR e —iw T /v +CL ezw]xk/v +a ezwjxk/v _i_deLjefiwjxk/v) ) (655)

Les niveaux atomiques sont indicés par la lettre "m" et ont une énergie W, (B = 1).

Chacun d’eux est connecté aux niveaux supérieurs par 1’opérateur &' + = |m + 1)(m|

et inférieurs par 1’opérateur 6™ = |m){m + 1|. Le guide d’ondes est parcouru par des

modes bosoniques indicés par la lettre "j". Comme les bosons peuvent a priori se dé-
placer vers la droite ou vers la gauche dans le guide d’ondes, nous distinguons les deux
respectivement par les indices "R" et "L". Les opérateurs ¢ et a' sont les opérateurs d’anni-
hilations et de création de bosons. Les termes de phases exp(tiw;zy/v) tiennent compte
de la position de chaque point de couplage, avec v la vitesse de chaque mode, suppo-
sée identique (c’est le facteur de déploiement). Enfin, g, est la constante de couplage.
Dans I’équation (5.34), cette constante provenait d’une contribution a la fois de 1’oscil-
lateur et du transmon. Il est des lors naturel que dans le cas de notre atome géant, cette
constante dépende également du mode j qui va interagir avec le niveau atomique m de
I’atome. La constante de couplage pouvant étre différente de point en point, un indice k
permet de distinguer le point de couplage considéré (situé en x;,). Cette hamiltonien sup-
pose que le temps que met le boson a traverser tout I’atome est négligeable comparé au
temps de relaxation de ’atome lui-méme. A partir de ces hamiltoniens et en utilisant le
méme raisonnement qu’au chapitre précédent, nous pouvons dériver I’équation maitresse
de ’atome. Le développement mathématique étant assez laborieux, nous n’insisterons
que sur les grandes étapes.

Dans un premier temps, il nous faut passer en schéma d’interaction (voir annexe B)
en utilisant la transformation unitaire (5.41) sur tous les opérateurs, nous avons

C:LL/R. = U&L/R.UT = dL/R,efi“ft, aTL/R = UaL/R Ut = aL/R et (6.56)

= U6\™MUT = 6lMeimimt 50 — ggmgt = M emiomiimt - (657)

Pour un transmon, nous pouvons montrer que ¢;xm = gjgxgm [21]. Nous pouvons des
lors séparer les différentes sommes dans 1’hamiltonien. De plus, en remplacant tous les
opérateurs, nous obtenons 1’hamiltonien en schéma d’interaction

ng < N ’me+1 mt + a_im)elwm_‘_hmt)
X Z{ ap A" (wy) + ap, A(w;)] e™™*

+ [ang(wj) + aLjA*(wj)] e}, (6.58)
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Alwy) = g; > gue™ ™™/, (6.59)
k

En introduisant I’ opérateur densité du systeme total (atome + champ) p;,; et son équation
d’évolution (5.52), il vient que

,gtot(t) =—1 |:I:{<t)7)5tot] . (6.60)

Si nous intégrons cette derniere équation et que nous y injectons le résultat, en tracant sur
le champ nous avons

$(0) = Tromy (1 [100).at0)] = [ ar [f10. [0, 58] ). 661

Nous effectuons ensuite les approximations de Born et Markov, c.-a-d. pi(t) =~ p(t) ®
Pehamp €t P(T) = p(t), nous retrouvons donc I’équation (5.55). Posons maintenant

(1) =3 gno™emiommt, (6.62)

a(t) = (ar, A" (W) + ar, Awy)) e, (6.63)

J
afin de réduire I’hamiltonien a la forme

H(t) = &(t)al (1) + 8T (1)a(t), (6.64)

ou nous avons effectué 1’approximation RWA. Si nous notons (AB )Champ = T champ <AB ﬁchamp>

pour les opérateurs A et B et sachant que (G (¢)a(t))champ = (@' (¢)a’(t))champ = 0, nous
avons

i) = = [ ar [(@0al(r) + @ () (50031 (-+ 510315 = 515! () (D7 (0)

+ ((alm)at (1) + (@ (M)a)) (p3(r)3 (1) + ps'(1)s() — 5(1)ps1(r) — 5 (0ps(7)) |
(6.65)

Lors de la dérivation de I’équation maitresse d’un atome au chapitre précédent, nous avons
supposé une température négligeable et nous avions donc (&;dﬁ = 0 V7. Si nous voulons
étre plus complet, nous pouvons ajouter les effets de la température. Pour une température
finie 7", le nombre d’excitations du mode j est (&}&j) = n(w;,T), ol

_ 1

n(w;, T) = . (6.66)

erBT — 1
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A partir des définitions (6.63) et (A.11), nous avons

(a(t),a’ (7)) champ = 22 |A(w))? (1 + 7iw;, T)) e~ (6.67)

(a(7), at (t))champ = 2 Z |A(w)))? (1 + 7w, T)) i (6.68)

(@ (t), (7)) ehamp = 22 | A(w;)|*7(w;, T)ewi =) (6.69)

(a'(1), a(t)) champ = 2 EJ: |A(w;)|*A(w;, T)e it (6.70)
J

En injectant ces relations dans (6.65) et en utilisant les définitions (6.63), nous avons
t
o(t) = —2291271114(%)!2/ dr [((1+7(w;, T)) €147 4 (w;, T)e ™5 077)
: 0
X <O/‘.(_m) (m)pe ’me-l»l m(t T) + U(m) ( )pelwm-l»l m(t T) _ a- m)pza.—(‘rm)eiwnt-!—l,m(t*T)

—& m)p:a.(m)e—imerl,m(t_T)) + ((1 + ﬁ(wj, T)) e—iwj(t—T) + T_l<wj, T)eiwj(t—T))

(m) _iwm+1,m (t_T)

(m) —Wm+1,m (t—T) 7 pA5_+ e

(
+
< ~(m) TI’L) ’me+1m(t 7) _f_ﬁASr )0’\'7 e

_o{m patm >ewm+1,m<t—7>)] . (6.71)

Nous effectuons maintenant un changement de variable t = ¢ — 7, nous passons de la
somme discréte a I’intégrale sur tous les modes en introduisant la densité d’état J(w)
a la fréquence w dans le guide d’ondes. Puisque nous nous intéressons aux temps ¢ >
1/Wy+1.m. nous pouvons étendre la borne supérieure a I’infini et utiliser 1’identité (5.63)
et la notation (5.64). Nous avons

ot =23 g, [zwj(wmﬂ,m)m(wmﬂ,m)y? {(1 4 (W1, T)) 2 [a:<m>] b (672

+ i, TV [0 ] 5} +iP / * JWIAW)P

0 W — Wm+1,m

< [m+ 1y + 11,7 (. 7) [|m><my,,§]}+w/0

{(1+aw,T) (6.73)
* J(w)|A(w)[”

w + Wm+1,m

(6.74)
x {1+ (w,T) [Im)(ml, §| = fw, ) [Im + 1) (m +1],5] }. (6.75)

Par la suite, nous nous intéresserons aux températures négligeables (k1" < w,,), des lors
nous pouvons considérer que (d}@} = n(w;,T) = 0. Apres quelques réarrangements de
termes, nous obtenons [37]
dp , .
= | S om Bl

+3 Tsiom? [&_’”’] 5, (6.76)

ou A,, est le Lamb shift donné par

o) 2 2
A, = 2P / ) (’Am(“’)' Wt _ A1) “m’m‘1> . (6.77)
0

w w + Wm+1,m W — Wm,m-1
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Le superopérateur de Lindblad & [a(_m)} p, défini par

1 1
DX)p=XpXT — 5XT Xp— 5/3)(* X, (6.78)
décrit la dynamique irréversible du systeme. La relaxation a un taux I',,.1_,,, pour une

transition atomique |m + 1) — |m) est donnée par la reégle d’or de Fermi

Fm-i—l—)m = 47(J(wm+l,m) |Am(wm+l,m) ‘27 (679)

Oll Wg p = Wq — Wy €t
Am(w)) =Y gjrme ™™/ (6.80)
k

Comme dit plus haut, la différence entre un atome et un atome géant apparait dans le
terme de phase de I’hamiltonien qui se retrouve dans le facteur de déploiement A,, (w;).
Ce terme apparait a la fois dans le taux de relaxation et dans le Lamb shift [31]. Il est
responsable du phénomene d’interférence dans le cas d’un atome géant a travers une dé-
pendance en la fréquence de I’onde qui se propage dans le guide d’ondes w;, présente dans
les équations (6.77) et (6.79). Nous connectons ce résultat au transmon couplé a des SAWs
en se rappelant que tout comme I' o< G, rpr o< |p]? o |A(w)|* (équations (6.51), (6.34)
et (6.40)), le taux de relaxation de I’atome est bien proportionnel a | A(w)/?.

6.3.2 Variations du taux de relaxation et du Lamb shift

Soit le cas d’un atome géant (cf. fig 6.10) présentant une équipartition des différents
points de couplage. De plus, nous faisons I’hypothese simplificatrice que les composantes
k des constantes de couplage g;;;, sont identiques pour tout k. Dans ce cas, si nous posons
¢ = w|Tr41 — x| /v alors le taux de relaxation de |m + 1) vers |m) et le Lamb shift sont
donnés par [37]

1 —cos(Ny)
FTn+1~>7n =7 1 — COS(QO) ) (681)
__Nsin(yp) —sin(Ny)
An =15 (6.82)

avec 7 le taux de relaxation si I’atome n’avait qu’un seul point de couplage et Ag = 0.
Pour la premiere transition, nous constatons que le taux de relaxation coincide avec ce
que nous avions déterminé a I’aide du transmon couplé a des SAWs (équation (6.51)).
De plus, par I’équation (6.81), nous pouvons constater une dépendance forte en . Celle-
ci est représentée a la figure 6.11 pour deux valeurs de V. Le pic central correspond a
Tre1 — Tk = A Si N augmente, alors le pic central devient plus étroit (résultat identique
a la description du facteur de déploiement lors de la description semi-classique) et le taux
de relaxation diminue en dehors de ce pic. La largeur de celui-ci en unité de fréquence est
approximativement de w; o/27N. La dépendance en w du taux de relaxation peut donc
étre modifiée simplement par 1’ajout ou le retrait de points de couplages. Dans une ex-
périence, le nombre de points de couplage est fixé, de méme que la distance entre eux.
En revanche, I’utilisation de qubits supraconducteurs permet de varier la fréquence de la
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FIGURE 6.11 — Dépendance en w du taux de relaxation et du Lamb shift d’un atome géant a deux
niveaux couplé en N = 4 et N = 12 points a un guide d’ondes 1D

transition et donc de se déplacer des régions a haut taux de relaxation a une région a bas
taux. En ce qui concerne le Lamb shift, la valeur nulle correspond a un taux de relaxation
maximal. La valeur maximale du Lamb shift est quant a elle obtenue a mi-chemin entre le
maximum du taux de relaxation et son premier minimum. L’équation (6.80) est une trans-
formée de Fourier discrete des positions des différents points de couplage, pondérée par
la constante de couplage. Si nous prenons en compte plus de 2 niveaux, alors puisque les
niveaux ne sont pas équitablement répartis, il est possible de privilégier certaines transi-
tions plutot que d’autres. En effet, comme illustré a la figure 6.12, dans le cas d’un atome
géant a 3 niveaux tels que wy o 7# wa 1, il est possible de faire correspondre le maximum
du taux I'y_,; avec le minimum I';_,, et donc de créer une inversion de population.

2.0
12) X — T
— Ty
gc>“15 |1>Q_
e d
~
—~—
< 1.0f
~
S |0)
an
=7 0.5
0.0 — :
0.9 x 27 21 1.1 x 27 1.2 x 27

12

FIGURE 6.12 — Inversion de population pour un atome géant a 3 niveaux. D’apres [37].
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6.4 Résultats expérimentaux : Transmon géant couplé a
un SAW

En 2014, des chercheurs ont mis au point des expériences permettant de vérifier cer-
tains résultats sur le couplage entre des SAWs et un qubit [30]. Le dispositif expérimental
utilisé est représenté a la figure 6.13. Les SAWs utilisés sont de type ondes de Rayleigh,
autrement dit des ondes qui se propagent élastiquement a la surface du matériau sur une
profondeur de I’odre de la longueur d’onde.

F

AN
N\
Cipr_|Yao1

FIGURE 6.13 — Dispositif expérimental du couplage SAW-Qubit : (A) un single electrode IDT de
Nipr = 125, montré sur la gauche, convertit un signal électrique en SAWs de largeur W =
25um et inversement. Les SAWs se propagent vers la droite sur une distance de 100um avant
d’atteindre un qubit de type transmon dont le condensateur est formé par un double electrode IDT
de Ny = 25. Le transmon posséde un SQUID ayant une inductance non linéaire L j ajustable
par un flux magnétique extérieur ®. 'Y, 4, est I’admittance du transmon qui capte un SAW (fleche
rouge) et le convertit en signal électrique qui excite le qubit. Ce dernier réémet un SAW avec un
déphasage (fleche bleue). Le qubit est connecté a une capacité Cyyqie qui controle les transitions.
(B-E) Agrandissement. (F) Modélisation du dispositif. D’apres [30].

Pour cette expérience, les parametres controlables sont L ;, Prpr et Py, respective-
ment contrdlables par le flux extérieur ® (équation 4.2), une tension oscillante aux bornes
de 'IDT et une tension oscillante connectée a la capacité Cy. Les autres paramétres,
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(a) (b)

-0 -

FIGURE 6.14 — Schémas des expériences menées par [30]. D’apres [36].

Nipr, Ny, W, et la distance IDT-Qubit sont fixés par le dispositif. La périodicité des
doigts de I'IDT est A;pr, ce qui définit la fréquence de résonance w;pr = 27v/A;pr ol
v est la vitesse de propagation des SAWs. L'IDT est fabriqué en aluminium recouvert de
palladium. Le piézoélectrique est fabriqué en GaAs semi-isolant. Avec ces parametres, les
SAWs se déplacent a la vitesse de v ~ 2900m /s. La température a laquelle s’est effectuée
I’expérience est de 20m K. En ce qui concerne le transmon, I’inductance L ; forme un os-
cillateur harmonique avec Cj,.. Cet oscillateur est construit de facon telle que sa fréquence
de résonance coincide avec celle de I'IDT qui émet les SAWs. De cette maniere, 1’admit-
tance qui traduit les transformations électroacoustiques est purement réelle et maximale.
Ny, étant inférieur a N;pp, la largeur des pics de résonance du transmon est supérieure
a celle de I'IDT (~ 250M H z pour le transmon et ~ 1M Hz pour I'IDT). Nous pouvons
alimenter le qubit par un condensateur C, qui posséde une largeur de bande tres élevée.
Cela permet d’exciter le qubit a des fréquences tres supérieures a w;pr. Le couplage entre
le transmon et la porte C, est fabriqué de fagon telle que le transmon émettra préférentiel-
lement des SAWs.

A I’aide de ce dispositif, plusieurs expériences ont été menées et celles-ci sont sché-
matisées aux figures 6.14 a et b. Dans la premiere expérience (figure 6.14a), I'IDT (a
gauche) est alimenté en courant alternatif a sa fréquence de résonance w;pp. L'IDT émet
des SAWs en direction du transmon. De la puissance émise par 1’oscillateur, ~ 25% de la
puissance électrique est réfléchie par I'IDT sans avoir été convertie en SAW. Des ~ 75%
convertis sous forme de SAW, la moitié est perdue, car le SAW est émis dans la mauvaise
direction. En ajoutant a cela diverses pertes, seulement ~ 8% de la puissance initiale at-
teint le qubit sous forme de SAW. Heureusement, la majorité de la puissance du SAW est
réfléchie et convertie sous forme électrique dans I'IDT ou elle est mesurée. En cours d’ex-
périence, le flux magnétique a travers le SQUID est modifié afin de varier la fréquence
de la transition w; o du qubit. Les résultats montrent que la puissance de I’onde réfléchie
augmente lorsque la fréquence du SAW correspond a la fréquence de transition du trans-
mon wrpr = wi,9. Cependant, lorsque la puissance de I’onde incidente augmente, méme
si les fréquences de I'IDT et du transmon coincident, nous observons une diminution de
la puissance de 1’onde réfléchie.
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Les résultats montrent que lorsque les fréquences coincident, le transmon réfléchit
parfaitement 1’onde incidente seulement si Pgap << hw; oI'1_0. Cette non-linéarité peut
s’expliquer comme suit : lorsque la puissance du SAW incidente est faible, le qubit ab-
sorbe un phonon et le réémet. Si la puissance devient trop importante, le niveau |1) devient
saturé ce qui réduit les phénomenes d’absorption-émission (autrement dit, réduis le coef-
ficient de réflexion). En effet, pour ce type de systeme, le qubit peut seulement réfliéchir
un phonon par temps de relaxation [38]. La fréquence de résonance du qubit peut étre
modulée en variant le flux a travers le SQUID. Expérimentalement, nous observons ce
phénomene lorsqu’on envoie un SAW a puissance fixée vers le qubit tout en modifiant
le flux a travers le SQUID. La puissance de 1’onde réfléchie est ensuite analysée et les
résultats sont présentés a la figure 6.15a. Lorsque le qubit est excité via la porte C, a

(a)

f [GHz]

Reflection [dB]

o ;p;]g#@}@*;# L L | Lesayl 1l

-1.0 -0.5 0.0 0.5
D/D,

0

FIGURE 6.15 — (a) Fréquence du qubit en fonction du flux au travers du SQUID. La courbe mauve
est la fréquence du SAW envoyé vers le qubit. (b) Mesure du coefficient de réflexion. Adapté de [36]

sa fréquence de résonance, la relaxation permet I’émission d’un SAW. En mesurant la
puissance de ce SAW, on obtient le coefficient de transmission. Tout comme la réflexion,
la transmission est non linéaire. Si on excite le qubit a ’aide de pulse a w; o, nous ob-
servons que le SAW émis par le qubit posseéde un retard de ~ 40 ns par rapport au pulse
incident. Ce temps correspond au temps de propagation du phonon entre le qubit et I'IDT,
comme le montre la figure 6.16. Lorsque le SAW atteint I’IDT, il est partiellement réfléchi
vers le qubit et ensuite de nouveau partiellement réfléchi vers I'IDT, ce qui correspond au
troisieme pic de la figure. Toutes les 80 ns apres la réception du signal acoustique, nous
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observons donc un pic d’amplitude décroissante correspondant aux différents parcours.

Time of flight = 40 ns
Crosstalk

—
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&0
] :—E<— 40 ns, first SAW pulse
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> 1«—— 80 ns, triple transit
= |
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FIGURE 6.16 — Signal recu par I'IDT apres un pulse vers le qubit au travers de la porte C,. Le
pulse dure 25ns et est émis au temps t = 0. Le signal acoustique arrive 40ns apres I’émission du
pulse. Nous observons des signaux de plus en plus faibles toutes les 80ns apres la réception du
premier signal acoustique. Ceux-ci correspondent aux multiples parcours du SAW entre le qubit

et 'IDT. D’apres [36].



Chapitre 7

Multiples atomes géants

Dans cette partie, nous discutons du cas de plusieurs qubits géants a deux points de
couplage chacun. Nous commengons par voir quelles sont les configurations possibles,
ce qu’elles impliquent sur I’équation maitresse. Nous utilisons ensuite le langage de pro-
grammation Julia (voir annexe D) afin de résoudre cette équation, en montrant 1’évolution
du nombre d’excitations de deux atomes en configuration tressée ainsi que I’impact d’une
perturbation de translation entre les deux atomes.

7.1 Non-décohérence d’une chaine d’atomes

Grace a la présence de deux points de couplage par atome, plusieurs configurations
sont possibles comme schématisées a la figure 7.1. Les différentes topologies sont nom-

(c)
9—“’) - )

(b)

f T T x T T T T Z
0 T T2 T T2 T3 Ty

FIGURE 7.1 — Configuration possible d’atome (a) et (b) et d’atomes géants (c)-(d) sur une ligne
de transmission 1D. D’apres [39]

mées atomes géants séparés (fig. 7.1¢c), tressés (fig. 7.1d) et imbriqués (fig. 7.1¢). En

74
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Topologies Lamb shift A, Interaction d’échange ¢ relaxation individuelle T, relaxation collective I'coy
Atomes 0 (v/2)sing vy ~cos @

Atomes + miroir (7/2) sing; (v/2)(sin ¢ + sin 2) Y(1+ cosep); y(cos p + cos 2p)

(v/2) sin 3¢ (1 + cos 3¢)
Atomes géants séparés ~sin (v/2)(sin ¢ + 2sin 2¢ + sin 3p) 2y(1 + cos ) ~(cos ¢ + 2 cos 2¢p + cos 3p)

Atomes géants tressés ~sin 2¢ (7/2)(3sin ¢ + sin 3p) 279(1 + cos2¢p) (3 cos ¢ + cos 3¢)

Atomes géants encastrés vsin3p; ~(sin ¢ + sin 2¢) 29(1 + cos 3p); 27(cos ¢ + cos 2¢)
~sin 29(1 + cos )

TABLE 7.1 — Lamb shift, interaction d’échange et relaxations individuelles et collectives pour des
atomes dans la configuration de la figure 7.1. Lorsqu’il y a deux entrées (séparées par ;) le premier
terme fait référence a l'atome a et le second a I’atome b. Le déphasage est p = w(|Tp41 — Tnl)/v
ou v est la vitesse des ondes dans la ligne de transmission. Adapté de [39].

considérant toujours un temps de parcours de I’onde entre les points de couplage négli-
geable, nous pouvons obtenir I’équation maitresse a partir du formalisme SLH (pour plus
de détails sur la méthode voir [39]). Pour chaque topologie des atomes géants, 1’équation
maitresse prend la méme forme et peut étre écrite

~ / 54 /&b ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
p=—1 [wa?’z + Wb?Z + g(6%6% + aiab),p] +T1.2 [6%] p+ T2 [af] p

1
+ Leont K&“_ﬁ&i -5 {696°, ;3}) + H.c} , (7.1)

ol w; = w, + A, est la fréquence de transition de I’atome n incluant le Lamb shift.
La constante de couplage d’échange entre les atomes est g (a2 ne pas confondre avec la
constante de couplage g, d’un atome géant avec les modes du champ et que nous avions
inclus dans « pour le cas particulier discuté a la section 6.3.2). ¢ est la matrice de Pauli
pour I’atome n, I',, est le taux de relaxation individuel de I’atome n, I'.; est le taux de
relaxation collectif pour I’ensemble des atomes, {.,.} est I’anti-commutateur et H.c. est
I’hermitique conjugué. Les différents termes A,,, g, [';, et I'o pour les différentes confi-
gurations sont repris dans le tableau 7.1. A la section 6.3.2, nous avions obtenu les taux
de relaxation individuels et le Lamb shift dans le cas d’un atome a /N points de couplage.
Si nous prenons N = 2, a partir des équations (6.81) et (6.82) et grace aux formules
usuelles de trigonométrie, nous retrouvons les résultats du tableau 7.1 pour les atomes
géants séparés.

Dans 1’équation maitresse (7.1), nous reconnaissons les termes caractéristiques d’un
atome géant dont 1’équation maitresse était donnée par I’équation (6.76). Cependant, la
présence de plusieurs atomes ajoute certaines contributions. Nous observons en effet un
terme de couplage (interaction conservative) entre les deux atomes (terme g(&“_fri +
6%16")) et un terme caractérisant la relaxation du collectif d’atomes dans le guide d’ondes
(dernier terme). Si nous tracons les différents parametres (g, I',,, et I'coy) en fonction du
déphasage ¢ pour les configurations de la figure 7.1, nous obtenons le graphe de la fi-
gure 7.2. Le taux de relaxation individuel I',, n’est jamais nul pour des atomes couplés a
une TL alors qu’il peut I’étre pour les atomes géants comme nous 1’avons vu au chapitre
précédent. Pour les atomes géants, nous constatons que lorsque I',, = 0, alors 'y = 0
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FIGURE 7.2 — Interaction d’échange (ligne pleine), et taux de relaxation individuel (tirets) et
collectif (points). Adapté de [39]

également. Autrement dit, lorsque la distance entre les points de couplages est tel que
(o) = Teon(p) = 0, le dispositif est entierement préservé de la décohérence. Contrai-
rement aux atomes ou seules certaines superpositions d’états (les états sombres) sont pro-
tégés, dans le cas des atomes géants, ’entiereté de I’espace des états est protégé. Plus
intrigant est le cas des atomes géants tressés qui peuvent avoir des taux de relaxations
individuel et collectif nuls, mais une interaction d’échange non nulle. Nous pourrions en
effet croire que si I’atome est protégé d’une relaxation individuelle et collective dans le
guide d’ondes, ce dernier ne pourrait pas étre médiateur d’interactions entre atomes or
c’est bien le cas et ce résultat a été démontré expérimentalement [40].

Nous avons en effet [',, = 0 lorsque la phase entre les deux points de couplages d’un
méme atome est un multiple impair de 7. La relaxation collective est quant a elle due
aux interférences entre les différents atomes, cependant dans le cas symétrique ou les
points de couplages voisins sont séparés d’une méme distance, la somme de toutes les
contributions entre atomes est nulle si les relaxations d’'un méme atome interferent des-
tructivement. Cependant, I’émission des deux points de couplage d’un méme atome peut
étre absorbée par les points de couplage de I’atome voisin dans le cas d’atomes tressés. Ce
phénomene se généralise lorsque nous considérons plus de deux atomes géants. En effet,
considérons N atomes géants tels que I’atome n possede M,, points de couplage. D’un
point de couplage n;, de I’atome n au point de couplage p; de I’atome p, le déphasage est
©n,,p,- En utilisant le formalisme SLH nous obtenons des lors I’équation maitresse de ce
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systeme de N qubits donnés par [39]

N ~(n) N
1 Oy N ~(n N
B S ). ] Sl
n=1 n=1 p=n+1 n=1
N—-1 N 1
=33 ey Ka(%&(p’ 5 {fri")&(_p%ﬁ}) +H.c} , (72)
n=1 p=n+1
oll W, = wy + Aw, avec
Myp,—1 My,
= > D VIS Pnn (1.3)
k=1 I=k+1
My, MP
Inp = Z Z (\/ Wnk’ypz/2) sin Prg,prs (74)
k=1 I=1
M, My
n = Z Z V Ini Ty COS Py ny s (7.5)
k=1 [=1
Mn MP
Fcoll,n,p = Z Z \ Vnp Vpy COS ©ny py (76)
k=1 [=1

respectivement le Lamb shift de I’atome n, I’interaction d’échange entre les atomes n et p,
le taux de relaxation individuel de 1’atome n et le taux de relaxation collectif des atomes
netp.

Comme dans le cas de deux atomes géants, nous obtenons €galement que lorsque
I'y = 0 Vn, alors I'eonnp = 0 et g,, = 0 lorsque les atomes voisins sont liés par une
configuration de type séparé ou encastré. Lorsque les atomes voisins sont li€s suivant la
configuration d’atome tressé, alors g,,,, 7 0. Dans ce dernier cas, illustré a la figure 7.3a
, les qubits forment une chaine et le systeme effectif est réduit a un ensemble de qubits
pouvant interagir par paire comme a la figure 7.3(b).

‘_'f‘-- L

fm

FIGURE 7.3 — (a) Ensemble de qubits géants tressés sur une ligne de transmission 1D. (b) Systeme
effectif lorsque les relaxations individuelle et collective sont nulles et seule reste ['interaction
d’échange. (c) implémentation possible de ce type de systeme. D’apres [39].
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7.2 Simulation d’une chaine de deux atomes et effet de
perturbations sur la position des points de couplage

Dans cette partie, nous allons discuter du cas de deux atomes en configuration tres-
sée comme sur la figure 7.1d. Par la formule générale de I’équation (7.2), nous pou-
vons en particulier simuler le cas completement symétrique schématisé a la figure 7.4.
Le déphasage entre deux points de couplage successifs est posé identique et vaut ¢ =
w(|zg+1 — x|)/v avec v la vitesse de I’onde qui se propage dans le guide d’ondes. Si

a

a a
X1 x’{ Lo xg

FIGURE 7.4 — Deux atomes artificiels géants a deux points de couplage chacun en configura-
tion tressée. Le déphasage entre chaque point de couplage est p. Chaque point de couplage est
positionné en x} onn € {a,b} et k € {1,2}.

nous tragons I’interaction d’échange g = g, en fonction de ¢, nous retrouvons la courbe
correspondant a la configuration abab de la figure 7.2. Une croissance de ¢ correspond a
un écartement des différents pieds. La résolution de 1’équation maitresse pour différentes
valeurs de ¢ est représentée a la figure 7.5. Initialement, le qubit a est placé dans son
état excité et le qubit b est placé dans son état fondamental. Au cours du temps, nous
remarquons que seule la valeur ¢ = 7 /2 préserve le systeme de toute décohérence. En
effet, si nous nous référons a la figure 7.2, pour notre configuration sans perturbation, la
valeur de ¢ = 7/2 est la seule qui annule les relaxations individuelles et collectives tout
en conservant une valeur finie non nulle pour I’interaction d’échange.

Dans cette configuration, les équations (7.2) a (7.6) deviennent

A . / a_z ~la) ~ ~la) A A~ ~(n ~
p=—1 Z w, 5 + Gap (0(_)03{)) + agr)a(_b)> P+ Z | 7 [O'(_ )] p
n={a,b} n={a,b}

+ Ceotlap K&”mi”) -5 {o15", p}) + H.c} , (7.7)
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FIGURE 7.5 — Evolution du nombre d’excitations moyen du systéeme de deux atomes tressés pour
différentes valeurs du déphasage . Initialement, les atomes sont supposés se trouver tous les deux
dans leur état excité

N !
ol w,, = w, + Aw, avec

Awn = V an 'Yng Sin @nk,nly (78)
2 2

Jab =Y (VarT0r/2) SN 0, (7.9)
k=1 [=1
2 2

Lo =3 >\ s €OS P (7.10)
k=1 [=1
2 2

Teatlah = D 3 /TaxTor COS Pay by (7.11)
k=1 [=1

7.2.1 Perturbation de translation entre atomes

Afin de déterminer I’effet d’une imprécision sur la position des points de couplage,
nous allons considérer un déphasage d¢ identique sur les deux pieds de ’atome b. Si
dp > ¢, nous changeons de configuration, passant des atomes géants tressés a deux
atomes géants séparés. Afin d’éviter cela, 0 €] — ¢, [. Pour les simulations, la constante
de couplage ~ est posée a 0.1, identique pour chaque pied des qubits. La fréquence de
transition entre 1’état fondamental et 1’état excité est posée a w = 1. Pour le mapping de
la figure 7.7, ¢ € [0,7] et dp € [—¢, ¢]. Cette figure a été obtenue par discrétisation
des variables ¢ en 1571 points et ¢ en 3142 points. L’effet de la perturbation sur les
taux de relaxation et I’interaction d’échange est schématisé a la figure 7.6. L'effet des
perturbations sur les valeurs nulles de g et des relaxations est présenté a la figure 7.7. Le
cas completement symétrique sans perturbation est pointé avec la fleche sur la figure 7.7.
Nous retrouvons bien que, dans ce cas particulier, seule I’interaction d’échange est non
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FIGURE 7.6 — Effet d’une perturbation dp sur les pieds de I’atome b d’une configuration abab
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FIGURE 7.7 — Evolution des valeurs nulles des termes d’interaction d ‘échange (g,), de relaxation
individuelle I’y + 'y = 0 et collective T'coy 0 = 0 en fonction d’une perturbation +0¢ sur
les pieds de I’atome b d’une configuration abab. La fleche pointe vers le cas symétrique sans
perturbation ot g, p, # 0 tandis que les relaxations sont nulles. Les points A — D sont des points
étudiés lors de la résolution de I’équation maitresse ci-dessous.

nulle et un taux de relaxation individuel nul impose un taux de relaxation collectif nul
également. Cela reste vrai lorsque nous déplacons 1’atome b en modifiant le déphasage
d’une quantité 6. En effet, si nous partons du cas completement symétrique, une trans-
lation de I’atome b n’impacte pas les différentes relaxations (déplacement vertical partant
de la fleche sur la figure 7.7). Partant de la situation complétement symétrique, si nous
€cartons ou rapprochons les pieds de chaque atome (déplacement horizontal partant de la
fleche) alors le systeme se relaxe, car g, et I' sont non nuls.

En ce qui concerne le terme de relaxation collective, il n’intervient que pour des écar-
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tements suffisamment importants. Une légere imprécision sur la position des pieds des
atomes n’affecte pratiquement pas la relaxation collective pour la configuration abab a
deux atomes. En ce qui concerne 1’évolution du systéme, en considérant toujours des
atomes dont un seul est initialement dans I’état excité, elle suit la courbe de la figure 7.8.

2.0} T, +Ty Teoll,an Ja,b
A— #0 #0 =
B—  £0 =0 #0
c— %o 40 %0
15} D =0 =0 #0
K,
T 1.0
©
05
OO C 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200
vyt

FIGURE 7.8 — Evolution du nombre d’excitations moyen du systéme de deux atomes tressés pour
différentes valeurs de o et dp. Les courbes A — D prennent initialement les valeurs de ¢ et
des points associés sur la figure 7.7.

Cette derniere représente I’évolution du systéme pour les configurations initiales A —
D de la figure 7.7. Nous constatons que I’entiereté de 1’espace des états est préservé
lorsque les différentes relaxations sont nulles (courbe D). Dans ce cas g, # 0, ce qui
signifie que bien qu’aucun des atomes ne se relaxe dans le guide d’ondes, ce dernier
est médiateur d’échange entre les atomes, comme prédit par la théorie. En effet, si nous
regardons le nombre d’excitations moyen de chaque qubit, nous observons des oscillations
de Rabi de période 7' = 7/g,, entre les deux qubits, sans perte d’amplitute sur la valeur
moyenne du nombre d’excitations, comme le montre la figure 7.9. Avec les valeurs de
v=0.1s"1, o =n/2etdp = 1nous avons g, = 0.054 s~! et donc T' = 58.145 s .
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FIGURE 7.9 — Evolution du nombre d’excitations moyen du systéme de deux atomes tressés lorsque
seule Uinteraction d’échange est non nulle. Les parametres et d sont ceux utilisés au point D
de la figure 7.7.

Dans tous les autres cas, la valeur de (6,.6_) décroit. La figure 7.10 montre les
échanges entre qubits dans les situations A — C.

15F
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0.0F &

FIGURE 7.10 — Evolution du nombre d’excitations moyen du systéeme de deux atomes tressés
lorsque les parametres et 6 sont ceux utilisés aux points A — C de la figure 7.7.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous sommes parti des bases de la physique de la supraconduc-
tivité et des circuits électriques pour montrer comment il est possible de créer des ob-
jets macroscopiques exhibant des caractéristiques quantiques qui nous autorisent a les
qualifier d’atomes géants. Nous avons utilisé la théorie des systemes quantiques ouverts
pour décrire la dynamique des qubits supraconducteurs et avons ensuite mis en évidence
quelques-unes de leurs propriétés remarquables qui en font des systemes fort prometteurs
pour la création de puces quantiques robustes au bruit.

Au chapitre 1, nous avons posé les bases de la supraconductivité nécessaire a 1’élabo-
ration des circuits électriques utilisés. Partant des notions de base de I’électromagnétisme
de Maxwell, nous avons défini la notion de densité de courant de probabilité d’une parti-
cule chargée plongée dans des champs. Nous avons ensuite établi le lien entre cette densité
et la fonction d’onde d’un supraconducteur. Nous avons vu qu’un matériau supraconduc-
teur séparé par un isolant mince amene deux phénomenes. Le premier est qu’en 1’absence
d’une tension aux bornes de la jonction, un courant constant fonction de la différence de
phase entre les deux conducteurs s’établit : c’est I’effet Josephson continu. Le second est
que si nous relions les bornes de la jonction Josephson a un générateur de courant continu
alors un courant oscillant a travers la jonction apparait : c’est I’effet Josephson alternatif.
Un qubit supraconducteur se base sur 1’effet Josephson, mais une description quantique
requiert d’autres concepts fondamentaux en lien avec les composants des circuits élec-
triques. Au chapitre 2, nous sommes passé dans le domaine classique afin de passer en
revue les composants utiles a la fabrication d’un qubit supraconducteur. Apres avoir dé-
fini des variables dynamiques ainsi que leur lien avec 1’énergie associée a un élément,
nous avons pass€ en revue 3 types d’éléments. Le premier est le condensateur, élément
dispersif caractérisé par une capacité constante (' reliant linéairement la charge présente
sur ses armatures a la tension a ses bornes. Le deuxieéme est la self ou bobine, élément
dispersif également, mais caractérisée par une inductance reliant linéairement la tension
au courant qui la traverse. Enfin, le dernier est la jonction Josephson, schématisée par une
bobine non linéaire en parallele d’un condensateur et caractérisée par une inductance.

Nous avons également introduit un SQUID comme un anneau supraconducteur coupé
par deux jonctions Josephson et avons montré la quantification du flux magnétique a tra-
vers le SQUID par un multiple entier de la valeur du fluxon ® = h/q. Nous avons égale-
ment montré que les circuits LC séries étaient en lien direct avec I’oscillateur harmonique
mécanique. Nous avons également établi les relations d’associations en série et en paral-
lele d’impédances dans le cadre d’un courant alternatif.

Au chapitre 3, nous avons enfin entamé une description hamiltonienne des circuits
électriques. Nous avons introduit de nouvelles variables canoniques : les flux de branches
®, () et charges de branches ();(¢). Nous avons en effet vu qu’il était aisé, en utilisant ce
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type de variables, d’aboutir a I’hamiltonien du circuit par la méthode des noeuds. Cette
méthode sépare le circuit en deux sous-systemes et recherche les flux de branches entre
deux noeuds successifs. Selon 1’élément présent sur chaque branche, nous obtenons direc-
tement le lagrangien du systeme. L’hamiltonien classique est obtenu par une transforma-
tion de Legendre. Afin de nous familiariser avec la méthode, nous I’avons dans un premier
temps appliquée sur un circuit exemple simple. Nous avons également montré son effica-
cité en retrouvant I’expression de I’énergie (hamiltonien) du circuit LC série. Nous avons
ensuite compliqué le circuit LC en remplacant la self par un SQUID afin d’étudier le cas
de la "boite de Cooper"” et obtenu son hamiltonien classique en I’exprimant en termes de
nombre de paires de Cooper et du flux magnétique extérieur traversant le SQUID.

Au chapitre 4, nous avons montré en partant d’un circuit LC et sur lequel nous avons
effectué plusieurs modifications (ajout d’un condensateur, remplacement du LC par une
jonction Josephson et ajout d’une tension), que le circuit final nommé boite de Cooper
peut étre utilisé en tant que bit quantique (qubit). En effet, nous avons expliqué que la
combinaison astucieuse de condensateurs, de jonctions Josephson et de générateurs per-
met de produire des systemes quantiques macroscopiques avec des niveaux d’énergie dis-
crets. Le choix des composants permet d’accéder a un controle sur les niveaux d’énergie
par I’intermédiaire de la tension appliquée aux bornes du circuit et d’un flux magnétique
extérieur appliqué a certains éléments du circuit. De plus, en ajustant les parametres de
contrdle, le nombre de niveaux distincts couplés peut de la sorte étre fortement réduit,
jusqu’a former des systemes ol seuls deux niveaux sont couplés, réalisant ainsi des bits
quantiques. Depuis de nombreuses années, les chercheurs ont développé plusieurs types
de qubits distincts (transmon, qubit de charge, qubit de flux...). Dans ce travail, nous nous
sommes principalement concentré sur le qubit de type transmon qui est un cas particulier
de qubit de charge tres peu sensible aux variations de tension extérieure, ce qui le rend
plus stable.

Au chapitre 5, nous nous sommes intéressé au couplage entre qubits et entre les qubits
et ’environnement. Ce couplage peut par exemple étre réalisé par le biais de photons
dans une ligne de transmission 1D. Nous avons vu a travers ce cas comment une ligne de
transmission 1D pouvait étre modélisée par un circuit électrique composé de bobines et
de condensateurs. Nous nous sommes ensuite concentré sur le cas d’un transmon couplé
a une ligne de transmission 1D dans lequel circule un champ monomode. Nous avons
appliqué les regles de la méthode des noeuds pour en extraire 1’hamiltonien classique du
systeéme et nous avons appliqué la procédure de quantification pour obtenir I’opérateur
hamiltonien. Le systtme global atome + champ n’étant pas isolé, ce probleme releve de
la dynamique des systemes quantiques ouverts. Nous avons donc déterminé 1’équation
maitresse régissant I’évolution du systéme.

Au chapitre 6, nous avons vu qu’un transmon pouvait également étre couplé a des
phonons qui se propagent sous forme d’onde acoustique a la surface d’un matériau pié-
zoélectrique. Pour exploiter cela, nous avons introduit les bases de la piézoélectricité et
vu qu’une onde acoustique de surface (SAW) satisfaisait aux mémes €quations que la
tension et le courant dans une ligne de transmission 1D. Une particularité du transmon
est que la capacité peut étre concue sous la forme d’un IDT (interdigital transducer). Or,
nous avons vu qu’un IDT pouvait étre couplé a des ondes acoustiques formant un dispo-
sitif de transmission et de réception permettant une communication entre une onde et un
qubit. Le design d’un IDT permet le passage des atomes artificiels aux atomes artificiels
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géants grace aux multiples points de couplage au guide d’ondes. En effet, I’écartement
des doigts de 'IDT permet d’assimiler le qubit a un atome a deux niveaux, possédant
plusieurs points de couplage avec le milieu. Comme au chapitre 5, nous avons déterminé
I’équation maitresse d’un atome géant a /N points de couplage lorsqu’il est couplé a un
champ multimodes. Nous avons obtenu une équation maitresse semblable a celle d’un
qubit couplé a un seul point, mais présentant un terme supplémentaire tenant compte de
la position de chaque pied. Nous avons vu que ce terme était responsable de phénomenes
d’interférences contrdlables par la position relative des points de couplage. Nous avons
vu que ces phénomenes d’interférences affectent le Lamb Shift et le taux de relaxation
permettant un contrdle sur ceux-ci. Depuis la premiere réalisation expérimentale en 2014
d’un tel atome géant, ce domaine émergent n’a cessé de se développer. Les études théo-
riques ont commencé par 1’étude d’un seul atome géant et ont été étendues aux cas de
multiples atomes.

Au chapitre 7, nous avons discuté des différentes configurations possibles d’un en-
semble d’atomes géants a deux points de couplage. De toutes ces configurations, nous
nous sommes intéressé plus en détail au cas de la configuration tressée. Des simulations
numériques réalisées a I’aide du langage de programmation Julia, ont mis en évidence
que lorsqu’en deux points de couplage successifs, le champ acquiert une phase ¢ = 7/2,
les relaxations individuelles des atomes dans le guide d’ondes sont nulles, de méme que la
relaxation collective. Cependant, bien qu’aucun atome ne se relaxe dans le guide d’ondes,
celui-ci est médiateur d’échanges entre les atomes. Nous avons également examiné les
effets d’une perturbation de la position relative de deux atomes géants sur les taux de re-
laxation et les échanges entre atomes dans le cas de deux atomes en configuration tressée.
Nous avons montré qu’une légere perturbation de translation d’un des deux atomes ne
change pas la cohérence si les deux points de couplage de chaque atome admettent tou-
jours un déphasage de ¢ = 7/2. Si ce n’est plus le cas, la relaxation individuelle prend
une valeur finie non nulle et le systeme n’est plus préservé d’une décohérence.



Annexe A

Quantification du champ

Les champs électrique et magnétique obéissent aux équations de Maxwell (équa-
tions (1.1) a (1.4)) ou les relations de constitution (1.5) pour les champs libres deviennent
B = uoH, D = ¢FE, J=0. (A.1)
Lorsqu’il n’y a pas de source, les champs électrique et magnétique s’expriment en jauge
de Coulomb par I’intermédiaire du potentiel vecteur A(7,t) par les relations (1.8) et (1.9)
avec la condition que

V.A=0. (A.2)
Par ces relations, il vient que fT(F ,t) satisfait a 1’équation d’onde
- 1 92A(7 1)
2 — . 9

Si on sépare le potentiel vecteur en une somme de deux termes : I’'un variant en e¢~*
(noté AT (7, 1)) et Pautre en e (noté A7) (7, 1)) et tels que A = (AH))* ona

A7 t) = A7 1) + A (7 1), (A.4)

Pour des raisons pratiques, on préfere travailler avec un ensemble discret et non continu de

variables. Pour cela, la description du champ se limite a un volume restreint de 1’espace,

dans lequel le potentiel vecteur peut €tre écrit sous forme d’une série de fonctions de

modes orthogonaux

AR 1) = eyl (Me ™, (A.5)
k

avec ¢y, les coefficients de Fourier. Ces derniers sont constants pour un champ libre. Cha-

cune des fonctions de modes i (7") correspondant a la fréquence wy, satisfait a I’équation
d’onde

R A
(v + g) @ (7) = 0, (A.6)
avec la condition .
V.0, (7) = 0. (A7)
Les 1 () sont orthogonaux,
/V Ui ()t () A = G (A.8)
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De plus, leur forme dépend des conditions aux limites de 1’élément de volume considéré.
On peut donc écrire le potentiel vecteur

L noO\YAr v o
AT t) = Z (ka60> [akuk(F)e_wkt + a}iu}i(r)ew’“t] : (A.9)
k
Le champ électrique s’écrit donc
4 A ‘ .
E(Ft)=iy. (ﬁ) [akﬁk(f’)e*““kt . am(f*)ew} , (A.10)
k

ou ay, et aL déterminent le facteur de normalisation. Pour pouvoir quantifier le champ, les
amplitudes ay, et aL sont promues au rang d’opérateurs de telle sorte qu’ils soient adjoints
I’un de I’ autre. Pour des bosons tels que les photons, les relations de commutation qui en

découlent sont
g, ] = |af,al,| =0, . al] = o (A1D)

Le champ électromagnétique est donc vu comme un ensemble d’oscillateurs indépen-
dants, chacun obéissant a la relation de commutation (A.11). L’état quantique de chaque
mode peut étre décrit par un vecteur | V), de ’espace d’Hilbert qui lui est associé. L’ état
du champ est donc le produit tensoriel de chaque espace d’Hilbert associé a chaque mode.
L’hamiltonien du champ électromagnétique étant

| B} }
H=3 / <60E2 + uOH2) dr, (A.12)

en substituant (A.10) et son équivalent pour le champ magnétique il vient que
A o 1
H= zk: B (a;ak + 5) : (A.13)

Les seconds termes de cette somme font référence a 1’énergie du vide &, = ), h‘;”“ qui

est infinie. Cependant dans la majeure partie des expériences, seuls des écarts d’énergie
par rapport a cette énergie du vide sont mesurés. Il est commun d’utiliser une énergie
relative par I’hamiltonien du champ libre

H' =" hwyifay. (A.14)
k



Annexe B

Schéma d’interaction

En physique quantique, il existe plusieurs possibilités équivalentes pour décrire un
systeme. Elles sont toutes reliées par des transformations unitaires des opérateurs et des
états. Dans le formalisme de Schrodinger, les opérateurs sont indépendants du temps et
toute I’évolution du systeme est contenue dans 1’état. Dans le formalisme d’Heisenberg,
c’est I'inverse, 1’évolution du systeme se trouve dans 1’opérateur, tandis que 1’état est
indépendant du temps. Il existe deux autres descriptions possibles, mélangeant les deux
approches et nommées schéma d’interaction (de Schrodinger ou d’Heisenberg). Dans le
schéma d’interaction de Schrodinger, la partie de la dynamique associée a 1’évolution
libre (en absence d’interaction) est contenue dans I’opérateur tandis que la partie associée
au couplage est contenue dans 1’état. Dans le schéma d’interaction d’Heisenberg, c’est
I’inverse.

Soit I’hamiltonien du systéme H (¢) et on suppose le systéme dans un état |¢(¢)). Pour
passer de la représentation de Schrodinger a la figure d’interaction, il suffit d’appliquer
une transformation unitaire. En effet, si A est une quantité mesurable, elle est donnée par
la valeur moyenne de I’opérateur associé A dans 1état |¢(¢)) donné par (v(t)|A]i(¢)).
Cette quantité ne peut dépendre de la représentation utilisée. Soit U (t), I’opérateur uni-
taire qui permet de passer a la figure d’interaction. L’état du systeme devient alors

() = UM (1)). (B.1)
Dans ce cas, A devient U (¢) AU (t) et I'invariance implique bien que U = U~!. Puisque

|1(t)) satisfait a 1’équation de Schrodinger

L0 3
tho [0 (t)) = H{t)[V(2)), (B.2)

il existe également une équation de Schrodinger transformée pour le schéma d’interaction.
Et on obtient

L0, - = ~
tho [ (t)) = H(t)[9(1). (B.3)
En remplacant (B.1) dans (B.3), on obtient I’hamiltonien en figure d’interaction

~ A~ A A

H(t) = ihU U (1) + U@ H)TT(8). (B.4)
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Il est parfois plus intéressant de résoudre le systtme dans le schéma d’interaction en

résolvant (B.3) ol H(t) a été remplacé par H(t) suivant (B.4). La résolution nous donne
[4)(t)) et on repasse facilement a ’état |¢/(¢)) par la transformation inverse de (B.1).

Comme tout opérateur unitaire peut se mettre sous la forme de 1’exponentielle d’un
opérateur anthihermitien, rappelons le lemme de Baker-Hausdorff

Lemme 1 (Baker-Hausdorff). Soient G et A des opérateurs et A un scalaire, alors

@A~ A+ A [GA] + % 6, [e.4]] + (B.5)

ou [G,fq est le commutateur.



Annexe C

Equations classiques pour une ligne de
transmission

Considérons une partie de la ligne de transmission telle qu’a la figure C.1 ou Cj et L
sont respectivement les capacité et inductance par unité de longueur Az.

a

000
L(]AHZ

V(:B’t) CQAZE :_ V(:E—FACE,t)

T T+ Ax

FIGURE C.I — Ligne de transmission 1D

En appliquant la loi des mailles sur I’enticreté de la figure et la loi des noeuds sur le
noeud a du circuit, on a

V(z) - LOACL’% —V(z+ Az) =0, (C.1)
et I(2,8) — I(z + Az, 1) — Cong T gtm’ Dy (C.2)

En réarrangeant les termes et en prenant la limite pour Az — 0, on obtient les équations
de la tension et du courant

oV ol

o0 =l €3)
ol oV
oz~ G C4H
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Annexe D

Code Julia

using QuantumOptics

using Plots

using LaTeXStrings

using LinearAlgebra

using NBInclude #inclure les Packages presents dans
#JupiterNoteBook

pyplot ()

HEARARARARARHBHBHBHBH B HA R R R A RHARHRHRHRHRHBHBHBHBHRH SRS

#
HHAHRAAHRSE 1 HEHFAHAHARHHE
# # #
# #
# #
# ===> # # ===> #
# #
# #
# # #
HAHRBHARBHAR 2 #HAH###BHH

#
BHHBHBHHBBRHHHBBBHHBBRBHHBBRAHHBBBHRHBBBHHHBBBHHHBRBHH SRS
#Generalites
HHHBBRBHHHBRBHHFRBBAHHRRBHHBBRAHHRBBHHHBBRHHHBRAH SR BRHHHHH

p= [0:0.002:7;] #Vector{Float64} avec 1571
elements

0p = [-m:0.002:7;] #Vector{Float64} avec 3142 elements

N=2 #nombre d’atomes : 2

Mn = 2 #nombre de bras de chaque atome : 2

v=[0.1 for i in 1:N, j in 1:Mn] #couplage atome -TL
(cas ou le couplage est identique V atome)

w_atome = 1 #separation des niveaux des atomes

b_atom = SpinBasis(1//2) #base de spin pour les
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atomes (2 niveaux)
b_coll = tensor([b_atom for n = 1:N]...) #base
du systeme globale atome_a + atome_b

sm(n) = embed(b_coll, n, sigmam(b_atom)) #0_-An,
SparseOperator (dim=4x4) n=1: [2, 1] et [4, 3] =
1.0+0.0im

sp(n) = embed(b_coll ,n,sigmap(b_atom)) #0_+An
SparseOperator (dim=4x4) n=1: [1, 2] et [3, 4]
1.0+0.01im

sz(n) = embed(b_coll, n, sigmaz(b_atom)) #0_zAn
SparseOperator (dim=4x4) n=1: [1, 1] et [3, 3] =
1.0+0.0im, [2, 2] et [4, 4] = -1.0+0.01im

BEHBHBHBHBHBHBHBHBHBHBHBHBHBH BB R B R BB B BHBHBHBHBHBHBH Y

#Position des pieds

X F LT E T ETETETETETETETETETETETELELEL L EL e e e L

a=[i for i in range(l, step=2, length=N-1)]

a=vcat([0], a)

b=[i for i=2:2:2*N]

b[N]=b[N]-1

datas=hcat(a,b)

# Nx2 Array{Int64,2} : pied k de 1’atome n en position
x_kAn=datal[n, k]

function Phase (n::Int64, p::Int64, k::Int64,1::Int64,¢p
::Float64, dp::Float64; data=datas)
data = data.*yp
datal[2,1]=dataf[2,1]+yp
datal[2,2]=data[2,2]+yp
phase=data[p,l]-data[n, k]
return abs(phase)
end
HUEBHHARBRHHARBRBHAR B R B HHAB BB HHAR BB B HAR BB HAR BB B HHAABRRHHH
#>_{n=1}2{N-1} X _{p=n+1}2{N} g_{n,p} (o_-*n o_+*p + o_+*
n o_-*p)
# vue comme H_inter(gnp(g_np)) ou g_np = g_{np}, gnp() =
Y_{p=n+1}*2{N}() et H_inter() = YX_{n=1}2{N-1} QO
HUEBHHARBHHHARBHBHAR B R B HHAB BB HHAR BB B HAR BB HAABRBHHARRRHHHA

#interaction d’echange entre 1’atome n=1 pied k et 1’
atome p=2 pied 1
function g_np(n::Int64, p::Int64, k::Int64,l::Int64, @p::
Float64 ,0p::Float64)
phase = Phase(n,p,k,1l,9,0p
return 0.5 * sqrt(y[n,k]l*y[p,1])*sin(phase)
end
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#interaction d’echange gnp entre 1’atome n et p
#return g_{n,p}
function gnp(n::Int64, p::Int64, ¢::Float64 ,00::Float64)
return sum(g_np(n,p,k,l,p,09Y for k in 1:Mn, 1 in 1:
Mn)
end

#Hamiltonien d’interaction entre 1’atome n et p
function H_inter(N::Int64,p::Float64 ,0p::Float64)
res=0
for n in range(l, stop=N-1) #>_ {n=1}A{N-1}
resl=sum(gnp(n,p,p,0p for p in n+1:N)
res=res+resl
end
return res
end

HHHBHHHH B HAH B BB RAH R B AR BB B RHH B R B BHH BB BHH B BB RH SRR BHH SRR
#relaxation individuelle
HHHBHAHHHBRAHHBRBHAHHBRBHHBRBRHHRRBHHBRBRHHBRBHRHHRRRHHHHH

function I'_n_intern (n::Int64, k::Int64, 1l::Int64,¢p::
Float64 ,0p:: Float64)
phase = Phase(n,n,k,1,¢,0p
return sqrt(y[n,k]*vy[n,1])*cos(phase)
end

function I'_n(n::Int64,¢::Float64 ,0p::Float64)
res=0
for k in range(l, stop=Mn)
resl=sum(I'_n_intern(n,k,l,p,0p for 1 in 1:Mn)
res=res+resl
end
return res
end

function I'(N::Int64, ¢::Float64 ,0p::Float64)
res=0
for n in range(l, stop=N)
resl=I"_n(n,y,0Q
res=res+resl
end
return res
end
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HHUHBHBHBHHR BB HBHBHBHBHBR BB HBHBHBHBHBR BB BB HBHBHBHBHBRHRH
#relaxation collective
HABHBHABRBHHAHBHBHABABABHHRHBHBHABABABHBRBRHBHBHBABHABHBHRHRH

function I'_coll_n_p_intern(n::Int64, p::Int64, k::Int64,
1::Int64,p::Floatb64, dp ::Float64d )
phase = Phase(n,p,k,1l,9,00
return sqrt(y[n,k]* ~v[p,1])* cos(phase)

end

function I'_coll_n_p(n::Int64, p::Int64,p::Float64 ,0¢::
Float64)
res=0
for k in range(l, stop=Mn)
resl=sum(I'_coll_n_p_intern(n,p,k,l,v,0p) for 1 in

1:Mn)
res=res+resl
end
return res
end
function I'_coll(N::Int64,p::Float64 ,0p::Float64 )
res=0

for n in range(l, stop=N-1)
resl=sum(I'_coll_n_p(n,p,p,09Y for p in n+1:N)
res=res+resl
end
return res
end

HHARHBHARBRHHARHARBRHHHBHAABRHAHHRHHABRHBHARRAHARHBHHRHHAHRH
#Image nulle de chaque fonction
HARBBHHRBRHHBRHARBRHHARHARBRHAHHRBHR B R B HARRARBRHHHRRHHHRH

function I'_coll_zero (N, ¢,
return round(I'_coll(N,¢p,0p), digits=2)== 0.0
end

function I'_zero(N,y,0p

return round(I'(N,p,0p), digits=4)==0.000
end
function H_inter_zero (N, ¢, 00

return round(H_inter (N,p,0¢ ,digits=2)==0.0
end

RERBABABABABABAB AR AR RBRARARARHRHBHRHBHRHBHRHRBR R AR R R AR HRA
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#Graphe de la figure 7.7
HRHUAHBHRAAHBRHAAAHRRAAHHRHAAAHBRHAAHHRRAAHHRHAAHHRRAAHHRHAAHHHHRA

contourf (p,0p, (p,0p->H_inter_zero(N,p,p ,color = [:
green,:green], legend = true,colorbar_title = L"g_{ab
}",colorbar = :false, levels=[0.8,1.2])
contourf! (p,0p, (p,0p->I'_coll_zero(N,p,0p) ,color = [:gold
,:green], legend = false,levels=[0.5,1.5])
contourf! (p,p, (p,0p->I'_zero(N,p,0p , fill=false,color
:cornflowerblue ,legend = true,levels=[0.5,1.5])

o=
plot! (p,0p £i1ll = (27, 5, :auto), color = :white)
plot!(p,0p, linestyle = :dot, color =:black)

plot!(p, by, yaxis=[-mn,w],fill = (-27,-m, :auto), color
:white, legend=false)

plot!(p, 0y, linestyle = :dot, color =:black)

xlabel ! (L"p"

ylabel ! (L'9¢")

#savefig("mapping_perturb_translation.pdf")

HAHRHRAAAAAAAAAAAAAARAHRHHHRHHHBHBHHBHHHHHHHHHHH S S S S RSB HH

#recherche des valeurs nulles pour les points du graphe
de la figure 7.7

HHAARAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAHAHAAHHAHHHHAHHAAHHHHHHHHRHHHH

HUBHAHAHBRAAHHRRAAHRRHAAHHRRHAAHHRRAAHRRHARHHHHRRAHHHAA
#recherche composante du point A
HERHHARBHHHARBRBHAARBRHHAABRHHAABRHHAARBRHHARRRRH
function Search_H_inter_zero (N, ¢, 00
if round(H_inter (N,p,0¢ ,digits=2)==0.0
return Jp

else
return O.
end
end
p_A = 2.
function Search_g_0(p_A,N)
g_0=0.
dp=-2.
while g_0 == 0.
g_0 = g_0+ Search_H_inter_zero(N,yp_A
dp= 0pr0.002

end
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return g_0
end

0p A = Search_g_0(p_A,N)

A=Cp_A, dp A)
HHHBRRAAHRRHAAHHRRAAHRRHAAHHRRAAHRRHAAHHRHRAAHBHRHAHHHAA
#Composante point B
HRHUHBHRAAHBRHAAHHRRAAHBRHAAHHRRHAAHBRHAAHHRRAAHBRAAHHHH

p_B = (w/2)+0.2
§pB = -0.2
B= (p_B 0 B)

HABHBRAALHBHRBHBRHR AR HBH AR RV HRRHBHR BB H BB H RS R RS HH
#Composante point C
t X F T FTEEFTE I E T LT EEE LT E L EEEEEEEEE LT EEL L EE LT

o C 0.3
p_C = 0.5
C= (p_C, &

HRHUHHBHRAAHBRHAAHHRHRAAHBRHAAHHRRAAHBRHAAHHRHRAAHBRHAAHHHHAA
#Composante point D
HEBHAHHAAARRRBBHBHHHAAHHRRRBBHHHRAAAR R BB HHHHAAAA

dpD = 1.

p_D =m/2

D= (¢p_D, 0p.D)

HABHBRARLH BB BHB B BB RHA B LR BHABH BB R R EHBH BB H AR R RS AHSHH

#Generalites supplementaires et redefinitions pour 1’
evolution temporelle.

# remplacement des fonctions H_inter,

HARAAARAARAAAAHHRHHBHHHHHHHHH BB BB BB BB BB BB BB H R R HHHH

function H_inter(N::Int64, ¢::Float64, dp::Float64)

res = sm(1) - sm(1l)
for n in range(l, stop = N - 1)
resl = sum(

gnp(n, p, ¢, 0 * (sm(n) * sp(p) + sp(n) *
sm(p)) for p = n+l1:N
)
res = res + resl
end
return res
end
function H_inter_data(N::Int64, ¢::Float64, d¢::Float64)
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res = 0
for n in range(l, stop = N - 1)
resl = sum(gnp(n, p, ¢, 0p for p = n+l:N)
res = res + resl
end
return res
end

S F ST E T T LTS EEE T LT EEE E L L L L
#point D (pour les courbes de la figure 7.10, choisissez
un point et remplacez "D" par la lettre du point)

X FFEE T T E I E T ETEE T ETE L E L EEEEEE LT L E L

HUEBHHARBHHHARBHBHAHAB BB HHARBRBHARBRBHHAAB BB HHAR BB HHH
#H_o = X_{n=1}AN w_prime * o_z*n /2
HERUHHAHRBHHHANBRBHAARBRBHAHRBRBHAAR BB HAARBRHHAHBRBHH
function Aw_n(n::Int64, k::Int64, 1l::Int64, ¢::Float64,
d0p::Float64)

phase = Phase(n, n, k, 1, ¢, 0p

return sqrt(y[n, k] * v[n, 1]) * sin(phase)
end

w_prime(n, k, 1) = w_atome + Aw_n(n, k, 1, ¢, Y

H. O = 0.5 * sum(w_prime(n, 1, 2) * sz.(n) for n = 1:N)
HUABHABHABHABHABHABHBBHB B AR AR AR HABHABHARHABHARHA
#Hamiltonien total
HUHBHHBHHBHHBHHBHBBHBBHBHHBHHBHHBHABHH BB B HH B RSB HH

H = H_0 + H_inter(N, ¢, 69
HUHBHHABHHBHHBHABHBBHBBHBHHBHHBHHABHABHH BB B HHBHHBHH
#Evolution

HARARBARBHARAHBHARARBARAHRHHRHRBARB AR AHRHHRH AR HRRHH

I' ' rate = ones(N, N)

for i in range(l, stop = N)
for j in range(l, stop = N)
if i == j

I_ratel[i, j] = I'_n(i, ¢, 69
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elseif i < j
I'_rate[i, j] = round(I'_coll_n_p(i, j, ¢, 69,

digits = 2)
I'_rate[j, il = I'_rate[i, j]
end
end
end
g = H_inter_data(N, ¢, 69

J = [sm(i) for i = 1:N]

Uy = spindown(b_atom) ® tensor ([spinup(b_atom) for i = 2:
N1)

tspan = [0:0.05:200;]

tout, p; = timeevolution.master(tspan, ¥, H, J; rates =T
_rate)

HERUHHARBHHHARBRBHAHRBRBHAAR BB HAARBHHHARBRHHAR B R B HAHRRSH
#graphe de la figure 7.9 (point D)
HABHBHAHBHBHAAR BB HHARBRHHARBRBHAHR BB BHAHAB BB HHARBRHHARRH
plot(

tout,

sum([real (expect(sp(i)

yaxis = [0, NI,

e
w

sm(i), p)) for i = 1:N]),

color = :green,
legend = :true,
label = L"\langle \hat{\sigma}_+ \hat{\sigma}_- \
rangle",
)
plot!(
tout,
real (expect(sp(l) * sm(l), po),
yaxis = [0, 1],
linestyle = :dot,
color = :green,
label = L"\langle \hat{\sigma}_+%a \hat{\sigma}_-*a
\rangle",
)
plot!(
tout,

real (expect(sp(2) * sm(2), p)),
yaxis = [0, 1.5],

linestyle = :dash,

color = :green,
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label = L"\langle \hat{\sigma}_+%2b \hat{\sigma}_-*b
\rangle",

legend = :true,

xlabel = L"\gamma t"
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