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Introduction

Historique du développement des ordinateurs quantiques Depuis de nombreuses
années, le développement d’ordinateurs quantiques est un challenge technologique et
théorique auquel s’intéressent aujourd’hui non seulement le milieu académique et les en-
treprises spécialisées dans le domaine, mais également d’autres grandes entreprises telles
qu’IBM, Google et Microsoft. Il est difficile de dater précisément le début de cette course.
Certains citent l’article de Richard Feynman dans les années 80, d’autres citent l’algo-
rithme de Peter Shor en 1994. Quoi qu’il en soit, de nombreuses tentatives de réaliser un
ordinateur quantique ont émergé depuis l’algorithme de Shor. Ces tentatives ont exploi-
tées divers dispositifs tels que des ions piégés [1], des boites quantiques [2], un système
basé sur des techniques de résonance magnétique nucléaire [3] ainsi que les centres azote-
lacune (centres NV) dans le diamant [4]. Chacune d’elles présente des avantages et des
inconvénients (efficacité d’isolation du système, facilité de couplage avec le milieu et
bien sûr les possibilités d’extension des systèmes). Ces différentes plateformes physiques
(à l’exception de la RMN qui ne satisfera jamais à la seconde exigence de Di Vincenzo [5]
pour la fabrication d’ordinateurs quantiques) sont toujours en course à l’heure actuelle.
Cependant, de toutes les plateformes physiques investiguées, celle basée sur l’utilisation
de circuits supraconducteurs est sans conteste parmi les plus prometteuses.
L’étude des interactions entre les circuits supraconducteurs et les champs micro-ondes
pour le traitement quantique de l’information s’inscrit dans la théorie de l’électrodyna-
mique quantique (QED). Les circuits QED ont permis de nombreuses avancées tant au
niveau de la recherche fondamentale de l’interaction lumière-matière qu’au niveau du dé-
veloppement de technologies dans le domaine de l’informatique quantique. Les premières
études sur la physique des circuits supraconducteurs remontent aux années 80 lorsque les
chercheurs se sont mis en quête de "systèmes quantiques macroscopiques" [6] dans le but
de tester l’hypothèse selon laquelle l’équation linéaire de Schrödinger pourrait être élargie
à des systèmes physiques macroscopiques. Pour cela, les jonctions Josephson formant un
SQUID (un anneau supraconducteur coupé par deux isolants minces, c.-à-d. deux jonc-
tions Josephson) semblaient très prometteuses. Les quantités macroscopiques dans les
jonctions Josephson sont le courant et la tension à travers la jonction. Le premier phéno-
mène quantique observé sur ces jonctions était l’effet tunnel [7], qui a été rapidement suivi
par la mesure d’énergies quantifiées [8]. Suite à ces découvertes, les chercheurs ont com-
mencés à s’intéresser à la possibilité d’utiliser les circuits à jonction Josephson dans la re-
cherche de technologies en lien avec l’informatique quantique [9]. Le plus gros problème
de ces technologies est le maintien de la cohérence sur des échelles de temps suffisam-
ment longues afin de pouvoir résoudre des problèmes d’utilité pratique [10]. Les circuits
supraconducteurs ont permis la réalisation de processeurs quantiques. En 2009, un tel pro-
cesseur à deux qubits a permis l’implémentation de l’algorithme de Deutsch-Jozsa [11].
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Depuis lors, de nombreux progrès se sont succédés dans le domaine. Notamment sur l’as-
pect détection des erreurs grâce à des réseaux bidimensionnels de transmons [12]. Le
qubit de type transmon est en effet l’un des qubits supraconducteurs le plus largement
étudié, tant d’un point de vue de la recherche fondamentale que dans le développement
des technologies quantiques [13].

Où en sommes-nous aujourd’hui? Fin de l’année 2019, Google publia dans la cé-
lèbre revue Nature un article dans lequel leur groupe affirmait avoir réussi à créer un
processeur qui atteint la suprématie quantique [14]. Autrement dit, leur processeur serait
capable de réaliser une tâche que le plus puissant ordinateur classique actuel serait inca-
pable de réaliser en un temps raisonnable. Selon l’article, le processeur a réalisé une tâche
d’échantillonnage en vue de déterminer la distribution de probabilité de tous les résultats
possibles d’un générateur quantique de nombres aléatoires. Dans la pratique, cela n’a
que peu d’intérêt, mais cela présente l’avantage de pouvoir confronter ce processeur aux
ordinateurs classiques les plus puissants (en l’occurrence, le superordinateur américain
Summit construit par IBM). L’ordinateur de Google a produit une réponse à ce problème
en seulement 200 s. En décomposant le problème en petits morceaux et en extrapolant
les résultats, ils ont estimés qu’il faudrait à Summit plus de 10 000 ans pour fournir une
réponse au même problème. Évidemment, IBM s’est défendu en répondant qu’en optimi-
sant la simulation, Summit pourrait répondre au problème en 2.5 jours, ce qui remettrait
en cause la démonstration de la suprématie quantique. Néanmoins, il reste que la résolu-
tion d’un problème aussi complexe en à peine un peu plus de 3 minutes est un progrès
majeur dans le développement des ordinateurs quantiques. Le processeur quantique de
Google, nommé Sycamore, est composé d’un ensemble de 53 qubits de type transmon
agissant chacun comme un oscillateur faiblement anharmonique dont la fréquence de ré-
sonance est comprise dans la fourchette de 5 à 7 GHz. Chaque qubit est contrôlé par des
micro-ondes et par un flux magnétique permettant de contrôler la fréquence de résonance.
Chaque qubit est connecté à une ligne de transmission linéaire et à ses voisins par des
coupleurs. Le processeur est fabriqué en utilisant de l’aluminium pour la métallisation et
les jonctions Josephson, et de l’indium pour les liaisons entre les deux wafers de silicium.
La puce est reliée à une carte électronique supraconductrice et refroidie à une tempéra-
ture inférieure à 20 mK. La figure 1 montre une photo de la puce de Google. Les qubits
supraconducteurs contenant des jonctions Josephson simulent, dans certains régimes de
paramètres, le comportement des atomes. Par ailleurs, leur étude a permis de mettre en
évidence des phénomènes particuliers liés à leur taille, non observés avec des atomes, ce
qui a mené au domaine émergent des atomes géants.

L’émergence des atomes géants Les modèles d’interaction entre la lumière et la ma-
tière se basent en général sur une série d’approximations, telle que l’approximation dipo-
laire électrique où l’atome est considéré très petit par rapport à la longueur d’onde avec
laquelle il interagit. Si le rapport entre la taille de l’atome et la longueur d’onde aug-
mente, cette approximation n’est plus valide. On octroie le qualificatif de "géants" à ce
type d’atome. La taille typique d’un atome (l) est de l’ordre de l’Ångström, et lorsqu’il
interagit avec un champ électromagnétique de longueur d’onde λ ∼ 10−6 − 10−7 m, le
rapport l/λ varie dans une gamme allant de 10−4 à 10−3. On peut augmenter ce rapport en
faisant interagir des atomes artificiels, c.-à-d. des systèmes quantiques fabriqués comme
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FIGURE 1 – Photographie de la puce Sycamore. D’après [14].

les boites quantiques ou les qubits supraconducteurs, avec des ondes électromagnétiques
ou acoustiques. Les qubits supraconducteurs peuvent atteindre des tailles l ∼ 10−4−10−3

m et interagir de façon résonante avec des phonons dont la longueur d’onde est de l’ordre
de λ ∼ 10−6 m. Il est évident que, dans ce cas, l’approximation dipolaire n’est plus valide.
Motivé par cette expérience, de nombreuses études sur ces "atomes artificiels géants" se
sont succédées aussi bien sur le plan théorique qu’expérimental. Dans ce mémoire, nous
nous proposons de retracer l’évolution de ce nouveau domaine qu’est celui des atomes
géants supraconducteurs.

Contenu du mémoire La fabrication d’atomes artificiels considérés dans ce travail se
base sur la supraconductivité associée à la physique des circuits électriques. En effet,
des tels atomes artificiels sont constitués de condensateurs, de résistances et de jonctions
Josephson. Pour exploiter au mieux les caractéristiques d’une jonction Josephson, le sys-
tème a besoin d’être refroidi à de très basses températures (∼mK). Pour une meilleure
compréhension de ces systèmes, les bases de la physique de la supraconductivité et des
jonctions Josephson sont rappelées au chapitre 1. Les composants électriques classiques
tels que les condensateurs et les inducteurs, ainsi que les concepts de bases des circuits
LC, sont brièvement abordés au chapitre 2. Une fois les différents composants introduits,
nous discutons de la procédure de quantification de ces circuits au chapitre 3, qui passe
par leur description hamiltonienne. Pour qu’un circuit électrique puisse être assimilé à un
atome, il est essentiel qu’il possède des niveaux d’énergie discrets. En effet, cela permet
de ne sélectionner que certaines transitions afin de réduire le spectre à deux (ou quelques)
niveaux distincts, réalisant de la sorte un qubit (qudit) supraconducteur. Cette réduction
fait l’objet du chapitre 4.
Les atomes artificiels supraconducteurs sont couplés à une ligne de transmission, et le
système n’étant pas un système isolé, son évolution est décrite par une équation maitresse
dont la forme est établie au chapitre 5. C’est au cours du chapitre 6 que nous discutons
des atomes artificiels géants et la façon dont ils peuvent être obtenus à l’aide des qubits
supraconducteurs. Dans ce chapitre, nous présentons également comment les chercheurs
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ont pu réaliser de tels atomes et en vérifier certaines propriétés expérimentalement.
Finalement, le chapitre 7 est consacré à l’étude de chaines comprenant de multiples
atomes et présente les résultats de simulations numériques sur l’effet d’une perturba-
tion sur la position relative des atomes dans une configuration où ils sont insensibles à
la décohérence.



Chapitre 1

Supraconductivité et jonction
Josephson

À très basse température, l’énergie d’un système est faible et les états mis en jeu
sont proches du niveau fondamental. Dans ce cas, les effets quantiques peuvent avoir des
conséquences macroscopiques. Dans ce chapitre, nous utilisons le formalisme de la mé-
canique quantique pour obtenir la forme de la fonction d’onde des électrons (des paires de
Cooper) dans un matériau supraconducteur. Sur base de celle-ci, nous expliquons ensuite
l’effet Josephson. Au passage, nous rappelons les notions de potentiels vecteur et scalaire
et leur lien avec les champs électrique et magnétique. Nous définissons la densité de cou-
rant de probabilité d’une particule chargée plongée dans des champs et l’explicitons dans
le cas d’un supraconducteur.

1.1 Rappels sur les potentiels électromagnétiques
Les équations de Maxwell permettent de déterminer les champs électrique et ma-

gnétique créés par des sources arbitraires. Sous forme locale, les équations de Maxwell
s’écrivent

~∇. ~D = ρ, (1.1)
~∇. ~B = 0, (1.2)

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
, (1.3)

~∇× ~H = ~J +
∂ ~D

∂t
, (1.4)

où

~D = f( ~E), ~J = g( ~E), ~B = h( ~H), (1.5)

sont les relations de constitutions, pouvant parfois être complexes, avec ~D le déplacement
diélectrique, ~J la densité de courant et ~B le champ magnétique. Nous allons à présent
utiliser deux théorèmes d’analyse vectorielle :

Théorème 1. Soient ~F , ~G deux champs vectoriels et V un champ scalaire :
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Densité de probabilité et équation de continuité 6

1. Si ~∇× ~F = 0⇒ ∃V : ~F = ~∇V

2. Si ~∇. ~F = 0⇒ ∃~G : ~F = ~∇× ~G

Dès lors, par l’équation (1.2) associée au point 1 du théorème 1, on en conclut qu’il
existe un champ vectoriel, noté ~A et appelé le potentiel vecteur, qui satisfait la relation

~B = ~∇× ~A. (1.6)

À partir de l’équation (1.3) et en considérant l’équation (1.6), nous avons

~∇× ~E = − ∂

∂t

(
~∇× ~A

)
= −~∇× ∂ ~A

∂t

⇐⇒ ~∇×
(
~E +

∂ ~A

∂t

)
= ~0.

D’où, par le point 2 du théorème 1, il existe V tel que

~E +
∂ ~A

∂t
= −~∇V

⇐⇒ ~E = −~∇V − ∂ ~A

∂t
. (1.7)

Le signe − devant ~∇V est choisi par convention, car il simplifie les discussions dans le
cadre de l’électrostatique, dont nous ne discuterons pas ici. En résumé, les champs ~E et
~B peuvent s’écrire en termes des potentiels électromagnétiques ~A et V comme

~E = −~∇V − ∂ ~A

∂t
, (1.8)

~B = ~∇× ~A. (1.9)

1.2 Densité de probabilité et équation de continuité
Une particule de charge q se déplaçant dans un champ électromagnétique à vitesse ~v

subit une force de Lorentz et l’équation classique du mouvement est donnée par

m
d2~r

dt2
= ~FLorentz = q

(
~E + ~v × ~B

)
. (1.10)

Dans le formalisme hamiltonien (voir chapitre 3), en utilisant les équations (1.8) et (1.9),
on montre [15] que l’hamiltonien classique du système a pour expression

H(~r, ~p, t) =
1

2m

(
~p− q ~A(~r, t)

)2

+ qV (~r, t). (1.11)

En mécanique quantique, le vecteur ~p est promu au rang d’opérateur,

~p→ ~̂p =
~
i
~∇. (1.12)
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Quantiquement, l’état d’une particule de charge q se déplaçant dans un champ électroma-
gnétique est décrit par une fonction d’onde ψ(~r, t). L’équation d’évolution à laquelle elle
obéit est l’équation de Schrödinger, qui, dans notre cas, s’écrit

i~
∂ψ(~r, t)

∂t
= Ĥψ(~r, t) =

[
1

2m

(
~
i
~∇− q ~A

)(
~
i
~∇− q ~A

)
+ qV

]
ψ(~r, t), (1.13)

où qV est l’énergie potentielle électrique. La fonction d’ondeψ(~r, t) est interprétée comme
une amplitude de probabilité de présence, de sorte que |ψ(~r, t)|2 est vu comme une densité
de probabilité de présence [16]. Si en un instant donné, la probabilité de trouver la parti-
cule à un endroit diminue, alors elle doit augmenter en un autre endroit. Il doit donc exister
un courant de probabilité ~J qui obéit à l’équation de continuité (équation de conservation
locale de la probabilité)

∂ρ

∂t
= −~∇. ~J, (1.14)

où
ρ(~r, t) = ψ∗(~r, t)ψ(~r, t) = |ψ(~r, t)|2. (1.15)

L’équation (1.14) traduit une continuité. En effet, elle montre qu’une particule ne peut
disparaitre en un endroit pour apparaitre ailleurs sans un écoulement continu de densité de
probabilité entre ces deux positions. En combinant les équations (1.13), (1.14) et (1.15),
nous obtenons

~J =
1

2

[
ψ∗
(
~̂p− q ~A
m

)
ψ + ψ

(
~̂p− q ~A
m

)∗
ψ∗
]
, (1.16)

1.3 Fonction d’onde dans un supraconducteur
À très basses températures, certains métaux deviennent supraconducteurs. Autrement

dit, leur résistance au passage d’un courant devient nulle. L’explication de ce phénomène
dans le cas le plus simple est basée sur la notion de paire de Cooper. Dans un métal su-
praconducteur, les interactions entre les électrons et les vibrations des atomes du réseau
provoquent une attraction effective entre les électrons qui se "lient" par paires. Ces enti-
tés, composées de deux fermions, sont donc des bosons. En effet, si l’on permute les deux
électrons d’une paire, la fonction d’onde associée change deux fois de signe, ce qui la
laisse inchangée. Chaque paire d’électrons est donc un boson par définition. En revanche,
l’énergie de liaison étant très faible, une faible température peut être suffisante pour briser
la paire. On observe donc un état supraconducteur lorsque la température est suffisam-
ment basse (la valeur dépend du métal choisi). À partir du moment où on crée des paires
d’électrons, chacune d’elles agit comme une particule pouvant être décrite par une seule
et même fonction d’onde. L’équation de Schrödinger associée est ressemblante à l’équa-
tion (1.13) mais où q a pour valeur le double de la charge d’un électron.

Cependant, pour toute température finie non nulle, il existe toujours des électrons non
appariés puisque la probabilité qu’une paire se rompe est proportionnelle à exp(−Epaire/kBT ).
Il est donc difficile de donner une valeur exacte à la masse m dans l’équation de Schrö-
dinger. Néanmoins, lorsqu’on travaille à température de l’ordre de quelques dizaines de
mK, tous les électrons appartiennent à une paire de Cooper [17]. Chacune d’elles étant
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un boson, elles peuvent toutes se trouver dans le même état, c.-à-d. celui d’énergie la plus
basse. Si on considère un grand nombre de particules, dans chaque volume d3r = dxdydz
se trouve un nombre de particules proche de |ψ|2d3r. Dans ce cas |ψ|2, qui était défini
comme une densité de probabilité de présence, peut être assimilé à une densité de parti-
cules [15]. Si ces particules sont de charge q, alors le produit qψ ≡ Ψ est tel que |Ψ|2
possède les unités d’une densité de charges ρq, soit des C/m3. Par l’équation de conti-
nuité (1.14), il vient que ~J , qui était la densité de courant de probabilité, devient alors
une densité de courant électrique. La fonction d’onde Ψ peut toujours s’écrire sous forme
polaire

Ψ(~r, t) =
√
ρq e

iθ(~r,t), (1.17)

avec ρq la densité de charges et θ la phase. Afin de clarifier le rôle de la phase, substituons
l’équation (1.17) dans (1.16). La densité de courant prend alors la forme

~J =
~
m

(
~∇θ − q

~
~A
)
ρq. (1.18)

Or, d’une manière générale, la densité de courant est exprimée comme le produit de la
densité de charges par la vitesse,

~J = ρq~v, (1.19)

d’où par identification
m~v = ~~∇θ − q ~A. (1.20)

La quantité ~~∇θ est appelée le moment dynamique. La phase seule n’est donc pas une
observable, comme l’est ρq, mais son gradient correspond à l’impulsion ~p puisque m~v =

~p− q ~A.

1.4 Effet Josephson
Une jonction est dite Josephson lorsqu’elle implique deux supraconducteurs séparés

par un isolant. Comme nous le verrons dans cette partie, un courant peut s’établir entre
les deux conducteurs si l’isolant est suffisamment mince (de l’ordre du nm). Cet effet se
présente sous deux types : continu et alternatif.

1.4.1 Effet Josephson continu
Soit une couche mince d’isolant séparant deux conducteurs tel que représentée à la

figure 1.1. Pour des raisons qui paraitront plus claires par la suite, nous allons considérer
que les deux conducteurs sont identiques. Si nous nommons Ψ1 = qψ1 et Ψ2 = qψ2 les
fonctions d’onde des paires d’électrons se trouvant respectivement sur les conducteurs 1
et 2, l’équation de Schrödinger prend la forme

i~
∂Ψ1

∂t
= U1Ψ1 +KΨ2, (1.21)

i~
∂Ψ2

∂t
= U2Ψ2 +KΨ1, (1.22)

où K est une constante qui dépend de la jonction et permet de traduire un couplage entre
les deux conducteurs, et Uα (α = 1, 2) est l’énergie des paires dans le supraconducteur α.
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FIGURE 1.1 – Jonction Josephson : deux supraconducteurs séparés par une fine couche d’isolant.
D’après [18].

Pour mettre en évidence l’effet Josephson continu, il n’est pas nécessaire de connecter les
deux supraconducteurs à un générateur. Dans ce cas, U1 = U2 = 0, et nous avons

i~
∂Ψ1

∂t
= KΨ2, (1.23)

i~
∂Ψ2

∂t
= KΨ1. (1.24)

Écrivons les fonctions d’ondes associées aux paires d’électrons sous la forme

Ψ1 =
√
ρ1 e

iθ1 , (1.25)
Ψ2 =

√
ρ2 e

iθ2 , (1.26)

où ρα représente la densité de paires d’électrons de la partie α et θα correspond à la phase.
En substituant les équations (1.25) et (1.26) dans (1.23) et (1.24), et en égalant les parties
réelles et imaginaires, nous obtenons un système de quatre équations

ρ̇1 = +
2

~
K
√
ρ1ρ2 sin δ (1.27)

ρ̇2 = −2

~
K
√
ρ2ρ1 sin δ (1.28)

θ̇1 = −K
~

√
ρ2

ρ1

cos δ (1.29)

θ̇2 = −K
~

√
ρ1

ρ2

cos δ (1.30)

avec δ = θ2 − θ1. Les équations (1.27) et (1.28) montrent qu’en absence d’une tension
sur les deux conducteurs, ρ̇1 = −ρ̇2, ce qui décrit un courant allant du côté 1 vers le côté
2 d’intensité

I =
2

~
K
√
ρ1ρ2 sin δ. (1.31)

Ce courant est donc uniquement fonction de la différence de phase δ entre les deux
conducteurs. En absence de générateur, nous avons donc un courant constant à travers
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la jonction dont la valeur est uniquement déterminée par la phase relative entre les deux
conducteurs. C’est l’effet Josephson continu. En nommant ρ1 = ρ2 = ρ0 et 2Kρ0/~ = I0,
nous obtenons l’équation de Josephson

I = I0 sin δ. (1.32)

1.4.2 Effet Josephson alternatif
Si nous relions les deux conducteurs à un générateur de tension continue, ce dernier

va appliquer une tension V de part et d’autre de la jonction. Dans le système d’équa-
tions (1.21)–(1.22), nous avons alors U1 − U2 = qV . En définissant le zéro en énergie à
mi-chemin de la différence de potentiel totale, nous avons

i~
∂Ψ1

∂t
=

qV

2
Ψ1 +KΨ2 (1.33)

i~
∂Ψ2

∂t
= −qV

2
Ψ2 +KΨ1. (1.34)

Dans le système de quatre équations (1.27 à 1.30), les deux premières restent identiques et
le courant traversant la jonction suit toujours l’équation (1.31). Seules les deux dernières
sont modifiées par la contribution du générateur et nous avons

ρ̇1 = +
2

~
K
√
ρ1ρ2 sin δ (1.27)

ρ̇2 = −2

~
K
√
ρ2ρ1 sin δ (1.28)

θ̇1 = −K
~

√
ρ2

ρ1

cos δ − qV

2~
(1.35)

θ̇2 = −K
~

√
ρ1

ρ2

cos δ +
qV

2~
(1.36)

En ce qui concerne les équations (1.35) et (1.36), la différence nous donne le résultat
important suivant

δ̇ = θ̇2 − θ̇1 =
qV

~
. (1.37)

Par intégration, cela implique

δ(t) = δ0 +
q

~

∫
V (t′)dt′, (1.38)

avec δ0 la différence de phase à l’instant initial t = 0. En plaçant un générateur DC avec
une ddp V0, l’équation (1.32) devient

I = I0 sin
(
δ0 +

q

~
V0t
)
. (1.39)

Nous avons donc un courant oscillant à la fréquence (plus exactement la pulsation)

ω0 =
qV0

~
. (1.40)

C’est l’effet Josephson alternatif. Enfin, si ~ est faible devant le produit V0t, alors le sinus
oscille rapidement et le courant net à travers la jonction est nul.



Chapitre 2

Rappels sur les circuits électriques

Un qubit supraconducteur se base sur l’effet Josephson tel que décrit au chapitre pré-
cédent. Cependant, sa mise en oeuvre nécessite également des condensateurs et des induc-
teurs, le tout agencé de manière à former un circuit électrique complet. Dans ce chapitre,
nous introduisons la notion de variables dynamiques d’un circuit électrique et, après un
rappel sur ce qui peut le composer, nous l’illustrons sur le circuit LC classique.

2.1 Notions fondamentales sur les circuits
Un circuit est un réseau de branches b connectées par des noeuds. Sur chaque branche,

nous considérons uniquement des éléments bipolaires, autrement dit sur chaque branche
se trouve un seul élément, comme le montre la figure 2.1.

FIGURE 2.1 – Exemple de réseau d’éléments formant un circuit. D’après [17].

2.1.1 Variables dynamiques et énergies
Soit b une branche du circuit. Un élément présent sur b est caractérisé par deux va-

riables : la tension aux bornes de l’élément Vb(t) et le courant Ib(t). Lorsqu’on cherche

11
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le courant dans une branche, il est commun dans un premier temps d’en imposer un sens
qu’on peut considérer comme arbitraire à ce stade et qui va déterminer le signe de ce cou-
rant. Pour des raisons qui apparaitront plus claires par la suite, on va utiliser la convention
que l’orientation de la tension sera opposée au courant comme sur la figure 2.2.

Vb(t)
<latexit sha1_base64="Rj4I8PRhs0iLEbdM/8x6Er3BMbs="></latexit>

Ib(t)
<latexit sha1_base64="3CoBBFqWStOUJqt1icDfFFJ/xJM="></latexit>

FIGURE 2.2 – Convention de signes. Adapté de [17].

La tension dans une branche Vb(t) ainsi que le courant qui la parcourt I(t) peuvent être
définis à partir des champs électrique et magnétique tels que

Vb(t) =

∫ fin de b

début de b

~E(~r, t).~dl (2.1)

Ib(t) =
1

µ0

∮

autour de b

~B(~r, t).~ds, (2.2)

où l’intégrale de chemin du champ magnétique se fait le long d’un lacet fictif entou-
rant une branche du circuit. Il s’agit simplement du théorème d’Ampère appliqué à une
branche du circuit [15].

La puissance absorbée par un élément est le produit de la tension aux bornes de l’élé-
ment par le courant qui le traverse. Si nous voulons déterminer l’énergie totale Eb(t) ab-
sorbée par l’élément jusqu’à un temps t, il suffit d’intégrer la puissance sur la période de
temps écoulée telle que

Eb(t) =

∫ t

−∞
Vb(t

′)Ib(t
′)dt′ (2.3)

où la borne temporelle inférieure réfère au moment où le circuit n’était pas traversé par un
courant. Un élément est dit dispersif (ou conservatif) si l’énergie est stockée sous forme
d’énergie électrique ou magnétique.

2.2 Les différents types d’éléments dans un circuit
Avant de voir comment il est possible d’implémenter un qubit avec des circuits élec-

triques, rappelons certaines notions de base des composants que nous allons utiliser dans
les circuits LC.
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2.2.1 Le condensateur

Un condensateur, symbolisé par , est un dispositif permettant d’emma-
gasiner des charges et de l’énergie électrique. Il consiste en deux plaques conductrices
séparées par un isolant et joue un rôle essentiel dans des dispositifs variés tels que les
flashs électroniques, les postes de radio ....[19] Si nous relions le condensateur à un dis-
positif générant une différence de potentiel V (t) (ou tension), la charge présente sur les
armatures va progressivement augmenter jusqu’à atteindre un équilibre. Lorsque ce der-
nier est atteint, la norme de la charge présente sur l’une ou l’autre des armatures vaudra
Q0. Un condensateur est un élément dit dispersif pour lequel la tension à ses bornes est
une fonction uniquement de la charge Q(t). On avons donc en toute généralité

V (t) = f(Q(t)). (2.4)

Pour ces types d’éléments dispersifs, on définit une capacité, fonction uniquement de la
charge et telle que

C(Q) =

[
df

dQ

]−1

. (2.5)

Appliquée au condensateur, cette capacité est une constante indépendante de la charge et
donc C(Q) = C. Par les équations (2.4) et (2.5), on montre facilement la relation linéaire
entre la tension et la charge,

Q(t) = C.V (t), (2.6)

avec C, la capacité exprimée en farad (F). L’énergie que l’on peut emmagasiner dans un
système de charges est donnée par le travail extérieur qu’il faut amener pour rassembler les
charges de mêmes signes sans changement d’énergie cinétique. Autrement dit, appliqué
au condensateur, cela correspond au travail nécessaire pour le charger. Nous avons donc

Wext = Ec =

∫ Q0

0

V dQ′ =

∫ Q0

0

Q′

C
dQ′ =

Q0
2

2C
. (2.7)

2.2.2 La self ou bobine
Une bobine, symbolisée par , permet une production d’auto-induction

dans le circuit. En effet, si une bobine produit un champ magnétique variable, elle produit
également à ses bornes une force électromotrice ce qui augmente la différence de potentiel
à ses bornes.Tout comme un condensateur, une self est un élément dispersif, mais cette
fois le courant est fonction du flux magnétique Φ qui la traverse.

I(t) = g(Φ(t)). (2.8)

Tout comme on caractérise un condensateur par sa capacité, une bobine est caractérisée
par son inductance L, exprimée en henry (H). Cette inductance est, en toute généralité,
définie à partir du flux tel que

L(Φ) =

[
dg

dΦ

]−1

. (2.9)
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Cependant, dans le cas d’une self, l’inductance est une constante et nous avons L(Φ) = L.
Si la bobine possède N spires, par les équations (2.8) et (2.9), nous avons

I(t) = N
Φ

L
. (2.10)

Aux bornes d’une self placée dans un circuit, nous observons une tension V (t) telle que

V (t) = L
dI

dt
. (2.11)

En ce qui concerne l’énergie emmagasinée dans une bobine, nous pouvons la déterminer
de la manière suivante. Considérons le circuit RL de la figure 2.3. En symbolisant le

FIGURE 2.3 – Circuit RL série

courant I , la loi des mailles de Kirchhoff nous donne

V = RI + L
dI

dt
. (2.12)

De plus, nous pouvons obtenir la puissance dissipée P en multipliant cette dernière rela-
tion par I ce qui nous donne l’expression

P = RI2 + LI
dI

dt
. (2.13)

De cette relation, nous observons trois termes. Le membre de gauche correspond à la
puissance totale fournie par la pile, le terme RI2 est la puissance dissipée dans la résis-
tance, enfin le dernier terme correspond au taux auquel l’énergie est fournie à la bobine.
En renommant ce taux, dEL

dt
nous avons

dEL
dt

= LI
dI

dt
, (2.14)

ce qui par intégration entre 0 et I , donne l’énergie totale emmagasinée dans la bobine

EL =

∫ I

0

LI ′dI ′ =
LI2

2
. (2.15)

En comparant les équations (2.7) et (2.15), nous constatons que l’énergie emmagasinée
dans un condensateur dépend de la charge qu’il peut accumuler, ce qui génère un champ
électrique, tandis que l’énergie emmagasinée dans une bobine dépend du courant qui la
traverse et génère un champ magnétique. Le stockage de l’énergie se fait donc dans deux
champs différents.



Les différents types d’éléments dans un circuit 15

2.2.3 La jonction Josephson
Afin de pouvoir assimiler le circuit à un qubit, il est nécessaire d’avoir un élément

non linéaire. Ce rôle est rempli par une jonction Josephson que nous modélisons par
un élément purement supraconducteur (appelé élément Josephson et représenté par une
croix) et pouvant être schématisée par une bobine non linéaire (figure 2.4a). En parallèle
de l’élément Josephson, nous considérons un condensateur dont les parois sont formées
d’éléments supraconducteurs afin de représenter la barrière isolante dans la jonction Jo-
sephson.

a
<latexit sha1_base64="xfzo4pC5i9hvY1GJoNd4afFDOwE="></latexit>

b
<latexit sha1_base64="uWrQfXa9HDUeWC/xu1WL1eYqRS0="></latexit>

I(�J)
<latexit sha1_base64="DJU3zrOQYI8PizoRcDx86PWDWwk="></latexit>

I0
<latexit sha1_base64="mmajFw6mtXUMAx2KpK6ci/TNBHI="></latexit>

FIGURE 2.4 – (a) : Jonction Josephson physique à gauche et sa représentation dans un circuit
électrique à droite. (b) La ligne en pointillé : relation courant-flux dans une bobine d’inductance
équivalente à celle de la jonction. La ligne en trait plein : relation entre le courant traversant la
jonction et le flux généralisé à travers. Adapté de [17].

Comme pour le condensateur et la self, une jonction Josephson possède un flux ΦJ .
Par les équations (1.32) et (1.38), il vient que :

I(t) = I0 sin δ

= I0 sin

(
q

~

∫ t

−∞
V (t′)dt′

)

= I0 sin
( q
~

ΦJ

)
, (2.16)

où ΦJ est le "flux généralisé" dont une définition plus précise sera donnée dans le chapitre
suivant (voir variable canonique). Le courant est donc fonction uniquement du flux tout
comme c’était le cas dans une self. Nous avons donc un comportement général semblable
qui satisfait à

I(t) = h(ΦJ(t)), (2.17)

L(ΦJ) =

[
dh

dΦ

]−1

. (2.18)



Les différents types d’éléments dans un circuit 16

L’inductance de la jonction Josephson sera notée LJ . Cependant, dans une self, le courant
était lié au flux par une relation linéaire tandis que dans une jonction Josephson le cou-
rant est relié au flux par une fonction oscillante. Cette non-linéarité sera essentielle pour
utiliser des circuits en tant que qubits. Dès lors, par ces dernières relations et de la même
manière que nous l’avons fait pour la self, nous pouvons définir l’énergie d’une jonction
telle que

EJ =
Φ0

2

LJ

[
1− cos

(
ΦJ

Φ0

)]
, (2.19)

où
Φ0 =

h

q
=

h

2e
, (2.20)

est le quantum de flux (aussi nommé fluxon).

2.2.4 Quantification du flux à travers un anneau supraconducteur et
SQUID

Considérons un anneau supraconducteur tel que sur la figure 2.5. La densité de cou-

Quantification du flux

Sur la boucle C dans le SC on a B = 0 et j = 0 :

La partie gauche donne :

La partie droite donne (avec théorème de Stokes) :

)(0 Aj q
m
nq

��  T! Aq �T!o

³  � ��
C

sd STTT 212l m\ a une valeur unique sur un point, 
donc s doit être entier

){� �u� � ³³³³³ ıBıAlA ddd
aireCaireCC

)(

FIGURE 2.5 – Anneau supraconducteur traversé par un champ magnétique. "C" est un lacet fictif
interne à l’anneau. D’après [20]

rant dans l’anneau est donnée par l’équation (1.18). En en prenant le rotationnel et par
l’équation (1.9), nous obtenons

~∇× ~J = −qρq
m

~B. (2.21)

Soit un lacet C (au sens mathématique de chemin fermé) à l’intérieur de l’anneau comme
représenté à la figure 2.5. L’effet Meissner nous dit qu’à l’intérieur du supraconducteur
(et à bonne distance de la surface), ~B et ~J sont nuls. Dès lors par (1.18),

~~∇θ =q ~A (2.22)

⇐⇒
∮

C

~∇θd~l =
q

~

∮

C

~Ad~l. (2.23)
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Dans l’approximation semi-classique, ρq doit être mesurable et après un tour, la différence
de phase δ = θ2 − θ1 doit être un multiple entier de 2π. Nous imposons donc

∮

C

~∇θ.d~l = θ2 − θ1
!

= n2π, (2.24)

où n ∈ Z. En utilisant le théorème de Stockes sur le membre de droite de (2.23), et en
utilisant les derniers résultats et la définition (1.9), nous avons

2πn =
q

~

∫ ∫
~∇× ~A.d~σ =

q

~

∫ ∫
~Bd~σ =

q

~
Φ, (2.25)

où d~σ est un élément de surface infinitésimale délimitée par C et Φ est le flux magnétique
total à travers l’anneau. Ce dernier flux est la somme d’une contribution interne Φsc due à
la présence d’un courant supraconducteur et d’une contribution extérieure Φext. Par cette
dernière relation, le flux à travers un anneau supraconducteur est donc quantifié par un
multiple entier

Φ =n
2π~
q

= n
h

q
= nΦ0, n ∈ Z. (2.26)

Nous retrouvons donc bien la valeur du fluxon Φ0 donnée par (2.20). Comme en général
le flux extérieur n’est pas quantifié, afin que l’équation (2.26) soit vérifiée, c’est Φsc qui
s’adapte. Dans les circuits électriques, nous allons utiliser un SQUID. Ce dispositif n’est
rien d’autre qu’un anneau supraconducteur qui présente deux isolants formant ainsi deux
jonctions Josephson. Nous venons de le voir, le flux à travers le supraconducteur s’adapte
au flux extérieur. Comme nous le verrons par la suite, l’énergie d’un SQUID sera fonction
du flux. Un SQUID permet d’avoir un contrôle sur son énergie par le flux extérieur, ce qui
présente l’avantage de se faire en cours d’expérience.

2.3 Les circuits LC
Combinés ensemble, les condensateurs et les bobines peuvent donner lieu à des phé-

nomènes oscillants. La figure 2.6a représente un circuit comportant un condensateur de
charge initiale Q0 relié en série à une bobine d’inductance L. Initialement, nous suppo-
sons que le condensateur est chargé et que toute l’énergie se trouve dans le condensateur :
Ec =

Q2
0

2C
. Lorsque nous fermons le circuit, le condensateur va se décharger et le courant

parcourant le circuit va induire un champ magnétique dans la bobine comme le montre la
figure 2.6b. Lorsque le courant maximal I0 est atteint (figure 2.6c), toute l’énergie initiale-
ment dans le condensateur se trouve dans le champ magnétique de la bobine EL = 1

2
LI2

0 . Il
se produit ensuite une décharge de la bobine, ce qui va charger le condensateur (figure 2.6
d). Nous retrouvons finalement la situation de départ avec une polarité inversée pour le
condensateur (figure 2.6 e). Cet état va ensuite s’inverser pour retrouver la situation ini-
tiale (figure 2.6a). Nous obtenons donc bien un phénomène oscillant identique au cas
d’une masse attachée à un ressort, comme le montre la partie inférieure de la figure 2.6.
Nous pouvons obtenir les caractéristiques de cette oscillation par la loi des mailles de
Kirchhoff. En considérant la situation de la figure 2.6b, nous pouvons écrire

Q

C
− LdI

dt
= 0. (2.27)



Les circuits LC 18

=
1

2
kx2

<latexit sha1_base64="sR8yc1hawPUxiDi5qbi+NQFuI1E="></latexit>

=
1

2
kx2

<latexit sha1_base64="sR8yc1hawPUxiDi5qbi+NQFuI1E="></latexit>

=
1

2
mv2

<latexit sha1_base64="KtWX8xeWWxAFTlZ9PbH6CDCkSk0="></latexit>

=
Q2

0

2C
<latexit sha1_base64="rP1FIwKM06dFCSn229la71XmtKg="></latexit>

=
Q2

0

2C
<latexit sha1_base64="rP1FIwKM06dFCSn229la71XmtKg="></latexit>

=
1

2
LI2

0
<latexit sha1_base64="z9pf9orO+4SncWHNIHw25RZ0z+U="></latexit>

I0
<latexit sha1_base64="mmajFw6mtXUMAx2KpK6ci/TNBHI="></latexit>

I(t)
<latexit sha1_base64="8fEoQjuNgCUztNeuPyroarsM6e8="></latexit>

I(t)
<latexit sha1_base64="8fEoQjuNgCUztNeuPyroarsM6e8="></latexit>

FIGURE 2.6 – Évolution temporelle d’un circuit LC (au-dessus) mise en comparaison avec un
système oscillant bloc-ressort (en dessous).

Puisque le courant qui se produit dans le circuit diminue la charge du condensateur, nous
avons : I = −dQ

dt
, ce qui donne

d2Q

dt2
+

1

LC
Q = 0. (2.28)

Par analogie au système bloc-ressort, nous obtenons dans notre cas une fréquence propre
ω0 = 1√

LC
. La charge du condensateur évolue suivant l’équation

Q(t) = Q0 cos(ω0t), (2.29)

et le courant I(t) = −dQ
dt

donne

I(t) = I0 sin(ω0t), (2.30)

avec I0 = ω0Q0. En ce qui concerne l’énergie et en gardant l’analogie avec le système
bloc-ressort, l’énergie potentielle du ressort correspond à l’énergie emmagasinée dans le
condensateur et l’énergie cinétique correspond à l’énergie dans la bobine. Dès lors, par
les deux dernières équations ainsi que par les expressions (2.7) et (2.15) respectivement
les énergies dans un condensateur et dans une bobine, nous obtenons

Etot =
Q(t)2

2C
+

1

2
LI(t)2 =

Q2
0

2C
cos2(ω0t) +

LI2
0

2
sin2(ωt). (2.31)
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Or, comme I0 = ω0Q0, et ω0 = 1√
LC

, nous avons :

EC =
Q2

0

2C
= EL =

1

2
LI2

0 = cst = E (2.32)

Bien entendu en pratique l’énergie d’un tel système ne peut être constante, car des élé-
ments, dont notamment une bobine, possèdent une résistance interne qui dissipe l’énergie.
Néanmoins, cette petite analyse montre qu’un tel système peut être considéré comme un
oscillateur harmonique.

2.4 Les circuits en courant alternatif
Lorsqu’un circuit est alimenté en courant alternatif, l’intensité instantanée du courant

ainsi que la tension varient sinusoïdalement de façon que

i(t) =i0 sin(ωt), ∆v(t) = ∆v0 sin(ωt+ φ), (2.33)

où ω = 2πf = 2π
T

est la fréquence angulaire, f est la fréquence (en Hz), T est la période,
i0 est la valeur maximale du courant ( 6= i(t = 0)), φ est la phase et ∆v0 est la tension
maximale. Si un seul élément X est présent dans le circuit, la loi des mailles de Kirchhoff
implique que

∆v = ∆vX . (2.34)

Dans le cas oscillant, nous différencions la puissance instantanée P et la puissance moyenne
dissipée sur une période 〈P 〉. Dans le cas où l’élément X est une résistance, nous avons

P =Ri2 = Ri20 sin2(ωt), (2.35)

〈P 〉 =R〈i2〉 =
1

2
Ri20 = RI2, (2.36)

où I = i0/
√

2 est le courant efficace. De la même manière, nous retrouvons la tension
efficace ∆V = ∆v0/

√
2. En courant alternatif, l’analogue de la loi d’Ohm est définie par

∆VX ≡ ZXI, (2.37)

où ZX est l’impédance. Si l’élément est une résistance, comme ∆vR = Ri, nous avons

∆vR = Ri0 sin(ωt) = ∆vR0 sin(ωt), (2.38)

et donc
∆VR =

∆vR0√
2

=
Ri0√

2
= RI. (2.39)

L’impédance d’une résistance est égale à la résistance (ZR = R) et la tension est en phase
avec le courant. Pour une bobine, nous avons

∆vL = L
di

dt
= Li0ω cos(ωt) = ∆vL0 sin

(
ωt+

π

2

)
. (2.40)



Les circuits en courant alternatif 20

avec ∆vL0 = Li0. La tension est donc en avance de π/2 sur le courant (autrement dit une
phase φ = π/2). L’équivalent de la loi d’Ohm est donc

∆VL =
∆vL0√

2
= (Lω)I = ZLI. (2.41)

En ce qui concerne le condensateur, nous savons que i = dq/dt et donc

q = −i0
ω

cos(ωt) + A, (2.42)

où A est une constante. Par (2.6) nous avons donc,

∆vC =
q

C
= ∆vC0 sin

(
ωt− π

2

)
. (2.43)

avec ∆vC0 = 1
ωC
i0. L’impédance ZC d’un condensateur est donc

∆VC = ZCI =
1

ωC
I. (2.44)

De plus, le déphasage entre la tension et le courant dans un condensateur est φ = −π/2.
Afin d’inclure le déphasage dans l’expression de l’impédance, nous utilisons générale-
ment l’impédance complexe

Z = |Z|ejφ, (2.45)

avec j le nombre complexe tel que j2 = −1. Dès lors les impédances complexes des
résistances, bobines et condensateurs sont respectivement

ZR =R, ZL = jLω, ZC = − j

Cω
. (2.46)

Dans certains cas, comme nous le verrons au chapitre 6, au lieu de parler d’impédance
nous parlerons d’admittance notée Y telle que

Y =
1

Z
= G+ jB, (2.47)

où la partie réelle G est la conductance et la partie imaginaire B la susceptance. Par les
lois de Kirchhoff, nous pouvons aboutir aux règles d’associations de N éléments en série
et en parallèle d’impédances,

en série Zeq =
∑

n

Zn, n ∈ {1, ...N} (2.48)

en parallèle
1

Zeq
=
∑

n

1

Zn
, n ∈ {1, ...N} (2.49)

et d’admittance,

en série
1

Yeq
=
∑

n

1

Yn
, n ∈ {1, ...N} (2.50)

en parallèle Yeq =
∑

n

Yn, n ∈ {1, ...N}. (2.51)



Chapitre 3

Description hamiltonienne classique de
circuits électriques

Soit un circuit LC fabriqué grâce à des puces microélectroniques et que nous suppo-
sons isolé (fig. 3.1). Nous avons vu au chapitre précédent qu’un tel circuit se comporte
comme un oscillateur dont la fréquence de résonance est

ν0 =
ω0

2π
=

1

2π
√
LC

. (3.1)

Pour un tel circuit, des valeurs typiques pour l’inductance et la capacité sont L = 1 nH et
C = 10 pF[21]. La fréquence de résonance avec ces valeurs se trouve donc dans la gamme
des micro-ondes puisque ω0

2π
= 1

2π
√
LC
' 1.6 GHz (autrement dit λ ∼ 20 cm). Cependant,

un circuit LC conçu de la sorte ne mesure physiquement que quelques centaines de µm,
ce qui est bien inférieur à la longueur d’onde de résonance. Afin d’obtenir une description

Chapitre 3

Description hamiltonienne classique de
circuits électriques

Soit un circuit LC fabriqué grâce à des puces microélectroniques et que l’on suppose
isolé (fig. 3.1). Un tel circuit se comporte comme un oscillateur qui possède une fréquence
de résonance !0 et telle que :

!0

2⇡
=

1

2⇡
p

LC
(3.1)

Pour un tel circuit, des valeurs typiques pour l’inductance et la capacité sont L = 1 nH
et C = 10 pF. La fréquence de résonance avec ces valeurs se trouve donc dans la gamme
des micro-ondes puisque !0

2⇡
= 1

2⇡
p

LC
' 1.6GHz (autrement dit � ⇠ 20cm). Cependant,

un circuit LC conçue de la sorte ne mesure physiquement que quelques centaines de µm
ce qui est bien inférieur à la longueur d’onde de résonance.

FIGURE 3.1 – Circuit LC série

Afin d’obtenir une description quantique de ce type de circuit, nous allons devoir ap-
pliquer une procédure de quantification sur chaque élément. La simulation de qubits peut
se réaliser par des circuits électriques comportant certains éléments agencés correctement.
Parmi ces éléments, on retrouve des condensateurs, des bobines et des jonctions Joseph-
son.

3.1 Procédure de quantification
La procédure de quantification des circuits électriques utilise le formalisme lagrangien

et hamiltonien. Les étapes menant à la quantification commencent par la détermination
du lagrangien du circuit, ce qui nécessite de trouver les variables dynamiques du système.
Un passage de ces dernières aux variables canoniques permet d’obtenir l’hamiltonien du
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FIGURE 3.1 – Circuit LC série.

quantique de ce type de circuit, nous devons appliquer une procédure de quantification sur
chaque élément. Un qubit peut se réaliser par des circuits électriques comportant certains
éléments agencés correctement. Parmi ces éléments, nous retrouvons des condensateurs,
des bobines et des jonctions Josephson.
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3.1 Procédure de quantification
La procédure de quantification des circuits électriques utilise les formalismes lagran-

gien et hamiltonien. Les étapes menant à la quantification commencent par la détermi-
nation du lagrangien du circuit, ce qui nécessite de trouver les variables dynamiques du
système. Un passage de ces dernières aux variables canoniques permet d’obtenir l’hamil-
tonien du circuit. Les variables canoniques, coordonnées généralisées et moments conju-
gués, sont ensuite promues au rang d’opérateurs grâce à l’imposition d’une relation de
commutation dite canonique.

3.2 Variables canoniques
Pour chaque branche b d’un circuit électrique, nous introduisons les variables flux

généralisé d’une branche Φb(t) et charge d’une branche Qb(t) reliées respectivement à la
tension aux bornes de la branche et à l’intensité du courant qui la traverse par

Φb(t) =

∫ t

−∞
Vb(t

′)dt′ ⇒ dΦb(t)

dt
= Vb(t), (3.2)

Qb(t) =

∫ t

−∞
Ib(t

′)dt′ ⇒ dQb(t)

dt
= Ib(t), (3.3)

où, comme pour l’énergie, la borne temporelle inférieure correspond au moment où aucun
courant ni aucune tension ne sont présents dans le circuit. Cependant, les flux et charges
de branche ne sont pas des variables indépendantes : elles dépendent de la topologie du
circuit et sont liées entre elles par les lois de Kirchhoff qui, dans le cas qui nous occupe,
prennent la forme

∑

toutes les branches b
formant une boucle l

Φb = Φ̃l (3.4)

∑

toutes les branches b
liant un noeud n

Qb = Q̃n (3.5)

où Φ̃l est le flux extérieur traversant la boucle l. Les relations de Kirchhoff s’expriment
généralement en termes de sommes de tensions le long d’une boucle et en termes de
sommes de courants arrivant dans un noeud. Nous retrouvons ces relations en dérivant
les équations (3.4) et (3.5). Exprimées en termes de tension et de courant, ces lois ex-
priment que la somme des tensions le long d’une boucle et des courants sur un noeud,
n’est nulle que si le flux Φ̃l qui traverse la boucle et la charge Q̃n du noeud sont constants.
Nous travaillerons par la suite avec les variables de flux et de charges qui sont plus ap-
propriées aux éléments tunnel que nous utiliserons, comme l’élément Josephson. Voyons
maintenant la procédure de détermination des variables dynamiques par la méthode dite
des noeuds [21].
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3.3 Méthode des noeuds et hamiltonien
La méthode des noeuds se base sur la séparation d’un circuit en sous-réseaux dis-

tincts : un sous-réseau capacitif ne contenant que des éléments linéaires et un sous-réseau
inductif qui est le complémentaire. Avant d’expliquer cette méthode, réexprimons l’éner-
gie d’un condensateur en termes de flux. Par l’équation (2.7), l’énergie d’un condensateur
est donnée par :

Ec =
Q2

2C
=

1

2
CV 2 =

1

2
CΦ̇2

c (3.6)

Dès lors, Φ endosse le rôle de position puisque E a la forme d’une énergie cinétique
en mécanique classique. Voyons maintenant en quoi consiste la méthode des noeuds et
comment l’appliquer sur un circuit exemple (figure 3.2) afin de trouver le lagrangien et
l’hamiltonien. La première chose à faire est de déterminer et nommer les différents noeuds
du circuit en s’assurant que chaque noeud qui est connecté à un condensateur est égale-
ment connecté à une bobine. La méthode des noeuds dépend fortement de la topologie du
circuit, mais le résultat en sera indépendant. Un des noeuds sera choisi comme masse et
noté g (pour ground). Partant de la masse, nous formons un arbre générateur (ensemble T
de branches) reliant la masse à chacun des noeuds de manière à ne former aucune boucle.
Les branches complémentaires sont nommées branches de fermeture et appartiennent à
l’ensemble T ′ complémentaire à T . Chacune des branches de fermeture forme une boucle
irréductible lorsque nous relions ses extrémités avec le chemin le plus court sur l’arbre
générateur, comme le montre l’exemple de la figure 3.2. Les branches de l’arbre généra-

a
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FIGURE 3.2 – Exemple d’arbre générateur (traits pleins). Le ground est le noeud g. Les branches
de fermetures sont en pointillés. Le flux Φ̃ est le flux statique passant par la boucle formée des
trois selfs.

teur sont présentées en traits pleins et les branches de fermeture en traits pointillés. Nous
introduisons ensuite le flux φn du noeud n comme l’intégrale temporelle de la tension le
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long du chemin sur l’arbre générateur qui relie le noeud à la masse. En toute généralité
nous avons

φn =
∑

b

SnbΦb, (3.7)

où Snb = −1, 0,+1, selon l’orientation du chemin choisi arrivant au noeud n ou n’arrivant
pas au noeud n. Nous pouvons inverser cette relation (3.7) et écrire le flux Φb de la branche
b en fonction des flux des noeuds n et n′ à ses extrémités. Nous observons alors deux cas

Φb∈T = φn − φn′ (3.8)

Φb∈T ′ = φn − φn′ ± Φ̃l (3.9)

où Φ̃l est le flux statique extérieur qui règne dans la boucle irréductible contenant la
branche b. Par toutes ces définitions, on montre [17] que pour une branche b d’un cir-
cuit reliant les noeuds n et n′, la contribution au lagrangien du circuit sera l’un des termes
du tableau 3.1 suivant l’élément présent dans la branche.

Capacité

Méthode des noeuds et hamiltonien 18

Capacité 1
2
CbVb

2 ! 1
2
Cb(�̇n � �̇n0)2

Inductance ��b
2

2Lb
! � (�n��n0+�̃l(b))

2

2Lb

Elément Josephson �0
2

LJ

h
1 � cos

⇣
�b

�0

⌘i
! �0

2

LJ

h
1 � cos

⇣
�n��n0+�̃l(b)

�0

⌘i

TABLE 3.1 – Contribution au lagrangien relative aux différents éléments.

fonction des flux des noeuds n et n0 à ses extrémités. On observe alors deux cas :

�b2T = �n � �n0 (3.8)

�b2T 0 = �n � �n0 ± �̃l (3.9)

où �̃l est le flux statique extérieur qui règne dans la boucle irréductible contenant la
branche b. Par toutes ces définitions, on montre [2] que pour une branche b d’un cir-
cuit reliant les noeuds n et n0, la contribution au lagrangien du circuit sera l’un des termes
suivants selon l’élément présent dans la branche. En appliquant les substitutions des équa-
tions du tableau 3.1 au circuit de la figure 3.2, on obtient facilement le lagrangien

L (�a, �̇a,�b, �̇b) =
C1�̇

2
a

2
+

C2�̇
2
b

2
+

C3(�̇a � �̇b)
2

2
�
"
�2

a

2L1

+
�2

b

2L2

+
(�a � �b + �̃)2

2L3

#

(3.10)
où �g est nul par définition.

À l’aide d’une transformation de Legendre, on passe ensuite du lagrangien à l’hamil-
tonien :

H =
X

n

pn�̇n � L (3.11)

avec pn le moment conjugué à �n (aussi nommé charge de noeud)

pn ⌘ @L

@�̇n

. (3.12)

Il est évident que les noeuds n ne peuvent pas connecter que des bobines si l’on
veut que le moment conjugué soit clairement défini pour un circuit. En effet, si aucun
condensateur ne se trouve dans le circuit, alors le lagrangien ne possède pas de variables
�̇n et il ne serait pas possible de définir un moment conjugué non nul. En pratique cela ne
sera jamais le cas et les moments conjugués sont donc les sommes des charges présentes
sur les capacités connectés aux noeuds n. De ces définitions, l’hamiltonien du circuit

1
2
CbVb

2 → 1
2
Cb(φ̇n − φ̇n′)2

Inductance

Méthode des noeuds et hamiltonien 18

Capacité 1
2
CbVb

2 ! 1
2
Cb(�̇n � �̇n0)2

Inductance ��b
2

2Lb
! � (�n��n0+�̃l(b))

2

2Lb

Elément Josephson �0
2

LJ

h
1 � cos

⇣
�b

�0

⌘i
! �0

2

LJ

h
1 � cos

⇣
�n��n0+�̃l(b)

�0

⌘i

TABLE 3.1 – Contribution au lagrangien relative aux différents éléments.

fonction des flux des noeuds n et n0 à ses extrémités. On observe alors deux cas :

�b2T = �n � �n0 (3.8)

�b2T 0 = �n � �n0 ± �̃l (3.9)

où �̃l est le flux statique extérieur qui règne dans la boucle irréductible contenant la
branche b. Par toutes ces définitions, on montre [2] que pour une branche b d’un cir-
cuit reliant les noeuds n et n0, la contribution au lagrangien du circuit sera l’un des termes
suivants selon l’élément présent dans la branche. En appliquant les substitutions des équa-
tions du tableau 3.1 au circuit de la figure 3.2, on obtient facilement le lagrangien

L (�a, �̇a,�b, �̇b) =
C1�̇
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�
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�2

a

2L1

+
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À l’aide d’une transformation de Legendre, on passe ensuite du lagrangien à l’hamil-
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H =
X

n

pn�̇n � L (3.11)

avec pn le moment conjugué à �n (aussi nommé charge de noeud)

pn ⌘ @L

@�̇n

. (3.12)

Il est évident que les noeuds n ne peuvent pas connecter que des bobines si l’on
veut que le moment conjugué soit clairement défini pour un circuit. En effet, si aucun
condensateur ne se trouve dans le circuit, alors le lagrangien ne possède pas de variables
�̇n et il ne serait pas possible de définir un moment conjugué non nul. En pratique cela ne
sera jamais le cas et les moments conjugués sont donc les sommes des charges présentes
sur les capacités connectés aux noeuds n. De ces définitions, l’hamiltonien du circuit

Φb
2

2Lb
→ − (φn−φn′+Φ̃l(b))

2

2Lb

Élément Josephson × Φ0
2

LJ

[
1− cos

(
Φb
Φ0

)]
→ Φ0

2

LJ

[
1− cos

(
φn−φn′+Φ̃l(b)

Φ0

)]

TABLE 3.1 – Contribution au lagrangien relative aux différents éléments.

En appliquant les substitutions des équations du tableau 3.1 au circuit de la figure 3.2,
nous obtenons facilement le lagrangien

L (φa, φ̇a, φb, φ̇b) =
C1φ̇

2
a

2
+
C2φ̇

2
b

2
+
C3(φ̇a − φ̇b)2

2
−
[
φ2
a

2L1

+
φ2
b

2L2

+
(φa − φb + Φ̃)2

2L3

]
,

(3.10)
où φg est nul par définition. À l’aide d’une transformation de Legendre, nous passons
ensuite du lagrangien à l’hamiltonien

H =
∑

n

pnφ̇n −L , (3.11)

avec pn le moment conjugué à φn (aussi nommé charge de noeud)

pn ≡
∂L

∂φ̇n
. (3.12)

Il est évident que les noeuds n ne peuvent pas connecter uniquement des bobines si
nous voulons que le moment conjugué soit clairement défini pour un circuit. En effet, si
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aucun condensateur ne se trouve dans le circuit, alors le lagrangien ne possède pas de va-
riables φ̇n et il ne serait pas possible de définir un moment conjugué non nul. En pratique,
cela ne sera jamais le cas et les moments conjugués sont donc bien les sommes des charges
présentes sur les capacités connectées aux noeuds n. De ces définitions, l’hamiltonien du
circuit schématisé à la figure 3.2 est :

H(φa, pa, φb, pb) =C̃

[
(C2 + C3)p2

a

2

+
(C1 + C3)p2

b

2
+ C3papb

]

+


 φ2

a

2L1

+
φ2
b

2L2

+

(
φa − φb + Φ̃

)2

2L3


 , (3.13)

avec

C̃ =
1

C1C2 + C1C3 + C2C3

,

pa =
∂L

∂φ̇a
= C1φ̇a + C3(φ̇a − φ̇b), (3.14)

pb =
∂L

∂φ̇a
= C2φ̇b − C3(φ̇a − φ̇b). (3.15)

Les capacités associées aux termes p2
n s’obtiennent en déterminant la capacité équivalente

entre le noeud n et la masse par les règles usuelles d’association en série et en paral-
lèle. Les capacités associées aux termes bilinéaires pnpn′ sont généralement plus difficiles
à obtenir avec une méthode standard, mais sont obtenues simplement en appliquant la
démarche ci-dessus. La partie cinétique du lagrangien (3.10) est quadratique en vitesse
généralisée φ̇n. Bien qu’obtenu sur un exemple, cela sera toujours le cas et l’hamiltonien
sera donc obtenu par une même démarche algébrique qui peut donc être automatisée.
L’hamiltonien (3.13) est classique et les variables canoniques φn et pm sont conjuguées.
Par conséquent, nous avons

{φn, pm} = δn,m (3.16)

où {., .} désigne les crochets de Poisson [22]. D’une manière générale, pour des fonctions
F et G sur l’espace des phases, nous définissons

{F,G}q,p = {F,G} =
∂F

∂q

∂G

∂p
− ∂F

∂p

∂G

∂q
. (3.17)

Dès lors, les variables φn et pm obéissent aux équations du mouvement de Hamilton,

φ̇n = {φn, H}φn,pn =
∂H

∂pn
, ṗm = {pm, H}φm,pm =

∂H

∂φm
. (3.18)

Le passage des variables classiques aux opérateurs quantiques, notés par un "ˆ" sur le
symbole de la variable, se fera simplement par l’imposition d’une relation de commutation
à laquelle devront satisfaire les opérateurs φ̂n et p̂m, i.e.

[
φ̂n, p̂m

]
= i~δn,m, (3.19)

avec ~, la constante de Planck réduite.
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3.4 Applications

3.4.1 Circuit LC
Montrons que la méthode des noeuds appliquée au circuit LC élémentaire permet de

retrouver les résultats connus du chapitre 2. Reprenons le circuit LC de la figure 3.1 et
appliquons la méthode des noeuds afin de retrouver l’expression de l’énergie totale de ce
système donnée par l’équation (2.31). Nous allons supposer qu’aucun flux extérieur n’est
présent comme cela a été le cas lors de la première analyse de ce circuit.

Application au circuit LC 19

L’hamiltonien (3.14) est classique et les variables canoniques �n et pm sont conju-
guées.

{�n, pm} = �n,m (3.15)

où les {., .} sont les crochets de Poisson [6]. D’une manière générale, pour des fonctions
F et G sur l’espace des phases, on a par définition :

{F, G}q,p = {F, G} =
@F

@q

@G

@p
� @F

@p

@G

@q
(3.16)

Dès lors, les variables �n et pm obéissent aux équations du mouvement de Hamilton :

�̇n = {�n, H}�n,pn
=
@H

@pn

, ṗm = {pm, H}�m,pm
=

@H

@�m

. (3.17)

Le passage des variables classique aux opérateurs quantiques, notés par un "ˆ" sur le
symbole de la variable, se fera simplement par l’imposition d’une relation de commutation
à laquelle satisfait les opérateurs �̂n et p̂m.

h
�̂n, p̂m

i
= i~�n,m (3.18)

3.4 Application au circuit LC
Montrons que la méthode des noeuds appliqué sur un circuit LC permet de retrouver

les prédictions du chapitre 2. Reprenons le circuit LC de la figure 3.3 et appliquons la
méthode des noeuds afin de retrouver l’expression de l’énergie total de ce système donnée
par l’équation (2.24).

Chapitre 3

Description hamiltonienne classique de
circuits électriques

Soit un circuit LC fabriqué grâce à des puces microélectroniques et que l’on suppose
isolé (fig. 3.1). Un tel circuit se comporte comme un oscillateur qui possède une fréquence
de résonance !0 et telle que :

!0

2⇡
=

1

2⇡
p

LC
(3.1)

Pour un tel circuit, des valeurs typiques pour l’inductance et la capacité sont L = 1 nH
et C = 10 pF. La fréquence de résonance avec ces valeurs se trouve donc dans la gamme
des micro-ondes puisque !0

2⇡
= 1

2⇡
p

LC
' 1.6GHz (autrement dit � ⇠ 20cm). Cependant,

un circuit LC conçue de la sorte ne mesure physiquement que quelques centaines de µm
ce qui est bien inférieur à la longueur d’onde de résonance.

FIGURE 3.1 – Circuit LC série

Afin d’obtenir une description quantique de ce type de circuit, nous allons devoir ap-
pliquer une procédure de quantification sur chaque élément. La simulation de qubits peut
se réaliser par des circuits électriques comportant certains éléments agencés correctement.
Parmi ces éléments, on retrouve des condensateurs, des bobines et des jonctions Joseph-
son.

3.1 Procédure de quantification
La procédure de quantification des circuits électriques utilise le formalisme lagrangien

et hamiltonien. Les étapes menant à la quantification commencent par la détermination
du lagrangien du circuit, ce qui nécessite de trouver les variables dynamiques du système.
Un passage de ces dernières aux variables canoniques permet d’obtenir l’hamiltonien du
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FIGURE 3.3 – Circuit LC : l’arbre générateur est en ligne pleine tandis que la branche de ferme-
ture est en pointillée.

Comme le montre la figure 3.3, nous avons deux noeuds : a et g. L’application de la
méthode des noeuds nous donne comme lagrangien de ce circuit

L =
1

2
C(φ̇a − φ̇g)2 − 1

2L
(φa − φg)2 =

1

2
Cφ̇2

a −
1

2L
φ2
a. (3.20)

Afin d’obtenir l’Hamiltonien, nous déterminons les moments conjugués. L’équation (3.12)
donne

pa =
∂L

∂φ̇a
= Cφ̇a ⇐⇒ φ̇a =

pa
C
. (3.21)

Par une transformation de Legendre (3.11), nous obtenons

H = Cφ̇2
a −L =

1

2
Cφ̇2

a +
φ2
a

2L
. (3.22)

En insérant (3.21) dans (3.22), nous obtenons finalement l’hamiltonien

H =
p2
a

2C
+
φ2
a

2L
. (3.23)
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Cette forme est typique de l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique classique. Pour s’en
convaincre il suffit de se rappeler que par l’équation (3.1), L = 1

ω2C
. En remplaçant

l’inductance L du terme de l’hamiltonien, nous obtenons

H =
p2
a

2C
+
Cω2φ2

a

2
. (3.24)

En assimilant C à la masse m d’une particule et φa à sa position x, nous retrouvons bien
l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique. De plus, l’hamiltonien (3.23) ne dépendant
pas du temps, cela implique qu’il correspond à l’énergie totale du système. Nous retrou-
vons donc bien le résultat obtenu à l’équation (2.31).

3.4.2 La boite de Cooper
Nous avons vu au chapitre précédent qu’une jonction Josephson était représentée par

une croix (modélisant l’élément Josephson) en parallèle d’un condensateur (qui modélise
la barrière isolante) comme sur la figure 2.4. Une autre représentation équivalente, plus
condensée, est aussi utilisée (figure 3.4).

La boite de Cooper 21

l’inductance L du terme de l’hamiltonien, on obtient :

H =
p2

a

2C
+

C!2�2
a

2
(3.23)

En assimilant C à la masse m d’une particule et �a à sa position x, on retrouve bien
l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique. De plus, l’hamiltonien (3.22) ne dépendant
pas du temps, cela implique qu’il correspond à l’énergie totale du système. On retrouve
donc bien le résultat obtenu à l’équation (2.24).

3.5 La boite de Cooper
On a vu au chapitre précédent qu’une jonction Josephson était représentée par une

croix (modélisant l’élément Josephson) en parallèle d’un condensateur (qui modélise la
barière isolante) comme sur la figure ??. Une autre représentation plus condensée est aussi
utilisée.

Exemple suplémentaire : la boite de Cooper 20

Application au circuit LC 19

L’hamiltonien (3.14) est classique et les variables canoniques �n et pm sont conju-
guées.

{�n, pm} = �n,m (3.15)

où les {., .} sont les crochets de Poisson [6]. D’une manière générale, pour des fonctions
F et G sur l’espace des phases, on a par définition :

{F, G}q,p = {F, G} =
@F

@q

@G

@p
� @F

@p

@G

@q
(3.16)

Dès lors, les variables �n et pm obéissent aux équations du mouvement de Hamilton :

�̇n = {�n, H}�n,pn
=
@H

@pn

, ṗm = {pm, H}�m,pm
=

@H

@�m

. (3.17)

Le passage des variables classique aux opérateurs quantiques, notés par un "ˆ" sur le
symbole de la variable, se fera simplement par l’imposition d’une relation de commutation
à laquelle satisfait les opérateurs �̂n et p̂m.

h
�̂n, p̂m

i
= i~�n,m (3.18)

3.4 Application au circuit LC
Montrons que la méthode des noeuds appliqué sur un circuit LC permet de retrouver

les prédictions du chapitre 2. Reprenons le circuit LC de la figure 3.3 et appliquons la
méthode des noeuds afin de retrouver l’expression de l’énergie total de ce système donnée
par l’équation (2.24).

Chapitre 3

Description hamiltonienne classique de
circuits électriques

Soit un circuit LC fabriqué grâce à des puces microélectroniques et que l’on suppose
isolé (fig. 3.1). Un tel circuit se comporte comme un oscillateur qui possède une fréquence
de résonance !0 et telle que :

!0

2⇡
=

1

2⇡
p

LC
(3.1)

Pour un tel circuit, des valeurs typiques pour l’inductance et la capacité sont L = 1 nH
et C = 10 pF. La fréquence de résonance avec ces valeurs se trouve donc dans la gamme
des micro-ondes puisque !0

2⇡
= 1

2⇡
p

LC
' 1.6GHz (autrement dit � ⇠ 20cm). Cependant,

un circuit LC conçue de la sorte ne mesure physiquement que quelques centaines de µm
ce qui est bien inférieur à la longueur d’onde de résonance.

FIGURE 3.1 – Circuit LC série

Afin d’obtenir une description quantique de ce type de circuit, nous allons devoir ap-
pliquer une procédure de quantification sur chaque élément. La simulation de qubits peut
se réaliser par des circuits électriques comportant certains éléments agencés correctement.
Parmi ces éléments, on retrouve des condensateurs, des bobines et des jonctions Joseph-
son.

3.1 Procédure de quantification
La procédure de quantification des circuits électriques utilise le formalisme lagrangien

et hamiltonien. Les étapes menant à la quantification commencent par la détermination
du lagrangien du circuit, ce qui nécessite de trouver les variables dynamiques du système.
Un passage de ces dernières aux variables canoniques permet d’obtenir l’hamiltonien du
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FIGURE 3.4 – Circuit LC : l’arbre générateur est en lignes pleines tandis que la branche de
fermeture est en pointillées

Afin d’obtenir l’hamiltonien, on détermine les moments conjugués à l’aide de l’équa-
tion (3.12).

pa =
@L

@�̇a

= C�̇a (3.21)

() �̇a =
pa

C
. (3.22)

A l’aide d’une transformation de Legendre (3.11), on obtient :

H = C�̇2
a � L

=
1

2
C�̇2

a +
�2

a

2L
(3.23)

En insérant (3.22) dans l’hamiltonien, on obtient finalement :

H =
p2

a

2C
+
�2

a

2L
(3.24)

ce qui est l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique classique.

3.5 Exemple suplémentaire : la boite de Cooper
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FIGURE 3.4 – Boite de Cooper.

La figure 3.4 représente un circuit connu sous le nom de boite de Cooper, ou Cooper-
pair-box (CPB). L’arbre générateur est représenté en trait plein tandis que la seule branche
de fermeture est en pointillée. �x est le flux extérieur dans la boucle définie par les deux
éléments Josephson. Commençons pas écrire le lagrangien de ce circuit. Pour cela, il faut
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FIGURE 3.4 – Représentations d’une jonction Josephson.

La figure 3.5 représente un circuit connu sous le nom de boite de Cooper, ou Cooper-
pair-box (CPB). L’arbre générateur est représenté en trait plein tandis que la seule branche
de fermeture est en pointillé. Φx est le flux extérieur dans la boucle définie par les deux
jonctions Josephson formant un SQUID. Commençons par écrire le lagrangien de ce cir-
cuit. Pour cela, il faut déterminer les différents flux de branches Φnm qui joignent les
noeuds n et m. Nous avons

Φbg = φg − φb =

∫
Vgdt ⇒ φb = −

∫
Vgdt,

Φab = φb − φa = −
∫
Vgdt− φa, (3.25)

Φga∈T = φa − φg = φa,

Φga∈T ′ = φa − φg + Φx = φa + Φx,
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L’hamiltonien (3.14) est classique et les variables canoniques �n et pm sont conju-
guées.

{�n, pm} = �n,m (3.15)

où les {., .} sont les crochets de Poisson [6]. D’une manière générale, pour des fonctions
F et G sur l’espace des phases, on a par définition :

{F, G}q,p = {F, G} =
@F

@q

@G

@p
� @F

@p

@G

@q
(3.16)

Dès lors, les variables �n et pm obéissent aux équations du mouvement de Hamilton :

�̇n = {�n, H}�n,pn
=
@H

@pn

, ṗm = {pm, H}�m,pm
=

@H

@�m

. (3.17)

Le passage des variables classique aux opérateurs quantiques, notés par un "ˆ" sur le
symbole de la variable, se fera simplement par l’imposition d’une relation de commutation
à laquelle satisfait les opérateurs �̂n et p̂m.

h
�̂n, p̂m

i
= i~�n,m (3.18)

3.4 Application au circuit LC
Montrons que la méthode des noeuds appliqué sur un circuit LC permet de retrouver

les prédictions du chapitre 2. Reprenons le circuit LC de la figure 3.3 et appliquons la
méthode des noeuds afin de retrouver l’expression de l’énergie total de ce système donnée
par l’équation (2.24).

Chapitre 3

Description hamiltonienne classique de
circuits électriques

Soit un circuit LC fabriqué grâce à des puces microélectroniques et que l’on suppose
isolé (fig. 3.1). Un tel circuit se comporte comme un oscillateur qui possède une fréquence
de résonance !0 et telle que :

!0

2⇡
=

1

2⇡
p

LC
(3.1)

Pour un tel circuit, des valeurs typiques pour l’inductance et la capacité sont L = 1 nH
et C = 10 pF. La fréquence de résonance avec ces valeurs se trouve donc dans la gamme
des micro-ondes puisque !0

2⇡
= 1

2⇡
p

LC
' 1.6GHz (autrement dit � ⇠ 20cm). Cependant,

un circuit LC conçue de la sorte ne mesure physiquement que quelques centaines de µm
ce qui est bien inférieur à la longueur d’onde de résonance.

FIGURE 3.1 – Circuit LC série

Afin d’obtenir une description quantique de ce type de circuit, nous allons devoir ap-
pliquer une procédure de quantification sur chaque élément. La simulation de qubits peut
se réaliser par des circuits électriques comportant certains éléments agencés correctement.
Parmi ces éléments, on retrouve des condensateurs, des bobines et des jonctions Joseph-
son.

3.1 Procédure de quantification
La procédure de quantification des circuits électriques utilise le formalisme lagrangien

et hamiltonien. Les étapes menant à la quantification commencent par la détermination
du lagrangien du circuit, ce qui nécessite de trouver les variables dynamiques du système.
Un passage de ces dernières aux variables canoniques permet d’obtenir l’hamiltonien du
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FIGURE 3.4 – Circuit LC : l’arbre générateur est en lignes pleines tandis que la branche de
fermeture est en pointillées

Afin d’obtenir l’hamiltonien, on détermine les moments conjugués à l’aide de l’équa-
tion (3.12).

pa =
@L

@�̇a

= C�̇a (3.21)

() �̇a =
pa

C
. (3.22)

A l’aide d’une transformation de Legendre (3.11), on obtient :

H = C�̇2
a � L

=
1

2
C�̇2

a +
�2

a

2L
(3.23)

En insérant (3.22) dans l’hamiltonien, on obtient finalement :

H =
p2

a

2C
+
�2

a

2L
(3.24)

ce qui est l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique classique.

3.5 Exemple suplémentaire : la boite de Cooper
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FIGURE 3.5 – Boite de Cooper.

où φg = 0 par définition. À l’aide du tableau 3.1 et de l’équation (3.2), nous obtenons le
lagrangien

L =
1

2
Cg(φ̇a + Vg)

2 +
1

2
Cj1φ̇

2
a +

1

2
Cj2φ̇

2
a +Ej1 cos

[
2π

Φ0

(φa + Φx)

]
+Ej2 cos

[
2π

Φ0

φa

]
.

(3.26)
Dans le chapitre suivant, nous verrons que la boite de Cooper s’apparente au qubit de charge

et nous considèrerons le cas particulier où Ej1 = Ej2 ≡ ẼJ . Autrement dit, nous impo-
sons que les jonctions Josephson soient identiques. Dans ce cas, la partie oscillante du
lagrangien peut être simplifiée grâce à l’égalité

cos

[
2πφa
Φ0

]
+ cos

[
2π

Φ0

(φa + Φx)

]
= cos

[
2π

Φ0

(
φa −

Φx

2
+

Φx

2

)]
+ cos

[
2π

Φ0

(
φa +

Φx

2
+

Φx

2

)]

=2 cos

[
πΦx

Φ0

]
cos

[
2π

Φ0

(
φa +

Φx

2

)]
.

Comme nous nous intéressons à la dynamique du circuit et que celle-ci n’est pas influen-
cée par une translation φa → φa − Φx

2
[10], nous obtenons finalement

L =
1

2
Cg(φ̇a + Vg)

2 +
1

2
Cj1φ̇

2
a +

1

2
Cj2φ̇

2
a + 2ẼJ cos

[
πΦx

Φ0

]
cos

[
2π

Φ0

φa

]
. (3.27)

L’énergie ẼJ cos πΦx
Φ0

de la jonction Josephson peut donc être modulée grâce au flux exté-
rieur Φx à travers le SQUID. En considérant le moment conjugué pa du noeud a,

pa = CΣφ̇a + CgVg,

où CΣ = Cg + Cj1 + Cj2, nous obtenons l’hamiltonien de la CPB

H(pa, φa) =
(pa − CgVg)2

2CΣ

− 2ẼJ cos

[
πΦx

Φ0

]
cos

[
2π

Φ0

φa

]
. (3.28)
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Le noeud a joue donc un rôle particulier et est souvent appelé l’île du circuit. Cette île relie
la masse, soit en passant par un circuit supraconducteur, soit en passant par un condensa-
teur de capacité Cg. Nous pouvons définir

n ≡ pa
2e
, (3.29)

ng ≡
CgVg

2e
, (3.30)

représentant respectivement le nombre de paires de Cooper sur l’île venant du chemin
supraconducteur pour l’un, passant par la capacité pour l’autre. Ces notions seront expli-
quées plus en détail au chapitre suivant. L’hamiltonien s’écrit en termes de ces variables

H(n, φ) = 4EC(n− ng)2 − 2ẼJ cos

[
πΦx

Φ0

]
cos [φ] , (3.31)

où EC ≡ e2

2CΣ
et φ ≡ 2π

Φ0
φa. L’hamiltonien quantique est obtenu par remplacement des

variables classiques par des opérateurs, ce qui fait l’objet du chapitre suivant.



Chapitre 4

Qubits supraconducteurs

Au chapitre précédent, nous avons vu comment obtenir l’hamiltonien d’un circuit
électrique. Toutefois, afin qu’un tel circuit puisse se comporter comme un qubit, il est
nécessaire de le réduire à un système quantique à deux niveaux. Dans ce chapitre, partant
du circuit LC, nous voyons pourquoi il est nécessaire d’utiliser un élément non linéaire
(tel que la jonction Josephson) si nous voulons utiliser un circuit électrique en tant que
qubit. Nous voyons dans un deuxième temps que la boite de Cooper n’a pas été étudiée
sans raison et quelles en sont les contraintes.

4.1 Solutions apportées par la boite de Cooper

4.1.1 Circuit LC
Si nous voulons traiter de l’information au niveau quantique, nous avons besoin de

qubits, c.-à-d. de systèmes bien définis à deux niveaux que l’on peut contrôler facilement.
Nous voudrions également que les différents qubits puissent interagir entre eux et enfin,
il sera nécessaire de pouvoir lire efficacement le résultat d’une mesure. Une manière d’y
parvenir est d’utiliser des atomes artificiels. Chacun d’eux est un circuit composé d’un
matériau supraconducteur et formé de divers éléments, tels que ceux rencontrés dans les
chapitres précédents (condensateur, bobine, jonction Josephson). Soit le circuit LC série
de la figure 4.1 Nous avons vu que l’hamiltonien de ce circuit était donné par (3.23), autre-

Chapitre3

Descriptionhamiltonienneclassiquede
circuitsélectriques

SoituncircuitLCfabriquégrâceàdespucesmicroélectroniquesetquel’onsuppose
isolé(fig.3.1).Untelcircuitsecomportecommeunoscillateurquipossèdeunefréquence
derésonance!0ettelleque:

!0

2⇡
=

1

2⇡
p

LC
(3.1)

Pouruntelcircuit,desvaleurstypiquespourl’inductanceetlacapacitésontL=1nH
etC=10pF.Lafréquencederésonanceaveccesvaleurssetrouvedoncdanslagamme
desmicro-ondespuisque

!0

2⇡=
1

2⇡
p

LC'1.6GHz(autrementdit�⇠20cm).Cependant,
uncircuitLCconçuedelasortenemesurephysiquementquequelquescentainesdeµm
cequiestbieninférieuràlalongueurd’ondederésonance.

FIGURE3.1–CircuitLCsérie

Afind’obtenirunedescriptionquantiquedecetypedecircuit,nousallonsdevoirap-
pliqueruneprocéduredequantificationsurchaqueélément.Lasimulationdequbitspeut
seréaliserpardescircuitsélectriquescomportantcertainsélémentsagencéscorrectement.
Parmiceséléments,onretrouvedescondensateurs,desbobinesetdesjonctionsJoseph-
son.

3.1Procéduredequantification
Laprocéduredequantificationdescircuitsélectriquesutiliseleformalismelagrangien

ethamiltonien.Lesétapesmenantàlaquantificationcommencentparladétermination
dulagrangienducircuit,cequinécessitedetrouverlesvariablesdynamiquesdusystème.
Unpassagedecesdernièresauxvariablescanoniquespermetd’obtenirl’hamiltoniendu
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FIGURE 4.1 – Circuit LC série. Φ est le flux de la branche où se situe la self. Q est la charge
présente sur le condensateur.
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ment dit, l’énergie est une fonction quadratique du flux. De plus, chaque niveau d’énergie
est séparé du suivant par une même grandeur ~ω, le quantum d’énergie, de sorte que la
fréquence de transition d’un niveau à l’autre suit l’équation (3.1).

Nous avons déjà mentionné que des valeurs typiques d’inductance et de capacité
étaient L = 1 nH et C = 10 pF. Cela mène, par l’équation (3.1), à des fréquences de
l’ordre de 10 GHz. En convertissant l’énergie associée en température, nous trouvons que
10 GHz correspond à une température de 0.5 K. Cependant, dans un circuit supracon-
ducteur, on refroidit généralement le circuit à une température de l’ordre de 10 mK. Cela
implique que si nous préparons notre circuit dans l’état de plus basse énergie, il y restera,
car l’énergie que l’environnement peut lui apporter ne sera pas suffisante pour provoquer
une transition à un niveau supérieur. Il ne sera pourtant pas possible d’utiliser le circuit
LC comme qubit à cause d’un manque de contrôle. En effet, pour contrôler un circuit
LC avec les caractéristiques ci-dessus, il est nécessaire d’utiliser une source d’onde qui
oscille à la fréquence de résonance du circuit LC. Cela est possible si nous ajoutons une
source de tension oscillante. Pour des raisons qui apparaitront plus clairement par la suite,
nous placerons en plus du générateur, un condensateur tel qu’illustré à la figure 4.2, où

Qubit de charge 26
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FIGURE 4.2 – Circuit LC relié à une source de tension alternative de fréquence égale à la fré-
quence de résonance du circuit LC

la tension Vg(t) = V0 cos(ω0t) oscille à la pulsation ω0 = 1√
LC

. Un tel circuit est donc
capable de provoquer une transition du niveau 0 vers le niveau 1. Cependant comme les
niveaux sont séparés par une même énergie, rien n’empêche le système de passer à des
niveaux encore plus élevés, ce qui n’est pas souhaitable pour un qubit.

4.1.2 Circuit à jonction Josephson
À cause de l’équipartition des niveaux d’énergie du circuit LC, il n’est pas possible

de l’utiliser en tant que qubit. Cette équipartition est rompue lorsque nous utilisons un
élément supraconducteur tel que la jonction Josephson. En effet, par l’équation (2.16),
ainsi que suivant la définition du quantum de flux Φ0 = 2π~

q
(voir équation (2.20)), le

courant dans une jonction Josephson est donné par

I = I0 sin δ = I0 sin

(
2πΦJ

Φ0

)
(4.1)
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où δ est la différence de phase de part et d’autre de la jonction. De plus, associé à la
relation (2.18), nous obtenons l’inductance d’une jonction Josephson

LJ(ΦJ) =
Φ0

2πI0

1

cos
(

2πΦJ
Φ0

) (4.2)

Nous nous rappelons que l’énergie totale d’un oscillateur harmonique est donnée par
l’hamiltonien (3.23). Celui-ci est inversement proportionnel à l’inductance du circuit. Dès
lors, si nous remplaçons la partie LC de la figure 4.2 par une jonction Josephson telle que
le montre la figure 4.3 (en utilisant la notation de la figure 3.4), le potentiel n’a plus une
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FIGURE 4.3 – Jonction Josephson reliée en série à une source de courant alternatif

dépendance quadratique au flux, mais une dépendance cosinusoïdale. En conséquence, il
n’y a plus équipartition des niveaux d’énergie et selon la fréquence ω0 de la tension os-
cillante, nous pouvons sélectionner une transition entre deux niveaux d’énergie En et Em
particuliers en prenant ω0 = ωnm = (Em − En)/~.

Par ailleurs, nous avons vu au chapitre précédent que l’hamiltonien peut s’écrire en
termes de nombre de paires de Cooper n et de flux φi du noeud i. Au premier cha-
pitre, nous avons vu qu’un courant oscillant pouvait être créé dans un circuit comprenant
une jonction Josephson à l’aide d’un générateur de courant continu (voir effet Josephson
continu). Dès lors, nous pouvons remplacer le générateur de tension alternatif par un gé-
nérateur de tension continue Vg sans changer le caractère oscillant du courant qui traverse
la jonction.
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Dans cette configuration, la tension va charger le condensateur de capacité Cg. Celui-
ci va donc influer sur le nombre de paires de Cooper qui traversent la jonction Joseph-
son. En effet, l’énergie Josephson est reliée à une fréquence ω par la relation habituelle
EJ = ~ω. Dès lors, l’énergie Josephson est reliée à une pulsation qui est généralement
interprétée comme la pulsation à laquelle les paires de Cooper oscillent d’un côté à l’autre
de l’isolant de la jonction Josephson. Autrement dit, plus l’énergie est élevée et plus les
allers-retours des paires de Cooper à travers l’isolant par effet tunnel sont rapides. Le
nombre de paires de Cooper mis en jeu dans ces oscillations a été noté n au chapitre pré-
cédent. Cependant, la charge du condensateur Cg va avoir une influence sur ce nombre en
le réduisant d’une valeur que nous avons notée ng. Le nombre total de paires de Cooper
qui va donc effectuer les oscillations à travers l’isolant sera n−ng où ng est une grandeur
contrôlable à l’aide de la tension appliquée avec le générateur.

Dans la pratique, une jonction Josephson n’est pas parfaite. Les électrons qui se
trouvent sur la couche externe du matériau conducteur peuvent attirer des ions prove-
nant de l’environnement. Ces ions vont changer localement la tension et nous pouvons
représenter cette perturbation par une variation de la tension Vg que nous noterons δV . Le
circuit le plus réaliste est alors représenté à la figure 4.4.
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FIGURE 4.4 – CPB avec perturbation

Enfin, nous savons que l’hamiltonien (3.31) de la boite de Cooper a la forme

H(n, φ) = 4EC(n− ng)2 − EJ(Φx) cosφ, (4.3)

avec EJ(Φx) = 2ẼJ cos
[
πΦx
Φ0

]
. L’ajout d’une perturbation δV va agir à travers la variable

ng pour devenir ng± δng. Cependant, ng étant l’un des trois paramètres contrôlables : ng,
EC et EJ , nous pouvons nous demander quel est le choix optimal pour la valeur de ces
paramètres afin que le bruit aléatoire δng (dû aux ions extérieurs) minimise ses effets sur
le système.

4.2 Réduction d’un circuit électrique à deux niveaux : le
qubit de charge

Partant de l’équation (4.3), l’hamiltonien quantique est obtenu à partir de l’hamilto-
nien classique en remplaçant les variables classiques par des opérateurs. Dans notre cas,
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les variables canoniques sont n (le nombre de paires de Cooper sur l’île) et φ (la diffé-
rence de phase à travers la jonction). En effet, la différence de phase à travers la jonction,
notée δ dans l’équation (1.32), correspond, par les équations (3.9) et (4.1) à la valeur du
flux de noeud adimensionné

δ =
2πΦJ

Φ0

=
2πφa
Φ0

≡ φ. (4.4)

Par l’équation (3.29), n est assimilé à l’impulsion p qui est, par l’équation (3.19), la va-
riable canoniquement conjuguée à φ.

4.2.1 Hamiltonien quantique du qubit de charge
Pour obtenir l’hamiltonien quantique à partir de l’hamiltonien classique (équation (4.3)),

les variables n et φ sont promues au rang d’opérateurs

n→ n̂, φ→ φ̂, (4.5)

de sorte que
Ĥ(n̂, φ̂) = 4EC(n̂− ng)2 − EJ(Φx) cos φ̂. (4.6)

De plus, ces opérateurs n̂ et φ̂ satisfont à la relation de commutation

[eiφ̂, n̂] = eiφ̂. (4.7)

Laquelle est parfois écrite [n̂, φ̂] = i si nous ne prenons pas en compte le caractère pério-
dique de la phase. Cela mène à la relation d’incertitude

∆φ̂∆n̂ > 1. (4.8)

Une donnée utile pour comprendre le qubit de charge est le rapport EJ/EC . Lorsque
EJ/EC << 1, cela implique que le nombre de paires de Cooper est bien défini tandis que
la phase ne l’est pas si nous nous référons à la relation d’incertitude (4.8). Cela est le cas
pour le qubit de charge (aussi connu sous le nom de CPB). Dans ce cas, la charge sera le
bon nombre quantique.

Il est intéressant d’introduire des opérateurs de création et d’annihilation â† et â qui
s’écrivent sous leur forme polaire

â = eiφ̂
√
n̂, (4.9)

â† =
√
n̂e−iφ̂, (4.10)

où φ̂ devrait être interprété comme un opérateur hermitique de phase. Cependant, nous
allons voir que cela n’est pas le cas sans une petite modification. En effet, les opérateurs
de création et d’annihilation doivent satisfaire [23] la relation de commutation.

[
â, â†

]
= 1. (4.11)

Or, par cette relation et les définitions (4.9) et (4.10), cela impose

eiφ̂n̂− n̂eiφ̂ = eiφ̂. (4.12)
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En développant l’exponentielle d’un opérateur en série et en effectuant le commutateur
terme à terme entre n̂ et φ̂ on peut montrer [24] que l’équation (4.12) est satisfaite si

[
n̂, φ̂

]
= i. (4.13)

Soit {|n〉}, une base de charge comptant le nombre de paires de Cooper qui oscillent à
travers la jonction. Autrement dit, la base propre de l’opérateur n̂ qui satisfait à

n̂|n〉 = n|n〉. (4.14)

En considérant l’élément de matrice du commutateur pris entre deux états arbitraires |n〉
et |n′〉, il vient que

(n′ − n)〈n′|φ̂|n〉 = iδnn′ . (4.15)

Cela pose problème si n′ = n, car cette dernière relation devient ”0 = 1”. Cet échec est
dû à notre postulat selon lequel φ̂ serait un opérateur hermitique. Il ne l’est en réalité pas,
ce qui peut aisément se prouver en montrant que eiφ̂ n’est pas unitaire. Une raison à cela
est que le spectre de l’opérateur n̂ est borné inférieurement. Celui-ci correspondant à un
nombre de paires de Cooper, il est évident que toutes valeurs négatives de n n’auraient pas
de réalité physique. Barnett et Pegg ont cependant montré [25] que si nous introduisons
des valeurs négatives dans le spectre de l’opérateur n̂, alors il était possible de construire
un opérateur unitaire de la forme

eiφ̂ ≡
∞∑

n=−∞
|n〉〈n+ 1|. (4.16)

À partir de maintenant, nous allons donc considérer des valeurs négatives de nombre de
paires de Cooper. Cela ne rajoute aucune nouvelle prédiction, mais à l’avantage de régler
notre problème au niveau de l’opérateur φ̂ car l’équation (4.12) reste correcte. Par (4.16),
il vient que

e±iφ̂|n〉 = |n∓ 1〉. (4.17)

Dès lors, en exprimant cos φ̂ =
(eiφ̂+e−iφ̂)

2
, l’hamiltonien (4.6), dans une base de charge

devient

Ĥ =
∑

n

[
4EC(n− ng)2|n〉〈n| − 1

2
EJ(Φx) (|n+ 1〉〈n|+ |n− 1〉〈n|)

]
, (4.18)

où les valeurs ng, EC et EJ(Φx) sont des paramètres contrôlables.

Nous avons une compétition entre deux énergies : l’énergie dite de charge EC et
l’énergie dite Josephson EJ(Φx). Dans ce cas, il est intéressant de voir les effets qui
peuvent se produire si l’une ou l’autre de ces énergies dominent. Supposons dans un
premier temps que l’énergie de charge EC � EJ . Dans ce cas l’hamiltonien peut être
approximé par

Ĥ ≈
∑

n

4EC(n− ng)2|n〉〈n|. (4.19)
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ng

(a) (b)

Fig. 3.4: a) Énergie de la bôıte de Cooper (unitées arbitraires) : lignes pleines EC/EJ = 10,

lignes en traits brisés EC/EJ = 100. Lorsque la charge de grille adimensionnelle s’approche

des valeurs demi-entières, l’interaction Josephson mélange de façon cohérente les états de

charges adjacentes de la bôıte et lève la dégénérescence de EJ . b) En se limitant aux voltages

de grille tels que ng 2 [0, 1], la bôıte est limitée à deux états de charge. Ceux-ci peuvent

jouer le rôle d’états logiques pour un qubit.

avec EJ(�x) ⌘ 2EJ cos(⇡�x/�0) et où l’on ne tient pas compte de la charge de grille

adimensionnelle pour l’instant. Dans cette représentation, il apparâıt clairement que

l’énergie de charge joue le rôle d’énergie cinétique. Celle-ci tente de délocaliser la

‘particule’. À l’opposé, le terme proportionnel à l’énergie Josephson joue le rôle d’une

énergie potentielle localisant la particule dans un des puits du cosinus. Ainsi, les

systèmes ayant une grande capacité C⌃, de sorte que l’énergie Josephson domine, ont

une phase bien définie. D’autre part, pour les systèmes ayant une faible capacité, et par

conséquent EC > EJ , la particule n’a pas une phase bien définie. La charge, variable

conjuguée à la phase, est alors le bon nombre quantique. Il s’agit d’une manifestation

de la relation d’incertitude charge–phase : �n�� & 1 ; voir la Réf. [118] et la section

§1.4.3 de la Réf. [123] à ce sujet.

Pour les qubits supraconducteurs de charge, on choisit les paramètres du système

de telle sorte que � � EC > EJ > kBT . Dans ce cas, il est utile de développer

l’hamiltonien dans la base de charge

|ni =

Z 2⇡

0

d�

2⇡
e+in�|�i. (3.20)
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FIGURE 4.5 – Énergie de la boite de Cooper pour des rapports EJ/EC = 0.01 (trait pointillé) et
EJ/EC = 0.1 (trait plein). Adaptée de [10].

Les énergies propres dans une base de charges sont donc quadratiques en ng. Cela cor-
respond à un ensemble de paraboles centrées sur n comme le montre la figure 4.5 (trait
pointillé). Si ng = m ± 1

2
où m ∈ Z, l’énergie de charge adjacente pour n et n ± 1 est

identique. Cette dégénérescence est levée si nous prenons en compte l’énergie Josephson
EJ . En effet, comme nous le voyons sur la figure 4.5 en trait plein, cette répulsion de
niveau donne naissance à un gap dont l’écart est fonction du rapport EJ/EC

Puisque ng est un paramètre ajustable nous pouvons nous restreindre à la zone ng =
[0, 1] centrée en ng = 1/2 comme sur la figure 4.6. Cette zone connecte les états |n =

3.2. RÉDUCTION VERS UN SYSTÈME À DEUX NIVEAUX

ng

(a) (b)

Fig. 3.4: a) Énergie de la bôıte de Cooper (unitées arbitraires) : lignes pleines EC/EJ = 10,

lignes en traits brisés EC/EJ = 100. Lorsque la charge de grille adimensionnelle s’approche

des valeurs demi-entières, l’interaction Josephson mélange de façon cohérente les états de

charges adjacentes de la bôıte et lève la dégénérescence de EJ . b) En se limitant aux voltages

de grille tels que ng 2 [0, 1], la bôıte est limitée à deux états de charge. Ceux-ci peuvent

jouer le rôle d’états logiques pour un qubit.

avec EJ(�x) ⌘ 2EJ cos(⇡�x/�0) et où l’on ne tient pas compte de la charge de grille

adimensionnelle pour l’instant. Dans cette représentation, il apparâıt clairement que

l’énergie de charge joue le rôle d’énergie cinétique. Celle-ci tente de délocaliser la

‘particule’. À l’opposé, le terme proportionnel à l’énergie Josephson joue le rôle d’une

énergie potentielle localisant la particule dans un des puits du cosinus. Ainsi, les

systèmes ayant une grande capacité C⌃, de sorte que l’énergie Josephson domine, ont

une phase bien définie. D’autre part, pour les systèmes ayant une faible capacité, et par

conséquent EC > EJ , la particule n’a pas une phase bien définie. La charge, variable

conjuguée à la phase, est alors le bon nombre quantique. Il s’agit d’une manifestation

de la relation d’incertitude charge–phase : �n�� & 1 ; voir la Réf. [118] et la section

§1.4.3 de la Réf. [123] à ce sujet.

Pour les qubits supraconducteurs de charge, on choisit les paramètres du système

de telle sorte que � � EC > EJ > kBT . Dans ce cas, il est utile de développer

l’hamiltonien dans la base de charge

|ni =

Z 2⇡

0

d�

2⇡
e+in�|�i. (3.20)
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FIGURE 4.6 – Énergie de la boite de Cooper pour un rapport EJ/EC = 0.1 et restreinte à un
domaine ng ∈ [0, 1]. Adaptée de [10]

.

0〉 ≡ |0〉 et |n = 1〉 ≡ |1〉. Les états |n〉 pour n > 1 ne sont pas pris en compte, car
leur énergie est nettement plus élevée et nous pouvons donc nous permettre de ne pas les
considérer. La boite de Cooper peut donc être restreinte à un système à deux niveaux en
modifiant nos trois paramètres de telle sorte que EC > EJ et ng ∈ [0, 1]

A ces valeurs particulières de ng = m ± 1
2

où m ∈ Z, le qubit est le moins sen-
sible aux variations de tension (δV dans la section précédente). En effet, puisque dans
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l’hamiltonien (4.18), ng est constant, nous avons

∂H

∂ng

∣∣∣∣
ng=m± 1

2

= 0, (4.20)

avec m ∈ Z. Il existe bien d’autres possibilités d’obtenir un qubit à partir d’un circuit
selon l’agencement des différents éléments. La figure 4.7 reprend quelques exemples de
qubits supraconducteurs 1.

17 Quantum Bits with Josephson Junctions 717

Fig. 17.6 A chart of various extensions and refinements of the three basic Josephson-junction
qubits. For each circuit design, the name is written above the circuit and the main improvement in
performance is listed below the circuit. More details are given in the text

A further development of the flux-qubit design is the fluxonium [51] qubit, shown
center right in Fig. 17.6. In this design, one Josephson junction is shunted by an array
of Josephson junctions, which suppress charge noise by having large capacitances,
but also help achieving a high anharmonicity by providing a large inductance. An
experiment with a fluxonium qubit [52] is at the time of writing the only that ever
demonstrated a Josephson-junction qubit being protected from energy relaxation for
more than one millisecond.

There are also design developments building on the noise-resistant transmon qubit
with an eye to scaling up to circuits containingmany coupled qubits. One such design
is the xmon [53] qubit shown center left in Fig. 17.6. By making the superconducting
island cross-shaped, this version of the transmon can be capacitively coupled to
multiple other qubits and/or control lines. For coupling two transmon qubits directly,
there is also the gmon [54] circuit shown in the center of Fig. 17.6. The coupling
between the two qubits can be tuned inductively during the experiment.

FIGURE 4.7 – Exemples de qubits supraconducteurs : le nom se trouve au-dessus de chaque qubit.
En dessous se trouve la principale amélioration dans les performances. D’après [26].

4.2.2 Hamiltonien quantique du transmon
Le transmon peut être vu comme un qubit de charge avec les modifications néces-

saires à l’augmentation du rapport EJ/EC . Pour cela, sachant par l’équation (3.31) que
EC ∝ 1/CΣ, nous augmentons le rapport EJ/EC en augmentant CΣ par l’ajout d’un
condensateur de grande capacité Cb telle que sur la figure 4.8. Physiquement, une ma-
nière d’augmenter la capacité d’un condensateur est d’augmenter la taille de ses plaques
conductrices. Afin de garder le système aussi petit que souhaité, ces condensateurs de
haute capacité prennent la forme de deux peignes encastrés l’un dans l’autre (voir fi-
gure 4.9). Le circuit du qubit de charge (figure 4.4) prend alors la forme de la figure 4.8.

La figure 4.5 montrait la présence d’une répulsion de niveau lorsque le rapportEJ/EC
passait de 0.01 à 0.1. Si ce rapport augmente davantage, la répulsion de niveau se fait
de façon de plus en plus prononcée, comme le montre la figure 4.10. Pour des rapports

1. Sur le graphique, chaque croix correspond à une jonction Josephson selon la convention de l’auteur
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FIGURE 4.8 – Transmon avec perturbation

Figure 1: Visualization of a transmon qubit in a coplanar waveguide resonator
cavity, taken from Ref. [11]

errors can be measured and consequently eliminated [6]. Due to their large size,
compared to other qubit candidates, the coupling with the environment is much
stronger [9]. This can be seen as an advantage, since strong coupling is needed
for efficient control and readout, but on the other hand, it does have a drawback
since it can also couple strongly with harmful environmental sources. These
notorious noise sources are leading to short coherence time, which has been the
Achilles’ heel for many superconducting qubit designs [7]. Coherence time [10]
refers to the duration of the coherent time period while qubit preserves the
information of its state before leaking it into the environment through coupling.
Fortunately, the clever design of a transmon qubit avoids this coupling to the
main sources of environmental noise but still maintains a strong coupling to
control signals [7].

Visualization of the simple transmon design is shown in Fig. 1. A resonator
cavity is represented by a long partly sinuating transmission line. There are two
transmon qubits in this design, one on the right and other on the left, which are
both coupled to the resonator. At the bottom, there is an enlargement of the
actual qubit where the middle part of the qubit is the Josephson junction and
the saw-toothed metal plates represent the shunt capacitance. Explanations for
each of these parts is given in later parts of the thesis.

The main objective of this thesis is to describe the behavior of the transmon
qubit with classical equations of motion. This view on the qubit does not
take quantum mechanics into account, except the nonlinearity which is a result
of Josephson effect and therefore it is a result of quantum mechanics. The
nonlinear sinusoidal potential term of the Josephson junction can be used in
the equations of motion of transmon, but the behavior these equations are
inducing is still classical. This reference frame will allow us to forget quantum
effects like quantization and entanglement, and this way we can purely focus on
investigating the nonlinear dynamics of the system. Effects of the nonlinearity

3

FIGURE 4.9 – Transmon dans un guide d’ondes. D’après [27]

EJ/EC suffisamment élevés, nous constatons que le bruit extérieur a de moins en moins
d’effet sur les niveaux d’énergies. En effet, par la figure 4.10, nous constatons que la
largeur des bandes de fluctuation d’énergie diminue lorsque EJ/EC augmente. Pour la
valeur EJ/EC = 50 (figure 4.10.d), les niveaux d’énergie ne sont plus du tout fonction
de la valeur ng. C’est le régime de transmon et la perturbation sur la tension (δV ) (voir
figure 4.8) n’a plus d’effet et nous pouvons donc l’enlever dans la modélisation du circuit.

Dès lors l’hamiltonien (4.6), prend la forme

Ĥ(n̂, φ̂) = 4EC n̂
2 − EJ(Φx) cos φ̂. (4.21)

L’hamiltonien (4.21) ressemble à l’hamiltonien d’une particule de masse C et de coordon-
née φ dans un puits de potentiel cosinusoïdal de hauteur EJ . Comme EJ/EC � 1, nous
pouvons considérer que la particule n’a pas suffisamment d’énergie pour sortir du puits.
Elle est donc confinée dans le fond du puits cosinusoïdal. Nous pouvons donc développer
en série le potentiel au voisinage du minimum en φ = 0, ce qui mène à

Ĥ(n̂, φ̂) ' 4EC n̂
2 +

1

2
EJ φ̂

2 − 1

24
EJ φ̂

4. (4.22)

Les deux premiers termes du membre de droite font penser à l’hamiltonien d’un oscil-
lateur harmonique et le dernier terme peut être vu comme une correction à celui-ci. En
effet, nous avons

Ĥ(n̂, φ̂) ' n̂2

2C ′
+

φ̂2

2L′
− 1

24
EJ φ̂

4, (4.23)



Réduction d’un circuit électrique à deux niveaux : le qubit de charge 39

ber of Cooper pairs transferred between the islands and the
gauge-invariant phase difference between the superconduct-
ors, respectively. By means of the additional capacitance CB,
the charging energy EC=e2 /2C! !C!=CJ+CB+Cg" can be
made small compared to the Josephson energy. In contrast to
the CPB, the transmon is operated in the regime EJ!EC.

The qubit Hamiltonian, Eq. !2.1", can be solved exactly in
the phase basis in terms of Mathieu functions, see, e.g., Refs.
#6,16$. The eigenenergies are given by

Em!ng" = EC a2#ng+k!m,ng"$!− EJ/2EC" , !2.2"

where a"!q" denotes Mathieu’s characteristic value, and
k!m ,ng" is a function appropriately sorting the eigenvalues;
see Appendix B for details. Plots for the lowest three energy
levels E0, E1, and E2, as a function of the effective offset
charge ng, are shown in Fig. 2 for several values of EJ /EC.
One clearly observes !i" that the level anharmonicity depends
on EJ /EC, and !ii" that the total charge dispersion decreases
very rapidly with EJ /EC. Both factors !i" and !ii" influence
the operation of the system as a qubit. The charge dispersion
immediately translates into the sensitivity of the system with
respect to charge noise. A sufficiently large anharmonicity is
required for selective control of the transitions, and the ef-
fective separation of the Hilbert space into the relevant qubit
part and the rest, H=Hq ! Hrest. In the following sections,
we systematically investigate these two factors and show that
there exists an optimal range of the ratio EJ /EC with suffi-
cient anharmonicity and charge noise sensitivity drastically
reduced when compared to the conventional CPB.

B. The charge dispersion of the transmon

The sensitivity of a qubit to noise can often be optimized
by operating the system at specific points in parameter space.

An example for this type of setup is the “sweet spot” ex-
ploited in CPBs #21$. In this case, the sensitivity to charge
noise is reduced by biasing the system to the charge-
degeneracy point ng=1/2, see Fig. 2!a". Since the charge
dispersion has no slope there, linear noise contributions can-
not change the qubit transition frequency. With this proce-
dure, the unfavorable sensitivity of CPBs to charge noise can
be improved significantly, potentially raising T2 times from
the nanosecond to the microsecond range. Unfortunately, the
long-time stability of CPBs at the sweet spot still suffers
from large fluctuations which drive the system out of the
sweet spot and necessitate a resetting of the gate voltage.

Here, we show that an increase of the ratio EJ /EC leads to
an exponential decrease of the charge dispersion and thus a
qubit transition frequency that is extremely stable with re-
spect to charge noise; see Fig. 2!d". In fact, with sufficiently
large EJ /EC, it is possible to perform experiments without
any feedback mechanism locking the system to the charge
degeneracy point. In two recent experiments using transmon
qubits, very good charge stability has been observed in the
absence of gate tuning #22,23$.

Away from the degeneracy point, charge noise yields
first-order corrections to the energy levels of the transmon
and the sensitivity of the device to fluctuations of ng is di-
rectly related to the differential charge dispersion !Eij /!ng,
as we will show in detail below. Here Eij %Ej −Ei denotes
the energy separation between the levels i and j. As expected
from a tight-binding treatment, the dispersion relation Em!ng"
is well approximated by a cosine in the limit of large EJ /EC,

Em!ng" & Em!ng = 1/4" −
#m

2
cos!2$ng" , !2.3"

where

#m % Em!ng = 1/2" − Em!ng = 0" !2.4"

gives the peak-to-peak value for the charge dispersion of the
mth energy level. To extract #m, we start from the exact ex-
pression !2.2" for the eigenenergies and study the limit of
large Josephson energies. The asymptotics of the Mathieu
characteristic values can be obtained by semiclassical
!WKB" methods !see, e.g., Refs. #24–26$". The resulting
charge dispersion is given by

#m & !− 1"mEC
24m+5

m!
' 2

$
( EJ

2EC
)m

2
+ 3

4
e−'8EJ/EC, !2.5"

valid for EJ /EC!1. The crucial point of this result is the
exponential decrease of the charge dispersion with 'EJ /EC.

The physics behind this feature can be understood by
mapping the transmon system to a charged quantum rotor,
see Fig. 3. We consider a mass m attached to a stiff, massless
rod of length l, fixed to the coordinate origin by a frictionless
pivot bearing. Using cylindrical coordinates !r ,% ,z", the mo-
tion of the mass is restricted to a circle in the z=0 plane with
the polar angle % completely specifying its position. The
rotor is subject to a strong homogeneous gravitational field
g=gex in x direction, giving rise to a potential energy
V=−mgl cos %. The kinetic energy of the rotor can be ex-
pressed in terms of its angular momentum along the z axis,

FIG. 2. !Color online" Eigenenergies Em !first three levels, m
=0,1 ,2" of the qubit Hamiltonian !2.1" as a function of the effec-
tive offset charge ng for different ratios EJ /EC. Energies are given
in units of the transition energy E01, evaluated at the degeneracy
point ng=1/2. The zero point of energy is chosen as the bottom of
the m=0 level. The vertical dashed lines in !a" mark the charge
sweet spots at half-integer ng.
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FIGURE 4.10 – Énergies propres relatives pour différentes valeurs du rapport EJ/EC . Em cor-
respondent aux énergies propres des niveaux m = 0 (en noir), m = 1 (en rouge), m = 2 (en
bleu). L’énergie E01 est l’énergie qui sépare les niveaux 0 et 1 lorsque ng = 1/2. L’énergie rela-
tive correspondant à la valeur 0 est choisie comme étant l’énergie du niveau fondamental. Adapté
de [27]

où C ′ = 1/8EC et L′ = 1/EJ . Dès lors, nous posons

n̂ = i

(
EJ

32EC

)1/4

(b̂† − b̂), (4.24)

φ̂ =

(
2EC
EJ

)1/4

(b̂† + b̂), (4.25)

où b̂†, b̂ sont des opérateurs bosoniques de création et de destruction. Ensuite, nous utili-
sons l’approximation dite RWA (pour "Rotating Wave Approximation"). Celle-ci-consiste
à ne garder dans l’hamiltonien que les termes qui rendent compte de la conservation
d’énergie [28], autrement dit, les termes ayant un nombre identique d’opérateurs b̂† et
b̂. L’équation (4.23) devient alors

Ĥ ' (
√

8ECEJ − EC)b̂†b̂− EC
2

(b̂†b̂†b̂b̂). (4.26)

Puisque EJ � EC , à l’ordre 0 de la perturbation, l’énergie propre de l’hamiltonien du
niveau |m〉 est Em = m

√
8ECEJ . Au premier ordre nous avons

δEm = −ECm−
Em
2
〈m|b̂†2b̂2|m〉. (4.27)

Cette correction se limite au terme ECm si nous ne considérons que les deux premiers
niveaux.



Chapitre 5

Atomes artificiels et interactions

Les interactions entre un atome et le champ électromagnétique sont permanentes et
leur étude est explorée en électrodynamique quantique (QED) où le champ est quantifié
à l’intérieur d’une cavité (Cavity QED). Les recherches dans ce domaine se sont lon-
guement intéressées au domaine du visible (λ ∼ 10−6 − 10−7m). Durant les dernières
décennies, un grand intérêt s’est révélé pour les circuits quantiques supraconducteurs
(SQCs). Ceux-ci sont basés sur des qubits supraconducteurs tels que ceux décrits dans
les chapitres précédents. Par leur propriété de quantification des niveaux d’énergies, ces
systèmes quantiques sont généralement connus sous le nom d’atomes supraconducteurs
artificiels (ou atomes artificiels). Une jonction Josephson est typiquement [29] soumise
à une tension de quelques µV, ce qui, en termes de fréquence, correspond au domaine
des micro-ondes. L’étude de ces systèmes dans ce domaine est souvent nommée Circuit
QED (ou CQED). Les circuits composés d’atomes artificiels, tels que ces qubits supra-
conducteurs, peuvent atteindre des tailles r ≈ 10−4 − 10−3m, ce qui reste très inférieur
à la longueur d’onde du domaine micro-onde. Dès lors, l’approximation dipolaire qui
consiste à considérer l’atome comme ponctuel reste valable et les phénomènes que nous
observons en optique quantique et en physique atomique dans le domaine visible sont
également observés [29].

Toutefois, en 2014, une expérience de Gustafsson et al. [30], consistant à coupler un
circuit supraconducteur de type transmon à des ondes acoustiques de surface (ou SAWs),
c.-à-d. des phonons, confinés sur un substrat piézoélectrique, a remis en question l’ap-
proximation dipolaire. C’est le champ de l’acoustodynamique quantique (ou QAD). Nous
nous attarderons plus en détail sur cette expérience au chapitre suivant, mais en résumé
dans cette expérience, des ondes de surface se propagent à la vitesse du son et interagissent
avec un transmon. Cette faible vitesse (comparée à la vitesse de la lumière) correspond
à une longueur d’onde de l’ordre de λ ≈ 10−6m, ce qui est faible en comparaison de la
taille du transmon. Dès lors, le couplage SAWs-SQCs se fait en de multiples points (es-
pacés de λ/4 dans l’expérience) et justifie l’appellation atome géant qui sera étudié plus
en détail au chapitre suivant.

Ces couplages multiples peuvent aussi avoir lieu en microphotonique avec des circuits
QEDs [31]. Dans ce cas, le qubit supraconducteur, placé judicieusement sur une ligne de
transmission 1D, est couplé une première fois avec une onde incidente. Cette dernière
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est ensuite réfléchie pour coupler le même qubit une seconde fois. Si la distance entre le
"miroir" et l’atome est convenablement choisie, alors cette situation est semblable à un
atome géant à deux points de couplage.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la manière dont on construit une ligne de
transmission 1D. Nous utilisons les résultats des chapitres précédents pour comprendre
comment un transmon peut être couplé à ce genre de guide d’ondes. Dans tout ce chapitre,
nous posons ~ = 1.

5.1 Ligne de transmission et couplage avec un atome
Dans les chapitres précédents, nous avons vu comment un atome pouvait être rem-

placé par un atome artificiel en utilisant des circuits électriques. En QED, les composants
principaux sont les atomes, mais également la cavité optique. Celle-ci sera remplacée par
un résonateur pouvant prendre plusieurs formes telles qu’un guide d’ondes 1D, 2D ou
3D. L’interaction avec ces guides d’ondes est le champ des waveguides QED (wQED).
Nous nous focaliserons uniquement sur les guides d’ondes 1D, aussi appelés lignes de
transmission.

En pratique, la ligne de transmission prend généralement la forme d’un guide d’ondes
coplanaire (CPW) qui consiste à incorporer un matériau conducteur dans une plaque reliée
à la terre. À la figure 5.1, les bandes bleues sont des conducteurs tandis que les conduits
blancs sont des isolants. On peut voir cela comme une coupe longitudinale dans un câble
coaxial où le conducteur central serait morcelé. Cette figure représente un guide d’ondes
1D dans lequel est placé 1 qubit de type transmon.
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inductance L and capacitance C are chosen to match the mode fre-
quency ωr ¼ 1=

ffiffiffiffiffiffi
LC

p

I
 and the characteristic impedance, Zr ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
L=C

p

I
 

(Fig. 1b). In a quantized model, the Hamiltonian of this circuit takes 
the usual form for a harmonic oscillator

ĤLC ¼ ℏωrâyâ ð1Þ

The creation operator ây
I

 can be expressed as 
ây ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1=2ℏZr

p
Φ̂" iZrQ̂
" #

I
 where Φ̂

I
 is the flux threading the  

inductor and Q̂
I
 the charge on the capacitor with Φ̂; Q̂

! "
¼ iℏ

I
. 

The operator ây
I

 thus creates a quantized excitation of the oscilla-
tor’s charge and flux degrees freedom or, equivalently, of its elec-
tric and magnetic fields. In short, the action of ây

I
 is the creation 

of a photon of frequency ωr localized in the LC circuit. It is worth 
noting that while the average voltage across the LC circuit van-
ishes in the vacuum state, its root-mean-square value is non-zero: 
Vzpf ¼ 0 V̂2

!! !!0
" #1=2¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ℏωr=2C

p

I
, where V̂ ¼ Q̂=C

I
. Typical cir-

cuit parameters result in a Vzpf ≈ 1 μV (ref. 12). Going back to the 
transmission-line resonator of Fig. 1a where the separation between 
the centre conductor and the ground plane is d ≈ 5 μm, this cor-
responds to a zero-point electric field as large as Ezpf = Vzpf/d ≈ 0.2 
V m−1 in this region of the circuit. These large quantum fluctua-
tions of the electric field result from the small mode volume of the 
resonator and are one of the reasons why light–matter coupling can 
be much larger in circuit QED than in cavity QED. Importantly, 
the lifetime of single microwave photons in these structures can be 
long, approaching 0.1 ms in coplanar resonators13–16 and 1 ms in 3D 
cavities of the type illustrated in Fig. 1c17.

The second crucial ingredient is the qubit. There are many types 
of superconducting qubits, and here we focus on the transmon, 
which is the simplest and most widely used18. As illustrated in Fig. 1, 
it consists of a capacitively shunted Josephson junction with capaci-
tance CS. The Josephson junction is a nonlinear and non-dissipative 
circuit element which, in the transmon, essentially plays the role of 
a nonlinear inductance causing the energy levels of the circuit to be 
non-uniformly distributed. This situation is well described at low 
energies by the Hamiltonian

ĤT ¼ ℏωqb̂yb̂þ ℏKb̂yb̂yb̂b̂ ð2Þ

In this expression, ℏωq ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
8ECEJ

p
" EC

I
 is the transition fre-

quency between the first two states of the transmon, with EC ≈ 
e2/2CS the charging energy, where e is the elementary charge and EJ 
the Josephson energy. The second term of ĤT

I
 is a Kerr nonlinearity 

with negative Kerr constant ℏK ¼ "EC=2
I

. In other words, the trans-
mon is a weakly nonlinear oscillator with negative anharmonicity 
2K/2π = −EC/h ≈ 200 MHz. Importantly, the above expressions are 
valid in the transmon limit, where the ratio EJ=EC ≳ 50

I
 is large. In 

practice, this ratio is achieved by using a very large shunting capac-
titance making the transmon a physically large circuit (Fig. 1a).

In contrast to the LC oscillator, the nonlinearity of the trans-
mon makes it possible to address its first two levels with minimal 
leakage to higher-energy states. In this case, the transmon reduces 
to an effective two-level system with states labelled 0j i; 1j if g

I
 and 

which can be used as a qubit for quantum information processing. 
To manipulate the qubit state, voltage pulses at the 0–1 transition 
frequency ωq are sent to the transmon from a capacitively coupled 
microwave source (Fig. 1b). This coherent microwave drive is rep-
resented by an additional term in the transmon Hamiltonian of 
the form Ĥdrive ¼ ϵðtÞðb̂y þ b̂Þ

I
 (ref. 19). By precisely controlling the 

amplitude, phase and duration of the pulse ϵ tð Þ
I

, it is possible to pre-
pare arbitrary states of the transmon with gate fidelity as high as 
99.95% (ref. 20).

Owing to its simple design and long coherence time, the trans-
mon qubit is currently the most widely studied. It is, however, 
only one of several flavours of superconducting qubits. Other con-
temporary superconducting qubits include the flux qubit21 with 
a large shunting capacitance22, the fluxonium23 and the recently 
realized 0–π qubit24. The reader interested in learning more 
about the different types of superconducting qubits can consult  
recent reviews25,26.

Light–matter coupling in a circuit. Up to now, we have discussed 
the oscillator and the transmon qubit individually, but things get 
much more interesting when these two elements interact. Indeed, 
just as a microwave source can drive qubit transitions, the zero-
point voltage fluctuations Vzpf of the capacitively coupled oscillator 
can stimulate energy exchange between the qubit and the oscillator. 
To model this situation, the amplitude ϵ tð Þ

I
 proportional to a classi-

cal voltage in Ĥdrive
I

 is replaced by the LC oscillator’s voltage opera-
tor V̂

I
 leading to the qubit–oscillator interaction Hamiltonian

Ĥcoupling ¼ ℏgðây þ âÞðb̂y þ b̂Þ ð3Þ

where all the prefactors are packaged in the coupling constant g 
(refs. 7,18). Combining with ĤLC

I
 and ĤT

I
, this Hamiltonian takes a 

particularly simple form in the two-level approximation where 
b̂ ! σ̂!
I

, with σ̂!
I

 the Pauli lowering operator

ĤJC ¼ ℏωrâyâþ
ℏωq

2
σ̂z þ ℏg âyσ̂# þ âσ̂þ

! "
ð4Þ

In this Hamiltonian, we have also dropped rapidly oscillating 
terms from Ĥcoupling

I
 that, in the usual parameter range, only lead to 

a negligibly small frequencies shift27.

~

Cg

EJL C CS

~300 μm

d ≈ 5 μm

L ≈ 1 cm

E

a

b

c

Fig. 1 | Realizations of circuit QED. a, Schematic representation of  
a superconducting transmon qubit (green) coupled to a 1D transmission-
line resonator. The transmon is formed by two superconducting  
islands connected by a Josephson junction. With lateral dimensions  
(~300 μm) much smaller than that of the resonator (~1 cm), multiple 
transmons can be fabricated in the same resonator (not shown). The input 
and output ports of the resonator are shown in grey. The orange lines  
and arrows illustrate the electric field distribution for the resonator’s 
second mode. b, Lumped-element version where an LC circuit (blue)  
plays the role of the oscillator. The voltage source (grey) is used to control 
the quantum state of the transmon (green). c, Three-dimensional coaxial 
cavity with its electric field distribution (solid orange lines) and evanescent 
field (dashed orange lines). Panels adapted with permission from: a, ref. 7, 
APS; c, ref. 17, APS.
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FIGURE 5.1 – Transmon couplé à une ligne de transmission 1D. D’après [32].

5.1.1 Hamiltonien de la ligne de transmission 1D
Au chapitre 2, nous avons vu qu’un circuit LC pouvait être assimilé à un oscillateur

harmonique. Dès lors, le champ qui se propage dans une ligne de transmission est gé-
néralement décrit comme un ensemble de circuits LC, de dimension finie ou non (c.f.
figure 5.2). Si la dimension de la ligne de transmission est finie, cela permet l’existence
d’ondes stationnaires avec une distribution discrète de modes. Si la ligne est infinie, elle
autorise au contraire un spectre continu.
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Figure A.3: Circuit diagram for a transmission line. C0 and L0 denote capacitance per unit length
and inductance per unit length, respectively, and �x is a small distance which will go to zero in the
continuum limit.

Applying the Legendre transformation, identifying the conjugate momentum (the node
charge) Q = (CJ + Cg)�̇�CgVg, and removing constant terms that do not contribute to
the dynamics, we arrive at the Hamiltonian

HCPB = 4EC(n � ng)
2 � EJ cos�, (A.15)

where EC = e2/2(Cg + CJ) is the electron charging energy, n = �Q/2e is the number of
Cooper pairs on the island, and � = 2e�/~.

We now promote � and Q to operators as described around Eq. (A.5). This translates
into a commutation relation for n and �, which since the Hamiltonian is periodic in �
should be expressed as [29, 1358]

⇥
ei�, n

⇤
= ei�. (A.16)

From this follows that e±i� |ni = |n ⌥ 1i, where |ni is the charge basis counting the
number of Cooper pairs. Using the resolution of unity [1359] and cos� = (ei� + e�i�)/2
we can then write the Hamiltonian in the charge basis as

HCPB =
X

n


4EC(n � ng)

2 |nihn| � 1

2
EJ (|n + 1ihn| + |n � 1ihn|)

�
, (A.17)

which is Eq. (3).

A.3. Quantizing a 1D infinite transmission line

An open transmission line, the basis for the physics reviewed in Sec. 5, can be modeled
by the circuit depicted in Fig. A.3 [117, 122]. From this circuit model, using Eqs. (A.8)
and (A.9), we immediately obtain the Lagrangian

LTL =
X

n


C0�x

2

⇣
�̇n(t)

⌘2

� 1

2L0�x
(�n+1(t) � �n(t))

2

�
, (A.18)

from which we can identify the conjugate momenta

@LTL

@�̇n

= C0�x�̇n(t), (A.19)

105

FIGURE 5.2 – Circuit électrique modélisant un guide d’ondes 1D infini. C0 et L0 sont respective-
ment des capacités et inductances par unité de longueur. ∆x est une petite longueur qui tend vers
0 dans la limite d’un spectre continu. D’après [29].

Les ondes qui se propagent dans un guide d’ondes peuvent prendre des valeurs dans
une large gamme de fréquences. Intuitivement, nous pouvons comprendre que la longueur
du guide d’ondes permet de fixer des modes stationnaires. En effet, si le guide d’ondes
est de longueur d, et que la vitesse de l’onde qui se propage est v, alors des ondes station-
naires de fréquence ω = 2πv/(dn) où n ∈ N peuvent se former. Il est utile de pouvoir
contrôler ces fréquences en cours d’expérience, ce qui peut se faire par exemple par une
modification des conditions au bord en plaçant un SQUID à la "bonne place" dans le ré-
sonateur et en contrôlant l’énergie Josephson par un flux magnétique extérieur.

À partir du circuit de la figure 5.2 et des contributions au lagrangien du tableau 3.1, il
vient que, pour ce guide d’ondes, le lagrangien est

Lwg =
∑

n

[
C0∆x

2

(
Φ̇n(t)

)2

− 1

2L0∆x
(Φn+1(t)− Φ(t))2

]
, (5.1)

où les moments conjugués sont

∂Lwg

∂Φ̇n

= C0∆xΦ̇n(t). (5.2)

Si ∆x→ dx le lagrangien dans sa forme continue s’écrit

Lwg =

∫ +∞

−∞
dxL =

∫ +∞

−∞
dx

[
C0

2

(
Φ̇(x, t)

)2

− 1

2L0

(
∂Φ(x, t)

∂x

)2
]
, (5.3)

où
Q(x, t) = C0Φ̇(x, t), (5.4)

est la densité de charge (c.f. équation 3.12) et où Φ(x, t) et L sont respectivement les
densités de flux et densité lagrangienne. Par l’équation d’Euler-Lagrange, la densité de
flux satisfait à l’équation d’onde

∂2Φ(x, t)

∂t2
− 1

L0C0

∂2Φ(x, t)

∂x2
= 0. (5.5)
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Il s’ensuit que le flux Φ(x, t) peut se déplacer à droite (R) et à gauche (L) à vitesse
v = 1/

√
(L0C0) tel que la solution la plus générale s’écrive

Φ(x, t) = ΦL(kx+ ωt) + ΦR(−kx+ ωt). (5.6)

Par une transformation de Legendre (3.11) sur le lagrangien (5.3), nous obtenons facile-
ment l’hamiltonien classique

Hwg =
1

2

∫ ∞

−∞
dx

[
Q(x, t)2

C0

+
1

L0

(
∂Φ(x, t)

∂x

)2
]
. (5.7)

Si les coordonnées et moments généralisés sont promus au rang d’opérateurs, et en impo-
sant la relation de commutation canonique

[
Q̂(x), Φ̂(x′)

]
= iδ(x− x′), (5.8)

nous passons à l’hamiltonien quantique dont la forme est celle d’un ensemble d’oscilla-
teurs harmoniques. Cela nous permet d’écrire les coordonnées et moments généralisés en
termes d’opérateurs de création et d’annihilation. Nous avons

Φ̂L(R)(x, t) =

√
Z0

4π

∫ ∞

0

dω√
ω

(
âL(R),ωe

−i(±kx+ωt) +H.c.
)
, (5.9)

Q̂L(R)(x, t) = −i
√
Z0

4π

∫ ∞

0

dω
√
ω
(
âL(R),ωe

−i(±kx+ωt) −H.c.
)
, (5.10)

avec Z0 =
√
L0/C0 l’impédance caractéristique du guide d’ondes etH.c. désignant l’her-

mitique conjugué. De plus, il découle de (5.8), (5.9) et (5.10) que les opérateurs de créa-
tion et d’annihilation satisfont à

[
âX,ω, â

†
X′,ω′

]
= δ(ω − ω′)δXX′ , (5.11)

où X,X ′ ∈ {R,L}. Nous pouvons maintenant imposer des conditions aux bords afin de
décrire au mieux le système physique d’un guide d’ondes 1D de taille finie. Pour cela,
regardons d’abord le cas d’un guide d’ondes semi-infini en imposant à une extrémité un
flux nul. Puisque le flux, par les équations (3.25) est défini par rapport au ground, un flux
nul correspond physiquement à relier à la terre l’extrémité (x = 0) du guide d’ondes (au-
trement dit Φ(0, t) = 0). Cette action équivaut à placer un miroir dans un espace ouvert.
Il a été montré [29] que si nous relions l’extrémité du guide d’ondes à un condensateur
ou à un SQUID cela revient à le relier à la terre. Dans le cas où nous utilisons un SQUID,
cela permet d’ajuster les fréquences permises dans le guide d’ondes de la même manière
que si nous déplacions le miroir à l’extrémité de l’espace libre.

Si nous introduisons une double condition aux bords en x = 0 et x = d tel que
Φ(0, t) = 0 = Φ(d, t), alors [29] les seuls modes permis sont ceux ayant une fréquence

ωj =
jπv

d
=

jπ

d
√
L0C0

, (5.12)
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où j ∈ N. Cela représente une collection discrète et infinie de modes propres, et par consé-
quent d’oscillateurs harmoniques. Nous pouvons donc réécrire l’hamiltonien de l’onde
qui se propage vers la droite/gauche dans le guide d’ondes sous la forme bien connue

Ĥwg(R/L)
=
∑

j

ωj

(
â†(R/L)j

â(R/L)j +
1

2

)
. (5.13)

Il s’agit également de la forme de l’hamiltonien du champ électromagnétique (c.f. an-
nexe A) avec â(R/L)j l’opérateur d’annihilation du mode j.

5.1.2 Hamiltonien d’un transmon couplé à une ligne de transmission
1D

Soit un atome à deux niveaux (qubit supraconducteur) que l’on couple à une ligne de
transmission 1D. Nous supposons pour l’instant un unique point de couplage. Le qubit
que nous allons utiliser est le transmon. Pour simplifier, nous allons considérer que le
champ qui parcourt le guide d’ondes est un champ monomode de fréquence ωr. La situa-
tion est représentée à la figure 5.1.

Pour décrire cette situation par un circuit électrique, procédons par étapes. Première-
ment, le champ se propage dans la cavité (conducteur central en bleu soumis à une tension
Vg). L’input et l’output sont représentés par les parties grises de la figure 5.1. Ce simple
système est représenté par un oscillateur LC relié à un conducteur borné par deux ca-
pacités correspondant physiquement aux espaces qui séparent la cavité de l’input et de
l’output. Le circuit électrique de cet oscillateur associé au conducteur central est repré-
senté à la figure 5.3a. Deuxièmement, nous savons qu’un transmon est représenté par un

LJ
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inductance L and capacitance C are chosen to match the mode fre-
quency ωr ¼ 1=

ffiffiffiffiffiffi
LC

p

I
 and the characteristic impedance, Zr ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
L=C

p

I
 

(Fig. 1b). In a quantized model, the Hamiltonian of this circuit takes 
the usual form for a harmonic oscillator

ĤLC ¼ ℏωrâyâ ð1Þ

The creation operator ây
I

 can be expressed as 
ây ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1=2ℏZr

p
Φ̂" iZrQ̂
" #

I
 where Φ̂

I
 is the flux threading the  

inductor and Q̂
I
 the charge on the capacitor with Φ̂; Q̂

! "
¼ iℏ

I
. 

The operator ây
I

 thus creates a quantized excitation of the oscilla-
tor’s charge and flux degrees freedom or, equivalently, of its elec-
tric and magnetic fields. In short, the action of ây

I
 is the creation 

of a photon of frequency �r localized in the LC circuit. It is worth 
noting that while the average voltage across the LC circuit van-
ishes in the vacuum state, its root-mean-square value is non-zero: 
Vzpf ¼ 0 V̂2

!! !!0
" #1=2¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ℏωr=2C

p

I
, where V̂ ¼ Q̂=C

I
. Typical cir-

cuit parameters result in a Vzpf ≈ 1 μV (ref. 12). Going back to the 
transmission-line resonator of Fig. 1a where the separation between 
the centre conductor and the ground plane is d ≈ 5 μm, this cor-
responds to a zero-point electric field as large as Ezpf = Vzpf/d ≈ 0.2 
V m−1 in this region of the circuit. These large quantum fluctua-
tions of the electric field result from the small mode volume of the 
resonator and are one of the reasons why light–matter coupling can 
be much larger in circuit QED than in cavity QED. Importantly, 
the lifetime of single microwave photons in these structures can be 
long, approaching 0.1 ms in coplanar resonators13–16 and 1 ms in 3D 
cavities of the type illustrated in Fig. 1c17.

The second crucial ingredient is the qubit. There are many types 
of superconducting qubits, and here we focus on the transmon, 
which is the simplest and most widely used18. As illustrated in Fig. 1, 
it consists of a capacitively shunted Josephson junction with capaci-
tance CS. The Josephson junction is a nonlinear and non-dissipative 
circuit element which, in the transmon, essentially plays the role of 
a nonlinear inductance causing the energy levels of the circuit to be 
non-uniformly distributed. This situation is well described at low 
energies by the Hamiltonian

ĤT ¼ ℏωqb̂yb̂þ ℏKb̂yb̂yb̂b̂ ð2Þ

In this expression, ℏωq ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
8ECEJ

p
" EC

I
 is the transition fre-

quency between the first two states of the transmon, with EC ≈ 
e2/2CS the charging energy, where e is the elementary charge and EJ 
the Josephson energy. The second term of ĤT

I
 is a Kerr nonlinearity 

with negative Kerr constant ℏK ¼ "EC=2
I

. In other words, the trans-
mon is a weakly nonlinear oscillator with negative anharmonicity 
2K/2π = −EC/h ≈ 200 MHz. Importantly, the above expressions are 
valid in the transmon limit, where the ratio EJ=EC ≳ 50

I
 is large. In 

practice, this ratio is achieved by using a very large shunting capac-
titance making the transmon a physically large circuit (Fig. 1a).

In contrast to the LC oscillator, the nonlinearity of the trans-
mon makes it possible to address its first two levels with minimal 
leakage to higher-energy states. In this case, the transmon reduces 
to an effective two-level system with states labelled 0j i; 1j if g

I
 and 

which can be used as a qubit for quantum information processing. 
To manipulate the qubit state, voltage pulses at the 0–1 transition 
frequency �q are sent to the transmon from a capacitively coupled 
microwave source (Fig. 1b). This coherent microwave drive is rep-
resented by an additional term in the transmon Hamiltonian of 
the form Ĥdrive ¼ ϵðtÞðb̂y þ b̂Þ

I
 (ref. 19). By precisely controlling the 

amplitude, phase and duration of the pulse ϵ tð Þ
I

, it is possible to pre-
pare arbitrary states of the transmon with gate fidelity as high as 
99.95% (ref. 20).

Owing to its simple design and long coherence time, the trans-
mon qubit is currently the most widely studied. It is, however, 
only one of several flavours of superconducting qubits. Other con-
temporary superconducting qubits include the flux qubit21 with 
a large shunting capacitance22, the fluxonium23 and the recently 
realized 0–π qubit24. The reader interested in learning more 
about the different types of superconducting qubits can consult  
recent reviews25,26.

Light–matter coupling in a circuit. Up to now, we have discussed 
the oscillator and the transmon qubit individually, but things get 
much more interesting when these two elements interact. Indeed, 
just as a microwave source can drive qubit transitions, the zero-
point voltage fluctuations Vzpf of the capacitively coupled oscillator 
can stimulate energy exchange between the qubit and the oscillator. 
To model this situation, the amplitude ϵ tð Þ

I
 proportional to a classi-

cal voltage in Ĥdrive
I

 is replaced by the LC oscillator’s voltage opera-
tor V̂

I
 leading to the qubit–oscillator interaction Hamiltonian

Ĥcoupling ¼ ℏgðây þ âÞðb̂y þ b̂Þ ð3Þ

where all the prefactors are packaged in the coupling constant g 
(refs. 7,18). Combining with ĤLC

I
 and ĤT

I
, this Hamiltonian takes a 

particularly simple form in the two-level approximation where 
b̂ ! σ̂!
I

, with σ̂!
I

 the Pauli lowering operator

ĤJC ¼ ℏωrâyâþ
ℏωq

2
σ̂z þ ℏg âyσ̂# þ âσ̂þ

! "
ð4Þ

In this Hamiltonian, we have also dropped rapidly oscillating 
terms from Ĥcoupling

I
 that, in the usual parameter range, only lead to 

a negligibly small frequencies shift27.
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Fig. 1 | Realizations of circuit QED. a, Schematic representation of  
a superconducting transmon qubit (green) coupled to a 1D transmission-
line resonator. The transmon is formed by two superconducting  
islands connected by a Josephson junction. With lateral dimensions  
(~300 μm) much smaller than that of the resonator (~1 cm), multiple 
transmons can be fabricated in the same resonator (not shown). The input 
and output ports of the resonator are shown in grey. The orange lines  
and arrows illustrate the electric field distribution for the resonator’s 
second mode. b, Lumped-element version where an LC circuit (blue)  
plays the role of the oscillator. The voltage source (grey) is used to control 
the quantum state of the transmon (green). c, Three-dimensional coaxial 
cavity with its electric field distribution (solid orange lines) and evanescent 
field (dashed orange lines). Panels adapted with permission from: a, ref. 7, 
APS; c, ref. 17, APS.
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FIGURE 5.4 – Transmon couplé à une ligne de transmission 1D. D’après [18]

CrLr

FIGURE 5.5 – Oscillateur couplé au conducteur centrale du la ligne de transmission

Cg

On sait qu’un transmon est représenté par un circuit élctrique tel que sur la figure 4.8.
Néanmoins on a vu au chapitre précédent que pour des valeurs EJ/EC suffisament grande,
les énergies propres du transmon n’était plus dépendantes de la valeur de ng produit par
la perturbation �V . On peut donc ne plus la considérer. De plus, lors de notre étude du
transmon, on a considéré une tension Vg continue classique ce qui avait une influence
"classique" sur l’opérateur n̂ à travers le terme ng. Comme notre tension Vg classique est
remplacé par un oscillateur quantique, le couplage du transmon et de cet oscillateur va
avoir une influence "quantique" par un modification de l’opérateur n̂ par un opérateur n̂r

.
du transmon est remplacé par notre oscillateur. Ce remplacement implique un chan-

gement important. En effet, Cg relie maintenant l’oscillateur LC et le transmon et de la
même manière que la

Ce système peut être représenté par le circuit électrique ??. On a un transmon couplé
à un oscillateur. Dès lors, par les équations (4.27), (3.22), (3.21) et avec la définition
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cuit parameters result in a Vzpf ≈ 1 μV (ref. 12). Going back to the 
transmission-line resonator of Fig. 1a where the separation between 
the centre conductor and the ground plane is d ≈ 5 μm, this cor-
responds to a zero-point electric field as large as Ezpf = Vzpf/d ≈ 0.2 
V m−1 in this region of the circuit. These large quantum fluctua-
tions of the electric field result from the small mode volume of the 
resonator and are one of the reasons why light–matter coupling can 
be much larger in circuit QED than in cavity QED. Importantly, 
the lifetime of single microwave photons in these structures can be 
long, approaching 0.1 ms in coplanar resonators13–16 and 1 ms in 3D 
cavities of the type illustrated in Fig. 1c17.

The second crucial ingredient is the qubit. There are many types 
of superconducting qubits, and here we focus on the transmon, 
which is the simplest and most widely used18. As illustrated in Fig. 1, 
it consists of a capacitively shunted Josephson junction with capaci-
tance CS. The Josephson junction is a nonlinear and non-dissipative 
circuit element which, in the transmon, essentially plays the role of 
a nonlinear inductance causing the energy levels of the circuit to be 
non-uniformly distributed. This situation is well described at low 
energies by the Hamiltonian

ĤT ¼ ℏωqb̂yb̂þ ℏKb̂yb̂yb̂b̂ ð2Þ

In this expression, ℏωq ¼
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 is the transition fre-

quency between the first two states of the transmon, with EC ≈ 
e2/2CS the charging energy, where e is the elementary charge and EJ 
the Josephson energy. The second term of ĤT

I
 is a Kerr nonlinearity 

with negative Kerr constant ℏK ¼ "EC=2
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. In other words, the trans-
mon is a weakly nonlinear oscillator with negative anharmonicity 
2K/2π = −EC/h ≈ 200 MHz. Importantly, the above expressions are 
valid in the transmon limit, where the ratio EJ=EC ≳ 50
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 is large. In 

practice, this ratio is achieved by using a very large shunting capac-
titance making the transmon a physically large circuit (Fig. 1a).

In contrast to the LC oscillator, the nonlinearity of the trans-
mon makes it possible to address its first two levels with minimal 
leakage to higher-energy states. In this case, the transmon reduces 
to an effective two-level system with states labelled 0j i; 1j if g
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 and 

which can be used as a qubit for quantum information processing. 
To manipulate the qubit state, voltage pulses at the 0–1 transition 
frequency �q are sent to the transmon from a capacitively coupled 
microwave source (Fig. 1b). This coherent microwave drive is rep-
resented by an additional term in the transmon Hamiltonian of 
the form Ĥdrive ¼ ϵðtÞðb̂y þ b̂Þ
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 (ref. 19). By precisely controlling the 

amplitude, phase and duration of the pulse ϵ tð Þ
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, it is possible to pre-
pare arbitrary states of the transmon with gate fidelity as high as 
99.95% (ref. 20).

Owing to its simple design and long coherence time, the trans-
mon qubit is currently the most widely studied. It is, however, 
only one of several flavours of superconducting qubits. Other con-
temporary superconducting qubits include the flux qubit21 with 
a large shunting capacitance22, the fluxonium23 and the recently 
realized 0–π qubit24. The reader interested in learning more 
about the different types of superconducting qubits can consult  
recent reviews25,26.

Light–matter coupling in a circuit. Up to now, we have discussed 
the oscillator and the transmon qubit individually, but things get 
much more interesting when these two elements interact. Indeed, 
just as a microwave source can drive qubit transitions, the zero-
point voltage fluctuations Vzpf of the capacitively coupled oscillator 
can stimulate energy exchange between the qubit and the oscillator. 
To model this situation, the amplitude ϵ tð Þ

I
 proportional to a classi-

cal voltage in Ĥdrive
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 is replaced by the LC oscillator’s voltage opera-
tor V̂

I
 leading to the qubit–oscillator interaction Hamiltonian

Ĥcoupling ¼ ℏgðây þ âÞðb̂y þ b̂Þ ð3Þ

where all the prefactors are packaged in the coupling constant g 
(refs. 7,18). Combining with ĤLC
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 and ĤT
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, this Hamiltonian takes a 

particularly simple form in the two-level approximation where 
b̂ ! σ̂!
I

, with σ̂!
I

 the Pauli lowering operator

ĤJC ¼ ℏωrâyâþ
ℏωq
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In this Hamiltonian, we have also dropped rapidly oscillating 
terms from Ĥcoupling

I
 that, in the usual parameter range, only lead to 

a negligibly small frequencies shift27.
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Fig. 1 | Realizations of circuit QED. a, Schematic representation of  
a superconducting transmon qubit (green) coupled to a 1D transmission-
line resonator. The transmon is formed by two superconducting  
islands connected by a Josephson junction. With lateral dimensions  
(~300 μm) much smaller than that of the resonator (~1 cm), multiple 
transmons can be fabricated in the same resonator (not shown). The input 
and output ports of the resonator are shown in grey. The orange lines  
and arrows illustrate the electric field distribution for the resonator’s 
second mode. b, Lumped-element version where an LC circuit (blue)  
plays the role of the oscillator. The voltage source (grey) is used to control 
the quantum state of the transmon (green). c, Three-dimensional coaxial 
cavity with its electric field distribution (solid orange lines) and evanescent 
field (dashed orange lines). Panels adapted with permission from: a, ref. 7, 
APS; c, ref. 17, APS.
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FIGURE 5.5 – Oscillateur couplé au conducteur centrale du la ligne de transmission

Cg

On sait qu’un transmon est représenté par un circuit élctrique tel que sur la figure 4.8.
Néanmoins on a vu au chapitre précédent que pour des valeurs EJ/EC suffisament grande,
les énergies propres du transmon n’était plus dépendantes de la valeur de ng produit par
la perturbation �V . On peut donc ne plus la considérer. De plus, lors de notre étude du
transmon, on a considéré une tension Vg continue classique ce qui avait une influence
"classique" sur l’opérateur n̂ à travers le terme ng. Comme notre tension Vg classique est
remplacé par un oscillateur quantique, le couplage du transmon et de cet oscillateur va
avoir une influence "quantique" par un modification de l’opérateur n̂ par un opérateur n̂r
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du transmon est remplacé par notre oscillateur. Ce remplacement implique un chan-

gement important. En effet, Cg relie maintenant l’oscillateur LC et le transmon et de la
même manière que la

Ce système peut être représenté par le circuit électrique ??. On a un transmon couplé
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cuit parameters result in a Vzpf ≈ 1 μV (ref. 12). Going back to the 
transmission-line resonator of Fig. 1a where the separation between 
the centre conductor and the ground plane is d ≈ 5 μm, this cor-
responds to a zero-point electric field as large as Ezpf = Vzpf/d ≈ 0.2 
V m−1 in this region of the circuit. These large quantum fluctua-
tions of the electric field result from the small mode volume of the 
resonator and are one of the reasons why light–matter coupling can 
be much larger in circuit QED than in cavity QED. Importantly, 
the lifetime of single microwave photons in these structures can be 
long, approaching 0.1 ms in coplanar resonators13–16 and 1 ms in 3D 
cavities of the type illustrated in Fig. 1c17.

The second crucial ingredient is the qubit. There are many types 
of superconducting qubits, and here we focus on the transmon, 
which is the simplest and most widely used18. As illustrated in Fig. 1, 
it consists of a capacitively shunted Josephson junction with capaci-
tance CS. The Josephson junction is a nonlinear and non-dissipative 
circuit element which, in the transmon, essentially plays the role of 
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leakage to higher-energy states. In this case, the transmon reduces 
to an effective two-level system with states labelled 0j i; 1j if g

I
 and 

which can be used as a qubit for quantum information processing. 
To manipulate the qubit state, voltage pulses at the 0–1 transition 
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about the different types of superconducting qubits can consult  
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the oscillator and the transmon qubit individually, but things get 
much more interesting when these two elements interact. Indeed, 
just as a microwave source can drive qubit transitions, the zero-
point voltage fluctuations Vzpf of the capacitively coupled oscillator 
can stimulate energy exchange between the qubit and the oscillator. 
To model this situation, the amplitude ϵ tð Þ
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In this Hamiltonian, we have also dropped rapidly oscillating 
terms from Ĥcoupling

I
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a negligibly small frequencies shift27.
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Fig. 1 | Realizations of circuit QED. a, Schematic representation of  
a superconducting transmon qubit (green) coupled to a 1D transmission-
line resonator. The transmon is formed by two superconducting  
islands connected by a Josephson junction. With lateral dimensions  
(~300 μm) much smaller than that of the resonator (~1 cm), multiple 
transmons can be fabricated in the same resonator (not shown). The input 
and output ports of the resonator are shown in grey. The orange lines  
and arrows illustrate the electric field distribution for the resonator’s 
second mode. b, Lumped-element version where an LC circuit (blue)  
plays the role of the oscillator. The voltage source (grey) is used to control 
the quantum state of the transmon (green). c, Three-dimensional coaxial 
cavity with its electric field distribution (solid orange lines) and evanescent 
field (dashed orange lines). Panels adapted with permission from: a, ref. 7, 
APS; c, ref. 17, APS.

REVIEW ARTICLE | FOCUS NATURE PHYSICS

NATURE PHYSICS | www.nature.com/naturephysics

FIGURE 5.4 – Transmon couplé à une ligne de transmission 1D
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5.2.2 Atome géant à deux niveaux couplé à une ligne de transmission
1D

2

Figure 1. A sketch of the system under consideration. A multilevel atom with energy levels |0�, |1�, |2�, . . . couples at the points
x1, . . . , xN to a bosonic field with right- and left-travelling modes. The distance between the coupling points can for example
be on the order of wavelengths � = 2�v/�1,0, where �1,0 is the first transition frequency of the atom and v is the velocity of
the bosonic modes.

to the quantum world would be an interesting general-
ization of the spin boson model [45, 46]. While there
have been papers investigating the e�ect of a few partic-
ular frequency-dependent couplings between atom and
field [47–50], there has, as far as we know, not been any
previous study showing how couplings with arbitrary fre-
quency dependencies can be realized in quantum optics.
We note, however, that a precursor of these interference
e�ects can be seen in studies of an atom placed in front
of a mirror [51–56], which lets the atom interact twice
with the field.

Frequency-dependent couplings could be useful in a
number of ways. Essentially, the applications are all
based on changing the ratio between coupling strengths
for transitions at di�erent frequencies. For example, by
changing the transition frequency of a qubit we could
tune it from interacting strongly with the field to a fre-
quency where the interaction is zero, thus protecting it
from the environment. One can also imagine placing two
transitions at very di�erent coupling strengths to facili-
tate a population inversion needed for lasing [57], or am-
plifying multi-photon processes by tuning the frequencies
of lower order processes to interaction minima.

This article is organized as follows. In Sec. II, we de-
scribe the system. We sketch a derivation of the e�ec-
tive master equation for the atom, considering both the
situation of an open transmission line and that of the
atom being placed close to a mirror. Then, in Sec. III,
we investigate the frequency dependence of the coupling
strength between the atom and the environment and of
the Lamb shift of the atom. We show that by con-

trolling the coupling strength at each connection point
and the distance between connection points, a wide va-
riety of frequency dependencies can be designed for the
total coupling. Some possible applications of such de-
signed frequency-dependent couplings are then discussed
in Sec. IV. The applications include tunable coupling,
single-atom lasing and various two-tone experiments. In
Sec. V, we discuss possible experimental realizations of
our system. In Sec. VI, finally, we conclude and give an
outlook for future work.

The calculations referred to in Sec. II are presented
in detail in the appendices. In Appendix A, we do the
standard master equation derivation by tracing out the
environment. Then, in Appendix B, we use the equiva-
lent (S,L,H) formalism for cascaded quantum systems to
redo the calculations in a di�erent way, and also to han-
dle the case of the giant artificial atom placed in front of
a mirror.

II. GIANT ATOM

A. Hamiltonian

The system we consider is sketched in Fig. 1. A multi-
level atom is connected at N points to right- and left-
moving modes of a bosonic field obeying the massless
Klein-Gordon equation. The Hamiltonian of the system
is given by

H = HA +HF +HI , (1)

FIGURE 5.5 – Représentation d’un atome géant à plusieurs niveaux couplé à un guide d’ondes
1D dans lequel se propage un champ dans les deux sens. La position d’un point de couplage est
déterminée par xk, k 2 {1, N} et séparé d’une distance ⇠ � = 2⇡v/!1,0 où v est la vitesse de
l’onde qui se propage dans le guide d’ondes, !1,0 est l’énergie qui sépare les niveaux |1i et |0i.
D’après [15]

Soit un atome tel que représenté à la figure 5.5. On considère l’hamiltonien du système
comme une somme d’hamiltoniens de l’atome (Ĥa), du champ dans le guide d’ondes
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FIGURE 5.3 – Description électrique du système : a) oscillateur (orange) couplé à une ligne de
transmission 1D (bleu). b) Transmon. c) Transmon couplé à une ligne de transmission 1D et à un
oscillateur.
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circuit électrique tel qu’illustré sur la figure 4.8. Le circuit qui décrit la figure 5.1 est donc
la juxtaposition des circuits des figures 5.3a et 5.3b, ce qui donne le circuit final de la
figure 5.3c.

Pour obtenir l’hamiltonien de ce circuit, nous allons procéder comme au chapitre 3
en commençant par établir le Langrangien à partir des flux de branches φr et φJ comme
indiqués sur la figure 5.4. Sur ce circuit nous avons quatre noeuds : a, g, r et J où les flux
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FIGURE 5.4 – Schéma de la figure 5.3c avec les flux de branches φJ , φa, φg et φr.

associés sont respectivement φa, φg, φr et φJ (et par convention φg = 0). Pour chaque
branche nous avons

Φag = φg − φa =

∫
Vgdt→ φa = −

∫
Vgdt (5.14)

Φra = φa − φr = −φr −
∫
Vgdt (5.15)

Φgr = φr − φg = φr (5.16)
ΦgJ = φJ − φg = φJ (5.17)
ΦJr = φr − φJ (5.18)

À partir du tableau 3.1, nous trouvons facilement le lagrangien

L =
Cin
2

(
φ̇r + Vg

)2

+
Cr
2
φ̇2
r +

Cg
2

(
φ̇r − φ̇J

)2

+
CB
2
φ̇2
J −

1

2Lr
φ2
r (5.19)

+ EJ cos

(
2π

Φ0

φJ

)
, (5.20)

où, pour simplifier les calculs, les capacités Cb et CJ ont été absorbés dans la capacité
équivalente CB. Les moments conjugués pr et pJ sont obtenus en appliquant la défini-
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tion (3.12) sur le lagrangien. Nous avons

pr ≡
∂L

∂φ̇r
= [Cin + Cr + Cg] φ̇r − Cgφ̇J + CinVg, (5.21)

pJ ≡
∂L

∂φ̇J
= −Cgφ̇r + (Cg + CB) φ̇J . (5.22)

L’hamitonien s’obtient par une transformation de Legendre (équation (3.11)) et au prix de
nombreux développements algébriques nous obtenons

H (pr, φr, pJ , φJ) =
Cr + Cg + Cin

2C2
∗

p2
J − EJ cos

(
2π

Φ0

φJ

)

+
CB + Cg

2C2
∗

p2
r +

φ2
r

2Lr

+
Cg
C2
∗
prpJ −

(CBCin + CgCin) prVg + CgCinpJVg
C2
∗

+
(CB + Cg)C

2
inV

2
g

2C2
∗

− 1

2
CinV

2
g , (5.23)

où
C2
∗ = CBCg + CBCin + CBCr + CgCin + CgCr. (5.24)

Si nous choisissons de fabriquer le système tel que Cr � Cg, CB, Cin et que nous défi-
nissons CΣ = CB + Cg, alors l’hamiltonien se réduit à

H ' p2
J

2CΣ

− EJ cos

(
2π

Φ0

φJ

)

+
p2
r

2Cr
+

φ2
r

2Lr

+
Cg
CrCΣ

prpJ −
Cin
Cr

prVg −
CgCin
CrCΣ

pJVg

+
C2
inV

2
g

2Cr
− 1

2
CinV

2
g . (5.25)

En utilisant les définitions (3.29), (3.30), la définition de EC dans l’hamiltonien (3.31) et
en définissant nr tel que

n =
pJ
2e
, ng =

CgCinVg
2Cre

, EC =
e2

2CΣ

, nr =
Cgpr
2eCr

, (5.26)

l’hamiltonien (5.25) peut prendre la forme

H '
[
4EC (n− ng)2 − EJ cos

(
2π

Φ0

φJ

)]
+

[
p2
r

2Cr
+

φ2
r

2Lr

]
+ 8ECnnr

− 8ECCΣCr
C2
g

nrng +

[
C2
inCΣCgVg − CΣ − CgVg

CgVg

]
4ECn

2
g. (5.27)
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Cependant, puisque le qubit considéré est celui du transmon, par les résultats du chapitre
4, nous savons que la valeur de ng n’a pas d’influence sur les énergies propres. Nous
pouvons donc le poser nul et nous avons

H '
[
p2
r

2Cr
+

φ2
r

2Lr

]
+

[
4ECn

2 − EJ cos

(
2π

Φ0

φJ

)]
+ 8ECnnr. (5.28)

Si nous passons à l’hamiltonien quantique à partir des relations (4.5), en imposant (4.7),
et de la même manière si nous définissons

pr =
2eCr
Cg

nr → p̂r =
2eCr
Cg

n̂r, φr → φ̂r, (5.29)

tel que [
eiφ̂r , n̂r

]
= eiφ̂r , (5.30)

nous obtenons

Ĥ '
[
p̂2
r

2Cr
+

φ̂2
J

2Lr

]
+
[
4EC n̂

2 − EJ cos φ̂
]

+ 8EC n̂n̂r. (5.31)

Finalement, si nous posons

p̂r =i
1

2Zr
(â† − â) (5.32)

φ̂r =
Zr
2

(â† + â), (5.33)

où Zr =
√

Lr
Cr

, et avec â† et â respectivement les opérateurs de création et d’annihilation
de photon produit par l’oscillateur, associé aux équations (4.24) et (4.25), nous avons

Ĥ ' ωrâ
†â+

[
ω01b̂

†b̂− EC
2
b̂†b̂†b̂b̂− g

(
â† − â

) (
b̂† − b̂

)]
, (5.34)

où ω01 =
√

8ECEJ − EC et g = eCg
CΣCrZr

(
EJ

32Ec

)1/4

la constante de couplage. L’ha-
miltonien de ce système est donc la somme de l’hamiltonien de l’oscillateur LC (équa-
tion (3.23)) et de l’hamiltonien du transmon (équation (4.26)) avec l’ajout du terme de
couplage entre l’oscillateur et le transmon. Par le chapitre 4, nous savons que le transmon
est un oscillateur avec une légère anharmonicité ce qui permet de choisir de travailler avec
uniquement deux niveaux. Dans ce cas, le terme ∝ b̂†b̂†b̂b̂ est nul et les opérateurs b̂† et b̂
prennent respectivement la forme des opérateurs bien connus σ̂+ et σ̂− (c’est l’approxi-
mation TLS : two level state). Nous avons

Ĥ = ωrâ
†â+

ωa
2
σ̂z + g

(
â+ â†

)
(σ̂− + σ̂+) . (5.35)

Nous pourrions encore aller plus loin, si nous utilisons de nouveau l’approximation RWA
déjà utilisée pour obtenir l’hamiltonien du transmon (4.26). Dans ce cas, nous obtenons
l’hamiltonien bien connu du modèle de Jaynes-Cummings décrivant l’interaction entre la
lumière et la matière.

ĤJC = ωrâ
†â+

ωa
2
σ̂z + g

(
â†σ̂− + âσ̂+

)
. (5.36)
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5.2 Équation maitresse
Lorsqu’on est face à un problème en lien avec la dynamique d’un système quantique

ouvert, il est nécessaire de décrire l’état du système par un opérateur densité, dont l’évolu-
tion est régie par une équation maitresse. Pour illustrer cela, nous allons reprendre l’hamil-
tonien (5.35) mais en considérant l’ensemble des modes du champ pour être plus général.
Nous avons donc

Ĥ = Ĥa + Ĥwg + ĤI , (5.37)

où

Ĥa =
ωa
2
σ̂z, (5.38)

Ĥwg =
∑

j

ωj â
†
j âj, (5.39)

ĤI =
∑

j

gj

(
âj + â†j

)
(σ̂− + σ̂+) . (5.40)

Pour simplifier les calculs, nous passons en schéma d’interaction (voir annexe B) en ef-
fectuant la transformation unitaire

Û(t) ≡ ei(Ĥa+Ĥwg)t. (5.41)

Pour cette transformation unitaire, nous avons

i
˙̂
U(t)Û †(t) =i

{[
i(Ĥa + Ĥwg)

]
ei(Ĥa+Ĥwg)te−i(Ĥa+Ĥwg)t

}
(5.42)

=− ωa
2
σ̂z −

∑

j

ωj â
†
j âj. (5.43)

Puisque les deux premiers termes de l’hamiltonien (5.37) commutent avec Û(t) et par le
lemme de Baker-Hausdorff (annexe B), nous pouvons ne regarder que le troisième terme.
Pour l’opérateur σ̂−, nous avons

Û(t)σ̂−Û
†(t) =σ̂− + i

ωa
2
t[σ̂z, σ̂−] +

a

2!

(
i
ωa
2
t
)

[σ̂z, [σ̂z, σ̂−]] + ... (5.44)

=σ̂−

(
1− iωat+

1

2!
(−iωat)2 + ...

)
(5.45)

=σ̂−e
−iωat. (5.46)

En procédant de la même manière pour les autres opérateurs de (5.40), nous avons

Û(t)σ̂+Û
†(t) =

(
Û(t)σ̂−Û

†(t)
)†

= σ̂+e
iωat, (5.47)

et

Û(t)âjÛ
†(t) =âje

−iωjt, (5.48)

Û(t)â†jÛ
†(t) =â†je

iωjt. (5.49)
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Au final, en schéma d’interaction (indiqué par un ∼ ), l’hamiltonien est

˜̂
H(t) =

∑

j

gj
(
σ̂−e

−iωat + σ̂+e
iωat
) (
âje
−iωjt + â†je

iωjt
)
. (5.50)

Le système total (atome + champs) est un système isolé et dès lors si nous introdui-
sons l’opérateur densité du système total ρ̂tot, son évolution est donnée par l’équation de
Liouville-von Neumann [33] (en posant ~ = 1)

˙̂ρtot = −i[Ĥ, ρ̂tot]. (5.51)

En schéma d’interaction, elle devient

˙̂̃ρtot(t) = −i
[

˜̂
H(t), ˜̂ρtot(t)

]
. (5.52)

En intégrant cette dernière équation, nous obtenons

˜̂ρtot(t) = ˜̂ρtot(0)− i
∫ t

0

dτ
[

˜̂
H(τ), ˜̂ρtot(τ)

]
. (5.53)

Puisque l’opérateur densité de l’atome ρ̂ s’obtient par l’opération de trace partielle sur
l’environnement de l’opérateur densité du système global, toujours en schéma d’interac-
tion et en insérant (5.53) dans (5.52), nous obtenons

˙̂̃ρ(t) = Trchamp

(
−i
[

˜̂
H, ˜̂ρtot(0)

]
−
∫ t

0

dτ
[

˜̂
H(t),

[
˜̂
H(τ), ˜̂ρtot

]])
. (5.54)

À ce stade, les développements qui ont mené à l’équation (5.54) étaient exacts, mais pour
aller plus loin il est nécessaire de faire quelques approximations. Premièrement, l’ap-
proximation de Born, qui consiste à considérer la constante de couplage gj comme faible
et l’environnement grand par rapport au système (l’atome). Autrement dit, la matrice
densité de l’environnement ρ̂champ ne change presque pas lorsqu’on considère l’interaction
avec l’atome et sera donc considérée comme indépendante du temps. De plus, nous consi-
dérons qu’initialement, l’atome et le champ sont dans des états séparables (autrement dit
ρ̂tot(t) ≈ ρ̂(t)⊗ ρ̂champ). La seconde approximation est l’approximation de Markov, c.-à-d.
l’interaction entre l’atome et le champ en un temps t′ n’affectera pas l’interaction en un
temps t ultérieur. Mathématiquement, cela nous autorise à remplacer ρ̂(τ) par ρ̂(t) [34].
Dès lors, l’équation (5.54) se réduit à

˙̂̃ρ = −
∫ t

0

dτ Trchamp

([
˜̂
H(t),

[
˜̂
H(τ), ˜̂ρ(t)⊗ ˜̂ρchamp

]])
. (5.55)

Pour alléger la suite des calculs, nous introduisons les opérateurs

ŝ(t) ≡σ̂−e−iωat, (5.56)

â(t) ≡
∑

j

gj âje
−iωjt. (5.57)

L’hamiltonien (5.50) prend alors la forme

˜̂
H(t) =

(
â(t) + â†(t)

) (
ŝ(t) + ŝ†(t)

)
. (5.58)
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Si nous développons le commutateur de l’équation (5.55), nous obtenons 16 termes, cha-
cun d’eux contenant un produit des opérateurs â(t), â†(t), ŝ(t), ŝ†(t), ˜̂ρ(t) et ˜̂ρchamp. L’opé-
ration de trace n’agit que sur les opérateurs â(t), â†(t) et ˜̂ρchamp. En utilisant la propriété
d’invariance de la trace par permutation cyclique

Trchamp[â
†(τ)˜̂ρchampâ(t)] = Trchamp[â(t)â†(τ)˜̂ρchamp] =

〈
â(t)â†(τ)

〉
, (5.59)

où

〈
â(t)â†(τ)

〉
=

〈∑

j

gj âje
−iωjt

∑

k

gkâ
†
ke
iωkτ

〉

=
∑

j,k

gjgke
(iωkτ−ωjt)δj,k

=
∑

j

g2
j e
−iωj(t−τ), (5.60)

avec l’hypothèse que
〈
â†j âj

〉
= 0 ∀j (car T � 1) [34]. Avec ces considérations nous

obtenons, en utilisant la RWA,

˙̂̃ρ(t) =−
∫ t

0

dτ
∑

j

g2
j

[
e−iωj(t−τ)

(
ŝ(t)ŝ†(τ)˜̂ρ(t) + ŝ†(t)ŝ(τ)˜̂ρ(t)

)

− eiωj(t−τ)
(
ŝ(t)˜̂ρ(t)ŝ†(τ) + ŝ†(t)˜̂ρ(t)ŝ(τ)

)

− e−iωj(t−τ)
(
ŝ(τ)˜̂ρ(t)ŝ†(t) + ŝ†(τ)˜̂ρ(t)ŝ(t)

)

+ eiωj(t−τ)
(

˜̂ρ(t)ŝ(τ)ŝ†(t) + ˜̂ρ(t)ŝ†(τ)ŝ(t)
)]
. (5.61)

Si nous avions fait la RWA dès le début dans l’hamiltonien (5.50), à ce stade il manquerait
des termes. Cela n’aurait pas affecté le taux de relaxation, mais la valeur du lamb shift.
La suite du calcul consiste à passer d’une somme discrète de mode à une intégrale en
utilisant la densité d’état J(ω). Un changement de variable t′ = t− τ et un remplacement
des opérateurs ŝ(t) et ŝ(t)† nous permet d’obtenir

˙̂̃ρ(t) =

∫ ∞

0

dωJ(ω)g2(ω)

∫ ∞

0

dt′
[
e−i(−ω+ωa)t′

(
σ̂− ˜̂ρ(t)σ̂+ − ˜̂ρ(t)σ̂+σ̂−

)

+ e−i(−ω−ωa)t′
(
σ̂+

˜̂ρ(t)σ̂− − ˜̂ρ(t)σ̂−σ̂+

)

+ e−i(ω+ωa)t′
(
σ̂+

˜̂ρ(t)σ̂− − σ̂−σ̂+
˜̂ρ(t)
)

+e−i(ω−ωa)t′
(
σ̂− ˜̂ρ(t)σ̂+ − σ̂+σ̂− ˜̂ρ(t)

)]
. (5.62)

Nous utilisons ensuite l’identité
∫ ∞

0

dte−iωt = πδ(ω)− iP
(

1

ω

)
, (5.63)

P noté parfois pv est la valeur principale de Cauchy. La notation

D [X] ρ̂ = Xρ̂X† − 1

2
X†Xρ̂− 1

2
ρ̂X†X, (5.64)
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et les identités

σ̂+σ̂− =
1̂ + σ̂z

2
, (5.65)

σ̂−σ̂+ =
1̂− σ̂z

2
, (5.66)

pour obtenir

˙̂̃ρ(t) =2πJ(ωa)g
2(ωa)D [σ̂−] ˜̂ρ(t)

− i
[
σ̂z
2
, ˜̂ρ(t)

]
P

∫ ∞

0

dωJ(ω)g2(ω)

(
1

ω + ωa
− 1

ω − ωa

)
. (5.67)

En sortant du schéma d’interaction, nous obtenons finalement

˙̂ρ(t) = −i
[

1

2
(ωa + ∆a)σ̂z, ρ̂(t)

]
+ ΓD [σ̂−] ρ̂(t), (5.68)

où
Γ = 2πJ(ωa)g

2(ωa), (5.69)

est le taux de relaxation de l’atome et

∆a = P

∫ ∞

0

dωJ(ω)g2(ω)

(
1

ω + ωa
− 1

ω − ωa

)
. (5.70)

est le lamb shift. Comme nous le verrons au chapitre suivant, lorsqu’on utilise des atomes
avec plusieurs points de couplage (en se servant par exemple de transmon couplé à des
ondes acoustiques de surfaces), cela a une conséquence sur la valeur du lamb shift et du
taux de relaxation.



Chapitre 6

Atomes artificiels géants

Comme on l’a vu au chapitre précédent, il est possible de coupler un transmon à une
ligne de transmission 1D. Dans ce chapitre nous introduisons un nouveau type d’atome
dans le cadre d’un couplage entre une onde acoustique de surface (SAW) avec un qubit.
Pour comprendre un atome géant, il nous faut poser des notions de base. En effet, l’hamil-
tonien d’un atome géant comprend un terme qui va dépendre de la position des différents
points de couplages. Ce terme est lié à un facteur de déploiement dans la théorie relative
au IDT couplé à des SAWs. Dans un premier temps, nous nous intéressons à la notion de
SAW se propageant sur un matériau piézoélectrique et discutons ensuite brièvement de ce
qu’est un IDT (interdigital transducer). Une fois ces notions en place nous pouvons les
assembler pour entamer une description d’abord semi-classique, ensuite quantique, des
atomes géants.

6.1 Notions préliminaires

6.1.1 Théorie classique des SAWs
Les SAWs sont des ondes acoustiques qui se propagent à la surface d’un matériau qui,

dans notre cas, sera piézoélectrique. Elles ont été découvertes pas Lord Rayleigh en 1885
et sont actuellement largement utilisées dans les téléphones, les télévisions ... [35]

La piézoélectricité est le phénomène qui relie une contrainte mécanique à la pro-
duction d’un champ électrique dans un matériau et inversement. Dans un matériau, les
contraintes et la déformation sont reliées par l’élasticité. Si nous exerçons une force ~F
sur un matériau, les particules qui composent le matériau vont subir un déplacement ~u.
Pour rendre compte de cela, nous utilisons généralement le tenseur de pression T dont les
composantes sont définies par

Tij =
Fi
Aj
, i, j = x, y, z, (6.1)

avec Fi la force dans la direction ~ei et Aj la surface perpendiculaire à la direction ~ej . Le
déplacement des particules est quant à lui défini par le tenseur de contraintes S dont les
composantes sont

Six =
∂ui
∂x

, Siy =
∂ui
∂y

, Siz =
∂ui
∂z

i = x, y, z, (6.2)

52
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et qui mesure le changement relatif de longueur dans une direction i. Ces deux tenseurs
sont reliés entre eux par le coefficient de raideur Ckl

ij tel que

Tij = Ckl
ij Skl, (6.3)

où nous avons utilisé la convention d’Einstein sur les symboles sommatoires. Les deux
tenseurs T et S sont symétriques tels que

Sij =Sji et Tij =Tji. (6.4)

Dès lors, nous pouvons placer les termes indépendants de chacun de ces deux tenseurs
dans deux vecteurs ~T et ~S de dimension 6 tel que

~T ≡(Txx, Tyy, Tzz, Tyz, Tzx, Txy), (6.5)
~S ≡(Sxx, Syy, Szz, Syz + Szy, Sxz + Szx, Sxy + Syx), (6.6)

et reliés par
~T = c~S, (6.7)

où c est la matrice 6×6 de raideur. Pour un matériau diélectrique, le champ électrique ~E et
le déplacement diélectrique ~D sont reliés par la relation (1.5) où la relation de constitution
est la matrice de permittivité ε et nous avons

~D = ε ~E. (6.8)

Si dans la plupart des matériaux, les relations (6.7) et (6.8) sont indépendantes. Ce n’est
pas le cas dans un matériau piézoélectrique. En effet, dans un tel matériau, nous avons

~T =c~S − eT ~E, (6.9)
~D =e~S + ε ~E, (6.10)

où e est une matrice 3 × 6 connue sous le nom de constante piézoélectrique et où eT est
la transposée de e. Au chapitre précédent, nous avons considéré une onde se propageant
dans une ligne de transmission 1D. Cette situation est équivalente au cas particulier où
une onde de compression se déplace suivant la direction ~ex d’un matériau (autrement dit,
exx = e11 6= 0). Dans ce cas les éléments non nuls des équations (6.9) et (6.10) sont

T1 = c11S1 − e11E1, (6.11)
D1 = e11S1 + ε11E1. (6.12)

Or, dans notre cas ~S = ∂x~u et la vitesse de déplacement des particules est donnée par ∂t~u.
À partir des équations (6.2) et (6.11) et en laissant tomber les indices, il vient que

∂S

∂t
=
∂v

∂x
=

1

c

∂T

∂t
+
e

c

∂E

∂t
, (6.13)

où v est la vitesse de déplacement suivant ~ex des particules. À partir de l’équation (6.11),
nous avons

S =
1

c
(T + eE) . (6.14)
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Injectée dans (6.12), il vient

E =
c

(e2 + ceε)

(
D − e

c
T
)
. (6.15)

Par (6.13), nous avons donc

∂v

∂x
=

1

c

∂T

∂t
+
e

c

[(
c

e2 + ceε

)(
∂D

∂t
− e

c

∂T

∂t

)]
(6.16)

=

[
1

c
− e

c
(
e+ cε

e

)
]
∂T

∂t
+

1(
e+ cε

e

) ∂D
∂t

(6.17)

=
1

c′
∂T

∂t
+

e

εc′
∂D

∂t
, (6.18)

où

c′ = c+
e2

ε
≡ c(1 +K2), (6.19)

avec K2 = e2/εc le coefficient de couplage piézoélectrique. On considère maintenant
l’approximation quasi électrostatique pour laquelle D est constante. Nous pouvons faire
cette approximation dans la mesure où le matériau ne présente pas de charges libres et
où le champ électrique provient uniquement d’une tension extérieure. Grâce à cela, et par
l’équation (6.1), l’équation (6.18) devient

∂v

∂x
=

1

c′A

∂F

∂t
. (6.20)

Si nous considérons maintenant l’effet d’une force appliquée suivant ~ex sur une des
faces d’un volume infinitésimal dxdydz de masse volumique ρm. La force qui s’exerce
sur la face avant est Tdydz et sur la face arrière, elle est (T + ∂T

∂x
dx)dydz. En utilisant la

seconde loi de Newton sur la force nette ∂T
∂x
dxdydz nous obtenons

∂T

∂x
dxdydz = ρmdxdydz

∂v

∂t
(6.21)

⇐⇒ ∂F

∂x
= ρmA

∂v

∂t
. (6.22)

En effectuant les identifications

V ↔ −F, I ↔ v, L0 ↔ ρmA, C0 ↔
1

c′A
, (6.23)

sur les équations (6.20) et (6.22) nous retrouvons les équations de la tension et du courant
dans une ligne de transmission (C.4) et (C.3) (voir annexe C).

∂V

∂x
=− L0

∂I

∂t
, (6.24)

∂I

∂x
=− C0

∂V

∂t
. (6.25)

Par cette analogie, nous avons bien une équivalence entre une onde qui se propage dans
une ligne de transmission 1D et une onde de compression qui se propage suivant ~ex dans
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un matériau piézoélectrique. Nous pouvons donc extraire la vitesse de propagation de
l’onde acoustique

v =
1√
L0C0

=
1√

ρmA
1
c′A

=

√
c′

ρm
. (6.26)

28 Artificial atoms and 1D waveguides

Figure 2.5: SAW propagation on a substrate. The particle motion includes both
compression in the x direction, which is the propagation direction of the SAW,
and shearing in the y direction.

we can thus extract the acoustic wave propagation velocity

vwave = 1Ô
L0C0

= 1Ò
flmA

1
cÕA

=
Û

cÕ

flm
. (2.52)

The example above was for an acoustic wave moving in the bulk of
a piezoelectric material. A surface acoustic wave is more complicated, as
shown in Fig. 2.5. If we let x be the propagation direction (the surface is
the xz plane), the SAW will include compressional motion in the x direction
and shearing in the y direction (this gives in total elliptical particle motion),
along with an electrostatic wave. Since we are interested in connecting to
electronics, it is convenient to make the electric potential at the surface, „,
our main variable. Given „, ux and uy will be fixed by material parameters.

The full SAW description involves permittivities and piezoelectric cou-
plings in several directions as well as an exponentially decaying part in the
y direction. With the reasonable approximations that the compressional
motion dominates and that the electrostatic part is described by the con-
stant potential „ in a shallow layer at the surface (zero elsewhere), it is
still possible to use a transmission line picture. The potential „ is then
equated to the voltage V in the transmission line and a transmission line
conductance Y0 is defined such that the total power carried by the SAW,
including both electrical and mechanical contributions, is

P = Y0 |„|2 . (2.53)

x
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Figure 2.4 Instantaneous displacements for Rayleigh-wave propagation in isotropic material.

FIGURE 6.1 – Propagation d’un SAW sur un substrat : à gauche, le substrat en 3D montrant une
compression suivant ~ex et un cisaillement suivant ~ey (adapté de [34]). À droite, une coupe longi-
tudinale du substrat montrant les déplacements des particules suivant des trajectoires elliptiques.
Adapté de [35].

La contrainte appliquée sur les particules du matériau s’effectue par l’application
d’une tension sur le piézoélectrique. La description ci-dessus a été faite pour le cas par-
ticulier d’une onde acoustique qui se déplace dans un matériau piézoélectrique suivant la
direction ~ex. En réalité, une onde acoustique de surface (SAW) est beaucoup plus délicate
à décrire. En effet, si nous gardons ~ex la direction de propagation de l’onde (la surface est
le plan Oxz), le SAW inclut également un déplacement de cisaillement dans la direction
~ey comme le montre la figure 6.1. Ces cisaillements et compressions impliquent des tra-
jectoires elliptiques des particules. Ces mouvements sont de moins en moins importants
au fur et à mesure que les particules sont logées profondément dans le substrat. D’où la
terminologie d’onde de surface. Nous considèrerons dès lors une onde qui se propage
dans un milieu au-dessus d’un substrat.

La description complète d’un SAW nécessiterait un mémoire à elle seule, nous nous
contenterons donc de considérer que les mouvements de compression suivants ~ex sont les
mouvements dominants, et nous négligerons la décroissance suivant ~ey. De plus, puisque
nous allons nous intéresser au couplage entre un SAW et de l’électronique, on définit φ,
une amplitude qui peut être interprétée comme le potentiel qui accompagne l’onde à la
surface du substrat [35]. Nous admettons aussi sans démonstration que ce potentiel φ est
l’équivalent de la tension V d’une ligne de transmission telle que la puissance totale (qui
regroupe la contribution mécanique et électrique) soit reliée à φ par une conductance Y0,
telle que

P = Y0|φ|2. (6.27)

La conductance dépendant de l’étendue du SAW sur une largeur W (étendue dans la
direction ~ez), on caractérise souvent un SAW par sa conductance relative y0 définie par

y0 ≡
λ

W
Y0 =

2πCsv0

K2
, (6.28)
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où v0 est la vitesse de propagation du SAW et Cs = ε0 + εp la constante diélectrique
effective tenant compte des permittivités du substrat εp et du milieu au-dessus du substrat
ε0.

6.1.2 Théorie classique d’un IDT
Pour pouvoir générer un SAW, on utilise un IDT (interdigital transducer), représenté

à la figure 6.2, qui va permettre de générer une tension sur le piézoélectrique. Un IDT
consiste en un ensemble de doigts métalliques périodiquement espacés formant un conden-
sateur de grande capacité comme celui utilisé pour le transmon. Cet IDT est placé sur la
surface d’un piézoélectrique et s’il est alimenté en courant alternatif, il peut induire une
contrainte électrique sur le matériau. Cette contrainte génère des vibrations de surface
qui se propagent sous forme de SAW. Un IDT peut donc être vu comme un objet à trois
ports : un électrique et deux acoustiques. La figure 6.2 montre les trois ports où le port
électrique (au-dessus) est lié à une tension et les deux ports acoustiques (droite et gauche)
permettent de générer (capter) une onde acoustique d’amplitude φout (φin) se propagant
vers la droite (gauche) symbolisée par le signe + (−). En effet, un IDT peut fonctionner
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9.3 Theory

9.3.1 Classical IDT Model

An IDT can be considered a three-port electrical device with two acoustic chan-
nels (rightward and leftward going waves are represented by + and − superscripts,
respectively), as shown in Fig. 9.1. Thus it can be described by a scattering matrix
equation: 


φ−
out

φ+
out
V−



 =




S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33








φ+
in

φ−
in

V+



 . (9.2)

Here, φ±
in/out represents the complex amplitude of an incoming (outgoing) SAWs on

the left (right) side of the IDT and V± represents the complex amplitude of the incom-
ing (outgoing) voltage wave on the IDT electrodes. Assuming reciprocity (a SAW
travelling through the device left to right is given by time reversing a SAW travel-
ing in the opposite direction) gives S12 = S21, S13 = S31, and S23 = S32 (receiving a
SAW is the time reversal of emitting a SAW). Assuming symmetry (the IDT looks
the same to a SAW regardless of whether the SAW travels to the right or to the left)
we have S13 = S23, S11 = S22, and S31 = S32. In some cases, one might also be able
to assume power conservation, in which case S would be unitary as well.

Using just symmetry and reciprocity leaves four independent terms in S: S11, S12,
S13, and S33. S33 is the electrical reflection coefficient for a drive tone arriving at
the IDT from the electrical transmission line S11 is the reflection of the SAW off
the IDT; it is a combination of the pure mechanical reflection and outgoing SAW
regenerated by the voltage induced by the incoming SAW. S12 is the transmission of
SAW through an IDT, which again has both a mechanical component and a voltage
regeneration component. S13 represents the electro-acoustic transduction and is thus
proportional to the transmitter response function µ, which will be discussed below.

Fig. 9.1 An illustration of
the three-port model for an
IDT, featuring one electrical
port and two acoustic ones.
The IDT shown here has a
single-finger structure φ+

in

φ−
in

V+ V−

φ−
out

φ+
outW
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FIGURE 6.2 – Représentation d’un IDT vu du dessus. Adapté de [36].

en transmission et/ou en réception et on caractérise respectivement ces deux fonctionne-
ments par des fonctions µ(ω) et g(ω) avec ω la fréquence angulaire de l’onde de surface
captée ou émise. Dès lors, s’il capte une onde d’amplitude φin, un courant

I = gφin, (6.29)

est généré dans l’IDT. Si une tension effective Vt = V + − V − (avec V + la tension d’ali-
mentation de l’IDT en émission et V − la tension reçue d’un SAW lorsque l’IDT est en
réception) est appliquée à l’IDT, il génère une onde acoustique d’amplitude φout telle que

φout = µVt. (6.30)

Nous définissons une impédance caractéristique de l’IDT ZIDT que nous pouvons relier à
l’admittance Y0 du SAW par la puissance moyenne portée par l’onde émise d’amplitude
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φ. Par l’équation (2.36), nous avons

ZIDT =
1

Y0

=
|φ|2
PSAW

. (6.31)

Enfin, les fonctions µ et g sont reliées entre elles [36] par la relation

g = 2µY0. (6.32)

6.2 Description semi-classique d’un atome géant

6.2.1 Ensemble IDT-piézoélectrique
Un IDT seul est simplement un condensateur de capacité CIDT avec une admit-

tance YIDT = 1/ZIDT = iωCIDT (c.f. équations (2.46) et (2.47)). La connexion de
l’IDT à un matériau piézoélectrique équivaut à ajouter dans le circuit une admittance
Ya(ω) = Ga,IDT (ω) + iBa,IDT (ω) telle que par (2.51), l’admittance totale de l’IDT soit
Ya,IDT = Ga,IDT (ω) + i(Ba,IDT (ω) + ωCIDT ). Les circuits d’un IDT couplé à un pié-
zoélectrique en émission (fig. 6.3a) et en réception (fig. 6.3b) sont représentés respective-
ment aux figures 6.3c et 6.3d.
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in µVt
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Fig. 9.2 Classical model for the IDT. a Layout of the IDT, with incoming and outgoing SAW
components shown. b Equivalent circuit, see text

The imaginary component of the acoustic admittance Ba is the Hilbert transform of
Ga due to causality. Thus specifyingµ and the capacitanceCt yields the entire electro-
acoustic behavior of the IDT. It can be shown that µ depends on the Fourier transform
of the surface charge density, though this is either a complicated algebraic formula for
regular (evenly spaced) transducers or must be evaluated numerically for nonregular
transducers. Likewise the capacitance relates to the surface charge induced by an
applied voltage, and is again a complicated algebraic formula for regular transducers,
for more complicated structures it needs to be evaluated numerically. In the particular
case of single-finger and double-finger electrodes with metallization ratio of 50 %,
the results are

µs f
0 = 1.6i∆v0/v0 ≈ 0.8i K 2, µd f

0 = 1.2i∆v0/v0 ≈ (0.8/
√

2)i K 2, (9.3)

Cs f
t = NpCSW, Cd f

t =
√

2NpCSW. (9.4)

Here, µs f/d f
0 is the response of one finger pair when all other fingers are grounded,

and Ct is the capacitance of an IDT with Np finger periods. Using superposition, this
allows separating out the response of a single finger (called an element factor) from
the effect of superimposing several fingers (the array factor) for regular transducers.
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Fig. 9.2 Classical model for the IDT. a Layout of the IDT, with incoming and outgoing SAW
components shown. b Equivalent circuit, see text

The imaginary component of the acoustic admittance Ba is the Hilbert transform of
Ga due to causality. Thus specifyingµ and the capacitanceCt yields the entire electro-
acoustic behavior of the IDT. It can be shown that µ depends on the Fourier transform
of the surface charge density, though this is either a complicated algebraic formula for
regular (evenly spaced) transducers or must be evaluated numerically for nonregular
transducers. Likewise the capacitance relates to the surface charge induced by an
applied voltage, and is again a complicated algebraic formula for regular transducers,
for more complicated structures it needs to be evaluated numerically. In the particular
case of single-finger and double-finger electrodes with metallization ratio of 50 %,
the results are

µs f
0 = 1.6i∆v0/v0 ≈ 0.8i K 2, µd f

0 = 1.2i∆v0/v0 ≈ (0.8/
√

2)i K 2, (9.3)

Cs f
t = NpCSW, Cd f

t =
√

2NpCSW. (9.4)

Here, µs f/d f
0 is the response of one finger pair when all other fingers are grounded,

and Ct is the capacitance of an IDT with Np finger periods. Using superposition, this
allows separating out the response of a single finger (called an element factor) from
the effect of superimposing several fingers (the array factor) for regular transducers.
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FIGURE 6.3 – IDT couplé à un piézoélectrique vu du dessus : (a) IDT émetteur d’onde d’amplitude
φ±em (en (c) le circuit correspondant). (b) IDT récepteur d’une onde d’amplitude φ+

in (en (d) le
circuit correspondant)
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Un IDT comme représenté à la figure 6.2, c.-à-d. un ensemble de doigts entrelacés a
le défaut d’impliquer des réflexions internes multiples. Ce type d’IDT est toujours [35]
bidirectionnel, car il envoie des ondes d’amplitudes égales dans les deux directions lors-
qu’une tension lui est appliquée. Pour un IDT en réception, lorsqu’un SAW est envoyé,
cela cause une tension dans l’IDT. Cette tension a pour effet d’envoyer un second SAW
(dans les deux directions). L’une de ces ondes se propage dans la direction opposée à
l’onde incidente, c’est ce que nous nommons l’onde réfléchie. L’onde qui est émise de
l’autre côté fait partie des pertes de ce type de dispositif. En fonction de l’espacement p
entre chaque doigt, cette onde réfléchie peut interagir avec l’onde incidente destructive-
ment ou constructivement. À ce phénomène s’ajoutent des réflexions entre chaque doigt.
En effet l’onde émise par un des doigts peut être réfléchie par le doigt voisin. Dans un
single-electrode ITD (figure 6.4a), si les doigts sont disposés tel que λ = 2p, les ondes
réfléchies interfèrent constructivement. Ce phénomène est encodé dans la valeur imagi-
naire Ba,IDT de l’admittance [34]. Pour éliminer ce phénomène, nous utilisons un double
electrode IDT (figure 6.4b) qui consiste à doubler chaque doigt de manière à ce que les
ondes interfèrent destructivement et annulent les réflexions de doigts adjacents. Dans ce
dernier IDT, chaque doigt est séparé du suivant de p = λ/4. Par la suite nous allons sup-
poser que nous travaillons soit avec un single electrode IDT parfait sans réflexion interne,
soit avec un double electrode IDT. Dans ces deux cas, nous avons Ba,IDT = 0. Lorsque1.3 Basic Properties of Interdigital Transducers 11

λ0

p p(a) (b)

λ0

Figure 1.7 Internal reflection of surface waves. (a) Single-electrode transducer (shown with
reduced-width electrodes) and (b) double-electrode transducer.

now λ0/4. At the center frequency, reflections from adjacent electrodes have
phases differing by 180◦, so that they cancel. In contrast, the original trans-
ducer of Fig. 1.7a is called a single-electrode transducer. Thus, double-electrode
transducers are non-reflective, while single-electrode transducers are generally
reflective. In a single-electrode transducer the electrode reflectivity not only
causes the transducer reflections, but it also causes substantial distortion of the
transducer frequency response. The distortion is a complex phenomenon which
is inconvenient to deal with, and it limits the performance obtainable. Conse-
quently, double-electrode transducers are often chosen, though the reduction of
electrode pitch from λ0/2 to λ0/4 limits the operating frequency.

When electrically matched, a reflective transducer with symmetrical geometry
gives a conversion loss of 3 dB and a reflection coefficient of –6 dB, as for a
non-reflective transducer, so the triple-transit problem remains (Appendix D).

If a reflective transducer is connected to a source or load with finite impedance,
we now have two reflection mechanisms: the load-dependent reflection and the
electrode reflectivity. These two mechanisms interact in a complex manner. It
is possible to design a non-symmetric transducer such that these mechanisms
cancel, so that there is no overall reflection even for a finite electrical load. Such
transducers are known as single-phase unidirectional transducers (SPUDTs),
and they are considered further in Section 1.7.3.

1.3.2 Non-reflective transducers: delta-function model

A basic theory for non-reflective transducers is the quasi-static method given
in Chapter 5, developed from some fundamentals in Chapter 3. This is a rather
complicated theory applicable to a wide variety of transducers. However, for

FIGURE 6.4 – Réflexion multiple dans un Single-Electrode IDT (a), et un Double-Electrode IDT
(b). D’après [35].

nous appliquons une tension VIDT sur un IDT parfait en émission, la puissance dissipée
dans l’admittance Ya,IDT = Ga,IDT est convertie en puissance portée par un SAW suivant
l’équation (6.27). Nous avons

PIDT =PSAW ⇐⇒ 1

2
|VIDT |2Ga,IDT = 2

1

2
|φ|2Y0. (6.33)

Par l’équation (6.30), nous avons

Ga,IDT = 2|µ|2Y0. (6.34)

Comme µ est toujours purement imaginaire [35], et par l’équation (6.32), nous avons

Ga,IDT = −µg. (6.35)

La valeur de µ dépend des caractéristiques de l’IDT. Elle peut être approximée par le
modèle de la "fonction" delta.
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6.2.2 Delta Function Model
Dans ce qui suit, nous considèrerons le cas d’un IDT uniforme et non réflectif en trans-

mission comme schématisé sur la figure 6.5. La propagation de SAW sera considérée sans
perte et sans diffraction. Les IDT seront également supposés avoir toutes leurs électrodes
de même largeur a et espacées de p. Le cas le plus fréquent [35] considère un rapport de
métallisation η ≡ a/p = 1/2. L’IDT sur la figure 6.5 est alimentée par une tension V et
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Figure 1.8 Surface-wave device using two uniform transducers.

limited types of transducer there are some simple results, and these are sum-
marized here without giving the theoretical background. Uniform transducers
are considered here, and they are assumed to be non-reflective, as in the case of
double-electrode transducers. Propagation conditions are assumed to be ideal,
ignoring propagation loss and diffraction. The results are closely related to the
delta-function model of Tancrell and Holland [20], which was one of the first
methods for analyzing transducers. Each transducer is assumed to have regular

electrodes, that is, the electrodes all have the same width a and pitch p. The
metallization ratio a/p is taken to be 1/2, a common value.

Figure 1.8 shows a two-transducer device, with uniform single-electrode trans-
ducers. The transducer on the right has an applied voltage V . It has M electrodes,
centered at x = x1, x2, . . . , xM . The x values are relative to the transducer port
shown as the broken line. This is just outside the transducer, but its pre-
cise location is not important. We consider the surface wave generated in the
−x-direction at frequency ω. Of course, there is also a wave generated to the
right, but this is not considered here.

A simple approach is just to regard each electrode as a source of surface waves
which travel through the transducer with phase velocity v and wavenumber
k = ω/v. The waves are assumed to be unaffected by any electrodes that they
pass under. To a good approximation they are non-dispersive, so that v is inde-
pendent of frequency. The amplitude of the wave due to electrode m has the
form exp[jk(x − xm)], where j ≡

√
−1. For the right transducer in Fig. 1.8 we

take the lower bus bar to be grounded and apply this formula to each live elec-
trode, adding the waves generated. Live electrodes are identified by defining a
polarity P̂m for electrode m, such that P̂m = 1 for a live electrode (connected
to the upper bus in the figure) and P̂m = 0 for a grounded electrode. Thus, the
wave generated by electrode m becomes φsm(x, ω) = VE(ω)P̂m exp[jk(x − xm)],
where the factor E(ω) allows for physical processes. The system is known to be

FIGURE 6.5 – IDT. D’après [35]

possède M électrodes centrées en xn, n ∈ {1,M} (la valeur x0 est positionnée en dehors
de l’IDT, mais sa position n’a pas d’importance pour ce qui suit). Nous supposons un
SAW généré dans la direction−x à une fréquence ω (nous ne tenons pas compte du SAW
généré dans la direction +x, mais il est bien présent). Chaque électrode est en réalité une
source de SAW qui se propage à travers l’IDT à vitesse v et de nombre d’onde k = ω/v.
Par hypothèse, nous n’avons supposé aucune interaction entre un SAW généré à une élec-
trode et les autres électrodes. Dans ce cas, l’onde est non-dispersive et son amplitude ne
dépend pas de ω. Le SAW se propage dans une direction et satisfait à l’équation d’onde
avec comme solution des ondes planes. L’amplitude de l’onde en x générée en xm est de
la forme

φsm(x, ω) = V E(ω)Pme
−ik(x−xm), (6.36)

où la dépendance en ω est logée dans un coefficient plus ou moins constant noté E(ω).
Dans un IDT, une partie du condensateur est relié à la terre. Le facteur Pm définit la po-
larité et vaut 0 si l’électrode est reliée directement à la terre et 1 sinon. Par exemple,
si nous relions l’ensemble des doigts inférieurs de l’IDT de la figure 6.5, alors PM=5

est la suite P5 = 0, 1, 0, 1, 0. Pour un double-electrode IDT, nous aurions eu PM =
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, .... Puisque le système est supposé linéaire, l’amplitude totale de
l’onde de sortie φs(x = 0, ω) est la somme de chaque contribution, telle que :

φs(0, ω) =
M∑

m=1

φsm(0, ω) = V E(ω)
M∑

m=1

Pme
−ikxm . (6.37)

La constante E(ω) représente la réponse d’une seule électrode et peut être reliée à un
facteur géométrique cg et au coefficient de couplage piézoélectrique K2 du matériau sur
lequel se propage le SAW tel que

E(ω) ≡ cgK
2. (6.38)



Description semi-classique d’un atome géant 60

Considérer E(ω) "constant", est équivalent à supposer que chaque électrode envoie une
onde à partir de son centre (xm) d’où le nom de ce modèle : delta function. Dans les cas
d’un single-electrode IDT parfait avec chaque électrode séparée de λ/2 et d’un double
electrode IDT avec des séparations de λ/4, nous pouvons trouver respectivement

Es(ω) ≈ 0.8K2, Ed(ω) ≈ 0.8√
2
K2. (6.39)

Or, par l’équation (6.30), nous avons

µ = iE(ω)|A(ω)|, (6.40)

où

A(ω) ≡
M∑

m=1

Pme
−iωxm/v, (6.41)

est le facteur de "déploiement" (Array factor) de l’IDT. Ce facteur sera très important dans
l’étude d’atomes géants. Considérons le cas d’un "single electrode IDT" où xm = m.p.
Dans ce cas, (6.41) devient une somme de Np = M/2 électrodes espacées de ∆x = 2p.
Nous avons donc

A(kp) =

Np∑

n=1

e−2iknp =
sin(Npkp)

sin(kp)
e−i(Np+1)kp, (6.42)

où la somme a été traitée comme une série géométrique. Cette dernière équation présente
une série de pics espacés de kp = nπ localisés à p = nλ/2 et de hauteur Np comme le
montre la figure 6.6. Le facteur de déploiement correspond à la réponse de l’IDT à une

� � � �
A

(k
p
)

A
(k

p
) m

a
x

� � � �
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FIGURE 6.6 – |A(kp)/A(kp)max| pour deux IDT possédant 4 et 12 paires de doigts. La largeur
du pic de résonance est plus faible pour des valeurs de Ng élevées.

tension oscillante de fréquence ω. L’émission de SAW (ou de phonon) sera maximal si
cette fréquence est proche de la fréquence de résonance de l’IDT ωIDT , autrement dit, kp
est proche de π (pour la réponse fondamentale n = 1). Par un changement de variable
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θ = kp − π, le dénominateur de l’équation (6.42) devient sin(kp) = − sin θ ' −θ, où
θ = π(ω − ωIDT )/ωIDT et ωIDT = πv/p. Dans ce cas, nous avons

|A(ω)| ' Np

∣∣∣∣
sin(Npθ)

Npθ

∣∣∣∣ . (6.43)

Pour un double electrode IDT, le facteur de déploiement prend la même forme à un facteur√
2 près. Dès lors, il est possible d’écrire µ pour ces deux types d’IDT tel que

µ = 0.8iK2Np
sin(X)

X
, (6.44)

où X = Npπ
ω−ωIDT
ωIDT

. Par les équations (6.28), (6.34) et (6.44), il vient que

Ga,IDT (ω) = G0

[
sin(X)

X

]2

, (6.45)

où G0 = 1.3K2N2
pωIDTWCs. Dans un cas non parfait, nous pouvons également trouver

l’expression de la partie imaginaire de l’admittance [36] telle que

Ba,IDT = G0

[
sin(2X)− 2X

2X2

]
. (6.46)

Ces fonctions sont représentées à la figure 6.7. Lorsque l’IDT en émission est alimenté à
sa fréquence de résonance (ω = ωIDT ), Ya,IDT = Ga,IDT est maximal. Comme l’admit-
tance correspond à la transformation d’une onde acoustique en un signal électrique, cette
transformation sera donc maximale lorsque la fréquence du phonon émis et la fréquence
de résonance de l’IDT coïncident.

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

IDT

-0.5

0.0

0.5

1.0 Ga/G0
Ba/G0

FIGURE 6.7 – Partie réelle Ga et imaginaire Ba de l’admittance
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6.2.3 Modèle d’interaction SAW-Qubit semiclassique
Maintenant que nous avons une théorie des SAWs, des IDTs, des qubits et des lignes

de transmissions, nous pouvons coupler l’ensemble dans un premier temps de manière
semiclassique. Nous avons vu qu’un SAW couplé à un IDT est équivalent à une onde qui
se propage dans une ligne de transmission et qui se couple en de multiples points de l’IDT.
Nous avons vu également qu’un IDT seul était équivalent à un condensateur de grande
capacité CIDT , modélisé par un ensemble de doigts imbriqués. Cette représentation est
également celle que nous avons faite du condensateur de grande capacité CB (la capacité
équivalente CB = Cb + CJ d’un transmon). Dès lors, en remplaçant CIDT par CB du
transmon, nous obtenons presque le modèle de couplage souhaité. Nous avons vu qu’un
IDT en réception est parcouru par un courant oscillant lorsqu’il est couplé à un SAW. Or
ce courant oscillant peut être modélisé par deux jonctions Josephson formant un SQUID
et contrôlées par un champ magnétique extérieur. En effet dans ce cas, le courant qui passe
à travers la jonction est donné par l’équation (4.1). Dès lors, nous pouvons modéliser un
transmon couplé à un SAW par la figure 6.8 (où nous avons considéré un SQUID à deux
jonctions Josephson identiques). Par l’équation (4.2), nous avonsANNEXE B. PROPRIÉTÉS ET SCHÉMA D’INTERACTION POUR DES
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FIGURE 6.8 – Schéma d’un transmon couplé à un SAW

LJ =
Φ0

2πI

1

cos(δ)
, (6.47)

où δ est la différence de phase au travers du SQUID. Cette différence de phase peut être
modifiée par le flux extérieur traversant le SQUID. Dès lors, si nous nous arrangeons pour
que le déphasage soit faible δ � 1 nous pouvons supprimer l’hanarmonicité et dans ce
cas, le circuit de la figure 6.8 peut être vu comme un circuit RLC en parallèle. Si nous ne
voulons considérer des transitions du transmon qu’entre les deux premiers niveaux, alors
il est nécessaire que la puissance acoustique de l’onde reçue par l’IDT et transférée au
Transmon ne puisse pas exciter des états supérieurs à |1〉. Cette approximation est donc
valable uniquement pour des SAWs de faible puissance. La fréquence de résonance de
l’IDT est fixée pas ses caractéristiques, nombre de doigts, espacements, etc... La fréquence
de résonance du transmon est quant à elle modifiable par la valeur de LJ contrôlable par
le flux à travers le SQUID. Si nous considérons de faibles puissances telles que l’énergie
d’un phonon n’est pas suffisante pour exciter le qubit à un niveau supérieur à |1〉, nous
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pouvons supposer que l’inductance du SQUID est linéaire au flux extérieur. Si nous nous
arrangeons pour que les deux fréquences de résonance coïncident, nous avons

LJ =
1

ω2
IDTCB

. (6.48)

Pour simplifier, nous supposons également Ya,IDT = Ga,IDT . Dans ce cas, le courant
généré par un SAW d’amplitude φ+

in produit une tension aux bornes de Ga,IDT tel que

V =
I

Ga,IDT

=
gφ+

in

Ga,IDT

. (6.49)

Cela permet à l’IDT d’émettre un SAW dans les deux directions telles que

φ±em = µV = µ
gφ+

in

Ga,IDT

= −φ+
in,

où nous avons utilisé l’équation (6.35). Dans le cas d’un SAW de faible puissance, la
transmission nette φ±out = φ+

in + φ±em est nulle vers la droite et vaut −φ+
in vers la gauche.

Autrement dit une réflexion totale. Dans ce modèle semi-classique, nous pouvons égale-
ment déterminer le taux de relaxation du qubit vers les phonons. Si nous supposons que la
fréquence de résonance ω1,0 est identique à la fréquence de résonance de l’IDT et sachant
que pour un circuit RLC en parallèle le coefficient d’amortissement ζ est

ζ =
1

2R

√
L

C
, (6.50)

on trouve [36],

Γ1→0 = ω1,0
Ga,IDT

2

√
LJ
CB

=
Ga,IDT

2CB
. (6.51)

Le coefficient d’amortissement permet de savoir à quelle vitesse l’énergie électrique sto-
ckée dans le résonateur LC est convertie en SAW par dissipation dans Ga,IDT . Le taux de
relaxation (6.51) montre qu’avec relativement peu de doigts composant l’IDT, il est pos-
sible d’atteindre des taux de relaxation d’un qubit vers un phonon relativement faibles.

6.3 Description quantique d’un atome géant
Le couplage transmon-SAW est intéressant dans la mesure où l’ensemble qubit-IDT

forme un atome artificiel géant. Conceptuellement, l’ensemble SAW-transmon est iden-
tique au modèle où un atome est couplé à un continuum de mode bosonique dans un guide
d’ondes 1D en de multiples points. Nous modéliserons ce système par un atome artificiel
géant. La différence entre un atome artificiel (que nous nommerons simplement atome)
et un atome artificiel géant est illustrée à la figure 6.9. L’atome est représenté avec un
unique point de couplage au guide d’ondes, tandis que l’atome géant peut être couplé en
plusieurs endroits séparés d’une distance qui peut ne plus être négligeable comparée à la
longueur d’onde des modes qui se propagent dans le guide d’ondes. Ces différents points
de couplage correspondent aux différents doigts de l’IDT comme vu précédemment. Nous
possédons déjà la description quantique du champ qui se propage dans un guide d’ondes
et d’un atome à plusieurs niveaux qui y est couplé. Nous savons que la description d’un
tel système se fait par la dérivation de l’équation maitresse. Nous allons donc procéder
pour un atome géant de la même manière qu’au chapitre 5.
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Quantum optics with giant atoms – the first five years 3

Fig. 1 The di�erence between a small atom and a giant atom. (a) A small atom (two levels) couples
to the 1D waveguide (grey) at a single point (red, coordinate x1). (b) A giant atom couples to the
waveguide at multiple points (labelled k, coordinates xk ). The distance between two coupling points
k and n, |xk � xn |, is not negligible compared to the wavelength of the modes in the waveguide
that the atom interacts with.

wavelength � to compare with is set by the (angular) transition frequency !a of the
atom and the propagation velocity v in the waveguide: � = 2⇡v/!a.

2.1 One giant atom

Quantum optics with a single giant atom was first studied theoretically in Ref. [13],
prompted by the experiment in Ref. [9] (discussed in Sec. 3.1). For a small atom
coupled to a continuum of modes, like in Fig. 1(a), standard quantum optics proce-
dure is to derive a master equation by assuming that the coupling to the modes is
relatively weak and tracing out the modes [3, 15, 16]. When considering whether
the same procedure can be applied to a giant atom, there is a new timescale to take
into account: the time it takes to travel in the waveguide between coupling points.
In Ref. [13], this time was assumed small compared to the time it takes for an ex-
citation in the atom to relax into the waveguide. With this assumption, the system
is Markovian, i.e., the time evolution of the atom only depends on the present state
of the system, not on the past (for the non-Markovian case, see Sec. 2.2). Thus, the
standard master-equation derivation from quantum optics with small atoms can be
applied here as well.

2.1.1 Master equation for a giant atom

The derivation of a master equation for a giant atom starts from the total system
Hamiltonian (we use units where ~ = 1 throughout this chapter),

H = Ha + Hwg + HI, (1)

with the bare atomic Hamiltonian

FIGURE 6.9 – Comparaison entre un atome et un atome géant. (a) un atome à deux niveaux est
lié une seule fois (en rouge en x = x1) à un guide d’ondes 1D (en gris). (b) Un atome géant à
deux niveaux avec 4 liaisons (en rouge et désignés par xk, k ∈ {1, 2, 3, 4}). La distance entre
deux points de couplage k et n est |xn − xk| et ne peut plus être négligée en comparaison de la
longueur d’onde des modes dans le guide d’ondes. D’après [37]

6.3.1 Équation maitresse d’un atome géant
2

Figure 1. A sketch of the system under consideration. A multilevel atom with energy levels |0Í, |1Í, |2Í, . . . couples at the points
x1, . . . , xN to a bosonic field with right- and left-travelling modes. The distance between the coupling points can for example
be on the order of wavelengths ⁄ = 2fiv/Ê1,0, where Ê1,0 is the first transition frequency of the atom and v is the velocity of
the bosonic modes.

to the quantum world would be an interesting general-
ization of the spin boson model [45, 46]. While there
have been papers investigating the e↵ect of a few partic-
ular frequency-dependent couplings between atom and
field [47–50], there has, as far as we know, not been any
previous study showing how couplings with arbitrary fre-
quency dependencies can be realized in quantum optics.
We note, however, that a precursor of these interference
e↵ects can be seen in studies of an atom placed in front
of a mirror [51–56], which lets the atom interact twice
with the field.

Frequency-dependent couplings could be useful in a
number of ways. Essentially, the applications are all
based on changing the ratio between coupling strengths
for transitions at di↵erent frequencies. For example, by
changing the transition frequency of a qubit we could
tune it from interacting strongly with the field to a fre-
quency where the interaction is zero, thus protecting it
from the environment. One can also imagine placing two
transitions at very di↵erent coupling strengths to facili-
tate a population inversion needed for lasing [57], or am-
plifying multi-photon processes by tuning the frequencies
of lower order processes to interaction minima.

This article is organized as follows. In Sec. II, we de-
scribe the system. We sketch a derivation of the e↵ec-
tive master equation for the atom, considering both the
situation of an open transmission line and that of the
atom being placed close to a mirror. Then, in Sec. III,
we investigate the frequency dependence of the coupling
strength between the atom and the environment and of
the Lamb shift of the atom. We show that by con-

trolling the coupling strength at each connection point
and the distance between connection points, a wide va-
riety of frequency dependencies can be designed for the
total coupling. Some possible applications of such de-
signed frequency-dependent couplings are then discussed
in Sec. IV. The applications include tunable coupling,
single-atom lasing and various two-tone experiments. In
Sec. V, we discuss possible experimental realizations of
our system. In Sec. VI, finally, we conclude and give an
outlook for future work.

The calculations referred to in Sec. II are presented
in detail in the appendices. In Appendix A, we do the
standard master equation derivation by tracing out the
environment. Then, in Appendix B, we use the equiva-
lent (S,L,H) formalism for cascaded quantum systems to
redo the calculations in a di↵erent way, and also to han-
dle the case of the giant artificial atom placed in front of
a mirror.

II. GIANT ATOM

A. Hamiltonian

The system we consider is sketched in Fig. 1. A multi-
level atom is connected at N points to right- and left-
moving modes of a bosonic field obeying the massless
Klein-Gordon equation. The Hamiltonian of the system
is given by

H = HA +HF +HI , (1)

FIGURE 6.10 – Représentation d’un atome géant à plusieurs niveaux couplé à un guide d’ondes
1D dans lequel se propage un champ dans les deux sens. La position d’un point de couplage est
déterminée par xk, k ∈ {1, N} et séparée d’une distance ∼ λ = 2πv/ω1,0 où v est la vitesse de
l’onde qui se propage dans le guide d’ondes, ω1,0 est l’énergie qui sépare les niveaux |1〉 et |0〉.
D’après [31].

Un transmon est un oscillateur légèrement anharmonique et il possède une infinité
de niveaux d’énergie. Nous en tenons compte en considérant le cas général d’un atome
géant avec une infinité de niveaux. Dès lors, soit un atome tel que représenté à la fi-
gure 6.10. Nous considérons l’hamiltonien du système comme une somme d’hamiltoniens
de l’atome (Ĥa), du champ dans le guide d’ondes (Ĥwg) et de l’interaction entre les deux
(ĤI). Ce modèle devrait décrire un transmon couplé à un SAW et nous avons vu que cette
situation était l’analogue du cas d’un transmon couplé à un guide d’ondes 1D et dont
l’hamiltonien était donné par l’équation (5.34). La seule différence est la prise en compte
du nombre de points de couplage et de leur espacement grâce au facteur de déploiement.
Nous avons donc,

Ĥ = Ĥa + Ĥwg + ĤI , (6.52)



Description quantique d’un atome géant 65

où

Ĥa =
∑

m

ωm|m〉〈m|, (6.53)

Ĥwg =
∑

j

ωj

(
â†Rj âRj + â†Lj âLj

)
, (6.54)

ĤI =
∑

jkm

gj,k,m

(
σ̂

(m)
− + σ̂

(m)
+

)

×
(
âRje

−iωjxk/v + âLje
iωjxk/v + â†Rje

iωjxk/v + â†Lje
−iωjxk/v

)
. (6.55)

Les niveaux atomiques sont indicés par la lettre "m" et ont une énergie ωm (~ = 1).
Chacun d’eux est connecté aux niveaux supérieurs par l’opérateur σ̂(m)

+ = |m + 1〉〈m|
et inférieurs par l’opérateur σ̂(m)

− = |m〉〈m + 1|. Le guide d’ondes est parcouru par des
modes bosoniques indicés par la lettre "j". Comme les bosons peuvent à priori se dé-
placer vers la droite ou vers la gauche dans le guide d’ondes, nous distinguons les deux
respectivement par les indices "R" et "L". Les opérateurs â et â† sont les opérateurs d’anni-
hilations et de création de bosons. Les termes de phases exp(±iωjxk/v) tiennent compte
de la position de chaque point de couplage, avec v la vitesse de chaque mode, suppo-
sée identique (c’est le facteur de déploiement). Enfin, gjkm est la constante de couplage.
Dans l’équation (5.34), cette constante provenait d’une contribution à la fois de l’oscil-
lateur et du transmon. Il est dès lors naturel que dans le cas de notre atome géant, cette
constante dépende également du mode j qui va interagir avec le niveau atomique m de
l’atome. La constante de couplage pouvant être différente de point en point, un indice k
permet de distinguer le point de couplage considéré (situé en xk). Cette hamiltonien sup-
pose que le temps que met le boson à traverser tout l’atome est négligeable comparé au
temps de relaxation de l’atome lui-même. À partir de ces hamiltoniens et en utilisant le
même raisonnement qu’au chapitre précédent, nous pouvons dériver l’équation maitresse
de l’atome. Le développement mathématique étant assez laborieux, nous n’insisterons
que sur les grandes étapes.

Dans un premier temps, il nous faut passer en schéma d’interaction (voir annexe B)
en utilisant la transformation unitaire (5.41) sur tous les opérateurs, nous avons

˜̂aL/Rj = Û âL/Rj Û
† = âL/Rje

−iωjt, ˜̂a†L/Rj
= Û â†L/Rj

Û † = â†L/Rj
eiωjt, (6.56)

˜̂σ
(m)
+ = Û σ̂

(m)
+ Û † = σ̂

(m)
+ eiωm+1,mt, ˜̂σ

(m)
− = Û σ̂

(m)
− Û † = σ̂

(m)
− e−iωm+1,mt. (6.57)

Pour un transmon, nous pouvons montrer que gjkm = gjgkgm [21]. Nous pouvons dès
lors séparer les différentes sommes dans l’hamiltonien. De plus, en remplaçant tous les
opérateurs, nous obtenons l’hamiltonien en schéma d’interaction

˜̂
H(t) =

∑

m

gm

(
σ̂

(m)
− e−iωm+1,mt + σ̂

(m)
+ eiωm+1,mt

)

×
∑

j

{[
âRjA

∗(ωj) + âLjA(ωj)
]
e−iωjt

+
[
â†RjA(ωj) + â†LjA

∗(ωj)
]
eiωjt

}
, (6.58)
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où

A(ωj) = gj
∑

k

gke
−iωjxk/v. (6.59)

En introduisant l’opérateur densité du système total (atome + champ) ρ̂tot et son équation
d’évolution (5.52), il vient que

˙̂̃ρtot(t) = −i
[

˜̂
H(t), ˜̂ρtot

]
. (6.60)

Si nous intégrons cette dernière équation et que nous y injectons le résultat, en traçant sur
le champ nous avons

˙̂̃ρ(t) = Trchamp

(
−i
[

˜̂
H(t), ˜̂ρtot(0)

]
−
∫ t

0

dτ
[

˜̂
H(t),

[
˜̂
H(t), ˜̂ρtot(t)

]])
. (6.61)

Nous effectuons ensuite les approximations de Born et Markov, c.-à-d. ρ̂tot(t) ' ρ̂(t) ⊗
ρ̂champ et ρ̂(τ) = ρ̂(t), nous retrouvons donc l’équation (5.55). Posons maintenant

ŝ(t) ≡
∑

m

gmσ̂
(m)
− e−iωm+1,mt, (6.62)

â(t) ≡
∑

j

(
âRjA

∗(ωj) + âLjA(ωj)
)
e−iωjt, (6.63)

afin de réduire l’hamiltonien à la forme

˜̂
H(t) ' ŝ(t)â†(t) + ŝ†(t)â(t), (6.64)

où nous avons effectué l’approximation RWA. Si nous notons 〈AB〉champ = Trchamp

(
AB ˜̂ρchamp

)

pour les opérateurs A et B et sachant que 〈â(t)â(t)〉champ = 〈â†(t)â†(t)〉champ = 0, nous
avons

˙̃ρ(t) = −
∫ t

0

dτ
[(
〈â(t)â†(τ)〉+ 〈â†(t)â(τ)〉

) (
ŝ(t)ŝ†(τ)˜̂ρ+ ŝ†(t)ŝ(τ)˜̂ρ− ŝ(τ)˜̂ρŝ†(t)− ŝ†(τ)˜̂ρŝ(t)

)

+
(
〈â(τ)â†(t)〉+ 〈â†(τ)â(t)〉

) (
˜̂ρŝ(τ)ŝ†(t) + ˜̂ρŝ†(τ)ŝ(t)− ŝ(t)˜̂ρŝ†(τ)− ŝ†(t)˜̂ρŝ(τ)

)]
.

(6.65)

Lors de la dérivation de l’équation maitresse d’un atome au chapitre précédent, nous avons
supposé une température négligeable et nous avions donc 〈â†j âj〉 = 0 ∀j. Si nous voulons
être plus complet, nous pouvons ajouter les effets de la température. Pour une température
finie T , le nombre d’excitations du mode j est 〈â†j âj〉 = n̄(ωj, T ), où

n̄(ωj, T ) ≡ 1

e
~ωj
kBT − 1

. (6.66)
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À partir des définitions (6.63) et (A.11), nous avons

〈â(t), â†(τ)〉champ = 2
∑

j

|A(ωj)|2 (1 + n̄(ωj, T )) e−iωj(t−τ) (6.67)

〈â(τ), â†(t)〉champ = 2
∑

j

|A(ωj)|2 (1 + n̄(ωj, T )) eiωj(t−τ) (6.68)

〈â†(t), â(τ)〉champ = 2
∑

j

|A(ωj)|2n̄(ωj, T )eiωj(t−τ) (6.69)

〈â†(τ), â(t)〉champ = 2
∑

j

|A(ωj)|2n̄(ωj, T )e−iωj(t−τ) (6.70)

En injectant ces relations dans (6.65) et en utilisant les définitions (6.63), nous avons

˙̃ρ(t) = −2
∑

j,m

g2
m|A(ωj)|2

∫ t

0

dτ
[(

(1 + n̄(ωj, T )) eiωj(t−τ) + n̄(ωj, T )e−iωj(t−τ)
)

×
(
σ̂

(m)
− σ̂

(m)
+

˜̂ρe−iωm+1,m(t−τ) + σ̂
(m)
+ σ̂

(m)
− ˜̂ρeiωm+1,m(t−τ) − σ̂(m)

− ˜̂ρσ̂
(m)
+ eiωm+1,m(t−τ)

−σ̂(m)
+

˜̂ρσ̂
(m)
− e−iωm+1,m(t−τ)

)
+
(
(1 + n̄(ωj, T )) e−iωj(t−τ) + n̄(ωj, T )eiωj(t−τ)

)

×
(

˜̂ρσ̂
(m)
− σ̂

(m)
+ eiωm+1,m(t−τ) + ˜̂ρσ̂

(m)
+ σ̂

(m)
− e−iωm+1,m(t−τ) − σ̂(m)

− ˜̂ρσ̂
(m)
+ e−iωm+1,m(t−τ)

−σ̂(m)
+

˜̂ρσ̂
(m)
− eiωm+1,m(t−τ)

)]
. (6.71)

Nous effectuons maintenant un changement de variable t′ = t − τ , nous passons de la
somme discrète à l’intégrale sur tous les modes en introduisant la densité d’état J(ω)
à la fréquence ω dans le guide d’ondes. Puisque nous nous intéressons aux temps t �
1/ωm+1,m, nous pouvons étendre la borne supérieure à l’infini et utiliser l’identité (5.63)
et la notation (5.64). Nous avons

˙̂̃ρ(t) =2
∑

m

g2
m

[
2πJ(ωm+1,m)|A(ωm+1,m)|2

{
(1 + n̄(ωm+1,m, T ))D

[
σ̂−

(m)
]

˜̂ρ (6.72)

+ n̄(ωm+1,m, T )D
[
σ̂+

(m)
]

˜̂ρ
}

+ iP

∫ ∞

0

J(ω)|A(ω)|2
ω − ωm+1,m

{(1 + n̄(ω, T ) (6.73)

×
[
|m+ 1〉〈m+ 1|, ˜̂ρ

]
− n̄(ω, T )

[
|m〉〈m|, ˜̂ρ

]}
+ iP

∫ ∞

0

J(ω)|A(ω)|2
ω + ωm+1,m

(6.74)

×
{

(1 + n̄(ω, T )
[
|m〉〈m|, ˜̂ρ

]
− n̄(ω, T )

[
|m+ 1〉〈m+ 1|, ˜̂ρ

]}
. (6.75)

Par la suite, nous nous intéresserons aux températures négligeables (kBT � ωm), dès lors
nous pouvons considérer que 〈â†j âj〉 = n̄(ωj, T ) = 0. Après quelques réarrangements de
termes, nous obtenons [37]

dρ̂

dt
= −i

[∑

m

(ωm + ∆m)|m〉〈m|, ρ̂
]

+
∑

m

Γm+1→mD
[
σ̂

(m)
−

]
ρ̂, (6.76)

où ∆m est le Lamb shift donné par

∆m = 2P

∫ ∞

0

dω
J(ω)

ω

( |Am(ω)|2ωm+1,m

ω + ωm+1,m

− |Am−1(ω)|2ωm,m−1

ω − ωm,m−1

)
. (6.77)



Description quantique d’un atome géant 68

Le superopérateur de Lindblad D
[
σ

(m)
−

]
ρ̂, défini par

D [X]ρ̂ = Xρ̂X† − 1

2
X†Xρ̂− 1

2
ρ̂X†X, (6.78)

décrit la dynamique irréversible du système. La relaxation à un taux Γm+1→m pour une
transition atomique |m+ 1〉 → |m〉 est donnée par la règle d’or de Fermi

Γm+1→m = 4πJ(ωm+1,m)|Am(ωm+1,m)|2, (6.79)

où ωa,b = ωa − ωb et
Am(ωj) ≡

∑

k

gjkme
iωjxk/v. (6.80)

Comme dit plus haut, la différence entre un atome et un atome géant apparait dans le
terme de phase de l’hamiltonien qui se retrouve dans le facteur de déploiement Am(ωj).
Ce terme apparait à la fois dans le taux de relaxation et dans le Lamb shift [31]. Il est
responsable du phénomène d’interférence dans le cas d’un atome géant à travers une dé-
pendance en la fréquence de l’onde qui se propage dans le guide d’ondes ωj , présente dans
les équations (6.77) et (6.79). Nous connectons ce résultat au transmon couplé à des SAWs
en se rappelant que tout comme Γ ∝ Ga,IDT ∝ |µ|2 ∝ |A(ω)|2 (équations (6.51), (6.34)
et (6.40)), le taux de relaxation de l’atome est bien proportionnel à |A(ω)|2.

6.3.2 Variations du taux de relaxation et du Lamb shift
Soit le cas d’un atome géant (cf. fig 6.10) présentant une équipartition des différents

points de couplage. De plus, nous faisons l’hypothèse simplificatrice que les composantes
k des constantes de couplage gijk sont identiques pour tout k. Dans ce cas, si nous posons
ϕ = ω|xk+1 − xk|/v alors le taux de relaxation de |m+ 1〉 vers |m〉 et le Lamb shift sont
donnés par [37]

Γm+1→m =γ
1− cos(Nϕ)

1− cos(ϕ)
, (6.81)

∆m =γ
N sin(ϕ)− sin(Nϕ)

2[1− cos(ϕ)]
, (6.82)

avec γ le taux de relaxation si l’atome n’avait qu’un seul point de couplage et ∆0 = 0.
Pour la première transition, nous constatons que le taux de relaxation coïncide avec ce
que nous avions déterminé à l’aide du transmon couplé à des SAWs (équation (6.51)).
De plus, par l’équation (6.81), nous pouvons constater une dépendance forte en ϕ. Celle-
ci est représentée à la figure 6.11 pour deux valeurs de N . Le pic central correspond à
xk+1 − xk = λ. Si N augmente, alors le pic central devient plus étroit (résultat identique
à la description du facteur de déploiement lors de la description semi-classique) et le taux
de relaxation diminue en dehors de ce pic. La largeur de celui-ci en unité de fréquence est
approximativement de ω1,0/2πN . La dépendance en ω du taux de relaxation peut donc
être modifiée simplement par l’ajout ou le retrait de points de couplages. Dans une ex-
périence, le nombre de points de couplage est fixé, de même que la distance entre eux.
En revanche, l’utilisation de qubits supraconducteurs permet de varier la fréquence de la
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FIGURE 6.11 – Dépendance en ω du taux de relaxation et du Lamb shift d’un atome géant à deux
niveaux couplé en N = 4 et N = 12 points à un guide d’ondes 1D

transition et donc de se déplacer des régions à haut taux de relaxation à une région à bas
taux. En ce qui concerne le Lamb shift, la valeur nulle correspond à un taux de relaxation
maximal. La valeur maximale du Lamb shift est quant à elle obtenue à mi-chemin entre le
maximum du taux de relaxation et son premier minimum. L’équation (6.80) est une trans-
formée de Fourier discrète des positions des différents points de couplage, pondérée par
la constante de couplage. Si nous prenons en compte plus de 2 niveaux, alors puisque les
niveaux ne sont pas équitablement répartis, il est possible de privilégier certaines transi-
tions plutôt que d’autres. En effet, comme illustré à la figure 6.12, dans le cas d’un atome
géant à 3 niveaux tels que ω1,0 6= ω2,1, il est possible de faire correspondre le maximum
du taux Γ2→1 avec le minimum Γ1→0 et donc de créer une inversion de population.

Quantum optics with giant atoms – the first five years 7

Fig. 3 Engineering population inversion in a giant atom. The blue curve and the red curve are
the relaxation rates �1,0 and �2,1, respectively, as a function of transition frequency !1,0. The plot
assumes N = 10 equally spaced coupling points, with equal coupling strengths at all points, and
an anharmonicity !2,1 � !1,0 = �0.1 ⇥ 2⇡v/(x2 � x1). The inset shows the level structure with
the relaxation rates and a drive of strength ⌦d on the |0i $ |2i transition. Figure adapted from
Ref. [13] with permission.

2.1.3 Comparison with an atom in front of a mirror

It is possible to engineer frequency-dependent relaxation rates and Lamb shifts also
for small atoms. This can be achieved by placing a small atom in front of a mirror
instead of in an open waveguide, a setup which has been considered in several
theoretical [23–32] and experimental works [33–38]. Here, the atomic relaxation
can be enhanced or suppressed by interference with the mirror image of the atom.
This setup is equivalent to a giant atom with two coupling points in a unidirectional
waveguide.

However, this is the limit with a small atom in front of a mirror. In such a setup,
it is not possible to increase the number of coupling points, or to have di�erent
coupling strengths at di�erent coupling points, which means that the frequency
dependence cannot be designed like for a giant atom. Furthermore, since propagation
is unidirectional, it is not possible to have more advanced scattering, possible with
a giant atom, where both reflection and transmission are influenced by interference
between coupling points.

FIGURE 6.12 – Inversion de population pour un atome géant à 3 niveaux. D’après [37].
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6.4 Résultats expérimentaux : Transmon géant couplé à
un SAW

En 2014, des chercheurs ont mis au point des expériences permettant de vérifier cer-
tains résultats sur le couplage entre des SAWs et un qubit [30]. Le dispositif expérimental
utilisé est représenté à la figure 6.13. Les SAWs utilisés sont de type ondes de Rayleigh,
autrement dit des ondes qui se propagent élastiquement à la surface du matériau sur une
profondeur de l’odre de la longueur d’onde.
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Propagating phonons coupled to an
artificial atom
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Göran Johansson,1 Per Delsing1*

Quantum information can be stored in micromechanical resonators, encoded as quanta
of vibration known as phonons. The vibrational motion is then restricted to the stationary
eigenmodes of the resonator, which thus serves as local storage for phonons. In contrast,
we couple propagating phonons to an artificial atom in the quantum regime and reproduce
findings from quantum optics, with sound taking over the role of light. Our results
highlight the similarities between phonons and photons but also point to new opportunities
arising from the characteristic features of quantum mechanical sound. The low
propagation speed of phonons should enable new dynamic schemes for processing
quantum information, and the short wavelength allows regimes of atomic physics to be
explored that cannot be reached in photonic systems.

T
he quantum nature of light is revealed and
explored in its interaction with atoms,
which can be either elemental or artificial.
Artificial atoms typically have transition fre-
quencies in the microwave range and can

be designed on a microchip with parameters
tailored to fit specific requirements. This makes
them well suited as tools to investigate funda-
mental phenomena of atomic physics and quan-
tum optics. In the form of superconducting qubits,
they have seen extensive use in closed spaces
(electromagnetic cavities), where they have am-
ple time to interact with confined microwave ra-
diation (1–3). These experiments have recently
been extended to quantum optics in open one-
dimensional (1D) transmission lines, where the
atom interacts with itinerant microwave pho-
tons (4–7). We present an acoustic equivalent of
such a system, where the quantum properties of
sound are explored, rather than those of light.
At the intersection between quantum infor-

matics and micromechanics, recent milestones
include the coupling between a superconducting
qubit and a vibrational mode (8, 9), hybrids of
mechanical resonators and electrical microwave
cavities (10), and the use of mechanics to interface
between microwaves and optical photons (11, 12).
The system we present here is another manifesta-
tion of mechanics in the quantum regime, but one
that differs fundamentally from the suspended
resonators mentioned above. In our case, the pho-
nons are not bound to the eigenmodes of any struc-
ture but consist of surface acoustic waves (SAWs)
that propagate freely over long distances, before
and after interacting with an atom in their path.

In the domain of quantum information, SAWs
with high power have been used to transport
electrons and holes in semiconductors (13–15).
This stands in contrast with our use of SAWs,
where the power is much too low to transport
charge carriers, and we instead focus on the
quantum nature of the phonons themselves.

We do this by coupling an artificial atom directly
to the SAWs through piezoelectricity, so that this
mode of interaction becomes the dominant one
for the atom. This means that we can com-
municate with the atom bidirectionally through
the SAW channel, exciting it acoustically as well
as listening to its emission of propagating surface
phonons.
The idea that this might be feasible was put

forward in previous work (16), where the use of a
single-electron transistor as a sensitive probe for
SAWs was demonstrated. Earlier work on the
interaction between phonons and two-level systems
includes the demonstration of SAW absorption
by quantum dots (17) and theoretical treatments
of phonon quantum networks (18) and phononic
coupling to dopants in silicon (19, 20).

The acoustically coupled atom

Although there are several types of SAWs, we use
the term to denote Rayleigh waves (21–23), which
propagate elastically on the surface of a solid
within a depth of approximately onewavelength.
At and above radio frequencies (RF), the SAW
wavelength is short enough that the surface of a
microchip can serve as amedium of propagation.
By use of a piezoelectric substrate, SAWs can be
generated efficiently from electrical signals and
converted back to the electrical domain after
propagating acoustically over a long distance on
the chip. This is used extensively in commercial
applications such as microwave delay lines and
filters (22–24).
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Fig. 1. Sample and experimental setup.
(A) Electron micrograph of the sample
(top view in false color). The IDT, shown to
the left, converts electrical signals to SAWs
and vice versa. It has NIDT ¼ 125 periods of
fingers, each consisting of one finger from
each electrode, with a periodicity of
600 nm.The width of the SAW beam is given
by the overlap of the fingers, W = 25 mm.
SAWs from the IDTpropagate a distance of
100 mm before reaching the qubit, which is
shown to the right. All electrodes without
explicit connections are grounded. (B and
C) Enlargements of the IDT. (D and E)
Enlargements of the transmon qubit. The
qubit has Ntr ¼ 20 finger periods, with
double fingers to suppress internal
mechanical reflections (22, 23, 26). (F)
Semiclassical circuit model for the qubit.
Ctr is the geometric capacitance of the
finger structure. It is shunted by a SQUID,
which acts as a nonlinear inductance LJ
that can be adjusted with a magnetic flux
F. Ya,tr is the acoustic admittance element
that can pick up a SAW from the IDT (red
arrow) to produce electrical excitation in
the qubit and regenerate it as a SAW
with a phase shift (blue arrow) [(27),
semiclassical and full quantum model]. In
addition to SAWs from the IDT, radio-
frequency signals applied through the
gate capacitance Cgate can be used to
address transitions in the qubit.
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FIGURE 6.13 – Dispositif expérimental du couplage SAW-Qubit : (A) un single electrode IDT de
NIDT = 125, montré sur la gauche, convertit un signal électrique en SAWs de largeur W =
25µm et inversement. Les SAWs se propagent vers la droite sur une distance de 100µm avant
d’atteindre un qubit de type transmon dont le condensateur est formé par un double electrode IDT
de Ntr = 25. Le transmon possède un SQUID ayant une inductance non linéaire LJ ajustable
par un flux magnétique extérieur Φ. Ya,tr est l’admittance du transmon qui capte un SAW (flèche
rouge) et le convertit en signal électrique qui excite le qubit. Ce dernier réémet un SAW avec un
déphasage (flèche bleue). Le qubit est connecté à une capacité Cgate qui contrôle les transitions.
(B-E) Agrandissement. (F) Modélisation du dispositif. D’après [30].

Pour cette expérience, les paramètres contrôlables sont LJ , PIDT et Pgate respective-
ment contrôlables par le flux extérieur Φ (équation 4.2), une tension oscillante aux bornes
de l’IDT et une tension oscillante connectée à la capacité Cg. Les autres paramètres,
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∼ ∼ ∼∼ ∼ ∼
(a) (b) (c)

Fig. 9.10 Three different experiments. a Acoustic reflection. In the first experiment an acoustic
wave is launched towards the qubit, and the acoustic reflection is measured. b Listening. The qubit
is excited through the gate (by a continuous RF signal or by an RF pulse), and the emission of
phonons is detected by the IDT. c Two-tone spectroscopy. The acoustic reflection is measured
while irradiating the qubit with microwaves through the gate

The coupling to the gate is engineered to be sufficiently weak that the excited qubit
preferentially relaxes by emitting SAW phonons.

In the article by Gustafsson et al., three different experiments were presented (see
Fig. 9.10). The experimental data demonstrate the following key features:

(1) On electrical and acoustical resonance, the reflection of SAW power from the
qubit is nonlinear in the excitation power. For low powers, PSAW ! !ω01Γac, the
qubit reflects the incoming SAW perfectly. As the power increases and the |1〉
state of the qubit becomes more populated, the reflection coefficient decreases.
For PSAW # !ω01Γac, the reflection coefficient tends to zero.

(2) The electrical resonance of the qubit can be tuned by applying a magnetic field
through its SQUID loop, periodically bringing the electrical qubit resonance
frequency ω10 in and out of the acoustic band of the IDT. This can be seen in
Fig. 9.11.

(3) When the qubit is excited through the gate at coinciding electrical and acoustic
resonance frequencies, it relaxes by emitting SAW phonons, which can be
detected by the IDT. The transmission from the gate to the acoustic channel
is nonlinear in the same way as the acoustic reflection coefficient.

(4) Since the electrical gate has a high bandwidth, it can be used to excite the qubit
with short pulses at ω10. The emission from the qubit arrives at the IDT after
a delay of ∼40 ns compared with the applied electrical pulse. This corresponds
to the acoustic propagation time between the qubit and the IDT. In Fig. 9.12 we
show how a 25 ns pulse is bouncing back and forth between the qubit and the
IDT. The first peak is due to electrical cross-talk between the qubit gate and
the IDT. The subsequent peak, which arrives 40 ns after the excitation pulse is
applied, is the acoustic signal emitted by the qubit. The SAW is then partially
reflected by the IDT and returns to the qubit, where it is reflected again. This
echo signal arrives 80 ns after the pulse is applied. Two echoes spaced by 80 ns
can be observed.

FIGURE 6.14 – Schémas des expériences menées par [30]. D’après [36].

NIDT , Ntr, W , et la distance IDT-Qubit sont fixés par le dispositif. La périodicité des
doigts de l’IDT est λIDT , ce qui définit la fréquence de résonance ωIDT = 2πv/λIDT où
v est la vitesse de propagation des SAWs. L’IDT est fabriqué en aluminium recouvert de
palladium. Le piézoélectrique est fabriqué en GaAs semi-isolant. Avec ces paramètres, les
SAWs se déplacent à la vitesse de v ' 2900m/s. La température à laquelle s’est effectuée
l’expérience est de 20mK. En ce qui concerne le transmon, l’inductance LJ forme un os-
cillateur harmonique avec Ctr. Cet oscillateur est construit de façon telle que sa fréquence
de résonance coïncide avec celle de l’IDT qui émet les SAWs. De cette manière, l’admit-
tance qui traduit les transformations électroacoustiques est purement réelle et maximale.
Ntr étant inférieur à NIDT , la largeur des pics de résonance du transmon est supérieure
à celle de l’IDT (∼ 250MHz pour le transmon et ∼ 1MHz pour l’IDT). Nous pouvons
alimenter le qubit par un condensateur Cg qui possède une largeur de bande très élevée.
Cela permet d’exciter le qubit à des fréquences très supérieures à ωIDT . Le couplage entre
le transmon et la porte Cg est fabriqué de façon telle que le transmon émettra préférentiel-
lement des SAWs.

À l’aide de ce dispositif, plusieurs expériences ont été menées et celles-ci sont sché-
matisées aux figures 6.14 a et b. Dans la première expérience (figure 6.14a), l’IDT (à
gauche) est alimenté en courant alternatif à sa fréquence de résonance ωIDT . L’IDT émet
des SAWs en direction du transmon. De la puissance émise par l’oscillateur, ∼ 25% de la
puissance électrique est réfléchie par l’IDT sans avoir été convertie en SAW. Des ∼ 75%
convertis sous forme de SAW, la moitié est perdue, car le SAW est émis dans la mauvaise
direction. En ajoutant à cela diverses pertes, seulement ∼ 8% de la puissance initiale at-
teint le qubit sous forme de SAW. Heureusement, la majorité de la puissance du SAW est
réfléchie et convertie sous forme électrique dans l’IDT où elle est mesurée. En cours d’ex-
périence, le flux magnétique à travers le SQUID est modifié afin de varier la fréquence
de la transition ω1,0 du qubit. Les résultats montrent que la puissance de l’onde réfléchie
augmente lorsque la fréquence du SAW correspond à la fréquence de transition du trans-
mon ωIDT = ω1,0. Cependant, lorsque la puissance de l’onde incidente augmente, même
si les fréquences de l’IDT et du transmon coïncident, nous observons une diminution de
la puissance de l’onde réfléchie.



Résultats expérimentaux : Transmon géant couplé à un SAW 72

Les résultats montrent que lorsque les fréquences coïncident, le transmon réfléchit
parfaitement l’onde incidente seulement si PSAW � ~ω1,0Γ1→0. Cette non-linéarité peut
s’expliquer comme suit : lorsque la puissance du SAW incidente est faible, le qubit ab-
sorbe un phonon et le réémet. Si la puissance devient trop importante, le niveau |1〉 devient
saturé ce qui réduit les phénomènes d’absorption-émission (autrement dit, réduis le coef-
ficient de réflexion). En effet, pour ce type de système, le qubit peut seulement réfléchir
un phonon par temps de relaxation [38]. La fréquence de résonance du qubit peut être
modulée en variant le flux à travers le SQUID. Expérimentalement, nous observons ce
phénomène lorsqu’on envoie un SAW à puissance fixée vers le qubit tout en modifiant
le flux à travers le SQUID. La puissance de l’onde réfléchie est ensuite analysée et les
résultats sont présentés à la figure 6.15a. Lorsque le qubit est excité via la porte Cg, à
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Fig. 9.11 a Qubit frequency as a function of external magnetic flux. The blue line is the calculated
qubit frequency and the red line is the IDT frequency at which we can listen to the SAW. bMeasured
reflection coefficient from the IDT. In the flat regions the qubit is far detuned from the IDT frequency
and the signal is just reflected from the IDT. When the qubit comes into resonance with the IDT
frequency, there is an additional signal due to acoustic reflection at the qubit. The phase of the
acoustic signal varies with the detuning and interferes with the signal which is directly reflected by
the IDT. The blue trace is the measured data and the red trace is a fit to the theory

(5) When the qubit is probed with a weak acoustic tone, its reflection coefficient
depends in a complex way on the frequency and power of an electrical signal
applied to the gate, as well as the electrical detuning of the qubit with respect
to the acoustic center frequency. The features observed include an enhanced
acoustic reflection at the |1〉 → |2〉 transition frequency when the |0〉 → |1〉
transition is addressed electrically, and Rabi splitting of the various energy levels
when the electrical signal is strong.

(a)
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FIGURE 6.15 – (a) Fréquence du qubit en fonction du flux au travers du SQUID. La courbe mauve
est la fréquence du SAW envoyé vers le qubit. (b) Mesure du coefficient de réflexion. Adapté de [36]

sa fréquence de résonance, la relaxation permet l’émission d’un SAW. En mesurant la
puissance de ce SAW, on obtient le coefficient de transmission. Tout comme la réflexion,
la transmission est non linéaire. Si on excite le qubit à l’aide de pulse à ω1,0, nous ob-
servons que le SAW émis par le qubit possède un retard de ∼ 40 ns par rapport au pulse
incident. Ce temps correspond au temps de propagation du phonon entre le qubit et l’IDT,
comme le montre la figure 6.16. Lorsque le SAW atteint l’IDT, il est partiellement réfléchi
vers le qubit et ensuite de nouveau partiellement réfléchi vers l’IDT, ce qui correspond au
troisième pic de la figure. Toutes les 80 ns après la réception du signal acoustique, nous
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observons donc un pic d’amplitude décroissante correspondant aux différents parcours.9 Quantum Acoustics with Surface Acoustic Waves 239
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Fig. 9.12 Recorded IDT signal for short RF pulses applied through the gate. A 25 ns pulse is sent
to the qubit gate at t = 0. Due to a capacitive coupling between the qubit gate and the IDT, there
is an immediate cross-talk response. The acoustic signal arrives after 40 ns, which agrees well with
the time of flight. Subsequent reflections of the acoustic signal give rise to additional echo signals
spaced by 80 ns

All experiments show good agreement with the theory of Sect. 9.3. The acoustic
coupling rate also agrees with the semiclassical estimate given by Eq. (9.15). Points 1
to 3 show that the qubit works as a two-level system, where the |0〉 → |1〉 transition
can be addressed separately from all transitions to higher energy states. Point 4
proves directly that the qubit primarily relaxes by emitting SAW phonons. Point 5
underscores the nonclassical nature of the qubit, and demonstrates that the system is
well described by the quantum theory.

9.6 Future Directions

As we have seen in the previous sections, quantum SAW devices have many similar-
ities to circuit QED devices. It is important to realize that there are also differences
between the two. Although one may argue that photons will always be more coherent
than phonons and therefore ask why one would be interested in SAW phonons, not all
the differences are detrimental for experiments. On the contrary, below, we show that
there are several interesting research directions to pursue and that the SAW phonons
indeed offer new and interesting physics. The much lower propagation speed of
SAWs compared to electromagnetic waves plays a crucial role here.

FIGURE 6.16 – Signal reçu par l’IDT après un pulse vers le qubit au travers de la porte Cg. Le
pulse dure 25ns et est émis au temps t = 0. Le signal acoustique arrive 40ns après l’émission du
pulse. Nous observons des signaux de plus en plus faibles toutes les 80ns après la réception du
premier signal acoustique. Ceux-ci correspondent aux multiples parcours du SAW entre le qubit
et l’IDT. D’après [36].



Chapitre 7

Multiples atomes géants

Dans cette partie, nous discutons du cas de plusieurs qubits géants à deux points de
couplage chacun. Nous commençons par voir quelles sont les configurations possibles,
ce qu’elles impliquent sur l’équation maitresse. Nous utilisons ensuite le langage de pro-
grammation Julia (voir annexe D) afin de résoudre cette équation, en montrant l’évolution
du nombre d’excitations de deux atomes en configuration tressée ainsi que l’impact d’une
perturbation de translation entre les deux atomes.

7.1 Non-décohérence d’une chaine d’atomes
Grâce à la présence de deux points de couplage par atome, plusieurs configurations

sont possibles comme schématisées à la figure 7.1. Les différentes topologies sont nom-

frequency-dependent relaxation rate and Lamb shift. These
works were inspired by recent experiments [74–79] real-
izing giant atoms by coupling superconducting artificial
atoms to surface acoustic waves (SAWs), which have much
shorter wavelengths than the microwaves normally used in
experiments with such artificial atoms. However, as out-
lined in Ref. [72] (and utilized in Ref. [80]), superconduct-
ing transmission lines could be used to achieve the same
effect if they are suitably meandered.
In this Letter, we present the first study of multiple giant

atoms coupled to a 1D waveguide. We begin by considering
the case of two giant atoms, coupled at two points each to an
open waveguide, and compare this setup to two small atoms
in open and semi-infinite waveguides. We show that, for a
certain arrangement of the connection points of the giant
atoms, decoherence into the waveguide can be completely
suppressed while the giant atoms still interact with each
other via the waveguide. Unlike the dark states for small
atoms, this decoherence-free interaction is independent of
the states of the giant atoms; i.e., the entiremultiatomHilbert
space is protected from decoherence, not just a subspace.
We then generalize these results to an arbitrary number

of giant atoms with an arbitrary number of connection
points each. In this way, we show that protected pairwise
exchange interactions between multiple giant atoms can be
designed for high connectivity (beyond nearest neighbor)
and with arbitrary sign of the coupling strengths. We
outline how these setups can be implemented with super-
conducting circuits.
We believe that these results can find many applications,

e.g., in quantum simulation [81,82], where there is much
interest in spins connected in one- or two-dimensional
arrangements [47,83–89]. It may also be possible to use
setups with giant atoms to generate entangled states such as
cluster [90] or graph [91] states, which can be used for one-
way quantum computing [92–94].
Master equation for two atoms in a waveguide.—We

begin by comparing setups with two small (i.e., only
coupled at a single point) atoms in an open [Fig. 1(a)]
or semi-infinite [Fig. 1(b)] waveguide to setups with two
giant atoms coupled to an open waveguide at two con-
nection points each. As shown in Figs. 1(c)–1(e), there are
three distinct topologies for the positions of the connection
points in this case. We call the topology in Fig. 1(c)
separate giant atoms, the one in Fig. 1(d) braided giant
atoms, and the one in Fig. 1(e) nested giant atoms. For
simplicity, we limit the discussion in this Letter to atoms
with two levels (qubits).
Tracing out the continuum of bosonic modes in the

waveguide, a master equation for the density matrix ρ of the
atoms can be derived, assuming weak coupling at each
connection point and negligible travel time between con-
nection points. We use the SLH formalism [95–98] for
cascaded quantum systems [99–101] to show [102] that the
master equation for all setups in Fig. 1 can be written as
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where ω0
j ¼ ωj þ δωj, ωj is the transition frequency of

atom j only including Lamb shifts from individual con-
nection points, δωj is the contribution to the Lamb shift of
atom j from interference between connection points,
D½A&ρ ¼ AρA† − 1

2 fA
†A; ρg, g is the strength of the

exchange interaction between the atoms, σjþ (σj−) is the
raising (lowering) operator of atom j, σjz is a Pauli matrix
for atom j, Γj is the individual relaxation rate of atom j,
Γcoll is the collective relaxation rate for the atoms, and H.c.
denotes the Hermitian conjugate.
For the case of small atoms in an open waveguide, the

coefficients in Eq. (1) are already well known [33,40,57]. In
Table I, we compare these coefficients with those that result
for the other setups in Fig. 1. For simplicity, we assume
here that the distance between subsequent connection
points is identical, and that ωa ≈ ωb, such that the phase
acquired traveling from one connection point to the next is
φ ¼ kjxjþ1 − xjj, where the wave number k ¼ ωa=v, with
v the velocity of the modes in the waveguide (for the setup
with a mirror, φ ¼ 2kx1). We also assume that the bare
relaxation rate (the relaxation rate before any interference
effects are taken into account) at each connection point is γ.
Expressions for arbitrary bare relaxation rates and arbitrary
phase shifts between connection points are given in
Ref. [102].

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

FIG. 1. Sketches of (a) two small atoms coupled to an open
transmission line, (b) two small atoms coupled to a semi-infinite
transmission line, (c) two separate giant atoms, (d) two braided
giant atoms, and (e) two nested giant atoms. Red circles denote
connection points. The atom with the leftmost connection point is
denoted a and the other b.
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FIGURE 7.1 – Configuration possible d’atome (a) et (b) et d’atomes géants (c)-(d) sur une ligne
de transmission 1D. D’après [39]

mées atomes géants séparés (fig. 7.1c), tressés (fig. 7.1d) et imbriqués (fig. 7.1e). En

74
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Topologies Lamb shift ∆n Interaction d’échange g relaxation individuelle Γn relaxation collective Γcoll

Atomes 0 (γ/2) sinϕ γ γ cosϕ

Atomes + miroir (γ/2) sinϕ ; (γ/2)(sinϕ+ sin 2ϕ) γ(1 + cosϕ) ; γ(cosϕ+ cos 2ϕ)
(γ/2) sin 3ϕ γ(1 + cos 3ϕ)

Atomes géants séparés γ sinϕ (γ/2)(sinϕ+ 2 sin 2ϕ+ sin 3ϕ) 2γ(1 + cosϕ) γ(cosϕ+ 2 cos 2ϕ+ cos 3ϕ)

Atomes géants tressés γ sin 2ϕ (γ/2)(3 sinϕ+ sin 3ϕ) 2γ(1 + cos 2ϕ) γ(3 cosϕ+ cos 3ϕ)

Atomes géants encastrés γ sin 3ϕ ; γ(sinϕ+ sin 2ϕ) 2γ(1 + cos 3ϕ) ; 2γ(cosϕ+ cos 2ϕ)
γ sinϕ 2γ(1 + cosϕ)

TABLE 7.1 – Lamb shift, interaction d’échange et relaxations individuelles et collectives pour des
atomes dans la configuration de la figure 7.1. Lorsqu’il y a deux entrées (séparées par ;) le premier
terme fait référence à l’atome a et le second à l’atome b. Le déphasage est ϕ = ω(|xn+1−xn|)/v
où v est la vitesse des ondes dans la ligne de transmission. Adapté de [39].

considérant toujours un temps de parcours de l’onde entre les points de couplage négli-
geable, nous pouvons obtenir l’équation maitresse à partir du formalisme SLH (pour plus
de détails sur la méthode voir [39]). Pour chaque topologie des atomes géants, l’équation
maitresse prend la même forme et peut être écrite
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où ω′n = ωn + ∆n est la fréquence de transition de l’atome n incluant le Lamb shift.
La constante de couplage d’échange entre les atomes est g (à ne pas confondre avec la
constante de couplage gijk d’un atome géant avec les modes du champ et que nous avions
inclus dans γ pour le cas particulier discuté à la section 6.3.2). σ̂nz est la matrice de Pauli
pour l’atome n, Γn est le taux de relaxation individuel de l’atome n, Γcoll est le taux de
relaxation collectif pour l’ensemble des atomes, {., .} est l’anti-commutateur et H.c. est
l’hermitique conjugué. Les différents termes ∆n, g, Γn et Γcoll pour les différentes confi-
gurations sont repris dans le tableau 7.1. À la section 6.3.2, nous avions obtenu les taux
de relaxation individuels et le Lamb shift dans le cas d’un atome à N points de couplage.
Si nous prenons N = 2, à partir des équations (6.81) et (6.82) et grâce aux formules
usuelles de trigonométrie, nous retrouvons les résultats du tableau 7.1 pour les atomes
géants séparés.

Dans l’équation maitresse (7.1), nous reconnaissons les termes caractéristiques d’un
atome géant dont l’équation maitresse était donnée par l’équation (6.76). Cependant, la
présence de plusieurs atomes ajoute certaines contributions. Nous observons en effet un
terme de couplage (interaction conservative) entre les deux atomes (terme g(σ̂a−σ̂

b
+ +

σ̂a+σ̂
b
−)) et un terme caractérisant la relaxation du collectif d’atomes dans le guide d’ondes

(dernier terme). Si nous traçons les différents paramètres (g, Γm et Γcoll) en fonction du
déphasage ϕ pour les configurations de la figure 7.1, nous obtenons le graphe de la fi-
gure 7.2. Le taux de relaxation individuel Γn n’est jamais nul pour des atomes couplés à
une TL alors qu’il peut l’être pour les atomes géants comme nous l’avons vu au chapitre
précédent. Pour les atomes géants, nous constatons que lorsque Γn = 0, alors Γcoll = 0
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We plot the relaxation rates and coupling strengths from
Table I as functions of φ in Fig. 2. For small atoms in an
open waveguide, we note that the individual relaxation
rates Γj ≠ 0∀φ. For this setup, there is only a certain
superposition state, the dark state, that is protected from
decoherence [40]. For all other setups, there are values of φ
where Γj ¼ 0. Furthermore, at the points where Γj ¼ 0,
Γcoll ¼ 0 also holds. Thus, these setups can protect all
system states from decoherence. In contrast, for small
atoms only a single superposition state can be protected
from decoherence by making the Γj and Γcoll terms cancel
for the lowering operator of that state [40].
The implications of Γj ¼ 0 for g differ for the setups

where it can occur. Only in the case of braided giant atoms
is it possible to have g ≠ 0 when Γj ¼ 0∀ j, i.e., a

decoherence-free interaction. This can be understood as
follows: Γj ¼ 0 implies that the phase acquired traveling
between the connection points of atom j is ð2nþ 1Þπ for
some integer n. The collective decay is set by interference
between emission from connection points belonging to
different atoms, but the sum of these contributions will be
zero when the emission from two connection points of one
atom interfere destructively. The exchange interaction is set
by emission from connection points of one atom being
absorbed at connection points of the other atom. For
separate and nested giant atoms, the emission from the
two connection points belonging to atom b will cancel if
Γb ¼ 0, but in the case of braided giant atoms, the two
inner connection points are placed in between the two
connection points of the other atom, so the contributions
from the two connection points of the other atom need not
interfere destructively. In Ref. [102], we show that all these
conclusions about implications of Γj ¼ 0 for the various
setups remain unchanged even if we allow for arbitrary
bare relaxation rates at each connection point and arbitrary
distances (but still negligible travel time) between con-
nection points.
Generalization to multiple giant atoms with multiple

connection points.—We now consider the most general
setup possible, with N atoms such that atom j has Mj

connection points and the bare relaxation rate at connection
point jn of atom j is γjn . The phase acquired traveling from
connection point jn of atom j to connection point km of
atom k is φjn;km . With the same assumptions as before, we
extend our derivation in the SLH formalism to obtain the
master equation [102]
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TABLE I. Frequency shifts, exchange interaction strengths, and decoherence rates for the setups from Fig. 1. In fields with two entries,
the first corresponds to atom a and the second to atom b.

Setup Frequency shift δωj Exchange interaction g Individual decay Γj Collective decay Γcoll

Small atoms 0 ðγ=2Þ sinφ γ γ cosφ

Small atoms
þmirror

ðγ=2Þ sinφ; ðγ=2Þ sin 3φ ðγ=2Þðsinφþ sin 2φÞ γð1þcosφÞ; γð1þcos3φÞ γðcosφþ cos 2φÞ

Separate giant atoms γ sinφ ðγ=2Þðsinφþ2sin2φþsin3φÞ 2γð1þ cosφÞ γðcosφþ2cos2φþcos3φÞ
Braided giant atoms γ sin 2φ ðγ=2Þð3 sinφþ sin 3φÞ 2γð1þ cos 2φÞ γð3 cosφþ cos 3φÞ
Nested giant atoms γ sin 3φ; γ sinφ γðsinφþ sin 2φÞ 2γð1þcos3φÞ; 2γð1þcosφÞ 2γðcosφþ cos 2φÞ

FIG. 2. Exchange interaction (solid lines) and decoherence rates
(individual: dashed lines; collective: dotted lines) as a function ofφ
for the setups in Fig. 1. The corresponding expressions are given in
Table I. The labels ab (small atoms, black), aabb (separate giant
atoms, blue), abab (braided giant atoms, green), and abba (nested
giant atoms, red) correspond to the ordering of connection points
for the two atoms. The case of small atoms in a semi-infinite
waveguide [Fig. 1(b)] is not plotted separately, since it is
qualitatively equivalent to the case of nested giant atoms. Note
that there are two red dashed lines, one for Γa and one for Γb.
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FIGURE 7.2 – Interaction d’échange (ligne pleine), et taux de relaxation individuel (tirets) et
collectif (points). Adapté de [39]

également. Autrement dit, lorsque la distance entre les points de couplages est tel que
Γn(ϕ) = Γcoll(ϕ) = 0, le dispositif est entièrement préservé de la décohérence. Contrai-
rement aux atomes où seules certaines superpositions d’états (les états sombres) sont pro-
tégés, dans le cas des atomes géants, l’entièreté de l’espace des états est protégé. Plus
intrigant est le cas des atomes géants tressés qui peuvent avoir des taux de relaxations
individuel et collectif nuls, mais une interaction d’échange non nulle. Nous pourrions en
effet croire que si l’atome est protégé d’une relaxation individuelle et collective dans le
guide d’ondes, ce dernier ne pourrait pas être médiateur d’interactions entre atomes or
c’est bien le cas et ce résultat a été démontré expérimentalement [40].

Nous avons en effet Γn = 0 lorsque la phase entre les deux points de couplages d’un
même atome est un multiple impair de π. La relaxation collective est quant à elle due
aux interférences entre les différents atomes, cependant dans le cas symétrique où les
points de couplages voisins sont séparés d’une même distance, la somme de toutes les
contributions entre atomes est nulle si les relaxations d’un même atome interfèrent des-
tructivement. Cependant, l’émission des deux points de couplage d’un même atome peut
être absorbée par les points de couplage de l’atome voisin dans le cas d’atomes tressés. Ce
phénomène se généralise lorsque nous considérons plus de deux atomes géants. En effet,
considérons N atomes géants tels que l’atome n possède Mn points de couplage. D’un
point de couplage nk de l’atome n au point de couplage pl de l’atome p, le déphasage est
ϕnk,pl . En utilisant le formalisme SLH nous obtenons dès lors l’équation maitresse de ce
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système de N qubits donnés par [39]
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où ω′n = ωn + ∆ωn avec

∆ωn =
Mn−1∑

k=1

Mn∑

l=k+1

√
γnkγnl sinϕnk,nl , (7.3)

gn,p =
Mn∑

k=1

Mp∑

l=1

(√
γnkγpl/2

)
sinϕnk,pl , (7.4)

Γn =
Mn∑

k=1

Mn∑

l=1

√
γnkγnl cosϕnk,nl , (7.5)

Γcoll,n,p =
Mn∑

k=1

Mp∑

l=1

√
γnkγpl cosϕnk,pl , (7.6)

respectivement le Lamb shift de l’atome n, l’interaction d’échange entre les atomes n et p,
le taux de relaxation individuel de l’atome n et le taux de relaxation collectif des atomes
n et p.

Comme dans le cas de deux atomes géants, nous obtenons également que lorsque
Γn = 0 ∀n, alors Γcoll,n,p = 0 et gn,p = 0 lorsque les atomes voisins sont liés par une
configuration de type séparé ou encastré. Lorsque les atomes voisins sont liés suivant la
configuration d’atome tressé, alors gn,p 6= 0. Dans ce dernier cas, illustré à la figure 7.3a
, les qubits forment une chaine et le système effectif est réduit à un ensemble de qubits
pouvant interagir par paire comme à la figure 7.3(b).

where now δωj ¼
PMj−1

n¼1

PMj
m¼nþ1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiγjnγjm
p sinφjn;jm, the

exchange interaction between atoms j and k is
gj;k ¼

PMj
n¼1

PMk
m¼1ð

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiγjnγkm
p =2Þ sinφjn;km , Γj ¼

PMj
n¼1 ×PMj

m¼1
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiγjnγjm

p cosφjn;jm , and the collective decay rate

for atoms j and k is Γcoll;j;k ¼
PMj

n¼1

PMk
m¼1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiγjnγkm
p ×

cosφjn;km .
Since all interactions in Eq. (2) are pairwise, the intuition

gained from studying the case of two giant atoms with two
connection points goes a long way in explaining the
properties of these more general setups. If all connection
points of atom j are to the left (or right) of all connection
points of atom k, we call this pair of atoms separate. If all
connection points of atom j are situated in between
two subsequent connection points of atom k, we call this
pair of atoms nested. All other setups are braided. Using the
same reasoning as above, we can show that Γj ¼ Γk ¼ 0
implies both Γcoll;j;k ¼ 0 and gj;k ¼ 0 for separate and
nested atoms, but gj;k ≠ 0 is possible if the atoms are
braided [102].
1D spin chain with protected, designed nearest-neighbor

couplings.—We now discuss two setups with protected
pairwise atom-atom interactions that can be realized with
multiple giant atoms. The first setup is a 1D chain of atoms
with nearest-neighbor couplings, shown in Fig. 3. With the
arrangement of connection points given in Fig. 3(a), each
pair of neighboring atoms is in a braided configuration,
which allows decoherence-free interaction within each such
pair, effectively leading to the 1D chain of atoms shown in
Fig. 3(b). All other pairs of atoms are not braided, and will
thus not interact when Γj ¼ 0∀ j. In Fig. 3(c), we show
how this setup could be implemented with superconducting
qubits coupled to a meandering transmission line. Note that
there is space for individual readout and control lines to be
connected to each qubit in this setup. The decay that such
additional channels would introduce can easily be kept

small. Furthermore, such control lines could both perform
single-qubit rotations and tune the transition frequencies of
the qubits. Tuning the qubits in and out of resonance with
each other is one way to turn the qubit-qubit coupling on
and off to implement two-qubit gates [13]. With more
connection points, we can arrange for the detuned transition
frequencies to also be protected from decay [72].
If the 1D chain in Fig. 3 contains N giant atoms with two

connection points each, there will be 2N − 1 phases
between subsequent connection points. Implementing the
constraint Γj ¼ 0∀ j will fix N of these phases. There are
then N − 1 pairwise couplings, set by one phase each:
gj;jþ1 ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiγðjþ1Þ1γj2
p sinφðjþ1Þ1;j2 [102]. We thus havemaxi-

mal freedom in designing the decoherence-free interactions
(both amplitude and sign) in this setup.
High connectivity for multiple giant atoms.—Our second

example is a setup with three atoms with a protected all-to-
all connectivity, shown in Fig. 4. With the arrangement of
connection points given in Fig. 4(a), each pair of neighbor-
ing atoms is in a braided configuration, which allows
decoherence-free interaction within each such pair, effec-
tively leading to the triangular arrangement of coupled
atoms shown in Fig. 3(b). In Fig. 3(c), we show how this
setup could be implemented with superconducting circuits.
Unlike the previous example, this setup requires the
transmission line to cross itself at least once, but this
can be solved with air bridges [103]. Note that it is
straightforward to extend this setup to all-to-all connectiv-
ity with more atoms by simply adding more superconduct-
ing qubits to the row in Fig. 3(c). However, when makingN
large in the setups in Figs. 3 and 4, care must still be taken
that the travel time between connection points remains
negligible. This is more important for the setup in Fig. 4
because of the greater connectivity.
For the setup in Fig. 4, and its generalization to N atoms,

the condition Γj ¼ 0∀ j sets N constraints, which leaves
N − 1 free parameters (phases) to determine the amplitudes
of NðN − 1Þ=2 pairwise couplings. The individual cou-
pling strengths can thus be chosen quite freely, but not(a)

(b)

(c)

FIG. 3. Sketch of a setup with giant atoms realizing a 1D chain
of qubits with protected nearest-neighbor couplings. (a) The
layout of the connection points. (b) The effective system. (c) A
possible implementation with superconducting circuits.
The black line is a transmission line, the blue blocks are
qubits, and the red lines mark where the qubits couple to the
transmission line.

(a) (b)

(c)

FIG. 4. Sketch of a setup with three giant atoms realizing
protected all-to-all coupling. (a) The layout of the connection
points. (b) The effective system. (c) A possible implementation
with superconducting circuits. The symbols used are the same as
in Fig. 3.
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FIGURE 7.3 – (a) Ensemble de qubits géants tressés sur une ligne de transmission 1D. (b) Système
effectif lorsque les relaxations individuelle et collective sont nulles et seule reste l’interaction
d’échange. (c) implémentation possible de ce type de système. D’après [39].
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7.2 Simulation d’une chaine de deux atomes et effet de
perturbations sur la position des points de couplage

Dans cette partie, nous allons discuter du cas de deux atomes en configuration tres-
sée comme sur la figure 7.1d. Par la formule générale de l’équation (7.2), nous pou-
vons en particulier simuler le cas complètement symétrique schématisé à la figure 7.4.
Le déphasage entre deux points de couplage successifs est posé identique et vaut ϕ =
ω(|xk+1 − xk|)/v avec v la vitesse de l’onde qui se propage dans le guide d’ondes. Si
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FIGURE 7.4 – Deux atomes artificiels géants à deux points de couplage chacun en configura-
tion tressée. Le déphasage entre chaque point de couplage est ϕ. Chaque point de couplage est
positionné en xnk où n ∈ {a, b} et k ∈ {1, 2}.

nous traçons l’interaction d’échange g = ga,b en fonction de ϕ, nous retrouvons la courbe
correspondant à la configuration abab de la figure 7.2. Une croissance de ϕ correspond à
un écartement des différents pieds. La résolution de l’équation maitresse pour différentes
valeurs de ϕ est représentée à la figure 7.5. Initialement, le qubit a est placé dans son
état excité et le qubit b est placé dans son état fondamental. Au cours du temps, nous
remarquons que seule la valeur ϕ = π/2 préserve le système de toute décohérence. En
effet, si nous nous référons à la figure 7.2, pour notre configuration sans perturbation, la
valeur de ϕ = π/2 est la seule qui annule les relaxations individuelles et collectives tout
en conservant une valeur finie non nulle pour l’interaction d’échange.

Dans cette configuration, les équations (7.2) à (7.6) deviennent
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�t
<latexit sha1_base64="GAgKUJ5DaMW03AJkQkq03z71iBc=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48V7Ae0oUy2m3bpbhJ3N0IJ/RNePCji1b/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqKGvSWMSqE6BmgkesabgRrJMohjIQrB2Mb2d++4kpzePowUwS5kscRjzkFI2VOr0hSonE9MsVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QUxTySJDBWrd9dzE+Bkqw6lg01Iv1SxBOsYh61oaoWTaz+b3TsmZVQYkjJWtyJC5+nsiQ6n1RAa2U6IZ6WVvJv7ndVMTXvsZj5LUsIguFoWpICYms+fJgCtGjZhYglRxeyuhI1RIjY2oZEPwll9eJa1a1buo1u4vK/WbPI4inMApnIMHV1CHO2hAEygIeIZXeHMenRfn3flYtBacfOYY/sD5/AG3VI/B</latexit>

FIGURE 7.5 – Évolution du nombre d’excitations moyen du système de deux atomes tressés pour
différentes valeurs du déphasage ϕ. Initialement, les atomes sont supposés se trouver tous les deux
dans leur état excité

où ω′n = ωn + ∆ωn avec

∆ωn =
√
γn1γn2 sinϕnk,nl , (7.8)

ga,b =
2∑

k=1

2∑

l=1

(√
γakγbl/2

)
sinϕak,bl , (7.9)

Γn =
2∑

k=1

2∑

l=1

√
γnkγnl cosϕnk,nl , (7.10)

Γcoll,a,b =
2∑

k=1

2∑

l=1

√
γakγbl cosϕak,bl . (7.11)

7.2.1 Perturbation de translation entre atomes
Afin de déterminer l’effet d’une imprécision sur la position des points de couplage,

nous allons considérer un déphasage δϕ identique sur les deux pieds de l’atome b. Si
δϕ > ϕ, nous changeons de configuration, passant des atomes géants tressés à deux
atomes géants séparés. Afin d’éviter cela, δϕ ∈]−ϕ, ϕ[. Pour les simulations, la constante
de couplage γ est posée à 0.1, identique pour chaque pied des qubits. La fréquence de
transition entre l’état fondamental et l’état excité est posée à ω = 1. Pour le mapping de
la figure 7.7, ϕ ∈ [0, π] et δϕ ∈ [−ϕ, ϕ]. Cette figure a été obtenue par discrétisation
des variables ϕ en 1571 points et δϕ en 3142 points. L’effet de la perturbation sur les
taux de relaxation et l’interaction d’échange est schématisé à la figure 7.6. L’effet des
perturbations sur les valeurs nulles de g et des relaxations est présenté à la figure 7.7. Le
cas complètement symétrique sans perturbation est pointé avec la flèche sur la figure 7.7.
Nous retrouvons bien que, dans ce cas particulier, seule l’interaction d’échange est non
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<latexit sha1_base64="QWc+KNJtl1glEt03NTQ649yW6sY=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Ae0sWy2k3bpZhN2N2IJ/RFePCji1d/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHst7M0nQj+hQ8pAzaqzUfupn3vSB9ssVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+bnTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZr+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmxCJRuCt/zyKmnVqt5FtXZ3Wam7eRxFOIFTOAcPrqAOt9CAJjAYwzO8wpuTOC/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QM7/I9x</latexit>

��'
<latexit sha1_base64="HMou6Q0SYfCR9YblmpphNOOeSUY=">AAAB+HicbVBNS8NAEN3Ur1o/GvXoZbEIXixJFfRY8OKxgv2AJpTNZtMu3WzC7qRQQ3+JFw+KePWnePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZF6SCa3Ccb6u0sbm1vVPereztHxxW7aPjjk4yRVmbJiJRvYBoJrhkbeAgWC9VjMSBYN1gfDf3uxOmNE/kI0xT5sdkKHnEKQEjDezqpRcyAQR7E6LSER/YNafuLIDXiVuQGirQGthfXpjQLGYSqCBa910nBT8nCjgVbFbxMs1SQsdkyPqGShIz7eeLw2f43CghjhJlSgJeqL8nchJrPY0D0xkTGOlVby7+5/UziG79nMs0AybpclGUCQwJnqeAQ64YBTE1hFDFza2YjogiFExWFROCu/ryOuk06u5VvfFwXWs6RRxldIrO0AVy0Q1qonvUQm1EUYae0St6s56sF+vd+li2lqxi5gT9gfX5A0qeksw=</latexit>

��'
<latexit sha1_base64="HMou6Q0SYfCR9YblmpphNOOeSUY=">AAAB+HicbVBNS8NAEN3Ur1o/GvXoZbEIXixJFfRY8OKxgv2AJpTNZtMu3WzC7qRQQ3+JFw+KePWnePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZF6SCa3Ccb6u0sbm1vVPereztHxxW7aPjjk4yRVmbJiJRvYBoJrhkbeAgWC9VjMSBYN1gfDf3uxOmNE/kI0xT5sdkKHnEKQEjDezqpRcyAQR7E6LSER/YNafuLIDXiVuQGirQGthfXpjQLGYSqCBa910nBT8nCjgVbFbxMs1SQsdkyPqGShIz7eeLw2f43CghjhJlSgJeqL8nchJrPY0D0xkTGOlVby7+5/UziG79nMs0AybpclGUCQwJnqeAQ64YBTE1hFDFza2YjogiFExWFROCu/ryOuk06u5VvfFwXWs6RRxldIrO0AVy0Q1qonvUQm1EUYae0St6s56sF+vd+li2lqxi5gT9gfX5A0qeksw=</latexit>

xb
2 � �'

<latexit sha1_base64="P8aritV7uhfTH3MjGk+C6LGqIIQ=">AAAB/XicbVDLSsNAFL3xWesrPnZuBovgxpJUQZcFNy4r2Ac0MUwmk3bo5MHMpFhD8VfcuFDErf/hzr9x2mahrQcuHM65l3vv8VPOpLKsb2NpeWV1bb20Ud7c2t7ZNff2WzLJBKFNkvBEdHwsKWcxbSqmOO2kguLI57TtD64nfntIhWRJfKdGKXUj3ItZyAhWWvLMwwevdu+fOQHlCiNniEXaZ55ZsarWFGiR2AWpQIGGZ345QUKyiMaKcCxl17ZS5eZYKEY4HZedTNIUkwHu0a6mMY6odPPp9WN0opUAhYnQFSs0VX9P5DiSchT5ujPCqi/nvYn4n9fNVHjl5ixOM0VjMlsUZhypBE2iQAETlCg+0gQTwfStiPSxwETpwMo6BHv+5UXSqlXt82rt9qJSt4o4SnAEx3AKNlxCHW6gAU0g8AjP8ApvxpPxYrwbH7PWJaOYOYA/MD5/ANeklMc=</latexit>

xb
1 � �'

<latexit sha1_base64="7YIdpaly2+qRbDBduUX+jx98wVg=">AAAB/XicbVDLSsNAFJ34rPUVHzs3g0VwY0mqoMuCG5cV7AOaGCaTm3bo5MHMpFhD8VfcuFDErf/hzr9x2mahrQcuHM65l3vv8VPOpLKsb2NpeWV1bb20Ud7c2t7ZNff2WzLJBIUmTXgiOj6RwFkMTcUUh04qgEQ+h7Y/uJ747SEIyZL4To1ScCPSi1nIKFFa8szDB8++98+cALgi2BkSkfaZZ1asqjUFXiR2QSqoQMMzv5wgoVkEsaKcSNm1rVS5ORGKUQ7jspNJSAkdkB50NY1JBNLNp9eP8YlWAhwmQles8FT9PZGTSMpR5OvOiKi+nPcm4n9eN1PhlZuzOM0UxHS2KMw4VgmeRIEDJoAqPtKEUMH0rZj2iSBU6cDKOgR7/uVF0qpV7fNq7faiUreKOEroCB2jU2SjS1RHN6iBmoiiR/SMXtGb8WS8GO/Gx6x1yShmDtAfGJ8/1g+Uxg==</latexit>

FIGURE 7.6 – Effet d’une perturbation δϕ sur les pieds de l’atome b d’une configuration abab

�' <latexit sha1_base64="hwJGJlC2eMCD3aP88hwc3CI2EkA=">AAAB9XicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKexGQY9BLx4jmAdk19A725sMmX0wMxsJIf/hxYMiXv0Xb/6Nk2QPmljQUFR1093lp4IrbdvfVmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61VJJJhk2WiER2fFAoeIxNzbXATioRIl9g2x/ezvz2CKXiSfygxyl6EfRjHnIG2kiPboBCA3VHINMB75UrdtWeg64SJycVkqPRK3+5QcKyCGPNBCjVdexUexOQmjOB05KbKUyBDaGPXUNjiFB5k/nVU3pmlICGiTQVazpXf09MIFJqHPmmMwI9UMveTPzP62Y6vPYmPE4zjTFbLAozQXVCZxHQgEtkWowNASa5uZWyAUhg2gRVMiE4yy+vklat6lxUa/eXlfpNHkeRnJBTck4cckXq5I40SJMwIskzeSVv1pP1Yr1bH4vWgpXPHJM/sD5/AGycknY=</latexit>

'
<latexit sha1_base64="/4dUX6CHoVoH6b+YzkTtnptXav4=">AAAB7nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexWQY9FLx4r2A9ol5JNs21oNhuSbKEs/RFePCji1d/jzX9j2u5BWx8MPN6bYWZeqAQ31vO+UWFjc2t7p7hb2ts/ODwqH5+0TJJqypo0EYnuhMQwwSVrWm4F6yjNSBwK1g7H93O/PWHa8EQ+2aliQUyGkkecEuukdm9CtBrxfrniVb0F8Drxc1KBHI1++as3SGgaM2mpIMZ0fU/ZICPacirYrNRLDVOEjsmQdR2VJGYmyBbnzvCFUwY4SrQrafFC/T2RkdiYaRy6zpjYkVn15uJ/Xje10W2QcalSyyRdLopSgW2C57/jAdeMWjF1hFDN3a2Yjogm1LqESi4Ef/XlddKqVf2rau3xulK/y+MowhmcwyX4cAN1eIAGNIHCGJ7hFd6QQi/oHX0sWwsonzmFP0CfP3yYj6o=</latexit>

D
<latexit sha1_base64="Hypu302UTaGYguMh2h5T+MmdNvs=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKezGgB4DevCYgHlAsoTZSW8yZnZ2mZkVQsgXePGgiFc/yZt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5Pb2Nza3snvFvb2Dw6PiscnLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2Mb+d++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKjbt+seSW3QXIOvEyUoIM9X7xqzeIWRqhNExQrbuemxh/SpXhTOCs0Es1JpSN6RC7lkoaofani0Nn5MIqAxLGypY0ZKH+npjSSOtJFNjOiJqRXvXm4n9eNzXhjT/lMkkNSrZcFKaCmJjMvyYDrpAZMbGEMsXtrYSNqKLM2GwKNgRv9eV10qqUvatypVEt1apZHHk4g3O4BA+uoQb3UIcmMEB4hld4cx6dF+fd+Vi25pxs5hT+wPn8AZSBjL4=</latexit>

A
<latexit sha1_base64="YRpju2EEHRjnT16P9aeG0yyzH3k=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHaRRI8YLx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFS47ZfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1440+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtCpl76pcaVRLtWoWRx7O4BwuwYNrqME91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AI/1jLs=</latexit>

B
<latexit sha1_base64="2bs0GKitEWQX9li+3MYQu8XMaRc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHaRRI9ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFS47ZfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1440+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtCpl76pcaVRLtWoWRx7O4BwuwYNrqME91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJF5jLw=</latexit>

C
<latexit sha1_base64="Tl6YgCkMMVyAKOsSMd3NRnOJz80=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHaRRI8kXDxCIo8ENmR2aGBkdnYzM2tCNnyBFw8a49VP8ubfOMAeFKykk0pVd7q7glhwbVz328ltbe/s7uX3CweHR8cnxdOzto4SxbDFIhGpbkA1Ci6xZbgR2I0V0jAQ2Amm9YXfeUKleSQfzCxGP6RjyUecUWOlZn1QLLlldwmySbyMlCBDY1D86g8jloQoDRNU657nxsZPqTKcCZwX+onGmLIpHWPPUklD1H66PHROrqwyJKNI2ZKGLNXfEykNtZ6Fge0MqZnodW8h/uf1EjO681Mu48SgZKtFo0QQE5HF12TIFTIjZpZQpri9lbAJVZQZm03BhuCtv7xJ2pWyd1OuNKulWjWLIw8XcAnX4MEt1OAeGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H6vWnJPNnMMfOJ8/kv2MvQ==</latexit>

�coll,a,b = 0.00 ± 0.01
<latexit sha1_base64="Cmhiw+oBmNYm5o/AIJ2FCHTMUVI=">AAACD3icbVDLSgMxFM34rPVVdekmWBQXpcxUQTdC0YUuK9gHdEq5k6Y1mMwMyR2xDP0DN/6KGxeKuHXrzr8x03bh60Dg5Jx7b3JPEEth0HU/nZnZufmFxdxSfnlldW29sLHZMFGiGa+zSEa6FYDhUoS8jgIlb8WagwokbwY3Z5nfvOXaiCi8wmHMOwoGoegLBmilbmHPPweloJv6yO8wtQPlqASlYHTill2X+rGilnjdQjG7Z6B/iTclRTJFrVv48HsRSxQPkUkwpu25MXZS0CiY5KO8nxgeA7uBAW9bGoLippOO9xnRXav0aD/S9oRIx+r3jhSUMUMV2EoFeG1+e5n4n9dOsH/cSUUYJ8hDNnmon0iKEc3CoT2hOUM5tASYFvavlF2DBoY2wrwNwfu98l/SqJS9g3Ll8rBYPZ3GkSPbZIfsE48ckSq5IDVSJ4zck0fyTF6cB+fJeXXeJqUzzrRni/yA8/4FO36a0g==</latexit>

�a + �b = 0.00 ± 0.01
<latexit sha1_base64="ijub0bike8juWnd3xEkjsOIdeXQ=">AAACCnicbZDLSgMxFIYzXmu9VV26iRZBEMpMFXQjFF3osoK9QFvKmTTThiaZIckIZejaja/ixoUibn0Cd76NmXYW2vpD4Mt/ziE5vx9xpo3rfjsLi0vLK6u5tfz6xubWdmFnt67DWBFaIyEPVdMHTTmTtGaY4bQZKQrC57ThD6/TeuOBKs1CeW9GEe0I6EsWMALGWt3CQfsGhIAu4BOcoX/pllwXtyOBLXjdQjG9p8Lz4GVQRJmq3cJXuxeSWFBpCAetW54bmU4CyjDC6TjfjjWNgAyhT1sWJQiqO8lklTE+sk4PB6GyRxo8cX9PJCC0HgnfdgowAz1bS83/aq3YBBedhMkoNlSS6UNBzLEJcZoL7jFFieEjC0AUs3/FZAAKiLHp5W0I3uzK81Avl7zTUvnurFi5yuLIoX10iI6Rh85RBd2iKqohgh7RM3pFb86T8+K8Ox/T1gUnm9lDf+R8/gCGsJeW</latexit>

ga,b = 0.00 ± 0.01
<latexit sha1_base64="4FXXq+z1SM96h12lOLYFXdTti6o=">AAAB/nicbZDLSsNAFIZPvNZ6i4orN4NFcCElqYJuhKIblxXsBdoQJtNJO3QyCTMToYSCr+LGhSJufQ53vo2TNgtt/WHgm/+cw5z5g4QzpR3n21paXlldWy9tlDe3tnd27b39lopTSWiTxDyWnQArypmgTc00p51EUhwFnLaD0W1ebz9SqVgsHvQ4oV6EB4KFjGBtLN8+HPgZPgsm107VcVAviZAB17cr+T0XWgS3gAoUavj2V68fkzSiQhOOleq6TqK9DEvNCKeTci9VNMFkhAe0a1DgiCovm64/QSfG6aMwluYIjabu74kMR0qNo8B0RlgP1XwtN/+rdVMdXnkZE0mqqSCzh8KUIx2jPAvUZ5ISzccGMJHM7IrIEEtMtEmsbEJw57+8CK1a1T2v1u4vKvWbIo4SHMExnIILl1CHO2hAEwhk8Ayv8GY9WS/Wu/Uxa12yipkD+CPr8we33pNh</latexit>

FIGURE 7.7 – Évolution des valeurs nulles des termes d’interaction d’échange (ga,b), de relaxation
individuelle Γa + Γb = 0 et collective Γcoll,a,b = 0 en fonction d’une perturbation ±δϕ sur
les pieds de l’atome b d’une configuration abab. La flèche pointe vers le cas symétrique sans
perturbation où ga,b 6= 0 tandis que les relaxations sont nulles. Les points A−D sont des points
étudiés lors de la résolution de l’équation maitresse ci-dessous.

nulle et un taux de relaxation individuel nul impose un taux de relaxation collectif nul
également. Cela reste vrai lorsque nous déplaçons l’atome b en modifiant le déphasage
d’une quantité δϕ. En effet, si nous partons du cas complètement symétrique, une trans-
lation de l’atome b n’impacte pas les différentes relaxations (déplacement vertical partant
de la flèche sur la figure 7.7). Partant de la situation complètement symétrique, si nous
écartons ou rapprochons les pieds de chaque atome (déplacement horizontal partant de la
flèche) alors le système se relaxe, car ga,b et Γ sont non nuls.

En ce qui concerne le terme de relaxation collective, il n’intervient que pour des écar-
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tements suffisamment importants. Une légère imprécision sur la position des pieds des
atomes n’affecte pratiquement pas la relaxation collective pour la configuration abab à
deux atomes. En ce qui concerne l’évolution du système, en considérant toujours des
atomes dont un seul est initialement dans l’état excité, elle suit la courbe de la figure 7.8.

�a + �b
<latexit sha1_base64="LLPkElAgmQQnQxmDxnZlzbHHEgM=">AAAB/HicbZDLSsNAFIYnXmu9Rbt0EyyCIJSkCoqrggtdVrAXaEM4mU7aoTOTMDMRQqiv4saFIm59EHe+jdM2C239YeDjP+dwzvxhwqjSrvttrayurW9slrbK2zu7e/v2wWFbxanEpIVjFstuCIowKkhLU81IN5EEeMhIJxzfTOudRyIVjcWDzhLicxgKGlEM2liBXenfAucQ5DA5KzAM7Kpbc2dylsEroIoKNQP7qz+IccqJ0JiBUj3PTbSfg9QUMzIp91NFEsBjGJKeQQGcKD+fHT9xTowzcKJYmie0M3N/T+TAlcp4aDo56JFarE3N/2q9VEdXfk5Fkmoi8HxRlDJHx840CWdAJcGaZQYAS2pudfAIJGBt8iqbELzFLy9Du17zzmv1+4tq47qIo4SO0DE6RR66RA10h5qohTDK0DN6RW/Wk/VivVsf89YVq5ipoD+yPn8AUPyUhw==</latexit>

�coll,a,b
<latexit sha1_base64="CWv9lc/YhdrjXl0lJgfeDcA9PSg=">AAACAXicbVDLSgNBEJyNrxhfUS+Cl8UgeAhhNwb0GPCgxwjmAdkQeiezyZCZ3WWmVwxLvPgrXjwo4tW/8ObfOHkcNLGgoajqnukuPxZco+N8W5mV1bX1jexmbmt7Z3cvv3/Q0FGiKKvTSESq5YNmgoesjhwFa8WKgfQFa/rDq4nfvGdK8yi8w1HMOhL6IQ84BTRSN3/kXYOU0E09ZA+YmgfFuAhFf9zNF5ySM4W9TNw5KZA5at38l9eLaCJZiFSA1m3XibGTgkJOBRvnvESzGOgQ+qxtaAiS6U46vWBsnxqlZweRMhWiPVV/T6QgtR5J33RKwIFe9Cbif147weCyk/IwTpCFdPZRkAgbI3sSh93jilEUI0OAKm52tekAFFA0oeVMCO7iycukUS6556XybaVQrczjyJJjckLOiEsuSJXckBqpE0oeyTN5JW/Wk/VivVsfs9aMNZ85JH9gff4AuwSXBQ==</latexit>

ga,b
<latexit sha1_base64="KVOApSeLFQczgu2SAlUh9rn1MCY=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBg5SkFvRY8OKxgv2ANpTNdtIu3WzC7kYooT/CiwdFvPp7vPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9P2jpOFcMWi0WsugHVKLjEluFGYDdRSKNAYCeY3M39zhMqzWP5aKYJ+hEdSR5yRo2VOqNBRq+C2aBccavuAmSdeDmpQI7moPzVH8YsjVAaJqjWPc9NjJ9RZTgTOCv1U40JZRM6wp6lkkao/Wxx7oxcWGVIwljZkoYs1N8TGY20nkaB7YyoGetVby7+5/VSE976GZdJalCy5aIwFcTEZP47GXKFzIipJZQpbm8lbEwVZcYmVLIheKsvr5N2repdV2sP9UqjnsdRhDM4h0vw4AYacA9NaAGDCTzDK7w5ifPivDsfy9aCk8+cwh84nz8hdI9j</latexit>

6= 0
<latexit sha1_base64="yDjzsYaGYDCgP8R0QZtX3Ps6haQ=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY8FLx4r2FZoQ9lsJ+3azSbuboQS+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnG1zO/84RK81jemUmCfkSHkoecUWOldk/iI3H75Ypbdecgq8TLSQVyNPvlr94gZmmE0jBBte56bmL8jCrDmcBpqZdqTCgb0yF2LZU0Qu1n82un5MwqAxLGypY0ZK7+nshopPUkCmxnRM1IL3sz8T+vm5rwys+4TFKDki0WhakgJiaz18mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNqCSDcFbfnmVtGtV76Jau61XGvU8jiKcwCmcgweX0IAbaEILGDzAM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A9ubjpw=</latexit>

6= 0
<latexit sha1_base64="yDjzsYaGYDCgP8R0QZtX3Ps6haQ=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY8FLx4r2FZoQ9lsJ+3azSbuboQS+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnG1zO/84RK81jemUmCfkSHkoecUWOldk/iI3H75Ypbdecgq8TLSQVyNPvlr94gZmmE0jBBte56bmL8jCrDmcBpqZdqTCgb0yF2LZU0Qu1n82un5MwqAxLGypY0ZK7+nshopPUkCmxnRM1IL3sz8T+vm5rwys+4TFKDki0WhakgJiaz18mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNqCSDcFbfnmVtGtV76Jau61XGvU8jiKcwCmcgweX0IAbaEILGDzAM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A9ubjpw=</latexit>

6= 0
<latexit sha1_base64="yDjzsYaGYDCgP8R0QZtX3Ps6haQ=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY8FLx4r2FZoQ9lsJ+3azSbuboQS+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnG1zO/84RK81jemUmCfkSHkoecUWOldk/iI3H75Ypbdecgq8TLSQVyNPvlr94gZmmE0jBBte56bmL8jCrDmcBpqZdqTCgb0yF2LZU0Qu1n82un5MwqAxLGypY0ZK7+nshopPUkCmxnRM1IL3sz8T+vm5rwys+4TFKDki0WhakgJiaz18mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNqCSDcFbfnmVtGtV76Jau61XGvU8jiKcwCmcgweX0IAbaEILGDzAM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A9ubjpw=</latexit>

6= 0
<latexit sha1_base64="yDjzsYaGYDCgP8R0QZtX3Ps6haQ=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY8FLx4r2FZoQ9lsJ+3azSbuboQS+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnG1zO/84RK81jemUmCfkSHkoecUWOldk/iI3H75Ypbdecgq8TLSQVyNPvlr94gZmmE0jBBte56bmL8jCrDmcBpqZdqTCgb0yF2LZU0Qu1n82un5MwqAxLGypY0ZK7+nshopPUkCmxnRM1IL3sz8T+vm5rwys+4TFKDki0WhakgJiaz18mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNqCSDcFbfnmVtGtV76Jau61XGvU8jiKcwCmcgweX0IAbaEILGDzAM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A9ubjpw=</latexit>6= 0

<latexit sha1_base64="yDjzsYaGYDCgP8R0QZtX3Ps6haQ=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY8FLx4r2FZoQ9lsJ+3azSbuboQS+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnG1zO/84RK81jemUmCfkSHkoecUWOldk/iI3H75Ypbdecgq8TLSQVyNPvlr94gZmmE0jBBte56bmL8jCrDmcBpqZdqTCgb0yF2LZU0Qu1n82un5MwqAxLGypY0ZK7+nshopPUkCmxnRM1IL3sz8T+vm5rwys+4TFKDki0WhakgJiaz18mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNqCSDcFbfnmVtGtV76Jau61XGvU8jiKcwCmcgweX0IAbaEILGDzAM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A9ubjpw=</latexit>

6= 0
<latexit sha1_base64="yDjzsYaGYDCgP8R0QZtX3Ps6haQ=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY8FLx4r2FZoQ9lsJ+3azSbuboQS+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnG1zO/84RK81jemUmCfkSHkoecUWOldk/iI3H75Ypbdecgq8TLSQVyNPvlr94gZmmE0jBBte56bmL8jCrDmcBpqZdqTCgb0yF2LZU0Qu1n82un5MwqAxLGypY0ZK7+nshopPUkCmxnRM1IL3sz8T+vm5rwys+4TFKDki0WhakgJiaz18mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNqCSDcFbfnmVtGtV76Jau61XGvU8jiKcwCmcgweX0IAbaEILGDzAM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A9ubjpw=</latexit>

6= 0
<latexit sha1_base64="yDjzsYaGYDCgP8R0QZtX3Ps6haQ=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY8FLx4r2FZoQ9lsJ+3azSbuboQS+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnG1zO/84RK81jemUmCfkSHkoecUWOldk/iI3H75Ypbdecgq8TLSQVyNPvlr94gZmmE0jBBte56bmL8jCrDmcBpqZdqTCgb0yF2LZU0Qu1n82un5MwqAxLGypY0ZK7+nshopPUkCmxnRM1IL3sz8T+vm5rwys+4TFKDki0WhakgJiaz18mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNqCSDcFbfnmVtGtV76Jau61XGvU8jiKcwCmcgweX0IAbaEILGDzAM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A9ubjpw=</latexit>

6= 0
<latexit sha1_base64="yDjzsYaGYDCgP8R0QZtX3Ps6haQ=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY8FLx4r2FZoQ9lsJ+3azSbuboQS+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnG1zO/84RK81jemUmCfkSHkoecUWOldk/iI3H75Ypbdecgq8TLSQVyNPvlr94gZmmE0jBBte56bmL8jCrDmcBpqZdqTCgb0yF2LZU0Qu1n82un5MwqAxLGypY0ZK7+nshopPUkCmxnRM1IL3sz8T+vm5rwys+4TFKDki0WhakgJiaz18mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNqCSDcFbfnmVtGtV76Jau61XGvU8jiKcwCmcgweX0IAbaEILGDzAM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A9ubjpw=</latexit>

= 0
<latexit sha1_base64="zv0deemGMdEpe/jLCMyVF+6s0Gc=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4Kkkt6EUoePFY0X5AG8pmO2mXbjZhdyOU0J/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut7O2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OWzpOFcMmi0WsOgHVKLjEpuFGYCdRSKNAYDsY38789hMqzWP5aCYJ+hEdSh5yRo2VHm6I2y+V3Yo7B1klXk7KkKPRL331BjFLI5SGCap113MT42dUGc4ETou9VGNC2ZgOsWuppBFqP5ufOiXnVhmQMFa2pCFz9fdERiOtJ1FgOyNqRnrZm4n/ed3UhNd+xmWSGpRssShMBTExmf1NBlwhM2JiCWWK21sJG1FFmbHpFG0I3vLLq6RVrXiXlep9rVyv5XEU4BTO4AI8uII63EEDmsBgCM/wCm+OcF6cd+dj0brm5DMn8AfO5w9NmI0b</latexit>

= 0
<latexit sha1_base64="zv0deemGMdEpe/jLCMyVF+6s0Gc=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4Kkkt6EUoePFY0X5AG8pmO2mXbjZhdyOU0J/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut7O2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OWzpOFcMmi0WsOgHVKLjEpuFGYCdRSKNAYDsY38789hMqzWP5aCYJ+hEdSh5yRo2VHm6I2y+V3Yo7B1klXk7KkKPRL331BjFLI5SGCap113MT42dUGc4ETou9VGNC2ZgOsWuppBFqP5ufOiXnVhmQMFa2pCFz9fdERiOtJ1FgOyNqRnrZm4n/ed3UhNd+xmWSGpRssShMBTExmf1NBlwhM2JiCWWK21sJG1FFmbHpFG0I3vLLq6RVrXiXlep9rVyv5XEU4BTO4AI8uII63EEDmsBgCM/wCm+OcF6cd+dj0brm5DMn8AfO5w9NmI0b</latexit>

= 0
<latexit sha1_base64="zv0deemGMdEpe/jLCMyVF+6s0Gc=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4Kkkt6EUoePFY0X5AG8pmO2mXbjZhdyOU0J/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut7O2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OWzpOFcMmi0WsOgHVKLjEpuFGYCdRSKNAYDsY38789hMqzWP5aCYJ+hEdSh5yRo2VHm6I2y+V3Yo7B1klXk7KkKPRL331BjFLI5SGCap113MT42dUGc4ETou9VGNC2ZgOsWuppBFqP5ufOiXnVhmQMFa2pCFz9fdERiOtJ1FgOyNqRnrZm4n/ed3UhNd+xmWSGpRssShMBTExmf1NBlwhM2JiCWWK21sJG1FFmbHpFG0I3vLLq6RVrXiXlep9rVyv5XEU4BTO4AI8uII63EEDmsBgCM/wCm+OcF6cd+dj0brm5DMn8AfO5w9NmI0b</latexit>

= 0
<latexit sha1_base64="zv0deemGMdEpe/jLCMyVF+6s0Gc=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4Kkkt6EUoePFY0X5AG8pmO2mXbjZhdyOU0J/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut7O2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OWzpOFcMmi0WsOgHVKLjEpuFGYCdRSKNAYDsY38789hMqzWP5aCYJ+hEdSh5yRo2VHm6I2y+V3Yo7B1klXk7KkKPRL331BjFLI5SGCap113MT42dUGc4ETou9VGNC2ZgOsWuppBFqP5ufOiXnVhmQMFa2pCFz9fdERiOtJ1FgOyNqRnrZm4n/ed3UhNd+xmWSGpRssShMBTExmf1NBlwhM2JiCWWK21sJG1FFmbHpFG0I3vLLq6RVrXiXlep9rVyv5XEU4BTO4AI8uII63EEDmsBgCM/wCm+OcF6cd+dj0brm5DMn8AfO5w9NmI0b</latexit>A

<latexit sha1_base64="YRpju2EEHRjnT16P9aeG0yyzH3k=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHaRRI8YLx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFS47ZfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1440+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtCpl76pcaVRLtWoWRx7O4BwuwYNrqME91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AI/1jLs=</latexit>

B
<latexit sha1_base64="2bs0GKitEWQX9li+3MYQu8XMaRc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHaRRI9ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFS47ZfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1440+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtCpl76pcaVRLtWoWRx7O4BwuwYNrqME91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJF5jLw=</latexit>

C
<latexit sha1_base64="Tl6YgCkMMVyAKOsSMd3NRnOJz80=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHaRRI8kXDxCIo8ENmR2aGBkdnYzM2tCNnyBFw8a49VP8ubfOMAeFKykk0pVd7q7glhwbVz328ltbe/s7uX3CweHR8cnxdOzto4SxbDFIhGpbkA1Ci6xZbgR2I0V0jAQ2Amm9YXfeUKleSQfzCxGP6RjyUecUWOlZn1QLLlldwmySbyMlCBDY1D86g8jloQoDRNU657nxsZPqTKcCZwX+onGmLIpHWPPUklD1H66PHROrqwyJKNI2ZKGLNXfEykNtZ6Fge0MqZnodW8h/uf1EjO681Mu48SgZKtFo0QQE5HF12TIFTIjZpZQpri9lbAJVZQZm03BhuCtv7xJ2pWyd1OuNKulWjWLIw8XcAnX4MEt1OAeGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H6vWnJPNnMMfOJ8/kv2MvQ==</latexit>

D
<latexit sha1_base64="Hypu302UTaGYguMh2h5T+MmdNvs=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKezGgB4DevCYgHlAsoTZSW8yZnZ2mZkVQsgXePGgiFc/yZt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5Pb2Nza3snvFvb2Dw6PiscnLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2Mb+d++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKjbt+seSW3QXIOvEyUoIM9X7xqzeIWRqhNExQrbuemxh/SpXhTOCs0Es1JpSN6RC7lkoaofani0Nn5MIqAxLGypY0ZKH+npjSSOtJFNjOiJqRXvXm4n9eNzXhjT/lMkkNSrZcFKaCmJjMvyYDrpAZMbGEMsXtrYSNqKLM2GwKNgRv9eV10qqUvatypVEt1apZHHk4g3O4BA+uoQb3UIcmMEB4hld4cx6dF+fd+Vi25pxs5hT+wPn8AZSBjL4=</latexit>

�t
<latexit sha1_base64="GAgKUJ5DaMW03AJkQkq03z71iBc=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48V7Ae0oUy2m3bpbhJ3N0IJ/RNePCji1b/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqKGvSWMSqE6BmgkesabgRrJMohjIQrB2Mb2d++4kpzePowUwS5kscRjzkFI2VOr0hSonE9MsVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QUxTySJDBWrd9dzE+Bkqw6lg01Iv1SxBOsYh61oaoWTaz+b3TsmZVQYkjJWtyJC5+nsiQ6n1RAa2U6IZ6WVvJv7ndVMTXvsZj5LUsIguFoWpICYms+fJgCtGjZhYglRxeyuhI1RIjY2oZEPwll9eJa1a1buo1u4vK/WbPI4inMApnIMHV1CHO2hAEygIeIZXeHMenRfn3flYtBacfOYY/sD5/AG3VI/B</latexit>

FIGURE 7.8 – Évolution du nombre d’excitations moyen du système de deux atomes tressés pour
différentes valeurs de ϕ et δϕ. Les courbes A − D prennent initialement les valeurs de ϕ et δϕ
des points associés sur la figure 7.7.

Cette dernière représente l’évolution du système pour les configurations initiales A−
D de la figure 7.7. Nous constatons que l’entièreté de l’espace des états est préservé
lorsque les différentes relaxations sont nulles (courbe D). Dans ce cas ga,b 6= 0, ce qui
signifie que bien qu’aucun des atomes ne se relaxe dans le guide d’ondes, ce dernier
est médiateur d’échange entre les atomes, comme prédit par la théorie. En effet, si nous
regardons le nombre d’excitations moyen de chaque qubit, nous observons des oscillations
de Rabi de période T = π/ga,b entre les deux qubits, sans perte d’amplitute sur la valeur
moyenne du nombre d’excitations, comme le montre la figure 7.9. Avec les valeurs de
γ = 0.1 s−1, ϕ = π/2 et δϕ = 1 nous avons ga,b = 0.054 s−1 et donc T = 58.145 s−1.
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<latexit sha1_base64="o4a2eJ5zTf3UDL4ciW7bDyzxcuI=">AAACGnicbVDLSsNAFJ34rPUVdelmsAiCWJIq6LLoxmUF+4CmlpvpNB06mYSZiVBCv8ONv+LGhSLuxI1/4yTtwrYeGDiccy537vFjzpR2nB9raXlldW29sFHc3Nre2bX39hsqSiShdRLxSLZ8UJQzQeuaaU5bsaQQ+pw2/eFN5jcfqVQsEvd6FNNOCIFgfUZAG6lrux4HEXCKvQHo1FMsCGHcPX2AWeEsE2Se7Nolp+zkwIvEnZISmqLWtb+8XkSSkApNOCjVdp1Yd1KQmhFOx0UvUTQGMoSAtg0VEFLVSfPTxvjYKD3cj6R5QuNc/TuRQqjUKPRNMgQ9UPNeJv7ntRPdv+qkTMSJpoJMFvUTjnWEs55wj0lKNB8ZAkQy81dMBiCBaNNm0ZTgzp+8SBqVsntertxdlKrX0zoK6BAdoRPkoktURbeohuqIoCf0gt7Qu/VsvVof1uckumRNZw7QDKzvX4vIoS0=</latexit>
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<latexit sha1_base64="WhCTkOKPTJ1PTqPv5rt43NRzG/w=">AAACGnicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiCWJIq6LLoxmUF+4AmhpvppB06mYSZiVBCv8ONv+LGhSLuxI1/47TNwrYeGDiccy537gkSzpS27R9raXlldW29sFHc3Nre2S3t7TdVnEpCGyTmsWwHoChngjY005y2E0khCjhtBYObsd96pFKxWNzrYUK9CHqChYyANpJfclwOoscpdvugM1exXgQj//QhmBXOxoKcJP1S2a7YE+BF4uSkjHLU/dKX241JGlGhCQelOo6daC8DqRnhdFR0U0UTIAPo0Y6hAiKqvGxy2ggfG6WLw1iaJzSeqH8nMoiUGkaBSUag+2reG4v/eZ1Uh1dexkSSairIdFGYcqxjPO4Jd5mkRPOhIUAkM3/FpA8SiDZtFk0JzvzJi6RZrTjnlerdRbl2nddRQIfoCJ0gB12iGrpFddRABD2hF/SG3q1n69X6sD6n0SUrnzlAM7C+fwGO8aEv</latexit>
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<latexit sha1_base64="yWBPs826PQJ309M0GtUJk1GIvJk=">AAACFnicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSII0jJTBV0W3bisYGuhMwx30sw0NJMZkoxQhn6FG3/FjQtF3Io7/8b0sbCtBwIn55xLck+Qcqa0bf9YhZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f9BWSSYJbZGEJ7ITgKKcCdrSTHPaSSWFOOD0IRjcjP2HRyoVS8S9HqbUiyESLGQEtJH8ctXlICJOsdsHnbuKRTGM/LP5axW7cpLyyxW7Zk+Al4kzIxU0Q9Mvf7u9hGQxFZpwUKrr2Kn2cpCaEU5HJTdTNAUygIh2DRUQU+Xlk7VG+MQoPRwm0hyh8UT9O5FDrNQwDkwyBt1Xi95Y/M/rZjq88nIm0kxTQaYPhRnHOsHjjnCPSUo0HxoCRDLzV0z6IIFo02TJlOAsrrxM2vWac16r311UGtezOoroCB2jU+SgS9RAt6iJWoigJ/SC3tC79Wy9Wh/W5zRasGYzh2gO1tcvbKCfhw==</latexit>

�t
<latexit sha1_base64="GAgKUJ5DaMW03AJkQkq03z71iBc=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48V7Ae0oUy2m3bpbhJ3N0IJ/RNePCji1b/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqKGvSWMSqE6BmgkesabgRrJMohjIQrB2Mb2d++4kpzePowUwS5kscRjzkFI2VOr0hSonE9MsVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QUxTySJDBWrd9dzE+Bkqw6lg01Iv1SxBOsYh61oaoWTaz+b3TsmZVQYkjJWtyJC5+nsiQ6n1RAa2U6IZ6WVvJv7ndVMTXvsZj5LUsIguFoWpICYms+fJgCtGjZhYglRxeyuhI1RIjY2oZEPwll9eJa1a1buo1u4vK/WbPI4inMApnIMHV1CHO2hAEygIeIZXeHMenRfn3flYtBacfOYY/sD5/AG3VI/B</latexit>

FIGURE 7.9 – Évolution du nombre d’excitations moyen du système de deux atomes tressés lorsque
seule l’interaction d’échange est non nulle. Les paramètres ϕ et δϕ sont ceux utilisés au point D
de la figure 7.7.

Dans tous les autres cas, la valeur de 〈σ̂+σ̂−〉 décroit. La figure 7.10 montre les
échanges entre qubits dans les situations A− C.
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FIGURE 7.10 – Évolution du nombre d’excitations moyen du système de deux atomes tressés
lorsque les paramètres ϕ et δϕ sont ceux utilisés aux points A− C de la figure 7.7.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous sommes parti des bases de la physique de la supraconduc-
tivité et des circuits électriques pour montrer comment il est possible de créer des ob-
jets macroscopiques exhibant des caractéristiques quantiques qui nous autorisent à les
qualifier d’atomes géants. Nous avons utilisé la théorie des systèmes quantiques ouverts
pour décrire la dynamique des qubits supraconducteurs et avons ensuite mis en évidence
quelques-unes de leurs propriétés remarquables qui en font des systèmes fort prometteurs
pour la création de puces quantiques robustes au bruit.

Au chapitre 1, nous avons posé les bases de la supraconductivité nécessaire à l’élabo-
ration des circuits électriques utilisés. Partant des notions de base de l’électromagnétisme
de Maxwell, nous avons défini la notion de densité de courant de probabilité d’une parti-
cule chargée plongée dans des champs. Nous avons ensuite établi le lien entre cette densité
et la fonction d’onde d’un supraconducteur. Nous avons vu qu’un matériau supraconduc-
teur séparé par un isolant mince amène deux phénomènes. Le premier est qu’en l’absence
d’une tension aux bornes de la jonction, un courant constant fonction de la différence de
phase entre les deux conducteurs s’établit : c’est l’effet Josephson continu. Le second est
que si nous relions les bornes de la jonction Josephson à un générateur de courant continu
alors un courant oscillant à travers la jonction apparait : c’est l’effet Josephson alternatif.
Un qubit supraconducteur se base sur l’effet Josephson, mais une description quantique
requiert d’autres concepts fondamentaux en lien avec les composants des circuits élec-
triques. Au chapitre 2, nous sommes passé dans le domaine classique afin de passer en
revue les composants utiles à la fabrication d’un qubit supraconducteur. Après avoir dé-
fini des variables dynamiques ainsi que leur lien avec l’énergie associée à un élément,
nous avons passé en revue 3 types d’éléments. Le premier est le condensateur, élément
dispersif caractérisé par une capacité constante C reliant linéairement la charge présente
sur ses armatures à la tension à ses bornes. Le deuxième est la self ou bobine, élément
dispersif également, mais caractérisée par une inductance reliant linéairement la tension
au courant qui la traverse. Enfin, le dernier est la jonction Josephson, schématisée par une
bobine non linéaire en parallèle d’un condensateur et caractérisée par une inductance.

Nous avons également introduit un SQUID comme un anneau supraconducteur coupé
par deux jonctions Josephson et avons montré la quantification du flux magnétique à tra-
vers le SQUID par un multiple entier de la valeur du fluxon Φ = h/q. Nous avons égale-
ment montré que les circuits LC séries étaient en lien direct avec l’oscillateur harmonique
mécanique. Nous avons également établi les relations d’associations en série et en paral-
lèle d’impédances dans le cadre d’un courant alternatif.

Au chapitre 3, nous avons enfin entamé une description hamiltonienne des circuits
électriques. Nous avons introduit de nouvelles variables canoniques : les flux de branches
Φb(t) et charges de branches Qb(t). Nous avons en effet vu qu’il était aisé, en utilisant ce
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type de variables, d’aboutir à l’hamiltonien du circuit par la méthode des noeuds. Cette
méthode sépare le circuit en deux sous-systèmes et recherche les flux de branches entre
deux noeuds successifs. Selon l’élément présent sur chaque branche, nous obtenons direc-
tement le lagrangien du système. L’hamiltonien classique est obtenu par une transforma-
tion de Legendre. Afin de nous familiariser avec la méthode, nous l’avons dans un premier
temps appliquée sur un circuit exemple simple. Nous avons également montré son effica-
cité en retrouvant l’expression de l’énergie (hamiltonien) du circuit LC série. Nous avons
ensuite compliqué le circuit LC en remplaçant la self par un SQUID afin d’étudier le cas
de la "boite de Cooper" et obtenu son hamiltonien classique en l’exprimant en termes de
nombre de paires de Cooper et du flux magnétique extérieur traversant le SQUID.

Au chapitre 4, nous avons montré en partant d’un circuit LC et sur lequel nous avons
effectué plusieurs modifications (ajout d’un condensateur, remplacement du LC par une
jonction Josephson et ajout d’une tension), que le circuit final nommé boite de Cooper
peut être utilisé en tant que bit quantique (qubit). En effet, nous avons expliqué que la
combinaison astucieuse de condensateurs, de jonctions Josephson et de générateurs per-
met de produire des systèmes quantiques macroscopiques avec des niveaux d’énergie dis-
crets. Le choix des composants permet d’accéder à un contrôle sur les niveaux d’énergie
par l’intermédiaire de la tension appliquée aux bornes du circuit et d’un flux magnétique
extérieur appliqué à certains éléments du circuit. De plus, en ajustant les paramètres de
contrôle, le nombre de niveaux distincts couplés peut de la sorte être fortement réduit,
jusqu’à former des systèmes où seuls deux niveaux sont couplés, réalisant ainsi des bits
quantiques. Depuis de nombreuses années, les chercheurs ont développé plusieurs types
de qubits distincts (transmon, qubit de charge, qubit de flux...). Dans ce travail, nous nous
sommes principalement concentré sur le qubit de type transmon qui est un cas particulier
de qubit de charge très peu sensible aux variations de tension extérieure, ce qui le rend
plus stable.

Au chapitre 5, nous nous sommes intéressé au couplage entre qubits et entre les qubits
et l’environnement. Ce couplage peut par exemple être réalisé par le biais de photons
dans une ligne de transmission 1D. Nous avons vu à travers ce cas comment une ligne de
transmission 1D pouvait être modélisée par un circuit électrique composé de bobines et
de condensateurs. Nous nous sommes ensuite concentré sur le cas d’un transmon couplé
à une ligne de transmission 1D dans lequel circule un champ monomode. Nous avons
appliqué les règles de la méthode des noeuds pour en extraire l’hamiltonien classique du
système et nous avons appliqué la procédure de quantification pour obtenir l’opérateur
hamiltonien. Le système global atome + champ n’étant pas isolé, ce problème relève de
la dynamique des systèmes quantiques ouverts. Nous avons donc déterminé l’équation
maitresse régissant l’évolution du système.

Au chapitre 6, nous avons vu qu’un transmon pouvait également être couplé à des
phonons qui se propagent sous forme d’onde acoustique à la surface d’un matériau pié-
zoélectrique. Pour exploiter cela, nous avons introduit les bases de la piézoélectricité et
vu qu’une onde acoustique de surface (SAW) satisfaisait aux mêmes équations que la
tension et le courant dans une ligne de transmission 1D. Une particularité du transmon
est que la capacité peut être conçue sous la forme d’un IDT (interdigital transducer). Or,
nous avons vu qu’un IDT pouvait être couplé à des ondes acoustiques formant un dispo-
sitif de transmission et de réception permettant une communication entre une onde et un
qubit. Le design d’un IDT permet le passage des atomes artificiels aux atomes artificiels
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géants grâce aux multiples points de couplage au guide d’ondes. En effet, l’écartement
des doigts de l’IDT permet d’assimiler le qubit à un atome à deux niveaux, possédant
plusieurs points de couplage avec le milieu. Comme au chapitre 5, nous avons déterminé
l’équation maitresse d’un atome géant à N points de couplage lorsqu’il est couplé à un
champ multimodes. Nous avons obtenu une équation maitresse semblable à celle d’un
qubit couplé à un seul point, mais présentant un terme supplémentaire tenant compte de
la position de chaque pied. Nous avons vu que ce terme était responsable de phénomènes
d’interférences contrôlables par la position relative des points de couplage. Nous avons
vu que ces phénomènes d’interférences affectent le Lamb Shift et le taux de relaxation
permettant un contrôle sur ceux-ci. Depuis la première réalisation expérimentale en 2014
d’un tel atome géant, ce domaine émergent n’a cessé de se développer. Les études théo-
riques ont commencé par l’étude d’un seul atome géant et ont été étendues aux cas de
multiples atomes.

Au chapitre 7, nous avons discuté des différentes configurations possibles d’un en-
semble d’atomes géants à deux points de couplage. De toutes ces configurations, nous
nous sommes intéressé plus en détail au cas de la configuration tressée. Des simulations
numériques réalisées à l’aide du langage de programmation Julia, ont mis en évidence
que lorsqu’en deux points de couplage successifs, le champ acquiert une phase ϕ = π/2,
les relaxations individuelles des atomes dans le guide d’ondes sont nulles, de même que la
relaxation collective. Cependant, bien qu’aucun atome ne se relaxe dans le guide d’ondes,
celui-ci est médiateur d’échanges entre les atomes. Nous avons également examiné les
effets d’une perturbation de la position relative de deux atomes géants sur les taux de re-
laxation et les échanges entre atomes dans le cas de deux atomes en configuration tressée.
Nous avons montré qu’une légère perturbation de translation d’un des deux atomes ne
change pas la cohérence si les deux points de couplage de chaque atome admettent tou-
jours un déphasage de ϕ = π/2. Si ce n’est plus le cas, la relaxation individuelle prend
une valeur finie non nulle et le système n’est plus préservé d’une décohérence.



Annexe A

Quantification du champ

Les champs électrique et magnétique obéissent aux équations de Maxwell (équa-
tions (1.1) à (1.4)) où les relations de constitution (1.5) pour les champs libres deviennent

~B = µ0
~H, ~D = ε0 ~E, ~J = ~0. (A.1)

Lorsqu’il n’y a pas de source, les champs électrique et magnétique s’expriment en jauge
de Coulomb par l’intermédiaire du potentiel vecteur ~A(~r, t) par les relations (1.8) et (1.9)
avec la condition que

~∇. ~A = 0. (A.2)

Par ces relations, il vient que ~A(~r, t) satisfait à l’équation d’onde

∇2 ~A(~r, t) =
1

c2

∂2 ~A(~r, t)

∂t2
. (A.3)

Si on sépare le potentiel vecteur en une somme de deux termes : l’un variant en e−iωt

(noté ~A(+)(~r, t)) et l’autre en eiωt (noté ~A(−)(~r, t)) et tels que ~A(−) = ( ~A(+))∗, on a

~A(~r, t) = ~A(+)(~r, t) + ~A(−)(~r, t). (A.4)

Pour des raisons pratiques, on préfère travailler avec un ensemble discret et non continu de
variables. Pour cela, la description du champ se limite à un volume restreint de l’espace,
dans lequel le potentiel vecteur peut être écrit sous forme d’une série de fonctions de
modes orthogonaux

~A(+)(~r, t) =
∑

k

ck~uk(~r)e
−iωkt, (A.5)

avec ck les coefficients de Fourier. Ces derniers sont constants pour un champ libre. Cha-
cune des fonctions de modes ~uk(~r) correspondant à la fréquence ωk satisfait à l’équation
d’onde (

∇2 +
ω2
k

c2

)
~uk(~r) = 0, (A.6)

avec la condition
~∇.~uk(~r) = 0. (A.7)

Les ~uk(~r) sont orthogonaux,
∫

V

~u∗k(~r)~uk′(~r)d~r = δkk′ . (A.8)
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De plus, leur forme dépend des conditions aux limites de l’élément de volume considéré.
On peut donc écrire le potentiel vecteur

~A(~r, t) =
∑

k

(
~

2ωkε0

)1/2 [
ak~uk(~r)e

−iωkt + a†k~u
∗
k(~r)e

iωkt
]
. (A.9)

Le champ électrique s’écrit donc

~E(~r, t) = i
∑

k

(
~ωk
2ε0

)1/2 [
ak~uk(~r)e

−iωkt − a†k~u∗k(~r)eiωkt
]
, (A.10)

où ak et a†k déterminent le facteur de normalisation. Pour pouvoir quantifier le champ, les
amplitudes ak et a†k sont promues au rang d’opérateurs de telle sorte qu’ils soient adjoints
l’un de l’autre. Pour des bosons tels que les photons, les relations de commutation qui en
découlent sont

[âk, âk′ ] =
[
â†k, â

†
k′

]
= 0,

[
âk, â

†
k′

]
= δkk′ . (A.11)

Le champ électromagnétique est donc vu comme un ensemble d’oscillateurs indépen-
dants, chacun obéissant à la relation de commutation (A.11). L’état quantique de chaque
mode peut être décrit par un vecteur |Ψ〉k de l’espace d’Hilbert qui lui est associé. L’état
du champ est donc le produit tensoriel de chaque espace d’Hilbert associé à chaque mode.
L’hamiltonien du champ électromagnétique étant

H =
1

2

∫ (
ε0 ~E

2 + µ0
~H2
)
d~r, (A.12)

en substituant (A.10) et son équivalent pour le champ magnétique il vient que

Ĥ =
∑

k

~ωk
(
â†kâk +

1

2

)
. (A.13)

Les seconds termes de cette somme font référence à l’énergie du vide E0 =
∑

k
~ωk

2
qui

est infinie. Cependant dans la majeure partie des expériences, seuls des écarts d’énergie
par rapport à cette énergie du vide sont mesurés. Il est commun d’utiliser une énergie
relative par l’hamiltonien du champ libre

Ĥ ′ =
∑

k

~ωkâ†kâk. (A.14)



Annexe B

Schéma d’interaction

En physique quantique, il existe plusieurs possibilités équivalentes pour décrire un
système. Elles sont toutes reliées par des transformations unitaires des opérateurs et des
états. Dans le formalisme de Schrödinger, les opérateurs sont indépendants du temps et
toute l’évolution du système est contenue dans l’état. Dans le formalisme d’Heisenberg,
c’est l’inverse, l’évolution du système se trouve dans l’opérateur, tandis que l’état est
indépendant du temps. Il existe deux autres descriptions possibles, mélangeant les deux
approches et nommées schéma d’interaction (de Schrödinger ou d’Heisenberg). Dans le
schéma d’interaction de Schrödinger, la partie de la dynamique associée à l’évolution
libre (en absence d’interaction) est contenue dans l’opérateur tandis que la partie associée
au couplage est contenue dans l’état. Dans le schéma d’interaction d’Heisenberg, c’est
l’inverse.

Soit l’hamiltonien du système Ĥ(t) et on suppose le système dans un état |ψ(t)〉. Pour
passer de la représentation de Schrödinger à la figure d’interaction, il suffit d’appliquer
une transformation unitaire. En effet, si A est une quantité mesurable, elle est donnée par
la valeur moyenne de l’opérateur associé Â dans l’état |ψ(t)〉 donné par 〈ψ(t)|Â|ψ(t)〉.
Cette quantité ne peut dépendre de la représentation utilisée. Soit Û(t), l’opérateur uni-
taire qui permet de passer à la figure d’interaction. L’état du système devient alors

|ψ̃(t)〉 = Û(t)|ψ(t)〉. (B.1)

Dans ce cas, Â devient Û(t)ÂÛ †(t) et l’invariance implique bien que Û † = Û−1. Puisque
|ψ(t)〉 satisfait à l’équation de Schrödinger

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = Ĥ(t)|ψ(t)〉, (B.2)

il existe également une équation de Schrödinger transformée pour le schéma d’interaction.
Et on obtient

i~
∂

∂t
|ψ̃(t)〉 =

˜̂
H(t)|ψ̃(t)〉. (B.3)

En remplaçant (B.1) dans (B.3), on obtient l’hamiltonien en figure d’interaction

˜̂
H(t) = i~ ˙̂

U(t)Û †(t) + Û(t)Ĥ(t)Û †(t). (B.4)
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Il est parfois plus intéressant de résoudre le système dans le schéma d’interaction en
résolvant (B.3) où Ĥ(t) à été remplacé par ˜̂

H(t) suivant (B.4). La résolution nous donne
|ψ̃(t)〉 et on repasse facilement à l’état |ψ(t)〉 par la transformation inverse de (B.1).

Comme tout opérateur unitaire peut se mettre sous la forme de l’exponentielle d’un
opérateur anthihermitien, rappelons le lemme de Baker-Hausdorff

Lemme 1 (Baker-Hausdorff). Soient Ĝ et Â des opérateurs et λ un scalaire, alors

eλĜÂe−λĜ = Â+ λ
[
Ĝ, Â

]
+
λ2

2!

[
Ĝ,
[
Ĝ, Â

]]
+ ... (B.5)

où
[
Ĝ, Â

]
est le commutateur.



Annexe C

Équations classiques pour une ligne de
transmission

Considérons une partie de la ligne de transmission telle qu’à la figure C.1 où C0 et L0

sont respectivement les capacité et inductance par unité de longueur ∆x.ANNEXE C. EQUATIONS DE LA TENSION ET DU COURANT DANS UNE
LIGNE DE TRANSMISSION. 76
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<latexit sha1_base64="+RLfNzbfcwbjfF7P1tCLsNGBEdo=">AAAB83icbVDLSgNBEJz1GeMr6tHLYBAEIexGQY9BPXiMYB6QXcLspDcZMvtgplcSlvyGFw+KePVnvPk3TpI9aGJBQ1HVTXeXn0ih0ba/rZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqODR4LGPV9pkGKSJooEAJ7UQBC30JLX94O/VbT6C0iKNHHCfghawfiUBwhkZyR/ScuncgkdFRt1S2K/YMdJk4OSmTHPVu6cvtxTwNIUIumdYdx07Qy5hCwSVMim6qIWF8yPrQMTRiIWgvm908oadG6dEgVqYipDP190TGQq3HoW86Q4YDvehNxf+8TorBtZeJKEkRIj5fFKSSYkynAdCeUMBRjg1hXAlzK+UDphhHE1PRhOAsvrxMmtWKc1GpPlyWazd5HAVyTE7IGXHIFamRe1InDcJJQp7JK3mzUuvFerc+5q0rVj5zRP7A+vwBi7yQtw==</latexit>

V (x, t)
<latexit sha1_base64="0El+YcKGmRrETbiEi7Ur2ByJxS4=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahgpTdKuix6MVjBfsB7VKyabaNzSZLkhXL0v/gxYMiXv0/3vw3pu0etPXBwOO9GWbmBTFn2rjut5NbWV1b38hvFra2d3b3ivsHTS0TRWiDSC5VO8CaciZowzDDaTtWFEcBp61gdDP1W49UaSbFvRnH1I/wQLCQEWys1GyWn87Maa9YcivuDGiZeBkpQYZ6r/jV7UuSRFQYwrHWHc+NjZ9iZRjhdFLoJprGmIzwgHYsFTii2k9n107QiVX6KJTKljBopv6eSHGk9TgKbGeEzVAvelPxP6+TmPDKT5mIE0MFmS8KE46MRNPXUZ8pSgwfW4KJYvZWRIZYYWJsQAUbgrf48jJpViveeaV6d1GqXWdx5OEIjqEMHlxCDW6hDg0g8ADP8ApvjnRenHfnY96ac7KZQ/gD5/MHlFqOeQ==</latexit> V (x + �x, t)

<latexit sha1_base64="ZjvfKKGP+ZNaNNBTIU4PQZLvS8U=">AAAB+XicbVBNS8NAEN3Ur1q/oh69LBahopSkCnos6sFjBfsBbSib7aZdutmE3UlpCf0nXjwo4tV/4s1/47bNQasPBh7vzTAzz48F1+A4X1ZuZXVtfSO/Wdja3tnds/cPGjpKFGV1GolItXyimeCS1YGDYK1YMRL6gjX94e3Mb46Y0jySjzCJmReSvuQBpwSM1LXtRml8hjt3TADB43M47dpFp+zMgf8SNyNFlKHWtT87vYgmIZNABdG67ToxeClRwKlg00In0SwmdEj6rG2oJCHTXjq/fIpPjNLDQaRMScBz9edESkKtJ6FvOkMCA73szcT/vHYCwbWXchknwCRdLAoSgSHCsxhwjytGQUwMIVRxcyumA6IIBRNWwYTgLr/8lzQqZfeiXHm4LFZvsjjy6AgdoxJy0RWqontUQ3VE0Qg9oRf0aqXWs/VmvS9ac1Y2c4h+wfr4Bmf+kjc=</latexit>

a
<latexit sha1_base64="5Q95XRDpmCIE1FgOXUeBR1gHQb8=">AAAB+3icbVDLSsNAFJ3UV62vWJdugkVwVZIq6LLoxmUF+4A2lMnkth06eTBzIy0hv+LGhSJu/RF3/o3TNAttPXDhcM69c+ceLxZcoW1/G6WNza3tnfJuZW//4PDIPK52VJRIBm0WiUj2PKpA8BDayFFAL5ZAA09A15veLfzuE0jFo/AR5zG4AR2HfMQZRS0NzeoAYYb5O6kEP0tpNjRrdt3OYa0TpyA1UqA1NL8GfsSSAEJkgirVd+wY3ZRK5ExAVhkkCmLKpnQMfU1DGoBy03xnZp1rxbdGkdQVopWrvydSGig1DzzdGVCcqFVvIf7n9RMc3bgpD+MEIWTLRaNEWBhZiyAsn0tgKOaaUCa5/qvFJlRShjquig7BWT15nXQadeey3ni4qjVvizjK5JSckQvikGvSJPekRdqEkRl5Jq/kzciMF+Pd+Fi2loxi5oT8gfH5AzExlS8=</latexit>

FIGURE C.1 – Ligne de transmission 1D

En appliquant la loi des mailles sur l’entièreté de la figure et la loi des noeuds sur le
noeud a du circuit, on a

V (x)− L0∆x
∂I

∂t
− V (x+ ∆x) = 0, (C.1)

et I(x, t)− I(x+ ∆x, t)− C0∆x
∂V (x+ ∆x, t)

∂t
= 0. (C.2)

En réarrangeant les termes et en prenant la limite pour ∆x → 0, on obtient les équations
de la tension et du courant

∂V

∂x
= −L0

∂I

∂t
, (C.3)

∂I

∂x
= C0

∂V

∂t
. (C.4)
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Code Julia

1 using QuantumOptics
2 using Plots
3 using LaTeXStrings
4 using LinearAlgebra
5 using NBInclude #inclure les Packages presents dans
6 #JupiterNoteBook
7 pyplot ()
8

9 ########################################################
10 #
11 ######### 1 ###########
12 # # #
13 # #
14 # #
15 # ===> # # ===> #
16 # #
17 # #
18 # # #
19 ########### 2 #########
20 #
21 ########################################################
22 #Generalites
23 ########################################################
24

25 ϕ= [0:0.002:π;] #Vector{Float64} avec 1571
elements

26 δϕ = [-π:0.002:π;] #Vector{Float64} avec 3142 elements
27 N=2 #nombre d’atomes : 2
28 Mn = 2 #nombre de bras de chaque atome : 2
29 γ=[0.1 for i in 1:N, j in 1:Mn] #couplage atome -TL

(cas ou le couplage est identique ∀ atome)
30 ω_atome = 1 #separation des niveaux des atomes
31 b_atom = SpinBasis (1//2) #base de spin pour les
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atomes (2 niveaux)
32 b_coll = tensor ([ b_atom for n = 1:N]...) #base

du systeme globale atome_a + atome_b
33

34 sm(n) = embed(b_coll , n, sigmam(b_atom)) #σ_-^n,
SparseOperator(dim=4x4) n=1: [2, 1] et [4, 3] =
1.0+0.0 im

35 sp(n) = embed(b_coll ,n,sigmap(b_atom)) #σ_+^n
SparseOperator(dim=4x4) n=1: [1, 2] et [3, 4] =
1.0+0.0 im

36 sz(n) = embed(b_coll , n, sigmaz(b_atom)) #σ_z^n
SparseOperator(dim=4x4) n=1: [1, 1] et [3, 3] =
1.0+0.0im , [2, 2] et [4, 4] = -1.0+0.0im

37 #######################################################
38 #Position des pieds
39 #######################################################
40 a=[i for i in range(1, step=2, length=N-1)]
41 a=vcat ([0],a)
42 b=[i for i=2:2:2*N]
43 b[N]=b[N]-1
44 datas=hcat(a,b)
45 # Nx2 Array{Int64 ,2} : pied k de l’atome n en position

x_k^n=data[n,k]
46

47 function Phase (n::Int64 , p::Int64 , k::Int64 ,l::Int64 ,ϕ
::Float64 , δϕ:: Float64; data=datas)

48 data = data.*ϕ
49 data [2,1]= data [2,1]+δϕ
50 data [2,2]= data [2,2]+δϕ
51 phase=data[p,l]-data[n,k]
52 return abs(phase)
53 end
54 ########################################################
55 #Σ_{n=1}^{N-1} Σ_{p=n+1}^{N} g_{n,p} (σ_-^n σ_+^p + σ_+^

n σ_-^p)
56 # vue comme H_inter(gnp(g_np)) ou g_np = g_{np}, gnp() =

Σ_{p=n+1}^{N}() et H_inter () = Σ_{n=1}^{N-1} ()
57 ########################################################
58

59 #interaction d’echange entre l’atome n=1 pied k et l’
atome p=2 pied l

60 function g_np(n::Int64 , p::Int64 , k::Int64 ,l::Int64 , ϕ::
Float64 ,δϕ:: Float64)

61 phase = Phase(n,p,k,l,ϕ,δϕ)
62 return 0.5 * sqrt(γ[n,k]*γ[p,l])*sin(phase)
63 end
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64

65 #interaction d’echange gnp entre l’atome n et p
66 #return g_{n,p}
67 function gnp(n::Int64 , p::Int64 , ϕ::Float64 ,δϕ:: Float64)
68 return sum(g_np(n,p,k,l,ϕ,δϕ) for k in 1:Mn, l in 1:

Mn)
69 end
70

71 #Hamiltonien d’interaction entre l’atome n et p
72 function H_inter(N::Int64 ,ϕ::Float64 ,δϕ:: Float64)
73 res=0
74 for n in range(1, stop=N-1) #Σ_{n=1}^{N-1}
75 res1=sum(gnp(n,p,ϕ,δϕ) for p in n+1:N)
76 res=res+res1
77 end
78 return res
79 end
80

81 ########################################################
82 #relaxation individuelle
83 ########################################################
84

85

86 function Γ_n_intern (n::Int64 , k::Int64 , l::Int64 ,ϕ::
Float64 ,δϕ:: Float64)

87 phase = Phase(n,n,k,l,ϕ,δϕ)
88 return sqrt(γ[n,k]*γ[n,l])*cos(phase)
89 end
90

91 function Γ_n(n::Int64 ,ϕ::Float64 ,δϕ:: Float64)
92 res=0
93 for k in range(1, stop=Mn)
94 res1=sum(Γ_n_intern(n,k,l,ϕ,δϕ) for l in 1:Mn)
95 res=res+res1
96 end
97 return res
98 end
99

100 function Γ(N::Int64 , ϕ::Float64 ,δϕ:: Float64)
101 res=0
102 for n in range(1, stop=N)
103 res1=Γ_n(n,ϕ,δϕ)
104 res=res+res1
105 end
106 return res
107 end
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108

109 ########################################################
110 #relaxation collective
111 ########################################################
112

113 function Γ_coll_n_p_intern(n::Int64 , p::Int64 , k::Int64 ,
l::Int64 ,ϕ::Float64 , δϕ :: Float64 )

114 phase = Phase(n,p,k,l,ϕ,δϕ)
115 return sqrt(γ[n,k]* γ[p,l])* cos(phase)
116 end
117

118 function Γ_coll_n_p(n::Int64 , p::Int64 ,ϕ::Float64 ,δϕ::
Float64)

119 res=0
120 for k in range(1, stop=Mn)
121 res1=sum(Γ_coll_n_p_intern(n,p,k,l,ϕ,δϕ) for l in

1:Mn)
122 res=res+res1
123 end
124 return res
125 end
126 function Γ_coll(N::Int64 ,ϕ::Float64 ,δϕ:: Float64 )
127 res=0
128 for n in range(1, stop=N-1)
129 res1=sum(Γ_coll_n_p(n,p,ϕ,δϕ) for p in n+1:N)
130 res=res+res1
131 end
132 return res
133 end
134

135 ########################################################
136 #Image nulle de chaque fonction
137 ########################################################
138

139 function Γ_coll_zero(N,ϕ,δϕ)
140 return round(Γ_coll(N,ϕ,δϕ), digits =2)== 0.0
141 end
142

143 function Γ_zero(N,ϕ,δϕ)
144 return round(Γ(N,ϕ,δϕ), digits =4) ==0.000
145 end
146 function H_inter_zero(N,ϕ,δϕ)
147 return round(H_inter(N,ϕ,δϕ),digits =2) ==0.0
148 end
149

150 ########################################################
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151 #Graphe de la figure 7.7
152 ########################################################
153

154 contourf(ϕ,δϕ, (ϕ,δϕ)->H_inter_zero(N,ϕ,δϕ) ,color = [:
green ,: green], legend = true ,colorbar_title = L"g_{ab
}",colorbar = :false , levels =[0.8 ,1.2])

155 contourf !(ϕ,δϕ, (ϕ,δϕ)->Γ_coll_zero(N,ϕ,δϕ) ,color = [:gold
,:green], legend = false ,levels =[0.5 ,1.5])

156 contourf !(ϕ,δϕ, (ϕ,δϕ)->Γ_zero(N,ϕ,δϕ) , fill=false ,color =
:cornflowerblue ,legend = true ,levels =[0.5 ,1.5])

157 δϕ=ϕ
158 plot!(ϕ,δϕ,fill = (2π, 5, :auto), color = :white)
159 plot!(ϕ,δϕ,linestyle = :dot , color =: black)
160

161 plot!(ϕ,-δϕ, yaxis=[-π,π],fill = (-2π,-π, :auto), color =
:white , legend=false)

162 plot!(ϕ,-δϕ,linestyle = :dot , color =: black)
163 xlabel !(L"ϕ")
164 ylabel !(L"δϕ")
165 #savefig (" mapping_perturb_translation.pdf")
166

167

168 ######################################################
169 #recherche des valeurs nulles pour les points du graphe

de la figure 7.7
170 ######################################################
171

172 ##################################################
173 #recherche composante du point A
174 #################################################
175 function Search_H_inter_zero(N,ϕ,δϕ)
176 if round(H_inter(N,ϕ,δϕ),digits =2) ==0.0
177 return δϕ
178 else
179 return 0.
180 end
181 end
182

183 ϕ_A = 2.
184 function Search_g_0(ϕ_A,N)
185 g_0=0.
186 δϕ=-2.
187 while g_0 == 0.
188 g_0 = g_0+ Search_H_inter_zero(N,ϕ_A,δϕ)
189 δϕ= δϕ+0.002
190 end
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191 return g_0
192 end
193

194 δϕ_A = Search_g_0(ϕ_A ,N)
195 A=(ϕ_A, δϕ_A)
196 ##################################################
197 #Composante point B
198 #################################################
199

200 ϕ_B = (π/2) +0.2
201 δϕ_B = -0.2
202 B= (ϕ_B,δϕ_B)
203

204

205 ##################################################
206 #Composante point C
207 #################################################
208

209 δϕ_C = 0.3
210 ϕ_C = 0.5
211 C= (ϕ_C, δϕ)
212

213 ##################################################
214 #Composante point D
215 #################################################
216

217 δϕ_D = 1.
218 ϕ_D =π/2
219 D= (ϕ_D, δϕ_D)
220 ##################################################
221 #Generalites supplementaires et redefinitions pour l’

evolution temporelle.
222 # remplacement des fonctions H_inter ,
223 ##################################################
224 function H_inter(N::Int64 , ϕ::Float64 , δϕ:: Float64)
225 res = sm(1) - sm(1)
226 for n in range(1, stop = N - 1)
227 res1 = sum(
228 gnp(n, p, ϕ, δϕ) * (sm(n) * sp(p) + sp(n) *

sm(p)) for p = n+1:N
229 )
230 res = res + res1
231 end
232 return res
233 end
234 function H_inter_data(N::Int64 , ϕ::Float64 , δϕ:: Float64)
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235 res = 0
236 for n in range(1, stop = N - 1)
237 res1 = sum(gnp(n, p, ϕ, δϕ) for p = n+1:N)
238 res = res + res1
239 end
240 return res
241 end
242

243

244 ##################################################
245 #point D (pour les courbes de la figure 7.10, choisissez

un point et remplacez "D" par la lettre du point)
246 ##################################################
247

248 ϕ =ϕ_D
249 δϕ = δϕ_D
250

251 ##################################################
252 #H_o = Σ_{n=1}^N ω_prime * σ_z^n /2
253 ##################################################
254 function ∆ω_n(n::Int64 , k::Int64 , l::Int64 , ϕ::Float64 ,

δϕ:: Float64)
255 phase = Phase(n, n, k, l, ϕ, δϕ)
256 return sqrt(γ[n, k] * γ[n, l]) * sin(phase)
257 end
258

259 ω_prime(n, k, l) = ω_atome + ∆ω_n(n, k, l, ϕ, δϕ)
260

261 H_0 = 0.5 * sum(ω_prime(n, 1, 2) * sz.(n) for n = 1:N)
262

263 ##################################################
264 #Hamiltonien total
265 ##################################################
266

267 H = H_0 + H_inter(N, ϕ, δϕ)
268

269

270 ##################################################
271 #Evolution
272 ##################################################
273

274 Γ_rate = ones(N, N)
275 for i in range(1, stop = N)
276 for j in range(1, stop = N)
277 if i == j
278 Γ_rate[i, j] = Γ_n(i, ϕ, δϕ)
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279 elseif i < j
280 Γ_rate[i, j] = round(Γ_coll_n_p(i, j, ϕ, δϕ),

digits = 2)
281 Γ_rate[j, i] = Γ_rate[i, j]
282 end
283 end
284 end
285

286 g = H_inter_data(N, ϕ, δϕ)
287

288

289 J = [sm(i) for i = 1:N]
290

291 Ψ0 = spindown(b_atom) ⊗ tensor ([ spinup(b_atom) for i = 2:
N])

292 tspan = [0:0.05:200;]
293 tout , ρt = timeevolution.master(tspan , Ψ0, H, J; rates = Γ

_rate)
294

295 ######################################################
296 #graphe de la figure 7.9 (point D)
297 ######################################################
298 plot(
299 tout ,
300 sum([real(expect(sp(i) * sm(i), ρt)) for i = 1:N]),
301 yaxis = [0, N],
302 color = :green ,
303 legend = :true ,
304 label = L"\langle \hat{\sigma}_+ \hat{\sigma}_- \

rangle",
305 )
306 plot!(
307 tout ,
308 real(expect(sp(1) * sm(1), ρt)),
309 yaxis = [0, 1],
310 linestyle = :dot ,
311 color = :green ,
312 label = L"\langle \hat{\sigma}_+^a \hat{\sigma}_-^a

\rangle",
313 )
314 plot!(
315 tout ,
316 real(expect(sp(2) * sm(2), ρt)),
317 yaxis = [0, 1.5],
318 linestyle = :dash ,
319 color = :green ,
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320 label = L"\langle \hat{\sigma}_+^b \hat{\sigma}_-^b
\rangle",

321 legend = :true ,
322 xlabel = L"\gamma t"
323 )
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