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Introduction

Les systemes physiques ne sont en pratique jamais totalement isolés de leur environnement. Ce
constat général s’applique en particulier aux systemes a ’échelle microscopique, nécessitant une
description quantique. Le systéme quantique (par exemple un ensemble d’atomes) est dit ouvert
et échange de I'information avec son environnement (par exemple le champ électromagnétique).
Un systéme quantique ouvert est généralement le siege d’une dynamique irréversible, pouvant
donner lieu a deux types de processus distincts. Le premier est le processus de décohérence au
cours duquel le systeme perd sa capacité a exhiber des effets d’interférences (expérience des
fentes d”Young [7]) mais sans échanger d’énergie avec 'environnement. Le second processus est
la dissipation auquel s’ajoute, en plus des effets liés a la décohérence, un échange d’énergie avec
I’environnement. Dans ce travail, nous investiguons le cas dissipatif.

Ce travail de fin d’études est davantage un travail de recherche visant a apporter une contri-
bution, aussi modeste soit-elle, a ’étude de la dynamique dissipative d’atomes en interaction
avec le champ électromagnétique, en incluant les effets de mémoire résultant de 'interaction.
On parle alors d’effets non-markoviens.

Dans beaucoup de situations, notamment en optique quantique, une description markovienne
(sans effets de mémoire) est une trés bonne approximation et donne des résultats conformes &
I'expérience. Quelles sont alors les motivations pour étudier les dynamiques non-markoviennes ?
Tout d’abord, certains effets non-markoviens semblent se manifester dans les expériences en
optique quantique [15]. Ensuite, les effets non-markoviens peuvent étre une véritable ressource
dans le domaine de 'information quantique. Il a été démontré expérimentalement que les effets
de mémoire peuvent considérablement augmenter la probabilité de succes d’un algorithme de
type Deutsch-Jozca [22]. Tls permettent aussi de rendre quasiment insensible l'efficacité d'un
protocole de communication (superdense coding) face a une diminution de l'intrication initiale
du systeme [20]. I1 y a également des motivations plus fondamentales. Certaines expériences,
dans le domaine du contrdle d’un systeme quantique et de son environnement (reservoir engi-
neering), permettent de tester des résultats théoriques, notamment sur les propriétés des dyna-
miques non-markoviennes [21] et sur la transition entre régime markovien et non-markovien [19].
Ces exemples, entre autres, expliquent l'attrait actuel pour I’étude de la dynamique quantique
non-markovienne.

Nous donnons ci-dessous un apercu des grandes lignes de ce travail.

Au premier chapitre, nous rappelons la différence entre les notions d’état pur et d’état mixte et
introduisons un objet central dans la description des systeémes quantiques ouverts : ['opérateur



densité. Nous exprimons les postulats de la physique quantique en termes de ce dernier et
cloturons ce chapitre en introduisant la notion de trace partielle.

Au deuxieme chapitre, nous nous focalisons sur un type d’équation d’évolution pour 'opéra-
teur densité d’un systéme en interaction avec un environnement : les équations maitresses. Ces
dernieres peuvent incorporer des effets de mémoire au travers de coefficients dépendant du temps
appelés taux (decay rates) et sont alors qualifiées d’équations maitresses non-markoviennes.
Nous donnons les étapes importantes dans la dérivation d’une équation maitresse non-markovienne
dissipative pour un systeme de N atomes, en insistant sur les diverses approximations em-
ployées.

Au troisieme chapitre, nous résolvons 1’équation maitresse établie au chapitre 2 lorsque celle-
ci est composée de deux taux dépendant arbitrairement du temps. Nous donnons la solution
explicite dans le cas de 2 atomes et décrivons le processus de résolution dans le cas de 3 atomes.

Le quatrieme chapitre constitue la partie la plus conséquente de ce travail. Nous y étudions
la dynamique dissipative d’atomes dans une cavité (cavity QED [45]). Nous adoptons une
approche exacte de type systéme fermé ou le systeme global atomes + champ de la cavité
est décrit par un vecteur d’état, en nous restreignant au sous-espace a une excitation pour le
systeme atomique. Nous faisons le lien avec ’approche de type systeme ouvert en déterminant
I’expression des taux de I’équation maitresse et illustrons leur comportement pour différentes
conditions initiales. Nous évaluons 'intensité rayonnée par le systeme de N atomes et étudions
plus en détails le cas de 2 atomes, notamment au travers de 1’évolution de l'intrication entre
ces deux derniers. Nous explorons des effets de dépendance temporelle supplémentaire liés a
une modulation du systéme atomes + champ de la cavité, cette situation étant typiquement
rencontrée lorsqu’un des miroirs de la cavité oscille [17]. Dans la derniére section, nous évoquons
succinctement l'effet de la distance entre atomes, auparavant négligé.

Enfin, le cinquiéme chapitre a pour but d’aller au-dela de la restriction & une seule excitation
répartie dans le systéme atomique. Nous nous basons sur la théorie des pseudomodes [23, 8] per-
mettant d’écrire une équation maitresse markovienne pour le systéme atomes + pseudomodes
de la cavité.

Nous cléturons ce travail par une conclusion synthétisant les résultats obtenus et mentionnons
quelques perspectives.



Chapitre 1

L’opérateur densité

I Etats purs

Dans cette section, nous rappelons les postulats de la physique quantique [9] pour un systéme
fermé se trouvant avec certitude a 'instant ¢ dans 'état |i(¢)). On parle alors d’état pur.

Postulat 1 : A tout systeme physique fermé est associé un espace d’Hilbert 7 défini sur le
corps des complexes C, appelé espace des états du systéme, dont les éléments de norme unité,
appelés vecteurs d’états, représentent les états possibles du systéme.

Postulat 2 : Tout systeme fermé est caractérisé par un opérateur hamiltonien H hermitique qui
gouverne ’évolution temporelle de I’état du systéme conformément a I’équation de Schrodinger

L d ~
Zh% ) = H [9)

ou h est la constante de Planck réduite.

Une version équivalente de ce deuxiéme postulat s’exprime de la maniere suivante. L’évo-
lution d’un systéme fermé est descriptible par une transformation unitaire U(tq,t1) liant I’état
du systeme entre deux instants ¢, et o :

[Y(t2)) = Utz ta) [¥(t1))
L’opérateur d’évolution U (to,t1) satisfait lui-méme a I’équation de Schrodinger. Lorsque
I’hamiltonien H du systéme est indépendant du temps, I'opérateur d’évolution est connecté a
I’hamiltonien via :

A

Ults,t1) = exp (—%I'fl(t2 _ t1)>

De maniere générale, lorsque I’hamiltonien H (t) dépend du temps, nous devons ordonner dans
le temps (t; >ty > ... > t,,) Phamiltonien via I'opérateur 7', conduisant & la solution formelle :

O(t,ty) = T exp (—% /t:fl(t’)dt’> zi(—%)”%/t:dtl /t:dtg /t:dtn(fl(tl)ﬁ(tz)...ﬁ(tn))
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Postulat 3 : Toute opération de mesure sur un systéme physique (opération visant a faire in-
teragir le systéme initialement fermé avec un systeme extérieur, typiquement un appareil de
mesure, pour obtenir des informations sur I’état du systéme) ne peut donner qu'un ensemble
déterminé de résultats et est décrite par la donnée d’'un ensemble d’opérateurs {M k}, dits opéra-
teurs de mesure, agissant dans ’espace des états du systeéme, 'indice k se référant aux différents
résultats de mesure possibles. Les opérateurs de mesure satisfont la relation de complétude

SN N =1
k

Si 1) est I'état du systéme avant opération de mesure, la probabilité d’obtenir le résultat k
vaut

Pr = W’ MIIM/C W>

et, si ce résultat a été obtenu, I’état du systeme immédiatement aprés la mesure est donné par

M)
x) = —\/ﬁ

La relation de complétude exprime que la somme des probabilités py est égale a I'unité. S’il

n’est pas requis de connaitre I’état du systeme juste apres la mesure, la donnée des opérateurs
positifs {E), = M,IM;C} suffit et porte le nom de POVM (positive operator valued measure).

Toute observable A peut se décomposer sur ses éléments POVM

A = Z (lkEk
k
ol ay, sont les valeurs propres de A. La réciproque n’est pas forcément vraie : tout POVM ne
provient pas nécessairement d’'une observable [44]. Les mesures dites projectives ne sont quun
cas particulier des opérations de mesure décrites par le postulat 3 et nous avons dans ce cas
By = BB, — P2 — Dy

Postulat 4 : L’espace des états d'un systeme composite est le produit tensoriel des espaces
des états individuels des divers constituants du systeme. Dans le cas d’un systéme composite
constitués de N sous-systémes, chacun préparé individuellement dans un état |¢;) (i = 1,..., N),
I’état du systeme global est donné par

[¥) = 1) © ... ® |¢hw)

II Etats mixtes

Lorsqu’il est impossible d’associer un unique vecteur d’état [¢) a un systéme physique, mais

que l'on sait néanmoins qu’il a probabilité p; d’étre dans 'état |¢;) (i = 1,...,n), nous pouvons
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définir ["opérateur densité p
ﬁ:ZPiWi>wz‘|7 pi 20, Zpizl (1.1)
=1 =1

On dit que le systeme est dans un mélange statistique d’états |i1) , ..., [1,) ou dans I'état
mixte p. Un état pur [1)) n’est qu'un cas particulier d'un état mixte ou 'on a une probabilité
égale a 1 d’étre dans I'état |¢). L'opérateur densité est alors donné par le simple projecteur
sur 1) : p = [1p)(b]. Calculons maintenant la valeur moyenne d’une observable A dans un état
mixte p. La valeur moyenne de A dans Détat mixte p est naturellement définie comme étant la
somme des valeurs moyennes de A dans Détat pur |¢;) pondérées par la probabilité p; d’étre
dans Iétat pur [¢;) :

<A> = Zpi (il A |thi) = Zpi Tr [Wﬂwz’ A] =Tr Zpi | Xl Al =Tr [ﬁfq
i=1 i=1 i=1
ol nous avons introduit la trace Tr[.] pouvant étre définie comme Tr[|a)5|] = (B]a). Nous

caractérisons maintenant de maniere intrinseque les opérateurs densité. Un opérateur densité
est un opérateur hermitique, positif et de trace unité :

>

p g
P20 = (6ple) =0 V]o) € H (1.2)

AT
p = opérateur densité <= D
Tr[p] =1

4

Comme un opérateur positif est nécessairement hermitique, nous pouvons dire plus brie-
vement qu'un opérateur densité est un opérateur positif de trace unité. Comme 'opérateur
densité est positif (p > 0), ses valeurs propres \; sont positives (A; > 0) et il est toujours
possible de le diagonaliser par une transformation unitaire, c¢’est-a-dire, trouver une base dans
laquelle ses vecteurs propres |y;) sont orthogonaux entre eux :

= Nlxxl, avec D> N=1 et X\ >0Vi

Dans une base orthonormée quelconque {|n)} , p n’est pas nécessairement diagonal et nous
appelons :

— les éléments diagonaux p,,,, > 0Vn les populations

— les éléments non-diagonaux pn, = pk,. (n # n’) les cohérences

Le phénomene de décohérence d'un systeme quantique, souvent mentionné dans la littérature
[52], correspond a la décroissance au cours du temps des éléments non-diagonaux de l'opérateur
densité du systéeme (les cohérences), suite a l'interaction du systéme avec son environnement. Un
systéme quantique (un ensemble d’atomes par exemple) en interaction avec un environnement
(le champ électromagnétique par exemple) porte le nom de systéme quantique ouvert.

III Formulation des postulats de la physique quantique
avec 'opérateur densité

Nous énongons maintenant les postulats de la physique quantique [9] dans la formulation
de I'opérateur densité.
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Postulat 1 : A tout systeme physique fermé est associé un espace d’Hilbert 5 défini sur le
corps des complexes C, appelé espace des états du systeme. A tout instant, I’état du systeme
est décrit par la donnée d'un opérateur densité p, opérateur positif de trace unité agissant dans
Iespace 7. Si le systéme est dans un état p; avec une probabilité p;, alors 'opérateur densité
du systeme est > . pipi.

Postulat 2 : Tout systeme fermé est caractérisé par un opérateur hamiltonien H hermitique qui
gouverne 1’évolution temporelle de I’état du systeme conformément a I’équation de Liouville-von
Neumann

o[04

ou h est la constante de Planck réduite.

L’équation de Liouville-von Neumann découle directement de ’équation de Schrodinger. Si

les états |1);) évoluent conformément a ’équation de Schrodinger, nous avons

i = in s (S il ) = in Y i (k) mzﬁa W)%HMN%M@

= ZPz(H W’z) (1/)z| - |¢z> <¢z‘ ]:[T) = sz(ﬁ |¢z> <¢z| - WZ> <¢Z| lfl) = ﬁﬁ— ,6]:1

Postulat 3 : Toute opération de mesure sur un systeme physique ne peut donner qu’un ensemble
déterminé de résultats et est décrite par la donnée d'un ensemble d’opérateurs {Mk}, dits
opérateurs de mesure, agissant dans l'espace des états du systeme, l'indice k se référant aux
différents résultats de mesure possibles. Les opérateurs de mesure satisfont a la relation de

complétude
SN = 1
k

Si p est I'état du systeme avant 'opération de mesure, la probabilité d’obtenir le résultat k

vaut o
= T | Nt{ 11,5

et, si ce résultat a été obtenu, I’état du systeme immédiatement aprés la mesure est donné par
_ Mypj
Pk

Si une opération de mesure sur un systéme est réalisée sans qu’il ne soit pris connaissance

du résultat de mesure, alors I’état du systeme apres la mesure est, avec certitude, I’état mixte

> o =Y MppM|
K K
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Il s’agit justement de la représentation de Kraus (évoquée plus loin) : I’évolution temporelle
d’un systéme S en interaction avec un environnement E peut étre vue comme un processus de
mesure continu de E sur S (mesures non-sélectives) [13, 38] :

ps(t) = Mi(t)ps(0) Mi(t) avec Y MI(t)My(t) =1

Postulat 4 : L’espace des états d'un systeme composite est le produit tensoriel des espaces
des états individuels des divers constituants du systeme. Dans le cas d’un systéme composite
constitués de N sous-systemes, chacun préparé individuellement dans un état p;(: = 1,...,N),

I’état du systeme global est donné par

P=p1R..RpN

IV La trace partielle et 'opérateur densité réduit

Dans cette section, nous introduisons une opération importante dans I’étude des systemes
quantiques ouverts. Cette opération, tout aussi fondamentale que le produit tensoriel ou que
I'opération d’évolution unitaire en mécanique quantique, porte le nom de trace partielle et
permet de définir les opérateurs densité réduits.

Nous considérons un systeme composite constitué de 2 parties A et B respectivement d’es-
pace d’Hilbert 54 et 3. Nous pouvons associer un opérateur densité pap € 4 ® Hp au
systeme global A + B. De maniere générale, le systéme global ne peut pas étre vu comme 2
sous-systemes dans les états pa et pp @ pap # pa @ pp. Clest uniquement le cas lorsque le
systeme global est dans un état produit. Bien que de maniere générale pap # pa @ pg, nous
pouvons cependant définir des observables uniquement pertinentes pour le sous-systeme A de
la forme A @ 15. Nous définissons alors ‘opérateur densité réduit ps € 4 par

pa = Trplpap] = Z (La® (jsl) pas (La®1js)) ou{[jp)} est une base de B (1.3)

J

On dit qu’on effectue la trace sur les degrés de liberté de B. L’opérateur densité réduit
est positif, de trace égale a 1 et jouit donc pleinement du statut d’opérateur densité. La trace
partielle est en réalité ['unique opération qui pour toutes observables A de A et A@1y de A+ B
fournit des statistiques de mesures identiques selon que A ® 15 soit mesuré sur A + B dans
I’état pap ou que A soit mesuré sur A dans I'état pa = Trp[pap|. Nous avons en particulier
pour la valeur moyenne de A

A

<A> = Trap[pap(A® 1p)] = Tra[pa A

L’évolution temporelle des opérateurs densité réduits est régie par des équations plus com-
pliquées que 1’équation de Liouville-von Neumann a laquelle obéit un opérateur densité d’'un
systeme fermé. En pratique, les systemes physiques ne sont jamais totalement isolés de leur
environnement et nous devons donc considérer ces équations d’évolution plus complexes pour
I'opérateur densité réduit du systeme physique en question. Dans ce travail, nous nous focali-
sons sur un type en particulier d’équations d’évolution qui porte le nom d’équations maitresses
et qui font I'objet du chapitre suivant.



Chapitre 2

Equations maitresses

I Concepts préliminaires

Nous introduisons dans cette section quelques concepts que nous utilisons par la suite au
sujet de I'évolution des systemes quantiques ouverts.

Nous considérons un systeme quantique ouvert S (systeéme d’intérét). Ce dernier peut tou-
jours étre vu comme un sous-systeme du systeme composite S + E, ou E est I'environnement
de S. Les états physiques du systeme total S + F sont représentés par des opérateurs densité
Prot(t) positifs et de trace unité (o (t) > 0, Tr [por(t) = 1]). L'opérateur densité réduit du sous-
systeme S (p(t)) est obtenu par 'opération de trace partielle sur £ de l'opérateur densité total
Prot(t) 2 p(t) = Trg [pror(t)]. Nous considérons un systeme total S+ E fermé régi par 'hamilto-
nien Htot =H s+ H E+ Hmt ot H s et H £ sont les hamiltoniens libres et Hmt est 'hamiltonien
d’interaction. Comme le systeme total S+ E est fermé, son évolution est unitaire et 'opérateur
d’évolution Umt conduit a la solution formelle :

~ it R e
Ui (t) = € = Prot(t) = Usor(t) pror (0)Upyy (1)

En supposant que ’état initial du systeme total est non corrélé : pi:(0) = p(0) ® pe(0),

I'expression de opérateur densité réduit p(t) a I'instant ¢ est donnée par [49]

p(0) — p(t) = @,p(0) = Trg [Unor(1)(0) @ pr(0)UL, (1))

ol nous avons introduit l'opération quantique (quantum dynamical map) ®, qui préserve la
positivité et la trace unité de 'opérateur densité p(t). En réalité, @, n’est pas seulement positive
mais est complétement positive (CP) : &, est CP «<— &, ® 1,, > 0Vn. On parle alors de
transformation linéaire completement positive préservant la trace (CPTP maps) [12]. Nous
proposons une représentation schématique a la figure 2.1.

En introduisant une base orthonormée de E {|¢x)} et en supposant pour simplifier que
pE(0) est dans 1'état pur pg(0) = [0)0], nous pouvons écrire explicitement la trace partielle et
aboutissons a la représentation de Kraus [33] :

ZMk O)NLI(t), Mi(t) = (k| Ui (t) |0)  avec Y M(t)M(t) = 1
k

Nous avons une équivalence entre la positivité complete de @, et la décomposition de Kraus :
une transformation linéaire ®; est compléetement positive si et seulement si elle admet une

11
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représentation de Kraus (conséquence du théoreme de Choi [14]). Nous introduisons enfin la
notion de divisibilité [12]. Lorsque ®; admet un inverse ®; ', la dynamique est dite divisible et
nous pouvons alors définir la famille de transformations a deux parametres (deux temps t; et
ty) comme

Dy, = Dy, <I>t_11 o>t >0 telque Pp0=Py, Do avec Dg= D

La transformation ®,, ;, n’est pas nécessairement positive ou complétement positive. Cepen-
dant, si @, est positive (respectivement CP), alors on dit que la famille {®y, 4, t2 > t; > 0}
est P-divisible (respectivement CP-divisible). Nous donnons a la section suivante un exemple
d’un processus CP-divisible (équation maitresse markovienne sous forme de Lindblad).

p(0) ! - p(t)

r-.l ‘l‘ }‘J‘ : I “]' !f;
P,

ps(0) - ps(t)

FIGURE 2.1 — Représentation schématique de I’évolution d’un systeme quantique ouvert. Sur
le schéma, p désigne l'opérateur du systeme total S + E et pg désigne l'opérateur densité du
sous-systeme d’intérét S.

II Equations maitresses markoviennes : forme de Lind-

blad

Une équation maitresse est une équation différentielle locale dans le temps pour l'opérateur
densité réduit p(t) du systeme S. Dans ce travail, nous dirons qu'une équation maitresse est
markovienne lorsque 'approximation dite de Markov (explicitée plus loin) est effectuée, cette
derniere éliminant tous les effets de mémoire. Pour les équations maitresses markoviennes, nous
avons le résultat important suivant : une équation maitresse markovienne préservant la positivité
complete et la trace unité d'un opérateur densité p(t) admet toujours la forme suivante [28, 39] :

S (1) = 2 (1) = —[7,0(0)] + D(p(1)
(1) = 3 e (Feat)R — S FFipte) - o) )

k=1

ot H est Phamiltonien du systeme S incluant les déplacements d’énergie suite a 'interaction
avec son environnement F (Lamb shift), Ng est la dimension de I'espace d’Hilbert %% du
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systeme S, les opérateurs {Fk, k=0,1,.., N2 — 1} avec Fy = 1 forment une base de I’espace

des opérateurs définis sur %% (appelé espace de Liouville) et la matrice vy est positive et

h
dissipateur D(.). Comme 7, est positive (de valeurs propres I'y > 0) , elle est diagonalisable par
une matrice unitaire. En notant w;, cette matrice unitaire et en appliquant cette transformation
unitaire sur les opérateurs, nous nous ramenons a la forme standard de Lindblad :

indépendante du temps. Le Liouvillien .#(.) est composé d'une partie unitaire — & [If[ , ] et d'un

NZ-1 . NZ-1
. ] d . ira R O PR
Ly = Z wrly = Eﬂ(t) =3 [va(t)} + Z Ly <LkP(t)LL - QLLLkP(t) - §P(t)L£Lk>
=1 k=1

. . .. Lt )
La transformation ®; dans le cas d’un processus markovien s’écrit alors ®; = ¢~ . On dit

que .Z est le générateur du semi-groupe {®; = e"%,t > 0} (un semi-groupe est un groupe ou

412 4 . . , L(ta—t1
les éléments n’ont plus nécessairement d’inverse). On montre également que @4, = e (t2=0)

est completement positive et donc que la dynamique est CP-divisible.

IIT1 Equations maitresses non-markoviennes

Par opposition au cas markovien, nous dirons dans ce travail qu'une équation maitresse
est non-markovienne lorsque 'appoximation de Markov n’est pas réalisée. Nous insistons sur
le fait que la notion de non-markovianité est vaste et peut étre définie de plusieurs manieres
différentes [37]. Par exemple, une autre définition répandue repose sur la CP-divisibilité : une
dynamique est non-markovienne si la famille de transformations ®,, ;, est non CP-divisible [12].

Lorsque la transformation ®, admet un inverse ®; ' (processus divisible), nous pouvons
écrire une équation maitresse locale dans le temps de la forme [46] :

2
N2-1

Sl = Zuplt) = — [0, 50+ 3 Tet) (Bl o)L (1) -

Le Liouvillien .%, dépend du temps (via H (t), Tx(t), Ly (t)) et de maniére générale, le proces-
sus ne représente pas un semi-groupe comme dans le cas markovien. En revanche, nous avons
le résultat suivant [12] : la dynamique est CP-divisible si et seulement si tous les taux I'x(?)
sont positifs a chaque instant (I'y(t) > 0V¢). 11 est également possible de montrer qu’'une telle
équation maitresse, avec tous les taux I'y(t) positifs, peut étre déduite d’'un modele microsco-
pique ou le systéme interagit avec un ensemble d’environnements bosoniques indépendants [6].
Ce type d’équation maitresse avec tous les taux I'y(t) positifs peut ainsi étre vu comme une
généralisation d’une équation maitresse markovienne sous forme de Lindblad. Lorsque la trans-
formation ®, n’admet pas un inverse ®, ! a chaque instant, I’évolution temporelle du systeme S
peut parfois étre décrite par une équation maitresse locale dans le temps dans laquelle les taux
['.(t) divergent & l'infini aux instants ot ®; ' n’existe pas. Bien que la CP-divisibilité requiert
que tous les taux 'k () soient positifs a chaque instant, nous pouvons nous poser la question
suivante : la transformation a un parametre ®; peut-elle étre completement positive lorsque
un ou plusieurs taux I'y(t) deviennent temporairement négatifs ? La réponse est oui mais cela
dépend du modele étudié (au cas par cas) et de la forme explicite des taux I'y(¢). Pour illustrer
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ce fait, nous pouvons considérer ’exemple simple d'un systéme a deux niveaux |e) et |g) avec

Popérateur de Lindblad L = 6_ = |g)e|. En considérant uniquement le dissipateur D, avec le
taux v~ (t), nous avons I’équation maitresse :

d _

Z(0) = Dy (p(1) =7~ (0)(6-p(1)5 — 525 p(t) = Sp(t) 55 )

On peut alors montrer que [34] :
t
®, est CP «— / dt'y~ (') >0
0

Afin que cette derniére équation maitresse décrive un processus physique, le taux v~ (¢)
ne doit pas nécessairement étre positif mais son intégrale le doit. Nous illustrons avec un
exemple typique a la figure 2.2. Un autre exemple, de type phénoménologique (c’est-a-dire pour
lequel nous n’avons pas de modele microscopique sous-jacent), est de considérer, en plus de la

dissipation D, , une contribution d’absorption D:r et une contribution purement décohérente

t Y
z s
D| données par

D} (5(1)) = 4 (0 (320006 — 50-64p(0) — 5p(06-5.), D (p(1)) = v° (1) (3-0(1)5 — (1))

ou b, =6,6_—06_06,. On peut alors montrer [35] que la positivité compleéte se met sous la
forme d’inégalités entre les taux v~ (t), 77 (¢) et v*(t). De maniere plus générale, une équation
maitresse avec des taux temporairement négatifs peut étre physiquement acceptable (5(t) est
CP) a condition que ces taux satisfassent a certaines contraintes. Dans ce travail, nous sommes
particulierement intéressés a étudier les effets de mémoire et de ce fait, notre cadre d’étude
est basé sur une équation maitresse non-markovienne dans laquelle les taux peuvent prendre
des valeurs négatives. Dans la section suivante, nous précisons cette équation maitresse et

explicitons son développement.

y(t)
10

|

e

-5

FIGURE 2.2 — [llustration d’un taux 7(t) pouvant prendre des valeurs négatives. Nous avons
avons représenté un taux oscillant, prenant des valeurs négatives mais dont l'intégrale reste
positive et évoluant asymptotiquement vers une valeur positive (markovienne).



CHAPITRE 2. EQUATIONS MAITRESSES 15

IV Dérivation d’une équation maitresse non-markovienne
dissipative pour un systeme de N atomes

Dans cette sous-section, nous donnons les différentes étapes dans la dérivation d’une équa-
tion maitresse non-markovienne (sans faire 'approximation dite de Markov) pour un systéme
de N atomes avec interaction dissipative. Nous insistons particulierement sur les différentes ap-
proximations. Dans les deux premieres sous-sections, nous restons assez généraux pour ensuite
particulariser dans les deux sous-sections suivantes au cas d’une interaction dissipative. Nous
aboutissons au final a une équation maitresse pour 'opérateur densité p(t) du systeme de N
atomes dans laquelle les taux sont dépendants du temps.

Définitions et expansion au second ordre

Nous considérons un systéme S d’intérét dont nous voulons connaitre la dynamique (p(?))
d’hamiltonien Hyg. Le systeme .S est couplé & un environnement £ (d’hamiltonien H £) via un
hamiltonien d’interaction Hj,,. L’hamiltonien H,, du systeme total S + E est donc composé
d’une partie libre Ho H g+ H g et d’une partie d’interaction Hmt L’évolution temporelle de
I'opérateur densité du systeéme total py(t) est régie par I'équation de Liouville-von Neumann :

d ira oA
aptot(t) =7 Ho+ Hint, prot(t)

Nous passons ensuite en schéma d’interaction (1) par rapport a I'hamiltonien libre HO Les
opérateurs O = Hy,y, prot(t) évoluent au cours du temps via Hy et Prot.1(t) évolue via H,, 1(t).
En posant dans la suite i = 1, nous avons :

iﬁot

A A —il] d . 14 .«
Or(t)=e Oe HOt, %ptotJ(t) = —1 [Hint,](t)a ,Otot,l(t)}

Nous laissons tomber I'indice I dans la suite référant au schéma d’interaction. En intégrant
formellement

t
puo®) = () = [t [Hia(t). (8]
0

et en injectant cette derniere expression dans I’équation de Liouville-von Neumann, nous obte-
nons :

%w@:ﬂmmmwﬂ—fwwwmwmm%wﬂ

L’évolution pour l'opérateur densité p(t) du systeme S est obtenue en prenant la trace
partielle Trg sur les degrés de liberté de 'environnement E :

%TIE [Pror ()] = %A(t) Ty { [ﬁim(t), ﬁtot(())} }_ /Ot dt' Ty, { [ﬁmt(t), [ﬁmt(t’), ﬁm(t’)ﬂ }
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Redfield equation

Nous faisons maintenant une série d’approximations afin d’aboutir a une équation locale
dans le temps pour 'opérateur densité p(t). L’équation locale dans le temps obtenue est dite
Redfield equation.

La premiére hypothese est de considérer un état initial sans corrélation : i (0) = p(0) ®
pe(0). Des lors, nous pouvons toujours faire en sorte que [16]

Try { [ﬁm@), 2(0)® ﬁE(O)} } —0

Cette derniere équation traduit le fait que nous pouvons toujours redéfinir les niveaux
d’énergie de Hg d’une quantité dépendante de I’état de ’environnement F. La deuxiéme hypo-
these que nous allons réaliser est connue sous le nom d’approximation de Born. Cette derniere
consiste a négliger les corrélations a chaque instant ¢ entre S et E. De maniere générale, nous
pouvons toujours écrire :

ﬁtot(t) = ﬁ(t) ® ﬁE(t) + ﬁcorr(t)

L’approximation de Born revient a négliger p.o--(t). Cette approximation est justifiée dans
I'optique ou nous sommes uniquement intéressés par I’évolution du systéme S et nous n’avons
pas acces aux degrés de liberté de 'environnement E. Méme si S et E sont intriqués, nous
ne pouvons pas mesurer cette intrication pPe..(t) et tout se passe comme si S et F restent
décorrélés a chaque instant. La troisieme hypothese consiste a considérer que I’environnement
est stationnaire : pr(t) = pp(0) = pg. Ces 3 approximations permettent d’écrire :

% N /Ot T { [ﬁmt(t), [Em(t’), pt) @ ﬁEH }

Cette équation est non locale dans le temps car elle fait intervenir une intégrale sur tous les
p(t'),0 <t <t. La quatriéme approximation consiste a supposer que p(t') ~ p(t), permettant
ainsi d’écrire une équation locale dans le temps. Dans la perspective de vouloir rendre compte
des effets de mémoire, cette approximation peut sembler trop forte. En effet, en faisant cette
approximation, nous négligeons les effets de mémoire liés aux valeurs antérieures prises par
p. Cependant, nous ne négligeons pas tous les effets de mémoire. Il intervient également au
membre de droite 'hamiltonien d’interaction f[mt aux instants t et ¢'. Les effets de mémoire
liés a l'interaction et a la structure spectrale de I’environnement (comme nous le verrons plus
loin) sont donc préservés. Cette quatriéme approximation nous ameéne a ’équation dite Redfield
equation locale dans le temps :

—p(t) = — /Ot dt' Trg { [I:Imt(t), []:Imt(t'), pt) ® ﬁEH } (Redfield equation)

L’approximation de Markov, menant & une équation maitresse markovienne (Lindblad) avec
des taux indépendants du temps, consiste a étendre la borne d’intégration supérieure a l'infini :

A

L) = - /O "t oy { [ Tt (1), [Hmt(t'), pt) ® ﬁEH } (Markov)
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Cette approximation markovienne est justifiée lorsque le temps typique de corrélation 7.
entre le systeme S et I'environnement E est tres petit devant le temps typique de relaxation
Tr du systéeme S due a linteraction avec son environnement F (7. < 7g) [16]. Comme nous
voulons rendre compte des effets de mémoire liés a la structure spectrale de I’environnement (ne
pas négliger 7.), nous ne réalisons pas 'approximation de Markov et travaillons avec la Redfield
equation.

Hamiltonien d’interaction

Dans les chapitres suivants, nous étudierons une interaction dissipative entre un systéme
de N atomes et I’environnement que constitue le champ électromagnétique. Nous nous plagons
d’ores et déja dans ce cadre de travail et considérons I’hamiltonien d’interaction

N
—i(wg—w )t z(w wo)t A
znt Z Z (gkj B ]) ® bk ‘I‘ gkj P (] ® bT) (21)

ou &g) sont les opérateurs d’échelle pour 'atome 7, EL et by sont les opérateurs de création
et d’annihilation du mode k du champ, w; est la fréquence associée au mode k, wy est la

fréquence de transition atomique et gi ; sont les forces de couplage entre le mode k et l’atome
7. Dans cet hamiltonien d’interaction, nous avons négligé d’emblée les termes de la forme o bk
et o' o bL oscillant & une fréquence wy, +wy. Cette approximation est connue sous le nom de RWA
(rotating wave approzimation) et est souvent vérifiée en pratique. Cette approximation peut
étre vue comme une séparation entre les deux échelles de temps 7¢ ~ 1/wg et 7 : le temps
typique d’évolution du systéme S est tres petit devant le temps typique de relaxation de S due
a son interaction avec E (15 < 7g). Notons également que cet hamiltonien d’interaction ne fait
pas intervenir les positions r;(¢ = 1,..., N) des différents atomes. Nous reviendrons plus tard
sur ce point lorsque nous discuterons de 'approximation superradiante.

Nous pouvons également réécrire Hy,;(t) comme

i (69 ® By()) + 69 (1) © Ej(1))

ng,] —iwgt 7 bk ot 6_(_])(t> _ e—iwot 6(_j)

Champ électromagnétique dans I’état du vide et équation maitresse
avec taux dépendant du temps

L’hamiltonien d’interaction étant spécifié, nous devons évaluer le membre de droite de la
Redﬁeld equation, qui est composé d'une trace partlelle et d'un double commutateur. Comme
Hii(t) est composé de 2 termes (de la forme A(])( tYE;(t )—f—a( (t )ET( t)), ce double commutateur
comptabilise en tout 16 termes. Nous spécifions maintenant 1’état du champ électromagnétique.
Le nombre moyen de photons (f(wy)) a I'énergie fuvy, pour un environnement a la température
T est donné par la distribution de Bose-Einstein [47] :
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1
exp (hwk/kBT) -1

(A(wr)) =

Pour une température ambiante 7' ~ 300K et des transitions optiques fy ~ 10'° Hz, nous
avons que (A (wy)) =~ 107!, Comme nous nous focalisons par apres sur le domaine optique, nous
pouvons négliger les effets thermiques et poser T = 0. Nous considérons alors que le champ
¢électromagnétique est dans 'état du vide (aucun photon), ce dernier s’écrivant alors pg = [0)(0].
Concretement, cela implique que, parmi les 16 termes du double commutateur, seuls 4 termes
vont subsister a la trace partielle car

Trg Ei(t)Ej(t')ﬁE} = Trp [ET (1) E! (t’)ﬁE] = Trp [ET (t)Ej(t')ﬁE} —0 Vij=1,..,N t>t>0
En définissant alors les fonctions de corrélation de I'environnement f;;(t —t') comme
fij (t . t/) _ eiwo(t—t’) Trg [EAZ (t)EjT(t/)ﬁE] — Z Ix.i glt,j @_i(wk—wo)(t—t')
k

nous pouvons, apres quelques lignes d’algebre, écrire la Redfield equation comme

‘ N
imw:/lw§j<ma—fm<burm—aﬂﬂbw)+mu—ﬂm&%mw@—ﬁuw9&®)

dt 0 ij=1

Nous définissons ensuite

Yij (t) + 1 x45(t) (2.2)

N | —

/t dt/fij (t - t/) =
0

permettant de réécrire 1’équation sous la forme standard

:ﬂzmj[ _¢}+Z% (690059 — {696 50})  (23)

1,j=1 i,j=1

ou {.,.} désigne 'anticommutateur. Cette équation maitresse fait intervenir un hamiltonien
de déplacement de Lamb Hys(t) (Lamb-shift hamiltonian) et un dissipateur D, (.), tous deux
dépendant du temps au travers des Lamb shift x;;(t) et des taux v;;(¢) :

—A(t) = —i[Hps(t), p(t)] + D, (p(t)) (2.4)

avec

A N ,\ ~(7 1 NCANO IR
Hps(t ZXU O' N5 ot D (At Z%J < o(t) Sf)—i{a(j)a_),p(t)}> (2.5)

3,j=1 3,j=1

Le temps typique de corrélation 7, que nous avons introduit n’est rien d’autre que le temps
typique de décroissance des fonctions de corrélation de 'environnement f;;(¢t—t')(i,j = 1,..., N).
Dans la suite de ce travail, nous nous focalisons sur I'évolution dissipative D, (ﬁ(t)) et laissons
de coté 'hamiltonien Hpg(t).



Chapitre 3

Résolution de I’équation maitresse
superradiante

Dans le chapitre précédent, nous avons établi une équation maitresse non-markovienne pour
un systeme de N atomes. L’objectif de ce chapitre est de trouver la solution de cette équation
maitresse dans le cas de 2 et 3 atomes. Dans la premiere section, nous rappelons brievement la
forme de cette équation maitresse. Dans la deuxieme section, nous donnons l’expression de la
solution générale pour 2 atomes et décrivons le processus de résolution dans le cas de 3 atomes.
Dans la troisieme section, nous illustrons la solution pour le cas de deux atomes avec des taux
constants et oscillants dans le temps.

I Equation maitresse superradiante

Nous considérons un systeme de N atomes identiques. Chaque atome possede 2 états
{|e> N g)} séparés d’une différence d’énergie hwy. Nous nous plagons dans le régime super-
radiant : la distance typique entre atomes 7;; (i,j = 1,..., N) est plus petite que la longueur
d’onde correspondant a la transition atomique (\g = QWLOC) La condition de régime superradiant
se lit donc 7;; < Ag. Nous considérons une partie dissipative de ’équation maitresse avec des
taux dépendant du temps 7,;(t). Nous supposons de plus que cette matrice v;;(t) est composée
de 2 taux uniquement : v;;(t) = Yo(t) et 7;;(t) = () pour i # j. Dans la limite superradiante,
nous pouvons écrire 1’équation maitresse suivante pour 'opérateur densité p du systeme de N
atomes :

. . N
dA L[~ . N 1 [~ . NN 1A'AiA ]_AA ~ (i
wP="% [H,p] +D,(p) = —% [H,p} + ) () (0_)/)053) - ;fi”ou)p - 5/)03)0(—)) (3.1)
ij=1

ou 6@ sont les opérateurs d’échelle (de Pauli) pour I'atome i :

s =1"®. .01 Y6 01ie. . 01"
avec G les opérateurs d’échelle & 1 atome : o_ = |g)e| et o = |e)g|. H est Ihamiltonien
du systeme de N atomes. En choisissant le zéro d’énergie au niveau de 'état |G) = |g, ..., g)

(Ec = 0), celui-ci s’écrit comme H = Fuwy Z]il

(2

696(_1). Dans la suite, nous laissons de coté

19
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I’évolution unitaire induite par H pour nous concentrer sur la partie dissipative Dt(ﬁ). De ce
fait, nous nous attachons a résoudre I’équation maitresse :

N
=369 o 5= 3 890 (33)

II Résolution de I’équation maitresse

II.1 Deux atomes

Réécrivons I'équation maitresse dans le cas de 2 atomes de maniere explicite :

d . e e L1 e ey a1
2 ="0(t) (09)pail) +6Ppel? — S 50p~ 50%) +(t) (09)p0f> +6Ppel) — 2 8p— §pS>
ou

So=616" + 5762 ot §=61? 15060

Pour 2 atomes, les états de base sont au nombre de 4 et se notent dans la base computa-
tionnelle {|ee), |eg),|ge),|gg)}. Le premier élément du vecteur ket fait référence a l'atome
1 et le second a l'atome 2. Comme les atomes sont identiques, nous préconisons de faire
un changement vers une base qui prend en compte le nombre total d’excitations dans le
systeme atomique. Pour 2 atomes, il s’agit de la base constituée des 3 états symétriques
12) = |ee), |+) = \%( leg) +|ge) ), |0) = |gg) et de I'état anti-symétrique |—) = \/Li( leg) —|ge) ).
Nous exprimons les opérateurs d’échelle dans cette base :

54 = leg)ggl + lee)ge] = %( X0+ 0] + 20+ — (241 ) = (62)]

&% = |geXggl + lee)eg] = %( X0 — [=X0] + 2+ + 241 ) = (62)]

;

sV = |22 + L[4+ + [-X-]) +

N =

([H+X=] + |=X+)
([HX=] + [=X+I)

Q>
+3
Q>
)
I
~
=
0
+
N |—
—~
+
~
—
x
_I_
|
~
—
i
N~—"
|
N =

A A(1) A A ~(2
o =0616W 1 6P6% = 2202 + [+ X+] + |- )]
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| §=616P 1660 = | 4)(+] — |-

Nous pouvons remarquer que Sy et S sont tous deux diagonaux dans cette base. Sy est
I'hamiltonien du systéme atomique (a un facteur fuwy pres) et S agit dans le sous-espace a une
excitation. Nous pouvons réécrire I’équation maitresse en remplacant les différents opérateurs
par leur expression :

1

+1
2’70

1
4= v(t

) (100+ + 10)(=1+ 32| = |=)21 ) A( 1+l + =)0l + [2)+] - 21 )
(\o (=1 + 1420+ 1=)X2) )a( 14)0] = [=X0] + 120+ + 12X~ )
A(t) (10)+ + 10X =] + 1432l = |=)2I ) 5 1+)X0] = [-X0] + |2)(+] + |21 )
(10X+ = 1oX=1 + )2l + =Xl ) o 1+)O] + =)0l + [2)+| - |21 )
—%70(t)<2|2><2|+|+><+|+| K1)~ 50p(2 12020+ ) +1-%-1)

5O (1 = 1=X-1 )0 = 5@ 13 = 1K1

—~

Nous projetons ensuite cette équation (& gauche et a droite) sur les différents états de base.
Nous adoptons la notation p;;(t) = (i| p(t) |7) et Lpi;(t) = pi(t).

([ p22(t) = —270(t) p22(t)

pay(t) = _%<370(t) + 'Y(t)),02+(t)

p20(t) = —v0(t)p20(t)
P+ (1) = —70(t) p1—(t)
(3.4)
Pt (t) = = (90(t) + () p4+ () + (20(t) + (1)) p22(t)
p——(t) = —(v(t) = v(t) p——(t) + (0(t) — (1)) p22 ()
pro(t) = =2 (Y0(t) + (1)) pro(t) + (1) + (t)) po+(t)
= (7l )

poo(t) = =5 (v0(t) = 7(t)) p—ol

L po0(t) = (Yo(t) +7(8) pr-(t) + (0 (t) — 7 (t)) p——(t)
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Afin de simplifier davantage, nous remarquons que nous pouvons introduire les taux v (t) =
Yo(t) £ v(t). Les équations sur les éléments pas(t), pox(t), p20(t) et py_(t) sont de la forme
&(t) = a(t)z(t) et peuvent étre directement résolues :

(t) = a(t)z(t) — z(t) = exp{/ot dt'a(t’)}x(())

Les équations portant sur p. (t) et p1o(t) dépendent respectivement des éléments pos(t) et
p2+(t) qui sont désormais connus. Celles-ci sont donc de la forme @(t) = a(t)x(t) + b(t) avec
b(t) connu et sont résolues via :

z(t) = exp{ /0 t dt’a(t’)}x(@) —|—exp{ /0 t dt’a(t’)} /0 t dt’ exp{— /0 ' dt”a(t”)}b(t’)

Nous revenons dans I'annexe A sur la dérivation de cette solution. L’équation portant sur
poo(t) est résolue par intégration du membre de droite ou en exploitant la condition de norma-
lisation Tr [5(t)] = 1. La solution de 1’équation maitresse superradiante s’écrit comme :

t

pult) = exp{ =2 [ o)} p(0), pastt) = exp{ = [0 ult)+ Jra0) bonst0) 29

pult) = expf - [ t () pom0), pett) =exp{ - [ t W) s 0) (30

pislt) = exp{ - t s 0) pas(0) + exp{ - | t )} | (o7 exp{— / i dt"via“)}

(3.7)

paolt) = exp{— /0 ) }pio<0> . exp{— /0 a2 } /0 () pos (1) exp{— /0 Car
(3.8)

poo(t) =1 = paa(t) — pyi(t) — p-—(t) (3.9)

Si nous souhaitons repasser dans la base computationnelle, en notant symboliquement la
transformation des vecteurs de base comme |{e,g}) = U |n) (n = 2,4+, —,0) avec la matrice
unitaire U donnée par

1 0 0 0
1 1

U:07§7§0
0 &= —= 0}’
V2 V2
00 0 1

nous devons simplement appliquer cette transformation a la matrice densité :

Ple,g} (t) = Upn,n’ (t) Ut

/yj: (t//)

2

}
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I1.2 Trois atomes

Nous procédons de la méme maniere pour le cas a 3 atomes. Le nombre d’états de base
est égal & 23 = 8. Nous souhaitons de nouveau écrire 1’équation dans une base appropriée en
termes du nombre total d’excitations du systéme atomique. En notant ¢ = exp{i%}, un
choix possible est le suivant :

(13,1) = |eee)
12,1) = 5= (|eeg) + lege) + |gee) )
12,2) = %= (|eeg) + ¢~ |ege) + ¢ |gee) )
)

eeg) + ¢ lege) + ¢~ |gee) )
gge) + |geg) + legg) )
=(lgge) + ¢~ lgeg) + 6" |egg))
(\gge + ¢" |geg) + ¢~ legg) )
>

Le premier nombre n du vecteur ket |n, g,) fait référence au nombre d’excitations. Le second
nombre g, indique la dégénérescence et permet de différencier des vecteurs ket ayant un méme
nombre d’excitations. Par exemple |2, 3) est le troisieme vecteur ket a 2 excitations. Nous pou-

' S-S-5-5-
=~~~ 0

~

S~ S \CE S~ S
I

3|~s|

,
=N
—
~
Il
o
K
)

vons exprimer les opérateurs d’échelle cﬁz) dans cette base nombre d’excitations. Nous donnons
la forme de 6" dans cette base.

3,1) 12,1)  [2,2) 2,3) LD |L2) 1,3)  10,1)
(3,1 0 0 0 0
2,1 1/v/3 0 0 0
(2,2]1¢7/V3 0 0 0
50— (23[[eT/V3 0 0 0
(1,1 0 2/3  —¢7/3  —¢7/3
( 0 ¢ /3 1/3  =2¢"/3
(1,3 0  ¢t/3 —207/3 1/3
( 0 0 0 0 1/V3 —¢*/V3 —¢7/V3

OO OO O oo
OO OO O o o
OO OO O oo

S OO OO O oo

(2) (1)

est obtenue a partir de 6>
substituant ¢* — 1 et les matrices 65:)

en substituant ¢* — ¢T, la matrice &% en
, o . , NG
en prenant ’hermitien conjugué des &

La matrice &

. L’opérateur
collectif S est diagonal et agit dans le sous-espace a 1 et 2 excitations. En exprimant I'équation
maitresse dans cette base nombre d’excitations, nous constatons de nouveau que nous pouvons
trouver les solutions de proche en proche pour les éléments de la matrice densité. Afin de décrire
le processus de résolution, nous définissons les populations P, () et les cohérences Cg,, g , (t)
de la matrice densité ppg, ng ,(t) (n,n" =0,1,2,3) :

Pngn <t> = <TL, gn| la(t) ]n, gn> ) Cngn,n’gn/ (t) = <n7 gn‘ ﬁ(t) ’n/7 gn’> (n # n/)

Nous faisons les constatations suivantes sur le systeme d’équations différentielles :

— Certains éléments de la matrice densité p(t) sont directement solubles car ils obéissent
a une équation du type @(t) = a(t)z(t). En ne considérant que les éléments diagonaux
de p(t) et ceux supérieurs a la diagonale (les éléments inférieurs a la diagonale étant
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redondants comme p(t) est hermitique), ces éléments directement solubles, au nombre
total de 11, constituent la premiere ligne de p(t) (Ps3(f), Cs121(t), Cs102(t), Cs103(),
031711@), 031712(25), 031’13(25), 031’01(t)) ainsi que les 3 COhéI'GIlCGS 021722@), 021’23(25) et
Caz,23(t).

— Tous les autres éléments de la matrice densité p(¢) obéissent a une équation du type
x(t) = a(t)z(t)+b(t) avec b(t) connu. Par exemple, les équations portant sur les Py;(t)(i =
1,2, 3) dépendent de la résolution de Ps3(t), qui est connu. Nous notons cette dépendance
Py (Ps3(t),t)(7 = 1,2, 3) qui signifie que la solution des éléments Py;(t)(i = 1,2, 3) dépend
de la connaissance de Ps3(t). Nous avons les dépendances suivantes : Pj;(Py;(t),t)(i =
1,2,3), Po1 = (Py(t),t)(i = 1,2,3), Co1;(Ca12:(t), 1) (4, § = 1,2,3), Co;.01(Cs114(¢), 1) (i =
1,2,3), C1i01(C2,15(), ) (4,5 = 1,2, 3) et enfin, les 3 éléments C1y 12(t), C11,13(t), Ci2,13(%)
dépendent de Cay 92(t), Ca1.23(t), Caz23(t). Nous notons une structure de résolution en
cascade. Les populations a n excitations dépendent des populations a n + 1 excitations
(n =0,1,2). Les cohérences a nn’ excitations dépendent des cohérences a (n+1) (n'+1)
excitations (n = 1,2 et n’ = 0,1). Il semble assez naturel de penser que cette structure
de résolution en cascade reste d’application dans le cas général a N > 3 atomes.

Une fois la matrice densité connue dans la base nombre d’excitations |n, g,), nous pouvons
repasser dans la base computationnelle via [{e, g}) = U |n, gn) €t pe.gp = Upngowrg,, () U (n,n' =
0,1,2,3) avec la matrice unitaire U donnée par

1 0 0 0 0 0 0 0
0 ?g 1“% 1\/% 0 0 0 0
0 7 qggb:r ?ggb:r 0 0 0 0
U= 8 %g 7§0¢ 73ogzs (1) 01 ’ 8
V3 V3 3
0 0 0 0 % —\%gzﬁ* —\/qub’ 0
0 0 0 0 % —\/ig¢‘ —\/ng 0
0 0 0 0 0 0 0 1

Nous avons testé pour N = 3 le cas ou les taux non diagonaux peuvent étre différents (avec
toujours un méme taux diagonal 7o(t)). Nous n’avons plus un seul () mais 3 (y12(t), y13(t)
et Yo3(t)). Dans ce cas de figure, il n’est plus possible de résoudre en cascade les équations.
Par exemple, I’équation portant sur ps; o1 (t) fait intervenir les éléments psy 22(t) et ps103(t) qui
sont eux-mémes inconnus. Le constat est similaire lorsque nous imposons des taux diagonaux
différents (y11(t), Y22(t) et v33(¢)) avec un méme taux non diagonal ~y(t).

IIT Illustration pour des taux constants et oscillants

Dans la section précédente, nous avons raisonné avec des taux étant des fonctions arbitraires
du temps. Dans cette section, nous illustrons davantage et particularisons a deux types de
dépendance temporelle :

— deux taux constants : yo(t) = vy et y(t) =~

— un taux vo(t) constant (v(t) = o) et un taux y(t) oscillant (y(t) = 7., sin (wt))
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Dans le cas de deux taux constants, nous pouvons trouver des expressions analytiques pour
les différents éléments de la matrice densité p(t). Dans le cas de deux atomes, nous avons en
particulier les expressions suivantes pour les populations dans la base nombre d’excitations :

—270t YT —2(y+2v0)t 1 (v+3v0)t
t) = , - 1
p2a(t) =e ++(t) ¥+ 37 € (e )
T =  _(v=0)t o (v=370)t
p-—(t) = T3 € TEETTTT 1), poolt) = 1= paa(t) — pyi(t) — p— (1)

Nous représentons ces 4 populations a la figure 3.1. Dans la seconde situation ou 7(t) =
vasin (wt), les éléments po.(t) et pio(t) ne sont pas évaluables analytiquement et nous devons
donc recourir a une intégration numérique. Pour ce faire, nous utilisons la fonction odelds de
Matlab. Aux figures 3.2 et 3.3, nous représentons 1’évolution des populations pour deux valeurs
différentes de la fréquence w.

De maniére générale, nous constatons que pour un (t) oscillant a la fréquence w, nous
avons un comportement oscillant dans la solution p(¢) & la méme fréquence w. A la figure
3.2, Pamplitude des oscillations est relativement grande (comparativement a la figure 3.3) car
la période des oscillations est du méme ordre de grandeur que le temps de relaxation (pour
atteindre les valeurs asymptotiques). A la figure 3.3, nous observons que la population de ’état
symétrique p, 4 (t) (en jaune) est davantage marquée par ces oscillations par rapport aux autres
populations.

populations

1.0

: ‘ - temps

o —
1 2 3 4 [5]

FIGURE 3.1 — Evolution des populations pour 2 atomes dans le cas de taux constants (v, = 1,
v = 0.7) avec la condition initiale paa(0) = 1 : paa(t) en noir, p,(t) en rouge, p__(t) en bleu
et poo(t) en vert.
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populations

' temps

FIGURE 3.2 — Evolution des populations pour 2 atomes dans le cas d’'un «y(t) oscillant (v, = 1,
74 = 3, w = 10) avec la condition initiale pys(0) =1 : pao(t) en bleu, py.(t) en jaune, pegeq(t)
en rouge et poo(t) en mauve.

populations

|
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 temps

FIGURE 3.3 — Evolution des populations pour 2 atomes dans le cas d'un «(t) oscillant (v, = 1,
74 = 3, w = 50) avec la condition initiale pap(0) =1 : pao(t) en bleu, py.(t) en jaune, pegeq(t)
en rouge et poo(t) en mauve.



Chapitre 4

Dynamique dissipative d’atomes en
cavité

I Définition du systeme

Nous proposons d’étudier dans ce chapitre la dynamique interne d’un ensemble de N atomes
identiques placés dans une cavité. Nous nous focalisons sur une interaction dissipative : le
systeme atomique échange de 1’énergie avec les différents modes du champ électromagnétique
supportés par la cavité. Nous utilisons une approche exacte ou I’état du systeme global atomes
+ champ électromagnétique est décrit par un vecteur ket [¢(¢)) évoluant conformément a
I'équation de Schrodinger [43]. Nous considérons Iétat initial suivant : une seule excitation est
présente dans le systéme atomique et le champ de la cavité est dans ’état du vide |0) (aucun
photon). L’hamiltonien du systeme global est composé de I'hamiltonien libre Hy des atomes et
du champ et de ’hamiltonien d’interaction H;,, entre les atomes et le champ. En posant dans
la suite A = 1, les hamiltoniens ro et f]m sont donnés par :

N N

2 ~ (1) A 2 ke o tkr; . (i

Hy=w E 56" + E wi bbb, Hips = § § <gk6 6 by + gie "8 bT) (4.1)
i=1 i=1 k

ou &ﬁf) sont les opérateurs d’échelle pour 'atome 1, ?)L et b sont les opérateurs de création
et d’annihilation du mode k du champ, wy est la pulsation associée au mode k, r; est la position
(classique) de I'atome i et gy sont les forces de couplage entre le mode k et les atomes (identiques
pour tous les atomes). L’hamiltonien flmt conserve le nombre total d’excitations (pas de terme
o(_i)l;k et a(f)lA)L — RWA). Afin de s’affranchir de I’évolution de Hy, nous passons en schéma
d’interaction (indice I) :
iHot |

i (t)) =e
=3 (sl )60t 4 gl )6
mtI ZZ (gkel kv —(wr—wo)t (}_(i) bk _‘_glt€*1 kor;—(wp—wo)t bT)
i=1 k

U(t))

d
ZE ’¢I<t>> = mtl( )W}I( )>

27
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Etant donné notre restriction au sous-espace a une excitation, I’état initial peut s’écrire :

N
[41(0) Z 008 |91, oo gn) 10}, 3 Jai(0) =1 (4.2)
=1

=1
ou |gi, ..., gn) désigne I’état o tous les atomes sont dans leur état |g). L’état du systéme
global a l'instant ¢ est donné par :

N
|r(t) Z )63 g1, .., gn) |0) +ch ) g1, -, gn) B 0, Z\ai(t)\2+2|ck(t)|2 =1
i=1 K

i=1 k
(4.3)
ou a;(t) et cx(t) sont respectivement les amplitudes de probabilité de trouver 'atome i
dans I’état excité et le photon émis par le systéme atomique dans le mode k a I'instant ¢. Nous
développons le membre de droite de Péquation de Schrodinger Hypy () [401(t)) : les termes by |0)

et 61 |g1, .., gn) donnent une contribution nulle et il subsiste :

~(i ikr; —i(wg—wo)ty 2
Hipt 1 (t) 11 (£) Z Vg1, gw D ac(t)gee™ e Conmeolt by Bl 10) +
Ik’
ik.r; z(w wo)t
Z% 6960 1g1,... g nge L o)
ij=1

Nous utilisons les relations de commutation BkEL, — lA)L,lA)k = Ok, et d’anticommutation 6@6@ +

6@6@ = 0;; permettant de simplifier cette derniere expression comme :

ikor; —i(wip—w %
Hipg 1 (t) b1 (£) chk g™ e g g [0)

N

i(wyr —wo)t 7zk .r;

+ E gl’i,e( F E a;(t '
k’ =1

En prenant la dérivée temporelle de |1h;(t)), en Iégalant & —iH,, ;(t) [0;(t)) et en projetant

g1 gn) Bl 10)

sur les états &f) g1, ., gn) 0) et |g1, ..., gn) Bl |0) , nous aboutissons & un systéme d’équations
différentielles couplées pour les amplitudes a;(¢)(j = 1,..., N) et cx(?) :

a;(t) = =i Yy cxltgee TN =1 N
(4.4)

Ck(t) _ —’Lgi’; e’i(wkfu.Jo)t Z’fil a; (t)efik.ri

Nous intégrons formellement 1’équation portant sur ck(t) avec la condition initiale ¢, (0) = 0

t
.k zw wi 7zk.ri
ck(t) = —ng/ k) E
0

=1

Nous injectons cette derniére expression dans I’équation portant sur a;(t)(j =1,...,N) :

t ; . Yrs
a;(t) = —/0 dt’z |gk]267z(wk7w°)(t7t)Zeﬂk'r”ai(t') avec r;; =1;—r; (j=1,..,N)
k i=1
(4.5)
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Cette derniere équation est intégro-différentielle : I’évolution de 'amplitude de probabilité
a;(t) dépend de l'intégrale de toutes les amplitudes de probabilité a;(t).

Dans la suite, nous étudions le cas d’atomes supposés immobiles dans une cavité. Cette der-
niere est caractérisée par une fréquence centrale w, et une largeur spectrale A\. Nous supposons
ici que la cavité est accordée a la transition atomique (w. = wp) et que la largeur spectrale de
la cavité est bien plus petite que sa fréquence centrale (A < w. = wyp). Typiquement, pour des
transitions optiques, fo = 52 est de l'ordre de 10*® Hz et A est typiquement de I'ordre du MHz
[30, 11]. Nous faisons une hypothese supplémentaire permettant de simplifier les développe-
ments : nous nous plagons dans le régime superradiant r;; = |r;;| < A\g = QM—TLC (.,j =1,..,N).

Concretement, dans 1'équation d’évolution pour a;(t), le facteur ¢ ™ ~ 1. En effet,
W Wo
k-rij = |k|rij COS (k, rij) = ? T4 COS (k, rij) >~ ? T4 COS (k, rij) <1

ou les modes wy, supportés par la cavité sont proches de wy comme \ < wy. Nous introduisons
maintenant la densité spectrale de modes de la cavité J(w) permettant de prendre la limite
continue Y, — [dw :

o0

= Zd(w —wp)lgl>  avec / dwJ(w)=7m et g¢g>0 (4.6)
- -

[e.o]

ou g mesure la force de couplage de la transition atomique a tous les modes du champ de
la cavité (plus d’indice k) et 0(w — wy,) est la distribution de Dirac. Nous pouvons donc écrire :

oo

2
—i(wg—wo) (t—t —i(w—w t—t'
Z’gk’2 k—wo) >_%/ deoJ (w)e 0)(t=t)

—00

Dans les expressions précédentes, nous avons étendu la borne d’intégration inférieure a —oo.
Cette approximation est valable pour autant que J(w) s’annule dans la région des fréquences
négatives, ce qui est justifié dans notre cas comme wy > A. Nous précisons maintenant le profil
de la densité spectrale de modes qui, pour une cavité, est typiquement lorentzien :

A
J(w) = Nt (= wo)? avec A >0 (4.7)
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II Solutions pour les amplitudes de probabilité

Nous nous attachons dans cette section a expliciter le développement de la solution pour
les amplitudes de probabilité a;(t)(j = 1,...,N) et cx(t). Notre point de départ est I’équation
intégro-différentielle pour a;(¢)(j = 1,...,N) dans laquelle nous appliquons la condition du

;. . —ik.r;; . .. .
régime superradiant e " ~ 1 ainsi que la limite continue :

:——/ dt’/ du J(w)e @ ”Z )  j=1,.,N (4.8)

Nous sommes ramenés a devoir évaluer la transformée de Fourier de J(w). Cette derniere
n’est rien d’autre que la fonction de corrélation de 'environnement f(¢ —t'), que constitue dans
notre cas le champ de la cavité :

> 1ww )\ —i(w—w —
f(t_t,):/ dod (w)e o><tt)_/ do 55— — I

o w — wp)?

La transformée de Fourier d’une lorentzienne est bien connue et peut étre évaluée par le théo-
reme des résidus. Les poles de I'intégrant sont en w = wy £\ et nous fermons le contour par un
arc de cercle I'g (de rayon R > 0) situé dans la partie inférieure du plan complexe, permettant
d’écrire notre intégrale comme :

R
/dw:%dz—/ dz avec z¢€C
-R Tr

En posant ¢t —t' = 7 > 0 et en paramétrant ' comme z = Reie, Iintégrale sur I'p s’écrit :

/ﬂ' (ZRezgde) )\ - ez‘T (wo—Rcos (0)) eRTsin 9) 0
0 A2 (Re — wo)

(R — o0)

étant donné le sens de parcours (sin (¢) < 0). L’intégrale cherchée est donc égale a celle
sur le contour fermé qui est évaluée par le théoreme des résidus. Nous avons ici un résidu en
wo — 1A, ce qui donne :
f(T) _ (_27”) A e—i(wo—i)\—wo)T _ ﬂ_e—AT (4 9)
(wo — iA) — (wo +1A)
La corrélation entre les atomes et la cavité décroit sur un temps typique 7, ~ % Dans
la limite formelle A — 0, 7. — oo et f(7) devient constant, menant a une équation pour les
amplitudes de probabilité a;(t)(j =1,...,N) :

N

a;(t) = —92/0 dt'y " a;(t') (A=0) j=1,..,N

i=1
En prenant la somme sur j (7 = 1,..., N) de part et d’autre de I’équation et en définissant
as(t) comme étant la somme des amplitudes de probabilité a;(t)(j = 1, ..., N), nous obtenons :

) = Z — as(t) = —Ng? /0 “dast)  (A=0) (4.10)
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En prenant la dérivée par rapport a t de cette derniere équation, nous arrivons a I’équation
bien connue de I'oscillateur harmonique :

is(t) = —Ngas(t) = ag(t) = C)cos (\/Ngt) + Cysin (\/Ngt)

Etant donné la condition ag(0) = 0, la solution est donnée par as(t) = as(0) cos (VNgt).
Dans la limite A\ — 0, nous avons donc des oscillations de Rabi & fréquence Q = v/Ng. La
solution pour a;(t)(j = 1,..., N) peut étre déduite de ag(t) en remarquant que le membre de
droite de I’équation pour a;(t)(j = 1, ..., N) est identique Vj = 1, ..., N. Prendre alors la somme
sur i # j (1,7 =1,...,N) de @;(t) est effectivement égal a (N — 1) a;(t) :

N
(N =1) i) = > ault) =0
i#j=1
Cette derniere équation est trivialement résolue :
N N
(N =1)a;(t) = > ai(t) = (N = 1) a;(0) = > a;(0)
i£j=1 i#j=1

En ajoutant de part et d’autre de I'équation ag(t) = 32~ a;(t), il subsiste & gauche de I'égalité
Na,(t) :

Naj(t) = as(t) + (N = 1) a;(0) = > a;(0)
i#j=1

En divisant de part et d’autre par N et en simplifiant, nous obtenons :

(1) = as(t) + oty (0) — 3 al0) = ay(0) + 1 (as() —as(®)  (411)

Nous pouvons reprendre exactement le méme raisonnement afin de résoudre 1’équation
intégro-différentielle portant sur ag(t) avec un A # 0. En annexe B, nous proposons une seconde
alternative de résolution par transformée de Laplace. En prenant la dérivée par rapport a ¢ de
I’équation :

t !
as(t) = —Ng? / dt'e M gt (4.12)
0

Nous aboutissons a :

t !
as(t) = —Ng*(—\) / dt'e M ag(t) — Ng2as(t) = —Aas(t) — Nglas(t) (4.13)
0

Cette équation différentielle du second ordre fait maintenant intervenir un terme d’amor-
tissement en dérivée premiere avec pour coefficient X\. Nous appliquons la méthode classique de
résolution de ce type d’équation différentielle (recherche des racines r du polynéme caractéris-
tique) :
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A 1 A A
P4+ Ar+Ng?=0 = ro=—-2 4+ —\/A2—4Ng2=-= 4 2§,
2 2 2 2
oy =+/1—R%
avec (4.14)

_ 9 _
= VNG

La solution pour ag(t) s’écrit alors :

,
ag(t) = Coe 4o =0, (e”t — —+er_t)
r_
ol nous avons utilisé le fait que as(0) = 0 dans la derniére égalité. En factorisant (1 — =)
et en substituant r4 par leur expression en fonction de \ et d,, nous obtenons :

a1l 1 1 X 1
Cls(t):C+(1—:—+)€ 2{§€2§N+56 26N+ﬁ€261v—ﬁ€ 25N}
— N N

Nous reconnaissons les fonctions hyperboliques dans les accolades et O+(1 — ”) correspond

r—

simplement a la condition initiale ag(0). Nous pouvons finalement écrire ag(t) comme :

as(t) = as(0)G(t) avec G(t) = P {cosh <5N§) + % sinh <5N§>} (4.15)
N
ou G(t) est la fonction de dissipation (dans la littérature, on parle plus souvent de fonction
de décohérence mais nous traitons ici d’un processus dissipatif et gardons de ce fait cette termi-
nologie plus adéquate dans notre cas). La solution pour les amplitudes a;(t)(j = 1, ..., N) étant
connue, nous pouvons évaluer les amplitudes ¢ (t) dans I'approximation du régime superradiant
en posant sans perte de généralité r; = 0(i = 1,..., N), ce qui donne :

N

t . , t . — o)
cx(t) = —z’g;/ dt' e’ a;(t') = —ig;/ dt' e’ ) as(t')
0 0

=1

Nous exprimons ag(t') sous forme exponentielle afin d’effectuer I'intégration. En introduisant
de nouveau les racines du polynoéme caractéristique r.., nous obtenons :

Su 1 er+t+i(wk7w0)t _1 5o 1 er_t+i(wk7w0)t _1
ck(t) = —igras(0 al : + | = :
k() 9k 5'( ){( 25N )T++Z(Wk-(x)0) ( 25N r_+2(wk_w0)
Nous proposons maintenant d’analyser le comportement de la fonction de dissipation G(t).
Cette derniere dépend du parametre 6y = /1 — R? avec Ry dépendant lui-méme de 3 para-
metres : le nombre d’atomes NV, la force de couplage atomes-cavité g et la largeur spectrale de

la cavité A\ via 'expression Ry = v N % Suivant que Ry soit plus petit ou plus grand que

I'unité, d, est respectivement réel ou imaginaire et le comportement de la solution est radica-
lement différent :
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— R<1:G0) = {h (VIZRY) + s sinh <m%)}

RN>1:G<t>:e‘?{cos(m§)+@sin(mg)}

La fonction de dissipation est réelle pour toute valeur de R, mais nous distinguons les 2 ré-
gimes suivants. Lorsque Ry < 1, le comportement est monotone décroissant. Lorsque Ry > 1,
0y est imaginaire et les fonctions hyperboliques deviennent des sinusoides et le comportement
est oscillant amorti (oscillations de Rabi amorties a la fréquence /R? — 1 %) L’amortissement

At
se fait sur une échelle de temps liée au facteur exponentiel e 2 , donc sur une échelle de temps de

I'ordre de I'inverse de % Nous retombons d’ailleurs sur des oscillations de Rabi (non amorties)
dans la limite A\ — 0. Dans la littérature, on parle souvent de couplage fort (respectivement
faible) lorsque Ry > 1 (respectivement Ry < 1) mais nous insistons sur le fait que la transi-
tion entre les 2 régimes dépend du couplage atomes-environnement (g) mais également de sa
structure spectrale (A) et du nombre d’atomes (N). Nous représentons Ry en fonction de N
a la figure 4.1. Nous portons également en graphique la fonction de dissipation G(t) dans les
deux régimes a la figure 4.2.

Nous pouvons encore faire quelques remarques. Lorsque Ry < 1, nous pouvons développer
G(t) au premier ordre en Ry. Nous utilisons les développements limités (1 — €)™ ~ 1 — ne et
1

T 1 + € afin d’arriver a

1 t A 1
G(t) ~ \/7gt + — RN AQ Sil’lh <§(1 — éRN)>, RN < 1

Nous avons une fonction de dissipation G(t) purement exponentielle avec un taux d’évolution
V' Ng (indépendant de \) auquel s’ajoute une correction en R,. Nous pouvons également faire
un développement limité a temps tres courts de G(t). A l'ordre le plus bas, nous avons :

ao= (-3 63) 3o gm) e

Les termes du premier ordre en ¢ se sont simplifiés et nous avons une décroissance quadratique
a temps tres courts dans les deux types de régime. Cette décroissance quadratique a temps tres
courts est un phénomeéne quantique assez général connu sous le nom de Quantum Zeno Effect
[50]. Enfin, en reprenant ’expression des amplitudes de probabilité a;(¢) :

%(ag(t) —ag(0)) = a;(0) + %aS(O) (G(t) — 1) (4.16)

Nous constatons que celles-ci n’évoluent pas lorsque trivialement G(¢) = 1 mais égale-
ment lorsque la somme de toutes les amplitudes de probabilité initiales est nulle (ag(0) = 0).
Pour 2 atomes, cela correspond & un état initial anti-symétrique de la forme {a;(0),a2(0)} =
{i\%,iﬂ%} en choisissant les a;(0)(i = 1,2) réelles. Pour N atomes et en choisissant des
a;(0)(i = 1,...,N) réelles, 'ensemble de ces valeurs correspond a lintersection dans un es-
pace & N dimensions de I'hyperplan S~ a;(0) = 0 et de I'hypershére 37 (a;(0))? = 1 de
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la condition de normalisation. Au contraire, pour un état initialement symétrique de la forme
a;(0) = \%N(z =1,..., N), les amplitudes de probabilité évoluent au cours du temps et tendent
vers une valeur nulle pour ¢t — oo.

Nous aurions pu considérer des notre point de départ un désaccord A = w. — wy entre la
fréquence centrale de la cavité et la fréquence de la transition atomique. En reprenant un dé-
veloppement similaire, les poles de la densité spectrale J(w) sont alors situés en (wg + A) + i),

menant ainsi & une fonction de corrélation f(7) proportionnelle & e AT Deffet est un shift
A — A+ A dans toutes les quantités résultantes. En particulier, la fonction de dissipation
Ga(t) € C est alors donnée par [4] :

(A

Ga(t)=e Z{Cosh (\/(A +iA)2 — 4Ng? %) 4 AHA_iph (\/(A T iA)2 — AN %) }

(A+iA)2—4Ng2

Le terme sous la racine est en général complexe et I'analyse exacte du comportement de
Ga(t) est difficile. Nous avons cependant pour de grands désaccords |A| > A, ou nous approxi-
mons A + iA ~ ¢A, simplifiant ’expression de Ga(t) comme :

Ga(t) ~ {COS (%t) — isin <%t>}{ces (M%) + —$4Ng2 sin (W%)}

Nous avons alors un comportement oscillant de Ga(t) pour |A| > A. Par ailleurs, dans la
limite du couplage faible Ry < 1, des simulations numériques ont montré [48, 51] qu’a partir
d’un certain désaccord A, le comportement devient oscillant (alors qu'’il est monotone dans le
cas Ry <1let A=0).
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FIGURE 4.1 — Ry en fonction de N (variant de 1 a 30) pour différentes valeurs de % (0.1 en

bleu, 0.2 en jaune, 0.3 en vert et 0.4 en rouge). La courbe en pointillé noire indique la transition
entre les 2 régimes.

FIGURE 4.2 — Fonction de dissipation G(t) (3 = 1) tracée pour les deux types de régime :
Oy = % en bleu et §y = 2¢ en rouge. La courbe bleue tend moins rapidement vers 0 que la rouge

At
étant donné les fonctions hyperboliques croissantes qui contrecarent 'effet de e 2.
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IIT Mise sous forme d’une équation maitresse et déter-
mination des taux

IT1.1 Expression générale des taux v(t) et ()

Maintenant que nous connaissons la solution exacte restreinte au sous-espace a une excita-
tion et dans le régime superradiant r;; < Ao (4,7 = 1, ..., V) pour les amplitudes de probabilité
a;(t)(j = 1,..., N), nous souhaitons remettre le probleme sous la forme d’une équation maitresse
afin de déterminer l'expression des taux 7;(t) = (t) et vi;(t) = v(t) ¢ # j(i,7 = 1,...,N).
Concretement, nous devons exprimer l'opérateur densité réduit du systéme atomique en fonc-
tion de ces amplitudes a;(t)(j = 1,...,N), insérer son expression dans l'’équation maitresse
superradiante et projeter cette derniere afin de déterminer un systeme d’équations liant les

a;(t)(j=1,...,N) et v;(1).

Nous exprimons en premier lieu l'opérateur densité total p,n ; du systéme total atomes +
champ de la cavité. Etant donné que nous avons adopté une approche en termes de vecteur d’état
|11(t)), pror.r est simplement donné par le projecteur |¢7(¢))r(t)|. Nous laissons tomber dans
la suite I'indice I référant au schéma d’interaction afin d’alléger les notations. Nous rappelons
I'expression de [1;(1)) :

[r(8) = 32 a8 g, gw) 100+ D7 et) g, o o) B 1) D laalB)* + 3 el = 1

Nous employons également la notation |G) = |gi, ..., gn). Il vient alors :
pron = OOY(O)] = (S, a(t) 02 16) 10) + Sy et) [GY B 10) ) (21, 3 (1) (01 (G162 + S () (G (0] )

Nous avons en tout 4 termes :

= 3 aa()a (1058 [GNG1 6 0K0] + 7 ex(t)eie (1) | GNG B 10)0 B

1,5 k,k’
+3 " ai(t)cp ()88 [GHG] OXO0] b + Y a5 (t)ew(t) |GHG| &Y B, |0X0]
ik’ 7,k

Nous devons ensuite effectuer la trace partielle sur les degrés de liberté de I’environnement
E (champ de la cavité) afin d’obtenir U'opérateur densité du systéme atomique : p = Trg [pror)-
Comme le nombre d’excitation du champ de la cavité est limité a 1, nous pouvons écrire la
trace partielle Trg [.] comme :

TI'E[ +Z O|bk” . k” >

k”
En utilisant les relations de commutation bosonique, nous obtenons :

p="Trw [pa] = 3 ai(t)aj(t)51 |GHGI 62 + 3 la(t) GG (4.17)
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L’étape suivante consiste a injecter cette expression pour p dans I’équation maitresse super-
radiante, dont nous rappelons la forme :

d 1 v~ 1. .0y i
Z 75 (¢ (‘7 pe) — 5‘752)0'—)/) - QPU$)U£)>7 Vii(t) = Y0(t), vigs (t) = (t)

i,0=1

Le dissipateur se lit alors :

D(p) =D _ (1) 6“’( S ar®)as (06 1G)E169) + 3 Je(®) |G><G|)&$>

i)' = k

-5 Zw(t)&%‘f’( > an(t)a; ()8 |GYC +Zrck )1G) G!)

_ av(t)ay(1)9 Pexe “+Z|c ||GG|) v

En utilisant la relation d’anticommutation 6" )UU) + 553)6@ = 0,5, nous pouvons simplifier
cette derniere expression comme :

Z% ot >|G><G|+< 3 3 a0 GGl “+hc) (4.18)

ou h.c. désigne I'hermitien conjugué. Nous écrivons maintenant le dissipateur pour ~;;(t) =
Yo(t) ainsi que la dérivée de p :

D(ﬁ):70(t)Z|ai(t)|2|G><G|+<_—70 Z radre el (j')+h.c.>

i=1

Q.l&

-> a6 16)C162 + 30 L leo)l?] 6K

Nous effectuons ensuite les deux projections suivantes de I’équation maitresse : (G|.|G) et

(G| s (ﬁnl) |G) (n,n =1,...,N), ce qui donne :
e it ] = 70(t) 2o Jaa(t)
gilan()ay, ()] = —y0(t)an(t)a, (t)
Ces deux équations ne sont pas indépendantes : en utilisant la condition de normalisation

2 N 2 o . .
Yle@)]" =1-=>"",]a;(t)|” dans la premiere équation en posant n = n’ puis sommant sur
n,(n=1,...,N) dans la seconde, nous arrivons a la méme équation.
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Nous reprenons la méme démarche pour v;.;(t) = (t). Le dissipateur est donné dans ce
cas par :

D(p) =~(t) D %@ﬁG@HGXGI%<—%vﬁ) > a%@@(ﬂ6$”GXGM¢”%hQ>

i#j=1 i#5,j'=1

La projection de I’équation maitresse sur les états a 0 et 1 excitation aboutit a :
2 N «
>k % “Ck(m ] =7(t) Zi;éjzl ai(t)aj (t)
* * N N *
Llan(®)ay, (1) = =370 (a5, () S ast) + ant) L, a1 (1)

La premiere équation peut de nouveau étre déduite de la seconde. Nous remarquons claire-
ment que les taux 7o(t) et y(¢) ne sont pas indépendants. De plus, la connaissance de I'opérateur
densité du systeme atomique p ne dépend de la connaissance que d’un seul des deux taux (o(?)
par exemple). En résumé, les taux vo(t) et v(t) sont donc donnés formellement par les expres-
sions suivantes en fonction des amplitudes de probabilité :

ZZ 1 dt“ i(t)] ] _ Ei\; |ai<t)’2
SN e Y(t) = o(t) S ) (4.19)

Il est également intéressant d’écrire la solution de I’équation maitresse en fonction de ().

Nous appelons pour simplifier P;(t) la population de ’état ]G> L Po(t) = 1= |ai(t)]? avec

Pg(0) = 0 et nous gardons la notation a;(t)aj(t)(i,j = 1,..., N) pour les éléments de matrice
de p a une excitation. Nous avons :

#P(t) = 20(0) (1 = Po(1))

Llas(t)as(t)] = —o(t)ai(t)a;(t) (i,7=1,..,N)

Les solutions de ces deux équations sont immédiates et s’écrivent :

Pu(t) :exp{— /0 t dt’%(t’)} /O () exp{— /0 ' dt”%(t”)} (4.20)

ai(t)ai(t) = exp{—/o dt’vo(t’)}ai(O)a;f(O) (i,j=1,..,N) (4.21)

Nous illustrons par la suite le résultat de cette section pour des conditions initiales particu-
lieres : un état initial symétrique a N atomes ot a;(0) = \/LN(Z =1,...,N) et un état initial a 2
atomes ot a;(0) = 1,a2(0) = 0.

Yo(t) =
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III.2 TIllustration pour un état initial symétrique a N atomes

Lorsque a;(0) = \/Lﬁ(z = 1,...,N), 'amplitude de probabilité a I'instant ¢ est réelle et est
donnée par a;(t) = \/LNG(ZS (i =1,..,N) avec G(t) la fonction de dissipation. Nous déduisons

alors :

__alCw) _ 260 _ AR a(0) = ——
Y(t) = G2(t) G(t) 1+ 4, coth (6&) | (1(0) VN

(i = 1,...,N)> (4.22)

Nous avons pour le taux ~(t) :

S, Gt _ ()
SV Lere) (N-1)

i£j=1 N

7(t) = 0(t) (@) == =1,.N)  (423)

Dans le régime de couplage faible Ry < 1, vy(t) évolue de maniére monotone croissante

2
depuis une valeur nulle vers une valeur asymptotique positive % = AM1—0y). Dans le régime
de couplage fort Ry > 1, la cotangente hyperbolique devient une simple cotangente : vy () est
alors périodique, prend des valeurs négatives pendant certains intervalles de temps (suivant le

signe du dénominateur de 7,(t)) et diverge méme a certains instants.

Nous pourrions nous inquiéter du caracteére physiquement admissible (positivité complete de
p) d’une telle équation maitresse avec des taux négatifs. En effet, le théoréme de Lindblad dans
sa version étendue s’applique uniquement pour une équation maitresse avec des taux positifs a
chaque instant. Toutefois, nous sommes partis d’une solution exacte (en termes d’amplitudes
de probabilité) et avons déterminé & posteriori les taux vo(t) et v(t) de I’équation maitresse
(en fonction de ces amplitudes a;(t)), sans faire aucune autre approximation. Les dynamiques
résultantes de I'approche systeme fermé (|i(t))) et systéme ouvert (p(t) sont donc identiques
et nous pouvons écrire de maniere légitime 1’équation maitresse avec ces taux négatifs (sauf en
toute rigueur o ceux-ci divergent a certains instants particuliers).

Nous constatons sur Iexpression de «y(t) que ce dernier est proportionnel a ~y(t) avec un

coefficient de proportionalité ﬁ : il est trivialement non défini pour N = 1, vo(t) = ~(t)
Yo (t)

Y
pour N = 2 et varie en X5~ pour N grand (N > 1). Nous tracons le profil des taux () et
~(t) aux figures 4.3 et 4.4.
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0(t) et y(t)
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FIGURE 4.3 — Evolution temporelle des taux 7o(t) et v(¢) pour les conditions initiales a;(t) =

\/1_N’ (t=1,...,N) en couplage faible (Ry < 1) avec A = 2,9 = % pour différentes valeurs du
nombre d’atomes : N = 2 en noir , N = 3 en bleu, N =4 en vert et N =5 en rouge. yo() est

représenté en trait plein et y(¢) en trait pointillé. Pour N = 2, les courbes 7o(t) et y(t) sont

confondues et les courbes () sont fort proches étant donné le facteur (N—l—l)

70(t) et 7(t)
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FIGURE 4.4 — Evolution temporelle des taux () et y(t) pour les conditions initiales a;(t) =
\/LN’ (¢ =1,...,N) en couplage fort (Ry > 1) avec A = 2,9 = 1 pour 2 atomes (en bleu) et 3
atomes (en rouge, ou 7o(t) est représenté en trait plein et y(¢) en trait pointillé). La période
de la courbe rouge (N = 3) est plus petite que celle de la courbe bleue (N = 2) comme la

fréquence intervenant dans I’argument de la cotangente est proportionnelle a v/ V.
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En couplage fort (Ry > 1), les taux ~o(t) et y(t) prennent des valeurs négatives pendant
certains intervalles de temps. Cependant, ils interviennent dans 'expression de la solution Pg ()
et a;(t)aj(t)(i,j = 1,..,N) sous la forme de leur intégrale temporelle, cette derniére étant
positive Vt > 0 :

L,(t) = /Ot dt'vo(t") = M+In {{cosh <5N§> + % sinh (%%)}2}, (a,-(O) = \/LN> (4.24)

Nous portons sur un méme graphique (figure 4.5) 70(t) et son intégrale I,,(¢) en couplage
fort (Ry > 1) ainsi que exp{—1,,(t)} dans les deux types de régime aux figures 4.6 et 4.7, la
quantité exp{—1I,,(t)} intervenant explicitement dans I’évolution de la matrice densité.

~10 [

oo L

FIGURE 4.5 — Evolution temporelle du taux 7y(¢)(en bleu) et de son intégrale I, (¢)(en rouge)

pour les conditions initiales a;(t) = \/LN’ (¢ =1,...,N) en couplage fort (Ry > 1) avec A =
2,9 = 1 pour 2 atomes. Nous constatons que la courbe rouge est positive V¢ > 0.
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oxp{—1Iy (%)}

FIGURE 4.6 — Evolution temporelle de exp{— fot dt’%(t')} = exp{—1,,(t)} pour les conditions
initiales a;(t) = \/Lﬁ, (i = 1,..,N), en couplage faible (R, < 1) avec A = 2,9 = & et pour
différentes valeurs du nombre d’atomes : N = 2 en noir , N = 3 en bleu, N = 4 en vert et

N =5 en rouge. Plus N est grand, plus la courbe tend rapidement vers 0.

expi—Ih (1)}

s L e
0.5 1.0 1.6 2.0 2.5

FIGURE 4.7 — Evolution temporelle de exp{— fot dt' o (t' )} = exp{—1,,(¢)} pour les conditions

initiales a;(t) = \%N,(z = 1,..,N), en couplage fort (Ry > 1) avec A = 2,9 = 1 et pour
différentes valeurs du nombre d’atomes : N = 2 en noir , N = 5 en bleu, N = 10 en vert et

N = 20 en rouge. Plus N est grand, plus la valeur des maxima est grande.
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II1.3 Illustration pour un état initial a 2 atomes

Nous proposons d’évaluer également les taux o(t) et y(¢) pour 2 atomes ou initialement un
des deux atomes (I'atome 1) est dans I'état excité : a;(0) = 1 et a2(0) = 0. Nous avons dans ce
cas :

ar (t) :%+%G(t), as(t) :—%JF%G(t)

et les taux 7[()2) (t) et v (¢) (indice supérieur 2 pour deux atomes) ont pour expression, en

utilisant la notation Ry_, = Ry et dy_o = 09 :

: 2 : _
%()2)(25) o G(t) G(t) _ AR3 (cosh (A0,t) + 0, sinh (N,t) 1) (.25)
5+ 3Gt 252¢™ + (14 02) cosh (\ut) + 26, sinh (A5,t) — R2
G*(t) +1
@) =1 4.2
10 =80 G (4.26)
Le coefficient de proportionalité gzggi entre 73” (t) et ¥ (t) est dépendant du temps. Ce

dernier n’est pas défini en ¢ = 0 comme G(0) = 1 (le dénominateur s’annule) et est négatif

YVt > 0. En effet, comme G(t) est borné (|G(t)| < 1), nous avons gzggi < —1. La fonction
gzggﬂ part donc de —oo et tend asymptotiquement vers —1 en restant a chaque instant négative

quel que soit le type de régime (couplage faible ou fort). Nous pouvons montrer en calculant la
limite que 4®(0%) diverge également. Nous portons en graphique 1’évolution de 782) (t) (figures
4.9 et 4.10) et Y?(¢) (figure 4.8).

y#(t)

FIGURE 4.8 — Evolution temporelle de 4(?(t) pour les conditions initiales a;(0) = 1 et a(0) = 0
avec A = 2. Nous avons le couplage faible en bleu (R = %) et le couplage fort en rouge

R2 = 20. En couplage faible, v?)(t) < 0 V¢t > 0 comme 7(()2) (t) >0 Vt>0et gzggﬂ < —1. En

couplage fort, les portions positives de v(?)(¢) correspondent aux portions négatives de 7(()2) (t)
et inversément.
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FIGURE 4.9 — Evolution temporelle de 762) (t) pour les conditions initiales a;(0) = 1 et ag(0) = 0,

en couplage faible (R, < 1) avec A = 2 et pour différentes valeurs du parameétre R3 : R = }l en

noir , R2 = 1 en bleu et RZ = 3 en rouge. Nous observons un maximum d’autant plus prononcé
) 2 2 2 4

que le couplage est important (R proche de 1), avant que 7(()2) (t) tende asymptotiquement vers

une valeur nulle.

FIGURE 4.10 — Evolution temporelle de 7(()2) (t) pour les conditions initiales a1(0) = 1 et as(0) =
0, en couplage fort (Ry > 1) avec A = 2 et pour différentes valeurs du parametre R3 : R2 =5
en noir , B2 = 10 en bleu et R2 = 20 en rouge. 762) (t) est oscillant amorti et la valeur de premier

maximum est d’autant plus grande que le couplage est grand (comme en couplage faible).
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I11.4 Discussion des résultats

Dans le cas d'un état initial symétrique & N atomes, les taux 7o(t) et y(t) sont positifs a
chaque instant ¢ > 0 en couplage faible. Ces derniers évoluent asymptotiquement vers une va-
leur (markovienne) positive. En couplage fort, les taux sont périodiques et divergent a certains
instants. Ces divergences a certains instants sont probablement liées au fait que le transforma-
tion ®; qui fait évoluer I'opérateur densité via p(t) = ®,5(0) n’admet pas d’inverse ®, ' (perte
de la divisibilité) a ces instants en question. Nous remarquons également que les taux prennent
des valeurs négatives mais que leur intégrale I, (¢) reste bien positive a chaque instant. Ce
constat recoupe le résultat établi pour un atome énoncé au chapitre 2 ou la positivité complete
de @, est garantie si et seulement si I'intégrale du taux est positive. Notons également que les
taux démarre d’une valeur nulle dans les deux types de régime : vy(0) = (0) = 0, ce qui est
lié & une absence de dissipation a temps tres courts (Quantum Zeno Effect).

Nous avons également tracé le profil des taux 7o(t) et v(¢) dans le cas de deux atomes ou
un des 2 atomes est initialement excité : a;(0) = 1 et ag(0) = 0. Dans ce cas, les taux ont des
comportements relativement différents par rapport au cas précédent d’un état initial symétrique.
Le taux diagonal 7(()2) (t) par de 0 et tend vers 0, en affichant un unique maximum en couplage
faible et des oscillations amorties en couplage fort. Nous remarquons encore que l'intégrale de
782)(25) reste bien positive & chaque instant. Le taux non-diagonal 7(?(¢) a un comportement
relativement pathologique : il part de —oo et tend vers 0 en restant négatif a chaque instant en
couplage faible et en oscillant en couplage fort, devenant positif pendant certains intervalles de
temps. Son intégrale n’est clairement pas positive! Cependant, souvenons-nous du théoreme de
Linblad : ce qui compte, c’est que la matrice des taux soit positive, ¢’est-a-dire, que ses valeurs
propres doivent étre positives. Par analogie, nous pouvons tester si I'intégrale des valeurs propres
est bien positive a chaque instant. Pour 2 atomes, les valeurs propres sont simplement données

par 7f ) (t) = (()2)(75) + 7@ (t). L’intégrale de ~® (t) est bien positive a chaque instant :

t t (2) f 41

@)\ g7 270 (') .,

Ndt' = [ 20 g >0 vt >0
/0“) /01—02@') = E

Par contre, ce n’est pas le cas pour 79) (t) = 7(()2) (t)éfg;@l. Le taux 753) (t), a 'instar du
(2)

taux ) (t), part de —oo, devient positif lorsque 7, (t) est négatif et tend asymptotiquement
vers 0. Nous pouvons méme montrer que l'intégrale des taux yf)(t) et v (t) est négative a
chaque instant. Cet exemple montre donc que la dynamique peut étre physiquement valide bien
que l'intégrale d’'une des valeurs propres de la matrice des taux ne soit pas positive a chaque

instant.

En résumé, dans cette section, nous avons déterminer I'expression des taux de 1’équation
maitresse superradiante en fonction des amplitudes de probabilité. Nous avons évalué ces taux
70(t) et y(¢) dans deux cas simples de conditions initiales. Ces deux exemples ont montré que
les taux peuvent prendre des valeurs négatives pendant certains intervalles de temps (et méme
étre négatif & chaque instant pour v (¢) en couplage faible), tout en gardant I’assurance que
la dynamique reste physique (complétement positive) comme le modele étudié est exact.
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IV Intensité rayonnée par le systeme de N atomes
Nous étudions dans cette section l'intensité rayonnée par le systéme atomique avec pour état
initial 'état symétrique a;(0) = \/Lﬁ(z = 1,..., N). L’intensité rayonnée I(t) est définie comme

étant le taux de variation par unité de temps de la valeur moyenne de ’énergie du systeme
atomique (au signe pres) :

I(t) = —% Tr [Hﬁ(t)}

ot H et p(t) sont 'hamiltonien et 'opérateur densité du systéme atomique, donnés par :

N N
T3 e )= 3 a)e e 16K610Y + 1 —Zl&z *)Gxe
=1 Jj=1

Etant donné le choix des conditions initiales, nous avons :

ai(t)a(t) = () = %GQ(t) (ij=1,... N)

En laissant tomber le terme constant (dans 'optique de prendre la dérivée par apres), nous
avons pour Hp(t) :

1)
aeye

Mz

7 A 1 A(D) A(l) A(2 ~(J
Hp(t) = wo 1 G(1) lel 66V 1GNG |69 — wo GA(t) >
,7,0= =

Le deuxiéme terme s’annule et en utilisant de nouveau les relations d’anticommutation sur
les opérateurs de Pauli, nous obtenons :

N
N 1 i (i
Hpt) = wo 5 G*(8) ) ¢ |GG 6Y
ij=1
La trace sur les degrés de liberté du systéme de N atomes a une excitation se lit Tr[.] =
(G.1G) + 32N (G661 |G) (n,=1,...,N), ce qui donne :

N N
T A 1 (n %
Tr [Hp(t)} —wy - GA) Y (Gleel [GyGleVe ! |G) = wo (t) " (GIG) (GIG) = wo G2(1)
%,7,n=1 n=1
L’intensité I(t) est alors simplement donnée par :
d s )\ R .
1(t) = w0 2 [G(0)] =wo 5 = e (cosh (Mxt) + Oy sinth (ASyt) — 1) (4.27)

I est également intéressant de calculer le maximum de [(t), noté I,,., en fonction du
parametre Ry. En couplage fort (Ry > 1), étant donné les oscillations amorties, I,,,, correspond
au premier maximum de /(t). En évaluant dl(t) = 0, nous obtenons :

acosh(%) \ h(R?
Mimas = ——N ) — . (1 T pn R;V) exp [—m (4.28)

V1-R2 V1- R




CHAPITRE 4. DYNAMIQUE DISSIPATIVE D’ATOMES EN CAVITE 47

ot I (tmaz) = Linax, sech(x) = ﬁ(m) et acosh(z), asech(x) désigne les fonctions hyperboliques
inverses.

Nous portons en graphique I(t) pour différentes valeurs de R? aux figures 4.12 et 4.13.
Comme Ry = VN %, nous pouvons imaginer g et A fixés et le nombre d’atomes N variable.

Nous tragons également I,,,,, (R?V) a la figure 4.11.

Ima:r 14—

v

| | | | | | | | | 4
0 .
5 10 H N

FIGURE 4.11 — Premier maximum /,,,, en fonction de R% pour wy = A = 1. L’abscisse R? varie
de 0.1 & 10 . La partie de la courbe en bleu (resp. rouge) correspond & Ry < 1 (resp. Ry > 1).

A partir de ces différents graphiques, nous pouvons faire les commentaires suivants. En
couplage faible (Ry < 1), I(t) est positive V¢. De plus, pour des valeurs de Ry proche de 0, ()
est quasiment constant. Au contraire, pour un R, proche de 1, nous avons un pic d’intensité.
Le parametre Ry permet donc de controler le profil de I(t) (selon I'application souhaitée par
exemple). En couplage fort (Ry > 1), I(t) oscille et est négatif pendant certains intervalles
de temps (énergie renvoyée du champ de la cavité vers le systéme atomique). 4z (RJQV) est
monotone croissante et nous pouvons faire les développements limités pour Ry < 1 (en 0) et
Ry > 1 (en +00) :

2

A
R <1 Ly w0§<R§ + ﬁ(Ri)) — Ly X wO%N

A 1
Rlzv>>1: [mazzw0§<(1—g)+RN+ﬁ(R—)> = L nae X cte +wogV N
N

Inax €st proportionnel & N en couplage trés faible (R?% < 1). En couplage tres fort (R2 > 1),
Inqe est plutot proportionnel a v/ N et ne dépend plus de la largeur spectrale .
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FIGURE 4.12 — Evolution temporelle de l'intensité rayonnée I(t) en couplage faible (Ry < 1)
pour wo = A = 1. R? varie de 0.05 (courbe plate bleue foncée) jusqu’a 0.95 (courbe rouge) par
pas de 0.1.

o \ \ \ | \ |

FIGURE 4.13 — Evolution temporelle de I'intensité rayonnée I(t) en couplage fort (Ry > 1)
pour wy = A = 1. R% varie de 2 (courbe bleue foncée) jusqu’a 10 (courbe rouge) par pas de 1.
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V Etude du cas a deux atomes

Dans cette section, nous particularisons le résultat obtenu pour N atomes (résultat restreint
au sous-espace a une excitation et dans le régime superradiant) au cas de 2 atomes. Nous
étudions 1’évolution de la matrice densité p (populations et cohérence) et évaluons I'intrication
au cours du temps via la concurrence de Wootters.

V.1 Populations et cohérence

Nous reprenons en premier lieu 'expression de I'opérateur densité p et I'écrivons explicite-
ment dans la base {|ee), |eg),|ge) ,]99)}

]
(@]
@]

(4.29)

Qo+
DO ¥ ~—
—~
~ N
N—
]
— =%
QL —~
o+
— =
~+~
N
SICD
S—
o O

0
“ 0 aq (
pu— T =
) = Tee OO = | o 10
0 0 0 1= Jar ()" = Jaz (1) [*
Nous supposons par simplicité des amplitudes initiales a1(0) et as(0) réelles et nous étudions
en premier lieu le comportement asymptotique des éléments de la matrice densité p(t). En défi-

nissant les amplitudes des états symétriques et anti-symétriques comme a () = %(al (t) £ as (t)),
nous avons les expressions suivantes pour les amplitudes de probabilité a I'instant ¢ :

a(t) = ar(0)G(1), a_(t) = a(0)

ar(t) = a4 (0)G(t) +a_(0),  ax(t) = a(0)G(t) — a—(0)
L’état anti-symétrique n’évolue pas. Comme la fonction de dissipation G(t) tend vers 0
lorsque ¢ — oo, la population de I'état symétrique (a+(t))2 tend vers 0 lorsque ¢ — oo et

les valeurs asymptotiques des populations (al(t))Q, (aQ(t))2 et de la cohérence a;(t)as(t) sont
données par :

Jim (an(1))” = Jim (as(0))” = (a-(0))" = (1~ 20 (0)ax(0))
lim a,(t)as(t) = —(a-(0))” = —i(l ~ 201(0)as(0))

Nous constatons que ces valeurs asymptotiques dépendent de la population initiale de 1’état
anti-symétrique. Nous notons également que la valeur asymptotique de la cohérence a;(t)as(?)
dépend linéairement de sa valeur initiale a;(0)az(0). Comme a;(0) € R(i = 1,2), nous utilisons
dans la suite la paramétrisation a1 (0) = cos (6) et a(0) = sin (6) ou 6 € [0,27]. En effet,

(al(O))2 + ((12(0))2 =1 = (cos (0))2 + (sin (6’))2 =1

Nous représentons a la figure 4.14 les populations asymptotiques (ai(oo))2 (1 = 1,2). Aux
figures 4.15 et 4.16 sont représentés les éléments de la matrice densité p(t).
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FIGURE 4.14 — Représentation en 3 dimensions des populations asymptotiques (al(oo))2 =

(aQ(oo))2. Dans le plan horizontal est représenté le cercle unité (al(O))2 + (az(O))2 =1 ou
a1(0) et az(0) varient tous deux de —1 a 1. L’axe vertical correspond a la valeur asympto-
tique (ai(oo))2 (1 = 1,2), qui prend des valeurs entre 0 et % L’état initialement symétrique

{a1(0),02(0)} = {&5, £} mene a (ai(00))” = 0 (i = 1,2). L'état initialement anti-

symétrique {a;(0),az(0)} = {:l:\%, :F\/ig} mene a (a,-(oo))2 = (ai(t))2 =1Vt>0,(i=1,2).
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FIGURE 4.15 — Evolution temporelle des différents éléments de la matrice densité p(t) en cou-
plage faible (R? = 0.5) avec A = 3 et pour la condition initiale {al(()) =/t a2(0) = %}
Nous avons respectivement en bleu, rouge et noir les populations (al(t))Q, ((ZQ(t)) et 1 —

(al(t))2 — (ao(t )) Nous avons également représenté la population de 1’état symétrique (a+(t))
en vert et la cohérence a;(t)as(t) en violet.

FIGURE 4.16 — Evolution temporelle des différents éléments de la matrice densité p(t) en cou-
plage fort (R? = 10) avec A = 3 et pour la condition initiale {al(()) Vs, a2(0) = /& }

Nous avons respectivement en bleu, rouge et noir les populations (ay(¢ )) ( o(t )) et 1 —
(al(zf))2 - (ag(t))Z. En vert et violet sont respectivement tracées la population de 'état symé-

trique (a+(t))2 et la cohérence a(t)as(t).
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V.2 Intensité rayonnée pour 2 atomes

Dans cette sous-section, nous analysons l'effet des conditions initiales a;(0) € R(i = 1,2)
sur Uintensité rayonnée I(t) par le systéeme de 2 atomes. Nous exprimons explicitement les
opérateurs dans la base {|ee) , |eg) , |ge) , |gg) }. Nous avons pour Hj(t) (en posant wy = 1 dans
la suite) :

2 000 0 0 0 0 0 O 0 O
- 01000 at) ay(t)as(t) 0 0 a3(t) 0 0
HpO =10 0 1 0|0 ayaalt)  a2t) 0 1o 0 ) o
0oo0o00/\o o0 0 1—al(t)—ad(t) 0 0 0 0
L’intensité I(t) est donnée par :
d A d o 9 ) ,
I(t) = — Tr [Hp(t)} = [af(t) + a5(t)] = =2 (a1 (t)an (t) + az(t)as(t))
Comme @, (t) = as(t) = a,(0)G(t), il vient que :
1) = ~20,(0)G(t) (@ (1) + aa(t)) = —4a, (0) G () as (1) = —(a1(0) + ax(0))> G (1) G(1)

En utilisant la paramétrisation initiale (en fonction de #) définie précédemment, nous obte-
nons au final :

R
1— R?

2

I(t) = —(1+sin (20)) G(t) G(t) = (1 +sin (20)) % e (COSh (A,t) + 6, sinh (N0,t) — 1>

(4.30)

Cette derniere expression est similaire a celle obtenue pour la situation a N atomes avec

un état initial symétrique a;(0) = \/LN(Z = 1,...,N). La différence réside dans les conditions

initiales au travers du facteur (1 + sin (26)). Ce dernier s’annule pour § = —%, 3% (état initial
anti-symétrique qualifié de dark state) et est maximum pour 6 = 7, %’T (état initial symétrique

qualifié de superradiant). Dans le cas particulier ou un seul atome est initialement excité (et
non plus deux atomes avec une seule excitation), # = 0 et son sinus s’annule mais la dépendance
temporelle de () est identique au cas de deux atomes. Nous illustrons le comportement de
'intensité rayonnée I(t) vis-a-vis des conditions initiales aux figures 4.17 et 4.18.

Sur ces graphiques, nous constatons comme dans la section précédente que le premier pic
d’intensité est plus grand en couplage fort qu’en couplage faible et que la dynamique est plus
rapide en couplage fort. Par exemple, pour des applications visant une intensité rayonnée tres
grande pendant un temps tres bref, il est préférable de se placer dans le régime de couplage
tres fort R, > 1 avec un état initial symétrique (superradiant). Cependant, si ’application en
question nécessite un pic d’intensité mais avec la contrainte I(t) > 0, Vt > 0, il faut ajuster
finement le parametre de contrdle R, pour qu’il soit proche mais inférieur a l'unité. Si au
contraire le but visé est une intensité faible oscillante, il faut plutot préparer le systéme atomique
dans un état sous-radiant (proche d’'un dark state) avec R, > 1.
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FIGURE 4.17 — Evolution temporelle de l'intensité I(t) pour 2 atomes en couplage faible

R? = 0.5) avec A = 3 pour différentes conditions initiales : # varie de 3* (courbe bleue a
2 4
0) par pas de &5 jusqu'a 6 = 2T (courbe rouge). La courbe rouge (resp. bleue) correspond a

un état initial symétrique (resp. antisymétrique), d’ou le qualificatif d’état superradiant (resp.
dark state).

FIGURE 4.18 — Evolution temporelle de I'intensité I(t) pour 2 atomes en couplage fort (R? =

10) avec A = 3 pour différentes conditions initiales : 6 varie de 2% (courbe bleue & 0) par pas

4
de 75 jusqu’a 6 = ‘%’T (courbe rouge).
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V.3 Mesure d’intrication par la concurrence de Wootters

Nous évaluons dans cette sous-section 'intrication entre les deux atomes au cours du temps.
Pour un systéme de deux qubits (deux atomes a deux niveaux dans notre cas), une maniere
simple pour quantifier I'intrication entre les deux qubits est donnée par la concurrence de
Wootters C(t) [10, 24]. Cette derniere est définie comme

C(t) = max{0, /a1 (1) = V(1) = Vas(t) - vau(b) |

ou les «;(t) (i = 1,2,3,4) sont les valeurs propres rangées dans l'ordre décroissant de la
matrice

C(t) = p(t)(oy ® 0y)p"(t)(0y @ Ty) , Oy = ((l) _OZ)

Lorsque la concurrence C(t) est nulle, I’état du systeme p(t) est non-intriqué (séparable) et
C(t) = 1 correspond & un état maximalement intriqué. En travaillant toujours dans I’hypothese
ou les amplitudes de probabilité sont réelles (p(t) = p*(t)), la matrice ((¢) a la forme suivante :

0 0 0 0
0 2a2(t)a3(t) 2a3(t)ax(t) 0
O =10 2,()ad(t) 262(1)a2(t) 0

0 0 0 0

Parmi les valeurs propres de ((t), trois sont nulles et une est égale a 4a?(t)a3(t). Comme
4a2(t)az(t) > 0, C(t) est donnée plus simplement par :

Ot) = 24/ a2(t)ad(t) = 2 \/ <a+(0) G(t) + a_(O))Q(aJr(O) G(t) — a_(O))2 (4.31)

Nous représentons aux figures 4.19 et 4.20 I’évolution de la concurrence de Wootters au
cours du temps en couplage faible et fort. A la figure 4.21, nous proposons également une
représentation 3D C(t,0) en couplage fort pour un parameétre R? = 100. A la figure 4.22,
toujours pour R? = 100, nous mettons davantage en évidence les extrema locaux de C(t). Nous
pouvons faire les commentaires suivants a propos des figures 4.19 et 4.20.

La concurrence C(t) pour ’état initialement anti-symétrique (en bleu foncé) reste égal a 1
Vt > 0. Pour I'état symétrique (en rouge), C(t) part de 1 et tend asymptotiquement vers 0 de
maniere :

— monotone en couplage faible (R% = (.5)

— oscillante en couplage fort (R% = 10) en passant & certains instants ¢y par 0 tels que la

dérivée %€ 1y, Teste bien définie (points non anguleux).

Pour des états initiaux proches de 1’état anti-symétrique (les courbes bleue moyen et bleue
clair), C(t) croit globalement au cours du temps. Pour des états initiaux proches de 1'état
symétrique (les courbes jaune et orange), nous observons que :

— en couplage faible (R? = 0.5), C(t) décroit en passant & un instant unique par 0 (point
anguleux) avant de croitre vers une valeur non nulle

— en couplage fort (R? = 10), C(t) affiche un comportement de type cycloide : C(t) passe
a plusieurs instants par 0 (points anguleux). La courbe orange passe par exemple trois
fois par 0.
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Enfin, lorsqu'un des deux atomes est initialement excité (courbe verte), C(t) démarre de 0
pour évoluer vers une valeur non nulle.

FIGURE 4.19 — Evolution temporelle de I'intrication C(t) entre les 2 atomes en couplage faible

(RZ = 0.5) avec A = 3 pour différentes conditions initiales : # = 3% (bleu foncé), § = 2= (bleu

moyen), § = £ (bleu clair), § = m (vert), § = £% (jaune), 6 = 7—” (orange) et 6 = 2% (rouge) :

FIGURE 4.20 — Evolution temporelle de U'intrication C(¢) entre les 2 atomes en couplage fort
(RZ = 10) avec A = 3 pour différentes conditions initiales : = 3¢ (bleu foncé), 6§ = 2= (bleu
moyen), § = L2 (bleu clair), § = 7 (vert), § = £ (jaune), § = 7—” (orange) et § = 2% (rouge)
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FIGURE 4.21 — Concurrence de Wootters (axe vertical) en fonction du temps et des conditions
initiales (axe rentrant dans la page) en couplage fort (R? = 100) avec A = 3. Les conditions
initiales varient de § = 7 (état initialement non-intriqué) jusqu’a § = 3T (état symétrique

4
initialement maximalement intriqué).

FIGURE 4.22 — Concurrence de Wootters en fonction du temps en couplage fort (R? = 100)
avec A = 3 et pour la condition initiale 6 = %r (proche de I'état symétrique). Les symboles x*
en rouge indiquent les maxima locaux (au nombre de 13 sur le graphique). Cette figure illustre
la structure des maxima ainsi que des minima anguleux a 0 de C(t).
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V1 Modulation du systeme atomes + champ de la cavité

Dans cette section, nous étudions des effets liés a une modulation temporelle périodique
du systeme atomes + champ de la cavité. Nous considérons en premier lieu une modulation
des forces de couplage gy, affichant alors une dépendance temporelle gi(t). Cette situation
correspond typiquement a une action externe modulante (par exemple un miroir extérieur
oscillant [17]). En deuxieéme lieu, nous étudions le cas ou la modulation agit sur les modes wy,
qui deviennent des lors des fonctions du temps wy(t). La modulation des modes de la cavité
est typiquement rencontrée lorsque la cavité est elle-méme modulée : par exemple, un systeme
piézoélectrique vient faire vibrer une paroi de la cavité. La longueur de la cavité L entre la paroi
fixe et la paroi vibrante devient alors une fonction périodique du temps L(t). Enfin, dans la
troisieme sous-section, nous étudions brievement 1’effet combiné d’une modulation des forces de
couplage gy (t) et des modes wy(t), tous deux étant des fonctions périodiques du temps [40, 41].

VI.1 Modulation des forces couplage

Nous considérons dans cette sous-section que la modulation affecte uniquement les forces de
couplage g entre le mode k du champ de la cavité et les atomes. Cette modulation des forces de
couplages est par exemple rencontrée dans la situation suivante. Les atomes sont situés au sein
d’une cavité dont les parois sont fixes. A I'extérieur de cette cavité fixe, nous avons par exemple
un miroir oscillant (& la fréquence w,,) ou bien une autre cavité (externe) englobant la cavité
contenant les atomes (interne) dont les parois (ou une des parois) oscillent (a la fréquence w,,).
Nous supposons, de maniére intuitive, que cette modulation externe agit (linéairement) sur les
forces de couplage gi(t) et les modes wy(t), qui deviennent des fonctions du temps a la fréquence
de modulation w,,. Dans cette sous-section, nous faisons I’hypothese que seuls les gy (t) sont
affectés et que les modes wy n’ont pas acquis de dépendance temporelle suite a I'action externe
modulante. La fonction de structure du réservoir 6(w — wy)|g(wr, )], constitué par la cavité
fixe 4+ le miroir oscillant, prend alors la forme suivante :

g*(t) A
T A2 + (Wk — (J.Jo)2 ’

d(w — wi)|g(wk, t)|2 = g(t) = go(l + Em(t)) (4.32)

ou m(t) est la fonction modulante (nous illustrerons dans la suite avec m(t) = sin (wyt))
avec m(0) = 0 de telle sorte que g(0) = go. Nous avons également introduit le parametre € que
nous supposons petit (¢ < 1) afin de pousser le développement analytique. Nous reprenons le
systeme d’équations différentielles pour les amplitudes de probabilité a;(t)(j = 1,..., N) et ¢k (¢)
dans le régime superradiant (r; = 0,i=1,...,N) :

a;(t) = =i Sy gty e T (G =1,,N)

i) = —igp () e ag(t),  as(t) = DN, ai(t)

Comme précédemment, en intégrant I’équation sur ci(t) et en sommant ensuite la premiere
équation sur j = 1,..., N, nous obtenons une équation intégro-différentielle pour ag(t) :
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t ) ,
as(t) = —N /0 'y gt)gi(the T ag ()
k

Nous prenons de nouveau la limite d’'un continuum de modes :

* —i(wp—wo) (t—t’ t)g(t’ ° A —ilw—wo)(t—t’ A (E—t!
ng(t)gk(t’)e (wr—wo)(t—t') g(t)g( )/ duw . (w—wo)(t—t") — g(t)g(t")e (t—t")
k

T oo A2 + (w— wp)?

permettant alors d’écrire en remplagant ¢(t) par son expression :

as(t) = —Ngg (1 +em(t)) /0 t dt'e M) (1+em(t))as(t) (4.33)

Nous faisons maintenant ’hypothese que ¢ < 1. L’effet de la modulation externe est alors
un effet perturbatif, ot nous pouvons écrire la forme de la solution ag(t) comme :

as(t) = aP (1) + eal () + £2aP (1) + ... (4.34)

Comme l'effet de la modulation est absent & l'instant initial ¢ = 0, nous avons ag(0) =
a(é?)(O). Nous nous limitons dans la suite au premier ordre sag)(t). En insérant cette forme

pour ag(t), nous aboutissons aux deux équations suivantes :

t !
a9 (t) = —Ng? /O dt'e MO (¢ (4.35)

t , t ’ t ’
aD(t) = —Ng2 / ar'e P ()~ Ngge [m(t) / ar'e (1) + / czt'e“mu/)ag“)(t')]
0

0 O (4.36)

Nous connaissons déja la solution pour l'ordre zéro a(SO) (t). Elle est donnée par ag)) (t) =

ag))(O)G (t) avec G(t) la fonction de dissipation. Par conséquent, le second terme du membre de

droite de I’équation sur ag)(t) est connu. De la méme maniére qu’auparavant, en prenant la dé-

rivée par rapport a t de ’équation portant sur ag)(t), nous arrivons a une équation différentielle

du second ordre a coefficients constants avec second membre :
i) (1) + Aag) (1) + Ngdal (1) = u(t),  a§(0) =a§’(0) =0 (4.37)

ou u(t) est une fonction du temps connue. La solution de 1’équation homogene (u(t) = 0)
étant connue, une solution particuliere de 1’équation non homogene (avec u(t)) est par exemple
donnée par la méthode de la variation de la constante. Nous pouvons également remettre cette
équation du second ordre sous la forme de deux équations du premier ordre :

d_ _ (P _( 0 1 (0
B =Ax@) +bH),  x= <afé)(t>) A <—N98 —A> b= (“(”)

et résoudre via [’exponentielle de matrice :
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t !
x(t) = "' x(0) + / dat' " b(t))
0

Nous donnons l'expression de u(t) et de la correction au premier ordre ag)(t) pour une
modulation sinusoidale m(t) = sin (wy,t) :

u(t) = 2 sin (wyt) G(t) + % Ccos (OJMt)e_% sinh (5N§> (4.38)
a(1) = as(0)C () + (1) o C Ao% - 1)

= 4.
203 N2wy, + 20 w3, (4:39)

et

E4(t) = ¢~ T (IEN) {/\26N(1 F Oy ) sin? (wyt) F w?, sin? (wyt) & Aw,y, sin (wy,t) cos (wyt)

(4.40)
Au premier ordre, nous constatons que la correction ag)(t) contient dans son spectre des
contributions en 2w,,. Nous représentons aux figures 4.23 et 4.24 la correction a(sl)(t) pour

différentes fréquences de modulation.
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a

FIGURE 4.23 — Evolution temporelle de #((S)) =G(t)+ aag)(t) en couplage faible (Ry = 0.5)
avec A = 3. La courbe pointillée noire correspond a € = 0 (pas de correction). Les courbes
bleue et verte sont tracées avec ¢ = 0.1 et correspondent resp. a w,, = 0.5 et w,, = 1. Les
courbes mauve et rouge sont tracées avec € = —0.1 et correspondent resp. a w,, = 2 et w,, = 3.
Nous constatons que plus la fréquence de modulation est grande, plus 1’écart par rapport a la

référence (e = 0) est faible.

as(t) 1
as(0)

e | I I \ \ | | \

FIGURE 4.24 — Evolution temporelle de Zg((é)) =G(t) + Ea(Sl)(t) en couplage fort (Ry = 10)
avec A = 3. La courbe pointillée noire correspond a ¢ = 0 (pas de correction). Les autres
courbes sont tracées avec € = 0.1. Les courbes bleue, verte, mauve et rouge correspondent resp.
awy = 0.5, wy =1, wy, =2 et w,, = 3. Contrairement a la figure 4.23 ou les courbes bleue
et verte sont clairement distinguables pendant un certain intervalle de temps (plus ou moins

entre t = 2 et t = 4), ces dernieres restent relativement proches en couplage fort.
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VI.2 Modulation des modes de la cavité

Dans cette sous-section, nous analysons une situation différente par rapport a la sous-section
précédente. Nous considérons le cas ou les forces de couplage gy restent fixes dans le temps et
la modulation intervient au niveau des modes wy(t) du champ [36, 5, 32, 27|. Typiquement, une
telle dépendance temporelle des modes wy(t) se manifeste lorsque les parois (ou une paroi) de la
cavité (dans laquelle sont situés les atomes) elle-méme oscillent (& la fréquence w,,). A la figure
4.25, nous expliquons schématiquement cette modulation des parois de la cavité, en prenant
une modulation sinusoidale wg(t) = wy(0) + w, sin (wyt) ot w, est 'amplitude de modulation
et wy, est la fréquence de modulation (a laquelle les parois de la cavité oscillent).

> 0w —wn(t)
k

1=

FIGURE 4.25 — Représentation schématique de la modulation des modes wg(t) de la cavité.
La lorentzienne en noir, centrée a la transition atomique wy, représente les forces de couplage
g(wyk) qui restent fixes dans le temps (d’ou I'utilisation d’un trait plein). Les parois de la cavité
commencent a osciller en ¢ = 0. Les modes wg(t = 0) sous-tendent donc la lorentzienne noire. En
t > 0, nous supposons que tous les modes wy(t) suivent de maniére adiabatique (pour autant que
wp > w,y,) I'évolution sinusoidale imprimée aux parois de la cavité : wy(t) = wg(0)+w, sin (wyt).
Il en résulte de maniere effective une translation horizontale de la lorentzienne noire, qui évolue
donc au cours du temps. Nous avons représenté en trait pointillé deux instants particuliers.
Par exemple, la courbe en pointillé rouge (resp. bleu) correspond a I'instant wytmae = 5 (resp.
Witmin = 3) et la lorentzienne est centrée en wy,(0) 4+ w, (resp. wy(0) — w,).

Comme l'illustre la figure 4.25, la modulation des modes wy(t) est équivalente a un désaccord
dynamique A(t) entre la fréquence de transition atomique wy et la fréquence centrale de la
cavité we(t) @ A(t) = we(t) — wo = wy sin (wy,t). Afin de prendre en compte cette dépendance
temporelle des modes wy(t), nous devons repartir de ’hamiltonien d’interaction ﬁmt et effectuer

la substitution suivante pour les phases wyt apparaissant dans les exponentielles e

t
wkt—>/ dt'wk(t’)
0

Le développement qui suit est alors similaire a celui réalisé précédemment. Nous arrivons a
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une équation pour I'amplitude ag(t) qui s’écrit :

ag(t) = —Ng? /Ot dt'K(t,t")as(t)

ou K(t,t") est le noyau de cette équation intégro-différentielle qui est maintenant donné
par :

, t % o ¢
K(t,t') = e/\(tt)exp{—i/ dt"m(t")}exp{i/ dt"m(t”)} P t)exp{—i/ dt”m(t”)}
0 0 v
)

(4.41

ou nous avons adopté des notations similaires a la sous-section précédente pour la fonc-
tion de modulation m(t). Nous illustrerons par apres avec une modulation sinusoidale m(t) =
w, sin (wy,t). Pour une fonction de modulation constante, nous retombons bien sur un noyau

. —AT T o
exponentiel K(7) = e = . Comme m(t) est périodique (de période T}, = i—:{), nOus pouvons
effectuer une décomposition en série de Fourier :

n=oo

t . t

i 1 M p

exp{—z/ dt/lm(t//)} = Z Cnelant7 ou Cp = — eXp{—l/ dt"m(t")}e inwyrt
’ T Jo ;

n=—oo

Le facteur exponentiel dépendant de m(t) apparaissant dans le noyau K(t¢,t') peut alors
s’écrire :

t
. iwpr (nt—n't 2 inwp (t— t zw nt n't'
exp{_z/ " m(t ,,} chii i ) Z|n| I )
t/

n#n’

Afin de poursuivre le développement, nous faisons une hypotheése supplémentaire : nous
négligeons le second terme ou la somme court sur les deux indices n # n' par rapport au
premier (simple somme sur n). Nous ne considérons dans la suite que le premier terme :

t
exp{—i/ dt"m(t") } Z\cnf naag (i=F) (4.42)
t/

L’avantage de cette derniére expression est qu’elle ne dépend que de la différence t —t' = 7.
Nous nous permettons alors de remplacer I'intégrale de ¢’ jusqu’a t par I'intégrale de 0 jusqu’a

B oo i [ [t} — o i [ avmie) )

Nous particularisons maintenant cette derniere expression dans le cas m(t) = w, sin (wyt) :

exp{—i/ dt"w , sin (UJMtH)} _ ez w]f, (cos (warT)—1) (4.44)
0

La décomposition en série de Fourier de ce dernier terme s’écrit [1] :

o
cos (wp7)—1 —g2A .
¢l onr (Coslomn)=) _ i " Jp(wa/wa)e

n=—oo

TNWMT
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ou J, est la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre n. Dans 'approximation réalisée,
le noyau K (t,t") ne dépend plus que de t — ¢’ et s’écrit :

K(t—t)=e¢ "o > o To(waJwyy) e A=) (4.45)

n=—oo

Notons qu’en I'absence de modulation (w, = 0), comme Jy(0) = 1 et J,(0) = 0 ¥n # 0, nous

retrouvons bien K(t —t') = e ) Nous constatons également que lorsque w,, > w,, seule
la fonction Jy(w,/wy) ~ 1 contribue et nous retombons également sur un noyau exponentiel
e_/\(t_t/). De maniere pratique, pour une valeur donnée du rapport :—A‘Z, uniquement un nombre
fini de fonctions de Bessel J,, (w4 /w,,) vont contribuer de maniére significative au noyau K (t—t').
Nous pouvons alors tronquer la série suivant un seuil ¢ fixé en négligeant les J,,(w,/w,,) tels
que J,(wa/wy) < e. Nous réécrivons dans un premier temps I’équation intégro-différentielle a

résoudre :

w o t . ,
aS(t) = —Nyg @ﬂﬁ Z ik Jn(WA/WM)/ dtze(f)drmmw)(t—t)as(t/)
0

Au lieu de différencier cette derniere équation, nous appliquons la transformée de Laplace
Z aux deux membres (nous rappelons quelques propriétés de la transformée de Laplace dans
I'annexe B). En effet, nous avons au membre de droite un produit de convolution, qui se
transforme en une simple multiplication dans I'espace de Laplace (variable p € C). En notant
Z[as(t)] = as(p), nous aboutissons a I'équation algébrique suivante :

[e.9]

;A n
pis(p) —as(0) = —Ng®e "= Y Jn(wA/wM)p

n=—oo

1
— (= A +inwy)

as(p)

En isolant ag(p) nous obtenons :

) B as(0)
as(])) = N2 —i2A o . 1
p+ Ngee “M Zn:_oo " Jp(wa/war) p—(—A+inwn)

(4.46)

Afin de résoudre pour ag(t), nous devons écrire ag(p) sous la forme d’une fraction ration-
nelle : un polynéme P> !(p) de degré o — 1 au numérateur et un polyndme Pf*(p) de degré
au dénominateur. Apres avoir trouvé les poles (supposés simples) p; (i = 1, ..., ) de as(p), nous
pouvons évaluer la transformée de Laplace inverse .2 ~! par la théorie des résidus :

P 71( ) P t
lim ( ;) —— ' 4.47
ZZHPZ p—pi) ) (4.47)
Nous illustrons dans la suite avec w—;‘{ = 7 et fixons ¢ = 0.02. Dans ce cas de figure, nous
retenons les 7 fonctions de Bessel J,(7/2), n = —3,...,3 que nous tracons a la figure 4.26.

Pour cet exemple, nous avons 8 poles (v = 8), que nous représentons dans le plan complexe
aux figures 4.27 et 4.28. Nous représentons enfin aux figures 4.29 et 4.30 la partie réelle de
l'amplitude ag(t) pour différentes valeurs de la fréquence de modulation w,,. Nous pouvons
faire les constatations suivantes a propos de ces figures.
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En couplage faible (Ry < 1), nous observons des oscillations pour I'amplitude de probabilité
ag(t) a partir d’'une certaine valeur de w,, (courbes verte, orange et rouge de la figure 4.29).
L’amplitude de ces oscillations est d’autant plus grande que w,, est grand. En couplage fort
(Ry > 1), ag(t) oscille pour toutes les valeurs de w,, testées. Ces oscillations sont davantage
marquées lorsque w,, est grand (voir la courbe rouge de la figure 4.30). La dynamique dépend
de la position des poles. Par rapport au cas w,, = 0, la dynamique est davantage oscillante
car plus w,, est grand, plus les pdles ont une partie imaginaire importante. Nous observons
également que la dynamique est plus rapide avec modulation : sur la figure 4.28, 5 poles sur 8
ont une partie réelle proche de —20 alors qu’en 'absence de modulation (4.27), les deux poles
ont une partie réelle de l'ordre de —10.

£ = 002 — — — r T L L I " I ! L " L

FIGURE 4.26 — Fonctions de Bessel Jy(x) (bleu), Ji(z) (orange), Jo(x) (vert) et J3(z) (rouge)
pour x variant de 0 a 2. La ligne verticale en x = § correspond a l'argument des fonctions de
Bessel que nous considérons. La ligne horizontale en y = 0.02 correspond au seuil € = 0.02 que
nous nous sommes fixés (Jy(7/2) < 0.02).
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P lp)
P (p)

Imaginary Part

FIGURE 4.27 — Partie réelle et imaginaire des zéros (cercles) et des pdles (croix) de la fraction

P;‘:;(lg ) en l'absence de modulation (wy = 0). Nous sommes ici en couplage fort (A =
d

20,9 = 5, N = 10). Les 2 poles ont une partie réelle proche de —10 et une partie imaginaire
proche de 12 (en valeur absolue).

P p)
Prp)

X

Imaginary Part

Real Part

FIGURE 4.28 — Partie réelle et imaginaire des zéros (cercles) et des pdles (croix) de la fraction

P;:;(lg) avec modulation (w,, = 10) en couplage fort (A = 20,9 = 5, N = 10). Les 8 poles
d

ont des parties réelles comprises entre plus ou moins —20 et —10 et leur partie imaginaire
s’étend jusqu’a 30 (en valeur absolue).
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as (t)
as(0)

partie réelle de

FiGURE 4.29 — Evolution temporelle de la partie réelle de Zj(é)) en couplage faible (A =

20,9 =5,N = 2) avec 24 = 7§ pour différentes valeurs de w,, : 0.01(noir), 15(bleu), 25(vert),
35(orange) et 50(rouge).

as(t)
as(0)

partie réelle de =

1.0

0.5+

d A_/\/\/;t
WA

0.5}

a:((é)) en couplage fort (A = 20,9 =

5N = 10) avec 24 = 7 pour différentes valeurs de w,, : 0.01(noir), 15(bleu), 25(vert),
35(orange) et 50(rouge)
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VI.3 Modulation des forces de couplage et des modes de la cavité

Dans la section précédente, nous avons considéré que les modes wy(t) sont modulés et que les
forces de couplage gy, restent fixes dans le temps. Dans cette sous-section, les modes wy(t) varient
dans le temps et les forces de couplage s’adaptent a cette variation des modes wy(t), acquérant
ainsi une dépendance implicite g(wx(t)). Nous supposons que les forces de couplage g(wy(t))
n’ont pas de dépendance explicite par rapport au temps (donc pas de la forme g(wy(t),t)).
Comme dans la premiere sous-section, cette situation est typiquement rencontrée lorsque la
cavité interne contenant les atomes reste fixe, en dehors de laquelle un miroir oscille. Nous
représentons schématiquement cette dépendance a la figure 4.31.

g(wk (1))
1.0}

0.8}
0.6}
0.4}
0.2}

16 18 20 22 24 )

FIGURE 4.31 — Représentation de la dépendance des forces de couplage g(wy(t)). La densité de
modes d(w — wy) reste globalement fixe dans le temps : la lorentzienne (centrée en w. = 20 sur
le schéma) est fixe. Les modes wy(t) varient dans le temps et les forces de couplage g(wy(t))
s’adaptent & cette variation. Nous avons représenté par les 2 lignes verticales wy(t) & deux
instants wy(t1) = 18 et wi(t1) = 19.5 ainsi que la valeur correspondante g(wg(t1)) et g(wk(t2)).

Dans cette sous-section, nous discutons de la forme du noyau K(¢,t') de I’équation intégro-
différentielle. Nous adoptons la méme forme pour la fonction modulante : wy(t) = wi(0) +m(?)
avec m(t) = wy,sin (wyt). Le noyau K (t,t'), a Uinstar de la sous-section précédente, contient

le facteur exponentiel oscillant exp{—i f; dt"m(t" )} mais va afficher en plus une dépendance
temporelle provenant de 0(w — wy)] g(wk(t))\2. Sans perte de généralité, nous choisissons des
g(w(t)) réels de maniére & pouvoir écrire le produit suivant aux instants ¢ et ' comme :
g*\ 1 1

T /A2 + (wi(t) — wo)? /A2 + (wi(t') — wp)?

O(w — wi) g(wi(t)) g(wr(t')) =

Le noyau K (t,t") prend alors la forme générale suivante :

—i(w—wo)(t—t")

K(tt) = iexp{—Z/t, dt"m(t ”}/ dw\/)\Q (0 w0+;( )2 [X2 + (w — wo + m(t))?]

(4.48)

Nous nous placons dans un régime de faible modulation ou celle-ci peut étre vue comme

une perturbation. Nous introduisons le parametre perturbatif ¢ < 1 et développons en série

la racine présente au dénominateur. En ne gardant que les termes de premier ordre en €, nous
aboutissons a :
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(A?HE)VG+ vwaJnmw-+nmﬁ»e+-ﬁ@2):(A%Hﬂ)p—+Xygzﬁonu)+wuﬂ»s+éﬂéﬂ

Apres le changement de variable w — wy — w, nous écrivons alors K (¢,t') comme :

A\ t 0 67iw(t7t’)
Kt t)=~- —1q dt"m(t" d
(t.7) Wexp{ ze/t/ m( )} /Oo woﬂ +w(m(t) + m(t'))e + A2

Les poles sont légerement déplacés suite a la perturbation et sont situés en :

= =S () + m(t) & 5/ mld) T M)~ I =~ (m(t) + m(t) & A

Apres intégration sur w, K (¢,t') est finalement donné par :

K(tt) = exp{—ie /t t dt”m(t”)} exp{ [\ + i%(m(t} +m()] (t - t’)}

Pour une modulation sinusoidale m(t) = w, sin (wyt), K(t,t') est donné par :

—A(t=t! t—t
K(t,t)=e A=) exp{ie[& (cos (wyt) — cos (wMt’)) + M

o (sin (wyt) + sin (wMt’))] }

(4.49)

La correction au premier ordre en ¢ du noyau K (t,t') fait intervenir un désaccord évoluant

dans le temps a la méme fréquence que la modulation imprimée au systeme atomes + champ

de la cavité. Nous représentons a la figure 4.32 la partie réelle du noyau K(t,t' = 0) pour
différentes fréquences de modulation w,,.

Partie réelle de K(t,¢ = 0)

1.0
08

08Fr

FIGURE 4.32 — Partie réelle de K(t,¢' = 0) avec A = 0.01, ew, = 0.01 pour différents w,,. En

noir pointillé, K (¢,¢' =0) = e (pas de modulation) et w,, = 0.02 en bleu, 0.03 en vert, 0.04
en orange et 0.05 en rouge.
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VII Effet de la distance entre atomes

Le but de cette section est d’évaluer l'effet de la distance r;; (i,j = 1,..., N) entre atomes.
En effet, dans les sections précédentes, nous nous sommes placés dans le régime superradiant
2mc

ri; K Ao = o (i,j = 1,...,N). Dans cette section, nous tentons d’aller au-dela de cette

approximation du régime superradiant.

Nous repartons de I’équation pour 'amplitude de probabilité a;(t) (j = 1,..., N) en prenant
d’ores et déja la limite d’un continuum de modes :

t N . N
dj(t) — _/0 dt/§ :ai(t') /d3/€ ’g(wk)‘Qe—z(wk—wo)(t—t )e—zk.m avec k-rz‘j — % 7;; COS (k, rij)
=1

De maniere générale, I'intégration fait intervenir cos (k,r;;) = cos(f8;;(k)) ou F;;(k) est
I'angle entre le mode k et le vecteur r;; = r; — r; joignant I'atome 4 et j. Nous faisons l'ap-
proximation que cet angle f3;;(k) ne dépend pas de i et j (i,7 =1,...,N). Cette approximation
revient a négliger les effets liés a la configuration spatiale du systeme de N atomes, en particulier
les angles «y; entre les différents atomes. Nous posons alors f3;;(k) >~ 6 et nous choisissons un
systeme de coordonnées approprié de telle sorte que 6 corresponde a ’angle polaire habituel.
L’intégration sur wy, fait intervenir en toute rigueur le jacobien w?. Nous pouvons simplement
absorber cette contribution dans la définition de la densité spectrale lorentzienne de modes de
la cavité J(w) :

2

oo
L Jw) = Xk: 5w — wr) w2 |l /_oo dw () = 7

oll nous avons encore supposé wy > A afin d’inclure les fréquences négatives et ol nous avons
ajouté un facteur % dans la définition. L’intégration sur I'angle azimutal ¢, donne simplement
une constante que nous pouvons également absorber dans la définition de J(w). Nous pouvons
alors écrire dans I'approximation f;;(k) =~ 6y, en laissant tomber I'indice & :

N 00 -
a(t) — _9_2 tdt/ a»(t’) dw J(w) e—i(w—wo)(t—t’) d6 sin (Q) e—iwfij cos (0)
=T D e i
i=1 —00

ou nous avons introduit 7;; = %ﬂ le temps de parcours d’un photon entre les atomes i et j.
L’intégration sur € est aisée et donne :

™ . 1 . 1 ..
/ df sin (§) e 7" ® _ / d(cos (9)) ¢ cos(0) _ o SIMAWTe) (wris) = 2 sinc(wT;;)
0 -1

LUTZ']‘

ou sinc(x) est la fonction sinus cardinal. Le facteur % préalablement introduit se simplifie
avec le facteur 2 provenant de l'intégration polaire. La fonction sinc(wr;;) est analytique et
n’introduit donc pas de poles supplémentaires dans 1’évaluation de l'intégrale sur w par le
théoreme des résidus. Nous pouvons des lors écrire directement :

A(t—t")

fij (t — t/) = 6_ ( SinC((wo — Z)\)sz)
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ou f;;(t —1') est la fonction de corrélation a deux atomes (entre 'atome i et j). Néanmoins,
comme nous travaillons dans I'hypothese wg > A, nous devons nous limiter a des valeurs
A
= L 1:
wo

sinc(woTij (1 — 1A /wo)) = sinc(woTi;) + i (sinc(woTij) — cos (WOTij))%O + O ((Mwo)?)

Dans la suite, nous ne considérons pas la correction au premier ordre en \/wy et ne gardons
que le facteur sinc(wy;;). De ce fait, nous retrouvons bien la fonction de corrélation a un atome
f(t—t') dans la limite superradiante wy7;; < 1 et f;;(t—t') — 0(¢ # j) pour des atomes distants
(woi; > 1). Insistons toutefois sur le point suivant. Etant donné 'approximation f;;(k) ~ 6y,
nous aboutissons a une fonction de corrélation a deux atomes tres simple faisant intervenir
un facteur sinus cardinal par rapport a la fonction de corrélation a un atome. Nous pourrions
imaginer des fonctions de corrélation f;;(t —t')(i # j) plus complexes tant qu’elles satisfont aux
conditions aux limites :

lim fijt=t)y=ft—t) et lim fi;(t—t)=0

rij—»00

L’équation pour 'amplitude de probabilité a;(t) (j =1,...,N) s’écrit alors :

)=—9 Z/ dt' fi;(t—t"a;(t') ~ —g Zsmc WoTj / dt'e M t)ai(t') (j=1,...,N)

En prenant la transformée de Laplace de I’équation précédente, nous avons :

pa;(p) — a;(0 Z ) <= pa;(p)+9* Y fulp)a(p) = a;(0)  (j=1,..,N)

1=1

Nous avons un systeme d’équations algébriques dans ’espace de Laplace, que nous pouvons
écrire la sous forme matricielle Ax = b :

p+9* )  FPfe)  Pfsle) o Pfin®) \ (@) a1(0)
@*f2(p)  p+2f(p) ¢ fas(p) o @ fan(p) az(p) az(0)
g hslp) P fslp) p+diflp) - Pfavlp) || dslp) | = | as(0) (4.50)
92f1N(p) ngQN(p) 92f3N(p) e p+ ng(p) &N(p) aN(O)

Le probléme revient donc a calculer I'inverse A~!, I'appliquer au vecteur de conditions

initiales b et revenir dans le domaine temporel par transformée de Laplace inverse. Nous illus-

“A(t—t)

trons maintenant pour le cas de 2 atomes avec f;;(t —t') = sinc(wop;;). Nous donnons
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la solution pour les amplitudes de probabilité des états symétriques a4 (t) et anti-symétriques

a_(t) :

sinh (%\/l - R(1+ SiHC(onlg)))

\/1 — R? (1 + Sinc(onm))
(4.51)
ou R, est le parametre de controle a un atome (R, = 2g/\). Nous constatons que ’état
anti-symétrique évolue au cours du temps lorsque 15 # 0. Nous représentons ’évolution de
a,(t) aux figures 4.33 et 4.34 ainsi que a_(t) aux figures 4.35 et 4.36 pour différentes valeurs
de WoT12-

_ At

a+(t) = ax(0)e 2 [cosh (%\/l —R(1+ sinc(woﬁg))> +

| IS |
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a4 (t) /CL+ (0) . a+(t) (couplage faible)

09—
08—
07—
06—
05—
04—
03—
02—

T =

5 \ \ | ' I 1 I t
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 4.33 — Evolution temporelle de a (t)/a, (0) en couplage faible (R? = 0.5) avec A\ = 3
pour différentes valeurs de wyTis : woT12 = 75 en bleu (régime superradiant), % (rouge), §(jaune),
Z(vert) et w2 = 100 en mauve (atomes distants).

a+ (t) /a+ (0) 1 a+(t) (couplage fort)

-0.5

FIGURE 4.34 — Evolution temporelle de a, (t)/a(0) en couplage fort (R? = 10) avec A = 3

iy ‘ o - . " (s
pour différentes valeurs de wyTi2 : woT12 = {5 en bleu (régime superradiant), § (rouge), §(jaune),

Z(vert) et womiz = 100 en mauve (atomes distants).
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a_(t)/a_(0) , a-{t) (couplage faible)
os(t
08
07
0s
0s

0.4

0.3

0.2

0.1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 4.35 — Evolution temporelle de a_(t)/a_(0) en couplage faible (R? = 0.5) avec A = 3

e/ . o . : x oy
pour différentes valeurs de wyTis : woTi2 = {5 en bleu (régime superradiant), % (rouge), 7 (jaune),

Z(vert) et wyr2 = 100 en mauve (atomes distants). a_(t) tend tres lentement vers 0 dans le
régime superradiant (échelle de temps varie de 0 a 100).

a_(t)/a_(0) + a(t) (couplage fort)
0s
0s
0s

0.2

02

-0.4

FIGURE 4.36 — Evolution temporelle de a_(t)/a_(0) en couplage fort (R? = 10) avec A = 3
pour différentes valeurs de wyTis : woTi2 = {5 en bleu (régime superradiant), % (rouge), 7 (jaune),
7 (vert) et wyTi2 = 100 en mauve (atomes distants). a_(t) tend lentement vers 0 (échelle de temps

varie de 0 & 8) dans le régime superradiant et n’affiche pas d’oscillations.



Chapitre 5

Au-dela d’une seule excitation

I Description de ’approche

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié¢ la dynamique d’un systéme N atomes ou
nous nous sommes restreints au sous-espace a une excitation. L’objectif de ce chapitre est de
tenter d’aller au-dela de cette restriction en considérant que tous les atomes sont initialement
dans I'état excité |e,...,e) et le champ de la cavité est initialement dans 'état du vide |0,)
(I'indice ¢ référant a la cavité). Le nombre total d’excitations dans le systéme global atomes +
champ de la cavité, que nous supposons conservé, vaut donc N. Etant donné que 1’état initial
le, ..., e) est symétrique (par rapport & des permutations des atomes), 1’évolution du systéme
atomique est restreinte au sous-espace symétrique. Pour 2 atomes, le sous-espace symétrique
est sous-tendu par les 3 vecteurs [2) = |ee), |+) = \%( leg) + |ge) ), |0) = |gg). Pour 3 atomes,
il s’agit des 4 vecteurs |3) = |e, e, €), [2) = \/Lg( leeg) + |ege) + |gee) ), [1) = \/Lg( lgge) + |geg) +
legg) ),10) = |g,g,9). Pour N atomes, le sous-espace symétrique est sous-tendu par les N + 1
vecteurs {|n),n =0, ..., N} ou n désigne le nombre d’excitations.

Il est tres difficile de trouver une solution analytique pour les amplitudes de probabilité (ap-
proche systéme fermé avec un vecteur d’état |1)(t))) lorsque I'on considére plus d’une excitation
dans le systéme atomes + champ de la cavité. Toutefois, il a été démontré [23, 8, 25, 26] qu'il
est possible d’écrire une équation maitresse markovienne exacte pour le systeme plus grand
atomes + pseudomode de la cavité (markovienne dans le sens que les parameétres intervenant
dans celle-ci ne dépendent pas du temps). On parle de pseudomode car la cavité supporte un
mode a la fréquence w, avec une largeur \. Dans la limite d’une cavité sans perte A — 0, nous
avons une densité spectrale §(w —w,) et retrouvons un unique mode physique a la fréquence w...
Il s’agit de ce fait d’une description effective, s’appuyant fortement sur les poles de la densité
spectrale J(w) de I’environnement. Pour une cavité, nous avons un seul pole en w, — i\ donc un
seul pseudomode mais la théorie générale peut s’étendre a plusieurs poles donc plusieurs pseu-
domodes. L’idée de cette approche est de résoudre I’équation maitresse pour l'opérateur densité
psc (s pour le systeme atomique et ¢ pour le pseudomode de la cavité) et puis d’effectuer la
trace partielle sur le pseudomode afin d’accéder a l'opérateur densité p, du systeme atomique :
ps = Tre[pse]. L'équation maitresse pour pg. se lit [25] :

d - 1 1
—pse = =i H, puc) + 2\ (a0 puct] = Salacpsc = 5 prcifac) (5.1)

ot H = I:Is + ﬁc + V avec f[s I’hamiltonien du systeme atomique, fIC = wcdiac I’hamiltonien
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du pseudomode, @ et a. sont les opérateurs de création et d’annihilation du pseudomode et 14
décrit 'interaction entre le systeme atomique et le pseudomode. Pour 2 atomes, V' est donné
par [24]

7 = v2g(|+)0]ac + 2K+ ac + o)+ af + [+)2laf) (5.2)

ou nous avons implicitement supposé le régime superradiant (I’état anti-symétrique |—)
n’apparait pas dans l'interaction ‘7), g est la force de couplage préalablement introduite et le
facteur v/2 rend compte du sous-espace symétrique pour 2 atomes. Cette équation maitresse
pour pg. est sous la forme de Lindblad et décrit 'interaction cohérente entre le systéeme atomique
et le pseudomode de la cavité (V) en présence de la dissipation du pseudomode (deuxieéme terme
avec \) dans un réservoir markovien. Dans 'annexe C, nous détaillons davantage les idées de
base de 'approche pseudomodes.

Nous débutons par étudier le cas de deux atomes pour ensuite généraliser a plus de deux
atomes.

II Deux atomes

Comme nous supposons un état initial symétrique et une conservation du nombre d’ex-
citations, 'opérateur densité ps. du systeme de deux atomes + pseudomode va évoluer dans
la base des 3 vecteurs |25,0.),|1s, 1) ,]0s,2.) ou le premier élément (respectivement second
élément) du vecteur fait référence au nombre d’excitations du systeme de 2 atomes (respecti-
vement du pseudomode). Dans cette situation, la trace partielle est immédiate et les éléments
de matrice de ps dans la base {|2),|1s),]0s)} sont identiques & ceux de ps. dans la base
{125,00) , 15, 1), 05, 2.)}. Par exemple, hamiltonien d’interaction V entre les deux atomes et
le pseudomode est donné par :

125,0e) |15, 1) [0s,2¢)

. (24,0,] 0 V2g 0
Vo= (1,1 ( V29 0 2g )
(04, 1] 0 29 0

Nous étudions les valeurs propres du Liouvillien .Z(p,). Comme p, est une matrice 3 par 3
(ou un vecteur colonne de 9 composantes en vectorisant cette matrice), le Liouvillien a 9 valeurs
propres. Cinq d’entre elles sont données par : 0, —2), )\, == /\2 24¢9?) et les 4 restantes
sont données par les racines d’un polynome de degré 4 que nous appelons Pj. Nous définissons
ensuite notre parametre de controle R, de telle sorte a avoir /A2 —24¢g%2 = \\/1 — R2 1l
est ainsi possible d’exprimer les racines de P, uniquement en fonction de R,. Nous sommes
davantage intéressés par la forme de ces racines (réelles ou en paire complexes conjugués) et
calculons le discriminant de P, que I'on appelle A(R,). Ce discriminant A(R,) est lui-méme
un polynoéme de degré 12 en R, et admet deux racines en R, ~ 0.518 et R, ~ 1.838. Nous
représentons A(R,) a la figure 5.1. Au final, les 9 valeurs propres de £ ont la forme suivante
en fonction de R, :

— 0 < R, <0.518 : toutes 9 réelles
— 0.518 < R, <1 : 7 réelles et une paire complexes conjugués
— 1 < R, <1.838: 5 réelles et 2 paires complexes conjugués
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— R, > 1.838 : 3 réelles et 3 paires complexes conjugués
Globalement, le Liouvillien a davantage de valeurs propres en paire complexes conjugués et
avec des parties imaginaires importantes lorsque R, est grand. Il en résulte un comportement
davantage oscillant lorsque R, est grand. Nous illustrons ce comportement oscillant pour les
populations a la figure 5.2.

A(Ry) 7

FIGURE 5.1 — Discriminant A(R,) du polyndéme Py. A(R,) est positif jusqu’a R, ~ 0.518 (4
racines réelles), est négatif pour 0.518 < R, < 1.838 (2 racines réelles et une paire complexes
conjugués) et redevient positif pour R, > 1.838 (2 paires complexes conjugués).

populations

1.0

0.8

FIGURE 5.2 — Evolution des populations pour deux atomes avec R, = 20 et A\ = 1. Nous avons
la population pes(t) en noir, py () en rouge et pgo(t) en bleu.
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IIT N atomes et intensité rayonnée

Nous considérons maintenant la méme équation maitresse pour le systeme de N atomes +
le pseudomode de la cavité. La différence par rapport au cas de 2 atomes réside dans la forme
de linteraction V. Le facteur V2 devient v/N et nous devons considérer les N sauts entre les
états [n — 1) et |n) :

N
V=VNg (Lla.+ Lial) (5.3)
=1

ol L; fait passer le systéme atomique de Iétat |i) & Iétat |i — 1) et L! de I'état |i — 1) a Pétat
li) (i = 1,...,N). Dans cette section, nous évaluons numériquement l'intensité rayonnée I(t)
en fonction du nombre d’atomes N, avec la condition initiale (N, 0.| ps(0) | N5, 0.) = 1. Nous
portons en graphique aux figures 5.4 et 5.5 'intensité I(¢) pour différents nombres d’atomes N et
pour 2 valeurs de la force de couplage g. Nous mettons également en évidence le comportement
linéaire de I, en fonction de N a la figure 5.3. Nous donnons dans 'annexe D le code
Mathematica relatif a I’approche pseudomodes que nous avons développer dans ce chapitre.

Trnaa
5

e
35— E 3
>
30— .2
.
25— *

=
20— U
-

10 20 30 40 50 80 70 80 90 100 110

FIGURE 5.3 — I,,4; (premier maximum de I(t)) en fonction de N (variant de 10 a 100) avec
A =1cet g =1. Le modele étudié conduit a un comportement linéaire de I,,,, en fonction du
nombre N d’atomes.
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(]

FIGURE 5.4 — Intensité rayonnée I(t) avec A = 1 et g = 0.1 pour différents nombre d’atomes :
N =10 en noir, N = 20 en bleu, N = 30 en vert, N = 40 en orange et N = 50 en rouge.

FIGURE 5.5 — Intensité rayonnée I(t) avec A = 1 et g = 1 pour différents nombre d’atomes :
N =10 en noir, N = 20 en bleu, N = 30 en vert, N = 40 en orange et N = 50 en rouge.



Conclusion

Dans ce travail, nous avons apporté quelques résultats dans I’étude de la dynamique dissipa-
tive non-markovienne d’un ensemble d’atomes interagissant avec le champ électromagnétique.
De maniere générale, nous nous sommes efforcés de pousser le traitement analytique le plus
possible pour ensuite illustrer le résultat obtenu dans des cas particuliers.

Au chapitre 1, nous avons introduit I'opérateur densité ainsi que I'opération de trace partielle,
des outils essentiels dans 1’étude des systemes quantiques ouverts.

Au chapitre 2, nous avons introduit un type d’équations d’évolution pour I'opérateur densité
réduit du systéeme : les équations maitresses. Nous avons insisté sur le point qu'une équation
maltresse non-markovienne avec des taux prenant des valeurs négatives peut mener a une
dynamique completement positive, donc physiquement valable. Nous avons également présenté
une dérivation de I’équation maitresse superradiante a N atomes avec taux dépendant du temps.

Au chapitre 3, nous avons résolu formellement ’équation maitresse superradiante pour deux
taux arbitraires v(t) et v(t) dans le cas de 2 et 3 atomes. Nous avons notamment illustré
cette solution avec un taux (t) oscillant et avons constaté que ce comportement oscillant se
répercute dans I’évolution de la matrice densité du systeme.

Au chapitre 4, nous avons étudié de maniere exacte la dynamique dissipative d’atomes en
cavité. Ce modele a été largement étudié dans la littérature dans le cas d'un atome ou de
deux atomes avec une seule excitation [2]. Nous avons généralisé cette étude dans le cas de N
atomes restreints au sous-espace a une excitation. Nous avons déterminé ’expression des taux
apparaissant dans ’équation maitresse et avons mis en évidence que ceux-ci peuvent prendre
des valeurs négatives. Nous avons également évalué l'intensité rayonnée I(t) et déterminé la
loi reliant le premier maximum d’intensité I,,,, au parametre de controle R,. Nous avons
quantifié I'intrication entre deux atomes au cours du temps et avons observé un comportement
relativement inédit (points anguleux a certains instants), analogue toutefois a certains résultats
dans la littérature [42]. Nous avons considéré une modulation du systéme atomes + champ de
la cavité dans 3 cas différents et avons obtenu des résultats principalement perturbatifs. Nous
avons finalement relaxé la condition de régime superradiant et discuté de l'effet de la distance
entre atomes.

Enfin, au chapitre 5, nous avons proposé une approche permettant d’aller au-dela d’une seule
excitation. Cette approche est basée sur une équation maitresse markovienne pour le systeme
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étendu atomes + pseudomode de la cavité. Les résultats de cette approche semblent recouper
ceux du chapitre 4 au niveau de I'existence de deux types de régime : couplage faible et fort.

Dans ce travail, nous visualisons plusieurs perspectives. Le chapitre 5 est un début de piste
pour étudier 'effet de plusieurs excitations et il convient de développer davantage cette piste
de maniére numérique. Nous n’avons pas considéré l'interaction dipole-dipdle entre atomes [29]
(terme de la forme 696(3 )i # j). En effet, nous nous sommes concentrés sur le dissipateur et
avons mis de coté 'hamiltonien de déplacement de Lamb Hpg(t). Il serait intéressant d’étudier
leffet de ces shifts dépendant du temps x;;(t) sur la dynamique du systeme atomique. Nous

n’avons également pas considéré de termes d’absorption (de la forme 65?/3(1%)6@) intervenant par
exemple lorsque les atomes interagissent avec un champ laser externe. Au chapitre 3, nous avons
résolu formellement 1’équation maitresse superradiante pour 2 et 3 atomes. Une démonstration
dans le cas général a N atomes, prouvant que le processus de résolution reste identique, est
évidemment souhaitable. Finalement, nous avons étudié une interaction dissipative et un travail
ultérieur serait de reprendre la méme démarche pour une interaction purement décohérente. Des
expressions générales pour les taux de décohérence ont déja été établies [18, 3] et il convient
de les particulariser pour différents types d’environnement non-markovien, par exemple une

densité spectrale lorentzienne pour le cas d’atomes en cavité.
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Annexe A : Résolution d’une équation
différentielle du premier ordre

Dans cette annexe nous donnons les étapes de la solution d'une équation du type @(t) =
a(t)x(t)+b(t). Nous partons de la solution lorsque b(t) = 0 (solution homogene), qui est donnée
par

(t) = a(t)z(t) — z(t) = exp{/ot dt’a(t’)}x(O)

Afin de résoudre pour un b(t) # 0, nous proposons de multiplier I’équation par exp{ — f(f dt'a(t' )} :

exp{— /0 tdt’a(t’)}i(t) :exp{— /0 t dt’a(t’)}a(t)x(t)+exp{— /0 t dt’a(t’)}b(t)
= exp{—/gtdt'a(t’)}x'(t)—exp{—/otdt’a(t’)}a(t)x(t) :exp{—/otdt’a(t’)}b(t)

Nous exploitons la formule de Leibniz qui s’écrit de maniere générale :

d [ P dp(y,t) | dB(t) da(t)
T o dy@(y,t)—/a(t) dy 5 + i 90(5(?5)”5)_F%0(04(t)7t)

En renommant les variables, nous pouvons simplifier le membre de gauche et réécrire 1’équa-

%{exp [—/0 dt”a(t")] x(t’)} = exp{—/O dt”a(t”)}b(t’)

Nous intégrons ensuite sur la variable ¢’ de 0 jusqu’a ¢ :

/Ot dt’%{exp [— /Ot, dt”a(t”)] x(t’)} = /Ot dt’ exp{— /Ot/ dt”a(t”)}b(t’)

Le membre de gauche est I'intégrale d'une dérivée et est évaluée par le théoreme fondamental
de I'analyse :

tion comme
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exp {— /0 t dt”a(t”)}x(t) — exp {— /0 i dt”a(t”)]x(O) = /0 t dt’exp{— /O ' dt”a(t”)}b(t’)
<= exp {— /0 t dt’a(t’)]m(t) =2(0) + /0 t dt’exp{— /0 ' dt"a(t”)}b(t’)

En multipliant 1’équation par exp [ fg dt'a(t’ )] , nous obtenons la solution

2(t) = exp [ /0 t dt’a(t’)} 2(0) + exp { /0 t dt’a(t’)} /0 it exp [— /O ' dt”a(t”)] b(t')

Cette solution peut étre facilement généralisée au cas vectoriel X(t) = Ax(t) + b(t) ou la
matrice A est indépendante du temps :

t !/
x(t) = ™" x(0) + / at'e* " b()
0

Il faut alors évaluer ’exponentielle de matrice eAt, qui peut toujours étre calculée via la
décomposition de A en ses blocs de Jordan. Lorsque la matrice A(t) dépend du temps, une
solution sous la forme d’exponentielle de matrice n’est en général plus possible mais nous avons
toujours l'existence et I'unicité de la solution (probleme de Cauchy). Pour le systéme homogene
x(t) = A(t)x(t), toute solution x(t) peut s’écrire comme une combinaison linéaire de vecteurs

g,(t)(i=1,..,n)
x(t) =c18,(t) + ... +eng,(t) <<=  x(t)=W(@)C

ou W (t) est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs g, (t)...g,(t) et est appelée Wrons-
kien du systeme et C un vecteur colonne contenant les coefficients ¢;. La solution du systéme
non homogene x(t) = A(t)x(t) + b(t) est alors formellement donnée par

x(t) = W()W1(0)x(0) + / t dt'W (W (#)b(t') = R(t,0)x(0) + / t dt' R(t,t') b(t')

0 0

ol le "noyau" R(ty,ts) = W (t,)W 1 (t2) satisfait & R(t,t) = 1, R(ty,t2)R(ta, t3) = R(t,t3)
et R7'(t1,t2) = R(t2, ).
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Annexe B : Transformée de Laplace

Nous rappelons dans cette annexe les principales propriétés de la transformée de Laplace
que nous avons utilisées dans ce travail.
La transformée de Laplace (unilatéral) . d’une fonction f(¢) est définie par

o) = 215 (1)) = / Tafne™,  pec

La transformée de Laplace inverse .Z~! est définie par
10 =20 = o [ ar i
- PI=sm ) .. PTW"

En choisissant o € R de telle sorte a ce que tous les poles de f (p) soient a gauche de la
droite Re[p] = o, nous pouvons évaluer la transformée de Laplace inverse via le théoreme des

résidus
fO = Res[f(p)e™’

k poles de f(p)

en supposant que l'intégrale sur 'arc de cercle s’annule (lemme de Jordan). Nous définissons
les opérations de dérivée D, d’intégrale I et de produit de convolution x :

pr=S ur= [aust). (o= [ are-

Nous avons les propriétés suivantes :

L (1) = flp— o)

L[D" f]=p"f(p) =" f(07) = p" ' DF(0F) — ... = D"TIF(0F)
L) = i)
ZI(f*9)®)] = F(p) 3(p)
L1 = Lleosh(at)] = P Zhinhat)] = 2
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Résolution de I’équation intégro-différentielle avec un noyau
exponentiel

Nous utilisons la transformée de Laplace afin de résoudre 1’équation
! —A(t—t")
as(t) = —Ng? / dte oy (#)
0

Nous avons un produit de convolution a droite et 'application de la transformée de Laplace
aux deux membres donne

1 B as(0) as(0)(p+A)
P = =
s (p) s (p) p+22 P +pA+ Ng?

Méthode des résidus

Les pdles de ag(p) sont en py = —% + % A2 — 4N g?, ce qui donne immédiatement

+ A 4 A _
as(t) = as(0) | g S Mk e s

Méthode par identification

Nous proposons un autre moyen d’évaluer la transformée de Laplace inverse. Nous met-
tons ag(p) sous une forme permettant d’'identifier des transformées de Laplace usuelles. Nous
"complétons le carré" au dénominateur :

as(p) D A

5 + ?
as(0) (p+ %)2 _ <@> (p+ %)2 - <@>

2 2

Nous reconnaissons presque les transformées de Laplace des fonctions hyperboliques (& un
shift pres de —%) Nous faisons alors les manipulations nécessaires afin de retrouver les formes
standards de ces transformées de Laplace. En définissant alors

oy =+/1—R%2 avec RN:\/N(;%

Nous avons

asp) _ vty 1 (%)
as(0)  (p+3)*— (3 On (p+3)2— (39)?

En exploitant alors .& [eat f()] = f(p — ), nous aboutissons a la solution

as(t) = as(0) €_A2t{cosh (5N§> + % sinh <5N§>}
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Annexe C : Approche pseudomodes

Dans cette annexe, nous suivons [26] et donnons les étapes et les équations de base de
I’approche pseudomodes.

L’idée de I'approche pseudomodes est de remplacer I'environnement (bosonique) E par un
environnement auxiliaire F’. Cet environnement auxiliaire £’ est composé de 2 sous-systemes :
un ensemble fini de modes discrets (pseudomodes) M et un ensemble de réservoirs R. Chaque
pseudomode M, de M est couplé de maniére markovienne a son propre réservoir R; de R (voir
figure 5.6). Les pseudomodes sont des variables auxiliaires et sont définies & partir des pdles de
la densité spectrale J(w) de I'environnement FE.

FIGURE 5.6 — Représentation schématique des deux modeles. A gauche (a), le modele physique
ou le systeme d’intérét S est couplé a son environnement bosonique E. A droite (b), le méme
systeme S couplé a 'environnement auxiliaire £/ = M ® R composé d’'un nombre fini de modes
discrets M (pseudomodes) couplés & des réservoirs markoviens indépendants R.

L’approche pseudomode est basée sur le théoréeme suivant [31].
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Théoreme (équivalence des dynamiques réduites) : Soient 2 environnements bosoniques E et
E’ couplés au systeme S par les hamiltoniens d’interaction

H=> (leB+yeBl), H=> (deB+¢eBl
J J
Alors, avec les conditions initiales pgg(0) = ps(0) @ [0)0|5 et pse(0) = ps(0) ® [0X0| 5 et
Bj, ]%; linéaires en les opérateurs d’annihilation, nous avons

(Bit+Bl0) =(Bt+nBI(1) = ps=is  Viktr

E

Ce théoreme nous dit que si les fonctions de corrélations des deux environnements F et E’
sont égales, alors les opérateurs densité réduits ps = Trg[pse] et py = Trp[pse] sont égaux
(les dynamiques réduites sont alors indiscernables).

Modele physique

L’hamiltonien du modele physique est donné par

ﬁ(t):ﬁg(t)—l—ﬁE—l—FI[, ﬁE:Zwkl;LBka ﬁI:Z(g],ké;L@Bk—i_hc)EZ(éj(g)é]—i_hC)
k J

7k

ou Hgl(t s(t) est lhamiltonien du systeme, 13 et by sont les opérateurs de création et d’anni-
hilation du mode k de F, c est un opérateur de saut pour S (j*™° transition) et g;x sont les
couplages entre le mode k de E et la j°™¢ transition de S. Les fonctions de corrélation de E
sont données donnée par

() = < J(t+7)BI() > ng gije

La densité spectrale J(w) de I'environnement E est définie par

e}

J 25 w—wi)|gixl”  avec / dwJ(w) = 2w

o0

gj

et est supposée méromorphe (holomorphe sauf sur un ensemble de points isolés) dans la
partie inférieure du plan complexe. La densité spectrale a des poles z; = w; — tA; de résidus ry,
permettant de réécrire la fonction de corrélation f;;(7) par le théoreme des résidus comme

fij(T) - _% fc dth(w)e_iWT — _Zgz gi Zrl e—izzT

l

Modele auxiliaire
L’hamiltonien du modele auxiliaire est donné par
ﬁ/(t) = ﬁg(t) —FFI,E —{—[:[} avec f{i@ = [:IM —FFIR—F[A{MR
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et

" e R [e.e] N N R A o0 N .

HM:ZwlalTal, HR:Z/ dwwa%l(w)a&(w), HMR:Z\/#/ dw(a}@aRl(w)%—h.c.)
I Yoo I —o

Hy =) giv=ir(el®@a+he) =) (@ B)+hc)
gl J
ou @ et dp, (w) sont respectivement les opérateurs d’annihilation du pseudomode M et du
réservoir I;. Nous définissons les opérateurs densité réduits :

ps(t) = Trp[pse(t)] et ps(t) = Trar[psmr(t)]

Les fonctions de corrélation de I'environnement auxiliaire £/ = M ® R sont données par

A A . —i(wat—wgt') / A A ) —iz(t—t'

<B7f(t)B]T,(t/)>MR: _Zgigjz/;me e wat) <ao¢(t)af};7(t/)>MR: _— —zgigjzl:me i )
a7

Cette derniere expression correspond précisément aux fonctions de corrélation de ’environne-

ment physique E :
. —izy(t—t' ~ A
~igig Y ome M = (BBIW)) = fi(t 1)
!

Les fonctions de corrélation de F et E’ sont identiques et via le théoreme d’équivalence
mentionné plus haut, les dynamiques réduites entre les deux modeles sont identiques (pg(t) =
ps(t)). Ce résultat permet, en continuant la dérivaton (voir [26] pour les détails), d’aboutir a
une équation maitresse markovienne exacte pour le systeme étendu SM :

d. A . S U T L A
s (t) = =i H'(0). psu (8)] + D7 20 (@npsu ()] = Safapsu (t) - Spsu(®)ala)
l

avec H'(t) = Hg(t) + Hj, + H} défini ci-avant. Le second terme du membre de droite
de cette équation maitresse (dissipateur) décrit la dissipation des pseudomodes M, dans des
réservoirs (markoviens) Ry, avec des taux de dissipation (2);) liés aux parties imaginaires des
poles de la densité spectrale J(w) de E (poles en z; = w; — i\;). C'est en ce sens que cette
approche pseudomodes repose fortement sur la structure spectrale de I’environnement. Pour un
environnement F possédant un nombre limité de poles, I'approche pseudomodes semble étre
une bonne maniere afin de décrire la dynamique du systeme. Si au contraire 1’environnement
E posséde un grand nombre de poles (voire un nombre infini), cette approche perd son intérét
et il convient de travailler directement sur ’équation maitresse non-markovienne pour pg(t).

L’équation maitresse déduite de 'approche pseudomodes est markovienne mais porte sur
l'opérateur densité pgps(t) du systeme étendu SM. Il est donc nécessaire d’effectuer la trace
partielle sur les pseudomodes M afin d’accéder a I'opérateur densité du systeme physique S :
ps(t) = Trar[psm (1)].

Dans le chapitre 5, la densité spectrale de I’environnement possede un seul pdle en wg — i\ :
I’équation maitresse comporte alors un seul pseudomode.
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Annexe D : Code Mathematica pour
’approche pseudomode

Nous donnons dans cette annexe le code Mathematica relatif a I’approche pseudomode du
chapitre 5.

Nous rappelons les diverses hypotheses employées dans la réalisation de ce code. Nous nous
placons dans le régime superradiant (pas d’effet de distance entre les atomes). L’état initial
est symétrique : tous les atomes sont dans l'état excité et il n'y a pas d’excitation dans le
pseudomode de la cavité : p,.(0) = |Ng, 0. Ns, 0.]. Nous supposons que le nombre total d’ex-
citations est conservé (RWA). Nous restreignons donc 'évolution de la matrice densité du
systeme atomes + pseudomode au sous-espace symétrique sous-tendu par les n + 1 vecteurs

INg,00) . |(N = 1)g, 1o), [(N = 2)s,2¢) 5 ooy | 1s, (N — 1)) €t |0s, Ne).

La premiere partie du code contient la définition des différents opérateurs (opérateurs d’échelle
et hamiltoniens) et du Liouvillien de I’équation maitresse. La seconde partie consiste en sa ré-
solution au moyen du solver numérique de Mathematica. Nous y évaluons également 1’évolution
des populations et de l'intensité.
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.- Définition de ’équation maitresse;
(» Natomes = nombre d'atomes x)

Natomes = 3;

(* n = nombre d'états de base symétriques =x)
n = Natomes + 1;

(» états de base |Ns,0c), | (N-1)g,2c),---5|Ls, (N-1) ), |@s,Nc) =)
¥ = SparseArray@Table[KroneckerDelta[i-1, n-3j], {i, n}, {j, n}];

(*opérateur de saut pour le systéme atomique. L : |n)—>|n-1) =x)
L = SparseArray@Table[V'n-j KroneckerProduct[¢[[j1], ¥[[j+1111, {j, n-1}] ;

(xopérateur de création du pseudomode de la cavité x)
acdagger = SparseArray@Sum[L[[i]], {i, n-1}];

(xopérateur d'annihilation du pseudomode de la cavité =x)
ac = ConjugateTranspose[acdagger];

(» matrice densité systeme atomique + cavité =x)
rho = Table[Subscript[p, {i, j}]1[t]l, {i, n}, {J, n}];

(» matrice densité vectorisée )
vrho = Flatten[rho];

we = 1; (» fréquence de la transition atomique x)
we = we; (* fréquence centrale de la cavité )

(» hamiltonien du systéme atomique =*)
Hs = wp SparseArray@Table| (n- i) KroneckerDelta[i, j], {i, n}, {j, n}];

(* hamiltonien du pseudomode de la cavité x)
Hc = w. acdagger.ac;

(» hamiltonien d'interaction entre le systéme atomique et le pseudomodex)
V = Sqrt[Natomes] g (ac + acdagger) ;

(»g = force de couplage atomes-champ de la cavité x)
H=Hs + Hc+V;

(* Liouvillien appliqué a la matrice densité rho, A = largeur de la cavité «x)
Lrho =

1 1
-1 (H.r'ho— rho.H) +22A | ac.rho.acdagger - — acdagger.ac.rho- — rho.acdagger.ac |;
2 2

vLrho = Flatten[Lrho]; (xLrho vectoriséx)



2 | Equation_maitresse_cavité.nb

In[«]:=

Out]+ J=

Solution numérique, populations et intensité;

tmax = 4;
parametres = {g > 1, A » 1};

(» conditions initiales :

tous les atomes excités et pas d'excitation dans le champ de la cavité x)
conditionsInitiales = Table[ (vrho[ [i11 /. t-> 0) == KroneckerDelta[i, 1],

{i, 1, Length[vrho]}];

(»équation maitressex)
equations = Table[D[vrho[[i]], t] = vLrho[[i]] /. parametres, {i, 1, Length[vrho]}];

(*solution numériquex)
sol = NDSolve [equations ~Join~conditionsInitiales,

vrho, {t, 9, tmax}, MaxSteps -» 10000000] ;
rhosol = Flatten[rho /. sol, 1];
pops = Diagonal[rhosol]; (xpopulationsx)
plotpops = Plot[pops, {t, 9, tmax},

PlotRange - All, PlotStyle -» {Thick}, PlotLabel -» Populations ] ;

Int[t] = -D[Tr[Hs.rhosol ], t]; (*intensitéx)
plotint = Plot[Evaluate[Int[t]], {t, @, tmax}, PlotRange -» All,

PlotStyle » {Black, Thick}, PlotLabel -» Intensité rayonné ];

GraphicsRow[ {plotpops, plotint}]

Populations Intensité rayonné
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