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Introduction

[’étude des spectres ne s’est développée que trés récemment lorsqu’elle a été initiée
par Erdos et al. en 1990. Cependant, on trouve des traces qui remontent jusqu’aux an-
nées 1960 et 1970 comme dans [46], ou Garsia donne un argument qui est aujourd’hui
considéré « classique » dans la littérature et dans |26], ou Drobot étudie les sommes des
puissances de nombres réels. Les spectres ont aussitot gagné en importance et les travaux
d’Erdos et al. ont été complémentés par de nombreux auteurs, dont Akiyama, Komor-
nik, Pelantova, Frougny et Feng pour n’en nommer que quelques-uns. Les spectres se sont
rapidement avérés utiles dans d’autres domaines des mathématiques et on présente dans
ce travail quelques-unes de ces applications. A cet égard, on peut considérer I'étude des
spectres comme une véritable matiére multidisciplinaire mélant les systémes de numeéra-
tion, la combinatoire des mots, la théorie de la mesure et la cristallographieﬂ Dans ce
mémoire, on se propose d’étudier les spectres ainsi que d’explorer quelques-unes de leurs
nombreuses facettes.

Ce travail est organisé comme suit : Pour des raisons de complétude et pour que le
lecteur ait tous les outils nécessaires pour la compréhension des sujets abordés dans la suite,
la premiére partie rappelle quelques notions, propriétés et arguments qui seront utilisés
tout au long de ce mémoire. Ces rappels concernent les langages formels, les automates (de
Biichi) et les transducteurs, les nombres de Pisot et les systémes de numération. Le lecteur
familier avec ces sujets peut passer directement a la suite.

La deuxiéme partie traite des spectres et de leur étude. Un spectre est un ensemble de la
forme S4(8) = {>_ @B | a; € A,n € N} ou f > 1 et A est un ensemble fini de nombres.
Signalons également qu’on se restreint essentiellement a I’étude des spectres réels, c’est-a-
dire qu’on suppose 5 € R et A C R. Des généralisations seront données en cas de nécessité,
comme par exemple dans le chapitre « Applications ». On étudie ici trois propriétés des
spectres de nombres qui ont été étudiées au cours des 50 derniéres années. On s’intéresse
d’abord a 'existence de points d’accumulation d’un spectre. Un point d’accumulation x
d’un ensemble E est un point dont tout voisinage contient un point différent de x. Le but
est d’identifier les conditions sous lesquelles un spectre admet un point d’accumulation.
Plus précisément, comme le spectre ne dépend que de la base § et de 'alphabet A choisis,
on cherche les couples (5, A) tels que le spectre S4(3) admet un point d’accumulation. On

1. Akiyama et Komornik ont exposé quelques applications parmi les susmentionnées dans [9] et elles
seront présentées dans le chapitre 3.

vi



Introduction vii

considére ensuite la densité des spectres. Ici aussi, on souhaite identifier les couples (3, A)
pour lesquels le spectre S4(5) est dense dans R. Drobot et Garsia ont donné des réponses
partielles dans les années 1962 et 1973. La derniére propriété discutée dans ce mémoire
est la distance entre deuzx éléments consécutifs d’un spectre. De fagon assez surprenante, il
s’avére que ces trois propriétés sont toutes liées et dépendent du méme critére. Akiyama et
Komornik ont déterminé les conditions d’existence des points d’accumulation et ont ainsi
également répondu aux autres questions.

La derniére section est consacrée aux applications et apparitions des spectres dans
différentes branches des mathématiques. On commence avec I'application considérée par
Erdos et al. en 1990 dans [33] qui a donné lieu & I'introduction formelle des spectres : les
développements universels. On étudie ensuite le lien entre les spectres de nombres et les
automates de Biichi. Ceci est la premiére application donnée par Frougny et Pelantova
dans [42|. La seconde application concerne I'algorithme de division de Trivedi et Ergovac
généralisé aux systémes de numération complexes. Ensuite, on passe a la cristallographie,
domaine qui étudie la structure de cristaux et dans lequel on retrouve les spectres sous
forme de cas particuliers de modéles représentant des cristaux et on termine avec une
discussion sur les convolutions infinies de Bernoulli.

A certains endroits, des résultats provenant de I'étude des systémes de fonctions itérées
homogeénes (IFS), des [-shifts et des représentations de 0 dans une base /3 seront utili-
sés. Ces sujets n’intervenant que ponctuellement dans ce travail, les notions et résultats
nécessaires seront briévement présentés dans ’annexe.






Chapitre 1

Notions utiles

L’étude des spectres nécessitant un certain nombre de prérequis, on commence avec
des rappels sur quelques domaines des mathématiques qui seront utiles non seulement
pour fixer les notations, mais aussi pour faciliter la compréhension des sujets abordés ci-
aprés. Ces rappels portent notamment sur les concepts de base de la théorie des langages
formels, des automates, de la théorie des groupes, des nombres de Pisot et des systémes
de numération. L’étude des spectres et leurs applications commencera dans le chapitre
respectivement [3]

1.1 Langages formels

Dans cette section, on rappelle les définitions classiques des langages formels en re-
prenant parfois les notations et définitions de [16/42]. La théorie des langages formels est
I’étude des mots et de leurs propriétés. Ces notions sont utiles pour la suite parce que les
nombres seront représentés par des mots. Les mots sont des suites de lettres, les lettres
elles-mémes étant regroupées dans les alphabets. Les définitions suivantes formaliseront ces
notions.

Définition 1.1.1. Un alphabet est un ensemble ﬁniDA non vide. Ses éléments sont appelés
les lettres.

Un alphabet est donc un ensemble de symboles, comme par exemple {a, b, c}. Dans le
chapitre [2| on considére uniquement des alphabets contenant des nombres.

Exemple 1.1.2. Un premier exemple d’un alphabet est celui contenant les premiers na-
turels plus petits ou égaux a k : By = {0,1,...,k}.

Il existe deux sortes de mots sur un alphabet donné : les mots finis et les mots infinis.

1. On trouve également des alphabets infinis dans la littérature. Ici, on utilise le plus souvent des
alphabets finis, sauf mention explicite du contraire.
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Définition 1.1.3. Soit A un alphabet. Un mot fini w de longueur n € N sur A est une suite
finie de lettres de A. On écrit w = wywy - - - w,, avec w; € A pour tout i € {1,2,...,n}. On
note |w| la longueur du mot w. On note A* 'ensemble de tous les mots finis sur alphabet

A.
Définition 1.1.4. On note € le mot vide. Il s’agit de 'unique mot de longueur 0.

L’ensemble des mots finis sur un alphabet peut étre muni d’une opération de concaté-
nation.

Définition 1.1.5. Soit A un alphabet. On définit
AKX AT = AT (u,v) > w =
ot w; = u; si i < |uf et w; = vy si i > |ul, pour tout i € {1,2,..., |ul+ |v|}.

Exemple 1.1.6. Considérons les mots ordi et nateur. Alors ordi - nateur = ordinateur.
Le mot ordinateur est également la concaténation de toutes ses lettres : ordinateur =
o-r-d-i-n-a-t-e-u-r.

Définition 1.1.7. Soient M un ensemble, - : A x A — A une opération associative et
e € M un élément neutre pour Popération -. Alors on dit que (M, -, e) est un monoide.

Si A est un alphabet, alors (A*, - ¢) est un monoide. Les mots peuvent aussi étre
découpés arbitrairement. Cela fait intervenir les notions de préfixe et de suffixe.

Définition 1.1.8. Soient A un alphabet et u, v, w des mots sur A. Si w = uv, on dit que
u est un préfire de w et que v est un suffize de w.

Exemple 1.1.9. Le mot ord: est un préfixe de longueur 4 du mot ordinateur. Le mot
teur en est un suffixe.

Définition 1.1.10. Considérons un mot w sur un alphabet A. On dit que y € A* est un
facteur de w §’il existe x, z € A* tels que w = xyz. On note Fac(w) 'ensemble de tous les
facteurs de w.

Exemple 1.1.11. Le mot dina est un facteur du mot ordinateur.
Définition 1.1.12. Un langage sur 'alphabet A est un ensemble L C A*.

Exemple 1.1.13. Soit 'alphabet A = {a,b}. Alors L = {a,b,ab,ba} est un langage. Un
exemple de langage infini est L = {(ab)" | n € N} = {e, ab, abab, ababab, abababab, . . .}.

Définition 1.1.14. Un mot infini sur 'alphabet A est une suite infinie de lettres de A.
On le note w = wywsy - - - avec w; € A pour tout ¢ € N. L’ensemble de tous les mots infinis
sur A est noté AN,

Définition 1.1.15. Le mot infini ww - -- est noté u®.
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Définition 1.1.16. Si A est un alphabet et u,v € AN, alors la distance entre u et v est
d(u,v) = 271l
ou u A v est le plus long préfixe commun de u et de v.

Exemple 1.1.17. Considérons les mots u = (ab)* = ababab--- et v = a* = aaa---. Alors
les mots u et v différent & la deuxiéme lettre. Le plus long préfixe commun de ces deux
1

mots et donc de longueur 1 et on en tire que d(u,v) = 27! = 2

Définition 1.1.18. Soit (w(™), cy une suite de mots infinis. Alors cette suite converge vers
un mot infini w si d(w™,w) converge vers 0 si n — oco.

Cette définition de convergence s’avére trés intuitive. Une suite de mots infinis (w™),en
converge vers un mot infini w si le préfixe commun de w™ et w devient de plus en plus
long lorsque n — o0o. Si (w™), ey est une suite de mots finis, on peut considérer la suite
(w™0%),en. On dit que (w™), e converge vers w si (w™0%),cn converge vers w.

Les morphismes de mots sont un outil pratique pour construire des mots infinis. Com-
mencons donc avec la définition d’un morphisme.

Définition 1.1.19. Soient (A*,-4,e4) et (B*,-p,ep) deux monoides. Alors f : A* — B*
est un morphisme de monoides si

—Ve,yeA: f(z-ay)=[f(z)5[f(Y)

— flea) = ep.

Si A et B sont deux alphabets munis de 'opération de concaténation et si f : A* — B*
est un morphisme, alors pour tout mot w = wiws - - - w, € A* on a

fw) = f(wr) f(wa) - fwy).
On en tire que le morphisme f est déterminé par les images des lettres dans 1'alphabet A.

Exemple 1.1.20. Soient A = {a,b} et B = {0, 1}. Alors un exemple trivial de morphisme
est l'identité :

id: A" — B* :w — w.
Un deuxiéme exemple est le morphisme f défini par

fla) =0, f(b) =1.

On a alors f(ababaab) = 0101001. Les images des lettres de 'alphabet A ne doivent pas
nécessairement étre des lettres. Si A = B = {0,1}, on peut considérer le morphisme ¢
défini par

p(0) =01, ¢(1) =0.

Alors on a
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Exemple 1.1.21. Considérons 'alphabet A = {0,1}. Considérons le morphisme ¢(1) =0
et ¢(1) = 01 de 'exemple précédent. Alors le mot de Fibonacci F est la limite lim,, o, ¢"(0).
Il s’agit du mot dont tous les ¢"(0) sont préfixes. On a

F =0100101001001010010100100101001001 - - - .

1.2 Automates

Les automates sont un outil pratique pour étudier les langages dits réguliers. Cette
section (empruntant les définitions de [16]) introduit les automates, les automates de Biichi
et les transducteurs qui seront utilesﬂ pour étudier la fonction de normalisation (cf. section
. Le lecteur familier avec ces concepts peut directement passer a la section suivante.
Commencons avec les automates classiques.

Définition 1.2.1. Un automate est un quintuple (Q, A, E,I,T), ot A est un alphabet, @
est 'ensemble des états de 'automate, I C () est ’ensemble des états initiaux, 7" C () est
I’ensemble des états finaux et £ C Q x A x () est 'ensemble des transitions.

Dans un automate déterministe, I se réduit a un seul état et pour tout p € Q et a € A,
il existe au plus un état ¢ € @ tel que (p,a,q) € E. Dans ce cas, 'ensemble E est le graphe
d’une fonction (éventuellement partielle) o appelée la fonction de transition. Si 'automate
est non-déterministe, alors il existe potentiellement plusieurs choix de transitions a partir
d’un état et pour une lettre donnés.

Définition 1.2.2. On dit que 'automate est fini si I’ensemble () de ses états est fini.

On peut représenter les automates par des graphes orientés ot les états sont représentés
par des noeuds et les transitions par des arcs. Concrétement, un état initial est représenté
par un cercle avec une fléche entrante et un état final est représenté par deux cercles
concentriques. Ceci est illustré a la figure ci-dessous.

O O

FIGURE 1.1 — Un état initial & gauche et un état final a droite.

Définition 1.2.3. Le mot w = wyws---w, € A" de longueur n € N est accepté par
lautomate M = (Q, A, E, I, T) s’il existe une suite (z;), d’états tels que o € I, z, € T
et que (x;, w11, T;41) € E pour tout ¢ € {0,1,...,n—1}. On dit aussi que w est 1'étiquette
d’un chemin dans M et on le note xg —» 1 —> Ty — -+ — z,,.

Définition 1.2.4. Le langage £(M) de 'automate M est Iensemble de tous les mots
acceptés par M.

2. Ils seront également utilisés dans ’annexe
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Définition 1.2.5. Soit ¥ un alphabet. Alors un langage L sur ¥ est régulier s’il est accepté
par un automate fini déterministe.

Exemple 1.2.6. Considérons I’automate
M = {{A7 B}v {a’ b}v {(Av a, B)v (B’ b, A>}7 {A}7 {B}}

représenté a la figure (|1.2). Cet automate est composé de deux états, oi A est 1’état initial
et B I’état final. Il y a une transition d’étiquette a de I'état A a I'état B et une transition
d’étiquette b de I'état B a ’état A. Le mot aba est accepté par 'automate M. En effet, le

chemin A % B % A% B est un chemin d’acceptation car il commence a I’état initial A
et finit a I’état final B. La langage accepté par M (qui est donc régulier) est

L(M) ={a(ba)" | n € N}.

b
(=)

FIGURE 1.2 — Un automate acceptant le langage {a(ba)" | n € N}.

Les automates de Biichi

Les définitions du reste de cette section ont été empruntées de 23] et [16]. Les automates
peuvent étre étendus aux mots infinis de la facon suivante.

Définition 1.2.7. — Comme pour les automates classiques, un automate de Biichi
(cf. pour un exemple) est un quintuple M = (Q,A,E,I,T) ou A est un
alphabet, () est 'ensemble des états de 'automate, I C () est ’ensemble des états
initiaux, T' C @) est I'ensemble des états finaux et £ C Q) X A x ) est 'ensemble
des transitions.

— Considérons I'ensemble des transitions £. Un chemin infini ¢ de M est une suite in-
finie (po, a1, p1), (P1,a2,P2), ... O (p;, i1, Piv1) € E pour tout i € N. Son étiquette
est alors le mot infini @ = ajas--- et on le note py =55 pr == py---.

— Un chemin infini ¢ est dit initial s’il commence dans 1.

— Un chemin infini py =% p1 = py--- est dit final §'il existe une infinité d’indices
1 € N telsquep;, €T.

— Un chemin infini est un chemin d’acceptation s’il est & la fois initial et final. L’au-
tomate M accepte les mots qui sont I'étiquette d’un chemin d’acceptation.

Définition 1.2.8. Pour un automate de Biichi, un état ¢ est dit accessible s’il existe un
chemin commencant dans un état initial menant a q. L’état ¢ est dit co-accessible s’il existe
un chemin infini final commencant dans ¢. On dit qu'un automate de Biichi est réduit si
tous ses états sont accessibles et co-accessibles.
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Exemple 1.2.9. Considérons 'automate de Biichi représenté a la figure [1.3
— Le chemin d’étiquette aabb(ab)” et commencant dans I’état A est un chemin initial
mais pas final. En effet, il ne passe qu'une seule fois par I’état final C.
— Le chemin d’étiquette a(ab)” est un chemin d’acceptation.
— L’état G n’est pas accessible, car il n’existe aucun chemin qui méne de A a G.

— Les états E et F' ne sont pas co-accessibles, car aucun chemin (infini) ne méne de
EouFacC.

FIGURE 1.3 — Un automate de Biichi non réduit.

Définition 1.2.10. Soit M = (Q, A, E, I, T) un automate de Biichi réduit. Alors on dit
que
— M est (globalement) déterministe s'il n’a qu’un seul état initial et si chaque mot
sur A est ’étiquette d’au plus un chemin initial dans M.
— M est (globalement) co-déterministe si chaque mot sur A est I'étiquette d’au plus
un chemin final dans M.

Exemple 1.2.11. Considérons 'automate de la figure Cet automate n’est pas détermi-
niste car le mot infini (ba)* peut étre I'étiquette du chemin initial A 5B5A5BY ...
et du chemin A % B % C % B — ... Cet automate n’est pas non plus co-déterministe
car le mot (ba)* est 1'étiquette du chemin final C 5 BY% 0% B% ... et du chemin
final AL BSALBS ...

EOa= Oa=C

FIGURE 1.4 — Un automate de Biichi non déterministe et non co-déterministe.
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La figure[l.5]montre un automate de Biichi qui est a la fois déterministe et co-déterministe.
Cet automate accepte les mots infinis obtenus en concaténant un nombre infini de fois les
mots aba et abbd.

FIGURE 1.5 — Un automate de Biichi déterministe et co-déterministe.

Les transducteurs

Les transducteurs généralisent les automates et permettent de transformer des mots en
d’autres mots, c¢’est-a-dire qu’a un mot u donné, ils peuvent associer un mot v. La forme de v
dépend alors du transducteur (cf. définition [1.2.15)). Un exemple d’une telle transformation
de mots réalisable par des transducteurs est la conversion d’une représentation d’un nombre
dans une base p en la représentation de ce nombre dans la base ¢ ou encore la division par
g d’un nombre représenté dans la base p (cf. exemple . On peut donc les voir comme
des « traducteurs ». Plus formellement, ils permettent de représenter certaines fonctions
ou des morphismes.

Définition 1.2.12. Un transducteur sur les alphabets A et B est un 6-uplet
T: (Q’A7B7E7I’T>

ou @, I, T sont définis comme dans le cas des automates, A et B sont des alphabets et ou

E C @ x A* x B* x Q (cf. exemple [1.2.16)).

Dans un transducteur, chaque transition est de la forme (p,u,v,q) ou u € A* est le

mot d’entrée et v € B* est le mot de sortie. On note cette transition p & g. On peut

construire deux automates a partir d’un transducteur, appelés les projections ou automates
sous-jacents. L’automate d’entrée est I’automate obtenu en considérant uniquement les
mots d’entrée des transitions. L’automate de sortie est I'automate obtenu en considérant
uniquement les mots de sortie des transitions. La définition d’'un chemin dans un automate
s’étend de facon naturelle au cas des transducteurs.

Définition 1.2.13. Un chemin est étiqueté par un couple (u,v) ot u est un mot d’entrée
et v est le mot de sortie correspondant. Si ce chemin commence a I'état p et arrive a I’état
q on note p % q.

Remarquons qu’on n’a pas imposé de contraintes sur les couples (u,v) € A* x B* dans
la définition de la fonction de transition. Si ces couples sont composés de mots de longueurs
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différentes, alors le transducteur lit le mot d’entrée et écrit le mot de sortie & deux « vitesses
» différentes. En particulier, les couples de mots acceptés par un transducteur peuvent étre
formés de deux mots qui sont de longueurs différentes, comme illustré a la figure ((1.6]).

alab

bla

FIGURE 1.6 — Un transducteur réalisant (cf. définition [1.2.15) le morphisme ® : a
ab,b — a. Ce transducteur accepte en particulier le couple (aba, abaab) qui est formé des
deux mots de longueurs différentes.

Dans ce travail, on écarte cette possibilité en considérant uniquement les transducteurs
lettre-a-lettre.

Définition 1.2.14. Un transducteur est dit lettre-a-lettre si chacune de ses transitions est
étiquetée par une paire de lettres.

Définition 1.2.15. Si 7 = (Q, A, B, E,I,T) est un transducteur, alors son langage, noté
L(T), est 'ensemble des étiquettes des chemins d’acceptation dans 7. De plus, on a L(T) C
A* x B*. Le langage de T est donc le graphe d’une relation ¢ de A* dans B*. On dit alors
que T réalise la relation ¢. Si, de plus, T est fini, alors on dit que ¢ est une relation
rationnelle.

La relation réalisée par un transducteur lettre-a-lettre préserve donc les longueurs des
mots d’entrée.

Exemple 1.2.16. Soit ¢ le morphisme identité sur A = {a,b}. Alors pour tout w € A*,
¢(w) = w. Le premier transducteur dans la figure ci-dessous réalise ce morphisme. Le
deuxiéme transducteur réalise l'identité restreinte au langage {a™b™ | n,m € N}. Enfin, le
troisiéme transducteur réalise le morphisme ¢ : a — b,b — a.
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ala alb
ala b|b

OO0

b|b bla

FIGURE 1.7 — Trois premiers transducteurs.

Dans la section se trouve un exemple plus avancé d’un transducteur (cf. exemple
1.5.28).

1.3 Théorie des groupes

Dans cette section (empruntant les définitions de [1,2,/6]) seront définis des concepts
ayant un lien avec la théorie des groupes, tels que les extensions de champs et les entiers
algébriques. Comme précédemment, le lecteur familier avec ces concepts peut passer a la
section suivante.

Nombres algébriques

Les entiers algébriques forment une classe de nombres complexes dont sont présen-
tés ci-dessous les principales propriétés. Ils forment aussi un sous-ensemble des nombres
algébriques, définis comme suit :

Définition 1.3.1. Un nombre algébrique est une racine d’un polynéme non nul a coeffi-
cients dans Q.

Pour qu’un nombre algébrique soit un entier algébrique, il suffit d’imposer que tous les
coefficients soient des entiers et que le coefficient du terme dominant du polynéme soit 1,
c’est-a-dire que le polyndéme soit unitaire. Dans ce cas, on dit aussi que le polynoéme est
monique.

Définition 1.3.2. Un entier algébrique est une racine d’un polynome unitaire a coefficients
dans Z.

Exemple 1.3.3. Le nombre d’or et le réel v/2 sont des entiers algébriques, car ils annulent
les polynémes P(z) = 2> —x — 1 et Q(z) = 2? — 2 respectivement.

Définition 1.3.4. Pour un nombre «, le polynéme minimal de a sur un champ K est le
polyndéme unitaire de degré minimal & coefficients dans K s’annulant en «. En particulier,
le polynéme minimal d’un entier algébrique est toujours a coefficients dans Z.
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Définition 1.3.5. Le degré d'un nombre algébrique est le degré de son polynéme minimal
sur Z (Err : Q).

Exemple 1.3.6. Le nombre d’or et v/2 sont des nombres algébriques de degré 2, car leur
polynémes minimaux sont P(x) = 2% —z — 1 et Q(z) = 2% — 2 respectivement.

Les entiers algébriques peuvent étre liés par leur polynéome minimal.

Définition 1.3.7. Deux nombres algébriques « et 8 sont conjugués s’ils ont le méme
polynéme minimal.

Exemple 1.3.8. Considérons encore 'exemple du nombre d’or et de v/2. Comme ils sont
de degré deux, ils ont chacun un unique conjugué qui est —é, respectivement —v/2. En effet
ces deux nombres annulent également les polynéomes P(z) = 22> —z — 1 et Q(z) = 2* — 2
respectivement.

L’ensemble des entiers algébriques est un anneau. Si on considére un champ K quel-
conque, on peut se restreindre aux entiers algébriques qui appartiennent a K. Ces éléments
forment également un anneau.

Définition 1.3.9. L’anneau des entiers d’'un champ K est l'intersection de ’anneau des
entiers algébriques avec le champ K.

Extensions de champs

La notion de sous-champ est définie comme suit.

Définition 1.3.10. Considérons un champ L. Un sous-champ de L est un sous-ensemble
K C L tel que K, muni des restrictions a K des opérations définies sur L, est un champ.

Si L est une extension du champ K, alors on peut montrer que L est un K-espace
vectoriel. On peut donc définir le degré d’une extension de champ.

Définition 1.3.11. Le degré de Iextension L/K, noté [L : K], est la dimension du K-
espace vectoriel L.

Remarque 1.3.12. Si [L: K] =1, alors L = K.

Si S est un sous-ensemble de L, il existe un plus petit sous-champ de L contenant K
et S. Il s’agit de l'intersection de tous les sous-champ contenant K et S. Ce champ est
appelé le champ engendré par S sur K et on le note K(S). Si S est fini, on peut écrire
S ={x1,29,...,2,} et on s’autorise alors a noter K(z1,xs,...,2,) le champ engendré par
S sur K.

Exemple 1.3.13. Un exemple classique d’une extension de champ est C. En effet, C =
R(i) = {a+0b-i|a,be R} ouiest une racine du polynéme z? + 1.
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Définition 1.3.14. Soit x un nombre algébrique de degré n et notons xy,z3, ...z, ses
conjugués. Considérons I’extension Q(x) de Q de dimension n. Alors on définit sur Q(z)
la norme

N(a) = I 0i(e),

ou les homomorphismes o; sont définis par o;(x) = x; pour tout i € {2,3,...,n}.
Alors on a le théoréme suivant (cf. [18] ou [53]).

Théoréme 1.3.15. Si « est un entier algébrique de Q(x) alors N(«) est un entier.

1.4 Nombres de Pisot

Les nombres de Pisot jouent un roéle important dans I’étude des propriétés des spectres
de nombres. Ils permettent de caractériser des spectres ayant des propriétés topologiques
particuliéres. Cette section (empruntant les définitions et formules de [6] et [5]) est donc
consacrée aux nombres de Pisot. Ils portent le nom de Charles Pisot, qui a contribué a leur
notoriété en publiant sa thése « La répartition modulo 1 et les nombres algébriques » en
1938.

Définition 1.4.1. Un nombre de Pisot est un entier algébrique strictement supérieur a 1
dont tous les conjugués sont de module strictement inférieur a 1.

Exemple 1.4.2. Un exemple bien connu d’un nombre de Pisot est le nombre d’or ¢. En
effet, ce nombre est une racine du polynome irréductible 2> —z — 1, ¢ > 1 et son (unique)
conjugué i ~ 0.618... est de module strictement inférieur a 1.

En 1944, Salem a prouvé que ’ensemble des nombres de Pisot est fermé (cf. [88]) et
Siegel a prouvé dans [90] qu’il a un minimum, appelé le nombre plastique ¢ ~ 1.324 ... qui
annule le polynome irréductible ¢® — v — 1. Dufresnoy et Pisot ont prouvé en 1955 que le
nombre d’or est le plus petit point limite de 'ensemble des nombres de Pisot (cf. [27]). Le
tableau représenté a la figure suivant donne les 10 plus petits nombres de Pisot.

Afin de pouvoir se familiariser plus avec les nombres de Pisot, la liste ci-dessous [6]
résume quelques propriétés desdits nombres (cf. également [L00] pour un résumé sur la
littérature).

— Comme les nombres de Pisot sont en particulier des nombres algébriques, I’ensemble

des nombres de Pisot est dénombrable.

— Tous les nombres entiers strictement plus grands que 1 sont des nombres de Pisot.
En effet tout entier p > 1 annule le polynéme z — p. Ces nombres n’ont donc pas de
conjugué et satisfont ainsi a la définition d’un nombre de Pisot.

— Tous les nombres de Pisot rationnels sont des entiers strictement plus grands que
1. Autrement dit, aucun nombre de I’ensemble Q\N n’est un nombre de Pisot. En
effet, un nombre rationnel § a comme polyndéme minimal sur Z le polynéme gz — p
qui est unitaire uniquement si ¢ = 1.
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valeur approchée polynéme minimal
1 | 1.3247179572447460260 2 —x—1
2 | 1.3802775690976141157 rt—a3 -1
3 | 1.4432687912703731076 -zt -2+ a? -1
4 | 1.4655712318767680267 3 —2?—1
5 | 1.5015948035390873664 R A e S |
6 | 1.5341577449142669154 - -2 —x—1
7 | 1.5452156497327552432 R S |
8 | 1.5617520677202972947 | 2° — 225 + 2% — 22 + 2 — 1
9 | 1.5701473121960543629 25—zt —a2? -1
10 | 1.5736789683935169887 R L e S |

FIGURE 1.8 — Les 10 premiers nombres de Pisot dans I'ordre croissant a gauche et leurs
polynomes minimaux respectifs a droite [6].

— Si « est un nombre de Pisot et k£ est le terme constant de son polynéme minimal,
alors o > |k|. En effet, notons oy = a, ag, ..., ay, les racines du polyndéme minimal
de «. Le terme constant de ce polynome est le produit de toutes ses racines (cf.
. Onaa-as---a, =k ce qui implique a = amf__an > k, car « est la seule
racine strictement supérieure a 1.

— L’ensemble des nombres de Pisot est stable pour 'opération puissance. Autrement
dit, si a est un nombre de Pisot, alors o € S pour tout naturel k (cf. [102]).

— Toute extension de champ de degré n contient un nombre de Pisot de degré n. De
plus ce nombre est un générateur du champs (cf. [102]).

Les nombres de Pisot ont une propriété remarquable. Les puissances d’un nombre de Pi-
sot approximent toujours un entier (cf. proposition [1.4.8). Pour démontrer cette propriété,
on rappelle briévement les formules de Newton [5].

Définition 1.4.3. Pour des éléments xq,22,...,2, € R et un entier £ > 1, notons
pr(z1, ..., x,) la somme des puissances k-iémes des éléments xq, xa, ..., Ty,

n
o) = >
=1

Définition 1.4.4. Pour des éléments xq1,22,...,2, € R et un entier £ > 0, notons
er(xy,...,x,) la somme de tous les produits de longueur k des éléments x1, o, ..., x,,
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¢’est-a-dire :

eo(1,y ...y xy) =1,

e (T, ) =21+ X2+ + Xy,

eo(T1,. .., xy) = E ;%]
1<i<j<n

ej(xy,...,2p,) = E Tiy Ty xy; 812 < j <m— 1,
1<i;<-<i;<n

€n<x17 s 7xn) = T1X2 " Ty,

ex(z1,...,2,) =0 pour k> n.

Les formules de Newton sont les suivantes :

k
kep(xy,...,x,) = Z(—l)i’lek,i(:cl, e )i (T, X)),

i=1

Pour k = 1,2, 3 elles s’écrivent

61(1‘1,...,1’”) :pl(xla'--wrn):
2e9(1, .y xy) = e1(x1, .o Tn)p1 (T, - X)) — P2(X, . ),
3es(T1,y ..oy xn) = €2(T1, .o Tn)P1 (21, -y Xn) — €1, .o T)D2(21, - o ) + p3(T, . ).
Ces relations nous permettent d’exprimer les py(x1,...,x,) en fonction des
er(xy, . ), e(T, .., ) et pror (T, o), pr(T, e Ty

Pourn>1letn>k>1 0na

pk<w1a s 7$n) :(_l)k_lkek(xla s ,l’n)

k—1
+ (_lk_1+i)6k—i<xla" .,.Tn)pi(ﬂfl,...,l'n). (11)
i=1
De plus, si x1,x2,...,2, € R, alors un polynéme qui a comme racines z1, x», ..., T, peut
s’écrire sous la forme
e (z— ) = 0o (=) er(ar, ..., 2)a™ . (1.2)

Remarque 1.4.5. Comme un nombre de Pisot z; est une racine d’un polynéme unitaire
a coefficients entiers, les e;(xy,...,x,) correspondants sont tous des nombres entiers. En
itérant ([1.1]), on voit que les pg(z1,...,x,) sont des entiers.

Définition 1.4.6. On note d(z) la distance du réel x au plus proche entier.
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Exemple 1.4.7. Si ¢ ~ 1,618 est le nombre d’or, alors le plus proche entier de ¢ est 2,
donc d(¢) =2 — ¢ =~ 0, 382.

De la remarque (1.4.5) on peut déduire la propriété d’approximation des entiers des
nombres de Pisot.

Proposition 1.4.8. Si a est un nombre de Pisot, alors lim,,_,., d(a™) = 0.

Démonstration. Soient ag, as, ..., a4 les conjugués de a. Comme |a;| < 1 pour tout i €
{2,3,...,d}, on alim,, af = 0 pour tout 7. On en tire que lim,,_,o, @ +af ---+af = 0.
Or vu la remarque (1.4.5)), il existe un entier b, tel que o +af +---+alj = b,. On a donc

by —a" =ay + -+ ay
= lim (b, —a")=(ah +---+ajy) =0

n—oo

Ceci permet de conclure. O

Cette proposition montre en particulier que les puissances d’un nombre de Pisot ap-
proximent des entiers avec une vitesse de convergence exponentielle.

1.5 Systémes de numération

Les nombres peuvent étre représentés de plusieurs facons différentes. Dans cette section
(basée sur [43]), on considére des bases et des alphabets distincts et on étudie les propriétés
des représentations des nombres dans ces systémes de numération dans le cas d’une base en-
tiére p et dans le cas d’une base réelle 5. Dans le dernier cas, on parle de S-représentations.
On peut donc assimiler des nombres & des mots sur un alphabet dans un systéme de numé-
ration donné. Ces notions de base seront utilisées dans certaines démonstrations le chapitre
et (3| (Err : dans les chapitres 2 et 3). Elles sont également indispensables pour étudier
les liens entre les différents systémes de numérations : il s’agit des conversions d’une re-
présentation en une autre. Si on fixe un alphabet privilégié, appelé I'alphabet canonique,
et une base réelle 5 > 1, on appelle « normalisation » la conversion d’une représentation
d’un nombre en sa représentation sur ’alphabet canonique, appelée la représentation glou-
tonne (ou normale). En 2010, Frougny a démontré un théoréme duquel on peut déduire des
conditions suffisantes et nécessaires pour que la fonction de normalisation soit réalisable
par un transducteur fini lettre-a-lettre. Les spectres ont permis d’améliorer ce résultat. Il
s’agit de la premiére application de spectres de nombres donnée par Frougny et Pelantova
et cette section donne les notions et résultats intervenant dans ’étude de la fonction de
normalisation dans la section B.2.11

Représentation d’entiers On donne d’abord une bréve introduction a la représentation
de nombres entiers dans des bases entiéres. Les définitions et résultats seront par la suite
généralisés au cas des représentations d’entiers dans une base réelle et de nombres réels
dans une base réelle.
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Définition 1.5.1. Soit p un entier strictement supérieur a 1. Ce nombre est appelé la base.
L’alphabet canonique des chiffres associé & p est 'ensemble B, ; = {0,1,...,p — 1}. Le
couple (p, Bp—1) définit un systéme de numération dans la base p.

Dans ce qui suit, on montre chaque nombre entier peut étre représenté par un mot
sur 'alphabet B,_; (cf. théoréme m ). 11 existe plusieurs fagons de déterminer une
représentation d’un nombre donné dans la base p. On donne ici 'exemple de ’algorithme
glouton et de 'algorithme de division. Réciproquement, chaque mot sur B,_; représente
un nombre.

Définition 1.5.2. La fonction

k
T By ) = Niw=apap_1 - arap = mp(w) = E a;p’
i=0

est appelé la fonction d’évaluation.

Remarque 1.5.3. On numérote ici les lettres du mot w en commencant a k et en descen-
dant jusque 0. On commence donc avec les chiffres de poids fort comme on a ’habitude de
le faire dans la base 10.

Le lemme suivant montre 'unicité de la représentation des entiers dans la base p sur I’al-
phabet B;f_l. Autrement dit, deux mots distincts sur B,_; de méme longueur représentent
des entiers différents.

Lemme 1.5.4. La fonction d’évaluation est injective sur B;f_l pour tout k.

Démonstration. Soient u = ap_1ap_o---ag et v = by_1by_2--- by deux mots distincts de
By de longueur k tels que m,(u) = m,(v). Alors S s apt — S bipt = 0. Donc le
polynome P(z) = ¥ '(a; — b))2’ € Z[z] sannule en p. Soit j le plus petit indice tel
que a; — b; # 0. Alors on a P(z) = (a; — b;)x? + (aj41 — bjp1)a?™ + - + (a, — b)z" =
29 (a; — bj + (aj11 — bjy1)x + -+ + (g — br)z"77). On en déduit que le polynéme Q(x) =
a; —b;j + (ajs1 — bjp1)r + -+ + (ar — by)x* 7 s’annule également en p. Ce polynome est
donc divisible par (z — p). En particulier, a; — b; est divisible par p ce qui est impossible

car 0 < |a; — bj| < p. O

Remarque 1.5.5. La fonction d’évaluation n’est pas injective sur By ;. En effet, pour
tout mot w € Bj_; et pour tout k, on a m,(w) = m,(0*w).

Dans ce qui suit, on montre que chaque nombre peut étre représenté dans la base p en
calculant sa représentation a l’aide de 'algorithme glouton.
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L’algorithme glouton Soit n un entier strictement positif. Alors il existe un unique
entier k tel que p* < n < p**'. Posons N, = n et pour toutz’ e{k,k—1,...,0}

N; _
a; = \‘—J et Ni—l = Ni — aipl.

Dans ce cas, pour tout i € {k,k—1,...,0},ona a; € B,_; et a; # 0, car n est strictement
positif. Il en résulte

k
n= Z aip' = mp(ag - - - ag).
i=0

Exemple 1.5.6. Considérons le nombre 42 et appliquons l'algorithme glouton dans la
base p = 2. On a 26 = 32 < 42 < 64 = 27. On a donc k = 6 et N5y = 42. On obtient
successivement

ag N5

~ =~ ~ =~
42= 1 32+ 10,
10 =0-16 + 10,
10=1-8+2,
2=0-4+2,
2=1-2+40,
0=0-0.

La représentation gloutonne de 42 en base 2 est donc le mot 101010.
On peut résumer les discussions précédentes par le théoréme suivant :

Théoréme 1.5.7. Tout entier n > 0 a une unique représentation en base p qui ne com-
mence pas par 0.

Pour chaque naturel n il existe alors une unique représentation dans la base p ne
commencant pas par 0. On appelle cette représentation la p-représentation d’un nombre et
on la note (n),.

Remarque 1.5.8. La représentation du nombre 0 est le mot vide e.
Définition 1.5.9. On note I’ensemble des p-représentations
L, = {(n)yln € N} = B, \ 0B;_,.
Remarque 1.5.10. On déduit de ce qui précéde que m, est une bijection entre L, et N.

L’ensemble B ; peut étre muni de I'ordre radiciel, défini ci-dessous.

3. On note ici {k,k —1,...,0} pour mettre en évidence le fait qu’on commence par calculer Ny, puis
Nji_1 et ainsi de suite.
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Définition 1.5.11. Soient A un alphabet totalement ordonné et z,y € A*. Alors on dit
que z est radiciellement inférieur a y et on note & <,.q y si soit |z| < |y, soit |z| = |y| et
il existe un entier i < |x| tel que z1x9 - 2,1 = Y1y2 -+ - Yi_1 et x; < y;.

Dans ce cas, on a le résultat suivant, dont la preuve sera omise.

Proposition 1.5.12. Pour tout n,m € N, on a (n), < (m), & n <m.

Beta-représentations

Dans le cas général on étudie les représentations de réels dans une base réelle g > 1
quelconque et on ne se restreint donc plus a la représentation d’entiers. Considérons alors
un réel 5 > 1 et A C R un ensemble fini. L’ensemble A est appelé I’alphabet des chiffres. Le
couple (3, A) est appelé un systéme de numération. Une (3, A)-représentation d’un nombre
z €[0,1] est un mot infini 2129 - -+ tel que z = > 37, 27"

Définition 1.5.13. Soit § € R tel que § > 1. Alors l’alphabet canonique en base [ est
Pensemble Brg—1 = {0,...,[8] — 1}

Les suites infinies seront indicées en commencant par 1 et on munit ’ensemble B%_l

de l'ordre lexicographique, défini comme suit :

Définition 1.5.14. Soient A un alphabet totalement ordonné et x,y € AN. Alors on dit
que x est lexicographiquement inférieur a y, et on note x <y, y s’il existe un indice ¢ tel

que T1To - X1 = Y1Y2 -+ - Yi—1 et T < ;.

Définition 1.5.15. La fonction d’évaluation est définie par
o0
R B%_l —R:u=uuy---— mg(u) = Zulﬂ_z.
i=1
Si on travaille avec des mots finis et infinis, on peut les distinguer en faisant précéder

les mots infinis par un point décimal & 'intérieur de la fonction d’évaluation.

Définition 1.5.16. On définit les notations suivantes :

) 1
Yu = (ui)i21 c BIF,IB]—l? 7T5<U) = nl—l>r—{loo @ﬂ'/g(ull@ s 'Lbn), (13)

Vu € Bl Y € Bigy, malwn) = lim oo (ma(w) + 7).

Cependant, un nombre peut avoir plusieurs représentations en base (.

Exemple 1.5.17. Si § = 1, alors on peut représenter le nombre par 1.0 ou par 0.9%.
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Formellement, on a le résultat suivant :
Proposition 1.5.18. 5@ 3 > 1 est un entier, alors la fonction d’évaluation
s : By — [0,1]

est continue. De plus, pour tous les mots infinis u,v € B%_l tels que u <jep v, st w est le
plus long préfive commun de u et de v, alors on a pour un certain a < § — 1

mg(u) = m(v) & u=wa(f —1)* et v =w(a+ 1)0“.

Démonstration. Remarquons d’abord que si u; < v; pour tout ¢ € Ny et s’il existe au moins
un j tel que u; # v;, alors
mg(u) = Zulﬂ_i < szﬂ_i = m3(v). (1.4)
i>1 i>1

De plus, on a

S B-187=(8-1) (lf 1) — 1. (1.5)

i>1 B

On en déduit que 73 (BI[VH]A) C [0, 1] et que pour naturel &, on a
BrE=pY (B-1)" =) (B-1)F" "= > (B-1)5". (1.6)
i>1 i>1 i>k—1

Montrons maintenant que I'application 75 est continue. Supposons que d(u,v) = 27¢. On
a

ma(u) —mp(v) = > wf =Y wp

i>1 i>1
= 2w = Y b
i>d+1 i>d+1
S Z (uz - Uz)ﬁiz
i>d+1
<2 (B-1)87"
i>d+1

= (1 - (8- 1)5—2‘) (vu (L3))

1 — —d—1
-2 (-0
=21 -8+
<2871

S 26—(6[—1)‘
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On en déduit que si d(u,v) = 27¢ alors |ms(u) — m5(v)| < 267@Y, donc 75 est donc
continue. Considérons maintenant u,v € B%]_l avec u <jep v et soit k le plus petit indice
tel que ug # v. On a alors ug < vy_q. Posons

u=uugupS—18—1--- et v' =vvg - vp_1(up +1)00- -

Vu (L.6), on a mg(u') = m3(v') et si u # 0, alors mg(u) < ms(u'), car u; < uj pour tout
i € Net vu (1.4). De méme, si v # ¢/, alors m5(v) < mg(v’). On en tire que, si u # v’ ou
v # v, alors mg(u) < ma(v). O

L’algorithme glouton Tous les nombres admettent une S-représentation gloutonne.
Cet algorithme a été donné par Rényi en 1957. Soit « € [0, 1[. Posons 9 = x et pour tout
entier j > 1 x; = |Brj_1] et r; = {prj_1}. Alors x; € Bgj_1. En effet, pour j = 1, on
a frg = pr < f,car v € [0,1[. Pour j > 1, on a rj_; < 1, donc comme précédemment,
Bri—1 < (. Dans tous les cas on a x; = [8r;_1] € Brg—1. On a finalement

ro=x=xf 4B =t +aB i+ rpf i= . = ijﬁij- (1.7)
i=1

La B-représentation gloutonne d’un nombre = € [0, 1] est le mot (z;);>; obtenu par I'al-
gorithme glouton et noté dgz(z). Cet algorithme prouve donc 'existence d’une S-représentation
d’un nombre pour tout alphabet A contenant I'alphabet canonique.

Remarque 1.5.19. On peut définir application
To(x) < [0, 1= [0,1] : x> Th(z) = -2 —[B-z].
On a alors x; = LﬁTg_l(:p)j.

Définition 1.5.20. La fS-représentation de x € [0, 1] est dite finie si elle se termine avec

*

le mot infini 0¥. Dans ce cas elle s’écrit x = w0¥, avec w € Bm—l-

Remarque 1.5.21. Remarquons que le mot w donné dans la définition [1.5.20] suffit alors
pour calculer mg(x12o- -+ ) = mg(w).

Remarque 1.5.22. On peut appliquer I'algorithme glouton a 1. On détermine donc dg(1),
qui peut jouer un role particulier dans les S-shifts (cf annexe . De plus, si 3 est un entier,
alors dg(1) = .50~.

Exemple 1.5.23. Considérons le nombre d’or ¢, et calculons dy(1). Ona z; = [¢] =1 et
T :(b—l:é. On en tire que zo = Wﬂ =1let r, =0. Comme 1, =0, on a x; = 0 pour
tout entier ¢ > 3, et dy(1) = 11.

Définition 1.5.24 ([43]). On définit la représentation quasi-gloutonne dj(1) de 1 comme
suit.
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— Sidg(1) =ty -t est fini, alors dj(1) = (t1 -+ (£, — 1))~
— d5(1) = dg(1) sinon.

Exemple 1.5.25. Considérons encore le nombre d’or ¢. Vu I'exemple [L.5.23] on a dy(1) =
11. On en tire que dj(1) = (10)~.

Définition 1.5.26. Un nombre réel § > 1 est appelé un nombre de Parry si dg(1) est
ultimement périodique. Si dg(1) est fini, alors on dit que 5 est un nombre de Parry simple.

Remarque 1.5.27. Si § est un entier, alors il existe plusieurs facons d’obtenir une repré-
sentation d’un réel z > 1. On pourrait traiter la partie entiére [z ] et la partie fractionnaire
{z} de = séparément. La représentation deviendrait dans ce cas (z)z = (|z]).({z}).

On peut également étendre 1’algorithme glouton a des nombres x > 1 en trouvant
I'unique entier k tel que B! < z < B*. On considére alors le réel y = 7 € [0,1]. Pour
terminer, il suffit de remarquer qu’on peut retrouver la représentation de x a partir de celle

de y, en plagant le point décimal au bon endroit. Donc si dg (ﬁ) = .r1T9- - -, alors la

représentation de z devient * = x5 - - - 4. 2p41 - - - et on la note (z)z. Dans ce qui suit,
quitte & appliquer ce raisonnement, on considére uniquement des réels = € [0, 1[.

Pour mieux familiariser le lecteur avec le fonctionnement des transducteurs, on donne
encore un exemple plus complexe d’un transducteur réalisant une opération bien connue.
Il s’agit de la division par un entier ¢ dans une base entiére p, donné dans [43].

Exemple 1.5.28. Le diviseur par ¢ dans le cas de représentations finies

Dans la base p, les entiers sont représentés par des mots sur ’alphabet B,_; = {0,...,p—1}.
Soit ¢ € Ny et considérons 'ensemble B,y = {0,1,...,¢ — 1} des restes modulo ¢. Pour
tous s,a € N, considérons le nombre ps + a. La division euclidienne de ce nombre par ¢
donne

ps+a=qb+r (1.8)

avecr € By et be N. Sise Byjetac By, alors b€ B,;. En effet, dans ce cas,
comme s < geta<p,onaps+a<ps+p=np(s+1)<pqetsib>p,alorsgb+r > pq,
d’ou la contradiction. L’équation (1.8) définit donc un transducteur

Qp,q = (Bg—th—l X Bp—1707E7 Bq—l) ou E - {(Svaa b,’f’) |p5 +a= qb+7’}

Considérons le cas ot p = 2 et ¢ = 3 car alors le transducteur ne contient pas trop
d’états. Le transducteur ()3 est représenté a la figure

FIGURE 1.9 — L'automate Q2 3.
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Remarquons tout d’abord que ce transducteur est déterministe et rappelons qu’on note
(n)s la représentation dans la base 2 d’un entier n. Posons k = |(n)s| et I = [(|%])2].
Le transducteur (a3 accepte les couples ((n)2,0"7'(|2]),). En d’autres mots, il prend en
entrée la représentation dans la base 2 d’un entier n et sort la représentation de L%J dans
la base 2, éventuellement précédée d’un certain nombre de 0 pour que les deux mots soient
de méme longueur. Pour trouver la représentation dans la base 2 du nombre obtenu par la
division n par 3, il suffit alors de suivre le chemin donné par la représentation de n sur la
premiére composante de chaque étiquette. Considérons ’exemple n = 6. Alors (6), = 110.
Alors le couple (110,010) est un chemin d’acceptation de Q23 et le mot 010 est la repré-
sentation de 2 dans la base 2, précédée d’un 0.

Le diviseur par ¢ dans le cas de représentations infinies
Considérons encore le transducteur (), , comme dans le paragraphe précédant. On étudie
ici le cas ol on a représenté un irrationnel dans la base p. Les irrationnels sont représentés
par des mots infinis dans une base entiére.

Soit u la p-représentation d’un réel x € [0, 1] et soit ¢ 'unique chemin dont le mot
d’entrée est u dans ), et v le mot de sortie correspondant dans Bg_l. Définissons une
suite (2;)jeny par zo =0et i > 1, on a

Pzio1 + Ui = qui + 2.
L’équation (1.7) devient donc

r=up it =qup T +p )= =g vp (1.9)
=1

On a alors my(u) = ¢m,(v). Le transducteur @, , « calcule » donc la division par ¢ des
p-représentations de réels de Uintervalle [0, 1].

Pour illustrer 'utilité des transducteurs, et en particulier des diviseurs de p par ¢, on
énonce le résultat suivant :

Proposition 1.5.29. La p-représentation d’un nombre rationnel est ultimement périodique
dans toute base entiére p.

Démonstration. Comme un nombre rationnel est le quotient d’un entier par un autre le
mot d’entré se termine par 0. Or, une telle entrée engendre un chemin dans Q,, qui

s . Ola1 0laz 0Olas
entre dans une boucle. En effet, considérons un chemin ¢;, 2 is > - -. Alors
comme (), , est fini, il existe k,l € N tels que ¢;, = ¢;, donc a; = @;. On en tire que la

représentation du quotient 150 est ultimement périodique. O

La -représentation d’un nombre x € [0, 1[ n’est pas nécessairement unique. Cependant,
la représentation gloutonne d’un nombre est caractérisée par la propriété suivante :

Proposition 1.5.30. La (S-représentation gloutonne d’un nombre x € [0,1] est la plus
grande [-représentation de x dans l'ordre lexicographique.
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Remarque 1.5.31. Cette proposition a été énoncée sans démonstration dans [43]. On
propose alors la preuve suivante.

Démonstration de la proposition [1.5.30 Cela découle directement de la définition de 1al-
gorithme glouton. En effet, soit 7 € N. Alors, en reprenant les notations de la définition de
I’algorithme glouton, on a 7y = x et pour tout entier j > 1, x; = |fr;_1| et r; = {Brj_1}.
Si on remplagait, pour un certain indice j > 1, le nombre z; par un nombre plus grand
¥’ > x;, alors on aurait 2 > z; + 1 et donc

s ST BT 2 BT 4 BT BT 41 B
> 1’1ﬁ71 + -+ l'jflﬁijJrl -+ $jﬁij -+ 7’]‘57]4
= :L'7

vu que r; < 1. Le mot x5 - - -xj_lx; ne peut donc pas étre un préfixe d’une représentation
de x. ]

La propriété de maximalité de la [-représentation gloutonne d’un nombre nous permet
d’énoncer la propriété suivante, qui découle de la définition de ’algorithme glouton.

Lemme 1.5.32. Une suite infinie d’entiers positifs (x;);>1 est la [-représentation glou-
tonne d’un réel x € [0, 1] si et seulement si pour tout i € Ny, on a

i b BT < g

Remarque 1.5.33. Ici aussi, la preuve a été omise dans [43]. On propose la démonstration
suivante.

Démonstration du lemme[L5.32. La condition est nécessaire : Pour tout i € Ny, on a z =
Z;;ll ;87 4+ ri 7 ot ey = {Bria} < 1 vu 1) Procédons par 'absurde et
supposons que

Ti_lﬁ—i—i-l — ﬂfiﬁ_i + xi—i—l/B_i_l 4. Z 5—72-&—1‘

Dans ce cas, on a r;_1 > 1 ce qui est absurde.

La condition est suffisante : Soit y1y, - - - la représentation gloutonne de z et montrons que
Y1Ys - -+ = X129 - - - . Comme la représentation gloutonne est lexicographiquement maximale,
on a Y1Ys - -+ Zlex T1To - - - . Procédons par I’absurde et supposons que y1¥ys -+ > T12T2 -« - .
Alors il existe j € N minimal tel que y; > x;, et comme, par hypotheése, z;,167771 +
Tjpef 72+ <77 jona

=y B+
>y B+ Y17 oy 87
>y B Ay B (g~ DB BT e 4
> 1,

car pour tout ¢ € {1,2,...,7}, on a y; > x;. D’ou I'absurdité. O
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Comme dans le cas d’une base entiére, la S-représentation préserve 1'ordre.
Proposition 1.5.34. Soient x,y € [0, 1]. Alors x <y si et seulement si dg(x) < dg(y).

Démonstration. La condition est suffisante : Soient dg(z) = (x;)i>1 et dg(y) = (yi)i>1 et
supposons que dg(z) < dg(y). Alors il existe un entier minimal £ > 1 tel que x, < yj et
1Ty X1 = Y1Ya - Ye—1. Done x <y B+ B+ o+ y BT 4+ (e — 1)BF +
Tpp1 S+ 0B 4 <y, car 2 P 20872 + - < B7F par le lemme
1L.5.32

La condition est nécessaire : Supposons que x < y et procédons par ’absurde en supposant
que dg(z) > dg(y). Alors z = 2187 + 2982+ -+ >y B+ 4872+ -+ =y ce qui est
absurde. [




Chapitre 2

Les spectres de nombres

2.1 Introduction

On présente ici la notion de spectre d’'un nombre. Les spectres de nombres ont ini-
tialement été étudiés implicitement pour démontrer des résultats dans d’autres domaines
comme par exemple dans I'étude des convolutions de Bernoulli (par exemple dans [46]),
pour démontrer qu’un certain type de marche aléatoire est dense dans R, comme cherchait
a le faire Drobot dans |26 (cf. section pour plus de détails), ou pour démontrer ’exis-
tence de développements universels comme l'ont fait Erdos et Komornik (cf. section
pour plus de détails). Les spectres étaient donc toujours vus comme des outils mathéma-
tiques. Au début, ils étaient souvent restreints a des alphabets petits (comme {0, 1} ou
{=1,0,1}). Ce n’est que depuis I’étude plus profonde diie & Erdds et al. au début des an-
nées 1990 que la théorie des spectres s’est développée et dans laquelle plusieurs propriétés
des spectres de nombres ont été étudiées pour des spectres plus généraux.

Définition 2.1.1 ([42]). Soient 8 € C,|5| > 1 et A C C un alphabet fini. On appelle le
A-spectre de [ I’ensemble

SA(B) = {Zakﬁk |neN, a e A}.

k=0

Par définition, les spectres sont des ensembles dénombrables. A priori ces spectres
peuvent étres complexes ce qui sera utile pour certains arguments dans le chapitre [3]
mais dans ce travail une importance particuliére sera attachée aux spectres réels, c’est-a-
dire qu’on suppose que [ est un réel strictement supérieur a4 1 et que A C R. On peut
considérer les A-spectres réels comme 'ensemble des nombres qui peuvent étre exprimés
dans la base [ en utilisant uniquement des chiffres dans I'ensemble A, c’est-a-dire des
nombres qui peuvent s’écrire comme une combinaison linéaire des puissances (positives) de
[ a coefficients dans A. Les spectres ont donc naturellement un lien avec la S-numération
et leur étude permet de déduire des propriétés dans ce domaineﬂ De facon équivalente, on

1. Baker a lié les spectres a I’étude des systémes de numération dans [12]. On répéte également ’exemple
des développements universels cf. [35]. Les travaux d’Erdds et al. ont été complémentés par Sidorov dans
[89]

24
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peut voir S4(/3) comme I'ensemble de tous les polyndomes a coefficients dans A, évalués en .
On distingue plusieurs types de spectres réels. Ici, on se concentre sur les deux suivants : les
M-spectres et les spectres ayant des alphabets symétriques. Soient alors un réel 5 > 1 et un
entier M > 1. Rappelons qu’on note By, = {0,1,... , M} et Ayy ={—-M,—-M+1,... ,M}.
— On appelle M -spectre de B 'ensemble Sg,,(3).
— On dénote les M-spectres a alphabet symétrique de 8 par Sy, ().

Exemple 2.1.2. Fixons M = 1 et 8 = 2. On considére alors le spectre Sp, (2) = Sf0,13(2),
dont les éléments sont de la forme

> b2 oitn €N et by € {0,1}.

k=0

Si on énumeére les premiers polyndémes a coefficients dans B); évalués en 2 on obtient les
premiers éléments (cf. remarque ([2.1.4)) suivants :

0-2°.1-2°0-2'+0-2°0-2' +1-2°1-2'+0-2°1-2°4+1-2"1-2%1-22 412,
1-2241-2'1-2041-28 4122 ..
En calculant, on trouve alors les premiers éléments suivants :
0,1,2,3,4,5,6,7,... (2.1)
Dans la suite, on considérera souvent des spectres basés sur un nombre de Pisot.

Exemple 2.1.3. En guise d’exemple, on présente ici le spectre Sy (¢) = Si-1,013(0)

représenté a la figure ol ¢ = %5 ~ 1,618 est le nombre d’or. Comme précédemment,
les premiers éléments sont de la forme

0-¢%1-¢% =1-¢%0-¢",1-¢", -1-¢",1-¢" +1-¢",=1-¢° = 1-¢",-1-¢° +1- ¢,
1og” =19l 1% 1 @0+ 10 16?10 — 19— 1% =100+ 16+ 1- 6%,
1 =1 gl 102 1 P+ 10" =1 6% =1 @0 — 16 16100 — 16— 1. 62,
AR Y RS RV LR A YL BT BV LR B YL R B
—1-¢'+1-¢%—1-¢"—1-¢% —1-0" =102 ...
Remarquons tout d’abord que les mémes valeurs se répétent plusieurs fois. Pour mieux

les visualiser, on donne ci-dessous des valeurs approchées des nombres énumeérés ci-dessus,
dans l'ordre croissant et sans répéter les valeurs :

—5.236, —4.236, —3.618, —3.236, —2.618, —2, —1.618, —1, —0.618,0, 0.618, 1, 1.618, 2, 2.618,

3.236, 3.618, 4.326, 5.236.
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FIGURE 2.1 — Les premiers éléments du spectre Sy_q013(¢).

Remarque 2.1.4. Dans les deux exemples et ci-dessus, les premiers éléments
ne sont pas (forcément) énumérés dans un ordre croissant, comme on peut le voir dans
(2-1). I s’agit juste d’une énumération de tous les polynomes a coefficients dans {0,1}
respectivement {—1,0, 1}, de degré au plus 2 et évalués en 2 et en ¢ respectivement. Ce
choix s’explique par le fait que la définition des spectres ne permet en général pas de

donner les éléments dans un ordre croissant si I’alphabet contient des nombres négatifs. A
priori, pour I’exemple|2.1.3] on ne sait donc pas si on a énuméré tous les éléments du spectre
de I'intervalle [—5.3, 5.3]. Dans la section[2.4] les éléments des spectres seront ordonnés dans
I'ordre croissant (sous certaines conditions) et la distance entre deux éléments consécutifs
sera étudiée.

On montre maintenant que le spectre Sa,,(5) peut étre exprimé en fonction de Sg,,(3).

Lemme 2.1.5. Soient un réel 5 > 1 et un entier M > 1. Le spectre Sa,,(B) est la différence
entre le M-spectre Sy () et lui-méme, c’est-a-dire

SA]VI(ﬁ) = SBM(B) - SB]W(ﬂ)'

Démonstration. Montrons d’abord l'inclusion Sg,,(8)—Sg,,(8) C Sa,,(B).Siz € Sg,,(8)—
Sp,, (B), alors il existe des entiers

by - -5 bo, bl .. by € By,
avec m,n € N tels que
=Y bs =) a.
i=0 i=0

Sans perte de généralité, on peut supposer que m > n. On a donc

r=> b =D WA= Y bp > (b — )8
1=0 =0 1=0

1=n-+1

Or |b; — b;| < M, donc b; — b, € Ay pour tout ¢ € {0,...,n}. De plus, on a clairement
bri1s .-y by € Apr. On en tire que x € Sa,, ().

Montrons maintenant I'inclusion Sa,,(8) C Sg,,(8) — SB,,(8). Si & € Sa,,(5), alors il
existe des entiers ag,...,a, € Ay avec k € N tels que

k
T = Z a;3°.
i=0
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En posant

bi:{aiSiaiZO

0 sinon

et

0 sinon

/ —CLiSiCLiSO

pour tout 7 € {0,...,k}, on obtient

k k
xr = szﬁl - Zb;ﬁz € SBM(B) - SB]\J(ﬁ)?
=0 =0

ce qui permet de conclure. O

Dans ce qui suit, on discute des propriétés des spectres. On considére en particulier
les points d’accumulation des spectres de nombres et leur densité dans R. A la fin de ce
chapitre, on établit un lien entre les distances entre deux éléments consécutifs d’un spectre
et les autres propriétés mentionnées ci-dessus.

2.2 Points d’accumulation des spectres de nombres

On s’intéresse maintenant aux points d’accumulation (cf. définition de certains
spectres de nombres. Cette section est organisée comme suit : on présente d’abord quelques
résultats partiels qui donnent des conditions nécessaires ou suffisantes pour qu’un spectre
ait un point d’accumulation, afin d’illustrer d’'un point de vue historique comment des
progrés ont été faits. Les preuves étant courtes, on les inclut également. Ensuite le théo-
réme principal de cette section sera démontré (cf. théoréme caractérisant les couples
(B, M) pour lesquels S4,,(8) admet un point d’accumulation). Il repose sur les résultats
2.2.7 et 2.2.17 Ce dernier requiert les lemmes [2.2.9] 2.2.10] 2.2.12] et 2.2.16] On termine
cette section avec un résultat illustrant le statut particulier de 0 comme éventuel point d’ac-
cumulation et quelques exemples d’application des principaux théorémes de cette section

(cf. exemple [2.2.23]).

Définition 2.2.1 (|3|). Un point d’accumulation x d’un ensemble E est un point tel que
tout voisinage V' de x contient au moins un point de £ différent de z.

Un point d’accumulation d’un ensemble F peut également étre défini comme un point
dont tout voisinage contient une infinité de points de E (|3|). La propriété suivante montre
que ces définitions sont équivalentes.

Proposition 2.2.2. Le point x est un point d’accumulation d’un ensemble E si et seule-
ment si tout voisinage V' de x contient une infinité de points (Err : de points de F).
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Démonstration. La condition est nécessaire :

Soit V1 un voisinage de x. Alors par hypothése, V' contient un point z; de F différent de z.
Alors ensemble Vo = Vi \ {x1} est également un voisinage de = inclus dans V;. Il contient
donc un point xy # x1 # x. On peut répéter cette construction une infinité de fois et on
en déduit que tout voisinage de x contient une infinité de points.

La condition est suffisante : Cette implication est évidente. O

Le but est de caractériser les couples (8, M) pour lesquels les spectres S4,, ont un
point d’accumulation. Erdos et Komornik ont fait des progrés considérables dans [35] et
ont rapidement découvert que les nombres de Pisot jouent un réle important, comme en
témoigne le lemme[2.2.4] faisant usage des propriétés suivantes de la distance au plus proche
entier d’un réel.

Lemme 2.2.3. Soit x € R. Alors la distance d(x) de x au plus proche entier vérifie les
Propriétés sutvantes :

(i) d(z +y) < d(z) + d(y),

(i1) d(nz) < nd(x) pour tout entier n,

(111) d(—z) = d(x).

Démonstration. Montrons le point (7). On a d(zx + y) < d(x) + d(y). En effet, si c est le
plus proche entier de x + y, a le plus proche entier de x et b celui de y, alors on a

drx+y)=lr+ty—c <|r+y—(a+d)| <|r—a|+|y—0bl =d(x)+dy).

Montrons maintenant le point (i7). Soient x € R et n € N. Soit a est le plus proche entier
de x et b le plus proche entier de nx. Alors on a

d(nz) = |nx — b| < |nx — na| = n|r — a| = nd(x).

Passons au point (ii7). Si a est le plus entier de z alors —a est le plus proche entier de x.
On a donc
d(x) = |r —a| = | =z +a| = d(—x).

Ceci permet de conclure. O

Lemme 2.2.4 ([35]). Si 8 est un nombre de Pisot, alors pour tout entier M > 1, le nombre
0 n'est pas un point d’accumulation de Syu,,(B).

Démonstration. Soit 5 un nombre de Pisot. Notons d(z) la distance du réel x au plus proche
entier. Vu la proposition [1.4.8 on a d(") — 0, si n — oo et ce de fagon exponentielle. On
en déduit que la série Y d(™) converge. Soit un entier N tel que

- 1
o= dif") < ——. (2.2)
2, MG+ )
Pour démontrer le théoréme, on montre que pour tout élément non nul y € Sa,,(8), |y| >
W, ce qui implique que 0 ne peut étre un point d’accumulation de Sy,,(5), vu la
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proposition [2.2.2, Or si y € Sa,,(83), alors SNy € Sa,,(B). De plus si y € Sa,, (8), alors il
existe k € N et ag, ay,...,a, € Ay, tels que y = Zf:o a;3*. On a

k
< Z |a;|d(B7) (vu le lemme [2.2.3))

On distingue maintenant les deux cas suivants :
() Si 0 est 'entier le plus proche de Ny, alors 0 < |3Ny| < Mo.
(i) Sinon, soit k # 0 I'entier le plus proche de fNy. On a alors

Mo > |B%y — k| > k] — [8%y] > 1 - [8Yy].
Dans tous les cas, on a pour tout élément non nul y de Sy4,,(3)
soit |BNy| < Mo soit Mo > 1 —|3Yy|. (2.3)
Montrons que le cas (7) est impossible. On procéde par 1'absurde et on suppose que
0 < |6y < Mo
pour un y € Sa,,(8). Montrons maintenant qu’il existe un entier i > 0 tel que
Mo < B'1Ny| < Mpo. (2.4)

Il existe un entier j tel que 37|3Yy| > Mo. Sii et le plus petit tel j, alors on a 3771 3Ny| <
Mo. On peut en déduire les inégalités souhaitées car 87!|fVy| < Mo implique que
BHBNy| < MpBo. Considérons maintenant I'élément 3’ = ['y. Comme précédemment,
Y € Sa,,(B). Or, vu notre choix de N dans (2.2), on a

_ B .1 a
G+ B+l gyt Me

M50<MBM

On en déduit avec (2.4) que
Mo < |8y | <1 — Mo. (2.5)
L’inégalité [3Vy'| < 1 — Mo a un sens car Mo < 1 vu que 3 > 1. Or les inégalités (2.5)

contredisent (2.3). Le cas (i) est donc impossible. On en tire qu’on a donc nécessairement
le cas (ii), ce qui implique |3Ny| > 1 — Mo. Ceci permet de conclure. ]
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Le lemme suivant relie les spectres Sa,, () et Sa,,, () pour des et M fixés. Ce résultat
a permis a Frdos et Komornik de fournir une premiére réponse partielle qui démontre
I'incompatibilité des nombres de Pisot avec 'existence de points d’accumulation dans le
spectre Sa,, (6), indépendemment de M (cf. proposition [2.2.6)).

Lemme 2.2.5 (|35]). Si Sa,, () a un point d’accumulation pour certains 5 et M, alors 0
est un point d’accumulation de Sa,,,(5).

Démonstration. Soient o un point d’accumulation de S4,,(8) et ¢ > 0. Vu la définition
d’un point d’accumulation, il existe un élément y € Syu,,(8)N]ja — 0, + o[ et un élément
y € Sa,, (B)N]ja — o, + o[\{y}. On a donc deux éléments distincts v,y € Sa,,(5) dans
lintervalle Ja — 0, + o[ ce qui implique 0 < |y — ¢/| < 20. Or, y — ¢ € Sa,,,(B) et o
peut étre arbitrairement petit. On en déduit que chaque voisinage de 0 contient un point
de Sa,,, (B) différent de 0. Le point 0 est donc un point d’accumulation de Sy,,,(5). O

La proposition suivante donne une premiére condition suffisante pour qu’un spectre ait
un point d’accumulation.

Proposition 2.2.6 ([35]). Si 8 est un nombre de Pisot, alors pour tout entier M non nul,
le spectre Sa,,(B) n'a pas de point d’accumulation.

Démonstration. Procédons par I'absurde. Si Sy,, () avait un point d’accumulation pour
un certain M, alors 0 serait un point d’accumulation de Sa,,,(3), vu le lemme Or
ceci contredit le lemme [2.2.4] affirmant que si # est un nombre de Pisot, alors pour tout
entier M > 1, le point 0 n’est pas un point daccumulation de Sa,,(5). ]

Les propriétés suivantes ont également été démontrées dans [35] et sont a la base de la
caractérisation des spectres ayant un point d’accumulation. Erdés et Komornik eux-mémes
n’ont cependant pas su complétement caractériser ces-derniers, mais ils savaient qu’ils
n’étaient pas loin d’un théoréme optimal. Akiyama et Komornik ont repris et amélioré
certains résultats de [35] ce qui leur a enfin permis de formuler le théoréme qui
cloture cette section.

Lemme 2.2.7 (|35]). Soient un réel B > 1 et un entier M wvérifiant M < < M + 1.
Supposons que Sa,, () n'a pas de point d’accumulation. On a les deuz propriétés suivantes :
(i) B est un entier algébrique.
(i) Soit (s;)ien une suite d’entiers bornée par M telle que Y ooy ;67" =0 et soit v un
conjugué algébrique de [ tel que |y| > 1. Dans ce cas, on a
— si|y| > 1, alors Y 2 sy " =0,
— si|y| =1, alors les sommes partielles > 7", oo n € N, appartiennent & un
nombre fini de cercles centrés sur 0.

Démonstration. Commencons par démontrer le point (i). Montrons que [ est un entier
algébrique en dérivant d’une [-représentation de 1 un polyndéme qui s’annule en 5. Comme
M > g —1, il existe une suite d’entiers (s;);>1 telle que 0 < 's; < M pour tout i > 1 et que

1=5%27 ;7 En effet, dans ce cas, il existe au moins la S-représentation gloutonne de 1.
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Si

g

Si on pose sp = —1,ona y .-, — = 0. Pour tout n > 0, on trouve, en multipliant par 5",

que

On en déduit que pour tout entier n > 0

n ol ) o (9] J M _Mﬂ v
2| = | T E M B T S 5 S

car > 1 et |s;| < M pour tout entier i. Comme toutes les sommes > ;6" sont dans
Sa,;(8) qui n’a pas de point d’accumulation fini, la suite des sommes partielles > " s;5" "
ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. En effet, sinon la suite des sommes partielle
prendrait un nombre infini de valeurs différentes et elle tendrait vers Y = s;5" . Pour
tout voisinage de cette limite, il devrait alors exister un élément de la suite des sommes
partielles dans ce voisinage, ce qui impliquerait que le point Y .o, s;3" " serait un point
d’accumulation de Sy,,(f). On a maintenant tous les outils pour construire un polynéme
unitaire et & coeflicients entiers s’annulant en 8. Considérons deux entiers n < n’ tels que

Sy siftT = Z;io s;4™~*. Alors on a

/

Z s — Z 58" =0
i=0 i=0
n n’ n'—n—1

= Z sif" " — Z 88" — Z 58" =0
=0 i=n’—n =0

= Z Sn—iﬁi - Z Sn’—iﬁi - Z <_Sn’—i>ﬁi = 0.
i=0 i=0 i=n+1

On en déduit que S annule le polynome
P(l’) = nz (—Sn/_i)l’i + i(sn_i - Sn/_i>$i =0
i=n-+1 =0

dont les coefficients sont tous des entiers. Comme le coefficient de plus haut degré de ce
polynome vaut —sp = 1, 5 est nécessairement un entier algébrique.

Passons au point (7). Vu le point (a), on sait que la suite des sommes partielles
(3o 56" "), en e peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. Montrons maintenant que
si v est un conjugué de (3, alors la suite

(Z Si’Yn_Z)
i=0 neN
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prend également un nombre fini de valeurs. Notons P, = > 7" s;2" " pour n € N. Si deux
polynomes P; et P, de la suite (P,)n,en prennent la méme valeur en x = 3, alors leur
différence P;, — P;, est divisible par (z — ), ce qui implique qu’elle est également divisible
par le polynéome minimal de 8. Vu que v est le conjugué de (3, il annule aussi le polynome
minimal de 5. On en déduit que (P;, — P,,)(y) = 0. Donc P;, et P;, prennent aussi la méme

valeur en x = 7. La suite
n
1=0 neN

prend donc également un nombre fini de valeurs 2y, 25, ..., 2y et est donc bornée par une
constante c¢. On a maintenant tous les outils pour conclure la preuve. On distingue deux
cas en fonction de la valeur du module de ~.

— Si |y| > 1, alors

n
Z syt < — 0
— i
sin — oo, donc Y ooo syt = 0.
— Si |y| = 1, alors pour tout n > 0,
n n n n
ZSZ"Y*Z _ vfnzsi,ynfz _ ’,yfn‘ Zsl,}/n il _ Zsi,ynfz
i=0 i=0 i=0 i=0

est égal a un des |z1],...,|zn]|, donc les sommes partielles sont bornées. Ceci qui
permet de conclure.
[

Remarque 2.2.8. Remarquons que le seul endroit ot on a utilisé 'hypothése que Sa,,(5)
n’a pas de point d’accumulation fini était au point (i), pour montrer que la suite des
sommes partielles ne prend qu’'un nombre fini de valeurs.

Le lemme suivant montre que si on a une série convergente de nombres strictement,
positifs et un nombre z inférieur ou égal a la valeur de cette série, alors on peut en extraire
une unique sous-série minimale dont la valeur reste plus grande ou égale a .

Lemme 2.2.9 ([35]). Soit (pi)ien une suite de nombres strictement positifs telle que
Z?iopi soit une série convergente et soit 0 < x < Z;’igpi. Alors il existe une unique
suite (t;)ien C {0, 1} wérifiant les propriétés suivantes :
(i) On ax <3 2 tipi.
(i) Si (t))ien C {0, 1} est une autre suite telle que pour un certain indice j,
on a t, =t; pour tout i < j mais que t;- =0 ett; =1 (en particulier t; < t;), alors
x> i
De plus, sit; =1 pour une infinité d’indices j, alors on a x = .2, t;p;.
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Démonstration. On définit la suite (¢;);en de la fagon suivante.

{O siz <Y oD
to —

Lsiz > . ,pi

Sij > 0 et sit; est déja défini pour 0 < ¢ < 7, alors on pose

. {0 siw < b+ Y, pi (2.6)
1six> ZKJ. tipi + ijpi.
Cela revient a omettre les p; de la série qui ne sont pas nécessaires pour avoir <y .~ p;.
Comme par hypothése, on a x < Z;’io p;, on trouve que z < Zigj tips + ZDJ p; pour tout
j > 0. Cela reste donc vrai si j — co. On en déduit la propriété (7).
Montrons le point (i7). Comme

et
t; = t; pour tout i < j, (2.8)
on a
3 & -
>3 i+ DS 40+ E S i+ S 2>
i<j i>j i<j i>j i<j > i=0

ce qui permet de conclure.
Montrons que la suite (t;);eny ainsi construite est unique. Soit (#});ey une autre suite
vérifiant (7) et (i7). En particulier,

<>t (2.9)
=0

Comme ces deux suites sont supposées différentes, il existe un indice j tel que on a t, = ¢,
pour tout ¢ < j et t; # t;. Sans perte de généralité, on peut supposer que t; =0ett; =1.
Or vu le point (b), on a alors x > > tip;, ce qui contredit (2.9).

Montrons maintenant que si ¢; = 1 pour une infinité d’indices j, alors = Y .= t;p;. Si

t; =1, alors
x> Ztipi + Zpi-
i<j i>j
7l existe une infinité de tels indices, alors j — oo implique que x > ). ;lipi et vu la
propriété (a), on a effectivement x = Ziq tip;. ]

Les trois lemmes qui suivent servent a construire une suite (s;);eny € AY; telle que sous
certaines conditions, Y .~ s;67" = 0. Cette suite permettra de démontrer la proposition
qui, avec la proposition joue un role crucial dans la caractérisation des spectres
ayant un point d’accumulation a la fin de cette section.
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Lemme 2.2.10 ([35]). Soit (a;)ien une suite de nombres strictement positifs telle que la
série Yo, a; converge el supposons que

a; <> a; Vj>0. (2.10)

i>j
Soit N = P UN une partition telle que

Any < Z a; pour un certain ng € N. (2.11)

i>ng, 1€P

Alors il existe une suite (s;)ien € {—1,0, 1} vérifiant les conditions suivantes :

(i) si€{0,1} sii€ P,

(ii) s; € {—1,0} sii € N,
Démonstration. Pour alléger les notations, notons S, les sommes partielles Y s;a; pour
tout entier n et (S, )nen la suite des sommes partielles. L’idée de la preuve est de construire

la suite (s;);en de proche en proche en appliquant plusieurs fois le lemme Posons
s; =0 pour 0 <i < ng et s,, =—1. Alors S, = —a,, et vu (2.11), on a donc

ngENet0<—5,< >  a (2.12)

i>no, ieP

Appliquons le lemme avec T = —S,, & la suite (a;)i>n,iep. On obtient alors une suite
minimale (dans le sens du lemme [2.2.9) (%;)i>n,.iep telle que =5, < Zi>n0 sep Lia;. Siune
infinité des éléments de la suite (;);>n,icp valent 1, alors on a

—Sp =Y ta; (2.13)

i>ng, 1€P

On pose alors

o T (2.14)
0sii>ngetie N.
Dans ce cas, on a

[e'e] no [e’s)

Zsiai = Z S;a; + Z S;a;

i=0 i=0 i=ng+1
= Spo + Z sia; (vu la définition de S,,,)

i=ng+1

= Sny — Sny =0 (vu (2.14)))

et on peut conclure.
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Si la suite (%;)i>ny,icp @ un dernier élément non nul ¢,, = 1 pour un indice n; € P, alors
on pose

Si:{tisin0<i§n1eti€P (2.15)

Osing<i1<mnyetiéeN.
Alors on a

—Sny < Z tia; = Z S

no<i<ni, i€P no<i<ni

@OSSTZO"— Z SiQ;

no<t<ni

S 0<5,.

Donc S,,, > 0. De plus, par la définition de ¢,,, =1, on a

— Sno " Z tiai + Z a; = Z S;a; + Z Q;. (216)

no<i<ni, t€P i>ny, 1€EP no<i<ni i>ny, 1€P

En appliquant ’hypothése (2.10)) avec j = nq, on a

Z a; > Qp, — Z a;.

i>ny, 1€P i>ny, 1€N

En remplagant dans (2.16]) et comme s,, =1 vu (2.15)), on obtient que

_Sno > Z S;; — Z a;

no<i<ni i>ny, iIEN

= Z a; > Sng + Z SiQ;

i>ny, 1EN no<it<ni

=4 Z a; > Sn1'

i>np, €N

On vient donc de montrer que

np€Pet <S5, < Z a;. (2.17)

i>ny, 1€EN

On fait maintenant une construction similaire a la précédente en tenant compte de (2.17)).
Appliquons le lemme avec © = S, a la suite (@;)i=n, ien. Si la suite correspondante
(t))isn,. ien @ une infinité d’éléments ¢, = 1, on pose

—tisii>ny etie N
S; =
! Osii>ngeticP.
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Dans ce cas, on a

o0 n1 o0
E Si; = S;a; + E Si;
=0 =0 i=ni+1
[e.e]
= Sp, + E Sia; (vu la définition de S,,,)
1=n1+1

R (vu (219))

et on peut conclure.
Si la suite (t])i>n,ien @ un dernier élément non nul ¢, = 1 pour un ny € N, alors on
pose

—tésin1<i§ngeti€N
S; =
! Osing <i<ngetieP.

Onaalors S,y < >0 o ey biti = = _icp. 8ia;, donce Sy, < 0. De plus, par définition
det, =1, ona

Sm " Z tiCLi + Z a; = — Z S;a; + Z a;. (218)

ni<i<ng, iI€EN i>no, iIEN ni<i<nz i>no, iIEN

En appliquant I'hypothése (2.10)) avec j = ngy, on trouve que

Z a; > Qp, — Z a;.

i>ng, €N i>ng, 1€EP

En remplacant dans (2.18)), on obtient que

Sn1 > — Z S; A — Z a;

n1<i<ng i>no, iIEP

~ Z a; > _Sn1 — Z S;a;

i>no2, i€EP n1<i<ng
& Z a; > —Sn,.

i>ng, 1€P

On vient donc de montrer que
ny € N et que 0 < =5, < Z a;. (2.19)
i>ng, iceP

Remarquons qu’on a retrouvé (2.12)) ot ng est remplacé par ny > ny. En continuant cette
construction, deux cas de se présentent (Err : deux cas se présentent). Soit on s’arréte
aprés un nombre fini d’étapes et on trouve une suite (s;);eny qui vérifie (i) — (ii4), soit
on ne s’arréte pas et on trouve une suite (S;)ieny qui vérifie (i) et (i7), et telle que la
s fo's) . o, . e , . , .
série )~ s;a; a une infinité de sommes partielles positives et négatives. Comme la série
- " SN e o oy
> oo Sia; est convergente, on conclut que la condition (¢ii) doit étre vérifiee dans ce cas
également. N
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Lemme 2.2.11 ([35]). Soient un nombre réel § > 1 et un entier M > f—1. Soit N = PUN
une partition telle que

soit 77 <M Z B~ pour un certain j € N, (2.20)
i>j, i€P

soit B0 < M Z B~ pour un certain j € P. (2.21)
i>j, i€N

Alors il existe une suite d’entiers (s;)ien vérifiant les conditions suivantes :
(1) si€{0,1,...,M} sii € P,

(ii) s; € {—M,...,—1,0} sii € N,

(iii) > 5,870 =0,

(iv) s; # 0 pour une infinité d’indices i.

Démonstration. Quitte a intervertir P et N, on peut supposer que j € N. Soit (a;)en la
suite définie par .
a; = ﬁ_tﬁj, Vi Z 0

et considérons la partition P’ U N’ = N définie par

ieP’@{iJePetieN’@{ﬁJ € N.

Remarquons alors que pour tout entier n, on a

L%J:nSMG{nM’nMJrl"“’nMTLM_l}' (2.22)

On conclut en appliquant le lemme [2.2.170 On peut en effet appliquer ce lemme car d’une
part, on a

N i i il M
;azzgﬁ LAIJ:;B |_]WJ > M;ﬁ |_MJ k:ﬁ |_]MJ5_1>aj

car M > 8 — 1, et d’autre part, ’hypothése (2.20)) implique ’hypothése (2.11]) du lemme
a appliquer si on pose ng = jM + M — 1, car on a dans ce cas

an, :ﬁ_LjMRIIMAJ :57]' <M Z Bfi _ Z B—Lﬁj

i>jicP i>jiM+M—1, icP’

On déduit alors du lemme qu’il existe une suite (s});en vérifiant
(a) s, €{0,1} siie P,
(b) ;e {—1,0}siie N/,
(¢) 22iZpsi0: = 0.
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Vu ([2.22)), le point (¢) implique que

=0
M—1 2M—1 ) 3M—-1

= s;BLT}J + Z sgﬂLﬁJ + Z spli] +
=0 1=0 1=0

si on pose s; = iy + Sipq1 00+ S{; 1), Pour tout entier i € N. Vu (a) et (b), on a
s; < M pour tout ¢ € N. La suite (s;);en ainsi construite convient. O

De ce lemme, on déduit le résultat suivant en posant j = 0. Akiyama et Komornik |9
se sont servi de ce lemme pour caractériser les spectres ayant un point d’accumulation.

Lemme 2.2.12. Soient un nombre réel § > 1 et un entier M > [ — 1. Soit P un en-
semble d’entiers positifs tels que 1 < M Y., 7", Alors il existe une suite d’entiers (s;)ien
vérifiant les conditions suivantes :

(Z) So = —1,

(ii) s; €{0,1,...,M} sii € P,

(iii) s; € {—M,...,—1,0} sii & P,

(iv) S5y~ = 0.

Démonstration. 1l s’agit du cas particulier du lemme ou j = 0. Le point () découle
du fait que dans la démonstration du lemme on pose Sg, S1, ..., Sp—1 = 0 et que
Spn, = —1. Or dans la démonstration du lemme on applique le lemme avec
ng = jM + M —1 = M — 1. On en déduit que dans ce cas (en reprenant les mémes
notations) sy = sy + s} + - + s, = —1L O

En se servant de ces lemmes, Erdos et Komornik ont démontré la proposition suivante,
dont la preuve sera omise pour des raisons qui deviendront apparentes dans la suite.

Proposition 2.2.13 ([35]). Soient un réel 5 > 1, un entier M tel que M > ﬁ—% ety #£
un nombre complexe. Alors
(1) Si|y| > 1, alors il existe une suite d’entiers (s;)ien bornée par M telle que

o0

Zszﬂ_i =0 et isw_i # 0.
i=0

=0
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FIGURE 2.2 — Tllustration du fait que §—1 améliore la borne §— % Le graphe de la fonction

T x— % est en rouge et celui de la fonction = — x — 1 en vert, toutes les deux étant

restreintes a |1, 400.

(11) Si|y| =1, alors il existe une suite d’entiers (s;)ien bornée par M telle que
Yoo siB =0 et que les sommes partielles Y sy, o n € N, ne sont pas
bornées.

Dans ce résultat, ’hypothése M > 5 — % n’est pas optimale car on peut remplacer la
borne —% pour M par une valeur plus petite. En 2013, Akiyama et Komornik ont amélioré
(cf. figure cette hypothése en supposant que 5 < M + 1. La preuve est donc omise.
Cependant, avec leurs résultats plus faibles de la proposition 2.2.13] Erdos et Komornik
ont déja pu démontrer le résultat suivant, qui donne une réponse partielle a la question de
caractériser les spectres ayant un point d’accumulation.

Proposition 2.2.14 ([35]). Soient un réel B > 1. Si § n’est pas un nombre de Pisot, alors

Sa,, (B) a des points d’accumulation dans R pour tout M > § — %

Démonstration. Procédons par 'absurde et supposons que Sy4,,(3) n’a pas de point d’ac-
cumulation. Dans ce qui suit, on montre que dans ce cas, le réel 3 est nécessairement un
nombre de Pisot, ce qui est absurde. Remarquons que M > —1. Vu le point (i) du lemme
on sait que [ est un entier algébrique. Du point (i7) du méme lemme et du lemme
2.2.13] on déduit qu’aucun conjugué de 5 ne peut étre de module au moins 1 en procédant
par absurde. En effet, supposons que v est un conjugué de 3 vérifiant |y| > 1. Distinguons
le cas ot |y| =1 et le cas ou |y| > 1.
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Cas 1 : Si |y = 1, alors vu le lemme [2.2.7] “ pour toute suite (s;);en telle que > % 7" =
0,onay 2,7 " =0.Or ceci contredit le point (i) de la proposition

Cas 2 : Si |y| > 1, alors vu le point (i7) du lemme [2.2.7] pour tout entier n les sommes
partielles Y7 v~ sont bornées, ce qui contredit le point (ii) de la proposition Le
réel (8 est donc effectivement un nombre de Pisot, ce qui est absurde. O

Erdos et Komornik suspectaient fortement que cette borne 5 — % n’était pas minimale.
En effet, dans les années qui suivaient, cette borne a été améliorée. Néanmoins, ils savaient
que la borne optimale ne pouvait pas étre beaucoup plus petite, car ils ont démontré la
proposition suivante.

Proposition 2.2.15 ([35]). Soient 8 > 1 un réel quelconque et un entier M < 2. Alors
le spectre Sa,,(B) n’a pas de point d’accumulation fini.

En 2013, Akiyama et Komornik ont complété les recherches d’Erdos et de Komornik
en caractérisant complétement les spectres ayant un point d’accumulation. Cette caracté-
risation a donné lieu au théoréme Sa preuve est basé sur les résultats ci-dessus et la
propriété [2.2.17)qui améliore la proposition [2.2.13|d’Erdos et Komornik. Pour la démontrer,
on a besoin du lemme technique suivant :

Lemme 2.2.16 (|9]). Soit v € C\R{.
(i) Sily| > 1 alors il existe un nombre compleze w vérifiant Rw > 0 et 3. R(wy™?) <
0 pour tout k € N.
(i1) Si|y| =1, alors pour tout entier positif M, il existe un nombre complexe w vérifiant
Rw >0 et M5 R(wy™?) < R(w) pour tout k € N et R(wy™") = 0 pour au plus
un 1.
On peut supposer dans les deux cas que w est de module 1.

Démonstration. Pour démontrer le premier point, on distingue le cas ou R(y) < 1 et le
cas ot R(v) > 1.

Cas1:Si|y] > 1et R(y) < 1, alors posons w = 1 — . Vérifions que w ainsi défini
convient. On a R(w) > 0 et

k
. 1—~F
5= Ry =R (w1 ) =ROH) - 1<l - 120

pour tout k € N, ce qui permet de conclure dans ce cas.
Cas 2 : Si R(vy) > 1, comme v ¢ R, on doit avoir |y| > 1. Posons z = (1 — v )i en
choisissant le signe de fagon a ce que R(z) > 0. Alors on a

ZR (zy™" 27 +i) =0

et la premiére somme partielle de > 7° R(zy™") est positive car elle vaut R(z) > 0. Il
existe donc une premiére somme partielle positive maximale. Notons-la "' ( R(zy~") ou
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n est minimal. Alors on a Zf:nH R(zy~%) < 0 pour tout k > n, car sinon Zf:o R(zy™4) >

> o R(277"), ce qui est absurde vu la maximalité de >, R(zy~*). De plus R(zy~") > 0.
En effet, si n = 0 cela découle du choix de z et si n > 0, cela découle de la minimalité de n,
car si on avait R(zy™") < 0, on aurait >0 R(zy~") > 3" R(2777), ce qui est absurde.
Finalement, le nombre w = zy™" convient.

Passons au deuxiéme point. On distingue ici le cas out *27 est rationnel et celui o ce
nombre est irrationnel.

Cas 1 : Si ®EY est irrationnel, alors w = 1 — 7 convient. Cela découle du point (i) et

du fait que si z est un nombre complexe, alors on a arg(zy~") = 5 mod 7 pour au plus

un indice i. En effet, 8’il existe deux indices i > j tels que arg(?fi) arg(':’*j) = % mod 1,
alors . ) .
() —img(y) _ mg(s) —jars) (1
T s 2
c’est-a-dire ") |
ar
(i) =k
s 2
pour un certain k € Z, donc arg(y) ¢ Q, d’oul la contradiction.

K
Cas 2 : 5i #57 est rationnel, alors 4" = 1 pour un certain entier n > 2. Alors vu le

point (i), on a toujours

k
MY R(wy ™) <0, Vk,M €N, et Rw >0, (2.23)

i=1

mais on ne sait pas si R(wy~*) = 0 pour au plus un i. Remarquons tout d’abord qu’il suffit
de montrer que

k
MY R(wy™) <Rw, Vke€{1,2,...,n}, VM €N. (2.24)

i=1
En effet, pour £ € N on peut écrire £ = an + b avec pour deux entiers a,b avec b < n.
Comme 7" = 1, on a M " R(wy™) = aM 0 Rwy™) + M Y0 R(wy™). Or si
on a (2.24)), alors

aM ZR(wfy*i) + M Z R(wy™)

i=1 i=1

< aM Z R(wy™) + M ZR(w'y_i)

i=1 i=1

= (a+ I)MZR(wy_i)
i=1

< Ruw.
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Pour conclure, montrons que les inéquations

MY R(wy™) < R(w), Vke{l,2,...,n}

i=1
restent vraies pour tout M > 0 en modifiant légérement la partie réelle de w. Considérons

un réel € > 0. Alors on a

k k
MY R((w+ey ) =M ZR((l — 7+

=1

— MR ((1 —v+e) 1;}?)

= MR((y*) = 1) + eMR (17__71’{) .

Or on a vu au point (a) que R((y*) — 1) <0, donc MR((y*) — 1) < 0. De plus pour
tout M € Net ke {1,...,n}, il existe ¢, tel que

1—7_’“
v—1

e MR ( ) < Rw < R(w + ear) et R((w + exar)y™") # 0.

Posons maintenant €y, = infi{ex s | £ € {1,...,n}}. Alors €) convient. On termine la

preuve en remarquant que toutes les inégalités restent vraies si on remplace w par I%I

Proposition 2.2.17 (|9]). Soient un réel 5 > 1 et M € Ny tels que M < < M + 1 et
v # B un nombre compleze.

(i) Si|y| > 1, alors il existe une suite d’entiers (s;)ien bornée par M telle que sy = —1,
Do siBT =0t 32 sy #0.

(i1) Si|y| =1, alors il existe une suite d’entiers (s;);en bornée par M telle que sy = —1
et o087 =0 et que les sommes partielles Y, s7™", ot n € N, ne sont pas
bornées.

Démonstration. On distingue quatre cas en fonction de 'appartenance de v a I'ensemble
des réels positifs et du module de 7.

Cas 1 : Si vy €]1, 00], alors considérons une (3, By)-représentation 1 = > % s;,67". En
particulier on a s; € By = {0,1,..., M} pour tout ¢ € {1,2,...}. Ceci est possible car
M < 8 < M + 1, donc il existe au moins la représentation gloutonne de 1. Si on pose
sp = —1, on a trouvé la suite cherchée. En effet, la fonction p — > 7 2 est strictement

=0 p?
monotone sur |1, 00|, car si p < p/, alors % > z%’ donc ]% > # pour tout 7 € N. On en tire
que » 3%, 5% > > 7%, & Comme cette fonction est strictement monotone, elle est injective,

donc Z;’ioz%%()sip#ﬁ.
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Cas 2 : Si v = 1, on considére la méme suite (s;);en que dans le cas 1. Rappelons que
s; > 0 pour tout i € {1,2,...}. On distingue maintenant le cas ou la suite (s;);en est fini
ou infinie.

Si cette suite est infinie, alors on a s; > 0 pour une infinité d’indices 7. On en déduit

que
Z i7" Z Si = 00,

c’est-a-dire qu’elle ne converge pas et la suite de sommes partielles n’est donc pas bornée.
Si la suite (s;);eny a un dernier élément non nul s, alors comme M < 3, on a

81+82+ Z

On en déduit que s+ $1 + -+ + s, > M — 1 > 0, donc en remplagant la suite finie (s;);en
par la suite infinie (sq,...,s,)>, on a

Zzﬁz—Oet Zsm Z = 00.

=0

Cas 3 : Si vy € C\ Ry et |y| > 1, alors soit w un nombre complexe de module 1, donné
par le lemme[2.2.16] Posons P = {i € N | R(wy~*) < 0}. Soit k le plus petit entier vérifiant

la relation
ZMB + > M=

i>k, i€P
Un tel k que existe car
M =M M M M
ST My M
LT L -1 51 61

et % > 1 car M > [ — 1 par hypothése. Cela prouve l'existence de k. Remarquons que
R(wy~*) > 0, car sinon k € P et donc

ZMB‘H— > oMpTi>1,
i>k—1, i€P

ce qui est absurde vu la minimalité de k. Donc k & P'. Soit (s;);en la suite obtenue en
appliquant le lemme [2.2.12/ avec P’ = P U {1,...,k}. Analysons les éléments de la suite
(8;)ien ainsi obtenue avant de conclure. Remarquons tout d’abord que

s; < 0 pour tout ¢ € P et que |s;| < M pour tout entier 7. (2.26)
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De plus, on a d’'une part s; = M si 0 < j < k, car sinon

k-1 k-1 k=l b
DIMBTI2Y s = s BTSN Y s
=1 =1

=1 =1

Vi que ‘
BT = B> M > s, (2.27)

et d’autre part 1 < s, < M si k > 0, car sinon —M < s <0 et

ZMB >Z siff” Z—Z s

i=1

En effet, comme k € P = PU{1,...,k} et =M < s, <0, on a sy = 0. Dans tous les cas,
comme

k¢ P, (2.28)

on a

ZMB + Y. Mg >ZM5 + Y. Mg

i>k—1, i1€P i>k—1, i€P
—ZMB + ), MpT (vu 2:28))
i>k, i€P
> Z siB~" (vu (2:26))
i=1
=1,

ou la derniére inégalité découle du fait que s; > 0 si i € P et s; < 0 sinon. Or ceci
contredit la minimalité de k. Rappelons qu’on a R(wy~*) > 0 et 1 < s, < M. Considérons
maintenant un entier ¢ > k.

— Sii € P alors R(wy™) < 0 et s; >0, done s;R(wy™") < 0.

— Sii & P alors R(wy™) >0 et s; <0, donc s;R(wy™") < 0.

Ces propriétés permettent enfin de conclure. En effet, on trouve en appliquant le lemme
2.2.16| un complexe w vérifiant

w Z 577" = —R(w) + M (Z ’R(wv‘i)) + (Z siR(wv_i)>

i=1

< —R(w)+ M <Z R(uw_i)>

< 0.
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On en tire que Y oo ;7" # 0.

Cas 4 : Siy€ C\Ry et |y| =1, soit w un nombre complexe avec |w| = 1 tel que dans
le lemme au point (b) et construisons la suite (s;);eny de la méme fagon que dans le
cas (3). Distinguons deux cas en fonction du caractére fini ou infini de la suite (s;);en. Si
la suite (s;);en est finie, ¢’est-a-dire si elle a un dernier élément non nul s, alors

— n > max{k, 1} car on a montré que 1 < s, < M,

— LSBT =0, , A
— sionposec=> "  siR(wy™"),onac< —R(w)+ MY Rwy™*) <O0.
De plus, il existe une suite 0 = ry < r; < --- telle que rj;1 —r; > n pour tout j et que

pour tout j, 7 "9 est assez proche de 1 pour que > " o s;R(wy ") < £. En remplacant
la suite (s;);en par

—n—1 —ri—n—1 P |
SO-..Snorl n SO.--SnOT2 Tl n SO“‘STLOTJ T2 Tl n .. s

on a

= —0OQ.

N O

(o] oo o
Z siB 7 =0et Z sR(wy™") < Z
i=0 i=0 i=0
Donc les sommes partielles Zf:o 5;7~" ne sont pas bornées.

Si la suite (s;);en est infinie, on procéde par absurde et on suppose que les sommes
partielles S, = Y7 s;wy ™" appartiennent a un nombre fini de cercles centrés sur 0. Dans
ce cas, la suite des sommes partielles est bornée. Remarquons également que R(Sk) =
—R(w)+M ¥ R(wy™) < 0et que R(Sk) > R(Sky1) > R(Spy2) > -+ car s;R(wy™") <
0 pour tout ¢ > k par la construction donnée dans le cas 3. De plus, comme la suite (s;);en
est infinie et vu le point (i4) du lemme on a s;R(wy™") < 0 pour une infinité
d’indices i > k et donc on a R(S;) > R(S;11) pour ces indices. Par le théoréme de
Bolzano-Weierstrass il existe une sous-suite convergente Srj de S, avec r; > k telle que

— 0> R(S,,) > R(S,,) >+,

— R(Sy;) = a<0,

o I(ST7) - ba

— |S;,| = Va? + b% pour tout j.
En particulier, comme la suite R(S,,) converge, on a

R(s;wy™") — 0. (2.29)

En utilisant la définition de la tangente a un cercle (cf. figure [2.3), on déduit de ces

propriétés que
a
-1 >0sib#0
— {‘ b‘ 7 (2.30)

00 sinon

(S, — Sr))
R(Sr, 0 — Sr;)

quand j — oo. On obtient une absurdité dans la suite en montrant que

I(Srj+l — S?”j)
R(Sfjﬂ - S?“j)
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FI1GURE 2.3 — Illustration de la convergence . Si Sg; — S, alors 'angle ¥ de la figure
converge vers un ang]e limite W. De plus, pour 1 angle a sur la figure, on a o = 5 — V. Or,
comme Z —W+0O =%, ona ¥ =0.On en déduit que tan(¥;) — tan(¥) = tan(0) = |¢|.
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Pour tout 7, on a

0 < Jsiwy ™| = Z(siwy ™) = Isil (1= VI = [R(wy P)

< Jsil|[R(wy ™) (vu (2.31))
< i IR (wy ™)
= [R(suwr P
car
1—+vV1—2 <z pourtout 0 <z <1 (2.31)

Comme R(s;wy™") — 0 (cf. (2.29)), on a pour tout & > 0
0 < si] = |Z(siwy )| < [siwy ™| = |Z(siwy ™) < e|R(siwy ™),

pour tout 7 assez grand. Donc pour tout j assez grand, la distance d(Z(STH1 — STJ.)) de
Z(Sy;.1 fS,.j) =35 Z(siwy_i) au plus proche entier vaut au plus e ;75" [R(s;wy ™).
Ore szzti-i-l R(siwy™)| = 5|R(S7“j+1 P j

(Err : Comme) Z(S,,,, — Sy;) — 0, on en déduit que |Z(S,,,, — S,)| < e[R(Sy,,, — Sr;)l,

pour tout j assez grand. Comme ¢ peut étre arbitrairement petit, on a, si j — oo
|Z(S

Titl Sf‘jﬂ
’R(ST‘J'H o Srj)l

ce qui contredit ([2.30). O

Sy.)|, car la suite R(S, ) est décroissante. Ccomme

— 0,

Caractérisation des spectres de nombres ayant un point d’accumulation

En se basant sur les travaux d’Erdés et de Komornik, exposés ci-dessus, et en améliorant
certains résultats, Akiyama et Komornik ont donné la réponse compléte a la question de
cette section sous forme du théoréme suivant, caractérisant les spectres ayant un point
d’accumulation.

Théoréme 2.2.18 ([9]). Soient 8 > 1 et un entier M > 1. Le spectre Sa,,(8) n'admet
pas de point d’accumulation dans R si et seulement si B est un nombre de Pisot ou si
f>M+1.

Démonstration. La condition est suffisante : Vu le théoréme [2.2.6| si # est un nombre de
Pisot, alors I'implication est vraie. Dans le cas ou f > M + 1 on procéde de la fagon
suivante. Soit y = so + s16 + -+ + s, € Sa,, (B) avec s, # 0. Montrons que y — 0o si
n— oo. On a

lyl = [so + 518+ -+ + 5,0
> |8,8" — |so + 818+ + 85,1877
> =M1+ B+ + 5"
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(o)

— g" 1—MZ%)
k=1
. Mn—ll
(55 %)
nlq M-~ 1
> F 5%&)
wl_ M 1
o)
3
(M B
=0 (l ﬁ6—1>

Or, 8 >M+1 < % < 1. Donc g*(1 — %) tend vers l'infini si n — oo. Il en
découle qu’aucun intervalle borné ne peut contenir une infinité d’éléments de Sy, (/5). Vu
la proposition [2.2.2] I'ensemble S4,, () ne peut donc pas avoir un point d’accumulation.

La condition est nécessaire : Supposons que Sga,,(8) n’a pas de point d’accumulation
et que 1 < 8 < M + 1. On montre que dans ce cas, [ est nécessairement un nombre de
Pisot, ce qui permet de conclure. Soit alors un entier M’ tel que M’ < g < M’ + 1 et
considérons désormais le spectre S4, ,(8) C Sa,,(3). Ce spectre ne peut donc pas avoir un
point d’accumulation. Par le lemme le réel [ est un entier algébrique. Montrons que
tous ses conjugués sont de module strictement inférieur a 1.

Procédons par ’absurde et supposons dans un premier temps qu’il existe un conjugué
v > 1 de . Alors en appliquant le point (i) de la proposition , on trouve une suite
(si)ien bornée par M’ telle que so = —1, > 2 ;87" = 0 et Y sy " # 0. Or ceci
contredit directement le point (i) de lemme

Supposons maintenant que |y| = 1. Alors par le point (i7) de la proposition il
existe une suite d’entiers (s;);eny bornée par M’ telle que s = —1 et Y oo ;87" =0 et que
les sommes partielles > 7" s;77", ot n € N, ne sont pas bornées. Donc aucun cercle centré
sur 0 ne peut contenir tous les éléments de la suite des sommes partielles. Ceci contredit
le point (27) du lemme Ainsi, on a démontré que [ est un entier algébrique et qu’il
n’existe aucun conjugué de 5 de module supérieur ou égal a 1. Il s’agit donc d’un nombre
de Pisot, ce qui permet de conclure. O
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Ce résultat peut étre reformulé de la facon suivante :

Théoréme 2.2.19. Soit 5 > 1. Alors le spectre Sa,, () a un point d’accumulation si et
seulement st < M + 1 et si 5 n’est pas un nombre de Pisot.

Une partie de ce théoréme peut étre généralisée au cas de nombres complexes ce qui
sera utile dans la section [3.2.1l On introduit alors la définition suivante :

Définition 2.2.20 ([42]). Un nombre de Pisot compleze est un entier algébrique S tel que
|B| > 1 et que tous ces conjugués différents de 5 sont de module strictement inférieur a 1.

Théoréme 2.2.21 ([42]). Soit § un nombre compleze tel que |5| > 1, et soit A C Q(p)
un alphabet fini contenant 0. Si une des deux conditions suivantes est vérifiée,

(i) le nombre 5 est un réel et B ou —f est un nombre de Pisot,

(i) on a 5 € C\R et 8 est un nombre de Pisot compleze,
alors le spectre S4(f) n'a pas de point d’accumulation.

Démonstration. Soit = 1 un nombre de Pisot complexe de degré r_(i.e. le degré de son
polynéme minimale vaut r, cf. définition ) et de conjugués By = B4, B3, ..., 8. Alors on
a|fr] <1 Vke{3,4,...,r}. Considérons le morphisme

o Q(B1) = Q(Br) : m +nB = m+npy

induit par f; — Bg. Comme A est fini, il existe un entier ¢ tel que ¢A est inclus dans
I’anneau des entiers de Q(f3;). Vu le théoréme[1.3.15] la norme N(ga) = ¢"II;_, |0y (a)| est un
entier pour tout a dans A. On montre maintenant qu’on peut de minorer la distance entre
deux éléments du spectre. Soient z,y € S4(f), avec x # y. Alors, on a la S-représentation
suivante pour la différence :

x—y:v:Zb]ﬂjoflnEN et b € A— A.

J=0

Posons ¢ = max{|ox(a)|: a € A}. On a, pour tout k € {3,4,...,n}

| Br|
— 1Bl

Comme précédemment, les gb; appartiennent a ’anneau des entiers de Q(5), car b, € A—A
et vu la définition de ¢. De plus, 8 est un entier algébrique, donc les 37 le sont également
(cf. section [1.3). On en tire que qu = 37" gb;/3’ est aussi un entier algébrique. Comme
précédemment, vu le théoréme [1.3.15| sa norme N(qv) est un entier non nul. On a donc

EX
“T— 18]

Ceci permet de minorer la distance au carré vv entre deux points distincts par vv >

o (V)] < Z 10118l < ZCkZ 1Bl < 2ok

1 < N(qu) = ¢' T |ow(v)] < ¢"v 0 M_glok(v)] < (29)"v 0 T_ge

-1
<(2q)THT 3ck1| I%I ‘> . Vu la proposition [2.2.2 ceci implique que S4(8) ne peut avoir un

point d’accumulation. O
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Pour conclure cette section, donnons le résultat suivant qui met en évidence la parti-
cularité de 0 comme point d’accumulation des spectres. C’est & ’aide de cette proposition
qu’on peut caractériser les spectres qui sont denses. Signalons & ce moment que ce résultat
repose sur ’étude des systémes de fonctions itérées homogénes (IFS) qui se trouve dans
'annexe [Al

Proposition 2.2.22 ([36]). Soient M € N et 1 < < M + 1. Alors Sa,, () n’a pas de
point d’accumulation si et seulement si 0 n’est pas un point d’accumulation de Sa,,(5).

Démonstration. Posons ® = {px +b;}M ot p=p"letb; = i% pour 0 < i < M. Alors
® est un IFS qui vérifie les conditions du théoréme Or, vu le lemme [A.8] ® vérifie
la propriété de séparation simple si et seulement si 0 n’est pas un point d’accumulation de
S, (B), et @ vérifie la propriété de type fini si et seulement si Sa,,(f) n’a pas de points
d’accumulation dans R. Vu le théoréme [A.10] si ® vérifie la propriété de séparation simple,

alors ® vérifie la propriété de type fini, ce qui permet de conclure. O
Exemple 2.2.23. — Considérons d’abord le spectre Sy_10,13(¢) de I'exemple

La figure suggére que 0 n’est pas un point d’accumulation de ce spectref] car le
point 0 est isolé. Le théoréme [2.2.19| peut désormais nous le confirmer, car le nombre
d’or est un nombre de Pisot.

— Considérons le spectre S{—1,0,1}(%)- Ona2 < M+1avec M =1 et % n’est pas
un nombre de Pisotf] Selon le théoréme et la proposition [2.2.22] I'élément 0
est un point d’accumulation de ce spectre. Ce fait est illustré aux figures 2.4] et
En effet, considérons par exemple I'intervalle [—0.1,0.1] contenant 0. Dans la figure
2.5 on calcule plus de points de ce spectre que dans la figure résultant en plus
de points dans Uintervalle [—0.1,0.1]. Ce phénoméne peut étre répété en calculant
encore plus de points du spectre et méme en prenant des intervalles contenant 0 et
plus courts strictement inclus que [—0.1,0.1].

|
o
)
|
o
AN
|
o
w
|
o
[N}
|
o
—
Ole

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

FIGURE 2.4 — Les premiers éléments du spectre S{—Lo,l}(%) appartenant & l'intervalle ouvert

| — %, %[, obtenus en évaluant tous les polynomes de degré au plus 3 et a coefficients dans

{-1,0,1} en 3.

2. Cette figure n’en est cependant pas une preuve! Rappelons qu’il existe éventuellement des éléments
du spectre encore plus proches de 0 qui n’ont pas encore été énumérés, cf. remarque [2.1.4
3. En effet, le (Err : un multiple du) polynéme minimal de g est 3x — 2.
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—oﬁ—moa—m*w%wmm“—w“mo—%
05 -04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

FIGURE 2.5 — Les premiers éléments du spectre 5{71,0,1}(%) appartenant & l'intervalle ouvert
| — %7 %[, obtenus en évaluant tous les polynomes de degré au plus 6 et a coefficients dans

{—1,0,1} en 3.

2.3 Densité

Dans cette section, on s’intéresse aux conditions pour lesquelles le spectre d’un nombre
est dense dans R. Soient un entier M et un réel 5 > 1. Rappelons qu’on note Ay =
{-M,—-M—1,..., M} (Err: {—=M,—M~+1,...,M}). La question est donc de déterminer
pour quels M et 3 le spectre Sy4,,(f) est dense dans R.

Exemple 2.3.1. Reprenons les spectres S;_; o.13(¢) et S{_LOJ}(%) de 'exemple Ona
vu que 0 n’est pas un point d’accumulation de S;_; o 13(¢). Ce spectre ne peut donc pas étre
dense dans R. En revanche, les figures et suggérent que le spectre 5{71,0,1}(%) I’est.
En effet, considérons par exemple le point —0.2 et l'intervalle [—0.3,0.3] le contenant. Le
passage de la figure [2.4] & la figure montre qu’en calculant plus d’éléments du spectre,
des points s’ajoutent a lintervalle [—0.3,0.3], et ces nouveau points se rapprochent de
0.2. On verra dans cette section que cela reste vrai pour tout intervalle arbitrairement
petit contenant le point —0.2. Quitte a calculer un nombre suffisamment grand d’éléments
du spectre, on trouvera toujours un élément du spectre différent de —0.2 appartenant a
I'intervalle contenant —0.2 qu’on a fixé. Si le spectre est dense dans R, alors ce raisonnement
s’applique a tout autre nombre réel différent de —0.2.

Dans la littérature, les auteurs se sont intéressés a la densité des spectres depuis les
années 1960. En guise d’exemple on donne deux lemmes dont les preuves ont été repro-
duites dans [36] et qui fournissent des réponses partielles (i.e. des conditions suffisantes ou
nécessaires pour qu'un spectre soit dense dans R) a la question de densité. Le premier a
été prouvé par Garsia et exhibe les nombres de Pisot comme critére.

Lemme 2.3.2. Soient un réel § > 1 et un entier M > 1. St § est un nombre de Pisot,
alors le spectre Syu,,(B) n'est pas dense dans R.

Démonstration. Montrons qu’on peut minorer les modules des éléments non nuls du spectre.
Soient [, ...,[B3q les conjugués de [ et posons p = maxs<;<q|B;|. Alors p < 1. Soit
P(z) = > &2’ un polynome ou ¢ € Ay Supposons que P(8) # 0. Alors P(8;) # 0
pour tout 2 < i < d. Donc P(S)III_,P(3;) est un entier non nul. En effet, vu la remarque
la somme des puissances d'un nombre de Pisot et de ses conjugués et les sommes des
différents produits des conjugués sont des entiers. On a donc

P(B)IY_,P(B)) > 1
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et on en tire que

b e
|P(5)‘ > H?:QP(/B]') —Hj:2|P(5j)|
1 d—1
- (Z?OMPi)
o 1— d—1
M

> Mf(dfl)(l _p)dfl.

On en déduit que 0 est un point isolé de S4(5). Ce spectre ne peut donc pas étre dense
dans R. O

On constate donc que les nombres de Pisot jouent ici aussi un role important. Mais le
lemme suivant montre que ce n’est pas le seul critére.

Lemme 2.3.3. Soient un réel B > 1 et un entier M > 1. Si > M + 1, alors le spectre
Sa,, (B) n'est pas dense dans R.

Démonstration. Montrons qu’on peut minorer les modules des éléments non nuls du spectre
par une constante. Pour tout n € N et pour tout polynéme P de degré n et a coefficients
dans A/, on a

n—1
|P(B)| > B" = Mp'
=0
_pgn 1-p"
_y _Ml—ﬁ
_ -1 1—p"
=51 TMEo
BB -1-M)+M
- 1
S B-1-M)+M
> -1
On en déduit que Sa,,(8) N (—1,1) = {0}, donc S4,,(B) n’est pas dense dans R. O

1.

Passons au théoréme [2.3.8| caractérisant les spectres qui sont denses dans R. Il est basé
sur un résultat représentant un progrés considérable dans I’étude de la densité des spectres
et démontré par Drobot [26]. Donnons alors un peu de contexte concernant ce résultat.
Tout d’abord, il fait intervenir la notion de termes en commun de deux polynomes, définie
ci-dessous.

Définition 2.3.4. On dit que deux polynémes Pj(x) et Py(z) ont un terme en commun
s'il existe n € N tel que les coefficients de 2™ dans P;(x) et Py(x) ne sont pas nuls.
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Exemple 2.3.5. Les polynomes P(z) = 22 + 1 et Q(z) = 2® + 22? ont un terme en
commun, a savoir 22, tandis que les polynéomes P et Q'(z) = 2° — z n’en ont pas.

En 1973, Drobot [26] était préoccupé par la question suivante, posée par Parnes. Sup-
posons qu’on effectue une marche dans R commencant a 0 et ou le n-iéme pas est de la
forme —(™,0, ™ pour un réel 5 fixé. On commence alors sur 'origine (le point 0) et &
I'étape 0, on choisit de faire un pas de —f°%, de 0, ou de B°. En d’autres mots, si R est
représenté sur un axe, on peut se déplacer d'une distance de 1 vers la gauche, vers la droite,
ou ne pas se déplacer. A la prochaine étape, on peut effectuer les pas —3, 0 ou 3 et ainsi
de suite. Une telle marche est illustrée a la figure 2.6

LY

55 -50-45 24 35 23 55 B 15 5 05 0

P
>
Tl
ot

o2
bt
ot

ot
“4
al

>t
b
(&S
e

FIGURE 2.6 — Un exemple d’une marche dans R ou f = 2. On commence a 'origine et on
fait un premier pas 8 = 1 vers la droite. Cela est suivi des deux pas vers la gauche de
—B = —2 et —3% = —4 respectivement. On termine avec un pas de 3% = 8 vers la droite.

La question est alors de savoir quels sont les points desquels on peut s’approcher avec
une précision arbitrairement grande. Une marche a n pas (n € N) est de la forme

ag + alﬁ + a2ﬁ2 + -+ an,lﬁ’”*l a; € {—1,0, +1} Vi € {0, 1,...,n— 1} (232)

Il s’agit en toute évidence des éléments d’un spectre de la forme S4,(5) si on impose 3 > 1.
La question peut donc étre reformulée comme la recherche de points d’accumulation d’un
spectre. Drobot a alors montré que dans certains cas, tous les nombres réels peuvent étre
approchés de cette facon. En d’autres mots, Drobot cherchait des critéres suffisants pour
que le spectre Sy, () soit dense dans R. Dans son raisonnement, il a montré que la question
de densité est liée au point 0 d'un spectre de nombres en formulant une version plus faible
du résultat suivant [26].

Proposition 2.3.6. Soient un réel B > 1 et un entier M > 1. Le spectre Sa,,(B) est dense
dans R si et seulement si 0 est un point d’accumulation de Sa,, ().

Remarque 2.3.7. Drobot [26] avait démontré cette proposition dans le cas ou M = 1.
On a adapté la preuve pour le cas général.

Démonstration. Notons P 'ensemble des polynémes dont les coefficients sont bornés en
module par M et soit P(t) = {P(t) | P € P}. La condition est trivialement nécessaire.
Montrons alors qu’elle est suffisante. Supposons que 0 est un point d’accumulation de
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Sa,, (B8). Montrons que pour tous n,k € N, il existe un entier m > n et un polynéme
P € P tel que
gt < gmP(B) < B (2.33)

Comme 0 est un point d’accumulation de Sy,, (), il existe un polynoéme P € P tel que
0 < P(B) < B~* . Il suffit alors de choisir m > n tel que 3~* ™1 < P(B) < g+ ™,
Remarquons que si P € P, alors +2" P(x) est aussi dans P.

Fixons maintenant k& € N et construisons de facon récursive une suite de polynémes
(P,)n>1 dans P qui n’ont pas de termes en commun et dont chaque polynéome vérifie

B < Py(B) < 7R (2.34)

Soit P, € P vérifiant . Si Pi,..., Py ont été définis, n’ont pas de termes en commun
et vérifient (2.34), soit n un entier tel que n > max{deg(P,),...,deg(Py)}, m > n et P
un polynéme vérifiant (2.33). Alors on pose Pyiq(z) = ™P(z). Vu la construction, pour
tout NV € N, les polynomes ainsi définis n’ont pas de termes en commun et vérifient donc
P+ ---+PyePet

NPT < P(B)+---+ Py(B) < N5

Comme N et k sont quelconques, on en déduit que tout nombre réel peut étre approché
par des éléments de P([3).
]

Cette propriété suggére qu’il y a une facon plus directe de déterminer si un spectre
est dense dans R. Une réponse compléte a la question de densité a finalement été donnée
dans [36] par Feng en 2016 en utilisant le résultat de Drobot et la caractérisation des
spectres ayant des points d’accumulation.

Théoréme 2.3.8 ([|36]). Soient un réel B > 1 et un entier M > 1. Le spectre Sa,, () est
dense dans R si et seulement si f < M + 1 et si B n’est pas un nombre de Pisot.

Démonstration. Vu la proposition on sait que I'ensemble Sy, (5) est dense dans R
si et seulement si 0 est un point d’accumulation de S4,,(3). Vu la proposition le
spectre Sy4,,(f) n’a pas de point d’accumulation fini si et seulement si 0 n’est pas un point
d’accumulation de Sg4,,(3). De plus, vu le théoréme Sa,, (B) aun point d’accumu-
lation si et seulement si f < M + 1 et si § n’est pas un nombre de Pisot. On en déduit
I’équivalence souhaitée. O
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2.4 Distance entre les éléments consécutifs d’un spectre

Rappelons qu’on a fixé les alphabets
Ay ={-M,-M +1,...,M} et By = {0,1,..., M}

pour tout M € N. Considérons le M-spectre Sg,, (). Remarquons que dans un intervalle
de la forme [0, "], il existe au plus M™ éléments de Spg,,(8) (cf. [82]). Tout intervalle
borné ne peut donc contenir qu’un nombre fini d’éléments du M-spectre de 5. Autrement
dit, 'ensemble Sp,,(8) est discret. Comme cet ensemble est en plus dénombrable, on peut
ordonner ses éléments et les énumérer dans un ordre croissant :

0=y <y <yt <o
Si le contexte est clair, on s’autorise a écrire
O=gyo<y1 <ya<---.
On s’intéresse maintenant a la distance entre deux éléments consécutifs de ce spectre.

Exemple 2.4.1. Considérons le nombre d’or ¢ et le spectre Sp,(¢). En énumérant les
polynomes de degré au plus 2 et en les évaluant en ¢, on trouve comme premiers éléments
de ce spectre :

0,1,0,0+1,6% 6" +1,6" +o+1,...
Cela est illustré a la figure 2.7

FIGURE 2.7 — Les premiers éléments du spectre Syo13(¢).

Définition 2.4.2. On définit
Cy(B) = liminf (yri1 — k)
k—oo

Ly (B) = lim sup(yr41 — Yk)-

k—o0

Ces valeurs ont été étudiées depuis le début des années 1990 pour déterminer sous
quelles conditions yx+1 — yx — 0. L’intérét de la valeur limite 0 sera expliqué dans la
section : « Développements universels » ot on présente comment Erdds et Komornik
appliquaient leurs résultats sur la suite (yx411 — Yk)ren & un probléme en numération. La
présente section est organisée comme suit. Dans un premier temps, on étudie les cas ou
Cp(B) = 0. Ensuite on traite le cas Ly () = 0 et on discute d’autres bornes ou des valeurs
exactes de £y (B) et Ly (B).
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2.4.1 Etude de KM(B)

La premiére question traitée ici est de savoir quand £,,(5) = 0. Erdds et al ont remarqué
qu’on a l'égalité suivante.

Lemme 2.4.3 ([34]). On a (3(5) = infy(yrs1 — yx) pour tout M € Ny et B € R avec
B > 1, ot la suite (yr)ren est la suite des éléments du spectre Sp,,(8) comme définie au
début de cette section.

Démonstration. Par définition de la borne inférieure, on a £,(5) > infy(yr41 — yx). Pour
montrer 'autre inégalité, il suffit de démontrer que pour tout réel € > 0 , il existe des
entiers arbitrairement grands i et j avec ¢ < j vérifiant y; — v; < infy(yr41 — yx) + € car
alors en particulier, on a y;41 — v < y; — v < infy(yr+1 — yx) + € Solent donc € > 0 et
k un entier tel que yry1 — yr < infx(yrs1 — yx) + €. Alors pour tout entier n, les nombres
8" + ypr1 et 8" + yi sont des éléments du spectre Sp,, (/). 1l existe donc des entiers 1, j
vérifiant y; = 8" +yry1 et yi = 8" +yp. On a donc y; —yi = Yrr1 — Yo < infr(yrr1 — ) +e.
Comme 7, 7 — 00 si n — oo, on peut conclure. O

Feng 36, p. 182] et Akiyama et Komornik [9] ont constaté qu’on a l’équivalence suivante.

Proposition 2.4.4. Soient M € Ny et § € R avec 5 > 1. Alors {y(8) = 0 si et seulement
si 0 est un point d’accumulation de Sa,,(3).

Démonstration. Vu le lemme [2.1.5] on a

SA]VI(ﬁ) = SB]\/I (ﬁ) - SB(ﬂ) (235)

Par définition, le point 0 est un point d’accumulation de Sy, (5) si et seulement si pour
tout ¢ > 0, Pintervalle S4,,(8)N] — €, n'est pas vide. Vu (2.35)), pour tout & > 0, il
existe dans ce cas deux éléments de Sp,,(5) dont le module de la différence est inférieur
a €. En particulier, il existe un indice j € N tel que y;11 —y; < €. On en déduit que
infg(yrr1 — yx) < €. Comme € peut étre choisi arbitrairement, on a infg(yx 1 —yx) = 0. On
peut alors conclure on appliquant le lemme [2.4.3 O]

Ceci établit directement un lien avec les sections précédentes. Vu les résultats démontrés
dans ces sections, on peut directement lier £,;(5) aux points d’accumulation de Sy, () et &
sa densité. La proposition donne alors une réponse a la premiére partie de la question
de cette section qui était de caractériser les paires (3, M) pour lesquelles £5/(f) = 0. On a
donc le résutat suivant :

Proposition 2.4.5 ([36]). On a {3(8) = 0 si et seulement si B < M + 1 et si 5 n’est pas
un nombre de Pisot.

Démonstration. La proposition implique que £3/(5) = 0 si et seulement si 0 est
un point d’accumulation de Sa,,(3). Vu la proposition [2.3.6] le nombre 0 est un point
d’accumulation du spectre Sa,,(5) si et seulement si ce spectre est dense dans R. Or le
théoréme affirme que Sy,,(8) est dense dans R si et seulement si § n’est pas un
nombre de Pisot et f < M + 1. Ceci permet de conclure. ]
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Parcourons néanmoins une partie de la littérature sur ce sujet et présentons les résultats
partiels les plus marquants. Les preuves de ces résultats étant courtes, elles seront également
incluses. La propriété suivante est une généralisation d’un résultat de Drobot qu’il a publié
dans [26] en 1973.

Proposition 2.4.6. Soit M un entier non nul. Si f €]1, M + 1] n’annule pas de polynome
a coefficients dans Ay, alors (y(B) = 0.

Remarque 2.4.7. Les premiers résultats concernant ¢),(/5) = 0 traitaient souvent le cas
ou  €]1,2[. Drobot [26] a ainsi démontré la propriété [2.4.6| pour le cas ou M = 1. La
preuve pour le cas général, présentée ci-dessous, est basée sur le méme raisonnement.

Démonstration de la proposition [2.4.6, On reprend ici les notations de la proposition [2.3.6
Rappelons alors qu’on note P ’ensemble des polynomes dont les coefficients sont bornés
en module par M. Vu la proposition [2.4.4] il suffit de montrer que 0 est un point d’accu-
mulation de Sy,,(/5). Soit alors € > 0, P, le sous-ensemble des polynémes de P de degré
au plus n et P;” I'ensemble des polynomes de P, ayant des coefficients dans Bj;. Alors il
existe (M + 1)"™! polynomes dans P;". Soit P € P;". Alors

ﬁn-ﬁ-l -1
-1
Si PQ€Pret P#Q,alors P—Q € P, et P(8)# Q(S) car par hypothése, 5 n’annule

pas un polynome a coefficients dans Ay;. Comme il existe (M + 1) tels polynomes, le
principe des tiroirs implique qu’il existe deux polynémes P, # Q, € P;’ tels que

0<PB)<MA+---+p5") =M

BnJrl -1

Comme 1 << M+1,0na
ﬁn—&—l_l

(M+1)"(B—1)
pour n suffisamment grand. Cela montre que 0 est un point d’accumulation de Sa,,(3) et
peut conclure. O

<e€

Une autre réponse partielle a été donnée par Bugeaud. Cette proposition est basée sur
les techniques utilisées par Frougny en 1992 (cf. [40]) qui sont présentées dans I’annexe

Proposition 2.4.8 (|21]). Si 5 n’est pas un nombre de Pisot, alors il existe un entier M
tel que Uy (B) = 0.

Démonstration. Vu la remarque [2.4.4] il suffit de trouver un entier M tel que que 0 est
un point d’accumulation de Sy, (5). Supposons que S n’est pas un nombre de Pisot. Vu
la proposition il existe un entier ¢ > 1 tel que le nombre de restes de la division
euclidienne par = — 3 des polynomes associés aux mots de LF(Z(f3,c)) est infini. Or dans

ce cas, ces restes sont majorés en module par 521' Fixons ¢ > 0. On peut découper
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lintervalle [O, ﬁ} en un nombre fini d’intervalles de longueur au plus . Comme on a

un nombre infini de restes bornés, le principe des tiroirs implique qu’il existe deux restes

_<

se trouvant dans le méme intervalle du découpage de |0 . En d’autres mots, il existe

) B—1
deux polynéomes P(x) et Q(z) a coefficients dans {—c,...,c} et de degré borné par un
entier D satisfaisant

07 [P(B) —Q(B)] <e,
c’est-a-dire
D D
0# D) aB =Y | <e,
i=0 =0

o €,¢; € {0,1,...,2c}. Vu le lemmme 2.1.5, cela montre que pour tout e > 0, il existe un
élément du spectre Sa, (5) inférieur a e. Vu la proposition on en tire que lo.(8) = 0.
En posant M = 2¢, on peut conclure. O

Ces deux derniers résultats se ressemblent. Ils utilisent tous les deux le principe des
tiroirs pour montrer que 0 est un point d’accumulation du spectre Sy,, (/) pour un certain
entier M, ce qui implique £,;(5) = 0. Ces faits mettent encore en évidence I'importance du
point 0 d’un spectre. En 1998, Erdos et Komornik ont démontré dans [35] les propriétés
suivantes, qui améliorent les résultats de Bugeaud (cf. [21]).

Proposition 2.4.9 ([35]). Si 8 est un nombre de Pisot, alors Ly (8) > £y (B8) > 0, pour
tout entier M > 1.

Démonstration. Supposons que [ est un nombre de Pisot. Alors vu la proposition [2.2.6] le
spectre Sa,, () n’a pas de point d’accumulation. En particulier, le nombre 0 n’en est pas

un. La proposition implique alors que £3,(3) > 0. O

Bugeaud [21] a formulé une caractérisation des nombres de Pisot de l'intervalle |1, 2].
La proposition permet d’en donner une démonstration alternative, valant pour tous
les nombres de Pisot.

Proposition 2.4.10. Le réel B est un nombre de Pisot si et seulement si {yr(5) > 0 pour
tout entier M.

Démonstration. La condition est nécessaire : Si 5 est un nombre de Pisot, alors vu la pro-

position on a lp(3) > 0.

La condition est suffisante : Il découle de la contraposée de la proposition que si
Cr(B) > 0 pour tout M € N, alors S est un nombre de Pisot. ]

Le résultat suivant montre encore a quel point Erdds et Komornik ont fait des pro-
grés dans 'étude des spectres. Comme la proposition [2.4.5] améliore I'énoncé suivant, la
démonstration sera omise.

Proposition 2.4.11 ([35]). Si 8 n'est pas un nombre de Pisot, alors €y () = 0, pour tout
entier M > [5— %-‘ + (B —1].



CHAPITRE 2. LES SPECTRES DE NOMBRES 29

Ici aussi, Erdos et Komornik croyaient que cette borne n’était pas optimale. Leur doute
était basé sur le point (b) du lemme [2.4.12]

2.4.2 Etude de Ly ()

En ce qui concerne Ly (5), il n’existe que des résultats partiels jusqu’a présent. Com-
mencons avec ceux d’Erdds et Komornik, démontrés en 1998.

Lemme 2.4.12 ([35]). (i) Si M > 3 — 1, alors yx+1 — yx < 1 pour tout k. En particulier,
Ly (B) < 1.

(11) Si M < B —1, alors ypy1 — yx > 1 pour tout k. De plus, yrp11 — yr, = 1 pour une infinité
d’indices k donc Ly (8) = 1. En particulier, Ly (3) > 1.

Démonstration. Pour tout réel 5 > 1 et pour tout entier M > 1, définissons la suite (xy)gen
comme suit. Pour tout k£ € N, soit

k=e+ea(M+1)+e(M+1)*+-- +e,(M+1) (2.36)

sa représentation dans la base (M + 1), avec p € N. On a alors ¢; € {0,1,..., M} pour
tout i € {0,1,--- ,p} (Err: {0,1,...,p}). Posons

M =t e+ e (M 1)

Alors kg = 0, 2 — 00 si k — oo et les suites (2 )ken €t (Yx)reny appartiennent au méme
spectre Sy,, (5).

Remarquons également que chaque y, correspond & un z; pour un certain k, car k
parcourt tout N et engendre donc tous les mots de B}, ;. Cependant, la suite (z)ren n’est
pas forcément strictement croissante et peut avoir des éléments qui se répétent. En effet,
considérons 'exemple suivant. Si § = ¢ est le nombre d’or, considérons les mots 011 et
100. Notons m = mp41(011) et n = mpr41(100). Remarquons que n > m car les systémes
de numération & base entiére préservent 'ordre. Cependant, x,, = ¢*> = ¢ + 1 = x,,, ce qui
montre que la suite n’est pas strictement croissante et que des éléments se répétent.

Pour démontrer le premier point, il suffit de montrer que xp,; — xx < 1 pour tout
k € N. En effet, si cela est vrai, alors comme xy = 0 et comme x; — 00, tout intervalle
la,a + 1] de longueur 1 ot @ > 0, contient au moins un des z et donc aussi un des y;. En
particulier, pour chaque k, U'intervalle [y, yx + 1] contient au moins un y, pour un entier
¢ > k. Ceci implique yr11 — yx < 1. Soit alors

T = €+ €18+ 5B + -+ 4 eg(M + 1)1

et soit j le plus petit entier tel que €; > €;. Si p < g, ot p est donné par 1) alors on
étend la représentation de k avec des 0 & gauche pour qu’ils soient de la méme longueur.
Remarquons qu’en ajoutant 1 & k, on crée potentiellement un report. Alors 7 marque la
position de I’epsilon qui absorbe ce report. Autrement dit, pour tout ¢ < j, on a ¢, = M et
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€; < M. On en déduit que pour tout i < j, on a €; = 0 et €; = ¢; + 1. De plus, pour tout
i>j,onace; =e¢. Alors

f(B—-1—M)+M

Tppr—ap = = MF T+ B ) = 51

BI(B—1—M)+M
51

Or le maximum de est en 7 = 0, on trouve donc que

FB-1-M)+M _,
51 =

ce qui permet de conclure.
Passons au deuxiéme point et supposons que M < g — 1. En procédant de la méme
fagon que pour le point (i), on a encore

BB —1—M)+M
p-1 '

Thpy —ap=F = MET 4+ 1) =

B(B—-1—M)+M
g—1
J(R 1 —
F(B-1-—M)+M -1
f—1 B
Les éléments de la suite (zy)ren ne peuvent donc pas se répéter et on en déduit que y, = zj
pour tout entier k. On a donc

Or comme le minimum de est en 7 =0, on trouve que

Ykt1 — Yk = 1 (2.37)

pour tout entier k. Il reste & montrer que yr.1 — yx = 1 pour une infinité de d’indices k.
Pour tout entier n > 1, soit k tel que yr = [". Alors yxy1 > " + 1, vu . Comme
" +1 est un élément du spectre Sg,, (), il appartient & la suite (yx)gen. On peut conclure
que Y1 = B + 1, c’est-a-dire yp11 — yp = 1. ]

Ce lemme donne déja des informations importantes sur la structure d’un spectre. Le
point (i) donne une condition suffisante pour que la distance entre deux éléments d’un
spectre soit bornée. Deux points consécutifs ne peuvent donc pas étre arbitrairement éloi-
gnés. On dit alors que le spectre est relativement dense. Ce concept sera appliqué dans la

section 3.3
Lemmes techniques

Les trois lemmes techniques qui suivent seront utiles pour démontrer la proposition
2.4.18| fournissant une condition suffisante sur le couple (5, M) pour que Ly (8) = 0.
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Lemme 2.4.13 (|35]). Soient ug < uy < -+ ,vg < vy < -+ el 29 < 21 < --- trois suites
réelles croissantes telles que chaque somme uy+v, apparait dans la suite (2;);en. Supposons
que ensemble {uy — uelk,l = 0,1, € N} a un point d’accumulation fini a, que vy — +00 et
que la suite (Vg1 — Vg )gen €st bornée par une constante b. Alors iminfy_, o (2x41 — 2x) = 0.

Démonstration. Soit (u))ren une sous-suite de (uy)ren telle que les différences s, — ub,
sont toutes différentes et appartiennent a Uintervalle Ja — 1,a + 1[. Fixons un entier N
suffisamment grand et soit v un réel tel que v > ub, + v pour tout n € {1,2,..., N?}. Le
but est de trouver des éléments de la suite (zj)ren dont la distance est inférieure a % pour

une certaine constante C. Vu la définition de b, pour tout n € {1,2,..., N?}, il existe un
élément v/, de la suite (vg)ren tel que pour tout n € {1,2,..., N2},
V< Uy, + v, 7 +D (2.38)

Vu le choix de la sous-suite (u})ken, on a pour tout n € N
a—1<uy, ;4 —uy, <a+l (2.39)
Vu (2.38), on a pour tout n € {1,2,..., N?}
a+vy—1<uy, 1 +v,<a+v+b+1 (2.40)

Remarquons que les nombres uj, + v}, u, ,; + v}, appartiennent tous a la suite (zj)ren-
Distinguons maintenant le cas ou il existe au moins N éléments différents u),, +v], vérifiant
(2.38) et le cas ou il existe au moins N termes égaux.

Cas 1 : il existe au moins N nombres différents uj, + v/, vérifiant ([2.38)), alors la différence
entre ces éléments est bornée par b. Par le principe des tiroirs, il existe alors deux éléments
dont la différence est majorée par % On a donc

b

<5 (2.41)

i%f(zk—&-l — 2)

Cas 2 : S’ existe au moins N termes égaux, alors vu le choix de la suite (u})gen, les

sommes correspondantes u, | + v}, dans (2.40) sont toutes différentes et leurs différences

sont bornées par b + 2. Par le principe des tiroirs il existe alors deux éléments dont la
b+2

différence est majorée par = et on a donc

. b+ 2
— < —
nf(zen —2) < =

De plus, cette derniére inégalité est aussi vérifiée dans le premier cas. Comme cela est vrai
pour tout entier N, on trouve, en laissant tendre N vers l'infini que

il;glf(Zk+1 - Zk) = 0.

Or vu le lemme on a () = infx(zx11 — 2x) ce qui permet de conclure. O
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Pour continuer leur étude de Ly (3), Erdos et Komornik ont généralisé les suites
(y,f’m)keN de la facon suivante :

Définition 2.4.14 (|35]). Si 8 > 1 est un réel et si T = (7});en est une suite d’entiers,
soit (y,f’T)keN la suite strictement croissante de tous les réels y qui ont au moins une
représentation de la forme

y=eteaf+-+ep"

pour un n > 0 et des coefficients ¢; € {0,1,...,T;} pour tout i € N. On a alors
T T T
0=yo" <yl <y’ <.

Remarque 2.4.15. Si T' est la suite constante dont tous les éléments sont égaux a un
entier non nul M, alors on retrouve la suite (y;"" )zen.

Dans ce qui suit, on suppose que 7; > 1 pour une infinité d’indices 7. Dans ce cas,
y,f’T—>oosik—>oo.

Lemme 2.4.16 ([35]). Si U = (U,);en est une suite périodique de période d et si 3¢ < U,+1
pour un certain a, alors y,f;rl -y, < B pour tout k.

Démonstration. Notons m I'élément U, de la suite U. La preuve de ce résultat est analogue
a celle du lemme [2.4.12] Posons pour tout £ € N

T, = GOﬁa +€Z‘Ba+d+ 625a+2d+ . _'_Epﬁa—&-pd,

ouk=e+e(m+1)+e(m+1)2+---+¢e,(m+1)P est la représentation de k dans la base
m+ 1. Cette construction a un sens car la suite B est périodique de période d et pour tout
n, €, € {0,1,..., Usina} = {0,1,...,m}. Alors tous les éléments z; apparaissent dans la
suite (y,”f’U)keN et xp — oo si k — oo. Il suffit alors de prouver que z,1 — z; < 8 pour
tout £ > 0. Pour un k£ donné, notons n le plus petit entier tel que ¢, < m = U,. Comme
dans la preuve du lemme [2.4.12] si on ajoute 1 a k, alors I'entier n représente la position
ou le report sera absorbé dans la base m + 1. Alors

Ba—l—nd_'_ﬁa _ <5d_ 1 _m)6a+nd+mﬁa -

n—1
. _ pat+nd_ a+id __ patnd__ ¢
Tpp1— T = 3 m;ﬁ =p m Bl —1 pgd—1 =7
d_1_ a+nd a . :
car LITImmIBTEmEY L ekeint sont maximum B¢ en n = 0. N

BT

Lemme 2.4.17 (|35]). Soient T,U,V et W des suites périodiques vérifiant les propriétés
sutvantes :

(i) Lensemble YPT = {y)" — y> |k, £ € N} a un point d’accumulation.

(i1) La suite (y/,f_’g1 — 4P een est bornée.

(i1i) La suite (y,’f;‘/l — 4P Vren est bornée.

(iv) Ona TH+U+V <W .
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Alors
y,fﬂ/ — P 5051k — . (2.42)

Démonstration. Ce lemme est démontré en trois étapes. Les deux premiéres consistent a
extraire des sous-suites de (y,f’T+U)k€N, qui permettent de conclure dans I’étape 3. Soit M
une période commune des trois suites T, U, V. Alors T+ U et T'+U +V ont aussi la période
M.

Etape 1 : Soit ¢’ > 0. Alors il existe une sous-suite (z)g>1 de (y
(a) Sii# j, alors z; et z; n’ont pas de terme en commun,
(b) o’ < 295 — 29501 < ﬂMOJ Vi € Ng.

On construit la suite (zx)reny de proche en proche en appliquant plusieurs fois le lemme

. Si on ’applique un premiére fois avec u, = y,f’T, Vg = y,f’U et zp = y,f’T+U pour tout

k € N, on trouve deux entiers £ < k < 0 tels que 0 < yf’TJrU—y,f’TJFU < ¢’. On peut supposer

que ces deux éléments n’ont pas de termes 3° en commun (il suffit de les remplacer par 0

s’il y en a). Soit j un entier strictement positif tel que o’ < 7™ (yf’TJrU - y,f’TJrU) < Mo

B,T+U
k

T -
,f’ +U)keN vérifiant

et posons z; = (My L2 = My TV Ces deux éléments appartiennent a la suite

<yf ’T+U> par la définition de M et satisfont (a) et (b). On définit les termes suivants
ieN

de la suite (2,)nen par induction.

Soit alors n € N et supposons que z; < --- < 29, ont été définis et satisfont (a) et (b).
Fixons un entier positif N tel que Y™ > z,,. Alors aucun des nombres z; < -+ < Za,
contient un terme de la forme (3° avec ¢ > NM. En appliquant encore une fois le lemme
2.4.13] on trouve des indices ¢ > k > 0 tels que

0 < yéiTJrU . yllj,T+U < B—NMO_/‘

On peut également supposer qu’ils n’ont pas de terme en commun. Soit j un entier positif
tel que B~NMq! < BIM (21U _ o8 THUY  gM g=NMs/ - On pose alors

B(N+j)My£7T+U 5(N+j)M f,TJrU.

Zon+1 = y  Roan42 = Y

Alors 29,11 et z3,,0 appartiennent a la suite (ylﬁ ’T+U),~6N par la définition de M, ils n’ont
pas de terme commun et ils n’ont pas de terme 3* avec i < NM. De plus,

/ M _/
0 < Zopgo — Zonp1 < SO

Les propriétés (a) et (b) sont donc vérifiées.
Etape 2 : Montrons que si (i) est vrai, alors pour tous ¢ > 0 et ¥ > 0, il existe une

. T+U
sous-suite wg, wy, ..., w; de (y,’f + ) telle que
keN

(¢) 0 <w; —w;—1 <o pourtout i € {1,2,...,7},
(d) w; — woy > 2.
Soient o > 0 et X > 0. Construisons d’abord une suite (z;)r>1 comme dans I'étape 1 avec

o' = B Mg, Soit maintenant un entier j > 0% et définissons wo, wy,...,w; de la facon
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suivante :

U)O:21+23+Z5+"'—|—sz,3+22j,1,
Wy = 2+ 23+ 25 + 0+ 2953+ 2251,

IUQ:ZQ+Z4+Z5+"'+22j_3+22j_1,

wj,1 — 29 + Z4 -+ 26 + -+ 22]‘,2 -+ 223;1,

W; = 29+ 24+ 26 + - + 2952 + 295.

Vu (a), les nombres w; appartiennent tous a la suite (y,’f ’T+U) . Les propriétés (c) et (d)
keN
découlent de (b). En effet, w; — w;_1 = 2z9; — 29;_1 et donc
0<o <w—w_; < Mo’ =0,

pour tout ¢ € {1,2,...,j}. On a également w; — wy > jo’' > 3, ce qui permet de conclure
pour I'étape 2.

Etape 3 : Vu 'hypothése (7i7), la suite <y£’+v1 — yf"/)k a une borne supérieure finie

- eN
Y. Fixons ¢ > 0. Vu I'étape 2, il existe une sous-suite finie wg,w;,...,w; de la suite
<y,’f’T+U) vérifiant (c) et (d). Comme 37" = 0 et (y,erVl - y,fv> < ¥ pour tout k € N,

keN

tout intervalle fermé I C [wp, oo de longueur o contient au moins un nombre de la forme

y,f’v +w;. Tous ces nombres appartiennent a la suite (y,f’T+U+V)k€N et donc, vu ’hypothése
(iv), aussi a la suite <y,f’w) . On a alors
keN
lim sup y,”fﬂ/ — y,f’w <o.
k—o0
Comme o peut étre arbitrairement petit, on peut conclure. O

Cas dans lesquels Ly () =0

On a maintenant les outils nécessaires pour étudier Ly (). Le premier résultat ci-
dessous donne des conditions suffisantes pour que Ly (5) = 0.

Proposition 2.4.18 (|35]). Si 8 n’est pas un nombre de Pisot, alors {y(B) = Ly (5) =0
pour tout M > [/B - %—‘ +2[p —1].

Démonstration. Appliquons le lemme [2.4.17| avec les suites constantes

1
B

Pour pouvoir appliquer ce lemme, il faut vérifier que

T = [ﬁ— —‘,U:V:[/J’—H,W:M.
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(i) L’ensemble YPT = {yP" — %7 | k¢ € N} a un point d’accumulation.

(17) La suite (y,ffl — y7%) ke est bornée.

(737) La suite (y,erVl — 7YY e est bornée.

(iv) OnaT+U+V <W.
Vu le théoréme[[|[2.4.5] on a £7(3) = 0 si et seulement si 3 n’est pas un nombre de Pisot et
B < T + 1. La condition (i) du lemme est donc vérifiée. Les conditions (i) et (ii7)
sont vérifices vu le point (i) du lemmeM (si U > B — 1, alors y,ferl —yp¥ <1)etla
condition (iv) découle de la définition de M. On peut alors appliquer le lemme et
on en déduit que

yiM =y = g Y S 0si koo
En d’autres mots, ¢3/(8) = Ly (B8) = 0. ]

Remarquons que dans les conditions de la propositions on a toujours M >
3. En effet, comme 8 > 1, on a 87! < 1 et donc B — B! > 0 ce qui implique que
[3— 371 > 1. De plus 3 > 1 implique que 8 —1 > 0, donc [ — 1] > 1. On en tire que
M > [B—B71] +2[B —1] > 3. Ceci est illustré a la figure 2.8

Si on restreint les valeurs possibles de [, alors on peut améliorer la borne sur M.

Proposition 2.4.19 ([35)). 5i 1 < 8 < 21 et si 3 est différent du deuzieme nombre de
Pisotf| po & 1.380, alors {y(8) = La(8) = 0 pour tout M > 1.

Remarque 2.4.20. Erdos et Komornik ont démontré ce résultat pour le cas ou M = 1.
On adapte légérement la preuve donnée dans [35] pour le cas général.

Démonstration. Considérons d’abord le cas ou 8 < 2% et B n’est pas un nombre de Pisot.
Ce cas exclut uniquement deux nombres de Pisot. En effet, le troisiéme nombre de Pisot
est p3 &~ 1,443 qui est plus grand que 21,

Appliquons le lemme pour les suites T, U,V définies par

T — M.siiestpair U — M.si4|z'—1 V- M.si4\i—i—1
0 sinon 0 sinon 0 sinon

pour tout i € N et W par la suite constante W = M. Vérifions qu’on peut effectivement
appliquer ce lemme. Remarquons tout d’abord que 5 — % = 1 si et seulement si = ¢, le

nombre d’or. Comme (5% < /2 < ¢, on a
1
62 — @ <1< M,

donc la proposition [2.2.14| (le spectre Sa,,(3?) a un point d’accumulation pour tout M >
52—% si 32 n’est pas un nombre de Pisot) implique que S4,,(3%) a un point d’accumulation.

4. Dans [35], Erdos et Komornik ont appliqué la proposition

5. Erdos et Komornik suspectaient que la propriété reste vraie pour le deuxiéme nombre de Pisot
également, mais selon Komornik, ils ne sont pas parvenus & le démontrer car la mort d’Erdds a interrompu
leurs travaux (cf. [35]).
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FIGURE 2.8 — Le graphe de la fonction f: R — R : z — [z — 1] + 2[z — 1] restreinte &
]1, 400

Rappelons que Ty 1 = 0 et Ty; = M pour tout i, donc YT = S, (5?). Ainsi T vérifie la
condition (i) du lemme . Les suites U et V sont de période 4 et f* <2< M +1 =
Ui +1= V34 1. En appliquant le lemme [2.4.16|avec d = 4 et a = 1 ou a = 3, on trouve
que y,ffl — y,f’U < pBlet y,fjrvi — y,f’v < B3 pour tout k. Les suites U et V vérifient donc les
conditions (i7) et (:74) du lemme De plus, T+ U + V = W, donc la condition (iv)
est également vérifiée. En appliquant le lemme [2.4.17, on trouve que

M M W W .
y£+1 —Z/;'f =yf+1 —y,’f — 0si k — oo.

En d’autres mots, £3/(8) = Ly(8) = 0 ce qui permet de conclure.
Il reste a prouver que y;, 7} — ¥, — 0si 8 est la racine carrée du premier nombre de

Pisot p; ~ 1, 325. Dans ce cas, 8° ~ 1,525 donc V2 < 3° < # De plus /3% n’est pas un
nombre de Pisot car ps ~ 1,502 < % < pg ~ 1,534. Appliquons le lemme [2.4.17] avec

Ti:{MSiSU Ui:{Msi?)h'—l Vi:{Ms13|i+1

0 sinon 0 sinon 0 sinon
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pour tout i € N et ot W est la suite constante W = M. Par le théoréme [2.2.14] le spectre
Sa,, (8%) a un point d’accumulation fini. Comme précédemment, la suite T vérifie alors
la condition (i) du lemme On a a nouveau T+ U + V = W donc la condition
(iv) de ce lemme est également vérifice. En appliquant le lemme avec d = 3 et
a =1 oua = 2, on voit que les conditions (ii) et (i77) sont également vérifiées parce que
<2< M+1=U;+1=V,+1. On peut donc appliquer le lemme ce qui permet
de conclure comme dans le cas précédent. ]

Pour un alphabet trop petit, la valeur de Ly;(f) vaut au moins 1, comme en témoigne
la proposition suivante.

Proposition 2.4.21 ([35]). Si M < 3 —
k. En particulier, Ly/(5) > 1> 0.

%, alors Ypr1 — yr = 1 pour une infinité d’indices

Démonstration. Pour tout j € N, considérons l'intervalle

L =]M(1+ B2+ B oo 4 %) = 1L, M(L+ 57+ B 4 - 4 7).

Remarquons que ces intervalles sont deux a deux disjoints. Pour démontrer le résultat, il
suffit de montrer que si M < 3 — %, alors aucun des ces intervalles contient un élément de
la suite (yx)ren. En effet, les bornes de ces intervalles de longueur 1 sont des éléments du
spectre. Si ces intervalles ne contiennent aucun élément du spectre, alors les bornes des I;
sont deux éléments consécutifs de Sy, (/).

On procede par 'absurde et on suppose qu’il existe un intervalle /; contenant un élément
Yk, ol j est minimal. Alors j > 1. En effet, comme M < [ — %, on a > M, donc les
M + 1 premiers éléments de la suite (yx)ren sont ceux qui ne contiennent aucune puissance
de [ :

yOIO,y1 :1,,yMIM

On en déduit que Iy = (M — 1, M) =|ya—1, yum[, qui ne contient aucun y,. Supposons que
yp = €+ e+ -+ €,0" Comme 0 € I;, on peut supposer que €, > 1. Montrons que
n < 2j. Sinon, y;, > YT > M(1+ B2+ B84+ -+ + B%). En effet, comme M < 3 — %, on
a 3> —MpB—1>0donc %T(B%— MB—1)> —M. On a alors

B> M(1+ 8%+ B + -+ B%)
1 — ¥+

11—

[T B> - MB—1) > —M.

e pYT >

Or ceci contredit y € I;. Montrons maintenant que n = 2j et que €3; = M. Sinon, comme
M < 3, 0on a

U S M1+ B2+ 84+ 4+ 5 )+ (M —1)3%
< (M—=1)+ M@+ +---+ BY).
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En effet, M1+ 82+ 84+ + 87 )+ (M -1)BY < (M — 1)+ M(B2+ B+ + %)
est équivalent & 8% — MB —1 > 0. De plus, on a
(52]_1)(62_Mﬁ_1) ZO@ﬁ2j+2—Mﬁ2j+l—/82j—/82+MB+120
& (Y -MpB—1)> Y —Mp -1
& (B2 -1)(B¥ = MB—1)>0.
On en tire que 8% —MB—-1>0< 32— MB—1>0. Orﬁ2—Mﬁ—120carM<6—%.

Ceci contredit a nouveau y; € I;.
Montrons maintenant que €y;_; = 0. Sinon,

v = MY+ 557 2 ML+ 4 B+ -+ 5%,
En effet,
1 — B2j+2
1— 32
& (1= ) (MBY + Y1) > M — MY+
o Mﬂzj +52j—1 _ 62]’-1-1 > M
& BTN - MB—1) > —M.

MBY 4 57 > M(1+ 2+ B+ + 8%) & MBY + g5 > M

Or p¥1(p*—MpB—1)>—M car M < 3 — %, donc le membre de gauche est positif. Ceci
contredit encore y;, € I;. On en déduit que y, — M 3% appartient a la suite (y;)icn, donc
yr — MB* = y, pour un certain indice ¢. Alors y, € I;_;, vu la définition des intervalles
I;_y et I, ce qui contredit la minimalité de j. ]

Akiyama et Komornik ont continué I’étude de Ly, (/) et ont démontré le lemme [2.4.24
[9], établissant un lien entre £y, et Lj,. Pour le démontrer, ils se sont servis des lemmes
suivants rappellant et généralisant respectivement les étapes 2 et 3 dans la preuve du lemme

2417

Lemme 2.4.22. Soient un réel B > 1 et un entier M > 1. Considérons la suite (y,f’M)keN.
Si Ly (B) = 0, alors pour tous o > 0 et 3 > 0, il existe des indices n et N avec n < N tels
que
(i) 0 < y,fff—y,f’M < o pour tout k € {n,n+1,...,N — 1},
.. M
(ii) y*' =y > 5.

Démonstration. L’étape 2 du lemme [2.4.17] implique qu’il existe une sous-suite
Wo, Wiy ..., Wj

de la suite (y,’f’M> telle que 0 < w; —w;—1 < ¢ pour tout i € {1,2,...,j}, wj —wy > X.
keN

Supposons que wy = y>M

{n,n+1,...,N}, ona

et que w; = yf;M. Montrons maintenant que, pour tous ¢ €

M M
yit =M <.
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Soit alors ¢ € {n,n + 1,...,N}. Comme la suite (w;)]_, est une sous-suite de la suite
(Y™ ) ken, il existe un entier £ tel que yﬂﬂ/[, yPM € [wy, wey ). On en tire que yﬁ%—yf’M <0

ce qui permet de conclure. O

Lemme 2.4.23. Soient (ug)ren, (Ur)ken €t (2k)gen trois suites de RY strictement crois-
santes telles que u,, + v, est un élément de la suite (zx)ren pour tous m,l € N. Faisons
également les deux hypothéses suivantes :
(1) Pour tous réels 0 et A fizés vérifiant § < A, il existe des entiers n et N tels que
n < N et que upy —ug < 0 pour tout k € {n,n+1,...N — 1} et uy —u, > A,
(i) On a vy — o0 et la suite (Vg1 — Vk)ren €St magjorée par une constante.
Alors on a zp11 — 2z — 0.

Démonstration. Soit A une constante majorant la suite (vg11 — vg)ren. Vu Phypothése (i),
pour tout § < A il existe des entiers n et N avec n < N tels que tous les intervalles
la,a + 6], avec a > vy + u, contiennent au moins un élément de la forme v; + u,,, donc
un élément de la suite (2x)ren. Comme 0 peut étre arbitrairement petit, on en déduit que
Zk4+1 — Rk —7 0. ]

Lemme 2.4.24 (|9]). Soient un réel § > 1 et un entier M > 1. Si £y (") =0, avec r > 2,
alors Ly (B) = 0.

Démonstration. On ne peut pas avoir 7 > M + 1 car sinon, vu le point (b) du lemme
2.4.12] on devrait avoir £,;(3") > 1. Or cela contredit 'hypothése £5;(5") = 0. On a donc
3" < M + 1. Notons y; "™ les élements consécutifs du spectre Sp,, (6"). Le résultat se
démontre en appliquant le lemme [2.4.23] aux suites

(un)rew = (™), (vk)ren = (Bux) et (z1)ren = (™).

Montrons qu’on peut effectivement appliquer ce lemme. Comme, par hypothése, £,,(5") =
0, on peut appliquer le lemme affirmant que la condition (i) du lemme est
vérifiée. De plus, comme 3" < M + 1, on peut appliquer le point (i) du lemme ala
suite (ug)ken. On trouve alors que ugyq — ur < 1 pour tout entier k£ > 1. En particulier,
Vka1 — Vg = Pugrr — Pup < . On en déduit que toutes les conditions nécessaires pour
appliquer I'étape 3 du lemme [2.4.17] sont vérifiées et on trouve alors que 2.1 — 2 — 0. En
particulier, Ly (5) = 0, ce qui permet de conclure. ]

Feng a déduit la propriété suivante de ce lemme.

Théoréme 2.4.25 (|36]). Si 1 < 8 < m+1 et 5% nest pas un nombre de Pisot, alors

Ly (B) = 0.
Démonstration. Cela découle directement la propriété 2.4.5] et le lemme [2.4.24] avec r =
2. ]

Dans ce travail, on se restreint uniquement aux cas dans lesquels ,,(5) = 0 ou Ly (B) =
0. Plusieurs auteurs ont cherché d’autres bornes ou valeurs précises pour des couples (5, M)
donnés. On présente ici quelques résultats a titre indicatif. Les preuves seront donc omises.



CHAPITRE 2. LES SPECTRES DE NOMBRES 70

Théoréme 2.4.26 (|30]). Considérons un entier r > 1 et soit B 'unique racine positive
du polynéme P(z) = 2" — o’ —--- = f— 1. Alors (,(B) = .

Théoréme 2.4.27 ([65]). (i) Soit B =~ 1.466 la racine positive du polynome P(x) =
23— B%—1. Alors (1(B) = % — 2.

(11) Soit f = ¢ = 1+T‘£ le nombre d’or et soit un entier M > 0. Soit ¢ l'entier défint par

B2 < M < B Alors Uy (B) = |FuB— Fuya|, ot (Fy)nen est la suite de Fibonacci.



Chapitre 3

Les applications des spectres de
nombres

Dans le chapitre précédent, certaines applications des spectres ont déja été mentionnées.
Depuis les années 1990, plusieurs autres applications des spectres ont été trouvées. Dans
ce travail, on en étudie 5 plus en détail. On commence en revisitant 'application ayant
provoqué l’essor que les spectres ont connu par la suite : les développements universels. La
seconde et troisiéme application ont été données par Frougny et Pelantova [42] et concernent
la fonction de normalisation et la division en ligne. Ces applications sont basées sur le
concept de la rigidité d’une représentation du nombre 0. La quatriéme application invite
a explorer le monde de la cristallographie et & découvrir différentes facettes des spectres.
On termine ce chapitre avec une courte discussion sur I’analogie entre les spectres et les
convolutions infinies de Bernoulli.

3.1 Développements universels

Soit 3 €]1,2[ et considérons la S-représentation gloutonne de 1 = Z;; t;577. Rappe-
lons qu’on note alors dg(1) = (,)n>1.- Remarquons aussi que dg(1) € {0,1}N. Joo [59] a
formulé la question suivante :

« Que peut-on dire sur la longueur des blocs de 0 dans dg(1) 7 » (3.1)

Bogmeér et al. ont généralisé cette question dans [19] en ne se restreignant plus a la
représentation gloutonne de 1 mais en considérant toutes les représentations possibles de
la forme

(e.)
1=> x;87. (3.2)

j=1
Pour un § fixé, on cherche alors une représentation de 1 contenant des blocs de 0 arbitrai-
rement longs. Plusieurs auteurs se sont intéressés a cette question, cf. [30,32|. En 1990,

Erdos et al. ont lié cette question a ’étude des spectres en démontrant la proposition

71
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donnant une condition nécessaire pour que 1 posséde une telle représentation. Fixons un
réel  vérifiant 1 < [ < 2. Rappelons qu’on peut écrire Sp, (5) = {yo’l,ylﬁ’l, ...} ot les
éléments sont ordonnés dans I'ordre croissant.

Proposition 3.1.1 ([33]). Si yfﬁl — %t — 0, alors 1 posséde une représentation contenant
des blocs de 0 arbitrairement longs.

Démonstration. 11 suffit de construire deux suites d’entiers (ip)en et (Jx)ren vérifiant

(Z) o = Jo = O;‘

(id) 0 <1 =S, B < B~ % pour tout k > 0.
En effet, dans ce cas on a X2, =1 et iy, > 4, + k pour tout k > 1.

Construisons ces deux suites par récurrence. Posons ig = jo = 0. Soit k un entier positif
et supposons que (i7) est vrai pour k. Soit maintenant un entier m > i, dont la valeur
sera précisée ultérieurement et considérons le nombre

Jk
Cl (1 - ZW) .
=1

Comme m > ij;, on a i < m pour tout £ € {1,...,ji}, donc ce nombre est un élément
du spectre. Il existe alors un entier n tel que y>' = g™(1 — 9" 37%). Soient maintenant
g, <00 <1j,, tels que
Jk+1
71 —1
g = 8"y B
=1+7k

Alors vu (i), on a y°2', < yP1t < g™ Ui et donc Zé’jﬂrék 7% < B~F ik ce qui implique
t44, > k415, > 1. Or si m — oo, alors n — oo, donc yfjl — %1 — 0. On peut donc

choisir m de facon a ce que
71 7]?7
0<yg' —yly < s

On a donc _
Jk+1

0<1-) prie<p it
=1

671

Par construction on a m > i;_ . En effet, y,”; est un élément du spectre, donc tous les

exposants de 5 dans la somme [S™ Zé";lﬂm B7% doivent étre positifs. On a donc nécessai-

rement m > i;, . La condition (i) est donc vérifié¢ pour k + 1. O

Depuis la publication de ce résultat, les spectres ont gagné en importance et plusieurs
auteurs se sont impliqués dans la résolution du probléme posé par Joo, qui désormais était
traduit dans le langage des spectresﬂ Erdos et Komornik [35] ont généralisé le probléme de
Pexistence de blocs de 0 arbitrairement longs en introduisant le concept de développement

1. Remarquons que les spectres ne fournissent qu'une condition suffisante pour la présence de blocs de
0 arbitrairement longs dans un représentation de 1 dans une base S donnée.
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universel. Leur étude des spectres leur a alors permis de formuler le théoréme donnant
des conditions suffisantes pour qu’un nombre ait un développement universel. On définit
ci-dessous alors ce concept et on démontre ensuite un lemme nécessaire pour prouver le

théoreme B.1.4
Définition 3.1.2 ([35]). Soit 8 > 1 et M € Ny. Alors on dit que

[o¢]
T = Zx]ﬂ_j avec x; € By pour tout j € Ny
j=1
est un développement universel de a si pour mot u € B}, u est un facteur du mot infini

T1X2X3 "+ .

Le lemme suivant montre que sous certaines conditions, pour tout a €]0,1] et pour
tout mot u € B}, avec M > 1 il existe un mot v € Bj; qui est une représentation d’un
nombre qui approxime « de avec une précision d’au moins S~1“=1l. En d’autres mots, pour
tout mot u € Bj, il existe une représentation de o dont u est un facteur. Cette propriété
permettra de démontrer le théoréme |3.1.4

Lemme 3.1.3 ([35]). Considérons le spectre Sg,,(8) = {yo,v1,...} avec 8 >1 et M € N
tels que Y41 — yr — 0 si k — oo et soit a €]0, 1]. Alors pour tout N € N et pour tout mot
u € BY), il existe un entier n et un mot x € BX]N tel que

(i) Tpyi = u; pour touti € {0,1,..., N},

(i) 0 < a— S Na,pt < g N,
Démonstration. Posons A = u1 871 + usB372 + -+ + uyB~. Pour un entier n assez grand
on a f"a > A. Dans ce cas, il existe k € N tel que

v < [l — A < ypia, (3.3)

ou yx est le (k + 1)-iéme élément du spectre Sg,,(8). Si n — oo alors k — oo et comme
par hypotheése yx11 — yx — 0, on a pour n assez grand

0<ypr1 —yp < BN, (3.4)
Des relations (3.3)) et (3.4) on déduit alors que

yr < Bla— A<y
=yl " <a— AT <y 8"
=S0<a—yS " AT <ypa ST — ST
=0<a—yB =A< BTN,
Vu que a < 1, la relation (3.3) implique yx < [" et comme y; € Sg,, (), il existe
bo, by, ..., b,_1 tels que yp = Z?:_Ol b;3. On a finalement
Y BT A AT = by 1T by BT b ST BT T A un BTN (3.5)

En posant x1x9 - Tpon = bp_10p_o- - bg - uy - - - upn, on peut conclure. O
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On a maintenant tous les outils pour démontrer le théoréme principal de cette section.
On termine en expliquant comment Erdés et Komornik 'ont appliqué pour répondre a la
question de Joo (3.1)).

Théoréme 3.1.4 (|35]). Considérons le spectre Sp,,(5) = {vyo,y1,...} avec f > 1 et
M € Ny et ot la suite (yp)ken est strictement croissante. Si Y41 — yp — 0 lorsque k — oo,

M

e admet un développement universel.

alors pour tout o € ]0

Démonstration. Soit o € }O, % [ On construit le développement universel de o de proche

en proche en appliquant plusieurs fois le lemme Soit (B )nen € B3y une suite de mots

telle que {B,, | n € No} = B}, c’est-a-dire qu’elle contient tous les mots finis sur ’alphabet
By;. Fixons o dans }O, % [ Soit (z,,)"_, une suite finie d’entiers dans B telle que

0<a-— inﬁ_i < B, (3.6)
1=0

Posons '
ay = <a - Z:L'ﬁ") : (3.7)
=0

Alors on a 0 < a; < 1. En appliquant le lemme a oy et By, on obtient n € N et un
mot 12y~ ;5| € (Bm)* dont By est un suffixe et vérifiant

n+|Bi|
O<ar— » 87" <p Il (3.8)
i=1
Posons x;, 4 1Tio10 - X, = T ah -2’ . On a alors iy —ig = n+ |B;| et
o+ o+ 1 1+2 n+|Bi|
i1
0<ar— Y @B < goh (3.9)
i=ig+1

Vu la définition de aq, on a donc

i1
0<a; — Z fl]iﬁio_i < Bio_il

i=i0+1
0 i1
SO<foa=Y zf) = Y wpT < g
1=0 i=ip+1

io 11
S0<a-— szﬂ’i — Z B < g
i=0

i=i0+1

i1
S0<a— inﬁ*i < B,
1=0
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On répéte maintenant cette construction. Posons

as = B4 (a - lezﬁ_l> : (3.10)
i=0

Alors 0 < as < 1. En appliquant encore une fois le lemme [3.1.3| & ay et Bs, on obtient un
mot ;1% 49+ Ty € (By)* dont By est un suffixe et tel que

12
O<a—» zBf ' <p™ (3.11)
=0

De proche en proche, on obtient un mot infini = (x;);en € (Ba)Y tel que tous les B; sont
des facteurs de x et que pour tout £ € N on a

0<a-— ixiﬁ_i < BT, (3.12)

=0

Si k — o0, on obtient alors
[o¢]
Z xiﬁ_i = Q,
i=0

ce qui permet de conclure. O

La proposition et le théoréme [3.1.4) montrent donc que pour tout S avec 1 <
g < Qi, sauf le deuxiéme nombre de Pisot, et pour tout M > 1, chaque nombre « vérifiant
0<ac< % admet un développement universel. En particulier, si on fixe M = 1 et un
réel (3 différent du deuxiéme nombre de Pisot et vérifiant 1 < § < Qi, alors tout réel «
avec 1 < o < 27 admet une représentation dans la base 8 dont tout mot fini u € {0,1}%,
u est un facteur. Remarquons que § — 1 < 1, donc [ﬁ > 1. En particulier, 1 admet
un développement universel. Ainsi Erdos et Komornik [35] ont fourni donc une réponse
partielle & la question de Joo.

3.2 Applications basées sur le concept de rigidité

Frougny et Pelantova ont considéré dans [42] la propriété de rigidité des représentations
de 0 dans une base [ (cf. définition et ont fait le lien entre la rigidité d’une repré-
sentation de 0 et les points d’accumulation des spectres. Leurs considérations ont mené a
deux applications des spectres de nombres et seront présentées dans cette section.

Fixons pour le reste de cette section un alphabet fini A C C et un nombre complexe 3
avec 8] > 1.

Définition 3.2.1. Un mot infini z;25--- sur A est une (5, A)-représentation de 0 si
> iso 2z =00l z € A pour tout i € N,
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On introduit maintenant la propriété de rigidité, définie dans [42]. Comme annoncé
précédemment, la propriété de rigidité permet de caractériser les spectres qui ont un point
d’accumulation.

Définition 3.2.2. Une (3, A)-représentation 2,2, --- de 0 est rigide si

75(0.2122 - - - 25) # 73(0.02523 - - - 27)

pour tout j > 2 et pour tous 2y, z3...,2; € A.

En d’autres mots, une (3, A)-représentation de 0 est rigide si on ne peut pas remplacer
un préfixe de cette représentation par un mot de méme longueur et commencant par 0.

Définition 3.2.3. Soit 2125 - -- une (3, A)-représentation de 0 et n € N. Son n-iéme reste
est 1, = 3(0.2p412n42 ) = D oy ZnpiS 0

Dans ce qui suit, les représentations rigides de 0 seront liées aux points d’accumulation
dun spectre. Ce lien est a 'origine des applications présentées de cette section.

Lemme 3.2.4 ([42]). Soit 2125 --- une (B, A)-représentation de 0.
(1) Si la suite (rn)nen est injective, alors le spectre Sa(B) posséde un point d’accumulation.
(11) Si la représentation de O est rigide, alors la suite (1, )nen est injective.

Démonstration. Montrons d’abord les éléments de la suite (—7,)neny appartiennent au
spectre S4,, (). Par hypothése, on sait que

Z 2B =715(0.2120--- ) =0=0- 8" =ms(2120 " Zn-Znt12ni2" ")
k=1

n—1 o)

k —k
(2122 Zn-Zpt12n42) = § Zn—f3 +E ZnpkB7 = 0.
k=0 k=1
On en tire que

o) n—1
T Z kSR = — Z 2B (3.13)
k=1 k=0

Donc¢ —r,, appartient au spectre Sa(3). De plus,

o x
|Tn‘ = ZZn-&-kﬁik < Z |Zn+kHﬁik‘
k=1 k=1
(o]
<Y alp

T

1

=—a+ > alp™
k=0
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On a donc

- k) _ 04|6| . 04

ou o = max{|a| : a € A}.

() Si (7 )nen est injective, alors la boule fermée de centre 0 et de rayon 37 contient
une infinité de points —r, du spectre. La boule fermée étant compacte, on peut déduire
du théoréme de Bolzano-Weierstrass que la suite admet un point d’accumulation ce qui
permet de conclure.

(ii) Supposons que la représentation de 0 est rigide et procédons par I'absurde pour
montrer que la suite (r,),cn est injective. Supposons donc que r; = 7; pour certains entiers
i < j. Vu l'équation (3.13), cela implique que 374 2 18% = S27_0 2z 4fB* clest-a-dire
(2129 -+ 2;) = ma(2122 - - - 25) ce qui est équivalent &

WB(O 0---0 Z1R9 Zl) = W5(0.2122 cee Zj)
(j—1) fois

ce qui est en contradiction avec la rigidité de la représentation de 0. O]

Définition 3.2.5. Si x € S4(/3) on définit

p(x) :min{n€N|$:Zakﬁk,ak GA}.

k=0

Théoréme 3.2.6 ([42]). Si B est un nombre compleze tel que |B| > 1, alors le spectre
Sa(B) admet un point d’accumulation si et seulement si 0 admet une (3, A)-représentation
rigide.

Démonstration. La condition est nécessaire :

Soit s un point d’accumulation de S4(f). On déduit de la définition d’un point d’accumula-
tion qu'il existe une suite injective (2(™), ey de points dans S4(f) telle que lim,,_,o. (™) =
s (cf. proposition . Notons p, = p(z™). On a alors z™ = Y x,i")ﬁk pour une cer-
taine suitef]

n) (n),.(n) (1)

(n) ...
T Ty Ty T

Pn

dans A*. Constatons tout d’abord que la suite (p,)nen n'est pas bornée. En effet, si elle
I’était, alors il existerait un entier M € N tel que p, < M pour tout n € N. De plus, il
n’existe qu'un nombre fini de mots de taille inférieure & M sur un alphabet fini et donc un
nombre fini d’éléments du spectre S4(3). Or la suite (2(™), ey est injective, ce qui implique
qu’il existe une infinité d’éléments différents de la forme (™, d’ott la contradiction. Sans

2. Dans ce cas, on adopte cette notation pour les coefficients pour souligner leur dépendance de x et
de n.
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perte de généralité, on peut donc supposer que la suite (p,)nen est strictement croissante.
Constatons aussi que

(n)
n n n n x
5 (0.95,(%) a2 000 - ) = S 0 (3.14)
vu que le numérateur converge vers s et que le dénominateur converge vers Uinfini, car |5] >
1. L’ensemble AY muni de la topologie produit est un espace compact. De ce fait, on déduit

qu’il existe un mot xy x93 - - - qui est la limite d’'une sous-suite de (x,(fi) i g () 0“’)
neN

Ainsi, par définition de la convergence d’une suite de mots (cf. définition , pour tout
entier N € N, il existe n € N tel que p, > N et que z” -- -xgn)mgn)x(()n est un préfixe
de zi29---. On déduit maintenant de et de la définition de p, que 0.zyxy--- est
une représentation rigide de 0. En effet, si ce n’était pas le cas, il existerait p, € N et
T1Ty - Ty, THTY - 7 € AT tels que

7Tﬁ (0.3311'2 e :L'pn) = ﬂ-ﬁ (OO'I,Q'%{O) e x;n) ’

ce qui est équivalent a
/AW /
g (120~ Tp,) = Tp (x2x3 . xpn) )
Or ceci est impossible vu la définition de p,,.
La condition est suffisante :

Soit 0.z12 - - - une représentation rigide de 0. Du point (ii) du lemme [3.2.4] on déduit que
la suite (7,,)nen est injective et vu (i) de ce méme lemme, on a le résultat annoncé. O

Définition 3.2.7. Lorsqu’un alphabet contient un nombre négatif ¢, on note ¢ son opposé
si t est considéré comme lettre.

Exemple 3.2.8. Au lieu d’écrire le mot (—1)11(—1), on écrit 1111.

Définition 3.2.9. Soient un réel 5 > et A C Z un alphabet fini. Alors on dit qu’'une
représentation xixs--- de 0 est non triviale si elle est différente de 0¢.

Proposition 3.2.10 ([42]). Soit f > 1 et {—1,0,1} C Ay = {m,m+1...,M} C Z.
Alors on a les deux propriétés suivantes.
(i) Le nombre 0 a une représentation non-triviale si et seulement si f < max{M +
L, —m+1}.
(i) Si f < max{M + 1,—m + 1} et si § n'est pas un nombre de Parry (cf. définition
, alors 0 admet une (B3, A)-représentation rigide.

Démonstration. Montrons le point (i).

La condition est suffisante : Supposons que 8 < max{M +1, —m+1}. Soit dg(1) = t1ty- - -
la représentation gloutonne de 1. Alors vu la définition de I'algorithme glouton, on a 5—1 <
t1 < B, t; <ty pour tout ¢ > 2. De plus, vu que
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il existe des représentations non triviales de 0 sur les alphabets {—[S] + 1,...,1,0,1}
et {1,0,1,...,[B] — 1} respectivement. Donc si A, 5 contient {—[] +1,...,1,0,1} ou
{1,0,1,...,[B] — 1}, il existe une (3, A)-représentation non triviale de 0. On conclut en
remarquant que cela est le cas si f < max{M +1, —m+1}. En effet, t; € A, est équivalent
aM >t >p—1 De méme, —t; € Ay, est équivalent & m < —t; < —f + 1. Donc
B <max{M +1,—m + 1}.
La condition est nécessaire : Montrons la contraposée. Supposons alors que > max{M+

1, —m+1}, ¢-est-a-dire M < f—let m > —f+1. Alorspour z = >, ., z:87%, 0t 2; € Ay
et z1>1,ona N

1 m 1 mp _@:l m :ﬁ—l—i—m
)t A e Bkl Rt Rl T by Ry T o M

De méme, si z; < —1, alors z < 0. On en déduit que 0 ne peut qu’avoir la représentation
triviale.

Passons au point (7). Si § n’est pas un nombre de Parry, alors la suite (r,),>1 =
7g(tns1tnia -+ ) des n-iémes restes de la S-représentation de 1 n’est pas ultimement pé-
riodique et donc injective. Vu le lemme [3.2.4) et le théoréme [3.2.6] le nombre 0 a une
(8, A)-représentation rigide. ]

3.2.1 Théorie des automates

Normalisation

Commencons par une mise en contexte pour situer cette application. On emprunte ici les
définitions et on suit la structure de [43|. Dans la section « S-numération » de ce mémoire,
les représentations de nombres dans une base donnée ont été discutées. Dans cette section,
on s’intéresse au passage d’une représentation a une autre. On peut changer cette repré-
sentation en fixant une nouvelle base, ou en recherchant une représentation différente dans
la méme base. Dans ce mémoire on s’intéresse plus aux conversions qui transforment une
représentation dans une base en une représentation de ce nombre dans cette méme base, en
utilisant éventuellement un alphabet différent (par exemple plus petit). Plus précisément,
on considére la fonction de normalisation qui transforme une représentation d’un nombre
en sa représentation normale, i.e. la représentation obtenue par 'algorithme glouton. La
fonction de normalisation étant 'objet de la premiére application des spectres, on inclut
une présentation des notions de base et résultats nécessaires pour la bonne compréhension
du sujet. Dans la section suivante, 'application-méme sera discutée (cf théoréme .

Définition 3.2.11. Soit C' un alphabet quelconque. Alors la fonction de normalisation
vgc dans la base 3 et sur l'alphabet C est la fonction partielle qui associe a toute (-
représentation sur C' d'un nombre x € [0, 1] sa S-représentation gloutonne :

vge: OF = By (€)1 = dg (Z Czﬂ_i) :

i>1
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Calculabilité de ’opération d’addition

La normalisation est liée a 'opération d’addition de deux entiers.

Définition 3.2.12. Etant donné deux alphabets A et C', on définit
A+C={z|3acA3ceC:z=a+c}

et
A-C={z]|3a€ A, FceC:z=a—c}.

Sur ces nouveaux alphabets, on peut définir des opérations telles que 'addition et la
soustraction chiffre par chiffre.

Définition 3.2.13. Soient a = aj_1a,_o---ag € A* et ¢ = c_1Cp_o - - o € C* deux mots
de longueur k. L’addition chiffre par chiffre est définie par

a®b=5, 15250 € (A+C)",

ou s; est tel que s; = a; + ¢, Vi € {0,1,...,k — 1}. On définit de la méme maniére la
soustraction chiffre par chiffre :

aOb=s, 185950 € (A—C)",
ou s; est tel que s; = a; —¢;, Vi € {0,1,...,k —1}.

Remarque 3.2.14. Si a et ¢ de la définition [3.2.13|n’ont pas la méme longueur, on ajoute
des zéros a gauche au mot plus court jusqu'a ce que les deux mots soient de la méme
longueur.

Les sommes et soustractions chiffre par chiffre sont ainsi définies pour toute paire de
mots. De plus on a la relation suivante :

mp(a ® c) = my(a) + my(c) et mp(a © ¢) = my(a) — my(c).

La question traitée dans la suite est de savoir quand la fonction de normalisation est
calculable, c¢’est-a-dire réalisable par un transducteur fini. Ceci a une conséquence directe
sur les applications définies ci-dessus car si la fonction de normalisation est calculable,
alors les opérations addition et soustraction le sont également. En effet, I’addition est un
cas particulier de la normalisation sur ’alphabet A + C.

Le transducteur réalisant la fonction de normalisation est basé sur 'automate des zéros
défini ci-dessous. On distingue le cas des représentations finies, c¢’est-a-dire des nombres
entiers dans une base entiére et celui des représentations infinies. Fixons donc d’abord une
base entiére p € N. Ici, on ne se limite pas a 'alphabet canonique. L’alphabet est dans un
premier temps Z tout entier.
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L’automate des zéros dans le cas fini Considérons I'automate Z, dont les états
sont les nombres entiers et qui lit les chiffres du nombre d’entrée de gauche a droite. Les
transitions sont telles que, a chaque étape, I’état dans lequel I’automate se trouve indique
la valeur de la partie du nombre lue jusque la. L’état initial est donc O et les transitions
sont de la forme

Vs,t,a €Z s ZL> t si et seulement si t = ps + a.
D
On peut munir cet automate d’une fonction ¢t : T'— N : n — n, appelée la fonction de
sortie. Pour un mot w € B, donné, on dit alors que l'automate défini ci-dessus sort n si
0 2 n. Cet automate sort alors la valeur du mot d’entrée dans la base p, i.e.

Vw e Z 0= m,(w).
ZP
C’est pour cette raison qu’on appelle cet automate un évaluateur. Cet automate est
la base pour ce qui suit dans cette section. Cependant, on ne considérera que des parties
finies de Z, et on restreint 'alphabet a un alphabet fini et symétrique de la forme A, =
{—M,—M+1...,M}, on M € N vérifie M > p—1. On a donc B,_; C Ay. Maintenant,
fixons 0 comme 'unique état final de 'automate.
On vient de construire un automate 2, = (Z, Ay, E,{0},{0}) qui accepte les re-
présentations de 0. On appelle cet automate 'automate des zéros. L'automate Z, s est
toujours infini.

Remarque 3.2.15. La partie réduite de l'automate Z, »s, est la composante fortement
connexe de Z, 5 contenant 0.

On a alors la propriété suivante.

Proposition 3.2.16 ([43|). La partie réduite de Z, \ est finie. De plus, l'ensemble de ses
états est H={—h,—h+1,...,h} ot h= P‘fﬂ - 1.

p
Démonstration. Comme B,_1 C Ay et comme A)s est symétrique, on peut atteindre tout
z € 2.

Si on a un entier m > %
mp— M > %. On en tire qu’il n’existe pas de chemin qui relie m a 0 et il en va de méme

M
pour tout m < —oi

Si, d’autre part, on a m < z%’ alors 'entier k = m(p — 1)+ 1 vérifie k < M et il existe

, le plus petit état qui peut étre atteint & partir de m est

. k N . . . . N
une transition m — (m — 1) dans Z, 5/, ot k = —k. Il existe donc un chemin qui relie m a
0 dans Z, s et il en va de méme si m > _1%11- O
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Exemple 3.2.17. A la figure est représenté la partie de 'automate Z o contenant les
états —H, —4,...,4,5.

FIGURE 3.1 — Une partie finie de Z, 5 contenant ’état 0.

La partie réduite de cet automate est donnée a la figure |3.2|

FIGURE 3.2 — La partie réduite de Zj 5.

L’automate des zéros dans le cas d’une base réelle

L’automate des zéros dans le cas d’une base réelle est quasiment le méme que dans le cas
d’une base entiére ; il est toujours basé sur I’évaluateur. Fixons donc en toute généralité une
base réelle 5 > 1 et un alphabet A,; qui est une partie symétrique de Z tel que M > 3 —1.
L’évaluateur Z5 dans la base 8 est défini comme dans le cas d’une base entiére sauf que
’ensemble des états est Z[5] et qu'il s’agit d’'un automate de Biichi dans ce cas. L’état
initial est 0 et les transitions sont définies par

Vs, t € Z|B], Ya€Z s Zi> t si et seulement si t = fs + a. (3.15)
8

Proposition 3.2.18 ([43|). Un mot infini = € AY; a la valeur 0 dans la base 3 si et
seulement s’il est accepté par l'automate de Biichi Zsy = (Qu, Aur, E,{0}, Qnr), o les

M M
B-1" -1}
Remarque 3.2.19. Si la base § est un entier, on retrouve les représentations des réels
dans une base entiére. Dans ce cas, Qyy = H = {—h,...,h} ot h = [%-‘ — 1.

transitions dans E sont définies par (3.15) et Qn = Z[5] N [—
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Démonstration. La condition est suffisante : Par définition de Zj3 s, tout mot infini z qui
est I'étiquette d’un chemin infini dans Z3 ) est accepté par Zgz ps. En effet, I'ensemble des
états finaux de Zg s est Qp qui est aussi 'ensemble de ses états. Par définition de @y,
pour tout n > 1, on a |ms(z1 -+ - 2,)| < % et done, vu la définition ,

La condition est nécessaire : On montre la contraposée. Soit z € AY, un mot qui n’est pas
I'étiquette d’un chemin dans Zg /. Il existe alors un préfixe w de z tel que

w . M
00—t out>—

24 B—-1
On a donc
m5(.2) > mg(wh”) = B|1w| (t - ﬂj\_41> > 0,
et il en va de méme pour le cas t < ————. On en tire que 7m3(2) # 0 ce qui permet de
conclure. - [

Cet automate est appelé 'automate des zéros dans la base 3 sur 'alphabet A,,. Il n’est
en général pas fini.

Exemple 3.2.20. Considérons I'automate de Biichi Z4 ;, représenté ci-dessous. Construi-
sons les transitions partant de I'état ¢ — 1. Ona ¢(¢p — 1) =¢?* —p =+ 1— ¢ = 1, donc
d(p—1)—1=0cet ¢(¢—1)+0 = 1. On a donc une transition d’étiquette —1 de ¢ — 1 vers
0 et une transition d’étiquette 0 de ¢ — 1 vers 1. Les transitions restantes se construisent
de la méme facon.

FIGURE 3.3 — L’automate de Biichi Z ;.
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Le convertisseur dans le cas entier

En partant de 'automate Z, 5, on définit I'automate C, comme suit :

Définition 3.2.21. Le transducteur chiffre par chiffre C, est défini par
C,=(H,C, A F {0},{0}),
oll les transitions sont définies par

cla . . c—a
s ——— t si et seulement si s —— ¢

Cp(CXA) Zp’]y]
pour tous s,t € H, tout ¢ € C et tout a € A.

Il y a donc une transition si ps + ¢ = ¢t + a. Une méme transition dans Z, s peut
alors engendrer plusieurs transitions dans C,(C x A). Le résultat suivant montre que cet
automate relie un mot donné u € C* avec tous les mots v € A* qui ont la méme longueur
et valeur dans la base p.

Proposition 3.2.22 ([43]). Soit C,(C x A) un transducteur chiffre par chiffre en base p
pour les alphabets C' et A. On a pour tout u € C* et pour tout v € A*

(u,v) € L(C,(C x A)) si et seulement si my(u) = m,(v) et |u| = |v|.

Démonstration. La condition est nécessaire : Si (u,v) € L(C,(C x A)), alors |u| = |v| car
le transducteur est lettre-a-lettre, c’est-a-dire que toutes les transitions sont étiquetées par
une lettre de u et v. De plus, le chemin d’acceptation étiqueté par (u,v) dans C,(C x A)
correspond & un chemin d’acceptation de u © v dans Z, 5;. On en tire que m,(u ©v) = 0,
c’est-a-dire m,(u) = my(v).

La condition est suffisante : Si u = ujug---up € C* et v = vivy--- v, € A® sont tels que
uov € A}, et que m,(u) = mp(v), alors u © v est un chemin d’acceptation dans Z), 5, dont
chaque transition (s,d;,t) provient d'une transition (s, u;, v;,t) dans C,(C x A). Alors ces
transitions forment un chemin d’acceptation dans C,(C x A). O

Si A = B,_, alors 'automate C,(C x A) est co-déterministe. En effet, si ps+c=1t+a
et ps’ +a =t+d, alors p(s —§') = a—a Or a,d € By,_1, donc |a — d'| < p et le seul
multiple de p plus petit que p est 0. On a donc p(s — ') = a — a’ = 0 ce qui implique
que s = s'. Chaque mot dans u € C* précédé par assez de zéros pour qu'il soit de méme
longueur que (m,(u)) est donc I'entrée d’un unique calcul qui sort 'unique p-représentation
de m,(u). On peut alors démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.2.23 ([43|). La normalisation en base p et pour un alphabet donné p est
réalisable par un transducteur lettre-a-lettre fini et déterministe.
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Le convertisseur dans le cas réel

Soient deux alphabets C et A. Posons

M = max (|c—al).
ceC,acA

Comme dans le cas des entiers, on construit le convertisseur Cz(C < A) a partir de 'automate
des zéros Zg ). Les transitions sont données par

s —4% 44 i et seulement si s <% 1. (3.16)
C@(CXA) ZB,IVI

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 3.2.24 ([43]). Le langage du convertisseur Cg(C' x A) est

{(z.y) € C" x A | mp(z) = ms(y)}-

Exemple 3.2.25. Considérons le transducteur C,(B; x Bj) représenté ci-dessous. Alors
M = 1. Ce transducteur est basé sur I'automate des zéros Z,; qui est représenté a la

figure 3.2.20| Il accepte les paires de mots (x|y) avec z,y € BY; si mg(z) = ms(y). En effet,

considérons les mots 10“ et 0110¥. Le chemin 0 1‘—0> 1 % o—1 % 0 % 0 % 0 0\_0>

est un chemin d’acceptation. Cela découle du fait que le nombre d’or vérifie I’équation
¢’ =¢+1& 1= g+ 5. Onen tire que 74(10) = 74(0110¥).

01 1)0

FIGURE 3.4 — Le transducteur Cy4(B; x By).

Calculabilité de la fonction de normalisation

On étudie dans quels cas la fonction de normalisation est calculable. Comme I'automate
Cs(C x A) est construit en fonction de 'automate des zéros Zgz yy, il suffit d’étudier ce-
dernier. Dans 43|, Frougny et Sakarovitch ont formulé le résultat suivant, déja trés proche
de la réponse compléte.

Théoréme 3.2.26. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) L’automate des zéros Zz p est fini pour tout M > |5].
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(ii) L’automate des zéros Zzpp est fini pour un M > || + 1.
(i1i) Le réel B est un nombre de Pisot.

Définition 3.2.27. L’ensemble des (-représentations infinies de 0 sur 'alphabet A, est
noté

Zgy = {2122 e ma(zr2e ) = Zziﬁ_i =0,z € AM} )
>0
Remarque 3.2.28. La condition (¢) du théoréeme[3.2.26|peut étre remplacé par la condition
suivante :
L’ensemble Zg ), est accepté par un automate de Biichi fini pour tout entier M > 1.
Frougny et Berend ont démontré I’équivalence de cette condition avec (iii) dans [15].

Frougny et Sakarovitch supposaient déja que ce résultat n’est pas optimal et que la
condition (éi) pourrait étre améliorée. En effet, dans [43], ils ont énoncé la conjecture
suivante.

Conjecture 3.2.29. Si 'automate des zéros Zg ps est fini pour M = |3/, alors § est un
nombre de Pisot.

Cette conjecture aurait donc pour conséquence I'implication suivante. Si L’automate
des zéros Zg pr est fini pour un M > | 3], alors 5 est un nombre de Pisot. Ainsi, la borne
| 8] + 1 pourrait étre optimisée et remplacée par |3].

Le théoréme n’étant pas optimal, la preuve sera omise. La preuve de la version
amélioré constitue la premiére application des spectres donnée par Frougny et Pelantova
dans [42] et sera démontré ci-dessous (cf. théoréme [3.2.34).

Les spectres et ’automate des zéros

Soit B > 1 un nombre réel. L'objet d’étude est Zg s, c’est-a-dire I'ensemble des (-
représentations de 0 sur un alphabet de la forme Ay, = {—M,—-M+1,..., M}, ou M > 1.
Vu le théoreme [3.2.10] le nombre 0 a une représentation non triviale si M > [5] — 1.
Considérons alors un M qui vérifie cette propriété. On a vu dans la section [3.2.1 que
I'ensemble Zg ps peut étre accepté par un automate de Biichi appelé 'automate des zéros.

Remarque 3.2.30. 5i Z3 )/ est accepté par un automate de Biichi fini, pour tout entier
c< M, ZgyN{—c,—c+1,...,c}" Iest aussi.

Le théoréme suivant permet enfin de démontrer le théoréme [3.2.26| donnant un critére
pour que "'automate des zéros soit fini. C’est ici qu’on utilise le lien entre les représentations
rigides de 0 présentées au début de cette section et les points d’accumulation des spectres.

Ceci est donc la premiére application des spectres donnée par Frougny et Pelantova dans
[42].

Théoréme 3.2.31. Soit § > 1 et considérons 'alphabet Ay ou M > 1 est un entier.
Alors l’ensemble Zg pr est accepté par un automate de Bichi fini si et seulement si le
spectre Sa,, () n'a pas de point d’accumulation.
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Démonstration. Pour prouver ce théoréme, on utilise la construction de l'annexe [Cl A
chaque 2z = 2129 - - - € Zg a1, On associe la suite de polynomes

PE(z) = 212"V 4 202" 2 4 4 2,

n

Notons RS le reste de la division euclidienne de P par (z — (). Il existe alors un
polynome QY tel que P\ (z) = (z — B)QY + RY. On en déduit que P”(8) = RY.
Posons R = { Sf)|z € Zgm,n € N}. Comme z = z129 - - - est une (5, A)-représentation de
0, on a

287 4 2= 0
S+ 2P+ S+ 2 S =0
<:>P7EZ) (B) + Zn—l—lﬁ_l + Zn+26_2 +---=0.

On en tire que
P (B) = — (204187 + 2n42B 72 4+ ) € Sap(B).

Donc RY = PP(B) € Sa,(B) et =P () est le n-iéme suffixe r, de la (8, A)-
représentation de 0. Or Y7, 2~ = >, 2" + 7, = 0. Donc 7, — 0 ce qui implique
que la suite r,, est bornée. Au final, on a donc

R C S4(f) et R est borné. (3.17)

Pour démontrer le théoréme, on se sert de la proposition de lannexe [C] énongant que
Zg v est accepté par un automate de Biichi fini si et seulement si R est fini.

La condition est suffisante : Si Zg 5 n’est pas accepté par un automate de Biichi fini,
alors vu la proposition [C.9] Pensemble R est infini. Alors, vu (8.17), le spectre S4(3) a un
point d’accumulation.

La condition est nécessaire : Si Sa,,(3) a un point d’accumulation, alors par la propo-
sition le nombre 0 a une représentation rigide 2122 --- € Zg . Vu le point (i) du
lemme [3.2.4] la suite de ses suffixes (r,)ney est injective. Or —r, = P\?(8) = RY) € R. 1l
en découle que I'ensemble R est infini, donc Zg 5 ne peut étre accepté par un automate
fini. O

Remarque 3.2.32. Pour le résultat qui suit, on suppose que [ est un entier algébrique
de polynome minimal Mz de degré d. On note 8; = f3,. .., Bq les racines de Msp.
Sur le groupe discret Z[z]/(Mpg) ~ Z[f] de rang d (cf. [43]), une norme est donnée par

| P(x) ||= max |[P(6;)].

1<i<d

Les théorémes |3.2.31] et [2.2.19| permettent donc d’améliorer le théoréme [3.2.26| de Frou-
gny et Sakarovitch, dont on avait omis la preuve. On a donc le théoréme suivant, :

Remarque 3.2.33. Une partie de 'équivalence (i) < (éi7) du théoréme suivant a été
démontrée dans [43|. L’implication (i7) = (i4i) constitue 'application des spectres de cette
section et est démontrée dans [42].
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Théoréme 3.2.34. Soit B > 1. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) L’ensemble Zg pr est accepté par un automate de Biichi fini pour tout entier M >

(6] — 1.
(11) L’ensemble Zg pr est accepté par un automate de Biichi fini pour un entier M >
(8] - 1.

(iii) Le nombre B est un nombre de Pisot.

Preuve du théoréme[3.2.34]. Montrons I'implication (i) = (i7i). Montrons d’abord que
est un entier algébrique. Soit dg(1) = (¢;)i>1. Alors (—1)t1ts - - - est I'étiquette d’un chemin
dans Zj3 s et comme Zg ) est fini, il existe n et p tels que les états mz((—1)t1te - - t,)

et mg((—1)tity- - -t - - - tyqp) sont égaux, c’est-a-dire

(CDAB 4z = (DR oz,

Ceci montre que S annule un polynéme a coefficients entiers et de coefficient dominant
égal a 1.

Montrons maintenant que [ est un nombre de Pisot. Le reste de la preuve de cette
implication est analogue a celle du théoréme [2.2.18] Procédons par 'absurde et supposons
que [ a un conjugué v de module au moins 1. Soit M’ tel que M’ < f < M’ + 1. Par
hypothese, 'automate des zéros acceptant Zg - est alors fini. On distingue deux cas en
fonction du module de 7.

— Si|y| > 1, alors vu le corollaire pour tout mot infini (s;);en accepté par 23y,

onay —osiy " =0.Or ceci contredit la proposition

— Si |y| = 1, alors vu le point (i) du corollaire pour tout mot infini (s;)en

accepté par Zg p, les sommes partielles > 5,7~ sont bornées. Or ceci contredit

le point (iz) de la proposition [2.2.17]
Passons a l'implication (i7i) = (7). Montrons que 'automate des zéros Zz p; acceptant
le langage Z3 js est fini. Pour chaque état s dans @)y, il existe un chemin minimal 2125 - - - 2,

menant de 0 & s dans Pautomate. Donc s = s(8) = 218" + 26" 2+ + 2,,, ou s(x) €

Z[z]/(Mp) et vu la proposition [3.2.18

o] = 1s(8)] < =2

Bl -1

Pour chaque conjugué 3; de 3, comme |3;] < 1, on a

- 18] M
L—16 =~ 1—18]

n—1
|s(B)] <Y MB* =M
k=0

Comme [ est un nombre de Pisot, ceci est vrai pour 2 < i < d. Donc tous les états s de
@ sont bornés en norme sur Z[z|/(Mp). On en tire qu’il n’en existe donc qu'un nombre
fini.

L’implication (i) = (ii) est évidente.

Montrons enfin 'implication (é¢) = (éii). Vu le théoréme [3.2.31] le langage Zg s est
accepté par un automate de Biichi fini si et seulement si le spectre Sy,, (/) n’a pas de point
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d’accumulation. Or vu le théoréme [2.2.19| le spectre Sa,,(8) n’a pas de point d’accumula-
tion si et seulement si S est un nombre de Pisot et 5 < M + 1. Cela montre I'implication
souhaitée. ]

On sait alors qu’il suffit de vérifier si Zg ps est accepté par un automate de Biichi fini
dans le cas limite M = [/5]| — 1 pour montrer qu’il 'est pour tout M > 1. Cela optimise la
borne M = [S] de Frougny.

Ce théoréme a des conséquences sur la fonction de normalisation. En effet, pour M =
[8] — 1, considérons le convertisseur Cg(By X Byy), comme dans la section [3.2.1] Cet
automate est fini si et seulement si Zg s est fini. De plus, 'ensemble des S-représentations
gloutonnes est accepté par un automate de Biichi si 5 est un nombre de Pisot (cf. annexe
. Alors 'ensemble B}, N Dg, qui est 'intersection de ’ensemble des mots de la deuxiéme
composante du langage du convertisseur avec I’ensemble des (-représentations gloutonnes
de nombres = € [0, 1] est donc également accepté par un automate de Biichi fini (cf. [103]).
Le transducteur réalisant la fonction de normalisation est alors obtenu en composant le
convertisseur Cjs( By X Byr) avec le transducteur réalisant U'intersection B}, N Dy (cf. [43]).
On a donc le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.35 (|43|). La fonction de normalisation dans la base ( est calculable sur
Ualphabet Byy x By ou M = [B] — 1 si et seulement si B est un nombre de Pisot.

Exemple 3.2.36. Reprenons 'exemple du systéme de numeération (¢, B). Le nombre d’or
¢ est un nombre de Pisot. Selon le corollaire [3.2.35] le fonction de normalisation dans la
base ¢ sur l'alphabet B; x B; est calculable. En effet, un transducteur réalisant cette
fonction de normalisation est représenté a la figure Ce transducteur est basé sur le
convertisseur de I'exemple et peut étre obtenu en composant Cg(By X Byy) avec
le transducteur réalisant I'intersection avec Dy. La construction du transducteur réalisant
la normalisation est détaillée dans [40] et Pautomate acceptant le langage Dy a été donné
dans [43].

Ce transducteur remplace les toutes les occurrences du facteur (Err : remplace toutes
les occurences du facteur) 011 par 100 dans une représentation. L’équivalence entre ces
deux facteurs découle du fait que le nombre d’or vérifie la relation é = # + #

En guise d’exemple considérons la paire de mots z = 0110 et y = 10“. Alors le
chemine d’étiquette x|y est un chemin d’acceptation de ce transducteur. Le mot 10“ est
donc le représentation gloutonne du nombre représenté par 0110“.

0|1

@ .

1)0
0[0, 11

FIGURE 3.5 — Le transducteur réalisant la fonction de normalisation dans la base ¢ et sur
I’alphabet B;.
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3.2.2 Division en ligne dans une base complexe

Introduction

Cette section expose les travaux de Frougny et Pelantova [42|. Fixons pour cette sec-
tion un nombre complexe  avec |5| > 1 et un alphabet A C C. L’application des spectres
présentée dans cette section concerne un procédé appelé « prétraitement » pour un algo-
rithme de division en ligne. On donne donc ici d’abord une courte introduction décrivant
cet algorithme. La division en ligne dans une base complexe est un algorithme de division
pour une base entiére trouvé par Trivedi et Ercegovac [98| et généralisé par Frougny et al.
au cas des nombres complexes (cf. [42,/80] pour un résumé et plus de détails). On calcule
le résultat de l'opération de division en considérant les représentations des nombres en
question dans une base donnée et en les manipulant en commencant par le premier chiffre
de la représentation. Pour calculer le premier chiffre du résultat, on a besoin des o premiers
chiffres des opérandes. On appelle o le décalage de I'algorithme. Cet algorithme s’appelle
I’algorithme de Trivedi-Ercegovac et peut étre étendu aux nombres complexes. Il a comme
parameétres deux nombres, le décalage 0 € N et un réel D > 0, qui représente la valeur
minimale en module du diviseur. Soient

— n=>y ., 16" la dividende,

—d=23,.,d;f" le diviseur ,

— q¢=Y,-1 23" le quotient 2,

et leur sommes partielles correspondantes

— Ny = EZ=1 nif~",

— Dy = Ziﬂ dif=",

— Q= ab

L’algorithme prend en entrée deux mots infinis 0.n1ng - - nyNei1 - -+ et 0.dydy - -+ tels
que

— n; € A,

—py=ng=---=n, =0,

— d; € A,

— |Dj| > D, Vj €Ny,
et il sort un mot infini ¢q2--- qui est la (5, A)-représentation du quotient ¢ = 2 =

n
d
75(0.g1¢2 - - - ). L’algorithme est défini d’une fagon qui assure que la représentation de ¢
commence derriére la virgule. L’algorithme est construit comme suit.
Posons Wy = qp = QQp = 0 et pour tout k > 1

Wi = B(Wi-1 — @e—1Di—145) + (Npto — Qr-1di1o) 8 7.

Le k-iéme chiffre g, de la représentation du quotient est donné par une fonction «
select » qui prend en entrée les valeurs de la variable auxiliaire W et de Dyy,, ie. g =
select (Wi, Dyy,) € A. Il n'existe pas de fagon universelle de déterminer les parameétres
pour cet algorithme de division car ils dépendent du systéme de numération choisi. Les
notions présentées ci-dessus suffisent pour les considérations qui suivent et ne seront pas
approfondies car cela sortirait du cadre de ce mémoire. Le lecteur intéressé est invité a
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consulter [80] et [98] pour plus de détails sur cet algorithme de division et la fonction select
ainsi que des exemples.

Prétraitement

Lors du calcul d’une division, il faut que le diviseur ne soit pas trop proche de 0. En
d’autres mots, pour l'algorithme en ligne, il faut que les valeurs de tous les préfixes du
diviseur dyds - - - soient plus grandes qu'un certain paramétre réel D > 0.

Définition 3.2.37. On dit qu’un systéme de numération complexe (3, A) permet le pré-
traitement s'il existe D > 0 et une liste finie £ d’égalités de la forme m5(0.wy - - - wp) =
75(0.0ug_1 - - - ug), avec des chiffres appartenant a A, tels que tout mot infini dyds - - - sur A
n’ayant pas un préfixe de la forme wy, - - - wg € £ vérifie |0.dyds - - - d;| > D pour tout j € N.

Aprés le prétraitement, on souhaiterait que d; # 0. La premiére étape consiste donc a
déplacer la virgule devant le premier chiffre non-nul de la (5, A)-représentation du diviseur.
Ce déplacement de la virgule provoque un changement de la valeur du diviseur original w.
On aura donc un nouveau diviseur d donné par d = wB3* pour un certain k € Z.

Un premier cas particulier est le cas ou 0 n’admet que la représentation triviale. Ceci
est équivalent A inf R > 0,00 R = {| >, 287" : 21 £ 0, z € A}. Dans ce cas, le systéme
permet le prétraitement car on peut poser D = inf R et la liste £ est vide.

Dans cette section, on présente la troisiéme application des spectre de traitée dans
ce mémoire. Les spectres permettent de caractériser les systémes de numérations qui per-
mettent le prétraitement. Dans la suite démontrera qu’'un systéme de numération complexe
(B, A) permet le prétraitement si et seulement si le spectre S4(f) n’a pas de point d’accu-
mulation (cf. théoréme [3.2.42). On aura besoin des trois lemmes suivants.

Définition 3.2.38. Pour les trois lemmes qui suivent, fixons la notation

H = max{ Zdiﬁ_i

i>1

Le premier lemme établit un lien entre les représentations rigides de 0 et le prétraite-
ment. Cela permettra de montrer que I’absence de points d’accumulation du spectre Sa(5)
constitue une condition nécessaire pour que le systéme de numeération (5, A) permette le
prétraitement.

cd; € A ViEN}.

Lemme 3.2.39. Si 0 a une (8, A)-représentation rigide alors le systéme de numération
(B, A) ne permet pas le prétraitement.

Démonstration. Soit 0.z125 - -+ une représentation rigide de 0. Supposons que le prétraite-
ment soit possible avec D > 0. Soit j un entier tel que % < D et considérons le nombre
0.2129 - - - 2;000 - - - . Comme on a supposé que la représentation de 0 est rigide, aucun préfixe
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de 2129 - - - zj n'est dans la liste £ des régles de réécriture. Or 0 = 7g(0.2122 - - - 2j2j41 -+ ) =
m5(0.2129 - - 2;) + m3(0.0 - - - 0241242 - - - ), donc

H
|7T5(0.2’122" Z])| = |7Tﬁ(00 . '02j+12j+2 .. )| < — < D.

|87
Or ceci contredit ’hypothése que le prétraitement est possible avec D. O

Les deux lemmes qui suivent montrent que ’absence des points d’accumulation dans
le spectre S4(/3) est une condition suffisante pour qu'un systéme de numération (3, A)
permette le prétraitement

Lemme 3.2.40. Si SA(B) n'a pas de point d’accumulation, alors pour tout K > 0 il existe
m € N tel que tout mot T, 1Ty,_o- - x12¢ de longueur m sur A vérifie

S0t |Tm_1 ™+ TR 1S+ x| > K.

Soit Il (Err :il) existe un mot yp_1Yr—_2 - - Y190 sur A de longueur k < m tel que

9Cm—1ﬁm_1 + Xpyof i B4 1o = yk—lﬂk_l + yk—Q/Bk_Q + -y B+ yo.

Démonstration. Comme S4(f8) n’a pas de point d’accumulation, I'ensemble P = {z €
Sa(B) : |z| < K} est fini. En effet, sinon, vu le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on
pourrait extraire une suite convergente de P et la limite de cette suite serait un point
d’accumulation de Sa(8). Posons m = 1 + max{p(z) : 2z € P} et z = x, 1™ +
o™ 2+ -+ 218+ 70 € Sa(B). Maintenant, deux cas se présentent. Soit x > K, soit
x € P. Dans le deuxiéme cas, m > p(z), ¢’est-a-dire la représentation x,, 12, o - xo est
plus longue que la plus longue représentation minimale d’un z € P. Alors, si on considére
la représentation de z de longueur p(x), on a x = yp_1 8" + -+ + y1 3 + yo pour certains
y; € A, ou k <max{p(z) | z€ P} <m — 1, ce qui permet de conclure. O

Lemme 3.2.41. Si SA(B) n'a pas de point d’accumulation, alors il existe un réel D > 0
et un entier m € N tels que pour tous les mots infinis dids - -+ sur A, on a

(i) Soit |0.dydy---d;j| > D pour tout j € N

(i1) Soit m3(0.dyds - - - dy,) = w(0.0d4dy - - - d],) pour un certain mot dydy - - - d), sur A.

m

Démonstration. Soit p > 0 et appliquons le lemme [3.2.40| & K = H + p pour obtenir
m € N. Posons D = {|mp(0.dida---d;)| : j < m, ws(0.didy---d;) # 73(0.0d5dy - - - dj)}.
Alors 'ensemble D est fini parce qu’il n’existe qu'un nombre fini de mots de longueur
7 < m et, vu la proposition le nombre 0 n’admet pas une représentation rigide et ne
peut donc pas appartenir & D. Posons D' = minD. On a alors D’ > 0.

Pour démontrer ce lemme, on suppose que (ii) est faux et on montre alors que ()
doit étre vrai. Considérons alors un mot djds--- et supposons que 7g(0.dyds - - dy,) #
75(0.0d5dy - - - d),,) pour tous les mots dyds - - - d), € A*. Soit j € N. On distingue le cas ou
7 <metoluj>m.

Sij<metjeN, alors mg(0.didy - - d;) # 75(0.0dydy - - - d). En effet, sinon

75(0.dydy - - dy) = w(0.0dpdy - - - - - d),
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d’ou la contradiction. Donc |m3(0.dids - - - d;)| > D’ car il s’agit d’un élément de D.

Si j > m et j € N, alors comme on a supposé¢ que 0.dydy---d,, # 0.0dyd,---d},
pour tous les mots dyd,---d,, € A*, on ne peut pas étre dans le cas (ii) de la proposi-
tion [3.2.40] En effet, sinon |dids---d,,| = |didy - d}| pour un k& < m, ce qui implique
|m5(0.dydy - -+ dp)| = |75(0.0mFd)dy - - - dj,)|, d’on la contradiction. On a donc

5(0dy - - dyy)| > #K (3.18)

et on trouve que

1
[ma(0.didy - - - dj)| = |mp(0.drdz -+ - dn)| = |73 (0. A dinz - - - dj)|

8]
1 1
= IBImK - |5\mH (vu (3.18) et la définition de H)
"
18"
Dans tous les cas, on peut poser D = min {D’7 %}, ce qui permet de conclure. O

Ces trois lemmes permettent enfin de lier les spectres au prétraitement. Ils se résument
par le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.42. Un systéme de numération compleze (3, A) permet le prétraitement si
et seulement si le spectre Sa(B) n'a pas de point d’accumulation.

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire. Vu la contraposée du lemme
3.2.39 si (8, A) permet le prétraitement, alors 0 n’a pas de représentation rigide. Or vu le
théoréme cela implique que S4(5) n’a pas de point d’accumulation. La condition est
suffisante vu le lemme [3.2.41] O

Remarque 3.2.43. Le lemme suggére une facon de trouver les identités de la
liste £. Etant donné 'entier m donné par ce lemme, on vérifie si parmi tous les mots
dydy -+ -dy, € A*, il y en a qui vérifient wg(0.d; - - - dp,) = 73(0.0d4dy - - - d),)) pour un certain
mot dyd} ---d] € A* et le cas échéant, on les ajoute a la liste L.

Exemple 3.2.44. Considérons le nombre d’or ¢ et 'alphabet A;. Comme le nombre d’or
vérifie ¢2 = ¢ + 1, on a les égalités

1 1 1 1 1 1 1 1 1
s w s w e e e Y (319

On peut réécrire ses égalités en termes de la fonction d’évaluation.

Ts(101) = 74(010), 74(110) = 7,(001) et m4(111) = 7,(000).
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Remarquons aussi que I'alphabet est symétrique, donc chacune des égalités correspond a
une autre qu’on obtient en la multipliant par —1. Pour la premiére égalité ci-dessous on a

par exemple
1 1 1 1 1 1

A A
Pour alléger les notations, on considére uniquement une égalité pour chaque paire, notam-
ment celles de (3.19). Définissons maintenant la liste £y contenant les régles de réécriture
suivantes :

Ts(101) = 74(010), 74(110) = 74(001) et m4(111) = 7,(000).

Lemme 3.2.45 ([42]). Considérons un mot didy--- € Af, soit d = ms(0.didy---) et
posons D = # St aucune des regles de réécriture de la liste £ définie ci-dessus ne peut

étre appliquée a dyds - -, alors |d| > D.
Démonstration. Remarquons tout d’abord que

o0

1 1 1

=S+t

; ¢ ¢ ¢t
1 1 e
:54_%4_... (vu la définition de ¢)
=1

car dy(1) = (10)“ (cf. exemple [1.5.25). Comme annoncé précédemment, sans perte de
généralité, on peut supposer que d; = 1. On distingue trois cas en fonction de ds.

Si dy = 0, alors d3 > 0, car sinon on pourrait appliquer la premiére régles de réécriture
de la liste Ly. Dans ce cas, on a alors

= 1 1 < 1 1
d_—— ¢—k - —k:_ _7_2D
U252 0 =Gl = F
Si dy = 1, alors
1 1 & 1 & 11
d>-+— — F=1-= F=1--=—>D.
25+ 52 52 s

Si dy = 1, alors nécessairement, d3 = 1, car sinon on pourrait appliquer une des regles
de réécriture de la liste £. Dans ce cas, on appliquant plusieurs fois la définition de ¢, on
obtient successivement
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1
[ - ¢—
¢ w ¢ ;
1 1 1 1
PR e R
1 1 1 1 1

TR TE TR TR TR

1 1 1
A
1 1 1 1
IR RA
1 1
T
1 1 1
KA
:E
>D
Ceci permet de conclure. O

Ainsi le systéme de numération (¢, A;) permet le prétraitement.

3.3 Cristallographie

Les spectres ont un lien avec la cristallographie, domaine de la physique qui étudie la
structure de solides appelés « cristaux ». L’origine de ce lien est la nature discréte des
spectres et se manifeste par 'égalité des spectres avec d’autres ensembles fréquemment
utilisés dans la cristallographie pour modéliser la structure atomique des cristaux. On
considére dans cette section particuliérement I’ensemble des S-entiers et des ensembles dits
de « coupe et projection ». La cristallographie est un domaine extrémement vaste et riche,
et mériterait un mémoire a part. On donnera néanmoins des résumés des éléments les plus
essentiels pour permettre au lecteur de comprendre les applications des spectres présentées
dans cette section. Le cas échéant, le lecteur intéressé pourra alors consulter les travaux
référencés pour plus de détails. Commencons avec une note historique pour mettre cette
section en contexte.

En 1982, le scientifique israélien Shechtman a découvert un alliage métallique ayant
des propriétés qui contredisaient le consensus scientifique sur la structure des cristaux. On
peut étudier la structure des cristaux a ’aide d’une technique appelée la « diffraction des
électrons », ot 'on bombarde la surface d’un solide d’électrons et on observe la diffraction
ainsi produite. Dans des cristaux classiques, du fait que leur structure est réguliére et méme
périodique, les figures résultantes de la diffraction des électrons sont composées de points
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FIGURE 3.6 — La figure de diffraction obtenue par Shechtman. Cette image est consti-
tuée des points lumineux, appelés pics de Bragg. Elle présente également une symétrie
de rotation d’ordre 10. En effet, en appliquant une rotation de 36 degrés a cette figure,
I'image ne change pas. Cette image est a l'origine du développement du domaine de la
quasi-cristallographie. [11].

appelés « pics de Bragg » et présentent des symétries de rotation d’ordre 1,2,3,4 ou 6. Cela
signifie que si I'on effectue une rotation de la figure de diffraction d’un demi-cercle par
exemple (c’est-a-dire de 180 degrés), on obtient la méme figure. Une symétrie d’ordre 5
par exemple, était interdite parce que cela impliquerait que la structure du cristal ne serait
pas périodique, ce qui était contraire aux connaissances d’alors [13,50,/67]. Cependant, le
solide produit par Shechtman présentait une figure de diffraction autosimilaire avec des
pics de Bragg avec une symétrie d’ordre 5 (et méme 10, cf. figure . Ce solide semble
donc avoir une structure réguliéreﬂ mais pas périodique. Pour plus d’informations d’ordre
physique, le lecteur intéressé est invité a consulter [11,24,50L71,91.95]. Selon Gazeau et
Verger-Gaugry [49], cette découverte et le chamboulement de la cristallographie qu’elle
entrainait donnaient lieu au besoin de développer de nouveaux modéles mathématiques
pour représenter les cristaux. Les modéles les plus utilisés sont aujourd’hui des ensembles
de points convenablesﬁ et des pavagesﬂ (cf. figure . Dans la cristallographie classique,
des structures appelées « réseaux » servent a représenter la structure d’un cristal. En
particulier, il mettent en évidence leurs différentes symétries.

Définition 3.3.1 ([101]). L’ensemble L C R", n > 1 est un réseau s'il est un Z-module
de rang n.

Un réseauﬁ dans R" est donc un sous-ensemble infini de points parfaitement ordonnés,

3. C’est-a-dire non aléatoire

4. En particulier les ensembles de coupe et projection, cf. définition m

5. Ces modéles sont équivalents dans le sens ot chaque pavage engendre des ensembles de points et
vice-versa.

6. Pour une introduction & la notion de réseau, le lecteur est invité a consulter [75].
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FI1GURE 3.7 — Cette image tirée de montre a gauche un pavage dit de Penrose. On peut
calculer la figure de diffraction que ce pavage engendre et on obtient la figure & droite. A
la fin de la section la méthode de calcul de la diffraction d’un ensemble de points
sera briévement discutée. On constate que cette figure de diffraction ressemble & celle que
Shechtman a découverte, représentée a la figure |3.6

c’est-a-dire qu’ils sont dispersés dans l'espace de fagon périodique. En particulier, pour
un réseau L donné, on a L — L = L. Les points d’un réseau représentent les lieux ou
se trouvent les atomes dans un cristal. Vu la nature apériodique des quasi-cristaux, on
cherche a représenter la structure d’'un quasi-cristal a 'aide de quasi-réseauz. Selon Burdik
et al. , plusieurs définitions de quasi-réseaux ont été proposées.

3.3.1 Les spectres comme ensembles de Meyer

Les premiéres tentations de définir des quasi-réseaux donnaient lieu aux ensembles de
Meyer et de Delone. Lagarias explique dans le role de ces ensembles dans la cristallo-
graphie.

Définition 3.3.2 ([66]). Un ensemble A € R" est un ensemble de Delone[]| s'il satisfait
aux deux conditions suivantes :
(7) (Uniformément discret) Il existe un réel r > 0 tel que toute boule de rayon r contient
au plus un élément de A.
(i7) (Relativement dense) Il existe un réel R > 0 tel que toute boule de rayon R contient
au moins un élément de A.

Un ensemble de Delone est alors un ensemble de points séparés d’au moins une certaine
distance minimale r mais pas trop espacés. En d’autres mots la distance entre deux points

7. Dans la litérature on trouve également ’orthographe « Delaunay».
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consécutifs est donc également bornée par une distance maximale Rff] Ceci réfléte donc la
nature d’un solide constitué d’atomes qui sont dispersés d’une certaine fagon dans 'espace.
Cependant un ensemble de Delone ne détermine pas complétement une structure et vu la
découverte des quasi-cristaux, on ne pouvait plus supposer que les atomes étaient dispersés
de facon périodique. Un ensemble qui représente un quasi-cristal, ne peut donc plus étre
stable pour l'opération de soustraction. Inspiré par ses travaux en analyse harmonique,
Meyer propose des ensembles qu’il appelle en anglais « model sets » et qui sont aujourd’hui
appelés ensembles de Meyer.

Définition 3.3.3 (Ensemble de Meyer). Un ensemble A est de Meyer s'il vérifie les deux
conditions suivantes :

(1) A est un ensemble de Delone.

(i7) (Propriété de Meyer) A — A = A+ F ou F est un ensemble fini.

L’ensemble des distances entre les points d’un ensemble de Meyer A est donc donné par
A méme, avec éventuellement un nombre fini d’éléments supplémentaires, regroupés dans
F. Un ensemble de Meyer est donc « presque » stable pour 'opération de soustraction.

Dans la litérature, on trouve souvent une autre définition des ensembles de Meyer. Ces
ensembles étaient initialement appelés « ensembles quasi-réguliers ».

Définition 3.3.4 (|67]). L’ensemble A est quasi-régulier s’il satisfait aux deux conditions
suivantes :

(i) A est un ensemble de Delone.

(i) A — A est un ensemble de Delone.

Lagarias |67, Théoréme 1.1] a observé que ces deux définitions décrivent le méme objet.

Proposition 3.3.5. L’ensemble A est un ensemble de Meyer si et seulement si A est
quasi-réqulier.

Les ensembles de Meyer forment un premier lien entre les spectres de nombres et la
cristallographie. Akiyama et Komornik [9] en déduisent méme une explication possible du
nom « spectre » pour ces ensembles, en faisant I'observation suivante.

Proposition 3.3.6. Soient M € N et § un nombre de Pisot. Alors Sg,,(8) et Sa,, (8)
sont uniformément discretsf’

Démonstration. Si 37 b8 et 7 b8 sont des éléments de Sp,, (8), alors Y7 b —
Zl‘io b.3" est un élément de Sa,,(3). Alors vu la proposition le nombre 0 est un point
isolé de Sa,,(f). On en déduit que la distance entre deux points de Sg,, () est minorée
par une constante. On peut appliquer le méme raisonnement a Sy4,, (/) et on en tire que

ces deux ensembles sont uniformément discrets. O]

8. Pour cette raison, on trouve également le nom « (r, R)-ensemble » pour désigner un ensemble de
Delone.
9. cf. définition [3.3.2]
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Il en découle que 'ensemble Sa,,,(5) = Sa,, (8) — Sa,, (B) est également uniformément
discret. De plus, vu le point (i) du lemme si B < M + 1, alors le spectre Sy4,, ()
est relativement dense et donc un ensemble de Meyer admettant comme autosimilarité 3 :
BSa,, (8) € Sa,, (B). Akiyama et Komornik [9] ont alors remarqué que ce fait donne une
construction d’ensembles de Meyer issue de la théorie des nombres. Pour un ensemble de
Meyer A, il existe un ensemble fini F' tel que A — A = A + F'. 1l s’agit donc « presque »
d’un réseau, d’ou I'intérét des ensembles de Meyer.

Comme il existe plusieurs définitions de quasi-réseau, Hare et al. [52] ont résumé les
propriétés désirables qu'un un ensemble A C C devrait avoir pour étre qualifié de quasi-
réseau dans le plan comme suit :

(i) (Delone) A est un ensemble de Delone.

(ii) (Symétrie de rotation) Il existe une racine de I'unité w € C telle que wA C A.

(iii) (Autosimilarité) Il existe 5 € R tel que |5| # 1 et vérifiant SA C A.

(iv) (Complexité locale finie) A est un ensemble de Delone tel que (A —A)N B(0,¢) est

fini pour tout € > 0.
En toute généralité, on trouve souvent la définition suivante de quasi-réseau.

Définition 3.3.7 (Quasi-réseau, [96]). Un quasi-réseau est un sous-groupe A C R" fini-
ment engendré dont le sous-espace engendré est R".

3.3.2 Les spectres comme ensembles de coupe et projection

Une des maniéres les plus courantes d’obtenir des quasi-réseaux a été introduite par
Meyer en 1972 et s’appelle la méthode de « coupe et projection ». La définition d’un
ensemble de coupe et projection ci-dessous n’est pas la plus générale, mais elle courante
dans la littérature et suffit pour les considérations de cette section["]

Définition 3.3.8 (Coupe et projection, [67]). Considérons un espace RY = R" x R et un
réseau L C R", avec n > 1 et k > 0. Soient

p: R* xR¥ — R”
et
pL:R"xRF 5 R”

les projections de R" x R¥ sur R™ et R = k respectivement. Supposons que

(i) py est injective.

(ii) pL(L) est dense dans R,
Soit un ouvert borné non-vide Q C R* appelé le domaine d’acceptation. Alors Pensemble
de coupe et projection (L, <) est défini par

Y(L,Q) = {pj(x) |z € Letp (x)cQ}
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d

dy

FIGURE 3.8 — Une illustration de la construction d’un ensemble de coupe et projection. La
droite d; a une pente de ¢, le nombre d’or. Les points (z,y) € Z x Z (donc les coins des
carrés) forment le réseau L et sont projetés sur la droite d | si leur distance a cette droite
est inférieure & 1. En d’autres mots, Q = [—1, 1].

On s’autorise parfois & noter un ensemble de coupe et projection simplement par ¥ si
le contexte est clair, ot si I'on considére un ensemble de coupe et projection quelconque.

Les ensembles de coupe et projection forment le deuxiéme lien entre les spectres et la
cristallographie. Dans certains cas, les spectres sont des ensembles de coupe et projection.
Ce résultat a été démontré par Masakova et al. dans [72] et repose sur la propriété suivante.

Proposition 3.3.9 (|72]). Soit 5 un nombre de Pisot quadratique, notons ' son conjugué
et soit M € N. Alors

SB]\/I(B) - {‘T S Z[ﬁ] : U(‘T) € Q}

ot
0:Q(B) = Q) :m+nB = o(m+nB)=m+nf
et ot
0= —BM—_ﬁl,%—fi[ si B2 =pB+1avecp>1
Q= O,BM—_ﬁl[ si 82 =pB —1 avec p > 3.

Démonstration. Soit © = Y 1" ja;3" € Sg,,(B). Pour démontrer I'inclusion souhaitée, on
doit prouver que x € Z|[S] et que o(x) € Q. Comme f est un nombre de Pisot quadratique,
onax € Z[B] = Z+Zp. On a également o(z) = > ;a;8". On distingue maintenant
deux cas en fonction du polynéme minimal de (.

10. Balkova et al. référent a [74}76).
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Casl:622p6+1avecp21.Danscecasﬁ’:—%etona

Mp > M - M Mg
T 32 _ :Z_2i1<a(x): B2 _ 1
6 1 =0 B i =0 6 1
Cas 2 : 82 = pfB — 1 avec p > 3. Dans ce cas, B’:%etona
RN
i=0
Dans les deux cas, on a z € Q (Err : o(z) € Q), ce qui permet de conclure. O

Au vu de ce résultat, Masakova et al. ont considéré les ensembles de coupe et projection
suivants.

Définition 3.3.10 (|72|). Considérons un irrationnel quadratique 5 et un intervalle borné
Q. Alors ’ensemble de coupe et projection basé sur 8 et de domaine d’acceptation € est

Y(Q) ={x € Z]f]| 2" €Q (Err:o(x) € Q)}.

Le lien entre les spectres et les ensembles de coupe et projection est basé sur le systéme
de numeération suivant. Considérons une base réelle v vérifiant |y| > 1. L’alphabet sera du
type A, ar, défini ci-dessous.

Définition 3.3.11 (|72]). Soient deux entiers m < 0 et M > 0. Alors on définit
Apy={mm-+1,...,0,1,... M}.
Considérons les (v, A, ar)-représentations des nombres.

Définition 3.3.12. On note I, 4, ,, I'ensemble des nombres x ayant une (vy, A, y)-représentation.

m, M

L’ensemble I, 4, ,, est un intervalle si alphabet A, ys est assez grand comme le montre

la proposition suivante

Proposition 3.3.13 (|72]). Si M —m >~ — 1, alors on a

M
ﬂ, 7 sey>1
Y1 y-1
I’}/:Am,]\/l = f‘)/ ")/ .
{(M—I—mv)ﬁ, (m + Mv)72 — | sty < -1

11. Une partie de cette proposition est démontrée dans [81] (proposition 2.1).
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Masékova et al. [72] ont considéré 'application D : I, — Ay, définie a I'aide des

intervalles suivants. Notons [, r les bornes de l'intervalle I, e |l ="Letr= % si
7> 1letl=(M+my)z5, r=(m+My)z5siy < —1. Pour L vérifiant | < L+m+1 <

72
L+ M < r, on définit

JAm, M

JAm, M

I, =[l,L+m+1],
Li=[L+k L+k+1sim<k<M,
Iy = [L+ M,r].

Alors I 4, ,, = Ukea,, y [x- On définit
D1y g, = Amy o w = D(w) =k siz € I,
et on pose T'(z) = v(z — D(x)). Considérons maintenant un intervalle A,, y ou
m<n<0<N<MetN-n=||y] (3.20)

. Un tel intervalle a la taille minimale nécessaire pour que I, 4, , est un intervalle. On a
alors
An,N - Am,M et ]“/,An,zv - ]%Am,M'

Le lemme suivant spécifie les valeurs de L pour un réel y et des alphabets A, pr, Ay n
donnés.

Lemme 3.3.14 (|72|). Posons L = %5 siy > 1 et L = 2= si vy < —1. Notons I =
ol ol
v[L, L+ 1[. Alors
(Z) T(['YvAm,JVI> - [%Am,M'
(i) T(Iy) C I pour tout m < k < M.
(ZZZ) IC UkeAn,N]h
() T(I) CI.
(v) Pour tout x € ]ZA o Wexiste £ € N tel que T z) € 1.

Remarque 3.3.15. La preuve a été omise dans [72]. On propose donc la démonstration
suivante.

Démonstration. Montrons (it). Siz € I, = [L+ k, L+ k + 1], alors x — D(x) € [L, L + 1],
donc T'(z) = v(x — D(z)) € v[L, L + 1[= 1.
Passons au point (7i7). Commencons par étudier les valeurs de vL et y(L+1). Si~y > 1,

on a tout d’abord
n m
L= 2 :
v—1 v—1

et

n ny + -1 ny + (N —n ny+y(M —n M
(L +1) =~ RO e o @l O N e ) M Hl ) _ My
71 71 v—-1 v—-1 y—1
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car N —n >~ — 1 vu (3.20). De plus, on a d’une part,

ny n+ny—n n
L= = = +n=0L+ 3.21
~ o— po — n n, (3.21)

et d’autre part,

vy (L+1)<L+N+1leyL+y<L+N+1
SyL+~v—L<N+1
SLy-1)+y<N+1
en+v<N+1
Sy—-—1< N —n.

ce qui est vrai vu (3.20). On a donc montré que si v > 1, alors

ny N M
=vL<vy(L+1)< < =r. 3.22
o (L +1) oy it b (3.22)

et
L+n=~vL<~y(L+1)<L+N+1. (3.23)

1 v—1
n—~vy>0e v—1< 0 vu (3.20). On a donc yL > 0 > (L + 1). On en tire que
I =~[L,L+1[=]y(L+1),7L]. On a

Si v < —1, remarquons d’abord que L = :%7 <0Oetque L+1="22L>0, car

n—1
v—1

Y

= (n =+ 1) 5=

WL +1) =7

1
5
7 -1

=ny+n—vy—1)

g
7 -1
gl
7 -1

> (ny+ M) (car M —n > —vy —1)

> (my+ M)

=1 (car m < n)

ol
72-1

(n=7)(v+1) =ny+n—7(y+1)
>ny+n—vyn—N) (car y+1>n—N)
=ny+n—ny+ Ny
=n+ Nvy
>m+ My.

et L =927 = (n —)(y + 1). Remarquons qu’on a

On en tire que YL = 5 (n —7) (v +1) < ngg_l(m—i—Mfy) =r.
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De plus on a

et d’autre part

L+N+1l=—-"T 414N
Y

v—1
N
St} (car =N +n—1<7)
v—1
~
=——(N+1
)
>7(n—7) (car N +1>n—+)
v—1
= L.
On a donc montré que
I<~y(L+1) <~yL<r. (3.24)
et que
L4+n<y(L+1)<yL<L+N+1 (3.25)

Pour démontrer le point (iii), on distingue plusieurs cas en fonction du signe de ~y et de
la relation entre m (respectivement M) et n (respectivement N) et on compare les bornes de
I avec celles de Ugea, 1. Notons p (respectivement ¢) la borne inférieure (respectivement
supérieure) de Ugea, yIx. Remarquons que si n = m, alors I, = I,, et donc p = [. De
méme, si N = M, alors Iy = I et donc ¢ = r. Sinon, si m < n, alors p = L 4+ n et si
N < M, alors ¢ = L+ N + 1. Traitons d’abord le cas o v > 1. Si m =n et M = N, alors
ona,vu [3.22), I <~Lety(L+1)<r.Sim<net N<M,ona,vu@B.23),L+n<~L
et y(L+1) <L+ N+1Sim=net N <M, alors vu (3.22) et (3.23), on a l < ~L et
Y(L+1) <L+ N+1.Lecas ot m <n et N = M est similaire.

Si v < —1, alors l'inclusion découle de et (3.24) en appliquant le méme raison-
nement que ci-dessus. Cela permet de conclure pour le point ().

Montrons le point (7). On distingue deux cas :

Cas 1:Siz € I, avec m < k < M, alors on peut conclure en appliquant (i7) et (iii).
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Cas 2 :Six €1, oux € I avec v > 1, alors on a

70 =1t m) = (S = m) = () =1 (3.20
T(r) = 4(r — M) = (% - M) — 4 (%) —r (3.27)

Montrons maintenant que si x € I,, et x > [ = %, alors [ < T'(x) < r. En effet, on a

T(x) = y(z —m) > 7l - m) = T(1) 22|

De plus, comme x < L+m + 1, on a

M
T(x)zy(x—m)<7(L+m+1—m):7(L+1)<—71:r, (3.28)
’y_
ce qui permet de conclure si x € I, et x > L.
Siz €Iy etx<r, alorsl < T(x)<r, car d'une part,
T(x) = (@ — M) < o(r = M) = T(r) D,
et d’autre part, comme x > L + M, on a
my
T(:E):’y(x—M)zv(L—l—M—M):’yL:—l:l. (3.29)
’7_
Donc on a | < T(x) < r également.
Siy < —1, alors on a
v M~y +my? —my?+m M~ +m
T(Z):’Y((MﬂLm’Y),yQ_l—m):V( P ):’Yﬁ:”
De méme,
v M~? +my — M~y?+ M M + my
T = ~((M — M) = _ T
(1) =200+ m) 5T = a) = (S e

De plus, si « € I,,, alors < L +m + 1 donc vz > (L +m + 1). On en tire que
T(x)=~vx—m)>~v(L+m+1—m)=~(L+1). (3.30)

Remarquons que 'application T est strictement décroissante sur I, et I, car v < —1. On
en tire finalement que si x € I, alors | < (L +1) < T(z) < r ot la premicere inégalité
découle du point (i77). De méme, si x € Iy, alors © > L+ M donc yx < (L + M). On en
déduit que

T(x)=~vx—M)<~y(L+M-M)=~L. (3.31)
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Comme précédemment, on trouve | < T'(x) < vL < r, ce qui permet de conclure.

Montrons le point (iv). Supposons d’abord quen > met N < M. Siz € I = ~[L, L+1],
alors vu le point (i7), il existe un entier k € A, n tel que z € I;. Or comme on suppose
quen >met N <N onal,=[L+k L+k+1[. Onen tire que x — D(z) € [L, L+ 1] et
donc y(z — D(z)) € v[L, L+ 1[= I. Il reste & démontrer le résultat dans le cas o n = m et
x € I, et dans le cas ot N = M et x € I);. Cela découle des considérations de la preuve
pour les points (¢) et (i7i). Traitons d’abord le premier cas. On a démontré au point (¢ii)
(cf. (3.22)) que si v > 1, alors vL = 7% et que y(L+1) < % Remarquons également
que

m+my—m  my
v—1 oy —1
Simznetxé]ﬂ[m,alorsx>7L2%:L—i—m. On en tire que

T(x) =~(x—m)>~y(L+m—m)=r~L.

On a également montré au point (i) (cf. (3.28))) que si x € I N I, alors T'(x) < v(L + 1).
On a donc montré que si x € I,,, et m =n, alors T'(x) € 1.
Si M =Netaxelnly, alorsxz > L+ M. On a donc

T(x)=~@&—-M)>~yL+M-M)=~L.

Remarquons également que

n+M7—M+7—1> M~
v—1 v—1

cary—1 < 0et M —n>~v—1,donc 0 >n—M+~vy—1. Comme x € I, on a
x§%<L+M—I—1etdonc

L+M+1=

T()=~v@z—-M)<y(L+M+1—-M)=~(L+1).

Cela permet de conclure si v > 1.

Traitons maintenant le cas ot v < —1. On a démontré au point (iiz) (cf. (3.25)) que
siy< —l,alors L+ N+1>~Let L+n=~L+1).Sim=netaeclNl,, alors
x>v(L+1)=L+n.On a alors

T(x)=v(x—n)<y(L+n-—n)=r~L.

On a également montré dans le preuve du point (i) que si x € I, alors T'(x) > y(L + 1).
Cela permet de conclure pour le premier cas.

Dans le deuxiéme cas, on a M = N et x € I N 1Iy. On a vu au point (i1i) que
YL<L+N+1=L+M+1. Commex € l,onax <yL <L+ M-+1etdonc

T)=vx—-M)>~yL+M+1-M)=~(L+1).

On a également vu au point (i) (cf. (3.31)) que si x € Iy, alors T'(z) < L. Cela permet
de conclure.
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Montrons finalement le point (v). Supposons dans un premier temps que v > 1 et
montrons que si x € I,,, et x > [, alors x < T'(z) < y(L + 1). En effet, on a

r<T(x)ey(x—m) >z

Sy —my >
YT — T > oy
sz(y—1) > my
<=>$>ﬁ

et

T(x)=~(x—m)<y(L+m+1—m)=~(L+1).
De plus si x € Iy et x < r, alors vL < T'(x) < z. En effet,

T(x) <z
sy —-M) <z
Syr— My <z
Syr —x < My
M
<:>x<—7
v—1
et
T(x)=~x—-M)>~L+M-—M)=~L.

Cela permet de conclure dans le cas ot v > 1. Si v < —1, alors comme 'application 7" est
strictement décroissante sur [,,, et Ip;, on a

l<e<L4+m+1=T0)=r>T(x)>~vL+1)

Si T'(x) € I, alors on a terminé. Sinon, si T'(xz) < L + M, on peut conclure vu le point
(ii) car dans ce cas T'(z) € Iy avec m < k < M et donc T?(x) € I. Sinon, si T(z) > L+ M,
alors T'(x) € Ip;. Considérons alors T'(T'(z)). Comme précédemment, si T(7'(z)) € I, on a
terminé. Il en va de méme si T(T'(z)) > L+m+ 1, car alors T%(x) € I vu le point (ii). Si
T(T(x)) < L+ m+ 1, remarquons que T(T(x)) > z. En effet, on a

T(T(z)) >z < y(y(x—m)— M) >x
sy —y*m—yM > x
& (v =D > y(my+ M)

my + M
oo W M)
v —1
ce qui est vrai car v > [ = %:HM) Cela permet de conclure, car en répétant cette

construction, on trouve un k € N tel que T%(z) > L +m + 1. Il en découle que si v > 1 ou
siy<—letsize [:n (respectivement IL), alors il existe k € N tel que T%(x) € I. O
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Corollaire 3.3.16 (|72|). Soit v € I, 4, ,,-
(i) SiT(x) aune (v, Am a)-représentation finie, alors x a une (7, Ap.ar)-représentation
finie.
(11) Si~y vérifie v L] = Z[y], alors x € Z[y] si et seulement si T'(x) € Z[y].
(i) Soit v vérifiant v Z[y] = Z[y]. Si tout x € I NZ[y] a une (7, Apmr)-représentation
finie, alors tout x € I:,AM,M NZy] a un (7, A ) -représentation finie.

En se servant des constructions présentées ci-dessus, Masakova et al. ont montré dans
quels cas les spectres sont des ensembles de coupe et projection.

Théoréme 3.3.17 ([72]). Soit 5 > 1 un entier quadratique et notons ' = o(B) son
conjugué. Soit A, v un alphabet avec M >1, m < —1 et M —m > 3 — 1. Posons

Q=1 u{0}.

W?A'm,kf

Alors Sa,, ,,(B) = Ls(9).

% et considérons les (v, A, ar)-représentations des nombres

Démonstration. Posons v =
dans Q. Remarquons d’abord qu’on a Z[5] = Z[y] car on a v = J ou v = —f vu que [ est

un entier algébrique quadratique. De plus,
1
52+p6i1:0:56+p=¢5=iﬂ’eZ[ﬁL (3.32)

donc le morphisme o sur Q(3) induit[ par 3 — 3’ est une bijection sur Z[3] = Z[y] =
Z[B']. On en déduit que I'égalité Sy, ,,(8) = X5(2) est équivalente & I'égalité entre les
deux ensembles

0(Sa,(B)) = {Zak/@/k |neNa € Am,M} = {Z% |neN,a; € Am7M}

k=0 k=0
et

o (S5(Q) = { €20 | 7 €y =2ZpIn (1], U{0}).

Montrons alors qu’on a 'égalité entre ces deux ensembles. Vu 1} on a % € Z[y]. Alors
pour tout 1o % € o(Sa,,,(8)), on a Sj_y % € o(S5(0)).

Montrons alors I'inclusion o(X5(£2)) C 0(Sa,, ,,(3)). Pour ce faire, il faut montrer que
tout x € Z[y] N I:A ., admet une (7, Am ar)-représentation finie. Vu le corollaire [3.3.16

il suffit de montrer que pour tout x € I, il existe n € N tel que T"(x) a une (v, Apn)-
représentation finie, ou I est défini comme dans le lemme [3.3.14]
Soit x € Z[y] N 1. On pose

To =7,
xp = T(xp_1) pour k € Ny .

12. cf. énoncé de la proposition m
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Alors vu le lemme [3.3.14] z;, € Z[y] N I pour tout k € N. Définissons la suite (z;)ren par
2z =o(xy) VkeN.
Comme pour k > 1, on a x,_; € I, le lemme implique
x = y(rp—1 — D(wg—1)) ott D(xp_1) € Apun C Ayt

Comme v = %, on a

B
Zh—1 — D .
2z = 0(Y)(0(xp-1) — D(x)—1)) = ————, ou D € A, n. (3.33)

Considérons maintenant deux nombres y et y* = %(y —D)ou D € A, n. Alors on a
(a) Siye[— B 0 — g, alors y* € [ %,—%}.

(b) Siy > — = 1,a10rs—5—<y <.
(c) Siy < — 5= 1,a10rs—5—>y > .
Montrons le point (a). Siy > 37 X, alors
1 1 —N 1 —N 1 -N-NB+N. -N
Ly-D)> Sy s (N = (AT A
5 5 -1 f -1 p p-1 f-1
Siy<5_T”1,ona
1 1. —-n 1. —-n 1 —n—nf+n -n
“(y—D)< = _D)< > )= - .
A i B e e R L
Cela montre le point (a). Passons au point (b). Si y > —5-, alors y > ﬂNl, donc
y*>—% vu le point (a). De plus, on a
1
E(y—D)<y<:>y<ﬁy+D
©y(l-p)<D
=Y > —D
¥> 5

ce qui est la cas vu que y > —ﬁ et D € A, n. La preuve du point (c¢) est similaire On

déduit des propriétés (a), (b), (¢) et (3.33) qu’il existe £ € N tel que

N n
— — 34
e |- -] (331
Comme zy, zp € Z[f] = Z[y], il existe ¢,d € Z tels que
N
xg:c+dﬁefetzg:c+dﬁ’€{—B_l,—ﬁﬁll (3.35)

Le but est de montrer que nécessairement, on a ¢ = d = 0. On distingue deux cas en
fonction du polynome minimal de S.
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Cas1: % = pB+1, avec p € Ny. Dans ce cas, v = ﬁ% = —f < —1 et vu le lemme
3.3.14, ona l C[H, H+ ] ou H= Bg—j&. En effet, v(L + 1) = H car

B _n+p _6n+52—52—ﬁ_ n—1
WL+U—7L+7—BE:T—B— i —ﬁ5+1—
et
H+B=~L+1)+B=vyL+~v+B=~L
Vu (3.35), on a
H<c+d3<H+p, (3.36)

N n
——:< ag’ < — .
51° c+dp < 51
On distingue maintenant encore deux cas en fonction de p. Si | 5] = p > 2, alors on
choisit n < —1 et N > 1 tels que N —n = | 3] et vu la définition de H, on a H <0
et

(3.37)

Bn—1)+B(B+1)
B+1
B(n+p)
B+1
_ BN —|B]+8)
N B+1
8N
“ Byl
> 0.

H+ =

On a également

SN < -1
en+ Bl <p-1
en<f—|8] -1

en < -1,

car 0 < 8 — |B] < 1 et n est un entier. On a donc —1 < —%. On montre de fagon
similaire que 0 < —/ﬁ < 1. On a donc en résumé :

N n
H<0, H 0, - 1<——<0,et0< ————— < 1. 3.38
Sid > 1, alors vu (3.36)), c < —1. En effet si ¢ > —1, alors H+ > c+df > ¢+ f,

donc —1 < ¢ < (n— 1)%, ce qui implique que —1 < fn et donc 1 > —nf > f3,
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car n < —1. Or cela est impossible. De fagon similaire, on montre que si d < —1,
alors ¢ > 1. On en tire que si d > 1, alors ¢+ df' = ¢ — d% <-1- % < —1, ce qui
contredit (]ﬁ‘) et qﬁ‘) De méme, sid < —1, alors c+df’ = c—d% > 1—1—%3 > 1, ce
qui contredit aussi (3.37) et (3.38). On a donc d = 0. Vu (3.38), on doit également
avoir ¢ = 0. La seule paire (c, d) satisfaisant et (3.37) est donc (0,0). On en
tire que z, = 0, ce qui implique que x a une (7, A, ar)-représentation finie.

Sip=1,alors N —n = |fB] =1, car dans ce cas, § = ¢, le nombre d’or. On ne
peut donc pas avoir n < —1 et N > 1. Posons alors n = 0 et N = 1. Dans ce cas,
les équations et ont deux solutions, soit ¢ = d = 0, soit ¢ = —1 = —d.
Dans le premier cas, on a x, = 0. Dans le deuxiéme, on a zy = c+df = -1+ = %

Or comme l'alphabet A,, y contient —1, 0 et 1 et comme v = —03, le mot 0.10% est
une (7, Ay, ar)-représentation finie de x,.
Cas2: B2 =pB—1,avec p € Net p> 3. Danscecas,7:§:ﬁ>1.Vu1elemme

3.3.14 onal C[H,H+f(],on H= % De I'équation (3.35)) on déduit encore une

fois (3.36) et (3.37), qui sont uniquement valables pour (¢, d) = (0,0).

]

Exemple 3.3.18. Considérons a nouveau le spectre Sy_q013(¢). Alors 1 — (=1) > ¢.
Alors vu le théoreéme 3.3.17 on a S{_10,13(¢) = >_4(Q2) ot Q2 = I’ 4+ U{0}. Calculons
Bl om,

M

les bornes de cet intervalle. Tout d’abord, ¢’ = 1 — ¢. Notons v = ﬁqb) = ﬁ De plus, la
borne inférieure de € vaut
gl (I—7)y
(I—) =—-(1-9)
72 -1 (v-D(+1)
- __T
v+1
L
___1=¢
= 1
% +1
B 1
o 14+1-9
= L o 2,618
=54~ 2618

De facon similaire, on trouve que la borne supérieure de € vaut 2%05 ~ 2,618. On a donc
0= [—ﬁ, ﬁ] L’ensemble > () est représenté a la figure 3.3.2} Les points de Z[¢] étant
représentés sur 'axe des abscisses et ceux de Z[¢'] sur 'axe des ordonnées. Les projections
des points qui se trouvent dans le domaine d’acception sont rouges.

En termes mathématiques, la diffraction est représentée par des mesures. On référe
a [45] pour les définitions de base de la théorie de la mesure. Dans la suite on suppose une
certaine familiarité du lecteur avec ces concepts.

Vu que les quasi-cristaux présentent des pics de Bragg dans leur spectre de diffraction,
un modéle mathématique convenable représentant le spectre de diffraction de tels solides
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~5.5-5.0-4.5—4-3.5-3-2.5-2-1.5-1-0.5 |

—1 4
~1.5+
94
_2=5 1

et
05 1 15 2:25 3 :35 4°45 5 55

FIGURE 3.9 — La spectre S;_; 9.1}(¢) (en rouge)

—34
—3.5 1

—4
—4.5
—5.0
—95.5

, vu comme ensemble de coupe et projection.
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doit avoir une composante atomique, ce qui correspond a la mesure de Dirac centrée sur
différents points représentant les lieux oil se trouvent ces pics. On représente I'intensité des
pics de Bragg en multipliant ces mesures de Dirac par des constantes. En d’autres mots, les
pics de Bragg d’un spectre de diffraction seront représentés par une combinaison linéaire
de mesures de Dirac.

Définition 3.3.19 ([55]). La transformée de Fourier d’une fonction intégrable f : R — C

est donnée par
+00

f(&) = fla)e 2 de,

—0o0

oil (-,-) est le produit scalaire usuel sur R?.

Selon Balkova et al. [14] le lien entre les ensembles de Meyer et la diffraction n’est pas
évident. La pertinence des ensembles de coupe et projection s’explique alors par le fait
suivant. Soit X un ensemble de points obtenu par le méthode de coupe et projection de
dimension d. Selon Hof [55], le spectre de diffraction d’un ensemble de points est déterminé
par la transformée de Fourier de

v = lim (2L)7¢ Z Oy,

L—oo
z,yeXN[—L,L]¢

appelé 'autocorrélation de cet ensemble. Hof a démontré que, pour certains ensembles de
coupe et projection, le spectre de diffraction contient une composante purement atomique
(cf. |45, définition 2.23]). A titre indicatif, la formulation de la méthode standard (selon
Hof [55]) pour calculer la diffraction d’un ensemble de points X obtenu par le méthode de
coupe et projection est présentée ci-dessous. Considérons

n= Z 6w7
reX

ou ¢, est la mesure de Dirac centrée sur x. Alors on peut en calculer la transformée de
Fourier qui est de la forme
w= § Cy(sya

yeX*
ou ¢, € C et X est un ensemble dénombrable dense dans I'espace. Hof affirme alors que
pour certains ensembles de coupe et projection X et pour un o € R convenable,

> el (3.39)

YEX*: |ey|>a

fournit une bonne approximation du spectre de diffraction de certains quasi-cristaux["] De
plus, la mesure est la partie purement atomique de 7, ce qui justifie la méthode
standard présentée ci-dessus. Par ce fait, les ensembles de coupe et projection sont donc
susceptibles de servir de modeéle pour les quasi-cristaux.

13. Le choix de « correspond & ne considérer que les points dont I'intensité de la diffraction est supérieure
a .
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3.3.3 Les spectres et les S-entiers

Un nouvelle approche & la génération de quasi-réseaux a été proposé par Burdik et
al. dans [22] et sera présentée dans cette section. Cette définition repose sur I'autosimila-
rité desdits ensembles. Etant donné un ensemble admettant une autosimilarité 8 > 1, on
considére I'ensemble des [-entiers, noté Zg et défini ci-dessous.

Définition 3.3.20 (|22/49]). Soit z € Ret dg(z) = xjxj_1 - To.x_17_o - - - sa [f-représentation.
Alors on note la partie entiére de x

lx) = 267 + - + o

et la partie fractionnaire de x

Alors on définit I’ensemble des [-entiers par
Zp ={r € R||z[ = [x]}

et
Z; :ZMWR*.

Remarque 3.3.21. Pour 8 > 1, 'ensemble Zs vérifie les deux propriétés suivantes :
5Z5 C Zﬁ et Zﬁ = —Zﬁ.

Burdik et al. cherchaient les réels 3 pour lesquels Zg est un ensemble de Meyer et
concluent leurs travaux en identifiant les nombres de Pisot. Les arguments nécessaires
pour le démontrer reposent sur le résultat qui donne la forme des distances entre
deux [-entiers successifs. Une version plus forte de ce résultat caractérisant entiérement
les distance entre deux [-entiers est attribuée a Thurston [97], mais on reprend ici I’énoncé
de [7], qui suffit pour les considérations qui suivent. Rappelons d’abord la définition de la
représentation quasi-gloutonne de 1.

Définition 3.3.22 ([43]). On définit la représentation quasi-gloutonne dj(1) de 1 comme
suit.

— Sidg(1) =ty -ty est fini, alors dj(1) = (t1--- (t, — 1)),

— dj(1) = dg(1) sinon.

Proposition 3.3.23 (|7]). Sixz,y € Zg sont deuzx S-entiers successifs, alors il existe n € N
tel que |z — y| = mp(a™(dy(1))).

Démonstration. Pour prouver ce résultat, on utilise la caractérisation de Rényi des [-
représentations. Soit dj(1) = cicp- -+ la S-représentation de 1. Supposons que x > y et
que

ds(z) = amam—1---ao, dp(y) = bmbm—1---by
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oll on a éventuellement b,,bp,_1 - - - by = 0°T! pour un certain ¢ € N. Comme on étudie la
valeur de x — y on peut supposer que b,, = 0. En effet, si ce n’est pas le cas, on peut
remplacer « par ' = ms((am — bim)am—1---ao) et y par ¥y = wz(0by,_1bm—2---by) sans
changer la valeur de = — y. De plus, 2’ et 3/ sont encore des [-entiers par le théoréme
de Parry [B.10[Y] Comme x et y sont successifs, on a nécessairement a,, = 1. En effet, si
am > 2, alors a,, —1 > 1. De plus, on a

A1 G0 >1ex (A — D) am_1 a0 >1ew Ombm_1 - bo.

Or ce systéme de numération préserve l'ordre (cf. proposition [1.5.34), donc = > ms((am, —
Dam,—1---ap) >y ce qui est absurde. De la méme fagon, on peut montrer que a,,_1 = 0.
En effet, sinon on a > mg(am(am—1—1)am—2---ag) > y ce qui est absurde. En continuant
de la sorte, on montre que dg(x) = 10™.

Montrons maintenant que b,,_1b,,_2 by >jex C1C2 - - - Cpp. Sinon, on aurait

bm—lbm—Q e bO <lex C1C2 "+ * Cpy.

Or GpGm—1 - Ay >iex C1C2 - - Cm, dOnc x > mg(crea -+ - ¢) > ¥y, ce qui est absurde, car x et
y sont successifs.
Or, vu la proposition (B.10), on a b,,—1bp—2 - by <jer €162+ - - €. On en tire que

dg(z) =10™.00--- et dg(y) = Ocica - - ¢,.00 - - -
et on en déduit que

x—y = (m3(10™) — m5(0cyca - - - Cm)),Berl

_ (E _ @ _____ Berl)ﬁm—H
c C Cm \ om
=l-g-g - )8

Cm+1 Cm+2
= (W 7 R )
= mp(0™(d(1))).
Ceci permet de conclure. O

Exemple 3.3.24. Considérons le nombre d’or ¢. Alors on a dy(1) = 11. On en tire que
d;(1) = (10)“. Ce mot est de période deux, donc il existe deux distances possibles entre
deux ¢-entiers. Vu la proposition |3.3.23 ces deux distances sont

50" (d5(1))) = ms((10)*) =1

et

a0t (d5(1))) = ms(0(10)°) = %%((10)‘“) = %

14. En effet, si ay, ---ag < dj(1), alors (ay, — bm) -+ a0 < dj(1).
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Considérons maintenant, pour § > 1, I’extension des entiers relatifs
Z[B) ={m+nB|m,n € L}

et I'ensemble

Fy = {{z} | 2 € 54, (B)}-

Lemme 3.3.25 ([22|). Soit M > 0 et considérons l'ensemble Fy;. Si B est un nombre de
Pisot, alors Fyy est un sous-ensemble fini de Z[f).

Démonstration. Soit z;zj_1---29.2_12_9--- la [-représentation d’un nombre z vérifiant

{z} € F);. Pour conclure, on montre que Fy; est borné et inclus dans un spectre discret.

Par définition de Fy, on a z € Syu,,(f). Donc il existe £ € N et ag,...,a; tels que
k i

z=Y .+ ,ap3". On a alors

Or comme 0 < z; < |B] et |a;| < M, {z} est un polynéme de Z[5] dont les coefficients
sont bornés par M + [B]. On a donc montré Fyy C Sa,,. , (8) qui est discret si 3 est
un nombre de Pisot, vu la proposition (2.4.5). Remarquons également que {z} € [0,1].
Comme un ensemble discret et borné est nécessairement fini, on peut conclure. O

Théoréme 3.3.26 (|22]). Si § est un nombre de Pisot, alors l'ensemble des [3-entiers Zg
est un ensemble de Meyer.

Démonstration. Montrons d’abord que Zg est un ensemble de Delone. Vu la proposition
(3.3.23)), les distances entre deux [-entiers successifs appartiennent a I’ensemble

D = {ms(a"(d5(1))) | i = 0}.

Or si  est un nombre de Pisot, alors il est en particulier un nombre de Parry. Donc
I’ensemble D est fini. Il existe alors une distance minimale et une distance maximale entre
deux [-entiers successifs, ce qui implique que Zg est un ensemble de Delone.

Montrons maintenant que Zg a la propriété de Meyerm Considérons d’abord la somme
de deux éléments

w=a " B g et y = yeBt Y BTy
dans Zj. Alors z = x4y est de la forme
z=a; +a; 17+ +ay, 0<a; <2[8].
15. cf. définition
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Posons Iy 5 ={{z} |z € Zj + 75 }. Alors on a, Fy 5 C Fop)- Vu le lemme 3.3.25, Fy g

est fini. Comme

+ 7+ + 4
on peut conclure. Supposons maintenant que x > y et soit z = v —y = a,™ + - - - + ag
avec —| 3] < a; < |B]. Comme précédemment, si on pose [y 5 = {{2} | 2 € Zj —Zj}, on
a Fy 5 C Fyg) out Fy) est un ensemble fini. Comme

+ + +
Lz —1Lg C Lz +Fy 4,
on peut conclure. O

Au vu de ces résultats et le fait que Zg admet 'autosimilarité 5, Burdik et al. ont
proposé les ensembles de la forme

d
A= ZZg ei, ol {ey,ea,...,eq} est une base de R et d € {1,2,3}

i=1

comme quasi-réseaux pour étudier les quasi-cristaux. Ils justifiaient ce choix [22] par le
fait que la plupart des ensembles obtenus par la méthode de coupe et projectionﬁ sont
supportés par des ensembles du type A proposé. Ils ont appelé ce type de quasi-réseau un
« [-réseau ».

Plus d’informations sur les S-réseaux sont données dans [13}22,28,41//49,54]. Dans [22],
Burdik et al. remarquent que les (-réseaux ne sont pas invariants par rotation ou par
translation, méme s’ils contiennent des sous-ensembles obtenus par la méthode de coupe
et projection qui possédent ces propriétés de stabilité. Ils construisent alors une structure
de quasi-anneau sur les f-réseaux et présentent le cas particulier ou S est le nombre d’or.
Dans [49], Gazeau et Verger-Gaugry étudient les spectres de diffraction produits par les [3-
entiers et les S-réseaux. Dans 13|, Balkova et al. s’intéressent aux propriétés asymptotiques
des (-entiers et cherchent a déterminer & quel point les S-entiers différent des entiers relatifs
7.

Le role des (S-entiers dans la cristallographie étant éclairé, on dispose du contexte né-
cessaire pour comprendre le troisiéme lien des spectres avec la cristallographie; il s’agit des
[-entiers, comme le prouve la proposition suivantem

Théoréme 3.3.27 ([25]). Soient un réel 5 > 1 et M = |B]. Alors Sp,,(8) = Zj si et
seulement si B est la racine d’un polynome de la forme

z? —mat —maT? — . —max—n (3.40)

avecd>1etm>n>1.

16. Ils mentionnent également d’autres méthodes, cf. [22]
17. Ce résultat est attribué a Frougny [39]. Ici, on reprend la preuve donnée par Dombek et al. dans [25].
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Démonstration. L’inclusion Zj C Sp,, (5) est évidente. Montrons alors que Sz, (3) C Zj.
Remarquons d’abord que  annule un polynéme de la forme (3.40) si et seulement si

dg(1) = m*'n0~. (3.41)

On rappelle que dans ce cas, d5(1) = (m?'(n —1))“. En effet on a

Bt —mprt — .. —mB—n=0
m m n
m m n

<:>1:E+"'+W+@.

Montrons alors que 1} implique Sp,, (8) C Zj. Soit z = SN B € Sp,, (B). Sids(x) =
bnby—1---bo, alors @ € Z}. Sinon, vu le théoréme de Parry le mot byby_1 - - by doit
contenir un facteur qui est lexicographiquement supérieur au mot m¢ !n. On en tire que
le mot Obyby_1---by contient un facteur ym? 'z vérifiant 0 < y < met n < z < m.
Comme ( annule le polyndéme , en remplacant le facteur ym? 'z dans Obyby_1 - - - by
par (y+1)0971(z—n), on trouve une autre représentation de z dont la somme des chiffre est
strictement inférieure a celle de Obyby_1 - - - ag. En répétant cette procédure un nombre fini
de fois, on obtient un mot axax_1 - - - ajag représentant x vérifiant o' (axax_1 - - - ajag.0%) <
d5(1) pour tout entier ¢ > 0. On a donc z € Zj.

Montrons maintenant que Sg,, () C ZE implique . Supposons que dg(l) =
tita - . Soit ¢ > 2le plus petit indice vérifiant d; < dy. On aalors dg(1) = didy - - - dididigq - - -
Supposons que d;1d;io - -+ # 0“. On montre qu’alors il existe un élément dans Sp,, () qui
n’est pas un [S-entier, ce qui est absurde. Considérons le nombre

i—1
z=di+1+ Y dipf =mp(didy -+ di(d; +1)).

j=1

Vu le théoréme de Parry 1} on a dg(%) = dij1diyo -+ <jep didy---. Remarquons
également que dg(1) = dids - - - implique

1=) dfFep = dp +> diub™ (3.42)
k=1 k=0 k=1

Comme les [S-représentations préservent ordre (cf. proposition [1.5.34]), on a, vu (3.42)

. , d;
=1 k=0 k=—1 k=0

On distingue maintenant deux cas en fonction de la relation entre z et 3i*!.



CHAPITRE 3. LES APPLICATIONS DES SPECTRES DE NOMBRES 119

Cas1 : B < z < B! Dans ce cas, la B-représentation de z est de la forme
dg(z) =10".2129 - - -

ou dg(z — B) =0.2929 -+ # Ow&@. On en tire que z € S, (3) mais z ¢ Z].

Cas 2 : z > Bl De I'équation (3.43), on déduit que /7t < z < B* + 1. Or, cela
implique d; = |3] = 1 et B¥(f—1) = T*(—1) < 1 pour tout k € {0,1,...,i}. Donc
la définition de dg(1) implique diy; = |BT*1(8—1)| = 0 pour tout k € {1,2,...,i}.
On a donc dg(1) = 1071d;13d;j14- -+ pour un certain j vérifiant j > ¢ > 2. On en
déduit

1

—Gtgmt Y e P =g +Z

I<:+3

Soit w = 37 + 1 = m3(10°"'1). On a alors

B e Z J+1+k (3.44)

Comme d; o = [T (f—1)] =1, 0on a
1< Bj—l-l(@ _ 1) — 5j+2 _ 5]'4-1 < Bj+2 —ﬁj — /3j+2 —w+1.

On en déduit que 7+ < w < 712, Cela implique que la B-représentation de w est
de la forme ‘
dg(w) = 107 wywy - - -

ot dg(w — ) = 0.wywy - - -. Comme w — B+ €]0, 1], on a dg(w — I # 0%,
c’est-a-dire {w} # 0. On a donc w € Sp,,(8) mais w ¢ Z3 .
[

Pour certains § > 1, les spectres Sp, (B) sont donc exactement les [S-entiers positifs
ZE, qui interviennent dans la construction des [-réseaux.

Exemple 3.3.28. Considérons le nombre d’or ¢. Ce nombre annule le polynéme 22 —x —1.
On peut donc appliquer le théoréme affirmant que Sg,(¢) = Zg. On a vu dans
I’exemple que la distance entre deux ¢-entiers successifs (donc entre deux éléments
du spectre Sg,(¢)) vaut soit 1 soit % Cela est illustré a la figure ci-dessous.

FIGURE 3.10 — Les premiers éléments du spectre Sy 13(¢).
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3.4 Les convolutions infinies de Bernoulli

Dans cette section, on met en évidence les analogies existant entre les spectres et les
produits de convolution infinis. Comme on s’intéresse ici uniquement a la comparaison de
deux objets, on ne donne pas les preuves des résultats qui seront énoncés dans la suite. On
référe également a [58] et [45] pour les définitions des objets utilisés ci-dessous.

Introduisons d’abord l'objet de cette section. Considérons la variable aléatoire Yz =
Yoo o(£1)B™ ou le signe est choisi aléatoirement et de fagon indépendante avec la proba-
bilité 1. On note v la loi de probabilité de cette variable aléatoire. Alors v est le produit
de convolution infini de la suite (6_gn + dgn) ol § est la mesure de Dirac Ceci explique
également le nom « produit de convolution de Bernoulli infini » (cf. [46] ou [83]). Les
convolutions infinies de Bernoulli ont été étudiées depuis les années 1930. En 1935, Jessen
et Wintner [58| ont défini les propriétés suivantes d’une loi de probabilité.

Définition 3.4.1. Soit v une mesure de probabilité.
— On dit que v est continue si pour tout point z € R on a v({z}) = 0.
— On dit que v est absolument continue (par rapport a la mesure de Lebesgue L) si
v(E) =0 deés que L(E) = 0.
— On dit que v est singuliére si elle est continue et s’il existe un ensemble borélien F
vérifiant L(E) =0 et v(E) = 1.

Jessen et Wintner [58] ont démontré que v est soit absolument continue, soit singu-
liérem. Depuis lors, plusieurs auteurs ont étudié dans quels cas (i.e. pour quels ) vg est
singuliére respectivement absolument continue.

On sait aujourd’hui que si § < %, alors v est singuliére [83]. Cependant, il n’existe
a ce jour pas de caractérisation des nombres [ pour lesquels v3 est absolument continue.
Garsia [46] a déterminé un ensemblem de nombres 3 pour lesquels vg est absolument
continue. Il s’agit de I'ensemble des § qui sont les inverses d’entiers algébriques ayant
des conjugués de module strictement supérieur a 1 et dont le polynéme minimal est de
coefficient constant 2. Il a également montré que dans ce cas, toutes les sommes partielles

Z;S +* sont distinctes et que deux telles sommes partielles ont une distance d’au moins
2% pour une constante C' > 0.

Un deuxiéme critére d’absolue continuité de vg requiert la notion de « propriété I’ ».

Définition 3.4.2 ([70]). Un nombre 1 < o < 2 a la propriété F si I'ensemble Sy_q 013 (c) N
[a’—jl, ﬁ] est fini. En particulier, tous les nombres de Pisot sont des nombres ayant la
propriété F'.

Lau [70] a amélioré¢ le résultat de Garsia en démontrant que si 3 < § < 1 est I'inverse
d’un nombre ayant la propriété I, alors vg est singuliére.

18. Garsia a démontré ce fait dans [46] en se basant sur la fonction de répartition Fjz de la variable
aléatoire Yjg.

19. Dans [83| une démonstration alternative de ce résultat est donnée.

20. Cet ensemble est considéré comme le plus grand ensemble explicitement donné de nombres g pour
lesquels vg était absolument continue.
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Peres et Solomyak [84], préoccupés par I'étude de la densité du spectre Sy 13(3) pour
un § vérifiant 1 < § < 2, ont constaté des ressemblances avec les convolutions infinies
de Bernoulli et ont mis en paralléle I’étude de ces deux domaines. En particulier, Peres a
démontré le résultat suivant :

Théoréme 3.4.3 ([84]). Le spectre S{_113(B) dense dans R pour presque tout 5 €]1,2].
Solomyak a formulé un résultat analogue pour les convolutions infinies de Bernoulli.

Proposition 3.4.4 ([|92|). Pour presque tout € }%, 1 [, la convolution de Bernoulli infinie
vg est absolument continue.

Il existe d’autres résultats analogues. Le suivant se démontre de la méme facon que le

lemme 2.3.2]

Proposition 3.4.5 ([46]). Si 8 est un nombre de Pisot, alors S{_11y(8) est uniformément
discret.

Le résultat analogue a été prouvé par Erdds.

Proposition 3.4.6 (|31]). Si 5 est un nombre de Pisot, alors vy est singuliére.

Résumons la situation. La mesure Vi est absolument continue et le spectre A1 1;(53)

est dense pour presque tout § € (1,2). De plus, dans les deux cas, les seules exceptlons
connues sont des entiers algébriques[if]. Cependant, Peres et Solomyak ont affirmé qu’aucun
lien direct entre ces deux objets est connu et ont exposé des questions ouvertes concernant
d’autres potentielles propriétés analogues entre ces deux problémes dans [84].

Des contributions trés récentes (et partiellement encore en cours de développement au
moment de la rédaction de ce mémoire) ont été réalisées par Batsis et Kempton dans [63].
Ils ont défini une mesure en se basant sur les spectres Sa, ().

Définition 3.4.7 (|63]). Pour z € S4,(8) et n € N soit p,, la mesure définie par

ou

Nn(a:):ﬁ{al---an,bl b, € {0,1}" | Z — b)) = }
Batsis et Kempton s’intéressent alors la convergence de ces mesures lorsque n tend vers
I'infini.

Définition 3.4.8 (|63]). Le nombre 5 est hyperbolique s’il est un entier algébrique de
polynéme minimal & coefficients dans A; et n’a pas de conjugué de module égal a 1.

21. Méme des nombres de Pisot.
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Théoréme 3.4.9 (|63]). Soit 5 un nombre hyperbolique. Alors il existe un nombre réel
A > 1 tel que pour tout x € Sa,(B), la mesure limite

ezxiste et on a p(z) €]0, 0o pour tout x € Sa,(f).

Dans [63|, les auteurs appliquent leurs résultats sur g uniquement dans le cadre de
I'étude de la dimension de la convolution de Bernoulli vg pour certains 3. Ils annoncent ce-
pendant une suite a leur article promettant la donnée d’une condition impliquant I’absolue
continuité de vg pour des nombres hyperboliques 3 qui ne sont pas de Pisot.
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Annexe A

Les systémes de fonctions itérées
homogeénes (IFS)

Certains résultats sur les spectres de nombres reposent sur une étude préliminaire des
systémes de fonctions homogénes itérées. Feng a démontré des propriétés dans [36] qui lui
ont permis de mettre en évidence le nombre 0 comme un point d’accumulation particu-
lier des spectres. On présente donc dans cette annexe les bases des IFS et on reproduit
démonstrations des propriétés en question, provenant de [36] .

Définition A.1. Soit M un entier non nul et ® = {¢;}4, une famille d’applications
contractantes de la forme

¢i(z) = pix+b; Vie{0,...,M}.
On appelle ® un systeme de fonctions itérées.

Si pour tout ¢; € ®, la constante de contraction est la méme, p; = p, et si on ajoute des
conditions sur les b;, on dit que ce systéme est un systéme de fonctions itérées homogéne.

Définition A.2. Soit M un entier non nul et ® = {¢;}4, une famille d’applications
contractantes de la forme

¢i(r) =px+b Vie{0,1,...,M}

ou
O<p<letO=by<b < ---<by=1-—p. (A.1)

On appelle ® un systeme de fonctions itérées homogeéne.

Le résultat suivant a été démontré par Hutchinson dans [56] et sera énoncé sans dé-
monstration.

Théoréme A.3. Soit ® un IFS. Alors il existe un unique ensemble compact K C R tel
que
K = U ¢:(K).

On appelle cet ensemble K attracteur de P.

124
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Selon Feng, on a

K = {Zbinpﬂine{(),l,...,M} vneN}.
n=0

La condition (A.1]) implique alors que I'enveloppe convexe de K est [0, 1]. On le voit en
remarquant que 1’élément minimal de K est 0 et que son élément maximal est

oo

d (1=p)p"=1.

n=0

Sion aun mot fini [/ =14, ---1,, on écrit ¢; = ¢;; o--- 0 ¢;, . De plus, on a
¢1(0) = by, + pbiy + -+ p" by, (A-2)

Remarque A.4. Remarquons que ¢;([0,1]) = [b;, p + b;]. On en tire que si b1 — b; < p
pour tout i € {0,...,M — 1}, alors [0,1] = UM,¢;([0,1]). En d’autres mots, [0,1] est
I'attracteur de ®.

Remarque A.5. Considérons un IFS et ¢ € R. Alors les applications ¢; transforment un
intervalle de longueur ¢ en un intervalle de longueur pc. En effet, si x € R et [z, 2 4 ] est
un intervalle de longueur ¢, alors ¢;([z, z +c|) = [pr + b;, px + pc+ b;], dont la longueur est
pc. En itérant, on constate que ¢; transforme un intervalle de longueur ¢ en un intervalle
de longueur p"c pour tout I € {0,..., M}™.

Définition A.6. Un IFS ® vérifie la propriété de séparation simple s’il existe une constante
¢ > 0 telle que pour tout n € N et pour tout I,J € {0,...,M}", on a

— soit p"¢;(0) — ¢,(0)| =0,

— soit p"[¢;(0) — ¢4 (0)] = c.

Définition A.7. Un IFS & vérifie la propriété de type fini s’il existe un ensemble fini
I' € [0,1) tel que pour tout n € N et pour tout I,J € {0,..., M}" on a

— soit p~"[¢r(0) — ¢;(0)] > 1,

— soit p~"[¢r(0) — ¢,(0)] € T

Lemme A.8. Soit ® = {¢; = px + b}, un IFS sur R avec
O<p<letO=by<b<---<b,=1-—p.

Posons Y ={>"" eip™": ¢ €{bs—b:0<s,t<M},n>1}. Alors
(1) Le IFS ® vérifie la propriété de séparation simple si et seulement si 0 n’est pas un
point d’accumulation de Y .
(17) Le IFS & wvérifie la propriété de type fini si et seulement si Y n’a pas de point
d’accumulation fini.
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Démonstration. Pour n > 1, I =iy -ip, J =71 jn €{0,1,..., M}" on a, vu (A.2),

n n

P (0r(0) = 6.(0) =D (bi, —b;)p ") = (i = bj )P (A.3)

s=1 s=1

Montrons le point (i). Si @ vérifie la propriété de séparation simple, alors, vu (A.3), le
nombre 0 ne peut étre un point d’accumulation de Y. Inversement, si 0 n’est pas un point
d’accumulation de Y, il existe un voisinage de 0 qui ne contient aucun point de ce spectre.
Dans ce cas ® vérifie la propriété de séparation simple.

Passons au point (ii). Pour démontrer 1'équivalence, vu et la définition il
suffit de montrer que ® vérifie la propriété de type fini si et seulement si Y N [—1,1] ne
contient qu’un nombre fini de points. En effet, si ® vérifie la propriété de type finiet siY a
un point d’accumulation, il doit nécessairement étre un point d’accumulation de Y N[—1, 1].
En montrant que cet ensemble n’a qu’un nombre fini de points, on prouve que cet ensemble
ne peut pas avoir de point d’accumulation.

On voit facilement que si Y n’a pas de points d’accumulation, alors Y N [—1, 1] ne
contient qu’un nombre fini de points. Il suffit donc de montrer ’autre implication.

Supposons alors que A =Y N [—1, 1] ne contient qu’'un nombre fini de points. Posons
B={b—b;:0<i,7 <M} Comme A et B sont des ensembles finis, il existe ;> 1 tel
que [1,ulnp ™ (A+B)=0,0u p'(A+B)={p ' (a+b):a€ A, be B}. Comme 0 € A,
on doit avoir |1, u[Np™1(B) = 0.

Montrons d’abord que YN|1, u[= 0. Pour y € Y notons

deg(y) = min{n | Zeip’i =Y, €1,...,6 € B} :
i=1

On procéde par I'absurde et on suppose YN|1, u[# 0. Posons N = min{deg(y) | y €
YN|1, uf}. Alors N € N. Soit z € YN|1, ] tel que deg(z) = N. Il existe alors €,...,exy € B

tels que
N
z= Z ep .
i=1

Comme |1, u[Np™'B = 0, on a z € p~'B, donc deg(z) > 2. On peut donc considérer
Pélément w = SN M ep " Alors w € YV et 2 = p~lw 4 p~le;. Remarquons aussi que
w & A. En effet, sinon 2 = p~!(w+¢€;) € p~'(A+ B), ce qui contredit |1, u[Np~(A+B) =0
et z €]1, u[. Comme w € A=Y N[—1,1], on a |w| > 1. De plus, |w| < z, car sinon

el =lp"w =2 > pTHw[ =2 > (p7 = 1)z > p7t = 1= p  max B,

ce qui est contradictoire. On a alors 1 < |w| < z < p, donc |w| € YN|1, u[. Or deg(|w|) <
N — 1 < deg(z), ce qui contredit la minimalité de deg(z). On a finalement Y'N|1, u[= 0.
Comme Y = =Y, on a également YN| — 1, —pu[= 0. Donc YN| — p, u[ ne contient qu'un
nombre fini de points. Montrons finalement que Y n’a pas de point d’accumulation fini.
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On procéde par 'absurde et on suppose que v est un point d’accumulation de Y. Comme
YN] — p, u[ ne contient qu’un nombre fini de points, on a nécessairement |v| > u. De plus,

pour tout n € N, on a
Y=p"Y+D, (A.4)

ou D, = {7 eip™" | & € B Vi}. Soit n tel que p™|v| +1 < p. Vu (A.4), il existe un
point d’accumulation w de Y (qui n’appartient pas forcément a Y') et il existe z € D,, tel
que v = p~"w + z. On a donc

w| = [p"(v = 2)| < "ol +p" > (1= p)p~" < p"|v| + 1 < p.
i=1
Or ceci contredit que le fait que Y'N] — pu, p[ n’a pas de point d’accumulation. O

Lemme A.9. Soit ® = {¢; = px + b}, un IFS sur R avec

O0<p<l, O0=by<bi<:---<by=1—p et by —b;<p pourtout 0 <i< M —1.

Alors
(i) Pour toutn € N, on a [0,1] = Ureqo1,.. . amyn@1([0, 1]).
(1) Pour n,k € K et J € {0,1,...,M}", si[c,d] C ®,([0,1]) est de longueur supé-
rieure ou égale o p"*, alors il existe J' € {0,1,..., M}* tel que ¢;5(0) € [c, d].

Démonstration. Montrons le point (7). Vu la remarque (A.4), on a [0,1] = UM ¢;([0,1]).
En itérant n fois, on en tire que [0, 1] = Useqo1,.. a2 @1([0, 1]). Passons au point (ii). Par
hypothése, l'intervalle ¢ ([e,d]) C [0, 1] et est de longueur au moins p*. Par le point (i),
il existe J' € {0,1,..., M}* tel que ¢,(0) € ¢;'([c, d]), donc ¢;:(0) € [c,d]. O

Théoréme A.10. Soit ® = {¢; = px + b}, un IFS sur R avec

O<p<letO=by<b<---<by=1-—np.
Supposons également que
bir1 —b; < p pourtout 0 <i < M — 1. (A.5)
S1 @ vérifie la propriété de séparation simple, alors ® vérifie la propriété de type fini.

Démonstration. Etape 1 : Montrons d’abord que pour tout 0 < o < 1, il existe un ensemble
fini T, C [0,1 — o] tel que pour tout n € Net I, J € {0,1,...,M}" on a

soit p~"[61(0) = ¢5(0)] > 1 — o, soit p™"]61(0) — 6,(0)] € T, (A.6)

Comme, par hypothése, ® vérifie la propriété de séparation simple, on a, par le principe
des tiroirs,

sup  #{¢7(0) : ¢7(0) € [z, + p", T € {0,1,..., M}*} = < . (A7)

z€[0,1], keN
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1
En effet, / < — + 1, ot ¢ est la constante donnée dans la définition |A.6) .

Soient z € [0, ij] et k € N telle que le supremum dans soit atteint en (x, k). Alors ce su-
premum est aussi atteint en (¢;(x), n+k) pour tout n € N et pour tout I € {0,1,..., M}".
En effet, si ¢;(0) € [z, + p*] pour un J € {0,1,..., M}* alors ¢;5(0) € ¢;([z,x + p*])
pour tout 7 € {0,1,..., M}™ . Vu la remarque (A.5), cet intervalle est [¢;(0), ¢;(0) + p"**].
Soit maintenant k' € N tel que pF + p*+* < 1 et posons

To = qbok/ (I‘), ko = k?l + k.

Alors, comme 2 < 1, on a zy < p¥ et donc [zg, zo + p*] C [0, 1]. De plus, le supremum

(A.7) est atteint en (zo, ko).

Soient Wy, ..., W, € {0,1,..., M}* tels que ¢w, (0), ..., dw,(0) sont des points deux a
deux différents de [zg, zo + p*°] et fixons 0 < 0 < 1. Le but est de montrer que I'ensemble
{p7™¢1(0) —;(0)| <1—0|I,J€{0,...,M}"} est fini. Soit alors k; € N tel que

po < pM <o (A.8)
Supposons maintenant que I, J € {0,1,..., M }" vérifient

191(0) = ¢5(0)] < (1 —0)p".

Sans perte de généralité, on peut supposer que ¢;(0) < ¢,(0). Posons

A = [¢5(0),61(0) + p"].

Alors A C ¢7([0,1]) N ¢([0,1]) et |A] > op™. Comme ¢7(0) + p* = ¢r(1), on a ¢; ' (A) =
[u, 1] pour un certain u €]0, 1] tel que 1 —u > o > pk1.

Soit I' = M ---M un mot de longueur k;. Comme ¢y (1) = 1, on a ¢p(1) = 1.
De plus ¢7([0,1]) est de longueur p*', donc ¢ ([0,1]) = [1 — p¥1,1] C [u,1] et donc
o1 ([0,1]) C é1([u, 1]) = A. En particulier,

érr([xo, xo + Pko]) C A C ¢,([0,1]).

Remarquons que ¢rp([zg, 2o+ p*°]) est un sous-intervalle de ¢ ([0, 1]) de longueur p™rot+ri,

Par le point (i7) du lemme il existe alors J' € {0,1,--- , M}*+kt tel que ¢;5(0) €
é11 ([0, 0 + p*0]). Posons 21 = ¢y (xp). Alors

drr([20, 7o + pF]) = [, 21 + prHhoth],

Comme ¢y, (0), ..., ¢w,(0) sont des points deux a deux distincts de [xg, 2o+ p*], les points
17w, (0), ..., d1rw, (0) sont £ points deux & deux distincts de [z, 1 + p"T*+*1]. De plus,
comme ¢;;(0) € [x1, 71 + p*TFot*1] la maximalité de ¢ (cf. |A.7) implique

$7:(0) € {Grrw;(0) : 1 < j < A},



ANNEXE A. LES SYSTEMES DE FONCTIONS ITEREES HOMOGENES (IFS) 129

c’est-a-dire
¢.7(0) + p" 05 (0) € {&r(0) + p" b1, (0) : 1 < j < L}
On en déduit que
p"(0.(0) — ¢1(0)) € {rw,(0) —¢r(0) : 1 <j < £}
C {07(0) — 5(0): I, J € {0,1,..., M}kothi}
ot {¢7(0) —¢;(0): I,J €{0,1,..., M}*+"} est un ensemble fini. En posant
T, = {6;(0) — ¢;(0): I,J € {0,1,..., M}t 111 [0,1 — o], (A.9)

on peut conclure pour ’étape 1.
Etape 2 : Posons v = min{by, bys —bpy—1} et B ={b; —b; : 0 <14,j < M}. Par 1} et

0<y<p<l. (A.10)
Soit T, défini par (A.9) (avec o =) et posons
n =max(p ' (£, + B) N[0, 1]).
Alors 0 < n < 1. Montrons que pour tout n € N et pour tous I,J € {0,1,...,M}" on a

soit p~"¢r(0) — ¢s(0)] = 1, soit p™"|¢1(0) — ¢ (0)] < 7. (A.11)
Procédons par Pabsurde et supposons qu'il existe n € Net I, J € {0,1,..., M}" tels que
n<p "(¢s(0) = ¢1(0)) <1. (A.12)

Supposons également que ce n est minimal. Montrons d’abord que n > 2. Sinon, n = 1 et

par (A.12), on a alors 0 < p~'(¢,(0) — ¢;(0)) < 1, donc p~'(¢,(0) — ¢1(0)) € p~' BN[0, 1].
Or, par définition de 7 et le fait que 0 € 'y, on a p~'(¢s(0) — ¢;(0)) < 7 ce qui contredit
(A.12). On en déduit que n > 2. On a alors

=TI, J=1Jj,
oul',J €{0,1,...., M} 'etije{0,1,...,M}. Dans ce cas, on a
$1(0) = ¢ (0) 4+ p" i, ¢5(0) = ¢ (0) + p" b5

Donc
¢(0) = 61(0) = ¢5(0) — ¢r(0) + p" " (bi = by). (A.13)
Par (A.13) et (A.12), on a alors
(6.5(0) = ¢ (0)] < p" +p" 1 (1 = p) = p" . (A.14)
Montrons que
|6.(0) = ¢r(0)] < (1 —7)p" . (A.15)
Par (A.13), le fait que ¢,(0) > ¢;(0), et (A.10), on a
¢5(0) = ¢r(0) > p"H(bi — bj) > —p" 1 (1 = p) > —p" (1 — ). (A.16)

Pour majorer ¢;(0) — ¢(0), on distingue deux cas :



ANNEXE A. LES SYSTEMES DE FONCTIONS ITEREES HOMOGENES (IFS) 130

Cas 1: On a (i, ) = (m,0). Dans ce cas, par (A.13), on a
¢7(0) — d1:(0) = ¢5(0) — 61(0) + p" (1 = p).
Alors par (A12) on obtient
6(0) = 61(0) _ 65(0) = 64(0)

= = +(1—p)
_ ¢J<0>p—n¢1<0> ()1 ¢J<0>p—n¢1<0>)
§ ¢J<0>p—n¢1(0> -

En appliquant (A.14)), on trouve que 1 > p~ "1 (¢,(0) — ¢(0)) > 0, ce qui contre-
dit la minimalité de n. Ce cas est donc impossible.
Cas 2 : On a (i,7) # (m,0). Dans ce cas, on a

bj — bl 2 min{b1 — bM, bo — b]\/[—l} = min{bl — (1 — p), _bM—l}-
Vu (A.13), on a alors
¢7(0) = dr(0) < p" — p" "t min{by — (1 — p), —bar—1}
= p""Hp+max{l — p—bi,ba1})
= p" Tmax{1 — by, p+ byr_1}
= p" tmax{l —b;,1 — 1+ p+by_,}
= p" Tmax{1 —by,1 — (byy — bar—1)}
=p" (1 =)
Vu ((A.16)) et le cas 2, on a nécessairement (A.15]).
Alors de (A.15) et 'étape 1, on déduit que p~™=V|¢,(0) — ¢(0)| € T'y. Donc par (A.13)),
on a
P~ (9(0) = 61(0)) = p~"(¢(0) = &1 (0)) + p~" (b — by)
€ p (£, + B).

En appliquant (A.12)), on trouve que
P (65(0) = ¢1(0)) € p~ (£ + B) N[0, 1.
Par définition de 7, on a p™™(¢;(0) — ¢;(0)) < n, ce qui contredit (A.12)). Ceci permet de

conclure.
Etape 3 : Soit n € [0, 1] défini comme dans I'étape (2). Vu I'étape (1) et (A.11), pour
tout n € N et pour tous I, J € {0,1,...,M}" on a

soit p~"|(¢.7(0) — ¢1(0))| = 1 soit p~"|(¢,(0) — ¢1(0))] € T'1—y,

ouI'y = {0}. On en tire que ¢ vérifie la propriété de type fini, ce qui permet de conclure. [



Annexe B

Le (3-shift

Dans cette annexe on démontre que l'ensemble des [-représentations gloutonnes est
accepté par un automate de Biichi si § est un nombre de Pisot. Définissons d’abord les
systémes dynamiques symboliques et donnons quelques propriétés importantes qui seront
utiles pour la suite. Fixons un alphabet A. On emprunte ici les définitions et les raisonne-
ments de [43].

Définition B.1. On note o le décalage sur AN défini par o((2,)n) = (Tni1)n-
Définition B.2. L’ensemble AN muni du décalage o est un systéme dynamique symbolique.

Définition B.3. Un mot v € AY est un mot lericographiquement mazimal du décalage si
pour tout k € N, on a o*(v) <jp v. On dit alors que v est un mot lsm (lexicographically
shift maximal).

Définition B.4. On définit
T Up) = U1V2 " - Up,
— D, ={u€ AN |Vk >0,0%(u) < v}.

La proposition suivante donne des conditions suffisantes et nécessaires sur un mot v €
AN pour que D, soit accepté par un automate de Biichi fini. On donne ici juste I'idée de
la preuve. Le lecteur intéressé est invité a consulter [43].

Proposition B.5 ([43]). Soit v € AN un mot lsm. Alors ’ensemble D,, est accepté par un
automate de Biichi fini si et seulement si le mot v est ultimement périodique.

Idée de la preuve. Soit D, I'automate (infini) dont les états sont les vy, pour tout n et dont

les transitions sont définies par vy, BUASN Vg1 €t Upy) N vjo] pour tout a < v,4. L’état vy
est I'unique état final et initial. Alors on peut montrer que I’automate de Biichi D, accepte
D,.

L’automate D, a un quotient minimal fini D', si et seulement si v est ultimement pé-
riodique. Le langage de I'automate D', est le méme que celui de D, ce qui permet de
conclure. ]

131
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Définition B.6. Soit Dg 'ensemble des 3-représentations gloutonnes de tous les nombres
appartenant a 'intervalle [0, 1[. On appelle cet ensemble le [-shift.

Définition B.7. On définit la représentation quasi-gloutonne dj(1) de 1 comme suit.

— Sidg(1) =ty -ty est fini, alors dj(1) = (t1--- (t, — 1)),

— dj(1) = dg(1) sinon.

Dans ce qui suit, on démontre le théoréme de Parry caractérisant les représentations
gloutonnes. Rappelons a ce moment que pour un réel 3 > 1 et un mot byb; - -- € B}, on
a mg(bo.by--+) = by + %1 + [% + ---. Dans le lemme ci-dessous on représente également un
nombre réel positif = par un by.by - -+ ot by = |x| et ol le mot infini bybs - - - est obtenu par
I’algorithme glouton.

Lemme B.8 ([79]). Supposons que 8 = ag+ G + % + -+ ol a = aaiay--- € N g
b= bbby --- € NYO vérifie bpbyiq -+ <iew @ pour tout n > 1, alors pour tous m,n € N, on
a

bnbn—H o <lew AmAm+1 " = Wﬂ(bn'bn-ﬁ-l e ) < 71—B(arrram—‘rl U )a (Bl)
sauf si B = aﬁ—%—i—%—i—' . ~+% pour un q € N et 81 byby 1+ = CnCmat - -+ pour certains
m,n € N, ot (¢;)ien est la suite définie par

ci=a; sii#0 mod g,

¢i=ay—1s81=0 modgq.
Démonstration. On prouve d’abord I'implication
(bpbnt1 -+ < @mmsr -+ = T3(bnbpg1 -+ ) < 7g(Am.Qmyr -+ )) Vm,n € N. (B.2)

Pour ce faire, on montre que pour tous m,n € N, si b, -+ - b1y <tew G+ * Ay, alors pour
tout r € N,
T6(bn-bns1 - bnir) < Tp(Am-Amat -+ Amar)- (B.3)

On le montre par récurrence sur r. Si r = 0, alors b, < a,, implique 7g(b,.) = b, <
am = mg(am.). Le cas de base est donc prouvé.

Supposons alors que est vrai pour tous m,n € N si r < k et montrons que
(B.2) reste vrai pour k. Si b, - bpik < Q-+ - gk, alors soit b, = ap, et byyq - bygp <
Amt1* ** Gk, SOit by, < @y, Dans le premier cas, mg(byt1 - - bugr) < 13(@mt1 -+ - Qmyr) PAr
hypotheése de récurrence et on peut conclure. Dans le deuxiéme cas, 'hypothése b,b,41 -+ <
a pour tout n > 1 implique b,41 - bpir <iex aoaq - - - ai_1. Remarquons également qu’on
a, vu la définition de agay - - -,

Qo ay ag—1

BRI

<1< a,,— b, (B.4)

On a donc

78(bp-byg1 -+ bpyr) < ma(bp.apaq - - - ag_1)
< mylan) (v (B3))

S Wﬂ(am-am—i—l e am+k)a
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et on a I'égalité si et seulement si

a ap—
B:a0+é+---+%et bnt1bpto -+ by = aoar -+ - ag—1 (B.5)
car on a o a a
§+B§+~+-;1§1§%fwn
si et seulement si on a a u
1 k-1
a0+ g+ gy < Blam = bu).
Orag+ G+ +5F <atG+-+gr+gH+ - =pFetdonc0<a,—b, <1

ce qui montre I’équivalence avec . Cependant, cela n’est pas possible vu I’hypothése
bpbpit ... <z a pour tout n > 1. Ceci termine la récurrence et on en déduit .

Supposons maintenant que b,b, 11 -+ <jex Amlmyr - - - . Alors il existe des entiers p et g
vérifiant p — n = ¢ — m, tels que

7T,3<bp'bp+1 ) < 7T/3(bp-a()al o) < Wﬁ(atrow) < 71'5(%'%4-1 ) (B.6)

et si on a l'égalité, alors nécessairement agy1 = agy2 = --- = 0. Dans ce cas, § =
mg(ap.aras - - - a,) = m(cp.cp - -+ ) ou

ci=a;sii#0 mod g,
¢i=a,—1sit=0 mod g,

En remplacant le mot a,,a,,21 -+ par ¢, cpmer -+ on garde donc la méme valeur mais on
ne peut plus avoir 'égalité dans . On a donc mg(bpbptr--+) < mp(CmCmyr--+) =
T(AmGma1 -+ ) 81 bpbpgr -+ < CmCmgr - - -

Or si bybuyt- - < Ay, alors soit byb,i1-+ = CuCmyr -+, 80t bpbyyq -+ <
CmCma1 - -+, Ce qui permet de conclure. O

Le théoreme suivant justifie le nom [-shift qu'on a donné a Dg.

Théoréme B.9 ([79]). Soient 5 > 1 un réel dont la représentation gloutonne est a =
ag.aq - -+, c’est-a-dire

ai
b=ay+—+" -
B
et b = bg.by--- une suite infinie d’entiers positifs telle que biby--- # ¢, ou c est défini

comme dans le lemme st la représentation gloutonne de [ est finie. Alors b est la
représentation gloutonne d’un nombre réel positif x si et seulement si pour tout entier
k>1, o*(b) < a. En particulier, pour tout k > 1, on a 0*(a) < a.

Démonstration. La condition est nécessaire : S’il existe un réel positif dont la S-représentation
est r = %1 + % + .-, alors pour tout n > 2, on a, vu le lemme [1.5.32

bn bn+1 Qo ay
e =
g p? g B
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On en tire que b,b,.1 -+ # ajas - --. Soit k le plus petit entier tel que b, # aj. Alors

brtkt1 Ag41
b ik + Fo<ap+ g
B g
Or, encore par le lemme [1.5.32] akgl + agﬂf + -+ < 1, donc b,y x < ap + 1. Comme on ne

peut pas avoir 'égalité, on a nécessairement b, < ar On en tire que 0™ (b) <jep a.
La condition est suffisante :
Par le lemme [B.§| pour tout n > 1, si b,bpy1 -+ <jex @102 - - -, alors

bn bn+1 ap ai
— + el =4+ =4+ =1
g B g p
et vu le lemme |1.5.32) il existe x dont la [-représentation est z = by + % + % +---. 0O

Le théoréme suivant est le cas particulier du précédant ol on considére uniquement des
nombres x € [0, 1. Cela est la cas si et seulement si la suite b de ce théoréme vérifie by = 0.
De plus, Si la représentation gloutonne de § est 8 = ag+ %1 +---,alors 1 = %0+ % +--- est
la représentation gloutonne de 1 et on peut en extraire la représentation quasi-gloutonne
d’g(l) de 1, qui correspond a la suite ¢ du lemme et qui est donc un mot Ism. On en
déduit en particulier que Dy = Dd;(l)-

Théoréme B.10. Soient 5 > 1 un réel et b = biby - - - une suite infinie d’entiers positifs.
Alors b € Dg si et seulement si pour toul entier k> 0,0%(b) < dj(1).

Au vu de la proposition et du théoréme [B.I0, on peut énoncer la proposition
suivante :

Proposition B.11. L’ensemble Dy est accepté par un automate de Biichi fini si et seule-
ment si dg(1) est ultimement périodique.

Dans le cas des nombres de Pisot on a la propriété suivante, dont la preuve a été
reproduite dans [7].

Théoréme B.12. | Si 8 est un nombre de Pisot, alors tous les nombres appartenant @
Q(B) N[0, 1] ont une B-représentation gloutonne ultimement périodique.

Démonstration. Soient fPs, ..., [, les conjugués de [ et posons [ = [;. Pour tout entier
Jj€42,...,d}, soit

0 = Q(ﬁ) — Q(ﬁj) Doa+ bﬁ — a—+ bﬁ]
Montrons que o;(Tj(x)) est borné pour tout j. Pour j = 1, on a Tg(x) < 1 pour tout
n € Ny. Pour tout entier j € {2,3,...,d}, on a

Tg(x) = B"x — Z z;8""
i=1
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pour des x; € B|g|. Or |o;(8)| < 1 pour tout j € {2,3,...,d}. On en déduit

|0 (T5 ()] <[] + o B

Z%(Uj (5))717]

<lel + 18] Y los(B) < fol + 7

Or les points (o1 ((T5 (2)), . .., 01((Tj (x))) appartiennent & un réseau (cf [102][lemme 4.3.2]).
Comme le nombre de points d’un réseau dans un intervalle borné est fini, il doit exister
deux entiers n et m tels que T (z) = T5"(z) ce qui permet de conclure. O

Ce théoréme a donc pour conséquence que si 5 est un nombre de Pisot, alors dg(1) est
ultimement périodique. En appliquant la proposition [B.1T} on en déduit que si § est un
nombre de Pisot, alors I’ensemble des J-représentations gloutonnes Dg est accepté par un
automate de Biichi fini.



Annexe C

Les (-représentations de 0

On peut étudier les S-représentations de 0 a I'aide des automates. Dans un systéme de
numération donné, on considére en particulier 'ensemble des [-représentations Z(8, M)
de 0 sur l'alphabet Ay, = {—M,..., M}.

Frougny s’est intéressé dans [40] aux préfixes finis (ou les facteurs finis & gauche) des
élements de cet ensemble. A chaque préfixe d’une [S-représentation on peut associer un
polynéme qui est alors divisible par (x — [3). L’ensemble des restes de cette division déter-
mine alors si Z(f, M) est accepté par un automate de Biichi fini. Bugeaud s’est servi de
ces résultats dans [21] pour étudier la distance entre les éléments consécutifs d’un spectre
(cf section [2.4]).

Considérons I'ensemble des représentations de 0 dans une base réelle 5 > 1 défini ci-
dessous.

Définition C.1 (|40]). Soit M un entier positif et posons Ay = {—M, ..., M}. Alors on
définit [’ensemble des représentations de 0 dans la base [ et sur 'alphabet A, par

Z(B,M) = {s = (5)nen € AN, | anﬁ_" = 0} )
neN
On peut alors définir la congruence modulo Z(3, M) dans Ay;.

Définition C.2 ([40]). Soient f,g € A%,. On dit que f et g sont congrus 4 droite modulo
Z(B, M) et on note [~z g si pour tout s € Ay, ona fs € Z(8, M) < gs € Z(3, M).

Cette congruence donne lieu au quotient Z(5, M)/ ~za,m)-

Définition C.3 ([40]). On appelle le nombre de classes dans ce quotient [’indice de la
CONGTUENCE ~z(3,M)-

Définition C.4 ([40]). Soit LF'(Z(8, M)) l’ensemble des préfizes finis des mots de Z (3, M),
c’est-a-dire LE(Z(B,M)) ={w € A}, | Is € AY,,ws € LF(Z(5, M))}.

136
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A chaque élément f = fofi--- f, de LE(Z(5,M)) on associe le polynome F(z) =
fox™ + -+ f,. A un tel polynome F' donné, on associe le reste de la division euclidienne
de F par x — 8 qu’on note r3(f). Plus précisément, la division euclidienne de F' donne
F(z) = Q(x)(x — ) + r3(f) pour un polynoéme Q. On trouve donc

F(B) = fof" + "+ + fu = 15(f)- (C.1)

Définition C.5 (]|40|). Soit R I’ensemble des restes de la division euclidienne des poly-
nomes associés aux mots de LF(Z(f, M)) par z — 3, ¢’est-a-dire

R=A{rs(f) | f € LF(Z(3,M))}.

Définition C.6 ([40]). Si P(z) = po + prx + -+ + ppa™, alors le polynome inverse de P
est P(x) = pox™ + -+ + p, = 2"P(27!). On en déduit que P(z) = 2z "P(z7').

Lemme C.7 (|40]). Soient f et g dans LF(Z (5, M)). Alors

[~z 9 ra(f) =13(9).

Démonstration. Soit f = fo--- f, et g = go- - - gr deux mots sur Ay, tels que n > k. Notons
F et G leurs polynoémes associés. Alors on a

(F'=G)(B) =0« F(B) =G(B)
& BTF(BTY) =GB
SF(E) -2 G(E ) =0,
La condition est suffisante :

Sirg(f) =rp(g), alors F(B7') — 2" *G(B~") = 0. On en déduit qu'’il existe un polynome
H tel que F = 2" *G + (1 — Bx)H. Alors pour tout mot infini s = (s, )neyn sur Ay, on a

In S1 1 gk S0 S1
fot+ - +E+5"+1+W+'”:W go+ - 5k +ﬁn+1 6n+2+ o

B 1 Ik S1
_W o+ - +@+5k+1+ﬁk+2+”' :

Ceci montre que fs € Z(f8, M) si et seulement si gs € Z(5, M).
La condition est nécessaire :
Soit s un mot infini sur Ay, tel que fs et gs appartiennent a Z(8, M). Alors

fn S0 S1 gk S0 S1
Jot - +@+ﬁn+l+ﬁn+2+“.:go+ +@+5k+1+6k+2+'”:0'
Donc F(B71) — 2" *G(B7!) = 0. On a donc r5(f) = r5(g). O

Lemme C.8. Soit S C A" le langage d’un automate de Biichi fini. La congruence & droite
modulo S a un index fini.
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Démonstration. Soit A = (Q, A, E,I,T) un automate de Biichi fini acceptant S. Soit

feA et I(f)={¢qeQ|Fiel:i ER q} Pensemble des états qui peuvent étre atteints
en suivant f a partir de I.
Alors la relation = définie par f = g < I(f) = I(g) est une relation d’équivalence.

Pour tout s € AN, fs € S si et seulement 'l existe i € [ et ¢ € I(f) tel que i ER qg> -
est un chemin d’acceptation de A. Si f = g, alors ¢ € I(g) et donc il existe j € I tel que

7% g3 -+ est un chemin d’acceptation de A si et seulement si ER g --- en est un.
En d’autres mots, si f = g, alors f ~z,) g. On vient de montrer que la relation = est
plus fine que ~zg ). De plus la relation = a un indice fini car @ est fini. On en déduit
que ~z@g,m) a également un indice fini. O

Proposition C.9 ([40]). L’ensemble Z(5, M) est accepté par un automate de Bichi fini
st et seulement si R est fini.

Démonstration. Vu le lemme si Z(B, M) est accepté par un automate de Biichi fini,
alors la relation d’équivalence ~zs ) a un indexe fini.
D’autre part, si le nombre de restes dans R est fini, alors le nombre de classes modulo
Z(B, M) est fini. Définissons I'automate B = {Q, Ay, E, i, Q} par
(i) L’ensemble fini des états Q est {[f]znm) =rs(f) | f € LF(Z(B,M))}.
i) L’état initial ¢ est {[e]zsm)} = 0.
i) Chaque état est final.
v) Les transitions sont de la forme [f]zs.ar) — [falzs.an), ot a € Apr.
ors B accepte Z(f, M). En effet,

) s0it § = (Sp)neny € Z(B, M). Alors pour tout n >0, 0 —
chemin dans B donc s est un chemin d’acceptation.
(b) Si s = (Sn)nen est un chemin d’acceptation partant de 0, alors pour tout n > 0, on

a

S0 Sn

(1
(ii
(i
Al
(a

— [S0 -+ Sn|z(s,m) €st un

so+s1x+--+ s =(1—-0z)(q+qr+---+ qn_lx"_l) + e, (C.2)

ol e, est le reste. En remplagant = par 57! dans (C.2),0n trouve que e,, = 3"so+- - -+
s,. Comme le reste e, est borné, on trouve, en évaluant encore (C.2) en z = 571 :
lim,, o0 [S0 + -+ + 8,877 =0, donc S(B71) = 0.

O

Remarque C.10. Remarquons que 'automate construit dans la preuve précédente est
I'automate des zéros Zz s de la section En effet, les éléments de R sont les valeurs
des polynoémes associés aux mots de LF(Z(3, M)) lorsqu’on les évalue en . Ils sont donc
de la forme fof" + f1 5" + - fn pour f € LF(Z(B,M)). De plus, rg(fa) = prg(f) +a
Alors il existe un transition [f]zs ) — [falzm) < 15(fa) = Bra(f) + a. Ces transitions
sont donc définies de la méme fagon que dans le cas de l'automate des zéros. Un mot
représente donc 0 si et seulement s’il est accepté par 'automate Zz s et cet automate est
fini si et seulement si tous les polynémes a coefficients dans A, et évalués en S ne prennent
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qu’un nombre fini de valeurs. L’ensemble des ces valeurs est donc ’ensemble des états de

cet automate. On a donc une facon de déterminer dans quels cas 'automate des zéros est
fini.

On peut alors énoncer le corollaire suivant :

Corollaire C.11. Soient 8 > 1 et M un entier vérifiant B — 1 < M. Si l"automate des
zéros Zg r est fint alors pour tout mot infini (s;)ien accepté par Zs p et pour tout conjugué
algébrique v de 3, on a
— Si|y] > 1, alors Y2 sy = 0.
— Si |y| = 1, alors les sommes partielles > s;v", ot n € N, appartiennent & un
nombre fini de cercles centrés sur 0.

Démonstration. Si automate des zéros est fini, alors vu le résultat [C.9], ensemble R est
fini. Or vu la remarqe et la relation (C.1)), pour tout mot infini (s;);en accepté par
Pautomate des zéros Zg 5/, les sommes partielles > s;6"* sont des éléments de R et donc
des états de automate des zéros défini dans la proposition [C.9 Comme cet automate est
fini, ces sommes partielles ne peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs. Vu la remarque
le reste de la démonstration est exactement la méme que celle du point (ii) du lemme
Pour faciliter la lecture, on reproduit la preuve ici.

On a constaté que la suite des sommes partielles (3 7 , siﬁnfi)neN ne peut prendre
qu’un nombre fini de valeurs. Montrons maintenant que si 7y est un conjugué de 3, alors la

suite
n
§ n—i
1=0 neN

prend également un nombre fini de valeurs. Notons P, = > " s;2" " pour n € N. Si deux
polynémes P;, et P;, de la suite (P,),eny prennent la méme valeur en = = (3, alors leur
différence P;, — P,, est divisible par (z — (3), ce qui implique qu’elle est également divisible
par le polynéme minimal de 5. Vu que ~ est le conjugué de f, il annule aussi le polynéme
minimal de 5. On en déduit que (P;, — FP;,)(y) = 0. Donc P;, et P;, prennent aussi la méme

valeur en x = 7. La suite
n
i=0 neN

prend donc également un nombre fini de valeurs zq, 29, ..., 2y et est donc bornée par une
constante ¢. On a maintenant tous les outils pour conclure la preuve. On distingue deux
cas en fonction du module de 7.

— Si |y| > 1, alors

C

<
y|"

— 0

n
—i
E S
i=0

si n — oo, done Y 2 sy = 0.
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— Si |y| = 1, alors pour tout n > 0,

n n n n

—1 -n n—i -n n—i n—i
E SiY | =Y E Si7Y = [y E SiY = E SiY
i=0 i=0 i=0 i=0
est égal & un des |z1],...,|zn]|, donc les sommes partielles sont bornées. Ceci qui

permet de conclure.
]

La proposition suivante découle directement du théoréme [3.2.26|et a été démontrée par
Berend et Frougny.

Proposition C.12 (|15]). L’ensemble Z (3, M) est accepté par un automate de Biichi fini
pour tout entier positif M > 1 si et seulement si 3 est un nombre de Pisot.

Les résultats et permettent de caractériser les nombres de Pisot.

Proposition C.13 (|21]). Le réel B est un nombre de Pisot si et seulement si pour tout

entier positif M > 1, le nombre de restes de la division euclidienne par x— [ des polynomes
associés aux mots de LF(Z(5, M)) est fini.



Annexe D

Erratum

La liste (non exhaustive) suivante reprend un certain nombre de fautes et d’imprécisions
que j’ai constatées jusqu’a ce jour. On fait ici la distinction entre les fautes d’orthographe
et des imprécisions mathématiques. Les fautes sont corrigées dans le texte a I’endroit précis
en rouge.

Fautes d’orthographe :

— A la page 11 en dessous de exemple 1.4.2 « Le tableau représenté a la figure 1.8
suivant donne les 10 plus petits nombres de Pisot. », le « suivant » est en trop.

— A la page 14 dans l'introduction de la section 1.5, « Ces notions de base seront
utilisées dans certaines démonstrations le chapitre 2 et 3 » devrait étre « dans
certaines démonstrations dans les chapitres 2 et 3 ».

— A la page 28 lemme 2.2.3 dans la démonstration du point (i) il manque une (barre
de) valeur absolue dans la premiére équation.

— A la page 36 en bas, dans la phrase « deux cas de se présentent », on peut soit
supprimer le « de » soit dire « deux cas de figure se présentent ».

— A la page 47 a la fin de la démonstration, « Ccomme ».

— A la page 51 au début de la section 2.3, « Ay = {—~M,—~M —1,..., M} » devrait
étre « Ayy ={-M,-M +1,...,M} ».

— A la page 56 a la deuxiéme ligne de la démonstration du lemme 2.4.3 j’ai mis un
espace devant un virgule « 0 , il existe... ».

— A la page 59 en dessous de I'équation (2.36) il y a « --- » au lieu de « ... ».

— A la page 89 dans I'exemple 3.2.36, il y a un « les » en trop dans « remplace les
toutes les occurrences ».

— A la page 92 dans I’énoncé du lemme 3.2.40 « Soit Il », devrait étre « Soit il ».

Imprécisions :

— Le titre « théorie des groupes » ne correspond pas tout a fait au contenu de la
section 1.3. Il s’agit plutot de rappels d’algébre.

— A la page 10 dans la définition 1.3.5, Z devrait étre Q.

— A la page 15 au dessus de la définition 1.5.2 je dis que je donne 'algorithme de
division, ce qui n’est pas le cas.

— A la page 27 dans la proposition 2.2.2, aprés la phrase « Le point x est un point
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d’accumulation d’un ensemble E si et seulement si tout voisinage V de x contient
une infinité de points » on pourrait préciser « une infinité de points de E ».

— A la page 50 dans la note en base de page 3, le polynéme 3z — 2 n’est pas le
polynome minimal car le polynéme minimal est défini comme étant unitaire. Le
polynome 3x — 2 en est un multiple.

— A la page 81 pour 'automate des zéros dans le cas fini, j’aurai pu mentionner que
T est 'ensemble des états finaux et « ¢ : T"— N » devrait étre » t: T — N ».

— A la page 101 dans la proposition 3.3.9, z € Q devrait étre o(z) € Q.

— A la page 101 dans la définition 3.3.10, 2’ € Q devrait étre o(x) € Q.

— A la page 119 dans I'exemple 3.3.28, Sp, (¢) = Zg devrait étre Sp, (¢) = Z}.
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