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Introduction

L’analyse convexe est une discipline qui n’a connu son essor que très tardivement. La notion
d’ensemble convexe était connue depuis longtemps et a été fortement étudiée par Minkowski.
Son intérêt pour cette notion a germé au cours de son étude de la théorie géométrique des
nombres [28] entre la fin des années 1800 et le début des années 1900. Avec le développement de
l’analyse fonctionnelle, cette notion a gagné en importance. Mais la communauté mathématique
n’attachait que trop peu d’importance aux fonctions convexes vu qu’elles étaient elles-mêmes
incorporées dans diverses théories. Plus tard, en 1934, W. Fenchel publia un livre consacré
sur les ensembles convexes, puis vers 1950, il écrivit un livre sur les ensembles et les fonctions
convexes dans lequel il posa les bases de l’analyse convexe dans Rn. Les fondateurs de l’analyse
convexe moderne en tant que discipline à part entière sont R.T. Rockafellar, W. Fenchel et J.J.
Moreau qui ont étudié les fonctions convexes de façon approfondie (on peut consulter ces deux
ouvrages fondateurs [35] et [29]). En particulier, R.T. Rockafellar a permis une avancée énorme
dans le domaine durant les années 1970 en étendant l’analyse convexe à des espaces vectoriels
plus généraux que Rn dans ses divers papiers. C’est plus ou moins à cette période que l’analyse
convexe a reçu plus de considérations des mathématiciens car les champs d’applications étaient
divers (théorie des jeux, ingénierie, optimisation, ...).

Nous nous proposons d’étudier la convexité dans le cadre des espaces de Banach. La pre-
mière partie de ce travail comportera une étude des ensembles convexes. Après avoir introduit
quelques notions classiques, nous établissons des théorèmes importants de la géométrie convexe :
le théorème de Carathéodory, les théorèmes de séparation de convexes et le théorème de Krein-
Milman.

La seconde partie est consacrée à l’étude des topologies associées à un espace de Banach :
les topologies faibles, faibles-∗ et duales. Après avoir examiné les propriété de séparation et de
métrisabilité de ces espaces, la compacité nous permettra de caractériser les espaces de Banach
réflexifs. Ces derniers constituent une classe importante d’espaces de Banach qui confèrent des
propriétés intéressantes en optimisation. C’est pourquoi nous établissons un théorème de ca-
ractérisation des espaces réflexifs.

Dans le troisième chapitre, nous abordons la notion de fonctions convexes. Nous étudions
ses propriétés en plusieurs niveaux. Nous examinons les propriétés de semi-continuité, de conti-
nuité puis de dérivabilité. Pour aborder des fonctions non-lisses, nous introduisons le concept de
sous-différentiel. Ce dernier sera mis en lien avec la notion de dérivabilité. Enfin, nous étudions
la transformée de Legendre d’une fonction afin d’étudier plus tard la dualité en optimisation.

Pour finir, nous abordons l’optimisation convexe. Nous attacherons une importance particu-
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lière à l’étude des minima. On commencera par établir des résultats d’existence et d’unicité de
minima pour des fonctions convexes. Ensuite, nous aborderons la dualité en optimisation. Nous
proposons une première étude, très générale, à l’aide de la notion de fonction de perturbation.
Ensuite, nous examinons deux perturbations particulières qui permettront de mettre en lien
deux problèmes d’optimisation duaux. Nous continuons l’étude en introduisant la régularisation
de Moreau-Yosida. Il s’agit d’un procédé utilisant la notion d’inf-convolution pour rendre une
fonction irrégulière différentiable. Ce procédé permet notamment de construire des suites de
points convergeant vers un minimum au sens de la topologie faible si l’on se restreint aux espaces
de Hilbert. Les applications de l’analyse convexe sont fort nombreuses (économie, ingénierie,
contrôle optimal, ...). Ici, nous nous proposons d’établir un résultat d’existence et d’unicité de
solutions de certaines équations aux dérivées partielles non-linéaires à titre d’application de la
théorie développée tout le long de ce texte. Nous présupposons une certaine familiarité avec
des notions basiques sur les espaces de Sobolev. Nous rappelons (et démontrons) les notions
qui nous intéressent en annexe.
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Chapitre 1

Ensembles convexes

Dans ce chapitre, nous présenterons dans un premier temps les propriétés algébriques des
ensembles convexes. Ensuite, nous aborderons deux classes particulières d’ensembles convexes :
les espaces affins et les cônes convexes. Les espaces affins ont un rôle particulier dans la descrip-
tion des ensembles convexes. Ils donnent en fait une description “duale” en terme d’intersection
de demi-espaces. Pour ce faire, nous aurons besoin d’introduire les théorèmes de séparation de
convexes. Pour finir, nous établirons un théorème important : le théorème de Krein-Milman. Ce
dernier permet, sous certaines hypothèses, de décrire un convexe donné en terme d’enveloppe
convexe d’un ensemble “minimal”.

Dans ce travail, nous nous plaçerons dans des espaces de Banach sur le corps des réels. Ces
espaces seront notés E et la norme associée sera notée ‖ · ‖. L’espace E est alors équipé de la
topologie d’espace métrique associé à la distance induite par la norme. Son dual topologique
(l’espace des formes linéaires continues de E) sera simplement noté E∗. Les bornes supérieures
et inférieures seront toujours prises sur la droite réelle complétée R = R∪{−∞,+∞} où l’on
prolonge naturellement l’ordre de R en posant −∞ < x < +∞ pour tout x ∈ R. Les opérations
+ et · sont partiellement étendues de façon habituelle : −(−∞) = +∞, (+∞) + (+∞) = +∞,
(−∞) + (−∞) = −∞, (+∞) · (+∞) = +∞, (−∞) · (−∞) = +∞, (+∞) · (−∞) = −∞,
(±r) + (+∞) = +∞, (±r) + (−∞) = −∞, (±r0) · (+∞) = sign(±r0)∞, (±r0) · (−∞) =
−sign(±r0)∞, lorsque r ∈ R+ et r0 ∈ R+

0 . Dans tous les cas énoncés, on supposera les deux
opérations commutatives. Les cas non-traités sont laissés indéfinis. On a alors directement
sup ∅ = −∞ et inf ∅ = +∞. De cette façon, les bornes supérieures et inférieures prises sur
des parties de R existent toujours. Cette extension de l’ordre se révèlera utile lorsque nous
aborderons en détail les fonctions convexes. Enfin, lorsque l’on fera usage de l’axiome du choix,
nous indiquerons AC à côté du numéro de la proposition ou de l’exemple.

Concernant les références, nous utilisons [35] pour la structure de nos idées et quelques
preuves élémentaires que nous présentons doivent également s’y trouver. Nous utilisons égale-
ment [17] aussitôt que l’on se restreint à la dimension finie. Le livre [31] a été exploité pour
traiter du problème de séparation de convexes par un hyperplan. Le reste du temps, nous nous
basons principalement sur [13] qui traite la théorie des espaces de Banach de façon très exhaus-
tive et [2] qui propose des preuves parfois plus accessibles que l’ouvrage cité précédemment.

1



1.1. Premières définitions et propriétés 2

1.1 Premières définitions et propriétés
Nous abordons dans un premier temps les propriétés basiques des ensembles convexes. Dans

cette section, nous suivons la même voie que [35], mais dans un cadre plus général que Rn. Dans
cette section, tout ce qui est défini et démontré dans E peut être démontré dans un espace
vectoriel quelconque car nous n’utilisons à aucun moment la topologie de E.

Définition 1.1.1. Une partie C de E est convexe si et seulement si, pour tout x ∈ C et tout
y ∈ C, le segment

[x, y] = {λx+ (1− λ)y : λ ∈ [0, 1]}

est inclus dans C.

Exemple 1.1.1. Voici quelques exemples fondamentaux
1. L’ensemble vide ∅, les singletons {x} et l’espace E tout entier sont convexes.
2. Pour tout x0 ∈ E et r > 0, la boule ouverte B(x0, r) = {x ∈ E : ‖x0 − x‖ < r} est

convexe par une application immédiate de l’inégalité triangulaire. On vérifie de la même
façon que la boule fermée B(x0, r) est aussi convexe.

3. Si x0 ∈ E et u ∈ E\{0}, alors la demi-droite x0 + R+ u est clairement convexe.

Donnons également un exemple non-trivial d’ensemble convexe.

Exemple 1.1.2. Le cylindre circulaire droit C = {x ∈ Rn+1 : xn+1 ∈ R, x2
1 + · · ·+ x2

n ≤ 1} est
un convexe de Rn+1. En effet, soient x et y des éléments de C et soit λ ∈ [0, 1]. On obtient

(λx1 + (1− λ)y1)2 + · · ·+ (λxn + (1− λ)yn)2 = λ2
n∑
i=1

x2
i + (1− λ)2

n∑
i=1

y2
i + 2λ(1− λ)

n∑
i=1

xiyi

≤ λ2
n∑
i=1

x2
i + (1− λ)2

n∑
i=1

y2
i + 2λ(1− λ)

∣∣∣ n∑
i=1

xiyi
∣∣∣

≤ λ2
n∑
i=1

x2
i + (1− λ)2

n∑
i=1

y2
i

+ 2λ(1− λ)

√√√√ n∑
i=1

x2
i

√√√√ n∑
i=1

y2
i

≤ λ2 + (1− λ)2 + 2λ(1− λ) = 1.

La seconde inégalité est obtenue via l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Les exemples d’ensembles convexes ne manquent pas. Avant d’aller plus en avant, donnons
une façon équivalente de définir les ensembles convexes.

Définition 1.1.2. Soient x1, ..., xm des éléments de E. Une combinaison convexe de x1, ..., xm
est une combinaison linéaire λ1x1 + · · ·+λmxm avec λi ≥ 0 pour tout i ∈ {1, ...,m} et ∑m

i=1 λi =
1.

Proposition 1.1.1. Une partie C de E est convexe si et seulement si toute combinaison convexe
d’éléments de C appartient à C.
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Démonstration. La suffisance de la condition est évidente. Montrons que la condition est né-
cessaire. Soit λ1x1 + · · · + λmxm une combinaison convexe d’éléments de C. On procède par
récurrence sur m. Le cas de base m = 1 est trivial et le cas m = 2 est vérifié par définition de la
convexité. Passons à l’induction. Si λ1 = 0, une utilisation de l’hypothèse de récurrence permet
de conclure. Si λ1 = 1, alors les autres coefficients sont nuls et on est revenu au cas m = 1. Si
0 < λ1 < 1, alors on obtient

λ1x1 + · · ·+ λmxm = λ1x1 +
( m∑
i=2

λi

)(
λ2∑m
i=2 λi

x2 + · · ·+ λm∑m
i=2 λi

xm

)
︸ ︷︷ ︸

(∗)

.

Il suffit alors d’appliquer l’hypothèse de récurrence à (∗). Le casm = 2 permet alors de conclure.

Assez naturellement, nous pouvons nous demander si la convexité est stable pour les deux
opérations ensemblistes de base.

Proposition 1.1.2. Soit I un ensemble et pour tout i ∈ I, soit Ci un convexe de E. Alors
∩i∈ICi est convexe.

Démonstration. Si I = ∅, alors ∩i∈ICi = E, ce qui montre que c’est convexe au vu de l’exemple
1.1.1. Par le même exemple, le cas où l’intersection est vide est facilement réglé. Supposons donc
que I 6= ∅ et que ∩i∈ICi 6= ∅. Soient x et y des éléments de ∩i∈ICi et soit λ ∈ [0, 1]. On a alors
λx+ (1−λ)y ∈ Ci, quel que soit i ∈ I, par convexité des Ci. Donc, λx+ (1−λ)y ∈ ∩i∈ICi.

Cependant, une union de convexe n’est pas nécessairement convexe. Il suffit de considérer
une union de deux singletons disjoints {x1} et {x2}. On voit clairement que 1

2x1 + 1
2x2 ne

peut appartenir à l’union. L’exemple 1.1.1 montre toutefois qu’un ensemble est toujours inclus
dans un convexe (par exemple, E). On peut s’intéresser au plus petit convexe (au sens de
l’inclusion) contenant un ensemble arbitraire. On vérifie sans peine que le plus petit convexe
contenant un ensemble A est l’intersection de tous les convexes contenant A (il suffit d’appliquer
la proposition 1.1.2 pour voir que c’est convexe). Cette remarque nous conduit à la définition
suivante.

Définition 1.1.3. Soit A une partie de E. L’enveloppe convexe de A est l’intersection de tous
les convexes contenant A et elle est notée conv(A) .

La proposition suivante est triviale.

Proposition 1.1.3. Soit A une partie de E. Alors conv(A) est le plus petit convexe pour
l’inclusion contenant A.

Nous pouvons expliciter les éléments d’une enveloppe convexe, comme en témoigne la pro-
position ci-dessous.

Proposition 1.1.4. Si A est une partie de E, alors

conv(A) =
{ m∑
i=1

λixi : m ∈ N0, λ1 ≥ 0, ..., λm ≥ 0,
m∑
i=1

λi = 1, x1, ..., xm ∈ A
}
.
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Démonstration. Notons C le second membre de l’égalité pour plus de commodité. Bien sûr,
C contient A. Vérifions ensuite que C est convexe. Soient x et y des éléments de C. Il existe
λi ≥ 0 (1 ≤ i ≤ m), µi ≥ 0 (1 ≤ i ≤ n), xi ∈ A (1 ≤ i ≤ m) et yi ∈ A (1 ≤ i ≤ n) tels que∑n
i=1 µi = ∑m

i=1 λi = 1, x = ∑m
i=1 λixi et y = ∑n

i=1 µiyi. Soit aussi ν ∈ [0, 1]. On a

νx+ (1− ν)y = ν
m∑
i=1

λixi + (1− ν)
n∑
i=1

µiyi =
m∑
i=1

νλixi +
n∑
i=1

(1− ν)µiyi.

Comme la somme des coefficients de x1, ..., xm, y1, ..., yn vaut 1, cet élément appartient à C.
Ainsi, C est un convexe contenant A et on obtient alors l’inclusion conv(A) ⊂ C car conv(A)
est le plus petit convexe contenant A. Comme A ⊂ conv(A), il suffit d’appliquer la proposition
1.1.1 pour montrer que conv(A) ⊃ C.

De façon évidente, un produit fini de convexes est aussi convexe.

Proposition 1.1.5. Soient E1, ..., Em des espaces de Banach et C1, ..., Cm des convexes de
E1, ..., Em respectivement. Alors C1 × · · · × Cm est un convexe de E1 × · · · × Em.

Concernant les opérations d’espace vectoriel, on a le résultat suivant.

Proposition 1.1.6. Une combinaison linéaire de convexes est un convexe.

Démonstration. Soient C1 et C2 des convexes, x1, x2 ∈ C1, y1, y2 ∈ C2, λ ∈ R et µ ∈ [0, 1]. On
a

µ(x1 + y1) + (1− µ)(x2 + y2) = µx1 + (1− µ)x2︸ ︷︷ ︸
∈C1

+µy1 + (1− µ)y2︸ ︷︷ ︸
∈C2

∈ C1 + C2

et
µλx1 + (1− µ)λx2 = λ (µx1 + (1− µ)x2)︸ ︷︷ ︸

∈C1

∈ λC1,

ce qui montre que C1 + C2 et λC1 sont convexes.

De plus, sous certaines conditions, nous pouvons appliquer la distributivité.

Proposition 1.1.7. Si C1 et C2 sont des convexes et si λ ∈ R, alors λ(C1 +C2) = λC1 + λC2.
Si C est convexe, alors (λ+ µ)C = λC + µC pour tout λ ≥ 0 et µ ≥ 0.

Démonstration. L’égalité λ(C1 + C2) = λC1 + λC2 et l’inclusion (λ + µ)C ⊂ λC + µC de
l’énoncé sont évidents. Montrons uniquement que (λ+ µ)C ⊃ λC + µC lorsque C est convexe
et λ, µ ≥ 0. Comme le cas où λ = µ = 0 est trivial, on peut supposer que l’un des coefficients
n’est pas nul. Soient x1, x2 ∈ C. Alors

λx1 + µx2 = (λ+ µ) ( λ

λ+ µ
x1 + µ

λ+ µ
x2)︸ ︷︷ ︸

(∗)

où (∗) appartient à C par convexité. Ceci permet de conclure.

Proposition 1.1.8. Soient E et E ′ des espaces de Banach, C et C ′ des convexes de E et E ′
respectivement. Soit aussi T : E → E ′ une application linéaire. Alors T (C) est convexe dans
E ′ et T−1(C ′) est convexe dans E.
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Démonstration. La convexité de T (C) résulte directement de la linéarité de T et de la convexité
de C. Si x, y ∈ T−1(C) et λ ∈ [0, 1], alors T (λx+ (1− λ)y) ∈ C ′ par linéarité de T et convexité
de C ′, ce qui montre que T−1(C ′) est convexe.

Introduisons brièvement la notion de cône.

Définition 1.1.4. Une partie C de E est un cône si et seulement si pour tout x ∈ C et tout
λ ≥ 0, on a λx ∈ C. Autrement dit, un cône C doit vérifier λC ⊂ C pour tout λ ≥ 0.

Parmi tous les types de cônes possibles, nous nous restreignons aux cônes convexes, qui
présentent un plus grand intérêt pour notre propos.

Définition 1.1.5. Soient x1, ..., xm des points de E. Une combinaison conique de x1, ..., xm est
une combinaison linéaire λ1x1 + · · ·+ λmxm telle que λi ≥ 0 pour tout i ∈ {1, ...,m}.

Proposition 1.1.9. Un ensemble C est un cône convexe si et seulement si il contient les
combinaisons coniques de ses éléments.

Démonstration. La condition est trivialement suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire. Soient
x1, ..., xm ∈ C et λ1 ≥ 0, ..., λm ≥ 0. On peut supposer que l’un des coefficient λi est strictement
positif car on sait que C contient 0. Nous obtenons donc

λ1x1 + · · ·+ λmxm = (λ1 + · · ·+ λm)
(

λ1∑m
i=1 λi

x1 + · · ·+ λm∑m
i=1 λi

xm

)
︸ ︷︷ ︸

(∗)

.

La proposition 1.1.1 nous permet d’affirmer que (*) appartient à C. On conclut grâce au fait
que C est un cône.

Les propriétés des cônes convexes sont immédiates. Nous ne les détaillerons donc pas.

Proposition 1.1.10. Soit I un ensemble et pour tout i ∈ I, soit Ci un cône convexe de E.
Alors ∩i∈ICi est un cône convexe.

Définition 1.1.6. Soit A une partie de E. L’enveloppe conique de A est l’intersection de tous
les cônes convexes de E contenant A. C’est donc le plus petit cône convexe contenant A. On le
notera cone(A).

Proposition 1.1.11. Si A est une partie de E, alors

cone(A) =
{ m∑
i=1

λixi : m ∈ N0, λ1 ≥ 0, ..., λm ≥ 0, x1, ..., xm ∈ A
}
.

On peut démontrer qu’un produit cartésien de cônes convexes est un cône convexe. La
convexité conique est aussi stable par combinaison linéaire. L’image et l’image réciproque d’un
cône convexe par une application linéaire est aussi un cône convexe. Les démonstrations sont
proches de celles concernant les propriétés des ensembles convexes et nous ne les développons
pas ici.
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1.2 Espaces affins et théorème de Carathéodory
Dans certains cas, il est possible de raffiner la proposition 1.1.4. Pour y arriver, il nous faut

introduire les espaces affins et la notion de dimension d’un convexe. Une partie des propriétés
et les démonstrations afférentes à celles-ci sont semblables à ce qui a été fait dans la section 1.1
Pour cette raison, nous ne détaillerons pas les preuves les moins originales.

Définition 1.2.1. Une partie A de E est un espace affin si et seulement si, pour tout x, y ∈ A,
la droite

Dx,y = {λx+ (1− λ)y : λ ∈ R}

est incluse dans A.

Remarquons au passage qu’un espace affin est un ensemble convexe. Comme la définition
ci-dessus est fort liée à la définition des convexes, on est en droit de nous attendre à ce que les
espaces affins partagent des propriétés similaires à celles des convexes.

Définition 1.2.2. Une combinaison affine d’éléments x1, ..., xm de E est une combinaison
linéaire λ1x1 + · · ·+ λmxm telle que λ1, ..., λm ∈ R et ∑m

i=1 λi = 1.

Proposition 1.2.1. Une partie A de E est un espace affin si et seulement si A contient toutes
les combinaisons affines de ses éléments.

Démonstration. Il suffit d’adapter la preuve de la proposition 1.1.1 en prenant les coefficients
λi dans R. La discussion sur λ1 est identique : on distingue les cas où λ1 = 0, λ1 = 1 et
λ1 /∈ {0, 1}. Notons juste que si λ1 = 1, alors on a deux sous-cas à traiter. Le premier est celui
où les coefficients λ2, ..., λn sont tous nuls et on peut appliquer le cas m = 1. Sinon, λ2, ..., λn−1
ou λn est non nul. Comme λ2 + · · ·+λn = 0, l’un des coefficients λ2, ..., λn doit être strictement
négatif. On peut renuméroter les coefficients λi et les xi pour que ce coefficient strictement
négatif soit λ1 afin de nous ramener au cas λ1 /∈ {0, 1}.

Exemple 1.2.1. Parmi les exemples les plus élémentaires, citons
1. Les sous-espaces vectoriels
2. Les singletons
3. Les droites x+ Ru (où x ∈ E et u ∈ E\{0})

Proposition 1.2.2. Une combinaison linéaire d’espaces affins est un espace affin.

Démonstration. Il suffit de reproduire la preuve de la proposition 1.1.6 où C1 et C2 représentent
des espaces affins et µ est pris dans R.

Proposition 1.2.3. Un espace affin A est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si il
contient 0. En particulier, A− A est un espace vectoriel.

Démonstration. Bien sûr, il suffit uniquement de montrer la suffisance de la condition. Suppo-
sons que A contienne 0. Soient x, y ∈ A et λ ∈ R. D’abord, λx = λx + (1− λ)0 et donc A est
stable par multiplication scalaire. Pour la somme, observons que x + y = 2(1

2x + 1
2y). Comme

A est affin et stable par multiplication scalaire, on en tire que x + y ∈ A. Compte tenu de
ce qui vient d’être démontré et de la proposition 1.2.2, on voit que A − A est bien un espace
vectoriel.
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Définition 1.2.3. L’espace vectoriel A−A de la proposition précédente sera noté ~A . On dira
que ~A est le sous-vectoriel directeur de A.

Proposition 1.2.4. Si A est un espace affin, alors ~A = A− a pour tout a ∈ A.

Démonstration. Par définition de ~A, on a A−a ⊂ ~A. Soient x, y ∈ A. On a x−y = x−y+a−a =
(x+ a− y)− a. Vu la proposition 1.2.1, on a x+ a− y ∈ A. D’où, A− a ⊃ ~A.

La proposition précédente, combinée à la proposition 1.2.3, montre que le sous-espace vec-
toriel parallèle à un espace affin 1 est unique. La preuve de la propriété qui suit est semblable
à celle de la proposition 1.1.2.

Proposition 1.2.5. Soit I un ensemble et pour tout i ∈ I, soit Ai un espace affin de E. Alors
∩i∈IAi est un espace affin.

De la même façon que pour les ensembles convexes, on peut trouver un plus petit espace
affin contenant un ensemble donné.

Définition 1.2.4. Soit A une partie de E. L’enveloppe affine de A est l’intersection de tous
les espaces affins contenant A (ou aussi le plus petit espace affin contenant A). Cet ensemble
sera noté aff(A) .

Voici l’analogue de la proposition 1.1.4 en terme de combinaisons affines. La preuve suit la
même démarche, nous ne la détaillerons donc pas.

Proposition 1.2.6. Si A est une partie de E, alors

aff(A) =
{ m∑
i=1

λixi : m ∈ N0, λ1 ∈ R, ..., λm ∈ R,
m∑
i=1

λi = 1, x1, ..., xm ∈ A
}
.

Nous disposons de toutes les propriétés de base pour aborder la notion de dimension d’un
convexe.

Définition 1.2.5. Si A est un espace affin, alors sa dimension dimA est la dimension de son
sous-espace vectoriel directeur ~A. Si C est une partie de E, alors sa dimension dimC est la
dimension de son sous-espace affin engendré aff(C).

Lemme 1.2.1. Soient a0, a1, ..., am des éléments de E. Fixons i0 et j0 dans {0, ...,m}. Alors
a0 − ai0 , a1 − ai0 , ..., ̂ai0 − ai0 , ..., am − ai0 sont linéairement indépendants si et seulement si
a0−aj0 , a1−aj0 , ..., ̂aj0 − aj0 , ..., am−aj0 sont linéairement indépendants (les éléments surmontés
de ·̂ étant omis).

Démonstration. Le cas où i0 = j0 est trivial. Supposons donc avoir i0 6= j0. Par symétrie,
nous pouvons nous contenter de démontrer que la condition est nécessaire. Pour tout j ∈
{0, ..,m}\{j0}, soit λj ∈ R tel que

m∑
j=0,j 6=j0

λj(aj − aj0) = 0.

1. Rappelons que deux ensembles A et B sont parallèles s’il existe x ∈ E tel que A+ x = B.
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Cette dernière égalité nous procure
m∑

j=0,j 6=j0
λj((aj − ai0) + (ai0 − aj0)) = 0⇔

m∑
j=0,j 6=j0

λj(aj − ai0)−
( m∑
j=0,j 6=j0

λj

)
︸ ︷︷ ︸

:=λj0

(aj0 − ai0) = 0

⇔
m∑

j=0,j 6=i0
λj(aj − ai0) = 0.

Comme a0 − ai0 , a1 − ai0 , ..., ̂ai0 − ai0 , ..., am − ai0 sont linéairement indépendants, on a λj = 0
pour tout j ∈ {0, ...,m}\{i0}. On en tire que 0 = λj0 = −∑m

j=0,j 6=j0 λj = −λi0 et donc λj = 0
pour tout j ∈ {0, ...,m}\{j0}. Ceci achève la preuve.

Définition 1.2.6. Soient a0, a1, ..., am des éléments de E. On dit qu’ils sont affinement indé-
pendants si a1− a0, ..., am− a0 sont linéairement indépendants. Dans ces conditions, le convexe
conv({a0, ..., am}) est un m-simplexe de E. Les points a0, ..., am sont alors les sommets du sim-
plexe. Nous définissons les polytopes comme étant les ensembles convexes finiment engendrés,
i.e. les convexes du type conv({a0, a1, ..., am}) (les points a0, ..., am ne sont pas nécessairement
affinement indépendants).

Le lemme 1.2.1 nous montre que la définition de l’indépendance affine est indépendante de
l’ordre des points a0, a1, ..., am.

Voici un résultat que l’on doit à Carathéodory. Il s’agit d’une amélioration de la proposition
1.1.4.

Théorème 1.2.1 (Carathéodory, [17]). Soit A une partie de E de dimension finie n. Alors
conv(A) est l’ensemble des combinaisons convexes de points affinement indépendants de A.
En particulier, conv(A) est une union de simplexes et c’est aussi l’ensemble des combinaisons
convexes d’au plus n+ 1 points de A.

Démonstration. Vu la proposition 1.1.4, nous savons déjà qu’une combinaison convexes de
points de A affinement indépendants appartient à conv(A). Montrons que tout élément de
conv(A) peut s’exprimer de cette manière. Si x ∈ conv(A), alors il existe x1, ..., xm ∈ A et
λ1 ≥ 0, ..., λm ≥ 0 tels que ∑m

i=1 λi = 1 et x = ∑m
i=1 λixi en vertu de la proposition 1.1.4. Parmi

toutes les représentations de x de cette forme, considérons celle pour laquelle le nombre m de
termes est minimal. Par l’absurde, supposons que les points x1, ..., xm ne sont pas affinement
indépendants. Donc, x2 − x1, ..., xm − x1 sont linéairement dépendants. Il existe alors des réels
µ2, ..., µm non tous nuls tels que µ2(x2−x1)+· · ·+µm(xm−x1) = 0. Posons µ1 = −µ2−· · ·−µm.
On a donc

µ1x1 + · · ·+ µmxm = 0 (*)
où µ1, ..., µm sont des réels non tous nuls vérifiant µ1 + · · ·+ µm = 0. Ceci implique qu’il existe
au moins un nombre µi strictement positif. Soit i0 un indice pour lequel µi0 > 0 et λi0/µi0 est
minimal. Vu (∗), nous obtenons

x = λ1x1 + · · ·+ λmxm −
λi0
µi0

(µ1x1 + · · ·+ µmxm)

= (λ1 −
λi0
µi0

µ1)x1 + · · ·+
̂

(λi0 −
λi0
µi0

µi0)xi0 + · · ·+ (λm −
λi0
µi0

µm)xm
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où le terme surmonté de “ ·̂ ” vaut 0. La somme des coefficients vaut clairement 1. On montre
que les coefficients sont tous positifs. Si µi ≤ 0, alors λi − (λi0/µi0)µi ≥ 0. Si µi > 0, alors le
choix de λi0/µi0 nous montre que

λi0
µi0
≤ λi
µi
⇒ λi −

λi0
µi0

µi ≥ 0.

Donc, x peut s’exprimer comme une combinaison convexe de m − 1 éléments de A, ce qui
contredit la minimalité de m.

Il est alors clair que m ≤ n + 1. Si ce n’est pas le cas, alors on peut trouver plus de n + 1
points affinement indépendants dans aff(A). Il s’ensuit que

−−−→
aff(A) contient plus de n vecteurs

linéairement indépendants, ce qui contredit l’hypothèse dimA = n.

Nous pouvons démontrer une propriété utile de la dimension.

Proposition 1.2.7 ([35]). Supposons que E est de dimension finie. Si C est un ensemble
convexe de E, alors

dimC = max{dimS : S est un simplexe inclus dans C}.

Démonstration. Par le théorème de Carathéodory, C est une union de simplexes. Soient a0, ..., am
des points affinement indépendants de C tels que le simplexe S défini par conv({a0, ..., am}) soit
de dimension maximale m parmi les simplexes inclus dans C. Il suffit de montrer que aff(C) =
aff(S). Il est clair que aff(C) ⊃ aff(S), montrons l’autre inclusion. Remarquons que C ⊂ aff(S).
Pour le voir, raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe am+1 ∈ C\ aff(S). Alors am+1
ne peut s’exprimer comme combinaison affine de a0, ..., am. Donc, les points a0, ..., am+1 sont
affinement indépendants et C contient un simplexe de dimension m + 1, ce qui contredit la
maximalité de m. Comme C ⊂ aff(S), nous obtenons aff(C) ⊂ aff(S) car aff(C) est le plus
petit espace affin contenant C, ce qui permet de conclure.

Il peut arriver que la dimension soit infinie. C’est pourquoi il est parfois préférable d’utiliser
la notion de codimension d’un espace vectoriel. Ce nombre mesure en quelque sorte la différence
entre les dimensions de l’espace E et le sous-espace F considéré.

Définition 1.2.7. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors la codimension de F est définie
comme étant la dimension de l’espace vectoriel quotient E/F 2. On la note codimF . La codi-
mension d’un espace affin A, notée codimA, est la codimension de son sous-vectoriel directeur
~A. Enfin, la codimension d’une partie quelconque A de E est la codimension de son enveloppe
affine.

Définition 1.2.8. Un hyperplan H de E est un espace affin de codimension 1. Nous dirons
qu’un hyperplan est vectoriel s’il contient l’origine.

Les hyperplans sont d’une importance capitale dans la théorie des ensembles convexes. Il
serait utile d’obtenir une description plus détaillée des éléments d’un hyperplan. Nous savons
que dans Rn, un hyperplan est défini en coordonnées par une équation cartésienne du type

a1x1 + · · ·+ anxn = b.

2. On rappelle que la relation d’équivalence ∼ définissant l’espace quotient E/F est x ∼ y ⇔ x− y ∈ F . Un
élément du quotient sera désigné sous la forme [x]F .
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Ceci peut s’exprimer sous la forme d’un produit scalaire 〈a, x〉 = b. Nous sommes en droit de
nous attendre à un résultat similaire dans le cas plus général des espaces de Banach. Cependant,
il nous faut prendre des précautions. Tous les hyperplans ne sont pas fermés comme dans l’espace
euclidien Rn. Sauf mention explicite du contraire, tous les hyperplans considérés seront fermés.

Proposition 1.2.8. 3 Une partie H de E est un hyperplan vectoriel fermé si et seulement si
il existe ξ ∈ E∗\{0} tel que

H = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 = 0}.

Démonstration. 1) Condition suffisante : On suppose que H = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 = 0} avec
ξ ∈ E∗\{0}. Il est alors clair que H est un sous-espace vectoriel de E. Si une suite (xn)n∈N de
H converge vers x, la continuité de ξ implique que 0 = 〈ξ, xn〉 → 〈ξ, x〉 = 0 lorsque n → +∞.
On en tire que H est fermé. Montrons que codimH = 1. Comme ξ 6= 0, il existe e ∈ E tel que
〈ξ, e〉 6= 0. On peut même supposer que 〈ξ, e〉 = 1. On obtient alors

E = H ⊕ R e.

En effet, le choix de e montre que H ∩ R e = {0}. Et si x ∈ E, posons r = 〈ξ,x〉
〈ξ,e〉 . On a alors

〈ξ, x− re〉 = 0 et donc
x = x− re︸ ︷︷ ︸

∈H

+ re︸︷︷︸
∈R e

.

Les espaces vectoriels E/H et R e sont isomorphes, ce qui permet de conclure que codimH =
dimE/H = dimR e = 1

2) Condition nécessaire : Si H est un hyperplan vectoriel fermé, alors E/H est de dimension
1. Il existe donc e ∈ E\H tel que E/H = R[e]H . On en tire que

E = H ⊕ R e.

En effet, si x ∈ E, alors il existe r ∈ R tel que [x]H = r[e]H . Il existe donc h ∈ H tel que
x = h + re, ce qui montre que x ∈ H + R e. De plus, si x ∈ H ∩ R e, alors il existe r ∈ R tel
que x = re. Comme e /∈ H, on a r = 0 (sinon re ∈ H et comme H est un espace vectoriel et
r 6= 0, on a aussi e ∈ H), ce qui montre que H ∩ R e = {0}. Construisons ξ ∈ E∗\{0} pour
lequel x ∈ H ⇔ 〈ξ, x〉 = 0. Dans un premier temps, on pose ξ(x) = 0 pour tout x ∈ H. Posons
également ξ(e) = d où d = dist(e,H). Comme la distance entre un compact et un fermé est
réalisée dans un espace métrique, on a d > 0. Si h ∈ H et r ∈ R, on étend ξ à E en posant
ξ(h + re) = rd. Par construction, il est clair que ξ est linéaire et que x ∈ H ⇔ 〈ξ, x〉 = 0. Il
suffit de montrer que ξ est continu pour conclure. Soient h ∈ H et r ∈ R0 (le cas r = 0 est
évident). On a

|ξ(h+ re)| = |r||d|
‖h+ re‖

‖h+ re‖ = |d|
‖e− (−h/r)‖‖h+ re‖ ≤ |d|

dist(e,H)‖h+ re‖ = ‖h+ re‖,

d’où la conclusion puisque |ξ(x)| ≤ ‖x‖ pour tout x ∈ E.

Corollaire 1.2.1. Une partie H de E est un hyperplan fermé si et seulement si il existe
ξ ∈ E∗\{0} et b ∈ R tels que

H = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 = b}.

3. Nous adoptons la notation usuelle 〈ξ, x〉 pour désigner ξ(x).
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Démonstration. La condition est suffisante. En effet, on voit aisément que ~H = {x ∈ E :
〈ξ, x〉 = 0} et il suffit d’utiliser la proposition précédente. La condition est nécessaire. Soit
h ∈ H. La proposition 1.2.4 nous permet d’écrire H = h + ~H. La proposition précédente
montre qu’il existe ξ ∈ E∗\{0} tel que ~H = {u ∈ E : 〈ξ, u〉 = 0}. On a successivement

H = h+ {u ∈ E : 〈ξ, u〉 = 0} = {h+ u ∈ E : 〈ξ, u〉 = 0} = {x ∈ E : 〈ξ, x− h〉 = 0}.

La conclusion en découle en posant b = 〈ξ, h〉.

Remarque 1.2.1. On peut montrer que H est un hyperplan si et seulement si il existe une
forme linéaire ξ réelle qui n’est pas identiquement nulle et b ∈ R tels que H = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 =
b}. Il suffit de reproduire les deux démonstrations précédentes en enlevant les arguments qui
montrent la continuité de ξ et ceux qui prouvent que l’hyperplan est fermé.

L’hypothèse de fermeture ne sert plus à rien en dimension finie car tout hyperplan est
fermé, comme nous allons le montrer. De plus, le réel b du corollaire peut être choisi égal à 1 si
l’hyperplan n’est pas vectoriel (on peut alors diviser ξ par b).

Lemme 1.2.2 ([13]). Si E est non-trivial et de dimension finie n, alors toutes les normes de
E sont équivalentes. 4

Démonstration. Fixons une base e1, ..., en de E et introduisons la norme ‖ · ‖1 en posant

‖x‖1 =
n∑
i=1
|λi|

où λ1, ..., λn ∈ R sont tels que x = λ1e1 + · · · + λnen. Il est évident que ‖ · ‖1 est une norme.
Soit ‖ · ‖ une norme arbitraire sur E. Il suffit de montrer que ‖ · ‖1 et ‖ · ‖ sont équivalents.

Tout d’abord, montrons que ‖ · ‖ est continu dans (E, ‖ · ‖1). Soient λ1, ..., λn ∈ R et
µ1, ..., µn ∈ R. Posons x = λ1e1 + · · ·+ λnen et y = µ1e1 + · · ·+ µnen. Nous obtenons alors∣∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣∣ ≤ ‖x− y‖ ≤ n∑

i=1
|λi − µi|‖ei‖ ≤ max

1≤i≤n
‖ei‖︸ ︷︷ ︸

:=D

n∑
i=1
|λi − µi| = D‖x− y‖1

et donc la norme est une application D-lipschitzienne, donc continue.

La sphère unité S = {z ∈ E : ‖z‖1 = 1} de (E, ‖ · ‖1) est compacte. En effet, si (zm)m∈N est
une suite de S, alors les éléments zm s’expriment sous la forme zm = ∑n

i=1 λ
(m)
i ei avec λ(m)

i ∈ R
pour tout i ∈ {1, ..., n} avec m ∈ N. Vu l’appartenance de la suite à S, on obtient

|λ(m)
1 | ≤

n∑
i=1
|λ(m)

1 | = 1

et donc, la suite (λ(m)
1 )m∈N est bornée dans R. On peut extraire une sous-suite (λ(k1(m))

1 )m∈N
de (λ(m)

1 )m∈N qui converge vers une limite λ1. On procède de la même façon pour la suite

4. On rappelle que deux normes ‖ ·‖1 et ‖ ·‖2 sont équivalentes si et seulement si il existe des constantes C et
D strictement positives telles que C‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ D‖x‖2 pour tout x ∈ E. On voit aisément que l’équivalence
de normes est une relation d’équivalence.
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(λ(k1(m))
2 )m∈N et on obtient une sous-suite (λ(k2(k1(m)))

2 )m∈N convergente vers une limite finie
λ2. On procède ainsi de proche en proche jusque la suite (λ(kn−1◦···◦k1(m))

n )m∈N. On obtient une
sous-suite (λ(kn◦···◦k1(m))

n )m∈N qui converge vers un réel λn. En posant z = ∑n
i=1 λiei, on voit que

‖zkn◦···◦k1(m) − z‖1 =
n∑
i=1
|λ(kn◦···◦k1(m))
i − λi| → 0 si m→ +∞

et que ‖z‖ = ∑n
i=1 |λi| = 1 par passage à la limite sur m de 1 = ∑n

i=1 |λ
(kn◦···◦k1(m))
i |. Ceci nous

permet de conclure que S est compact 5.

Par la continuité de ‖ · ‖ et la compacité de S, l’ensemble ‖S‖ = {‖z‖ : z ∈ S} est compact.
Il existe C > 0 et D > 0 tels que

C ≤ ‖ x

‖x‖1
‖ ≤ D

pour tout x ∈ E\{0}. Autrement dit, on a C‖x‖1 ≤ ‖x‖ ≤ D‖x‖1 pour tout x ∈ E, ce qui
permet de conclure.

L’équivalence des normes nous permet de munir E de n’importe quelle norme sans changer
la topologie qu’elle engendre. Voici une conséquence de ce lemme.

Corollaire 1.2.2. Si E est non-trivial et de dimension finie, alors tout sous-espace vectoriel
F de E est fermé.

Démonstration. Soit b1, ..., bm une base de F . Nous savons qu’on peut la compléter par des
vecteurs bm+1, ..., bn (n ≥ m) pour que b1, ..., bn forme une base de E. Soit (xk)k∈N une suite de
F convergeant vers x. Dans la base choisie, nous savons qu’il existe des réels λ(k)

i et λj pour
tout i ∈ {1, ...,m} et tout j ∈ {1, ..., n} tels que

xk =
m∑
i=1

λ
(k)
i bi et x =

n∑
i=1

λibi.

Vu le lemme 1.2.2, nous pouvons supposer que E est muni de la norme ‖·‖1 du lemme précédent.
On sait que ‖xk − x‖1 → 0 si k → +∞, c’est-à-dire

|λ(k)
1 − λ1|+ · · ·+ |λ(k)

m − λm|+ |λm+1|+ · · ·+ |λn| → 0

si k → +∞. S’il existe i ∈ {m+ 1, ..., n} tel que λi 6= 0, alors

lim
k→+∞

|λ(k)
1 − λ1|+ · · ·+ |λ(k)

m − λm|+ |λm+1|+ · · ·+ |λn| ≥ |λi| > 0

ce qui n’est pas possible. Donc, λi = 0 si i ∈ {m+1, ..., n} et donc x ∈ F , d’où la conclusion.

Proposition 1.2.9 ([13]). Si E est non-trivial et de dimension finie n, alors toute application
linéaire à valeur dans R est continue. En particulier, tout hyperplan de E est fermé.

5. Si X est un espace métrisable, alors X est compact si et seulement si de toute suite de X, on peut extraire
une sous-suite qui converge vers un point de X [39]
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Démonstration. Soit ξ une forme linéaire sur E. Fixons une base e1, ..., en de E. Prenons la
norme ‖ · ‖1 du lemme précédent. Comme toutes les normes sont équivalentes en dimension
finie, nous pouvons nous contenter de démontrer la proposition pour ‖ · ‖1. Toute application
linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie se représente par une matrice dépendant de
la base choisie. Ici, la matrice représentant ξ est un vecteur ligne que nous notons (ξ1 · · · ξn).
Pour tout x ∈ E, nous notons (x1 · · · xn)∼ le vecteur des composantes selon la base e1, ..., en.
Ainsi, nous obtenons

|ξ(x)| =
∣∣∣∣ n∑
i=1

ξixi

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=1
|ξi||xi| ≤ C‖x‖1

où C = max1≤i≤n |ξi|, d’où la conclusion. On sait que tout hyperplan est de la forme {x ∈
E : 〈ξ, x〉 = b} où ξ est une forme linéaire qui n’est pas identiquement nulle et b ∈ R (re-
marque 1.2.1). Vu ce qui a été montré, le critère de fermeture par les suites montre bien que
tout hyperplan est fermé lorsque E est de dimension finie.

Par soucis de rigueur, exposons un hyperplan dans un espace de Banach qui n’est pas fermé.
Notons que la construction exposée ci-dessous requiert l’axiome du choix.

Exemple 1.2.2 (AC, [20]). Soit E = C0([0, 1]) et ‖f‖ = supx∈[0,1] |f(x)| pour tout f ∈
C0([0, 1]). Nous savons que cet espace est de Banach [39]. Les fonctions pm (m ∈ N) définies par
pm(x) = xm appartiennent à C0([0, 1]) et sont linéairement indépendantes 6. Donc {pm : m ∈ N}
est inclus dans une partie libre maximale B = {bi : i ∈ I} de C0([0, 1]) (ce résultat nécessite
l’axiome du choix). On sait que B forme alors une base. Soit f ∈ C0([0, 1]), il existe des éléments
distincts b1, ..., bn ∈ B et des réels λ1, ..., λn tels que

f =
n∑
i=1

λibi.

Pour tout n ∈ N, on pose

ϕn(f) =
{
λi s’il existe i ∈ {1, ..., n} tel que bi = pn
0 sinon.

Vu l’unicité de la décomposition d’un élément selon une base, l’application ϕn est bien définie
sur C0([0, 1]). Nous pouvons alors définir l’application

ϕ : C0([0, 1])→ R, f 7→
+∞∑
n=0

nϕn(f).

Par construction, il est clair que la série intervenant dans la définition de ϕ est en fait une
somme finie. On vérifie sans peine que cette application est linéaire. Toutefois, elle n’est pas

6. Un ensemble {bi : i ∈ I} qui n’est pas fini est une partie libre de E si et seulement si pour toute partie
finie J incluse dans I, les vecteurs de {bj : j ∈ J} vérifient∑

j∈J
λjbj = 0 ⇒ λj = 0 ∀j ∈ J.

Un ensemble {bi : i ∈ I} est une partie génératrice de E si pour tout x ∈ E, il existe une partie finie J ⊂ I et
λj ∈ R pour tout j ∈ J tels que x =

∑
j∈J λjbj . Les définitions et théorèmes relatifs à ces concepts peuvent

être retrouvés dans [18].
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continue. Si ϕ est continu, alors il existe C > 0 tel que |ϕ(f)| ≤ C‖f‖ pour tout f ∈ C0([0, 1]). Il
s’ensuit que |ϕ| ≤ C sur la sphère unité de C0([0, 1]). Cependant, on a ‖pm‖ = 1 et ϕ(pm) = m,
quel que soit le naturel m. Ceci montre que l’image de la sphère n’est pas bornée alors qu’elle
est bien bornée, ce qui nous donne une contradiction. Ainsi, ϕ est une forme linéaire non-nulle
qui n’est pas continue et les hyperplans

H = {f ∈ C0([0, 1]) : 〈ϕ, f〉 = b}

ne sont pas fermés en vertu du corollaire 1.2.1.

1.3 Théorème de Hahn-Banach et séparation de convexes
Si H est un hyperplan fermé de E, alors le corollaire 1.2.1 montre qu’il existe ξ ∈ E∗\{0}

et b ∈ R tels que H = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 = b}. On voit alors que E\H possède deux composantes
connexes, à savoir

H1 = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 < b} et H2 = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 > b}.

En effet, ces deux ensembles sont convexes, donc connexes 7. Comme H1 ∩H2 = ∅, ce sont bien
les composantes connexes de E\H.

L’objet de cette section est de montrer que deux convexes dans E peuvent être séparés par
un hyperplan fermé sous certaines hypothèses. Le terme séparation est à prendre au sens de la
définition suivante.

Définition 1.3.1. Soient C1 et C2 deux convexes de E, un hyperplan fermé H de E et H1 et
H2 les deux composantes connexes de E\H. On dit que H sépare (resp. sépare fortement) C1
et C2 si et seulement si C1 ⊂ H1 (resp. il existe ε > 0 tel que C1 + B(0, ε) ⊂ H1) et C2 ⊂ H2
(resp. C2 + B(0, ε) ⊂ H2). Ces deux composantes connexes seront appelées les demi-espaces
définis par H. L’adhérence de ces demi-espaces sont appelés demi-espaces fermés.

La proposition suivante résulte directement des considérations sur les hyperplans faites ci-
dessus.

Proposition 1.3.1. Soient C1 et C2 deux convexes de E.
(i) Les ensembles C1 et C2 sont séparables par un hyperplan si et seulement si il existe

ξ ∈ E∗\{0} tel que
sup
x∈C1

〈ξ, x〉 ≤ inf
x∈C2
〈ξ, x〉.

(ii) Les ensembles C1 et C2 sont fortement séparables par un hyperplan si et seulement si il
existe ξ ∈ E∗\{0} tel que

sup
x∈C1

〈ξ, x〉 < inf
x∈C2
〈ξ, x〉.

7. Tout convexe est connexe par arcs car deux points sont reliés par un segment qui est un chemin continu.
Il est connu qu’un espace connexe par arcs est connexe [27].



Chapitre 1. Ensembles convexes 15

Démonstration. La condition (i) est triviale au vu de ce qui a été dit en début de section.
Démontrons uniquement la partie (ii). Si C1 et C2 sont fortement séparables par un hyperplan
H, alors il existe ξ ∈ E∗\{0} et b ∈ R tels que H = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 = b} et il existe aussi
ε > 0 tel que C1 + B(0, ε) ⊂ H1 et C2 + B(0, ε) ⊂ H2 avec H1 = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 < b} et
H2 = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 > b}. Par linéarité, on voit aisément que

sup
x∈C1

〈ξ, x〉 ≤ b− sup
‖e‖<ε
〈ξ, e〉 et inf

x∈C2
〈ξ, x〉 ≥ b− inf

‖e‖<ε
〈ξ, e〉.

En posant ε′ = min(sup‖e‖<ε〈ξ, e〉,− inf‖e‖<ε〈ξ, e〉), on obtient finalement

sup
x∈C1

〈ξ, x〉 ≤ b− ε′ < b < b+ ε′ ≤ inf
x∈C2
〈ξ, x〉.

Supposons à présent qu’il existe ξ ∈ E∗\{0} tel que

sup
x∈C1

〈ξ, x〉 < inf
x∈C2
〈ξ, x〉.

Il existe b ∈ R et ε > 0 tels que

sup
x∈C1

〈ξ, x〉 < b− ε < b < b+ ε < inf
x∈C2
〈ξ, x〉.

Par continuité de ξ, il existe ε′ > 0 tel que |〈ξ, x〉| < ε si ‖x‖ < ε′. Posons H = {x ∈ E :
〈ξ, x〉 = b}, H1 = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 < b} et H2 = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 > b}. On en conclut directement
que

C1 +B(0, ε′) ⊂ H1 et C2 +B(0, ε′) ⊂ H2.

Avant de montrer les théorèmes de séparations, nous aurons besoin de résultats intermé-
diaires. Le premier est le théorème de Hahn-Banach.

Théorème 1.3.1 (Hahn-Banach,AC, [31]). Soient F un sous-espace vectoriel de E et f : F →
R une forme linéaire continue. Supposons que p : E → R soit une fonction sous-linéaire 8et que
f(x) ≤ p(x) pour tout x ∈ F . Alors f admet une extension linéaire continue g à E telle que
g(x) ≤ p(x) pour tout x ∈ E.

Démonstration. Posons F l’ensemble des couples (H, h) où H est un sous-espace vectoriel de
E contenant F et h : H → R est une forme linéaire continue vérifiant h(x) ≤ p(x) pour tout
x ∈ H et h |F= f . Définissons une relation d’ordre � sur F en posant

(H, h) � (H ′, h′) ⇔ H ⊂ H ′ et h′ |H= h.

On vérifie facilement que c’est bien une relation d’ordre 9. De plus, comme (F, f) ∈ F , on voit
que F est non-vide. Si C est une partie totalement ordonnée de F , on construit aisément un
majorant de C dans F en considérant (U, u) où

U =
⋃

(H,h)∈C
H et u(x) = h(x) si x ∈ H, (H, h) ∈ C.

8. On rappelle que p est sous-linéaire si p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) et p(λx) = λp(x) pour tout x, y ∈ E et tout
λ ≥ 0

9. On rappelle qu’une relation d’ordre est réflexive, antisymétrique et transitive
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De façon évidente, (U, u) est un majorant de C et ce majorant appartient bien à F . Le lemme
de Zorn nous permet d’obtenir un élément (G, g) de F qui est maximal. Il reste à montrer que
G = E. Si G 6= E, prenons e ∈ E\G. On a donc G ∩ R e = {0} et ces espaces sont en somme
directe. On définit

G′ = G⊕ R e et g′(x+ re) = g(x) + rc0

si x ∈ G et r ∈ R. Pour aboutir à une contradiction, trouvons c0 ∈ R de sorte que

g′(x+ re) ≤ p(x+ re) (*)

pour tout x ∈ G et tout r ∈ R. Pour un tel c0, l’application g′ : G′ → R est une forme linéaire
continue qui étend g à G′ où G ( G′, ce qui contredit la maximalité de (G, g) dans F .

Si r > 0, alors la condition (∗) implique que g(x)+c0 ≤ p(x+e) pour tout x ∈ G en divisant
les deux membres par r. Lorsque r < 0, divisons les deux membres de (∗) par −r pour avoir
g(x)− c0 ≤ p(x− e) pour tout x ∈ G. Le réel c0 recherché doit vérifier

g(x)− p(x− e) ≤ c0 ≤ −g(y) + p(y + e) (**)

pour tout x, y ∈ G. Remarquons que

g(x) + g(y) = g(x+ y) ≤ p(x+ y) ≤ p(x− e) + p(y + e)

pour tout x, y ∈ G. On en tire que

sup
x∈G

(
g(x)− p(x− e)

)
≤ inf

y∈G

(
− g(y) + p(y + e)

)
.

Cette dernière inégalité montre qu’on peut trouver un c0 ∈ R qui vérifie (∗∗). Le théorème est
ainsi démontré.

Lemme 1.3.1 (AC,[31]). Soient C un convexe ouvert non-vide et A un espace affin fermé tel
que A ∩ C = ∅. Alors il existe un hyperplan fermé H contenant A tel que H ∩ C = ∅.

Démonstration. Nous pouvons supposer sans restriction que C contient 0. En effet, si l’on
considère le convexe ouvert C−x0 pour un point x0 de C arbitraire et en prenant l’espace affin
A − x0, on peut appliquer le lemme pour le cas particulier où 0 est dans le convexe. Soit F
l’enveloppe linéaire de A (que l’on note habituellement 〉A〈). Montrons que A est un hyperplan
de F , c’est-à-dire dimF/ ~A = 1. Pour le voir, il suffit de remarquer que

〉A〈= ~A⊕ R a (*)

quel que soit l’élément a ∈ A choisi. De fait, si x ∈ ~A ∩ R a, alors il existe a′ ∈ A et r ∈ R
tels que x = a′ − a = ra vu la proposition 1.2.4. On en tire que a′ = (r + 1)a ∈ A. Comme
0 /∈ A, on a r = 0 10. Donc, x = 0 et ~A ∩ R a = {0}. Ensuite, on voit que ~A ⊕ R a ⊂〉A〈 car
tout élément de cette somme directe s’écrit comme une combinaison linéaire d’éléments de A.
Comme ~A⊕ R a est un espace vectoriel contenant A, on a bien l’égalité (∗).

10. Sinon, A contiendrait 0 = (1 + 1
r )a+ −1

r (r + 1)a
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Cela étant, le corollaire 1.2.1 montre qu’il existe ξ0 ∈ F ∗\{0} tel que A = {x ∈ F : 〈ξ0, x〉 =
1}. Posons

pC(x) = inf{λ > 0 : x ∈ λC}

pour tout x ∈ E. On remarque que pC est fini, quel que soit x ∈ E. En effet, comme 0 est
intérieur à C, il existe R > 0 tel que B(0, R) ⊂ C et on voit que x ∈ B(0, λR) ⊂ λC où
λ ≥ ‖x‖/R. A présent, l’idée est d’appliquer le théorème de Hahn-Banach aux applications pC
et ξ0. Vérifions les hypothèses du théorème.

1) Si µ ≥ 0 et x ∈ E, alors pC(µx) = µpC(x) : L’égalité est trivialement vérifiée lorsque
µ = 0, on peut donc supposer que le coefficient est non-nul. Si λ > 0 est tel que µx ∈ λC, alors
λ/µ appartient à {ν > 0 : x ∈ νC}, ce qui donne pC(x) ≤ λ

µ
et donc µpC(x) ≤ pC(µx) car λ est

arbitraire dans {ν > 0 : µx ∈ λC}. Si λ > 0 appartient maintenant à {ν > 0 : x ∈ νC}, alors
µλ ∈ {ν > 0 : x ∈ ν

µ
C}, d’où pC(µx) ≤ µλ et pC(µx) ≤ µpC(x).

2) pC(x + y) ≤ pC(x) + pC(y) pour tout x, y ∈ E : Si λ > 0 et λ′ > 0 sont tels que x ∈ λC
et y ∈ λ′C, alors on a λ + λ′ ∈ {ν > 0 : x + y ∈ νC} par la proposition 1.1.7. On en tire que
λ+ λ′ ≥ pC(x+ y) et donc pC(x+ y) ≤ pC(x) + pC(y).

3) ξ0(x) ≤ pC(x) pour tout x ∈ F : Tout d’abord, montrons que l’on a la majoration
pour tout x ∈ A. Pour le voir, il suffit de montrer que {x ∈ E : pC(x) < 1} = C. Comme
C ∩ A = ∅, on aura pC(x) ≥ 1 = ξ0(x) pour tout x ∈ A. Si x ∈ C, alors il existe ε ∈]0, 1[ tel
que B(x, ε) ⊂ C car C est ouvert. Par continuité de la multiplication scalaire, il existe η > 0
tel que λx ∈ B(x, ε) ⊂ C si λ ∈ [1 − η, 1 + η]. On en tire que (1 + η)x ∈ C, c’est-à-dire
x ∈ 1

1+ηC. Comme 1/(1 + η) < 1, on a bien pC(x) < 1. Supposons à présent que x ∈ E vérifie
pC(x) < 1. Donc, il existe λ ∈]0, 1[ tel que x ∈ λC. On en déduit que 1

λ
x ∈ C. Par convexité,

le segment [0, 1
λ
x] est inclus dans C et ce segment contient en particulier x, d’où la conclusion.

Nous pouvons étendre la majoration à tous les éléments de F . Pour ce faire, soit x ∈ F . Donc,
il existe a′ ∈ A et r ∈ R tels que x = a′ − a + ra = a′ + (r − 1)a vu (*). Plusieurs cas sont à
envisager. Si r 6= 0, alors

x = r (1
r
a′ + r − 1

r
a)︸ ︷︷ ︸

:=a′′∈A

.

Si r > 0, alors ξ0(x) = ξ0(ra′′) = rξ0(a′′) ≤ rpC(a′′) = pC(x). Si r < 0, alors ξ0(x) = rξ0(a′′) =
r < 0 ≤ −rpC(−a′′) = pC(ra′′). Enfin, le second cas est celui où r = 0. On a x = a′− a et donc
ξ0(x) = ξ0(a′) − ξ0(a) = 0 ≤ pC(a′ − a) puisque ξ0(a′) = ξ0(a) = 1. Nous avons donc montré
que ξ0(x) ≤ pC(x) pour tout x ∈ F .

Par le théorème de Hahn-Banach, il existe une application linéaire continue ξ : E → R
qui étend ξ0 et qui vérifie ξ(x) ≤ pC(x) pour tout x ∈ E. On définit l’hyperplan fermé H =
{x ∈ E : 〈ξ, x〉 = 1}. Vu ce qui a été montré au point 3), on sait que x ∈ C ⇔ pC(x) < 1.
Dès lors, 〈ξ, x〉 ≤ pC(x) < 1 pour tout x ∈ C. Donc, puisque C est inclus dans le demi-espace
{x ∈ E : 〈ξ, x〉 < 1}, la conclusion en découle.

Nous sommes en mesure de démontrer les théorèmes de séparation.



1.3. Théorème de Hahn-Banach et séparation de convexes 18

Théorème 1.3.2 (Séparation faible, AC, [31]). Soient C1 et C2 des convexes non-vides dis-
joints de E. Si l’un d’eux est ouvert, alors C1 et C2 sont séparables par un hyperplan fermé.

Démonstration. Evidemment, on peut supposer que C1 est ouvert. Dans ce cas, l’ensemble

C = C1 − C2 =
⋃
y∈C2

C1 − y

est ouvert et convexe (proposition 1.1.6). De plus, 0 /∈ C car C1 et C2 sont disjoints. Le
singleton {0} forme un espace affin fermé qui ne rencontre pas C. Par le lemme 1.3.1, il existe
un hyperplan fermé H ′ contenant 0 et tel que C ∩ H ′ = ∅. Il existe ξ ∈ E∗\{0} tel que
H ′ = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 = 0}. On peut supposer que C est dans le demi-espace {x ∈ E : 〈ξ, x〉 ≤ 0},
quitte à considérer −ξ au lieu de ξ. Dans ce cas, on obtient

〈ξ, x1〉 ≤ 〈ξ, x2〉 ∀x1 ∈ C1, ∀x2 ∈ C2,

c’est-à-dire
sup
x∈C1

〈ξ, x〉 ≤ inf
x∈C2
〈ξ, x〉

et on conclut par la proposition 1.3.1.

Théorème 1.3.3 (Séparation forte,AC, [31]). Soient C1 et C2 des convexes non-vides disjoints
de E. Si C1 est compact et C2 fermé, alors ils sont fortement séparables par un hyperplan fermé.

Démonstration. Soit d = dist(C1, C2). Comme l’un est compact et l’autre fermé, la distance
entre les deux ensemble est réalisée et est non-nulle. Soit ε ∈]0, d/2[. Dans ce cas, les ensembles

(Ci)ε = {x ∈ E : dist(x,Ci) < ε} = Ci +B(0, ε), i ∈ {1, 2}

sont des convexes ouverts disjoints. En utilisant la formulation faible du théorème de séparation,
on voit qu’il existe un hyperplan H = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 = b} séparant (C1)ε et (C2)ε. Autrement
dit,

sup
x∈C1,‖y‖≤ε

〈ξ, x+ y〉 ≤ inf
x∈C2,‖y‖≤ε

〈ξ, x+ y〉.

On remarque tout d’abord que

sup
x∈C1,‖y‖≤ε

〈ξ, x+ y〉 = sup
x∈C1

〈ξ, x〉+ sup
‖y‖≤ε
〈ξ, y〉 et inf

x∈C2,‖y‖≤ε
〈ξ, x+ y〉 = inf

x∈C2
〈ξ, x〉+ inf

‖y‖≤ε
〈ξ, y〉.

Ensuite, il est clair que ξ 6= 0 sur B(0, ε) 11. Il s’ensuit que

inf
‖y‖≤ε
〈ξ, y〉 < 0 < sup

‖y‖≤ε
〈ξ, y〉,

et par conséquent,
sup
x∈C1

〈ξ, x〉 < inf
x∈C2
〈ξ, x〉.

On termine en utilisant la proposition 1.3.1.

11. Sinon, 〈ξ, x〉 = 1
λ 〈ξ, λx〉 = 0 lorsque λ > 0 est choisi suffisament petit pour que ‖λx‖ ≤ ε. Comme x est

arbitraire, ξ serait identiquement nul sur E, ce qui est absurde.
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Ces théorèmes permettent de déduire quelques résultats intéressants. L’un d’eux assure
l’existence d’hyperplans d’appui. Les hyperplans d’appui sont des généralisations assez natu-
relles des espaces tangents rencontrés habituellement en géométrie.

Définition 1.3.2. Soit C un convexe de E. Un hyperplan H est un hyperplan d’appui de C
lorsque H ∩C 6= ∅ et C est contenu dans l’un des demi-espaces fermés définis par H. Ce demi-
espace est appelé demi-espace d’appui de C. L’ensemble H ∩C est l’ensemble d’appui de H sur
C. Si cet ensemble n’est réduit qu’à un point, on dit que cet ensemble est un point d’appui de
C.

Comme l’intuition le laisse présager, un ensemble d’appui est toujours sur la frontière du
convexe.

Proposition 1.3.2. Soit P un ensemble d’appui d’un convexe C de E. Alors P ⊂ C•.

Démonstration. Si C est d’intérieur vide, la proposition est triviale. Supposons que C◦ 6= ∅.
Soit H l’hyperplan d’appui de C en P et procédons par l’absurde. On a H ∩ C◦ 6= ∅. Soit
x0 ∈ H ∩ C◦. Il existe ε > 0 tel que B(x0, ε) ⊂ C. Il existe ξ ∈ E∗\{0} et b ∈ R tels que
H = {x ∈ E : 〈ξ, x〉 = b}. On peut supposer que le demi-espace fermé contenant C s’écrit
{x ∈ E : 〈ξ, x〉 ≤ b}. Dans ce cas, on a 〈ξ, x0〉 = b. Prenons u ∈ E\ ~H tel que 〈ξ, u〉 6= 0 (sinon,
ξ est nul sur E\ ~H, donc nul sur E = E\ ~H par continuité, ce qui est absurde). Nous pouvons
supposer que 〈ξ, u〉 > 0, quitte à changer le signe de u. Il existe η > 0 tel que x0 +λu ∈ B(x0, ε)
lorsque λ ∈ [−η, η] (par continuité de l’application λ 7→ x0 + λu en 0). Ceci nous montre que
x0 +ηu et x0−ηu appartiennent à C, mais sont aussi dans des demi-espaces différents puisque,
pour l’un, on a 〈ξ, x0 + ηu〉 > b et pour l’autre, 〈ξ, x0 − ηu〉 < b car 〈ξ, u〉 est non nul. Ceci
nous donne une contradiction.

Nous pouvons donner deux propriétés topologiques des convexes. Celles-ci se révèleront
pratiques pour ce qui va venir mais elles ont également leur utilité propre.

Proposition 1.3.3. Si C est convexe dans E, alors C et C◦ sont aussi convexes.

Démonstration. Si x, y ∈ C◦ et λ ∈]0, 1[, alors il existe ε > 0 tel que B(x, ε) ⊂ C et
B(y, ε) ⊂ C. Comme C est convexe, on a λB(x, ε) + (1 − λ)B(y, ε) ⊂ C. Il suffit juste
de voir que λB(x, ε) + (1 − λ)B(y, ε) est un voisinage de λx + (1 − λ)y. En effet, on a
λB(x, ε) + (1 − λ)B(y, ε) = λ(x + B(0, ε)) + (1 − λ)(y + B(0, ε)) = λx + (1 − λ)y + B(0, ε).
Ceci permet de conclure.

Si x, y ∈ C et λ ∈ [0, 1], alors il existe des suites (xm)m∈N et (ym)m∈N de C qui convergent
vers x et y respectivement. Par convexité, on en tire que (λxm + (1 − λ)ym)m∈N est une suite
de C. Par continuité de la somme et de la multiplication scalaire, cette suite converge vers
λx+ (1− λ)y. Donc, λx+ (1− λ)y est limite d’une suite de C et il appartient donc à C.

Proposition 1.3.4 ([2]). Soit C une partie convexe de E. On a

λC◦ + (1− λ)C ⊂ C◦ ∀λ ∈]0, 1].

En conséquence, si C est un convexe d’intérieur non-vide, alors C◦− = C et C−◦ = C◦.
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Démonstration. 1) Montrons que

λC◦ + (1− λ)C ⊂ C◦ ∀λ ∈]0, 1].

Le cas λ = 1 est trivial. Supposons que λ ∈]0, 1[ et soient x ∈ C◦ et y ∈ C. Il existe ε > 0
tel que B(x, ε) ⊂ C. Comme y est adhérent à C, il existe z ∈ C ∩ B(y, λε

1−λ). On voit alors
clairement que (1 − λ)(y − z) ∈ λB(0, ε). Vu que C est convexe, λB(x, ε) + (1 − λ)z est un
ouvert inclus dans C. Ceci permet de conclure que l’on a

λx+ (1− λ)y = λx+ (1− λ)(y − z) + (1− λ)z ∈ λx+ λB(0, ε) + (1− λ)z.

Ce dernier ensemble étant égal à l’ouvert λB(x, ε) + (1− λ)z, on a λx+ (1− λ)y ∈ C◦.

2) C◦− = C : On a trivialement C◦− ⊂ C car C◦ ⊂ C. Soit x ∈ C. Comme C est d’intérieur
non-vide, on peut prendre un élément y dans C◦. La suite xm = 1

m
y + (1 − 1

m
)x (m ∈ N0)

appartient à C◦, vu le point 1). De plus, elle converge vers x, ce qui montre que x ∈ C◦−.

3) C−◦ = C◦ : En utilisant le fait que C ⊂ C, on obtient C◦ ⊂ C−◦. A présent, soit x ∈ C−◦.
Il existe ε > 0 tel que B(x, ε) ⊂ C. Fixons y ∈ C◦ et η ∈]0, 1[ tels que η‖y − x‖ < ε. Donc,
x + η(x − y) ∈ B(x, ε) ⊂ C. En utilisant la relation démontrée en 1), on a x − η(x − y) =
(1− η)x+ ηy ∈ C◦. Une nouvelle application de la relation 1) montre que

x = 1
2(x+ η(x− y)) + 1

2(x− η(x− y)) ∈ 1
2C + 1

2C
◦ ⊂ C◦,

d’où la conclusion.

Corollaire 1.3.1 (AC). Si C est un convexe fermé d’intérieur non-vide de E, alors tout point
de C• appartient à un ensemble d’appui.

Démonstration. Si x ∈ C•, alors {x}∩C◦ = ∅ et il existe un hyperplan séparant x de C◦. Dans
ce cas, le demi-espace fermé contenant C◦ est un convexe fermé, donc il doit contenir C◦− = C
(proposition 1.3.4). En outre, il est clair que x est dans l’hyperplan, sinon, x serait dans le
demi-espace ne contenant pas C. Notons U ce demi-espace et fixons y ∈ C◦. Ce demi-espace U
étant ouvert, il existe λ ∈]0, 1[ tel que λx+ (1− λ)y est dans U 12. Par la proposition 1.3.4, ce
point appartient donc à C◦ et au demi-espace U . D’où contradiction, car U ∩ C◦ = ∅.

Une autre conséquence des théorèmes de séparation est un résultat qui donne une “repré-
sentation duale” d’un ensemble convexe, c’est-à-dire une représentation en terme d’intersection
de demi-espaces.

Corollaire 1.3.2 (AC). Si C est un convexe fermé, alors C est l’intersection de tous les
demi-espaces fermés le contenant.

Démonstration. Soit x un élément de l’intersection des demi-espaces fermés contenant C. Si
x /∈ C, alors {x} et C peuvent être fortement séparés par un hyperplan. Donc, x n’est pas dans
un demi-espace fermé contenant C, ce qui donne une contradiction.

12. De fait, on a limλ→1− λx+ (1− λ)y = x
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1.4 Points extrêmaux et théorème de Krein-Milman
Nous nous intéressons au problème suivant : étant donné un convexe C, peut-on trouver un

sous-ensemble S de C minimal pour l’inclusion tel que C = conv(S) ? C’est l’objet du théorème
de Krein-Milman. Imaginons le cas simple d’un simplexe ou d’un polytope de R3 (tétraèdre,
cube, ...). Un tel convexe est engendré par un nombre fini de points : ses sommets. Intuitivement,
l’ensemble des sommets est minimal parmi tous les sous-ensembles dont l’enveloppe convexe
donne C. L’idée serait de formaliser l’idée de “sommet” pour des convexes quelconques, c’est ce
qu’on appellera “point extrêmal”. Ensuite, nous allons généraliser ce que l’on a formulé pour les
polytopes. On verra que ce qui a été observé pour des polytopes est presque partagé par tous
les convexes compacts. Cependant, si la dimension est infinie, il nous faut prendre l’adhérence
de l’enveloppe convexe. En dimension finie, comme on peut le pressentir, l’enveloppe convexe
des points extrêmaux suffit pour obtenir C.

Définition 1.4.1. Si U est une partie de E, alors l’intérieur relatif de U , noté U◦R , est
l’intérieur de U dans le sous-espace topologique aff(U). Autrement dit,

U◦R = {x ∈ E : ∃ε > 0 B(x, ε) ∩ aff(U) ⊂ U}.

On voit trivialement que l’intérieur et l’intérieur relatif d’une partie U de E coïncident
lorsque aff(U) = E. La notion d’intérieur relatif est surtout utilisée en dimension finie car
certaines propriétés de l’intérieur relatif en dimension finie ne sont plus nécessairement vraies
lorsque la dimension de E est infinie. Pour obtenir davantage de propriétés de l’intérieur relatif,
on peut consulter [35], ouvrage classique concernant l’analyse convexe dans Rn.

Proposition 1.4.1. Supposons que E est de dimension finie. Soient a0, ..., an des points de E
affinement indépendants avec n ∈ N0. Alors

conv({a0, ..., an})◦R =
{ n∑
i=0

λiai : λi > 0 ∀i ∈ {0, ..., n} et λ0 + · · ·+ λn = 1
}
.

Démonstration. Nous pouvons supposer que n = dimE et que a0 = 0, quitte à translater
dans la direction a0 et nous restreindre à l’enveloppe affine aff({a0, ..., an}) (on rappelle qu’en
dimension finie, tout sous-espace vectoriel est fermé, donc complet). Définissons une application

T : {a0, ..., an} → Rn

en posant T (a0) = 0 et T (ai) = ei avec ei = (δij)1≤j≤n pour tout i ∈ {1, ..., n} (δij dénote
le symbole de Kronecker). Cette application s’étend alors de manière unique en une bijection
affine

T : E → Rn,
n∑
i=0

λiai 7→ (λ1, ..., λn)∼.

La combinaison linéaire dans la définition de T est supposée être une combinaison affine. On
vérifie sans peine que T (conv({a0, ..., an})) est le simplexe standard conv({0, e1, ..., en}) de Rn.
Notons C le second membre de la formule de l’énoncé. On voit aisément que

T (C) = {x ∈ Rn : xi > 0 ∀i ∈ {1, ..., n} et x1 + · · ·+ xn < 1}.

On voit que cet ensemble est égal à

]0,+∞[n∩s−1(]−∞, 1[)
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avec s : Rn → R qui est défini par s(x) = x1 + · · · + xn pour tout x ∈ Rn. Donc, T (C) est
ouvert car tout produit fini d’ouverts est un ouvert et l’application s est continue. On en tire
que C est un ouvert de E par continuité de T−1. Montrons que conv({a0, ..., an})◦ ⊂ C, ou de
manière équivalente E\C ⊂ E\ conv({a0, ..., an})◦.

Supposons que x /∈ C. Donc, x peut s’écrire sous la forme∑n
i=0 λiai avec λi ∈ R et∑n

i=0 λi =
1 car aff({a0, ..., an}) = E. Comme x /∈ C, il existe i ∈ {0, ..., n} tel que λi ≤ 0. On doit
traiter deux cas. Soit on a λi < 0, et alors il est clair que x /∈ conv({a0, ..., an}) et donc
x /∈ conv({a0, ..., an})◦. Le second cas est donné par λj ≥ 0 pour tout j ∈ {0, ..., n} et avec au
moins un i0 ∈ {0, ..., n} pour lequel λi0 = 0. Quitte à permuter les rôles des λj, nous pouvons
supposer avoir i0 = n et λ0 > 0. On définit alors la suite (xm)m∈N0 en posant

xm = (λ0 + 1
m

)a0 + λ1a1 + · · ·+ λn−1an−1 −
1
m
an.

Cette suite appartient alors à E\ conv({a0, ..., an}) et elle converge vers x. Donc,
x ∈ E\ conv({a0, ..., an}). Mais on a aussi x ∈ conv({a0, ..., an}) ⊂ conv({a0, ..., an}). Ceci
montre que x ∈ conv({a0, ..., an})•. Ainsi, il ne peut pas être un point intérieur à conv({a0, ..., an}).
Donc C est un ouvert inclus dans conv({a0, ..., an}) et contenant conv({a0, ..., an})◦, on a donc
l’égalité C = conv({a0, ..., an})◦.

Définition 1.4.2. Soit C un convexe. Une partie P de C est extrêmale si P est non-vide et si
chacun de ses points n’est pas dans l’intérieur relatif d’un segment non-trivial [u, v] 13 dont au
moins une des extrêmités u et v est prise dans C\P . On dit qu’un point x ∈ C est extrêmal si
{x} est une partie extrêmale de C. L’ensemble des points extrêmaux de C sera noté ext(C) .

La proposition précédente montre que l’intérieur relatif d’un segment [u, v] est l’ensemble
]u, v[= [u, v]\{u, v}. La définition qui vient d’être donnée peut être reformulée en la niant. Il
est clair qu’un ensemble P de C est extrêmal si et seulement si

∀ u, v ∈ C ∀x ∈ P x ∈ ]u, v[ ⇒ u, v ∈ P.

Intuitivement, le concept d’ensemble extrêmal est une généralisation de la notion de faces,
d’arêtes et de sommets d’un polytope. Les points extrêmaux forment une généralisation des
sommets. Remarquons toutefois que tous les ensembles extrêmaux ne sont pas forcément des
faces, des arêtes ou des sommets ! Par exemple, l’ensemble des sommets d’un cube à trois
dimension forme un ensemble extrêmal, si l’on se donne la peine de le vérifier en détail. Le
résultat qui suit est immédiat.

Proposition 1.4.2. Une intersection non-vide d’ensembles extrêmaux d’un convexe C est un
ensemble extrêmal de C.

La propriété suivante mérite cependant une petite preuve.

Proposition 1.4.3. Si C est un ensemble convexe, F une partie extrêmale de C et F ′ une
partie extrêmale de F , alors F ′ est une partie extrêmale de C.

Démonstration. Soit x ∈ F ′ et u, v ∈ C tels que x ∈]u, v[. Puisque F ′ ⊂ F et F est extrêmal
dans C, on en tire que u, v ∈ F . Mais comme F ′ est extrêmal dans F , on a donc u, v ∈ F ′, d’où
la conclusion.
13. Nous entendons par trivial le cas où u = v.
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Intéressons-nous au problème de Krein-Milman. Pour répondre à la question posée en début
de section, nous aurons recourt à un lemme.

Lemme 1.4.1 (AC, [2]). Soit C un convexe de E. Si P est une partie extrêmale de C compacte
dans E, alors P contient un point extrêmal.

Démonstration. Soit C l’ensemble des parties extrêmales de C qui sont compactes dans E et
incluses dans P . Il est clair que C 6= ∅ car il contient P . On vérifie sans peine que l’inclusion
induit une relation d’ordre sur C. Cette relation d’ordre est définie par

P1 � P2 ⇔ P1 ⊃ P2.

On a vite fait de vérifier qu’il s’agit bien d’une relation d’ordre. De plus, toute chaîne 14 de C
admet un majorant donné par l’intersection des éléments de la chaîne. En effet, cette intersec-
tion étant fermée et incluse dans des compacts, elle est elle-même compacte puisque l’espace
E est séparé. En outre, cette intersection est non-vide car la chaîne est une famille de fermés
de P qui possède la propriété d’intersection finie 15 et P est compact. L’intersection est donc
aussi extrêmale par la proposition 1.4.2 et ce majorant appartient donc bien à C. Par le lemme
de Zorn, il existe un élément F de C qui est maximal pour �.

Il reste à montrer que F est un singleton. Supposons, par l’absurde, que F n’est pas un
singleton. Il existe au moins deux éléments distincts x et y dans F . On est dans les conditions
pour appliquer le théorème de séparation forte aux deux singletons. Il existe donc ξ ∈ E∗\{0}
tel que 〈ξ, x〉 < 〈ξ, y〉. Par continuité, ξ(F ) est un compact de R et admet une borne supérieure
M . L’ensemble F ′ = {z ∈ F : 〈ξ, z〉 = M} est non-vide car la borne supérieure d’une fonction
réelle continue sur un compact est atteinte en un point du compact (théorème des bornes
atteintes). De plus, l’ensemble F ′ est compact car c’est un fermé inclus dans le compact F . Si
l’on parvient à montrer que F ′ est une partie extrêmale de F , alors ce sera aussi une partie
extrêmale de C (proposition 1.4.3). La maximalité de F dans C pour � implique que F ′ = F .
Ainsi, 〈ξ, x〉 = M = 〈ξ, y〉, ce qui est une contradiction. Supposons donc que F ′ n’est pas
extrêmal dans F . Il existe alors p ∈ F ′, u ∈ F et v ∈ F\F ′ tels que p ∈]u, v[. Il existe λ ∈]0, 1[
tel que p = λu+ (1− λ)v. On obtient

M = 〈ξ, p〉 = λ〈ξ, u〉+ (1− λ)〈ξ, v〉 < λM + (1− λ)M = M,

d’où contradiction.

Définition 1.4.3. Si P est une partie de E, alors l’enveloppe convexe fermée de P est l’in-
tersection de tous les convexes fermés contenant P . On le note conv(P ) . C’est le plus petit
convexe fermé contenant P .

Une application directe de la proposition 1.3.3 montre que conv(P ) = conv(P ). Passons au
théorème proprement dit.

Théorème 1.4.1 (Krein-Milman, AC, [2]). Si C est un convexe compact non-vide de E, alors
ext(C) 6= ∅ et C = conv(ext(C)).

14. Pour rappel, une chaîne de C est une partie de C totalement ordonnée.
15. Une famille P de sous-ensembles de E possède la propriété d’intersection finie si toute partie finie P ′ de
P vérifie ∩P ′ 6= ∅. De plus, un espace E est compact si et seulement si toute famille de fermés possédant la
propriété d’intersection finie est d’intersection non-vide.
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Démonstration. 1) ext(C) 6= ∅ : Montrons que C est une partie extrêmale de C. En effet, la
définition montre bien que tout point de C n’est intérieur à aucun segment dont l’une des
extrêmités prise dans C\C = ∅. On conclut par le lemme 1.4.1.

2) C = conv(ext(C)) : Comme C est un convexe fermé, on a C ⊃ conv(ext(C)). Pour l’autre
inclusion, procédons par l’absurde. Supposons qu’il existe x ∈ C tel que x /∈ conv(ext(C)). On
peut alors fortement séparer x de conv(ext(C)). Il existe ξ ∈ E∗\{0} tel que

〈ξ, x〉 > sup
y∈conv(ext(C))

〈ξ, y〉. (*)

Comme C est compact, supy∈C〈ξ, y〉 est réalisé en un point de C. On note M cette borne
supérieure et P = {y ∈ C : 〈ξ, y〉 = M}. En utilisant le même raisonnement que la fin de la
preuve du lemme 1.4.1, on voit que P est une partie extrêmale de C. On voit aussi que P est
compact dans E. Vu (*), il est clair que P ⊂ C\conv(ext(C)) (sinon, 〈ξ, x〉 > M). Le lemme
1.4.1 affirme que P contient un point extrêmal de C. Mais comme P ∩ conv(ext(C)) = ∅, on a
une absurdité.

Lorsque la dimension de E est finie, le théorème de Krein-Milman ne fait plus intervenir
l’adhérence de l’enveloppe convexe. Comme nous allons le voir, ce résultat ne nécessite pas
l’utilisation de l’axiome du choix.

Théorème 1.4.2 (Krein-Milman en dimension finie, [17]). Supposons que E est de dimension
finie. Si C est un convexe compact non-vide de E, alors ext(C) 6= ∅ et C = conv(ext(C)).

Démonstration. Procédons par récurrence sur la dimension n de E. Si n = 1, alors E = Rx0
pour un x0 6= 0 et C ne peut être qu’un segment ou un singleton. Le cas du singleton est trivial.
Si C est un segment, alors il s’écrit [x, y] et on voit facilement que ext(C) = {x, y}, ce qui
donne bien C = conv(ext(C)). Supposons que la proposition est valable lorsque dimE ≤ n et
montrons-la lorsque dimE = n+ 1. Nous pouvons aussi supposer que dimC = dimE = n+ 1.
Si dimC < dimE, nous pouvons nous restreindre au sous-espace de Banach E ′ =

−−−→
aff(C) 16 et

considérer le convexe translaté C ′ = C−a pour un a ∈ aff(C). Comme ext(C−a) = ext(C)−a
et conv(ext(C)−a) = conv(ext(C))−a, nous savons appliquer l’hypothèse de récurrence à C ′ et
E ′ puis obtenir la propriété sur C et E par translation. Donc, faisons l’hypothèse supplémentaire
que dimC = dimE = n + 1. De cette façon, comme C est non-vide, il doit être d’intérieur
non-vide. En effet, C possède n+ 2 points a0, ..., an+1 qui sont affinement indépendants par la
proposition 1.2.7. Le simplexe conv({a0, ..., an+1}) est d’intérieur non-vide car

conv({a0, ..., an+1})◦ =
{ n+1∑
i=0

λiai : λi > 0 ∀i ∈ {0, ..., n+ 1} et λ0 + · · ·+ λn+1 = 1
}

par la proposition 1.4.1. Montrons que C ⊂ conv(ext(C)), l’autre inclusion étant évidente. Soit
x ∈ C. Nous distinguons deux cas.

Tout d’abord, supposons que x ∈ C•. Par le corollaire 1.3.1., x appartient à un ensemble
d’appui de C. Il existe donc un hyperplan d’appui de C que nous notons H et qui est tel

16. On rappelle que tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace complet est complet. Vu le corollaire 1.2.2.,
le sous-espace E′ est fermé, donc de Banach.
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que x ∈ H ∩ C. Nous constatons que H ∩ C est un ensemble convexe de dimension infé-
rieure ou égale à n puisque H ∩ C ⊂ H et dimH = n. L’hypothèse de récurrence montre que
x ∈ conv(ext(H∩C)). La proposition 1.4.3 nous donne l’inclusion ext(H∩C) ⊂ ext(C) et donc
conv(ext(H ∩ C)) ⊂ conv(ext(C)), ce qui permet de conclure que x ∈ conv(ext(C)).

Pour le second cas, nous avons x ∈ C◦. Il existe y, z ∈ C• tels que x ∈ [y, z]. De fait, soient
y ∈ C• 17 et Dx,y = x + R(x − y) la droite passant par x et y. Dans ce cas, la demi-droite
x+R+(x−y) doit passer par un point z de C•. Sinon, cette demi-droite est incluse dans E\C•,
ce qui montre qu’elle est dans l’union de deux ouverts disjoints non-vides. Mais ceci contredit la
connexité de x+R+(x−y). Vu le cas précédent, nous avons y, z ∈ conv(ext(C)). Par convexité,
on conclut que x ∈ conv(ext(C)).

On a la proposition suivante qui est intuitive.

Proposition 1.4.4. Si E est de dimension finie et C est un convexe compact non-vide, alors
ext(C) est un ensemble minimal pour l’inclusion parmi tous les ensembles S ⊂ C tels que
conv(S) = C.

Démonstration. Soit S une partie de C telle que C = conv(S). Montrons que ext(C) ⊂ S. Si
x /∈ S, alors on a deux cas. Soit x /∈ C et donc x /∈ ext(C) de façon évidente. Soit x ∈ C et donc
il existe x1, ..., xn ∈ S avec n ≥ 2 et λ1, ..., λn > 0 tels que λ1 + · · · + λn = 1 et x = ∑n

i=1 λixi.
On a alors

x = λ1x1 + (λ2 + · · ·+ λn)
n∑
i=2

λi
λ2 + · · ·+ λn

xi︸ ︷︷ ︸
:=x0

.

Par convexité, nous avons x0 ∈ C. Ainsi, x ∈]x0, x1[ avec x0 ∈ C, x1 ∈ S ⊂ C et x0 6= x1 (sinon
x = x1 ∈ S). Donc x /∈ ext(C).

Si la dimension de l’espace est infinie, le résultat est quelque peu différent.

Proposition 1.4.5 ([13]). Si E est de dimension infinie et C est un convexe compact non-vide,
alors ext(C) ⊂ S pour tout S ⊂ C tel que C = conv(S).

Démonstration. Soit x ∈ ext(C) et fixons ε > 0. Montrons que x ∈ Sε où Sε = S + B(0, ε).
L’ensemble {B(y, ε) : y ∈ S} est un recouvrement ouvert de S qui est compact. On peut
donc extraire un recouvrement fini {B(yi, ε) : i ∈ {1, ..., n}}. Pour tout i ∈ {1, ..., n}, posons
Si = conv(S ∩B(yi, ε)). Le convexe Si étant fermé et inclus dans le compact C, on en tire que
Si est compact.

L’ensemble conv(∪ni=1Si) est clairement convexe. Montrons qu’il est aussi compact. Si (yk)k∈N
est une suite de conv(∪ni=1Si), alors il existe x(k)

1 , ..., x(k)
m ∈ ∪ni=1Si et λ

(k)
1 , ..., λ(k)

m ≥ 0 tels que∑m
i=1 λ

(k)
i = 1 et yk = ∑m

i=1 λ
(k)
i x

(k)
i . Comme ∪ni=1Si est une union finie de compacts, cet en-

semble est compact. Donc, on peut extraire une sous-suite (x(l1(k))
1 )k∈N de (x(k)

1 )k∈N qui converge
vers un point x1 ∈ ∪ni=1Si. Comme la suite (λ(l1(k))

1 )k∈N est bornée par 1, elle admet une sous-
suite (λ(r1(l1(k)))

1 )k∈N qui converge vers un réel λ1. On procède de la même façon pour les suites

17. La frontière de C ne peut être vide . Sinon C est ouvert. Mais il est aussi fermé car il est compact dans E
qui est séparé. De plus, comme E est connexe, on sait que les seuls ouverts fermés sont le vide et l’espace tout
entier et par conséquent, C = E. Donc E est compact, ce qui est une contradiction.
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(x(r1(l1(k)))
2 )k∈N et (λ(r1(l1(k)))

2 )k∈N. On continue ainsi de proche en proche. Au final, la suite (yk)k∈N
admet une sous-suite (yl(k))k∈N qui converge vers ∑m

i=1 λixi ∈ conv(∪ni=1Si), ce qui montre que
conv(∪ni=1Si) est compact.

Ensuite, on montre que C = conv(∪ni=1Si). En effet, si y ∈ C, alors y est une combi-
naison convexe d’éléments de S et on voit directement que S ⊂ ∪ni=1Si, ce qui montre que
C ⊂ conv(∪ni=1Si). L’autre inclusion est triviale.

Si x ∈ ext(C), alors il existe des points distincts b1, ..., bm ∈ ∪ni=1Si et des réels λ1, ..., λm > 0
tels que ∑m

i=1 λi = 1 et x = ∑m
i=1 λibi. Parmi ces représentations, on choisit celle pour laquelle

le nombre de termes m est minimal. Si m ≥ 2, alors

x = λ1b1 + (λ2 + · · ·+ λm) ( λ2∑m
i=2 λi

b2 + · · ·+ λm∑m
i=2 λi

bm)︸ ︷︷ ︸
:=b0

.

Vu la minimalité de m, on a b0 6= b1. Par conséquent, x ∈]b0, b1[, ce qui contredit l’extrêmalité
de x. Donc m = 1 et x = b1. Il existe alors i ∈ {1, ...,m} tel que x ∈ Si = conv(S ∩B(yi, ε)) ⊂
B(yi, ε) ⊂ Sε. La première inclusion provient du fait que B(yi, ε) est un ensemble convexe fermé
contenant S ∩ B(yi, ε). Ceci nous montre que x ∈ Sε pour tout ε > 0. On en tire finalement
que x ∈ S. D’où ext(C) ⊂ S.

Nous verrons plus tard que la notion de point extrêmal joue un rôle important dans l’étude
des maxima d’une fonction convexe.



Chapitre 2

Topologies faibles et espaces de Banach
réflexifs

Comme il a été dit dans le chapitre précédent, l’espace de Banach E est supposé muni d’une
structure de R-vectoriel et de la topologie d’espace métrique obtenu à partir de sa norme ‖ · ‖.
Pour cette topologie, les éléments du dual topologique E∗ sont continus par définition. Il est
possible de construire une autre topologie sur E moins fine que celle associée à la norme ‖ · ‖
et qui rend les éléments de E∗ continus. Cette nouvelle topologie, dite “faible”, sera étudiée
dans cette section. Assez naturellement, on peut munir E∗ d’une topologie semblable. Comme
certains résultats des chapitres qui vont suivre ne seront valables que pour des espaces de
Banach réflexifs, il est assez important de pouvoir décrire ces espaces. Nous verrons que les
topologies faibles donnent lieu à d’importants théorèmes qui nous permettront de caractériser
les espaces de Banach réflexifs. Les références sont forts variées. La structure du chapitre est
basée sur [32] qui omet certaines preuves. Certaines preuves sont basées sur le point de vue
de [2]. Le théorème d’Eberlein-Smulian étant très technique, nous avons préféré présenter une
preuve longue, mais n’exigeant pas de prérequis trop importants [42]. De temps à autre, nous
utilisons ponctuellement des preuves inspirées de [6] et [10]. De nouveau, E désignera un espace
de Banach, sauf mention du contraire.

2.1 Topologie duale, faible et faible-∗
Avant d’introduire ces nouvelles topologies, rappelons quelques faits essentiels d’analyse

fonctionnelle. Les notions rappelées plus bas peuvent être retrouvées dans [2] et [40].

On rappelle que E est un espace vectoriel topologique si E est muni d’une topologie pour
laquelle les opérations d’espace vectoriel + : E × E → E et · : R×E → E sont continues.
De plus, il est localement convexe si 0 possède une base de voisinages absorbant et absolument
convexe. Une partie A de E est absorbante si pour tout e ∈ E, il existeM > 0 tel que e ∈ µA si
|µ| > M . Une partie A de E est dite absolument convexe si pour tout p ∈ N0, tout e1, ..., ep ∈ A
et tout λ1, ..., λp ∈ R tels que |λ1|+ · · ·+ |λp| ≤ 1, on a λ1e1 + · · ·+ λpep ∈ A. Une application

p : E → [0,+∞[

est une semi-norme sur E si et seulement si p(λe) = |λ|p(e) pour tout λ ∈ R et tout e ∈ E
et p(e + f) ≤ p(e) + p(f) pour tout e, f ∈ E. Une famille P de semi-normes peut être mu-

27



2.1. Topologie duale, faible et faible-∗ 28

nie d’une relation de préordre (une relation réflexive et transitive) notée � et donnée par
p � q ⇔ ∃C > 0 p ≤ Cq. Une famille P de semi-normes est faiblement filtrante si, pour tout
p1, p2 ∈ P , il existe p3 ∈ P tel que p1 � p3 et p2 � p3. Une famille P faiblement filtrante de
semi-normes sur E induisent une topologie sur E dont les bases de voisinages sont données par
les semi-boules Bp(x, ε) = {e ∈ E : p(e− x) < ε}. On sait montrer que E est un espace vecto-
riel topologique localement convexe si et seulement si sa topologie est induite par une famille
faiblement filtrante de semi-normes. Une telle famille de semi-normes est appelée système fon-
damental de semi-normes de E. Si E et F sont des espaces vectoriels topologiques localement
convexes induits par les familles de semi-normes P et Q respectivement, alors une application
T : E → F est continue si et seulement si, pour tout q ∈ Q, il existe C > 0 et p ∈ P tels que
q ◦ T ≤ Cp.

Pour commencer, voyons comment nous pouvons associer une norme à l’espace dual d’un
espace de Banach. Comme les éléments de E∗ sont continus, pour tout ξ ∈ E∗, il existe C > 0
tel que |〈ξ, x〉| ≤ C‖x‖ pour tout x ∈ E. Donc, |〈ξ, x〉| ≤ C pour tout x ∈ B(0, 1). Ceci nous
montre que

sup
‖x‖≤1

|〈ξ, x〉| < +∞

pour tout ξ ∈ E∗.

Définition 2.1.1. Si E est un espace de Banach associé à la norme ‖ · ‖, alors la norme duale
de E est l’application

‖ · ‖∗ : ξ ∈ E∗ 7→ sup
‖x‖≤1

|〈ξ, x〉| ∈ [0,+∞[.

Naturellement, il nous faut procéder à des vérifications.

Proposition 2.1.1. La norme duale de E est une norme sur E∗.

Démonstration. Si ξ ∈ E∗ et r ∈ R, alors

‖rξ‖∗ = sup
‖x‖≤1

|〈rξ, x〉| = sup
‖x‖≤1

|r||〈ξ, x〉| = |r|‖ξ‖∗.

Pour l’inégalité triangulaire, soient ξ1, ξ2 ∈ E∗, on a

‖ξ1+ξ2‖∗ = sup
‖x‖≤1

|〈ξ1+ξ2, x〉| = sup
‖x‖≤1

|〈ξ1, x〉+〈ξ2, x〉| ≤ sup
‖x‖≤1

(|〈ξ1, x〉|+|〈ξ2, x〉|) ≤ ‖ξ1‖∗+‖ξ2‖∗.

Enfin, supposons que ξ ∈ E∗ et ‖ξ‖∗ = 0. Montrons que ξ = 0. Par définition, on a |〈ξ, x〉| = 0
pour tout x ∈ B(0, 1). Donc ξ = 0 sur B(0, 1). Par linéarité, ξ = 0 sur E, d’où la conclusion.

Proposition 2.1.2. Si (E, ‖ · ‖) est de Banach, alors (E∗, ‖ · ‖∗) est de Banach.

Démonstration. Il suffit de montrer que E∗ est complet pour la norme duale. Soit (ξm)m∈N une
suite de Cauchy dans E∗. Soit x ∈ E. On voit que

|〈ξr, x〉 − 〈ξs, x〉| = |〈ξr − ξs, x〉| = ‖x‖
∣∣∣∣〈ξr − ξs, x

‖x‖

〉∣∣∣∣ ≤ ‖x‖ sup
‖z‖≤1

|〈ξr − ξs, z〉| → 0

si r, s → +∞. Donc, la suite numérique (〈ξm, x〉)m∈N est de Cauchy et converge dans R vers
une limite finie que l’on va noter 〈ξ, x〉. On définit

ξ : x ∈ E 7→ lim
m→+∞

〈ξm, x〉 ∈ R .
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Comme la somme et la multiplication scalaire sont continues, l’application ξ est linéaire. Elle
est aussi continue. En effet, soit ε > 0 et x0 ∈ E. Alors

|〈ξ, x〉 − 〈ξ, x0〉| ≤ |〈ξ, x〉 − 〈ξn, x〉|+ |〈ξn, x〉 − 〈ξn, x0〉|+ |〈ξn, x0〉 − 〈ξ, x0〉|.

Il existe N1, N2 ∈ N tels que |〈ξn, x〉 − 〈ξ, x〉| < ε/3 si n ≥ N1 et |〈ξn, x0〉 − 〈ξ, x0〉| < ε/3 si
n ≥ N2. Posons N = max(N1, N2). On a donc

|〈ξ, x〉 − 〈ξ, x0〉| ≤
2ε
3 + |〈ξN , x− x0〉|.

Comme ξN est linéaire et continu, il existe CN > 0 tel que |〈ξN , y〉| ≤ CN‖y‖ pour tout y ∈ E.
On a alors |〈ξ, x〉− 〈ξ, x0〉| ≤ ε si ‖x−x0‖ < ε/(3CN), ce qui montre la continuité de ξ. Il reste
à montrer que ξn converge vers ξ dans (E∗, ‖ · ‖∗). Fixons ε > 0. Comme (ξn)n∈N est de Cauchy,
il existe N ∈ N tel que ‖ξn − ξm‖∗ < ε si m,n ≥ N . Nous avons d’abord

|〈ξn, x〉 − 〈ξm, x〉| = |〈ξn − ξm, x〉| ≤ ‖x‖‖ξn − ξm‖∗ < ε‖x‖ ∀x ∈ E

si m,n ≥ N . Si n → +∞, on obtient |〈ξm, x〉 − 〈ξ, x〉| ≤ ε‖x‖ lorsque m ≥ N . Si, de plus,
‖x‖ ≤ 1, alors |〈ξm, x〉 − 〈ξ, x〉| < ε si m ≥ N . On en tire que ‖ξm − ξ‖∗ ≤ ε si m ≥ N , d’où la
conclusion.

Etant donné un espace de Banach (E, ‖ · ‖), nous savons que les éléments de E∗ sont
continus par définition. Outre la topologie d’espace de Banach, il existe d’autres topologies
pour lesquelles les éléments de E∗ sont continus. Considérons la topologie la moins fine possible
qui rend les éléments de E∗ continus. Elle est donnée par

σ(E,E∗) = {∪i∈I ∩j∈J ξ−1
ij (Uij) : I ensemble, J ensemble fini, ξij ∈ E∗, Uij ouvert de R}

Nous adoptons la définition suivante.

Définition 2.1.2. Si E est un espace de Banach, alors σ(E,E∗) est la topologie faible de E.
Toute partie U de E qui est ouverte (resp. fermée) pour cette topologie est dite faiblement
ouverte (resp. faiblement fermée). Toute suite (xm)m∈N qui converge vers x pour la topologie
faible sera dite faiblement convergente vers x et nous noterons cela xn ⇀ x. Par opposition, on
dira que la topologie d’espace vectoriel normé qui fait de E un espace de Banach est la topologie
forte.

Pour commencer, voyons comment on peut formuler simplement la convergence faible de
suites. Rappelons la définition de la convergence dans un espace topologique quelconque. Les
propriétés de base de la topologie générale peuvent être retrouvées dans [27] et [43].

Définition 2.1.3. Soit X un espace topologique. Une suite (xm)m∈N de X converge vers x si,
pour tout voisinage V de x, il existe M ∈ N tel que xm ∈ V pour tout m ≥M .

Proposition 2.1.3. Une suite (xm)m∈N de E converge faiblement vers x si et seulement si

lim
m→+∞

〈ξ, xm〉 = 〈ξ, x〉 ∀ξ ∈ E∗.
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Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, supposons que (xm)m∈N converge faible-
ment vers x et fixons ξ ∈ E∗. Soit U un voisinage de 〈ξ, x〉 dans R pour la topologie euclidienne.
Par continuité, ξ−1(U) est un voisinage faible de x. Par hypothèse, il existe M ∈ N tel que
xm ∈ ξ−1(U) pour tout m ≥ M , et finalement, 〈ξ, xm〉 ∈ U pour tout m ≥ M . Montrons la
suffisance de la condition. Supposons que 〈ξ, xm〉 → 〈ξ, x〉 si m→ +∞ pour tout ξ ∈ E∗. Soit
V un voisinage ouvert faible de x et trouvons M ∈ N tel que xm ∈ V pour tout m ≥ M pour
conclure. On sait qu’il existe un ouvert U de R et ξ ∈ E∗ tels que V ⊃ ξ−1(U) 3 x. Donc,
〈ξ, x〉 ∈ U . Par hypothèse, il existe M ∈ N tel que 〈ξ, xm〉 ∈ U pour tout m ≥ M . Autrement
dit, on a xm ∈ ξ−1(U) ⊂ V pour tout m ≥M , d’où la conclusion.

Examinons les principales propriétés de ces espaces.
Proposition 2.1.4 (AC). L’espace (E, σ(E,E∗)) est séparé.
Démonstration. Soient x et y deux points distincts de E. Par le théorème de séparation forte,
il existe ξ ∈ E∗\{0} tel que 〈ξ, x〉 < 〈ξ, y〉. Il existe U1 et U2 des voisinages ouverts disjoints de
〈ξ, x〉 et de 〈ξ, y〉 respectivement car R, muni de la topologie euclidienne, est séparé. On voit alors
que ξ−1(U1) est un ouvert contenant x, ξ−1(U2) est un ouvert contenant y et ξ−1(U1)∩ξ−1(U2) =
∅, ce qui permet de conclure.
Proposition 2.1.5. Tout ensemble U faiblement ouvert (resp. faiblement fermé) dans E est
fortement ouvert (resp. fermé) dans E.
Démonstration. C’est une conséquence immédiate des définitions de E∗ et σ(E,E∗).
Proposition 2.1.6. Si E est de dimension finie n, la topologie faible et la topologie forte de
E sont équivalentes.
Démonstration. La proposition précédente montre que tout ouvert de (E, σ(E,E∗)) est un
ouvert de (E, ‖ · ‖). Soient x ∈ E et ε > 0. Il suffit de trouver un voisinage de x faiblement
ouvert et inclus dans B(x, ε) pour conclure. Fixons une base e1, ..., en de E. On peut supposer
que la base est normée. Comme on est en dimension finie, le lemme 1.2.2 montre que nous
pouvons supposer que la norme est donnée par

‖y‖∞ = sup
1≤i≤n

|yi|

si y = ∑n
i=1 yiei. Le choix de cette norme nous apportera beaucoup de facilité dans la preuve.

Intuitivement, une boule pour cette norme est décrite par un “carré” et comme les ouverts de
base de la topologie faible sont des intersections finies de demi-espaces, on pourra facilement dé-
crire les ouverts de la topologie normée comme intersection finie d’ouverts de la topologie faible.

Notons e∗1, ..., e∗n la base duale de e1, ..., en
1. Comme la dimension est finie, toute forme

linéaire sur R est continue. Pour tout j ∈ {1, ...., n}, on pose

H+
j = {y ∈ E : 〈e∗j , y〉 < xj + ε} et H−j = {y ∈ E : 〈e∗j , y〉 > xj − ε}.

Il est aisé de vérifier que
B(x, ε) =

n⋂
j=1

(H+
j ∩H−j ),

la conclusion en découle.
1. Rappelons que si e1, ..., en est une base, alors sa base duale e∗1, ..., e∗n dans E∗ est définie par 〈e∗i , ej〉 = δij

pour tout i, j ∈ {1, ..., n} et on étend e∗j par linéarité à tout E.
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Comme les deux topologies coïncident, la topologie faible est métrisable. Assez naturelle-
ment, nous pouvons nous demander si cette topologie est métrisable en dimension infinie. La
proposition 2.1.7 montre qu’il n’en est rien. Avant cela, démontrons deux résultats intermé-
diaires. Le premier est le théorème de Banach-Steinhaus.

Théorème 2.1.1 (Banach-Steinhaus, AC, [2]). Soient (E, ‖ · ‖) un espace de Banach et
(F, ‖ · ‖F ) un espace vectoriel normé. Soit L une famille non-vide d’applications linéaires conti-
nues de E à valeur dans F . Alors

sup
T∈L

sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖F < +∞

si et seulement si L est ponctuellement borné , i.e.

sup
T∈L
‖T (x)‖F < +∞ ∀x ∈ E.

Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons qu’il existe M > 0 tel que

sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖F ≤M ∀T ∈ L.

Fixons x ∈ E. Le cas où x = 0 étant évident, supposons que x 6= 0. On obtient

‖T (x)‖F = ‖x‖
∥∥∥∥T( x

‖x‖

)∥∥∥∥
F
≤M‖x‖ ∀T ∈ L,

ce qui montre que L est ponctuellement borné. La condition est aussi suffisante. Supposons que
L est ponctuellement borné et posons

Fm = {x ∈ E : ‖T (x)‖F ≤ m ∀T ∈ L}

pour toutm ∈ N. Comme L est ponctuellement borné, on a E = ∪+∞
m=0Fm. De plus, les ensembles

Fm sont fermés. L’espace E étant métrique et complet, il est de Baire 2. Par conséquent, il existe
m ∈ N tel que Fm est un fermé d’intérieur non-vide (sinon, E est d’intérieur vide, ce qui est
impossible). Il existe x ∈ Fm et ε > 0 tel que B(x, ε) ⊂ Fm. Soient T ∈ L et y ∈ E tels que
‖y‖ ≤ 1. On a ‖(x+ εy)− x‖ ≤ ε. On en tire que ‖T (x+ εy)‖F ≤ m et

‖T (y)‖F = 1
ε
‖T (x+ εy)− T (x)‖F ≤

1
ε

(‖T (x+ εy)‖F + ‖T (x)‖F ) ≤ 2m
ε
.

Comme ce dernier majorant est indépendant de y et de T , on a la conclusion.

Lemme 2.1.1 ([2]). Soient ξ1, ..., ξn des formes linéaires réelles sur un espace vectoriel E. Une
forme linéaire ξ réelle sur E est combinaison linéaire de ξ1, ..., ξn si et seulement si

n⋂
i=1

ker ξi ⊂ ker ξ.

2. On rappelle qu’un espace topologique X est de Baire si toute union dénombrable de fermés d’intérieur
vide est d’intérieur vide. De plus, le théorème de Baire (AC) dit que tout espace métrique complet est de Baire
[27].
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Démonstration. Supposons d’abord que ξ = ∑n
i=1 λiξi avec λ1, ..., λn ∈ R. Soit x ∈ ∩ni=1 ker ξi.

On a 〈ξ, x〉 = ∑n
i=1 λi〈ξi, x〉 = 0, ce qui montre la nécessité de la condition. La condition est

suffisante. Supposons que ∩ni=1 ker ξi ⊂ ker ξ et définissons les applications linéaires

T : x ∈ E 7→ (〈ξ1, x〉, ..., 〈ξn, x〉) ∈ Rn

et
S : y ∈ T (E) 7→ 〈ξ, x〉 ∈ R si y = T (x).

Il faut vérifier que la définition de S(y) est indépendante du point x ∈ T−1(y) considéré. Si
T (x) = T (x′), alors par construction, on a 〈ξi, x〉 = 〈ξi, x′〉 pour tout i ∈ {1, ..., n}. Donc,
〈ξi, x − x′〉 = 0 pour tout i ∈ {1, ..., n}. Par hypothèse, on a donc 〈ξ, x − x′〉 = 0, c’est-à-dire
〈ξ, x〉 = 〈ξ, x′〉 et l’application S est bien définie et S(〈ξ1, x〉, ..., 〈ξn, x〉) = 〈ξ, x〉 pour tout
x ∈ E. L’espace vectoriel T (E) est de dimension finie car c’est un sous-espace de Rn. Notons
u1, ..., uk une base de T (E) et complétons-la par uk+1, ..., un pour avoir une base de Rn. Notons
λi = S(ui) pour tout i ∈ {1, ..., k} et posons S(ui) = 0 = λi si i ∈ {k+ 1, ..., n}. De cette façon,
S est étendu linéairement en une application S : Rn → R. En prenant la base canonique de Rn,
la matrice représentant S prend la forme (µ1 · · ·µn) en multipliant (λ1 · · ·λn) par une matrice
de changement de base. Il vient 〈ξ, x〉 = S(〈ξ1, x〉, ..., 〈ξn, x〉) = ∑n

i=1 µi〈ξi, x〉 = 〈∑n
i=1 µiξi, x〉

pour tout x ∈ E. On conclut que ξ est combinaison linéaire de ξ1, ..., ξn.

Proposition 2.1.7 (AC, [2]). Soit E un espace de Banach. Les propositions suivantes sont
équivalentes :
(i) L’espace vectoriel E est de dimension finie.
(ii) La topologie faible et la topologie forte coïncident.
(iii) L’espace E muni de la topologie faible est métrisable.
(iv) L’espace E muni de la topologie faible est à base dénombrable de voisinages.

Démonstration. L’implication (i)⇒ (ii) résulte de la proposition 2.1.3. Les implications (ii)⇒
(iii) et (iii) ⇒ (iv) sont évidentes. Montrons que (iv) ⇒ (i). Supposons que (E, σ(E,E∗))
possède en chaque point des bases dénombrables de voisinages. L’ensemble

B = {∩j∈Jξ−1
j (]− 1, 1[) : J fini, ξj ∈ E∗ pour tout j ∈ J}

est une base de voisinages faibles de 0. Les éléments de B sont clairement des voisinages faibles
de 0. De plus, si V est voisinage faible de 0, alors il contient un ouvert faible contenant 0. Cet
ouvert prend la forme ∩j∈Jξ−1

j (Uj) avec J un ensemble fini, ξj ∈ E∗ et Uj un ouvert de R conte-
nant 0 pour tout j ∈ J . Nous pouvons supposer que Uj est un intervalle de la forme ]− aj, aj[
avec aj > 0 car Uj est un voisinage de 0. Quitte à diviser ξj par aj, on peut supposer avoir
aj = 1. Ceci montre que B est bien une base de voisinages faibles de 0. Comme E est à base
de voisinages faibles dénombrable en chacun de ses points, B contient une base de voisinages
faibles de 0 dénombrable 3. Notons B′ cette base de voisinages dénombrable. On peut supposer
que B′ = {Vi : i ∈ N}. Quitte à considérer V1∩· · ·∩Vi au lieu de Vi, nous pouvons supposer que :

• V0 s’écrit ∩j∈J0ξ
−1
j (]− 1, 1[) avec J0 un ensemble fini et ξj ∈ E∗ pour tout j ∈ J0.

• pour tout i ∈ N0, Vi s’écrit ∩j∈Jiξ−1
j (]− 1, 1[) avec Ji un ensemble fini contenant Ji−1.

3. Si X est un espace topologique à bases dénombrables de voisinages, alors toute base de voisinage de x ∈ X
possède un sous-ensemble dénombrable formant une base de voisinages de x [27].
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De plus, l’ensemble ∪i∈NJi est en bijection avec une partie de N. En effet, les ensembles Ji
sont finis, et il existe une bijection fi entre Ji et une partie Ai de N, mais comme Ji ⊂ Ji+1, on
peut étendre fi en une bijection fi+1 entre Ji+1 et une partie finie Ai+1 de N contenant Ai. On
définit donc l’application f : ∪i∈NJi → N en posant f(x) = fi(x) si x ∈ Ji. Cette application
est injective. Si f(x) = f(y), alors on a x ∈ Ji et y ∈ Jj pour certains naturels i, j. Donc,
f(x) = fi(x) et f(y) = fj(y). Supposons que i < j. Comme Ji ⊂ Jj, on a fi(x) = fj(x). Donc,
fj(x) = fj(y). Vu que fj est une bijection entre des ensembles finis, on a x = y. Puisque f est
injectif, c’est une bijection avec une partie de N. Ceci montre la dénombrabilité de ∪i∈NJi. On
peut donc supposer que {ξj : j ∈ ∪i∈NJi} s’écrit {ζi : i ∈ N}. On montre alors que les ensembles

Un = ∩nj=0ζ
−1
j (]− 1, 1[)

forment une base dénombrable de voisinages faibles de 0. En effet, si W est voisinage de 0,
il contient un élément Vi = ∩j∈Jiξ−1

j (] − 1, 1[) de B′. Comme Ji est un ensemble fini, il existe
n ∈ N tel que {ζ−1

k (]− 1, 1[) : 0 ≤ k ≤ n} ⊃ {ξ−1
j (]− 1, 1[) : j ∈ Ji} et donc Un ⊂ Vi ⊂ W .

Par l’absurde, supposons que E n’est pas de dimension finie. Alors ∩ni=0 ker ζi 6= {0} pour
tout n ∈ N. Sinon, ∩ni=0 ker ζi = {0} ⊂ ker ξ pour tout ξ ∈ E∗. Le lemme 2.1.1 montre alors que
tout élément de E∗ est combinaison linéaire de ζ0, ..., ζn. Donc, E∗ admet une partie génératrice
finie et celle-ci doit contenir une base, ce qui montre que dimE∗ est fini. Dans ce cas, E∗∗ est
aussi de dimension finie (il suffit de passer à la base duale de celle de E∗). On en tire que E est
aussi de dimension finie car l’application

J : x ∈ E 7→ Jx ∈ E∗∗ avec Jx(ξ) = 〈ξ, x〉 pour tout ξ ∈ E∗

est linéaire et injective (E est alors isomorphe à un sous-espace de E∗∗). Pour voir l’injectivité,
soit x ∈ E tel que Jx = 0, i.e. 〈ξ, x〉 = 0 pour tout ξ ∈ E∗. Comme E admet une base (infinie)
(ei)i∈I , pour tout i ∈ I, il existe xi ∈ R avec un nombre fini de xi 6= 0 tels que x = ∑

i∈I xiei.
On obtient ∑i∈I xi〈ξ, ei〉 = 0 pour tout ξ ∈ E∗. En particulier, si ξ = e∗j , on a 0 = xj pour tout
j ∈ I. Donc, x = 0 et J est injectif. Donc, E est de dimension finie, ce qui contredit le fait que
E est de dimension infinie. On a ainsi montré que ∩ni=0 ker ζi 6= {0} pour tout n ∈ N.

Pour tout n ∈ N, soit xn ∈ ∩ni=0 ker ζi\{0}. On peut donc supposer que ‖xn‖ = n pour tout
n ∈ N. On a xn ⇀ 0. De fait, si N ∈ N, alors xn ∈ UN pour tout n ≥ N . La proposition
2.1.3 montre que l’on a 〈ξ, xn〉 → 0 pour tout ξ ∈ E∗. Les suites (〈ξ, xn〉)n∈N sont bornées pour
tout ξ ∈ E∗. De plus, les applications Jxn : E∗ → R sont continues lorsque E∗ est muni de la
topologie induite par la norme duale. En effet, on a

|Jxn(ξ)| = |〈ξ, xn〉| = n|〈ξ, xn
n
〉| ≤ n‖ξ‖∗ ∀ξ ∈ E∗.

Cela montre que L = {Jxn : n ∈ N} est une famille d’applications linéaires continues et elle est
ponctuellement bornée sur E∗ car (〈ξ, xn〉)n∈N est bornée. Nous savons évidemment que E∗ est
un espace de Banach. Par le théorème de Banach-Steinhaus, on en tire que

sup
n∈N

sup
‖ξ‖∗≤1

|Jxn(ξ)| = sup
n∈N

sup
‖ξ‖∗≤1

|〈ξ, xn〉| < +∞ (*)

Remarquons que J : x ∈ E 7→ Jx ∈ E∗∗ est une isométrie lorsque le bidual E∗∗ est muni de la
norme duale de E∗, à savoir

‖ζ‖∗∗ = sup
‖ξ‖∗≤1

|〈ζ, ξ〉| ∀ζ ∈ E∗∗.
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De fait, on a d’une part

‖Jx‖∗∗ = sup
‖ξ‖∗≤1

|〈ξ, x〉| = ‖x‖ sup
‖ξ‖∗≤1

|〈ξ, x

‖x‖
〉| ≤ ‖x‖.

D’autre part, si on définit ξ′(rx) = r‖x‖ pour tout r ∈ R, alors on a une application linéaire
continue ξ′ : Rx → R telle que ξ′(rx) = r‖x‖ ≤ ‖rx‖ et le théorème de Hahn-Banach assure
l’existence d’une extension ξ′′ de ξ′ à l’espace E entier de telle sorte que ξ′′(y) ≤ ‖y‖ pour tout
y ∈ E. Vu que ξ′′(x) = ‖x‖ et que ‖ξ′′‖∗ ≤ 1, on en tire que

‖Jx‖∗∗ = sup
‖ξ‖∗≤1

|〈ξ, x〉| ≥ |〈ξ′′, x〉| = ‖x‖.

Ainsi, par isométrie, on en tire que ‖Jxn‖∗∗ = ‖xn‖ = n pour tout n ∈ N. Donc, on a
supn∈N sup‖ξ‖∗≤1 |Jxn(ξ)| = supn∈N ‖Jxn‖∗∗ = +∞, une contradiction avec (*). Donc, E doit
être de dimension finie. Ceci achève la preuve.

La proposition que l’on vient de montrer nous indique que la topologie faible ne peut donner
un espace de Banach en dimension infinie. Chemin faisant, nous avons également fait l’obser-
vation suivante qui nous sera utile plus tard.
Proposition 2.1.8 (AC). Soit E un espace de Banach, alors l’application

J : x ∈ E 7→ Jx ∈ E∗∗ où Jx(ξ) = 〈ξ, x〉 ∀ξ ∈ E∗

est une isométrie linéaire injective.

Sauf mention explicite du contraire, l’application J désignera toujours l’injection de la pro-
position 2.1.8 au cours de ce texte.

Nous avons vu que tout fermé faible est un fermé fort. La réciproque n’est pas nécessairement
vraie. Toutefois, lorsque l’ensemble considéré est convexe, nous avons le résultat suivant.
Proposition 2.1.9 (AC,[32]). Soit C une partie non-vide de E et soient les assertions sui-
vantes :
(i) C est faiblement fermé.
(ii) C contient les limites de ses suites faiblement convergentes.
(iii) C contient les limites de ses suites convergentes.
(iv) C est fermé.
On a les implications suivantes : (i)⇒ (ii)⇒ (iii)⇔ (iv). Les assertions sont équivalentes si
C est convexe.

Démonstration. Il est déjà connu que (iii) ⇔ (iv) et que (i) ⇒ (iv). Montrons (ii) ⇒ (iii).
Soit (xm)m∈N une suite de C qui converge vers x. Comme la topologie faible est moins fine que
la topologie forte, la suite est aussi faiblement convergente vers x. Vu (ii), x appartient à C.
Montrons (i)⇒ (ii). Soit (xm)m∈N une suite de C faiblement convergente vers x et supposons
par l’absurde que x /∈ C. Comme xm ⇀ x, il existe M ∈ N tel que xm ∈ E\C si m ≥ M
car E\C est un voisinage faiblement ouvert de x. On a une contradiction car les éléments
xm appartiennent à C. Donc, x ∈ C. Supposons que C est convexe et fortement fermé. Pour
conclure, montrons que E\C est faiblement ouvert. Si C = E, la proposition est évidemment
vraie. Supposons que C ( E et soit x0 ∈ E\C. Par le théorème de séparation forte, il existe
ξ ∈ E∗\{0} tel que supx∈C〈ξ, x〉 < 〈ξ, x0〉. On a alors x0 ∈ ξ−1(] supx∈C〈ξ, x〉,+∞[) ⊂ E\C,
d’où la conclusion. On a finalement l’équivalence entre les quatre assertions.
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Pour finir avec les propriétés de la topologie faible, démontrons la proposition suivante qui
donne quelques conséquences de la convergence au sens faible.

Proposition 2.1.10 (AC, [32]). Soit (xm)m∈N une suite qui converge faiblement vers x. Alors
(i) La suite (xm)m∈N est bornée.
(ii) ‖x‖ ≤ lim infm→+∞ ‖xm‖ 4.
(iii) Si (ξm)m∈N est une suite de E∗ qui converge fortement vers ξ, alors limm→+∞〈ξm, xm〉 =
〈ξ, x〉.

Démonstration. Notons J l’injection canonique de E dans son bidual. Par la proposition 2.1.3,
on a limm→+∞〈ξ, xm〉 = 〈ξ, x〉 pour tout ξ ∈ E∗. Autrement dit, limm→+∞ Jxm(ξ) = Jx(ξ) pour
tout ξ ∈ E∗. La suite (Jxm(ξ))m∈N est donc bornée dans R. On a

sup
m∈N
|Jxm(ξ)| < +∞ ∀ξ ∈ E∗.

Le théorème de Banach-Steinhaus montre alors que

sup
m∈N

sup
‖ξ‖∗≤1

|Jxm(ξ)| = sup
m∈N
‖Jxm‖∗∗ = sup

m∈N
‖xm‖ < +∞

ce qui établit la première assertion. Montrons (ii). Posons ξ(rx) = r‖x‖ pour tout r ∈ R.
On a une application linéaire ξ : Rx → R telle que 〈ξ, y〉 ≤ ‖y‖ pour tout y ∈ Rx. Par le
théorème de Hahn-Banach, cette application s’étend en une application linéaire ξ′ : E → R
telle que 〈ξ′, y〉 ≤ ‖y‖ pour tout y ∈ E. On a alors 〈ξ′, x〉 = ‖x‖ et ‖ξ′‖∗ = 1 (car ‖ξ′‖∗ ≤ 1 et
|〈ξ′, x

‖x‖〉| = 1). Nous obtenons

‖x‖ = 〈ξ′, x− xm〉+ 〈ξ′, xm〉 ≤ 〈ξ′, x− xm〉+ ‖xm‖ ∀m ∈ N

Vu que limm→+∞〈ξ′, x− xm〉 = 0, on conclut que ‖x‖ ≤ lim infm→+∞ ‖xm‖. Il reste à établir la
partie (iii). Vu (i), il existe C > 0 tel que ‖xm‖ < C pour tout m ∈ N. On a

|〈ξm, xm〉 − 〈ξ, x〉| = |〈ξm − ξ, xm〉 − 〈ξ, x− xm〉| ≤ |〈ξm − ξ, xm〉|+ |〈ξ, x− xm〉|

On constate que |〈ξm − ξ, xm〉| ≤ ‖xm‖‖ξm − ξ‖∗ < C‖ξm − ξ‖. Au final, il vient

|〈ξm, xm〉 − 〈ξ, x〉| ≤ C‖ξm − ξ‖∗ + |〈ξ, x− xm〉|

et ce dernier majorant converge vers 0 si m → +∞ vu les hypothèses, ce qui permet de
conclure.

Nous avons vu que le dual d’un espace de Banach peut être muni d’une structure qui en fait
aussi un espace de Banach. Ainsi, l’espace dual est aussi muni d’une topologie faible, donnée
naturellement par σ(E∗, E∗∗), ce qui met en relation le dual et le bidual. Mais ce point de vue ne
nous intéressera pas trop. On voudrait plutôt construire une topologie faible sur E∗ en relation
avec l’espace de départ E. Nous pouvons en obtenir une en procédant de façon semblable à la
topologie faible. Il est aisé de vérifier que

B = {∩j∈Jξ−1
j (]rj − εj, rj + εj[) : J ensemble fini, ξj ∈ E∗, rj ∈ R, εj > 0}

4. Rappelons que si (xm)m∈N est une suite numérique réelle, alors lim infm→+∞ xm = supk∈N infm≥k xm
et lim supm→+∞ xm = infk∈N supm≥k xm. On a lim infm→+∞ xm ≤ lim supm→+∞ xm. La limite inférieure et
supérieure sont égales et valent l si et seulement si limm→+∞ xm existe et vaut l.
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forme une base de topologie de σ(E,E∗). Un ouvert de base s’écrit donc

∩j∈Jξ−1
j (]rj − εj, rj + εj[) = {x ∈ E : |〈ξj, x〉 − rj| < εj ∀j ∈ J}.

Une forme linéaire sur R qui est non-nulle est évidemment surjective. Il existe xj ∈ E tel que
rj = 〈ξj, xj〉. Un ouvert de base prend alors la forme

{x ∈ E : |〈ξj, x− xj〉| < εj ∀j ∈ J}

si ξj 6= 0 pour tout j ∈ J . Si j ∈ J vérifie ξj = 0, alors ξ−1
j (]rj − εj, rj + εj[) est vide si

0 /∈]rj − εj, rj + εj[ et l’espace E si 0 ∈]rj − εj, rj + εj[. On peut s’inspirer de ce résultat et
permuter les rôles de ξ et x et ceux de ξj et xj. Définissons les ensembles

B(n; ξ1, ..., ξn;x1, ..., xn; ε1, ..., εn) = {ξ ∈ E∗ : |〈ξ − ξj, xj〉| < εj ∀j ∈ {1, ..., n}}

pour tout n ∈ N0, ξ1, ..., ξn ∈ E∗, x1, ..., xn ∈ E et ε1, ..., εn > 0. On pose σ∗(E,E∗) l’ensemble
des unions d’ensembles du type B(n; ξ1, ..., ξn;x1, ..., xn; ε1, ..., εn).

Proposition 2.1.11. L’ensemble σ∗(E,E∗) est une topologie sur E∗ qui est moins fine que la
topologie duale et la topologie faible sur E∗.

Démonstration. Il est clair que σ∗(E,E∗) est stable par union et intersection finie. Ensuite,
on a E∗ ∈ σ∗(E,E∗) car B(1; 0; 0; 1) = E∗ et ∅ ∈ σ∗(E,E∗) car l’union sur une famille vide
est vide. Donc, σ∗(E,E∗) est bien une topologie sur E∗. A présent, montrons que la topologie
σ∗(E,E∗) est moins fine que la topologie faible de E∗. Pour ce faire, il suffit de montrer que
tout ouvert de base de σ∗(E,E∗) est un ouvert de la topologie forte de E∗. Nous le remarquons
facilement puisque

B(n; ξ1, ..., ξn;x1, ..., xn; ε1, ..., εn) = {ξ ∈ E∗ : |〈ξ − ξj, xj〉| < εj ∀j ∈ {1, ..., n}}
= {ξ ∈ E∗ : 〈ξ, xj〉 ∈]〈ξj, xj〉 − εj, 〈ξj, xj〉+ εj[ si 1 ≤ j ≤ n}
= ∩nj=1J −1

xj
(]〈ξj, xj〉 − εj, 〈ξj, xj〉+ εj[)

est ouvert par continuité des Jxj . Cette même égalité montre aussi que σ∗(E,E∗) est moins fin
que la topologie faible de E∗ par définition de σ(E∗, E∗∗).

Définition 2.1.4. La topologie σ∗(E,E∗) sur E∗ est appelée topologie faible-∗ de E∗. Tout
ouvert (resp. fermé) de cette topologie sera appelé ouvert (resp. fermé) faible-∗. Toute suite
convergente (ξm)m∈N vers ξ pour la topologie faible-∗ sera dite faiblement-∗ convergente vers ξ.

Cette topologie peut être aussi obtenue de façon différente.

Proposition 2.1.12. Si E est un espace de Banach, alors σ∗(E,E∗) est la topologie induite par
l’espace produit RE sur E∗. Par conséquent, la topologie faible-∗ fait de E∗ un espace séparé.

Démonstration. Notons T la topologie induite sur E∗ par la topologie produit de RE. Fixons n ∈
N0, ξ1, ..., ξn ∈ E∗, x1, ..., xn ∈ E et ε1, ..., εn > 0 et montrons queB(n; ξ1, ..., ξn;x1, ..., xn; ε1, ..., εn)
est un élément de T . On sait que toute fonction f : E → R peut être identifié au E-uple (rx)x∈E
où rx = f(x). Soit πx0 : RE → R la projection sur le facteur x0 du produit, i.e. πx0(f) = f(x0)
pour tout f ∈ RE. Il devient alors aisé de vérifier que

B(n; ξ1, ..., ξn;x1, ..., xn; ε1, ..., εn) = E∗ ∩
n⋂
j=1

π−1
xj

(]〈ξj, xj〉 − εj, 〈ξj, xj〉+ εj[)
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De même, si U1, ..., Un sont des ouverts de R, alors

E∗ ∩
n⋂
j=1

π−1
xj

(Uj) = {ξ ∈ E∗ : 〈ξ, xj〉 ∈ Uj ∀j ∈ {1, ..., n}}

appartient évidemment à σ∗(E,E∗). L’espace est séparé car RE est un produit d’espaces séparés
et tout sous-espace topologique d’un espace séparé est séparé.

Achevons cette section en montrant que les topologies faibles et faibles-∗ confèrent à E et E∗
une structure d’espace vectoriel topologique localement convexe. Pour le montrer, nous allons
utiliser les éléments d’analyse fonctionnelle rappelés en début de section.

Proposition 2.1.13. Si E est un espace de Banach, les applications

pA : x ∈ E 7→ sup
ξ∈A
|〈ξ, x〉| ∈ [0,+∞[

sont des semi-normes pour toute partie finie A de E∗. L’ensemble P = {pA : A ⊂ E∗,A fini}
est une famille faiblement filtrante de semi-normes et elle induit une topologie TP qui fait de E
un espace vectoriel topologique localement convexe. Cet espace est topologiquement équivalent à
la topologie faible.

Démonstration. Il est évident que les applications pA sont des semi-normes. Montrons que la
famille P est faiblement filtrante, l’espace E muni de la topologie de semi-norme sera locale-
ment convexe vu les rappels en début de section. Soient A1,A2 ⊂ E∗ des ensembles finis. Alors
pA1∪A2 est une semi-norme telle que pA1 ≤ pA1∪A2 et pA2 ≤ pA1∪A2 , d’où la conclusion.

Montrons que cette topologie est équivalente à σ(E,E∗). Fixons A une partie finie de E∗,
ε > 0 et x ∈ E. La semi-boule associée à la semi-norme pA est un voisinage faible de x car

BpA(x, ε) = {z ∈ E : |〈ξ, x− z〉| < ε ∀ξ ∈ A} = ∩ξ∈Aξ−1(]〈ξ, x〉 − ε, 〈ξ, x〉+ ε[)

et cette même égalité montre aussi que tout voisinage faible de x contient une semi-boule
associée à une semi-norme pA et on conclut que les topologies sont équivalentes.

Proposition 2.1.14. Si E est un espace de Banach, les applications

pA : ξ ∈ E∗ 7→ sup
x∈A
|〈ξ, x〉| ∈ [0,+∞[

sont des semi-normes pour toute partie finie A de E. L’ensemble P = {pA : A ⊂ E,A fini} est
une famille faiblement filtrante de semi-normes et elle induit une topologie TP qui fait de E∗
un espace vectoriel topologique localement convexe. Cet espace est topologiquement équivalent à
la topologie faible-∗.

Démonstration. Il suffit d’adapter la preuve précédente à la nouvelle semi-norme.
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2.2 Compacité faible et espaces réflexifs
Pour achever ce chapitre, nous étudions brièvement la compacité au sens de la topologie

faible introduite précédemment et établissons un lien avec la réflexivité de l’espace de Banach
considéré. En résumé, deux théorèmes clés seront établis : le théorèmes de Banach-Alaoglu et
le théorème de caractérisation des espaces réflexifs. Rappelons la notion de suites généralisées.

Définition 2.2.1. Une suite généralisée de E est la donnée de points xi de E indicés par des
éléments d’un ensemble I muni d’un préordre filtrant. Une suite généralisée est notée (xi)i∈I .
Un préordre de I est une relation binaire � sur I qui est réflexive et transitive. Le préordre est
filtrant si pour tout i, j ∈ I, il existe k ∈ I tel que i � k et j � k. Une suite généralisée (xi)i∈I
converge vers x dans E si, pour tout voisinage V de x, il existe i0 ∈ I tel que i0 � i⇒ xi ∈ V .
Plus brièvement, on écrira x ∈ limi∈I xi pour indiquer que x est une limite de la suite généralisée.
Lorsque la limite d’une suite généralisée existe et est unique, on notera x = limi∈I xi au lieu
de la notation précédente. Une sous-suite généralisée de (xi)i∈I est une suite généralisée (yj)j∈J
telle que, pour tout i0 ∈ I, il existe j0 ∈ J tel que

{xi : i ∈ I, i0 �I i} ⊃ {yj : j ∈ J, j0 �J j}.

Voici quelques propriétés importantes des suites généralisées données à titre de rappel.

Proposition 2.2.1 ([40], [43]). Dans un espace séparé, la limite d’une suite généralisée, si elle
existe, est unique.

Proposition 2.2.2 ([40], [43]). Un espace topologique X est compact si et seulement si toute
suite généralisée de X possède une sous-suite généralisée qui converge vers un point de X.

Proposition 2.2.3 ([40], [43]). Une partie F d’un espace topologique X est fermée si et seule-
ment si elle contient les limites de ses suites généralisées convergentes.

Proposition 2.2.4 ([43]). Une application f : X → Y entre deux espaces topologiques est
continue en x0 si et seulement si, pour toute suite généralisée (xi)i∈I de E qui converge vers
x0, la suite généralisée (f(xi))i∈I converge vers f(x0).

La proposition 2.1.3 peut être formulée pour les suites généralisées. La preuve est identique.

Proposition 2.2.5. Une suite généralisée (xi)i∈I converge faiblement vers x si et seulement si

lim
i∈I
〈ξ, xi〉 3 〈ξ, x〉 ∀ξ ∈ E∗.

Les suites généralisées devront être utilisées à la place des suites lorsque la topologie n’est
pas à base dénombrable de voisinages comme c’est le cas des topologies faibles ou faibles-∗ en
dimension infinie. Intéressons-nous à la compacité de la boule unité duale. Bien qu’elle ne soit
pas nécessairement compacte au sens fort, le théorème de Banach-Alaoglu nous dit qu’elle est
toujours faiblement-∗ compacte.

Théorème 2.2.1 (Banach-Alaoglu, AC, [2]). Si E est un espace vectoriel normé, E∗ est muni
de la norme duale et si r > 0, alors la boule fermée B = {ξ ∈ E∗ : ‖ξ‖∗ ≤ r} de E∗ est
faiblement-∗ compacte. En conséquence, toute suite généralisée de B possède une sous-suite
généralisée qui converge faiblement-∗ vers un point de B.
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Démonstration. Comme ξ 7→ rξ est un homéomorphisme (la multiplication scalaire est continue
vu que la topologie faible-∗ est une topologie induite par un système filtrant de semi-normes) de
E∗ dans E∗ munis de la topologie faible-∗, on peut se contenter du cas r = 1. Vu la proposition
2.1.12, la topologie faible-∗ est la topologie produit induite par RE sur E∗. Si on note πx les
projections de RE sur R, alors il est clair que B ⊂ ∏x∈E πx(B). Montrons que πx(B) est compact
dans R pour tout x ∈ E. Pour ce faire, il suffit de montrer que πx(B) est un borné de R pour
tout x ∈ E. On voit que πx(B) = {〈ξ, x〉 : ξ ∈ B}. Il est clair que πx(B) est borné pour tout
x ∈ E si et seulement si B est ponctuellement borné. Bien sûr, on a

sup
ξ∈B

sup
‖x‖≤1

|〈ξ, x〉| = sup
ξ∈B
‖ξ‖∗ ≤ 1 < +∞

et le théorème de Banach-Steinhaus montre que B est ponctuellement borné. Par le théorème
de Tikhonov 5(AC), l’ensemble ∏x∈E πx(B) est compact. Ensuite, B est faiblement-∗ fermé.
Soit (ξi)i∈I une suite généralisée de B qui converge faiblement-∗ vers une limite ξ. Il est clair
que B(1; ξ;x; 2−j) est un voisinage faible-∗ de ξ pour tout j ∈ N et tout x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ 1.
Il existe donc i0 ∈ I tel que i0 � i ⇒ ξi ∈ B(1; ξ;x; 2−j). Donc, |〈ξi − ξ, x〉| < 2−j si i0 � i.
Comme |〈ξi − ξ, x〉| > |〈ξ, x〉| − |〈ξi, x〉|, on obtient

|〈ξ, x〉| < 2−j + |〈ξi, x〉| ≤ 1 + 2−j

pour tout j ∈ N et tout x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ 1. Si j → +∞, on obtient finalement |〈ξ, x〉| ≤ 1
pour tout x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ 1, ce qui montre que ξ ∈ B et que B est fermé. De là, on
déduit que B est faiblement-∗ fermé et inclus dans le compact faible-∗ ∏x∈E πx(B). Donc, B
est faiblement-∗ compact. La conséquence résulte de la proposition 2.2.2.

Intéressons-nous au problème suivant : étant donné un espace de Banach E, à quelle condi-
tion l’espace est-il canoniquement isométriquement isomorphe à son bidual ? Rappelons qu’à
tout espace de Banach, on peut associer une isométrie linéaire injective

J : x ∈ E 7→ Jx ∈ E∗∗ où Jx(ξ) = 〈ξ, x〉 ∀ξ ∈ E∗.

Nous adoptons la définition suivante.

Définition 2.2.2. Un espace de Banach E est réflexif si J est surjectif.

Il est tout à fait légitime de se poser cette question car il existe bel et bien des espaces qui
ne sont pas réflexifs, comme nous allons le voir. Remarquons qu’il existe des espaces qui ne sont
pas réflexifs mais pourtant isométrique et isomorphe à leur bidual (e.g l’espace de James [21]).
C’est pour cette raison qu’on ne s’attache qu’à l’injection canonique J .

Cette question n’est évidemment pas intéressante en dimension finie puisque E est toujours
isomorphe avec son bidual. Il s’agit d’une question qui n’a d’intérêt qu’en dimension infinie.
Pour arriver au théorème qui nous intéresse, nous allons devoir établir quelques proriétés inter-
médiaires.

Proposition 2.2.6. Si E est muni de la topologie faible et E∗∗ de la topologie faible-∗, alors
l’injection J est un homéomorphisme entre (E, σ(E,E∗)) et (J (E), σ∗(E∗, E∗∗)|J (E)).

5. Ce théorème affirme que tout produit de compacts est compact [27].
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Démonstration. On sait que c’est une bijection linéaire. Il suffit de montrer que l’application
J : E → J (E) est continue et que son inverse est continu. Soit A une partie finie de E∗. On a

pA ◦ J (x) = sup
ξ∈A
|〈Jx, ξ〉| = sup

ξ∈A
|〈ξ, x〉| = p′A(x)

où pA est une semi-norme de la topologie faible-∗ de E∗∗ et p′A une semi-norme de la topologie
faible de E. On a alors la conclusion.

Lemme 2.2.1 ([42]). Si E est un espace de Banach tel que E∗ contient une partie D dé-
nombrable avec ∩ξ∈D ker ξ = {0} , alors toute partie de E faiblement compacte et munie de la
topologie induite par σ(E,E∗) est métrisable.

Démonstration. Comme D est dénombrable, nous pouvons supposer que D = {ξm : m ∈ N}.
Nous pouvons en outre supposer sans restriction que ξm 6= 0 pour tout m ∈ N. De plus, quitte à
diviser ξm par sa norme, on peut faire l’hypothèse que ‖ξm‖∗ = 1 pour tout m ∈ N. Considérons
l’application

d : (x, y) ∈ E × E 7→
+∞∑
m=0

|〈ξm, x− y〉|
2m ∈ [0,+∞[.

La série intervenant dans la définition de d converge pour tout x, y ∈ E car

|〈ξm, x− y〉|
2m ≤ ‖x− y‖‖ξm‖∗2m = ‖x− y‖2m

et la série géométrique ∑+∞
m=0 2−m est convergente. De plus, d définit une distance sur E. Il est

évident que d(x, y) = d(y, x) pour tout x, y ∈ E. Comme

|〈ξm, x− y〉| = |〈ξm, x− z〉+ 〈ξm, z − y〉| ≤ |〈ξm, x− z〉|+ |〈ξm, z − y〉|,

on a d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) pour tout x, y, z ∈ E. De plus, on a d(x, y) = 0 ⇔ x = y
car ∩+∞

m=0 ker ξm = {0}. Notons Td la topologie induite par la distance d. Soit K une partie
faiblement compacte de E. Considérons l’application identité idK entre (K, σ(E,E∗)|K) et
(K, Td|K) 6. Cette application est continue. Fixons ε > 0 et (xi)i∈I une suite généralisée de K
qui converge faiblement vers x. Alors limi∈I〈ξ, xi〉 3 〈ξ, x〉 pour tout ξ ∈ E∗. Nous savons que

lim
N→+∞

+∞∑
m=N

|〈ξm, xi − x〉|
2m = 0.

Il existe N ∈ N tel que
+∞∑

m=N+1

|〈ξm, xi − x〉|
2m <

ε

2 .

Comme xi ⇀ x, on a 〈ξm, x〉 ∈ limi∈I〈ξm, xi〉 pour tout m ∈ N. Pour tout m ∈ {0, ..., N}, il
existe im ∈ I tel que

im � i⇒ |〈ξm, xi − x〉| <
2mε

(N + 1)(N + 2) .

6. Si T est une topologie sur X et si Y ⊂ X, alors T |Y désigne la topologie induite par T sur Y , à savoir les
ensembles du type U ∩ Y avec U ∈ T .
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Comme le préordre est filtrant, il existe j0 ∈ I tel que i0 � j0, ..., iN � j0 et on a

j0 � i⇒
N∑
m=0

|〈ξm, xi − x〉|
2m <

ε

2 .

On en tire que d(xi, x) < ε si j0 � i. Donc idK est une application continue bijective entre
l’espace compact (K, σ(E,E∗)|K) et l’espace séparé (K, Td|K), c’est donc un homéomorphisme 7

et la topologie faible est métrisable.

Théorème 2.2.2 (Eberlein-Smulian, AC, [42]). Soient E un espace de Banach et K ⊂ E. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
(i) K est d’adhérence faible faiblement compacte.
(ii) Toute suite de K possède une sous-suite faiblement convergente dans E.
(iii) Toute suite de K possède un point d’accumulation 8 faible dans E.

Démonstration. (i)⇒ (ii) : Soit (xm)m∈N une suite deK et posonsX l’adhérence de l’enveloppe
linéaire de {xm : m ∈ N}. Il est évident que X est un sous-espace de Banach de E. De plus,
comme X est fermé et convexe, il est aussi faiblement fermé vu la proposition 2.1.9. L’espace X
est séparable car si (ym)m∈A (où A ⊂ N) désigne une partie libre maximale de (xm)m∈N (donc
une base de 〉xm : m ∈ N〈), l’ensemble

{
∑
m∈A

λmym : λm ∈ Q ∀m ∈ A, {m ∈ A : λm 6= 0} est fini}

est dense et dénombrable dans X. Il est dénombrable car il est égal à D = ∪n∈ADn où

Dn = {
n∑
j=0

λjyj : λj ∈ Q ∀j ∈ {0, ..., n}}

et Dn est en bijection avec Qn. L’ensemble D est évidemment dense dans X car Q est dense
dans R. On voit en effet que, pour tout élément x de l’enveloppe linéaire réelle de (xm)m∈N
et tout ε > 0, il existe un élément d de D tel que ‖x − d‖ < ε par densité de Q dans R et
〉xm : m ∈ N〈 étant dense dans X, on voit que D est dense dans X. Vu que X est séparable, on
peut trouver une partie dénombrable {ym : m ∈ N} qui est dense dans X. Quitte à normer les
éléments ym, on peut supposer que (ym)m∈N constitue une partie dense de la sphère unité de
X. Il s’ensuit que X∗ possède un sous-ensemble dénombrable D tel que ∩ξ∈D ker ξ = {0}. Ce
sous-ensemble est donné par D = {y′m : m ∈ A} où (y′m)m∈A désigne une famille d’applications
linéaires continues telles que 〈y′m, x〉 ≤ ‖x‖ pour tout x ∈ X. En effet, il suffit de définir
y′m : R ym → R par 〈y′m, rym〉 = r‖ym‖ = r puis de l’étendre à X par le théorème de Hahn-
Banach. De cette façon, on a ‖y′m‖∗ = 1. Si x ∈ X est non-nul et vérifie 〈y′m, x〉 = 0 pour tout
m ∈ N, alors il existe m ∈ N tel que ‖ym − x

‖x‖‖ < 1 par densité sur la sphère unité. Donc,
1 = |〈y′m, ym − x

‖x‖〉| ≤ ‖y
′
m‖∗‖ym − x

‖x‖‖ < ‖y
′
m‖∗ = 1, d’où absurdité. Donc ∩ξ∈D ker ξ = {0}.

Nous sommes dans les conditions pour appliquer le lemme. L’ensemble K ∩X est d’adhérence
faible dans X faiblement compacte dans X car K ∩XX = K ∩X ∩ X est faiblement fermé
et inclus dans le compact faible K (l’adhérence ici est celle de la topologie faible). Le lemme

7. Toute bijection continue d’un espace compact dans un espace séparé est un homéomorphisme [27].
8. Si (xm)m∈N est une suite, alors x est un point d’accumulation de (xm)m∈N si, pour tout voisinage V de x

et tout m ∈ N, il existe M ≥ m tel que xM ∈ V .
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nous montre que K ∩XX , muni de la topologie faible de X 9, est métrisable. Dans un espace
métrique, nous savons qu’un ensemble est compact si et seulement si de toute suite de cet
ensemble, on peut extraire une sous-suite convergente vers un point de cet ensemble. Comme
(xm)m∈N est aussi une suite de K ∩X, on peut en extraire une sous-suite (xk(m))m∈N faiblement
convergente dans X vers une limite x ∈ X. Il s’ensuit que cette sous-suite converge aussi
faiblement dans E vers x. Si ξ ∈ E∗, alors ξ|X ∈ X∗ et donc

lim
m→+∞

〈ξ, xk(m)〉 = lim
m→+∞

〈ξ|X , xk(m)〉 = 〈ξ|X , x〉 = 〈ξ, x〉,

et la proposition 2.1.3 permet de conclure.

(ii)⇒ (iii) : C’est évident car toute limite d’une suite est un point d’accumulation de cette
suite.

(iii) ⇒ (i) : Supposons que toute suite de K possède un point d’accumulation. Par conti-
nuité, pour tout ξ ∈ E∗, toute suite de ξ(K) possède un point d’accumulation. Or, dans R, si
(xm)m∈N possède un point d’accumulation x, on construit une suite (ym)m∈N de la façon sui-
vante : pour tout m ∈ N, soit ym un élément xkm avec km > km−1 tel que |ym− x| < (m+ 1)−1.
La suite (ym)m∈N est une sous-suite de (xm)m∈N qui converge vers x. Donc, de toute suite de
ξ(K), on peut extraire une sous-suite convergente. Ceci nous montre que ξ(K) est d’adhérence
compacte et ξ(K) est donc borné. On a alors supx∈K |Jx(ξ)| < +∞ pour tout ξ ∈ E∗. Par le
théorème de Banach-Steinhaus, on obtient supx∈K sup‖ξ‖∗≤1 |Jx(ξ)| = supx∈K ‖Jx‖∗∗ < +∞, ce
qui montre que J (K) est borné dans E∗∗ et donc J (K)σ

∗(E∗,E∗∗) est compact pour la topologie
σ∗(E∗, E∗∗) par le théorème de Banach-Alaoglu 10. Comme J : E → J (E) est un homéomor-
phisme entre les espaces (E, σ(E,E∗)) et (J (E), σ∗(E∗, E∗∗)|J (E)) (proposition 2.2.6), il suffit
de montrer que

J (K)σ
∗(E∗,E∗∗) ⊂ J (E)

pour conclure que K est d’adhérence faiblement compacte car J (K)σ
∗(E∗,E∗∗) ⊃ J

(
K
σ(E,E∗)

)
par continuité de J et Kσ(E,E∗) ⊂ J −1

(
J (K)σ

∗(E∗,E∗∗)
)
qui est faiblement compact par conti-

nuité de J −1.

Soit ζ ∈ J (K)σ
∗(E∗,E∗∗). Soit ξ0 ∈ E∗ tel que ‖ξ0‖∗ = 1. On sait que pξ0(ζ ′) = |〈ζ ′, ξ0〉| définit

une semi norme de la topologie σ∗(E∗, E∗∗). Il existe x1 ∈ K tel que |〈ζ − Jx1 , ξ0〉| < 1 11. On
sait que 〉ζ, ζ − Jx1〈 est de dimension finie.

Sortons du cadre de la preuve et faisons une remarque d’ordre générale. Supposons que F
est un sous-espace vectoriel de dimension finie dans E∗∗. Dans ce cas, la sphère S = {ϕ ∈
F : ‖ϕ‖∗∗ = 1} est compacte dans F car F est homéomorphe à l’espace euclidien Rn pour un

9. Si F est un sous-espace fermé de E, alors σ(F, F ∗) est la topologie induite par σ(E,E∗) sur F car ξ ∈ F ∗
si et seulement si il existe ζ ∈ E∗ tel que ζ|F = ξ.
10. En effet, J (K)

σ∗(E∗,E∗∗)
est un fermé faible-∗ inclus dans une boule fermée centrée en 0 (car il est borné).

Cette boule est faiblement-∗ compacte par le théorème de Banach-Alaoglu et donc J (K)
σ∗(E∗,E∗∗)

aussi.
11. Rappelons que si E est muni d’une topologie induite par une famille de semi-normes P , alors x ∈ F si et

seulement si, pour tout p ∈ P et pour tout ε > 0, il existe f ∈ F tel que p(x− f) < ε.
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certain naturel n (vu que les normes sont équivalentes). Dans Rn, les sphères sont compactes,
donc la sphère unité de F l’est aussi. Ainsi, {B(ϕ, 1/4) : ϕ ∈ S} forme un recouvrement ouvert
de S et on sait en extraire un recouvrement fini {B(ϕi, 1/4) : 1 ≤ i ≤ k}. On en tire que pour
tout ϕ ∈ S, il existe i ∈ {1, ..., k} tel que ‖ϕ−ϕi‖∗∗ < 1/4. Comme ϕi est de norme 1, il existe
ξi ∈ E∗ avec ‖ξi‖∗ ≤ 1 et 〈ϕi, ξi〉 > 3/4 12. Quitte à diviser par ‖ξi‖∗, on peut même supposer
que ‖ξi‖∗ = 1. Si ϕ ∈ F , alors il existe i ∈ {1, ..., k} tel que ‖ ϕ

‖ϕ‖∗∗ − ϕi‖∗∗ < 1/4. On a donc

|〈ϕ, ξi〉| ≥ ‖ϕ‖∗∗
(
|〈ϕi, ξi〉| −

∣∣∣∣〈 ϕ

‖ϕ‖∗∗
− ϕi, ξi

〉∣∣∣∣) ≥ 1
2‖ϕ‖∗∗

et par conséquent,
max{|〈ϕ, ξi〉| : 1 ≤ i ≤ k} ≥ 1

2‖ϕ‖∗∗ ∀ϕ ∈ F.

Revenons à la preuve et considérons la construction faite ci-dessus en supposant que F =
〉ζ, ζ − Jx1〈. Il existe ξ1, ..., ξn1 ∈ E∗ tels que ‖ξi‖∗ = 1 pour tout i ∈ {1, ..., n1} et

max{|〈ϕ, ξi〉| : 1 ≤ i ≤ n1} ≥
1
2‖ϕ‖∗∗ ∀ϕ ∈〉ζ, ζ − Jx1〈.

Nous savons que la famille A1 = {ξ0, ..., ξn1} définit une semi-norme de la topologie faible-∗ de
E∗∗, à savoir pA1(ϕ) = supξ∈A1 |〈ϕ, ξ〉|. Il existe donc x2 ∈ K tel que pA1(ζ−Jx2) < 1/2 vu que
ζ est adhérent à J (K) pour la topologie σ∗(E∗, E∗∗). Autrement dit, on a

max{|〈ζ − Jx2 , ξi〉| : 0 ≤ i ≤ n1} <
1
2 .

On réitère la petite construction extérieure à la démonstration exposée plus haut pour F =
〉ζ, ζ − Jx1 , ζ − Jx2〈. Il existe donc ξn1+1, ..., ξn2 ∈ E∗ de norme unitaire vérifiant

max{|〈ϕ, ξi〉| : n1 + 1 ≤ i ≤ n2} ≥
1
2‖ϕ‖∗∗ ∀ϕ ∈〉ζ, ζ − Jx1 , ζ − Jx2〈.

Puis on recommence la procédure. Au final, on obtient une suite (nm)m∈N0 de N strictement
croissante, une suite (xm)m∈N0 de K et une suite (ξm)m∈N de E∗ de norme unitaire vérifiant

max{|〈ζ − Jxm+1 , ξi〉| : 0 ≤ i ≤ nm} <
1

m+ 1 ∀m ∈ N (*)

et pour tout m ∈ N0,

max{|〈ϕ, ξi〉| : nm + 1 ≤ i ≤ nm+1} ≥
1
2‖ϕ‖∗∗ ∀ϕ ∈〉ζ, ζ − Jx1 , ..., ζ − Jxm+1〈. (**)

Vu l’hypothèse (iii), la suite (xm)m∈N de K admet un point d’accumulation faible x.

Pour conclure cette preuve, montrons que ζ = Jx. Le sous-espace de Banach 〉xm : m ∈ N〈
est fermé et convexe, donc faiblement fermé par la proposition 2.1.9. Comme x est un point
d’accumulation faible de la suite (xm)m∈N, il s’ensuit aisément que x ∈ 〉xm : m ∈ N〈. De là, on

12. En effet, sup‖ξ‖∗≤1 |〈ϕi, ξ〉| = 1 et la borne supérieure peut être approchée aussi près que l’on veut. Donc,
il existe ξ ∈ E∗ tel que ‖ξ‖∗ ≤ 1 et |〈ϕi, ξ〉| > 3/4. Quitte à changer le signe de ξ, on peut supposer que
〈ϕi, ξ〉 > 3/4.
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déduit que ζ − Jx est adhérent à 〉ζ, ζ − Jx1 , ζ − Jx2 , ...〈. Si ϕ ∈〉ζ, ζ − Jx1 , ζ − Jx2 , ...〈, alors
|〈ϕ, ξm〉| ≥ (1/2)‖ϕ‖∗∗ pour un certain m ∈ N vu (**). Donc, supm∈N |〈ϕ, ξm〉| ≥ (1/2)‖ϕ‖∗∗
pour tout ϕ dans l’adhérence de 〉ζ, ζ − Jx1 , ζ − Jx2 , ...〈. En particulier,

sup
m∈N
|〈ζ − Jx, ξm〉| ≥

1
2‖ζ − Jx‖∗∗.

En outre, vu (*), on voit facilement que

|〈ζ − Jxm+1 , ξi〉| <
1

m+ 1 si i ≤ nm.

On en déduit que

|〈ζ − Jx, ξi〉| ≤ |〈ζ − Jxm+1 , ξi〉|+ |〈Jxm+1 − Jx, ξi〉| <
1

m+ 1 + |〈ξi, xm+1 − x〉|

si i ≤ nm. Si i ∈ N et N > i, il existe n > N tel que |〈ξi, xn − x〉| < 1/(N + 1) car x est un
point d’accumulation faible de la suite (xm)m∈N. Donc, pour tout i ∈ N, on a

|〈ζ − Jx, ξi〉| <
2

N + 1

si N est suffisamment grand. En faisant N → +∞, on obtient 〈ζ −Jx, ξi〉 = 0 pour tout i ∈ N.
Mais comme supi∈N |〈ζ − Jx, ξi〉| ≥ (1/2)‖ζ − Jx‖∗∗, on a finalement ζ = Jx et la preuve est
achevée.

Ce théorème nous montre que, malgré la structure d’espace métrique manquante dans la
topologie faible, nous pouvons nous permettre d’utiliser des critères de compacité en terme de
suites. Ainsi, la topologie garde une certaine richesse, même si elle contient “moins d’ouverts”
que la topologie d’espace métrique.

Lemme 2.2.2 (AC, [6]). Soient E un espace de Banach, ξ1, ..., ξm ∈ E∗ et r1, ..., rm ∈ R. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Pour tout ε > 0, il existe x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ 1 et |〈ξi, x〉 − ri| < ε pour tout i ∈ {1, ...,m}.
(ii) On a ∣∣∣∣ m∑

i=1
rixi

∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥ m∑
i=1

xiξi

∥∥∥∥
∗

pour tout x1, ..., xm ∈ R.

Démonstration. (i)⇒ (ii) : Soient x1, ..., xm ∈ R et ε > 0. Posons c = |x1|+ · · ·+ |xm|. Vu (i),
il existe x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ 1 et |〈ξi, x〉 − ri| < ε. On en tire que

∣∣∣∣ m∑
i=1

xi〈ξi, x〉 −
m∑
i=1

xiri

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ m∑
i=1

xi(〈ξi, x〉 − ri)
∣∣∣∣ < cε.

Il vient alors ∣∣∣∣ m∑
i=1

rixi

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ m∑
i=1

rixi −
m∑
i=1

xi〈ξi, x〉
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ m∑

i=1
xi〈ξi, x〉

∣∣∣∣ < cε+
∥∥∥∥ m∑
i=1

xiξi

∥∥∥∥
∗
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Donc, |∑m
i=1 rixi| ≤ cε + ‖∑m

i=1 xiξi‖∗ pour tout ε > 0, d’où la conclusion en faisant tendre ε
vers 0.

(ii)⇒ (i) : Soit ε > 0 et définissons l’application linéaire

T : z ∈ E 7→ (〈ξ1, z〉, ..., 〈ξm, z〉) ∈ Rm .

On voit facilement que (i) est équivalent à avoir r = (r1, ..., rm) ∈ T (B(0, 1)). Procédons
par l’absurde et supposons que r /∈ T (B(0, 1)). Vu les proposition 1.1.8 et 1.3.3, l’ensemble
T (B(0, 1)) est convexe. On sait appliquer le théorème de séparation forte à {r} et T (B(0, 1)).
Il existe x ∈ Rm \{0} tel que 〈x, r〉 > supv∈T (B(0,1))〈x, v〉. En particulier, il existe c ∈ R tel que∑m
i=1 rixi > c >

∑m
i=1〈ξi, z〉xi pour tout z ∈ B(0, 1). On a alors ∑m

i=1 rixi > c ≥ |∑m
i=1 xi〈ξi, z〉|

pour tout z ∈ B(0, 1). Finalement, |∑m
i=1 rixi| > ‖

∑m
i=1 xiξi‖∗, d’où une contradiction avec

(ii).

Lemme 2.2.3 (Théorème de Goldstine, AC, [6]). Soit E est un espace de Banach et notons
B = B‖·‖(0, 1) et B∗∗ = B‖·‖∗∗(0, 1) les boules unité fermées de E et E∗∗ respectivement. Alors
J (B) est dense dans B∗∗ pour la topologie σ∗(E∗, E∗∗).

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que J (B) ⊂ B∗∗ par isométrie. Comme B∗∗ est
faiblement-∗ compact (théorème de Banach-Alaoglu) et comme la topologie faible-∗ est séparée,
l’ensemble B∗∗ est faiblement-∗ fermé. Donc, on a l’inclusion J (B)σ

∗(E∗,E∗∗) ⊂ B∗∗. Soit ζ ∈ B∗∗
et soit U un ouvert de base de σ∗(E∗, E∗∗) contenant ζ. Un tel ouvert prend la forme

U = {ζ ′ ∈ E∗∗ : |〈ζ ′ − µi, ξi〉| < εi ∀i ∈ {1, ...,m}}

où µ1, ..., µm ∈ E∗∗, ε1, ..., εm > 0 et ξ1, ..., ξm ∈ E∗. Pour tout i ∈ {1, ...,m}, posons ηi =
εi − |〈ζ − µi, ξi〉| et définissons l’ouvert

V = {ζ ′ ∈ E∗∗ : |〈ζ ′ − ζ, ξi〉| < ηi ∀i ∈ {1, ...,m}}.

On vérifie sans peine que V ⊂ U . Posons ε = min(η1, ..., ηm) et montrons que V ∩ J (B) 6= ∅.
De cette façon, U ∩J (B) 6= ∅ et ζ ∈ J (B)σ

∗(E∗,E∗∗). Pour y parvenir, il suffit de trouver x ∈ B
tel que |〈Jx− ζ, ξi〉| < ε pour tout i ∈ {1, ...,m}. Autrement dit, si on pose ri = 〈ζ, ξi〉, il suffit
de trouver x ∈ B tel que |〈ξi, x〉 − ri| < ε pour tout i ∈ {1, ...,m}. Le lemme précédent montre
que c’est équivalent à montrer que |∑m

i=1 rixi| ≤ ‖
∑m
i=1 xiξi‖∗ pour tout x1, ..., xm ∈ R. Soit

J ∗ : E∗ → E∗∗∗ l’injection canonique de E∗ dans E∗∗∗. Puisque ‖ζ‖∗∗ ≤ 1, on voit que∣∣∣∣ m∑
i=1

rixi

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ m∑
i=1

xi〈ζ, ξi〉
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ m∑
i=1

xi〈J ∗ξi , ζ〉
∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥ m∑

i=1
xiJ ∗ξi

∥∥∥∥
∗∗∗
.

Et ce majorant équivaut à ‖∑m
i=1 xiξi‖∗ car J ∗ est une isométrie. Le théorème est démontré.

Proposition 2.2.7 (AC, [10]). Un espace de Banach E est réflexif si et seulement si la boule
unité fermée B(0, 1) est faiblement compacte.

Démonstration. Supposons que l’espace E est réflexif. Dans ce cas, J : E → E∗∗ est une iso-
métrie linéaire bijective. On en tire que ‖x‖ = ‖Jx‖∗∗ pour tout x ∈ E et que l’image par J de
la boule unité fermée de E est la boule unité fermée de E∗∗. Vu le théorème de Banach-Alaoglu,
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la boule unité fermée de E∗∗ est compacte pour la topologie faible-∗. Par la proposition 2.2.6,
J est un homéomorphisme entre E muni de la topologie faible et E∗∗ muni de la topologie
faible-∗. Donc, par homéomorphie, la boule unité fermée de E est faiblement compacte.

Supposons à présent que B(0, 1) est faiblement compact. Par homéomorphie, J (B(0, 1)) est
compact pour la topologie σ∗(E∗, E∗∗)|J (E), et par conséquent, faiblement-∗ compact. Comme
l’espace E∗∗ muni de la topologie faible-∗ est séparé, l’ensemble J (B(0, 1)) est faiblement-∗
fermé. Par isométrie, cet ensemble est inclus dans la boule unité fermée de E∗∗. Par le lemme
2.2.3, J (B(0, 1)) est dense dans la boule unité fermée de E∗∗ pour la topologie faible-∗. Donc,
les boules unité fermées de E et E∗∗ sont en bijection. Si ζ ∈ E∗∗\{0}, alors il existe x ∈ E
avec ‖x‖ ≤ 1 et ζ

‖ζ‖∗∗ = Jx. Donc, ζ = J‖ζ‖∗∗x. Le cas où ζ = 0 est évidemment trivial. Donc,
J : E → E∗∗ est surjectif.

Mettons bout à bout tous les résultats acquis.

Théorème 2.2.3 (Caractérisation des espaces réflexifs, AC). Si E est un espace de Banach,
alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) E est réflexif.
(ii) La boule unité fermée B(0, 1) est faiblement compacte.
(iii) Toute suite bornée de E possède une sous-suite faiblement convergente.

Démonstration. (i)⇔ (ii) : Cela résulte de la proposition 2.2.7.
(ii) ⇒ (iii) : Si B(0, 1) est faiblement compact, alors B(0, r) l’est aussi pour tout r > 0 car
l’application x 7→ rx est un homéomorphisme entre B(0, 1) et B(0, r). Donc, si (xm)m∈N est
une suite bornée, alors elle est incluse dans une boule fermée qui est faiblement compacte. On
conclut par le théorème d’Eberlein-Smulian.
(iii)⇒ (ii) : C’est une application directe du théorème d’Eberlein-Smulian.

Corollaire 2.2.1 ([13], AC). L’espace de Banach E est réflexif si et seulement si E∗ est
réflexif.

Démonstration. Supposons que E est réflexif. Alors E et E∗∗ sont isométriquement isomorphes.
On en tire que la topologie faible et faible-∗ de E∗ coïncident. Il est déjà connu que la topologie
faible-∗ est plus fine que la topologie faible. Considérons un ouvert de base U de σ(E∗, E∗∗). Il
prend la forme

U = ∩nj=1µ
−1
j (]rj − εj, rj + εj[) = {ξ ∈ E∗ : |〈µj, ξ〉 − rj| < εj ∀j ∈ {1, ..., n}}

où µ1, ..., µn ∈ E∗∗, r1, ..., rn ∈ R et ε1, ..., εn > 0. Vu que E est réflexif, il existe x1, ..., xn ∈ E
tels que µ1 = Jx1 , ..., µn = Jxn . Donc

U = {ξ ∈ E∗ : |〈Jxj , ξ〉 − rj| < εj ∀j ∈ {1, ..., n}}
= {ξ ∈ E∗ : |〈ξ, xj〉 − rj| < εj ∀j ∈ {1, ..., n}}.

Donc, U ∈ σ∗(E,E∗). Par le théorème de Banach-Alaoglu, la boule unité fermée B∗ de E∗ est
faiblement-∗ compacte, donc faiblement compacte. Le théorème précédent montre alors que E∗
est réflexif.
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Supposons que E∗ est réflexif. La première partie de la preuve montre que E∗∗ est réflexif
et que σ(E∗∗, E∗∗∗) = σ∗(E∗, E∗∗). Donc, la boule unité fermée B∗∗ de E∗∗ est faiblement
compacte. Notons B la boule unité fermée de E. L’ensemble J (B) est un fermé faible (car
il est convexe et fermé par isométrie de J ) inclus dans le compact faible B∗∗ de E∗∗. Donc,
J (B) est faiblement compact dans E∗∗, donc dans J (E) aussi. Par la proposition 2.2.6, les
espaces (E, σ(E,E∗)) et (E∗∗, σ∗(E∗, E∗∗)|J (E)) = (E∗∗, σ(E∗∗, E∗∗∗)|J (E)) sont homéomorphes
via l’application J : E → E∗∗. Il s’ensuit donc que B est faiblement compact et que E est
réflexif.

Corollaire 2.2.2. Si E est un espace réflexif, alors la topologie faible et faible-∗ de E∗ coïn-
cident.

Montrons qu’il existe des espaces de Banach non-réflexifs, comme application de la théorie
développée ci-dessus.

Exemple 2.2.1 ([6]). Considérons E = L1(Rn) l’espace des fonctions intégrables définies à
égalité presque partout près. Lorsqu’il est muni de la norme ‖f‖1 =

∫
Rn |f(x)|dx, il est connu

que L1(Rn) forme un espace de Banach [39]. Son espace dual est isomorphe et isométrique à
L∞(Rn) (espace des fonctions mesurables bornées sur Rn presque partout et définies à égalité
presque partout près) muni de la norme ‖f‖∞ = sup ppx∈Rn|f(x)| [30]. Nous pouvons donc
identifier L1(Rn)∗ à L∞(Rn). Par l’absurde, supposons que L1(Rn) est réflexif. Définissons

ωm =
n∏
i=1

]− 1
2m+1 ,

1
2m+1 [

pour tout m ∈ N. Notons L la mesure de Lebesgue dans Rn. Par construction, il est clair que
(ωm)m∈N est une suite décroissante (pour l’inclusion) d’ouverts de Rn vérifiant L(ωm) = 2−nm
et L(ωm) → 0 si m → +∞. Définissons fm = χωm/‖χωm‖1. La suite (fm)m∈N est clairement
bornée dans L1(Rn). En vertu du théorème 2.2.3, il existe une sous-suite (fk(m))m∈N de (fm)m∈N
qui converge faiblement vers une fonction f de L1(Rn). Autrement dit, pour tout g ∈ L∞(Rn),
on a 〈g, fk(m)〉 → 〈g, f〉 si m→ +∞. On rappelle que l’isomorphisme isométrique entre L1(Rn)∗
et L∞(Rn) est donné par

T : h ∈ L∞(Rn) 7→ Th ∈ L1(Rn)∗

avec Th(u) =
∫
Rn u(x)h(x)dx pour tout u ∈ L1(Rn). Il s’ensuit que la convergence faible de

(fk(m))m∈N vers f s’exprime

〈g, fk(m)〉 = 〈Tg, fk(m)〉 =
∫
Rn
g(x)fk(m)(x) dx→

∫
Rn
g(x)f(x) dx si m→ +∞

pour tout g ∈ L∞(Rn). Il est clair que fm ∈ L∞(Rn) pour tout m ∈ N. Fixons j ∈ N. On a,∫
Rn
fk(m)(x)χωj(x) dx =

∫
ωj∩ωk(m)

dx

‖χωk(m)‖1
= 2nk(m)L(ωk(j) ∩ ωk(m)).

Il existe M ∈ N tel que M > j et donc L(ωj ∩ ωk(M)) = L(ωk(M)). Donc, si m ≥M , alors∫
Rn
fk(m)(x)χωj(x) dx = 2nk(m)L(ωk(m)) = 1→ 1 si m→ +∞.

Donc, 〈χωj , fk(m)〉 converge vers 1 et vers 〈χωj , f〉 lorsque m → +∞. Donc 〈f, χωj〉 = 1 pour
tout j ∈ N. Mais nous savons que fχωj converge simplement presque partout vers 0 lorsque
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j → +∞, que |fχωj | ≤ |f | et f ∈ L1(Rn). Le théorème de la convergence dominée nous indique
donc que 〈f, χωj〉 converge vers 0 lorsque j → +∞, une absurdité. Donc, L1(Rn) ne peut être
réflexif.

Remarque 2.2.1. En fait, il est possible de montrer que L1(Rn)∗∗ est homéomorphe à l’espace
des mesures signées finies finiment additives absolument continues par rapport à la mesure de
Lebesgue [10].

Une classe importante d’espaces réflexifs est donnée par les espaces de Hilbert. Pour le
montrer, nous avons besoin du fameux théorème de Fréchet-Riesz.

Théorème 2.2.4 (Théorème de Fréchet-Riesz, [13]). Si E est un espace de Hilbert muni du
produit scalaire 〈·, ·〉, alors E est isométriquement isomorphe à son dual via l’application

Φ : x ∈ E 7→ 〈x, ·〉 ∈ E∗.

Démonstration. Tout d’abord, il résulte de l’inégalité de Cauchy-Schwarz que 〈x, ·〉 est continu
pour tout x ∈ E. Bien sûr, l’application Φ est linéaire. Elle est injective car 〈x, y〉 = 0 pour
tout y ∈ E implique que ‖x‖ = 0 et que x = 0. On montre aussi qu’il s’agit d’une isométrie.
Soit x ∈ E. On a

‖Φ(x)‖∗ = sup
‖y‖≤1

|〈x, y〉| ≥ |〈x, x〉|
‖x‖

= ‖x‖.

Si ‖y‖ ≤ 1, alors l’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ ≤ ‖x‖. Donc,
‖Φ(x)‖∗ = ‖x‖ pour tout x ∈ E. Il reste à montrer que Φ est surjectif. Soit ξ ∈ E∗. Le cas
ξ = 0 étant évident, supposons que ξ 6= 0. Soit x0 ∈ (ker ξ)⊥\{0} 13. On a 〈ξ, x0〉 6= 0. Nous
pouvons même supposer que 〈ξ, x0〉 = 1, quitte à diviser x0 par 〈ξ, x0〉. Dans ce cas, on a
E = ker ξ⊕Rx0. En effet, si x ∈ E, alors 〈ξ, x− rx0〉 = 0 si et seulement si r = 〈ξ,x〉

〈ξ,x0〉 . Pour un
tel r, il s’ensuit que x = (x− rx0) + rx0 ∈ ker ξ ⊕Rx0. Bien sûr, on a aussi ker ξ ∩Rx0 = {0}.
D’où E = ker ξ ⊕ Rx0. Finalement, si x = y + rx0 avec y ∈ ker ξ et r ∈ R, alors

〈ξ, x〉 = r〈ξ, x0〉 = r = r〈x0, x0〉
〈x0, x0〉

=
〈

x0

‖x0‖2 , y + rx0

〉

ce qui montre que ξ = Φ(x0/‖x0‖2).

Corollaire 2.2.3. Si E est un espace de Hilbert, alors il est réflexif.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théorème de Fréchet-Riesz. En effet, si
ζ ∈ E∗∗ et ξ ∈ E∗, alors

ζ(ξ) = 〈Φ−1
2 (ζ), ξ〉 = 〈Φ−1

1 Φ−1
2 (ζ),Φ−1

1 (ξ)〉 = ξ(Φ−1
1 Φ−1

2 (ζ)) = JΦ−1
1 Φ−1

2 (ζ)(ξ)

où Φ1 : E → E∗ et Φ2 : E∗ → E∗∗ sont les isométrie du théorème de Fréchet-Riesz. Donc,
ζ = JΦ−1

1 Φ−1
2 (ζ).

13. (ker ξ)⊥ étant fermé, on a E = ker ξ⊕(ker ξ)⊥ (voir par exemple [40]) et donc, (ker ξ)⊥ ne peut être réduit
à 0 puisque ker ξ 6= E.
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Corollaire 2.2.4. Si E est réflexif et si (xm)m∈N est une suite bornée de E telle que toute
sous-suite faiblement convergente converge vers x0 ∈ E, alors (xm)m∈N converge faiblement
vers x0.

Démonstration. Par l’absurde, supposons que (xm)m∈N ne converge pas faiblement vers x0. Il
existe donc un voisinage ouvert faible V de x0 et une sous-suite (xk(m))m∈N tels que xk(m) /∈ V
pour tout m ∈ N 14. Vu nos hypothèses, la sous-suite (xk(m))m∈N est bornée et par réflexivité,
on peut extraire une sous-suite (xl(k(m)))m∈N faiblement convergente. Vu nos hypothèses, cette
sous-suite converge faiblement vers x0. Donc, il existe N ≥ M tel que xl(k(m)) ∈ V pour tout
m ≥ N , ce qui est absurde.

Voici un dernier fait important sur les ensembles faiblement compacts.

Proposition 2.2.8. Tout ensemble faiblement compact de E est borné pour la norme de E.

Démonstration. Procédons par l’absurde et supposons que K est un ensemble faiblement com-
pact de E non-borné pour la norme. Donc, pour toutm ∈ N, il existe xm ∈ E tel que ‖xm‖ > m.
Donc (xm)m∈N est une suite non-bornée de K. Par le théorème d’Eberlein-Smulian, on peut
extraire une sous-suite (xk(m))m∈N faiblement convergente vers un point x0 de K. Autrement
dit,

lim
m→+∞

|〈ξ, xk(m) − x0〉| = 0 ∀ξ ∈ E∗.

On en tire que (〈ξ, xk(m)〉)m∈N est borné pour tout ξ ∈ E∗. Donc,

sup
m∈N
|〈ξ, xk(m)〉| < +∞ ∀ξ ∈ E.

Cette égalité est équivalente à ce que

sup
m∈N

sup
‖ξ‖∗≤1

|〈ξ, xk(m)〉| = sup
m∈N
‖Jxk(m)‖∗∗ = sup

m∈N
‖xk(m)‖ < +∞

par le théorème de Banach-Steinhaus, ce qui est absurde vu que supm∈N ‖xk(m)‖ ≥ supm∈N k(m) =
+∞.

14. On sait qu’il existe M0 ∈ N tel que xM0 /∈ V . Ensuite, il existe M1 > M0 tel que xM1 /∈ V . Par récurrence,
on sait alors construire la sous-suite (xk(m))m∈N telle que xk(m) = xMm /∈ V pour tout m ∈ N.
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Chapitre 3

Fonctions convexes et transformées de
Legendre

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de fonctions convexes définies sur des parties
d’un espace de Banach E. Ensuite, nous établirons les propriétés concernant la stabilité de la
convexité par rapport à diverses opérations effectuées sur des fonctions convexes. Ces fonctions
jouissent aussi de belles propriétés de régularité qu’il conviendra d’établir. Nous verrons que ces
fonctions, lorsqu’elles sont différentiables, peuvent être caractérisées à l’aide de leurs dérivées,
comme c’est le cas en analyse classique dans Rn. Une classe importante de fonctions convexes
est donnée par les fonctions convexes semi-continues inférieurement. Celles-ci bénéficient d’un
résultat qui les caractérisent par leur épigraphe, comme nous le verrons. Nous introduirons
le calcul sous-différentiel pour traiter des cas où une fonction convexe est non différentiable.
Enfin, nous définirons la transformée de Legendre de fonctions et démontrerons ses principales
propriétés. Tout au long de ce texte, nous considérerons des fonctions f à valeurs dans la droite
réelle étendue R = R∪{−∞,+∞}. Durant ce chapitre, nous désignerons par X un espace lo-
calement convexe muni d’un système fondamental de semi-normes P et les espaces de Banach
seront, comme d’habitude, notés E.

Notre référence principale est [32]. Pour approfondir quelques-uns des résultats, nous utili-
sons [4]. L’auteur de cette dernière référence travaillant dans des espaces de Hilbert, nous avions
dû adapter certaines des preuves qui y sont présentées. Néanmoins, nous nous détachons de ces
ouvrages une fois que l’on aborde la transformée de Legendre. Nous utilisons alors des idées de
[44] et [37]. Comme d’habitude, on pourra aussi consulter l’intemporel [35].

3.1 Définition et propriétés de base des fonctions convexes
Commençons par définir la notion de fonction convexe.

Définition 3.1.1. Soit f : X → R une fonction. Son domaine effectif 1 est défini par

dom(f) = {x ∈ X : f(x) < +∞}

et son épigraphe par
epi(f) = {(x, y) ∈ X × R : y ≥ f(x)}.

1. Par abus de langage, on dira simplement que c’est le domaine de f .

51
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Son épigraphe strict est l’ensemble

epis(f) = {(x, y) ∈ X × R : y > f(x)}.

La fonction f sera dite propre lorsque f(x) > −∞ pour tout x ∈ X et dom(f) 6= ∅. Si l’une
des conditions n’est pas respectée, la fonction est impropre.

Avant de poursuivre, insistons sur le fait que nous gardons un certain degré de généralité,
même si f est supposé défini sur X. Si g est une fonction définie sur une partie V de X, il
suffit d’étendre g à X en posant g(x) = +∞ pour tout x /∈ V . Ceci nous procure une fonction
qui coïncide avec g sur V et qui a un domaine effectif égal au domaine de g. Nous pouvons
introduire la notion de fonctions convexes.

Définition 3.1.2. Une fonction f : X → R est convexe si et seulement si epi(f) est convexe
dans X × R.

En fait, on peut se contenter de vérifier que l’épigraphe strict est convexe pour montrer la
convexité d’une fonction.

Proposition 3.1.1. Une fonction f : X → R est convexe si et seulement si epis(f) est convexe
dans X × R.

Démonstration. Si f est convexe, alors epi(f) est convexe. Soient (x, y) ∈ epis(f), (x′, y′) ∈
epis(f) et λ ∈ [0, 1]. Comme epi(f) est convexe, on a λ(x, f(x)) + (1 − λ)(x′, f(x′)) ∈ epi(f),
c’est-à-dire f(λx + (1 − λ)x′) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(x′) < λy + (1 − λ)y′, ce qui montre que
λ(x, y) + (1− λ)(x′, y′) ∈ epis(f).

Supposons que epis(f) est convexe et soient (x, y), (x′, y′) ∈ epi(f) et λ ∈ [0, 1]. Il est clair
que, pour tout ε > 0, on a (x, y+ε), (x′, y′+ε) ∈ epis(f). Donc, λ(x, y+ε)+(1−λ)(x′, y′+ε) ∈
epis(f). On obtient f(λx+ (1− λ)x′) < λy + (1− λ)y′ + ε pour tout ε > 0. En faisant tendre
ε vers 0, on obtient λ(x, y) + (1− λ)(x′, y′) ∈ epi(f). Ceci conclut la preuve.

Voici un critère permettant de vérifier aisément la convexité d’une fonction.

Proposition 3.1.2. Une fonction propre f : X → R est convexe si et seulement si

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

pour tout x, y ∈ X et tout λ ∈ [0, 1].

Démonstration. La condition est nécessaire : Supposons que f est convexe. Soient x, y ∈ X et
λ ∈ [0, 1]. Si x, y ∈ dom(f), alors f(x), f(y) ∈ R. Donc, (x, f(x)) et (y, f(y)) appartiennent à
epi(f). Par convexité, on a λ(x, f(x))+(1−λ)(y, f(y)) = (λx+(1−λ)y, λf(x)+(1−λ)f(y)) ∈
epi(f). Par définition de l’épigraphe, on a l’inégalité recherchée. Si x ou y n’appartient pas à
dom(f), alors le second membre de l’inégalité dans l’énoncé est infini et on peut directement
conclure.

La condition est suffisante : Soient (x, y) et (x′, y′) des éléments de epi(f) et λ ∈ [0, 1]. On
a y ≥ f(x) et y′ ≥ f(x′). Donc, λf(x) + (1 − λ)f(x′) ≤ λy + (1 − λ)y′. Par hypothèse, on a
f(λx + (1 − λ)x′) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(x′). Donc, f(λx + (1 − λ)x′) ≤ λy + (1 − λ)y′ et par
conséquent λ(x, y) + (1− λ)(x′, y′) ∈ epi(f).
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Une autre façon de voir la convexité est l’inégalité de Jensen.

Proposition 3.1.3 (Inégalité de Jensen). Une fonction propre f est convexe si et seulement si

f
( m∑
i=1

λixi

)
≤

m∑
i=1

λif(xi)

pour tout m ∈ N, tout λ1, ..., λm ≥ 0 avec λ1 + · · ·+ λm = 1 et tout x1, ..., xm ∈ X.

Démonstration. La condition est nécessaire. Par la proposition 1.1.1, epi(f) est convexe si et
seulement si il est stable par combinaison convexe. Donc, ∑m

i=1 λi(xi, f(xi)) ∈ epi(f). On en
déduit immédiatement l’inégalité par définition de l’épigraphe. La suffisance de la condition est
évidente en appliquant la proposition 3.1.2 car les inégalités de la proposition 3.1.2 sont des cas
particuliers des inégalités de l’énoncé.

Donnons quelques exemples élémentaires de fonctions convexes. Les vérifications sont im-
médiates grâce à la proposition 3.1.2.

Exemple 3.1.1. Les fonctions suivantes sont convexes :
(i) Si C est un convexe de E, alors sa fonction indicatrice δC définie par

δC(x) =

0 si x ∈ C
+∞ sinon

est convexe. On voit facilement que dom(δC) = C.
(ii) Toute forme linéaire ξ est convexe et dom ξ = E.
(iii) Toute semi-norme p : E → [0,+∞[ est convexe. En particulier, toute norme est convexe.
Leur domaine est évidemment E.
(iv) Toute application de la forme x ∈ E 7→ 〈ξ, x〉 + b avec ξ ∈ E∗ et b ∈ R est convexe. Ce
sont les fonctions affines à valeurs dans R.

Nous voyons que le domaine calculé dans ces exemples est toujours convexe. En fait, ce
phénomène se généralise à toutes les fonctions convexes.

Proposition 3.1.4. Si f : X → R est une fonction convexe, alors dom(f) est convexe.

Démonstration. Le cas où dom(f) = ∅ est trivial, supposons donc que le domaine n’est pas
vide. Soient x, x′ ∈ dom(f) et λ ∈ [0, 1] et montrons que f(λx+(1−λ)x′) < +∞. Par définition
du domaine, il existe y ∈]f(x),+∞[ et y′ ∈]f(x′),+∞[. On a (x, y), (x′, y′) ∈ epi(f) et comme
f est convexe, on obtient (λx+ (1− λ)x′, λy + (1− λ)y′) ∈ epi(f). Donc,

f(λx+ (1− λ)x′) ≤ λy + (1− λ)y′ < +∞,

ce qui montre que λx+ (1− λ)x′ ∈ dom(f).

Débarassons-nous d’abord de la notion de fonction impropre en montrant le peu d’intérêt
que ces fonctions présentent dans le cadre des fonctions convexes. La proposition suivante
montre que les fonctions convexes impropres valent −∞ en tous points de l’intérieur relatif du
domaine.
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Proposition 3.1.5. Si la fonction f : X → R est convexe et impropre, alors f(x) = −∞ pour
tout x ∈ dom(f)◦R.

Démonstration. Supposons que f est convexe et impropre. Le cas où dom(f) = ∅ étant trivial,
on ne traite que le cas non-vide. Il existe x0 ∈ dom(f) tel que f(x0) = −∞. La proposition
précédente montre que dom(f) est convexe. Soit x ∈ dom(f)◦R\{x0}. Procédons par l’absurde
et supposons que f(x) ∈ R. Nous savons que [x0, x] est inclus dans dom(f). Mais vu que
x ∈ dom(f)◦R , il existe ε > 0 tel que [x0, x+ ε(x− x0)] ⊂ dom(f). Par convexité, nous savons
que [(x0,−m), (x+ ε(x− x0), f(x+ ε(x− x0)))] ⊂ epi(f) pour tout m > 0. De là, on obtient

f(λx0 + (1− λ)(x+ ε(x− x0))) ≤ −λm+ (1− λ)f(x+ ε(x− x0))

pour tout λ ∈ [0, 1] et toutm > 0. Sim→ +∞, on voit que f(λx0+(1−λ)(x+ε(x−x0))) = −∞
pour tout λ ∈]0, 1]. En particulier, pour λ = ε/(1+ε), on a f(x) = −∞, d’où une absurdité.

On voit que les fonctions impropres sont des cas très pathologiques et d’un intérêt très limité.
C’est pourquoi nous allons nous contenter de n’étudier que les fonctions convexes propres.
Comme on peut s’en douter, une fonction est entièrement définie par son épigraphe.

Proposition 3.1.6. Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si epi(f) = epi(g).

Démonstration. Il est clair que (f = g) ⇒ (epi(f) = epi(g)). Montrons la réciproque. Soit
x ∈ X. Si f(x) = −∞, alors (x, y) ∈ epi(f) = epi(g) pour tout y ∈ R. Donc, g(x) ≤ y pour
tout y ∈ R et g(x) = −∞. Si f(x) = +∞, alors (x, y) /∈ epi(f) = epi(g) pour tout y ∈ R.
Donc, g(x) = +∞. Enfin, si f(x) ∈ R, alors (x, f(x)) ∈ epi(f) = epi(g). Donc, f(x) ≥ g(x). Si
on n’a pas l’égalité, alors il existe y ∈]g(x), f(x)[ et (x, y) ∈ epi(g)\ epi(f), ce qui est absurde.
On en conclut que f(x) = g(x) pour tout x ∈ X.

Nous pouvons munir l’ensemble des fonctions définies sur E à valeurs dans R d’une relation
d’ordre � définie par

f � g ⇔ epi(f) ⊃ epi(g).

Il est évident qu’il s’agit bien d’une relation d’ordre sur RX . Nous allons montrer que tout en-
semble ayant les caractéristiques d’un épigraphe de fonction donne lieu à une nouvelle fonction.

Définition 3.1.3. Une partie U de X × R est un épigraphe si et seulement si elle vérifie la
propriété suivante : x ∈ X, y ∈ R, (x, y) ∈ U ⇒ (x, y′) ∈ U ∀y′ > y.

La proposition qui suit est évidente.

Proposition 3.1.7. Toute union d’épigraphes est un épigraphe et toute intersection d’épi-
graphes est un épigraphe.

Assez naturellement, on peut regarder ce qu’il en est des opérations d’espace vectoriel.

Proposition 3.1.8. Si U1 et U2 sont des épigraphes et λ > 0, alors U1 + U2 et λU1 sont
des épigraphes. En particulier, toute combinaison linéaire à coefficients strictement positifs
d’épigraphes est un épigraphe.
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Démonstration. Soient (x1, y1) ∈ U1, (x2, y2) ∈ U2 et y > y1 + y2. Il faut montrer que (x1 +
x2, y) ∈ U1 + U2. Comme y − y1 > y2 et U2 est un épigraphe, on a (x2, y − y1) ∈ U2. Au final,
on a (x1 + x2, y) = (x1, y1) + (x2, y − y1) ∈ U1 + U2 et U1 + U2 est un épigraphe. Supposons
que (x, y) ∈ U1 et soit y′ > λy. On a y′/λ > y et comme U1 est un épigraphe, on obtient
(x, y′/λ) ∈ U1, d’où (λx, y′) ∈ λU1.

Proposition 3.1.9. Si U est un épigraphe, alors U et U◦ sont des épigraphes.

Démonstration. (i) U est un épigraphe : Soient (x, y) ∈ U et y′ > y. On sait que (x, y) est
limite dans X × R d’une suite généralisée ((xi, yi))i∈I de U . Nous savons que yi + y′ − y > yi
pour tout i ∈ I. Vu que U est un épigraphe, ((xi, yi+y′−y))i∈I est une suite de U qui converge
vers (x, y′). D’où (x, y′) ∈ U .

(ii) U◦ est un épigraphe : Soient (x, y) ∈ U◦ et y′ > y. Il existe ε > 0 tel que B(x, ε)×]y −
ε, y+ε[⊂ U . Comme U est un épigraphe, on a même B(x, ε)×]y−ε,+∞[⊂ U et par conséquent,
y′ ∈]y − ε,+∞[. D’où (x, y′) ∈ U◦.

Voici une proposition qui montre comment nous pouvons construire une fonction qui se
rapproche au mieux d’un épigraphe donné.

Proposition 3.1.10. Si U est un épigraphe dans X × R, alors il existe un élément f ∈ RX

maximum pour � tel que U ⊂ epi(f). Si, de plus, U est fermé dans X × R, alors U = epi(f).

Démonstration. On définit f(x) = inf{y ∈ R : (x, y) ∈ U} pour tout x ∈ X. Si (x, y) ∈ U alors,
par construction, y ≥ f(x) et donc (x, y) ∈ epi(f). Ceci montre que U ⊂ epi(f). Supposons
que g ∈ RX vérifie U ⊂ epi(g). Donc, pour tout (x, y) ∈ U , on a y ≥ g(x). Vu la définition de
f , on a clairement f(x) ≥ g(x). Si (x, y) /∈ U pour tout y ∈ R, alors f(x) = inf ∅ = +∞ et
f(x) ≥ g(x). Comme f(x) ≥ g(x) pour tout x ∈ X, on a bien g � f . Supposons U fermé et
soit l’élément maximum f tel que U ⊂ epi(f). Soit (x, y) ∈ epi(f). Par construction, f(x) =
inf{y′ ∈ R : (x, y′) ∈ U}. Si f(x) ∈ R, il existe une suite ((x, ym))m∈N de U telle que ym → f(x)
si m→ +∞. Donc, ((x, ym))m∈N est une suite de U qui converge vers (x, f(x)) ∈ E×R. Vu que
U est fermé, on a (x, f(x)) ∈ U . Puisque y ≥ f(x) et U est un épigraphe, on obtient (x, y) ∈ U .
Si f(x) = −∞, alors (x, y′) ∈ U pour tout y′ ∈ R par définition de f . Donc, (x, y) ∈ U . On
peut conclure que U = epi(f).

La fonction maximale associée à un épigraphe U sera simplement notée fonc(U). Par construc-
tion, on a toujours U ⊂ epi(fonc(U)). Si un épigraphe est convexe, alors son unique fonction
associée est convexe aussi.

Proposition 3.1.11. Si U est un épigraphe convexe, alors fonc(U) est une fonction convexe.

Démonstration. Soient (x, y), (x′, y′) ∈ epi(fonc(U)) et λ ∈ [0, 1]. Il faut montrer que fonc(U)(λx+
(1− λ)x′) ≤ λy + (1− λ)y′. Mais par définition, on a

fonc(U)(λx+ (1− λ)x′) = inf{z ∈ R : (λx+ (1− λ)x′, z) ∈ U}
≤ inf(λ{z ∈ R : (x, z) ∈ U}+ (1− λ){z ∈ R : (x′, z) ∈ U})
≤ λ inf{z ∈ R : (x, z) ∈ U}+ (1− λ) inf{z ∈ R : (x′, z) ∈ U}
≤ λy + (1− λ)y′

d’où la conclusion.



3.1. Définition et propriétés de base des fonctions convexes 56

Etablissons des résultats qui montrent comment nous pouvons construire de nouvelles fonc-
tions convexes à partir de fonctions convexes déjà connues.

Proposition 3.1.12. Si fi ∈ RX sont des fonctions convexes propres pour tout i ∈ I, alors
supi∈I(fi) est une fonction convexe.

Démonstration. Pour la convexité, il suffit de remarquer que epi(supi∈I(fi)) = ∩i∈I epi(fi) et
d’utiliser la proposition 1.1.2.

Remarquons au passage que si fi est propre et convexe pour tout i ∈ I, alors supi∈I(fi)
n’est pas forcément propre comme en atteste l’exemple fi = i sur E avec i ∈ N. On pourrait
aussi se demander si, dans les conditions de la proposition précédente, la fonction infi∈I(fi)
est convexe. Il n’en est rien car il est facile de construire des contre-exemples. Dans le même
esprit que pour montrer qu’une union de convexes n’est pas convexe, considérons les fonctions
indicatrices δx1 et δx2 avec x1 6= x2. On a inf(δx1 , δx2) = δ{x1,x2} et δ{x1,x2}(x1+x2

2 ) = +∞ > 0 =
1
2δ{x1,x2}(x1) + 1

2δ{x1,x2}(x2) et la proposition 3.1.2 montre que la fonction inf(δx1 , δx2) n’est pas
convexe. Néanmoins, toute fonction est minorée par la fonction convexe valant −∞ en tout
point. On peut donc s’intéresser à la plus grande fonction convexe qui minore une fonction
donnée au sens de la relation d’ordre � introduite plus haut.

Définition 3.1.4. Si f ∈ RX , alors son enveloppe convexe est la fonction convexe g telle que
g � f qui est maximale pour �. L’enveloppe convexe de f sera notée conv(f) .

Il faut cependant vérifier que la fonction convexe conv(f) est unique.

Proposition 3.1.13. Si f ∈ RX est propre, alors conv(epi(f)) est un épigraphe et

conv(f) = fonc(conv(epi(f))).

De plus, dom(f) ⊂ dom(conv(f)).

Démonstration. Soient (x, y) ∈ conv(epi(f)) et y′ > y. On sait par la proposition 1.1.4 que
(x, y) peut s’écrire

(x, y) =
m∑
i=1

λi(xi, yi)

avec λ1, ..., λm ≥ 0, λ1 + · · · + λm = 1 et (x1, y1), ..., (xm, ym) ∈ epi(f). Quitte à enlever les
λi nuls, on peut supposer que chaque λi est strictement positif. Donc, (x, y) ∈ ∑m

i=1 λi epi(f)
et cet ensemble est un épigraphe car c’est une combinaison linéaire à coefficients strictement
positifs d’épigraphes. Il s’ensuit que (x, y′) ∈ ∑m

i=1 λi epi(f) ⊂ conv(epi(f)). Donc, conv(epi(f))
est bien un épigraphe.

Nous savons que

conv(f) = fonc(conv(epi(f)))⇔ epi(conv(f)) = epi(fonc(conv(epi(f))))

par la proposition 3.1.6. Par définition, on a conv(f) � f , c’est-à-dire epi(conv(f)) ⊃ epi(f).
Comme epi(conv(f)) est convexe et contient epi(f), on a conv(epi(f)) ⊂ epi(conv(f)). Nous
savons que conv(epi(f)) ⊂ epi(fonc(conv(epi(f)))). Donc, conv(f) est une fonction dont l’épi-
graphe contient conv(epi(f)) et fonc(conv(epi(f))) est une fonction d’épigraphe contenant
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conv(epi(f)) et qui est maximale. Donc, sup(conv(f), fonc(conv(epi(f)))) est une fonction d’épi-
graphe epi(conv(f))∩epi(fonc(conv(epi(f)))) contenant conv(epi(f)) et telle que fonc(conv(epi(f))) �
sup(conv(f), fonc(conv(epi(f)))). Par maximalité, on a

sup(conv(f), fonc(conv(epi(f)))) = fonc(conv(epi(f))).

Donc, epi(fonc(conv(epi(f)))) = epi(conv(f)) ∩ epi(fonc(conv(epi(f)))) et par conséquent
epi(conv(f)) ⊃ epi(fonc(conv(epi(f)))), i.e. conv(f) � fonc(conv(epi(f))). On a aussi
fonc(conv(epi(f))) � f car

epi(f) ⊂ conv(epi(f)) ⊂ epi(fonc(conv(epi(f))))

et vu la proposition 3.1.11, la fonction fonc(conv(epi(f))) est convexe. Par maximalité de
conv(f), on a alors conv(f) = fonc(conv(epi(f))).

L’inclusion dom(f) ⊂ dom(conv(f)) résulte de ce que conv(f) � f .

Nous poursuivons l’étude en examinant ce qu’il en est du produit cartésien d’un nombre fini
de fonctions convexes. La proposition qui suit est évidente.

Proposition 3.1.14. Soient f1 ∈ RX1 , ..., fm ∈ RXm des fonctions convexes propres définies
sur des espaces vectoriels X1, ..., Xm. Alors la fonction produit ×mi=1fi : X1 × · · · × Xm → R
définie par (×mi=1fi)(x1, ..., xm) = ∑m

i=1 fi(xi) pour tout x1 ∈ X1, ..., xm ∈ Xm est convexe propre.

En ce qui concerne les combinaisons linéaires de fonctions convexes, nous avons facilement
les propriétés suivantes en appliquant la proposition 3.1.2.

Proposition 3.1.15. Soient f et g des fonctions convexes propres sur X et λ ≥ 0. Alors
f + g et λf sont convexes. En conséquence, toute combinaison linéaire à coefficients positifs de
fonctions convexes propres est une fonction convexe.

Proposition 3.1.16. Soient X et Y des espaces vectoriels. Si f ∈ RX est propre et convexe et
si T : Y → X est une application linéaire, alors f ◦ T est une fonction convexe sur Y .

Proposition 3.1.17. Si f ∈ RX est propre et convexe et si g : R→ R est une fonction propre
convexe croissante, alors g ◦ f est une fonction convexe.

Remarque 3.1.1. Insistons sur le fait que f + g, f ◦ T et g ◦ f ne sont pas nécessairement
propres dans les trois propositions précédentes ! Donnons-en quelques contre-exemples. Si f = δ0
et g = δx avec x 6= 0, alors f + g = +∞. Dans R2, si f = δ(0,1) et T : R → R2 est défini par
T (y) = (y, 0), alors f(T (y)) = f(y, 0) = +∞ pour tout y ∈ R. Si g(x) = ex pour tout
x ∈] −∞, 0], g(x) = +∞ si x ∈]0,+∞[ et f = 1, alors g est propre convexe croissant, f est
propre convexe et g ◦ f = +∞.

Comme il a été dit, nous pouvons construire de nouvelles fonctions à l’aide des épigraphes.
Nous pouvons définir une nouvelle opération sur des fonctions.

Définition 3.1.5. Soient f, g ∈ RX deux fonctions propres. L’inf-convolution de f et g est la
fonction dont l’épigraphe contient la somme des épigraphes de f et de g et qui est maximale
pour �. Autrement dit, c’est la fonction

f ⊕ g = fonc(epi(f) + epi(g)).
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Proposition 3.1.18. Si f, g ∈ RX sont propres et convexes, alors f ⊕ g = g ⊕ f , f ⊕ g est
convexe et

(f ⊕ g)(x) = inf
z∈X

f(z) + g(x− z) = inf
z∈X

f(x− z) + g(z) ∀x ∈ X.

De plus, on a

epis(f ⊕ g) = epis(f) + epis(g) et dom(f ⊕ g) = dom(f) + dom(g).

Démonstration. La commutativité de ⊕ est évidente vu la définition 3.1.5. La convexité de
f ⊕ g résulte directement des propositions 1.1.6 et 3.1.11. Montrons la formule. Par définition,
on a

(f ⊕ g)(x) = inf{y ∈ R : (x, y) ∈ epi(f) + epi(g)}
= inf{y ∈ R : ∃(x1, y1) ∈ epi(f) ∃(x2, y2) ∈ epi(g), y = y1 + y2, x = x1 + x2}
= inf{y1 + y2 ∈ R : ∃x1 ∈ X ∃x2 ∈ X, x = x1 + x2, (x1, y1) ∈ epi(f), (x2, y2) ∈ epi(g)}
= inf{y1 + y2 ∈ R : ∃x1 ∈ X ∃x2 ∈ X, x = x1 + x2, f(x1) ≤ y1, g(x2) ≤ y2}
= inf{y1 + y2 ∈ R : ∃x1 ∈ X, f(x1) ≤ y1, g(x− x1) ≤ y2}
= inf

x1∈X
f(x1) + g(x− x1).

Soient (x, y) ∈ epis(f) et (x′, y′) ∈ epis(g). On a f(x) + g(x′) < y + y′ et donc infz∈X f(z) +
g(x+ x′ − z) < y + y′, c’est-à-dire (f ⊕ g)(x+ x′) < y + y′. D’où (x+ x′, y + y′) ∈ epis(f ⊕ g).
Enfin, si (x, y) ∈ epis(f ⊕ g), alors infz∈X f(z) + g(x − z) < y. Donc, il existe z ∈ X tel que
f(z)+g(x−z) < y. Soit ε > 0 tel que f(z)+g(x−z)+2ε < y. On pose Xε = f(z)+g(x−z)+ε.
Nous savons que (z,Xε − g(x− z)) ∈ epis(f) et que (x− z,Xε − f(z)) ∈ epis(g) vu l’inégalité
f(z)+g(x−z) < Xε. On en tire que (x, 2Xε−f(z)−g(x−z)) = (x,Xε+ε) ∈ epis(f)+epis(g).
Comme Xε+ε < y, on a finalement (x, y) ∈ epis(f)+epis(g) par la proposition 3.1.8. Enfin, on
voit que x ∈ dom(f⊕g) si et seulement si il existe z ∈ E tel que z ∈ dom(f) et x−z ∈ dom(g).
Ceci est équivalent à dire qu’il existe z ∈ dom(f) et y ∈ dom(g) tels que x = y + z. Donc,
dom(f ⊕ g) = dom(f) + dom(g).

Nous verrons que cette opération peut être utilisée afin de régulariser des fonctions. De la
proposition précédente, nous savons déduire facilement de nouvelles fonctions convexes. Voici
un exemple classique.

Exemple 3.1.2. Si C est un ensemble convexe de E, f = ‖ · ‖ et g = δC , alors

(f ⊕ g)(x) = inf
z∈R
‖x− z‖+ δC(z) = inf

z∈C
‖x− z‖ = d(x,C).

Par conséquent la fonction x ∈ E 7→ d(x,C) ∈ [0,+∞] est convexe.

Voici une autre propriété qui nous sera utile.

Proposition 3.1.19. Soient X et Y deux espaces vectoriels topologiques localement convexes
et f : X × Y → R une fonction propre convexe. Alors la fonction g : X → R définie par

g(x) = inf
y∈Y

f(x, y)

est convexe.
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Démonstration. Soient (x1, z1), (x2, z2) ∈ epi(g) et λ ∈ [0, 1]. Pour tout y1, y2 ∈ Y , on a par
convexité

f(λx1 + (1− λ)x2, λy1 + (1− λ)y2) ≤ λf(x1, y1) + (1− λ)f(x2, y2).

Il en découle que

inf
y∈Y

f(λx1 + (1− λ)x2, y) ≤ λf(x1, y1) + (1− λ)f(x2, y2) ∀y1, y2 ∈ Y

et donc g(λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λg(x1) + (1 − λ)g(x2) ≤ λz1 + (1 − λ)z2 en passant à la borne
inférieure sur y1 et y2 dans Y .

En plus du domaine et de l’épigraphe, nous pouvons associer d’autres ensembles à une
fonction. Nous adoptons la définition suivante.

Définition 3.1.6. Soient f : X → R une fonction et r ∈ R, alors la section de f en r est
l’ensemble

Γr(f) = {x ∈ X : f(x) ≤ r}.

Proposition 3.1.20. Si f ∈ RX est une fonction convexe propre, alors Γr(f) est convexe pour
tout r ∈ R.

Démonstration. Soient x, y ∈ Γr(f) et λ ∈ [0, 1]. Nous avons alors

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ≤ λr + (1− λ)r = r

et donc λx+ (1− λ)y ∈ Γr(f).

Il est évident que la réciproque est fausse (par exemple, f(x) =
√
|x| pour tout x ∈ R).

Une fonction f dont les sections Γr(f) sont convexes pour tout r ∈ R est qualifiée de fonction
quasi-convexe. Si les inégalités de la proposition 3.1.2 sont strictes lorsque x, y ∈ dom(f) et
x 6= y et λ ∈]0, 1[, on dira que la fonction est strictement convexe .

3.2 Convexité et semi-continuité
Dans cette section, nous étudions quelques propriétés des fonctions convexes vis-à-vis de la

semi-continuité. Rappelons que E désigne un espace de Banach arbitraire,X un espace vectoriel
topologique localement convexe et P un système fondamental de semi-normes de X.

Définition 3.2.1. Si f : X → R est une fonction et x0 ∈ X, alors les limites inférieure et
supérieure de f en x0 sont définies par

lim inf
x→x0

f(x) = sup
ε>0
p∈P

inf{f(x) : p(x− x0) < ε}

et
lim sup
x→x0

f(x) = inf
ε>0
p∈P

sup{f(x) : p(x− x0) < ε}
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Définition 3.2.2. Une fonction f : X → R est semi-continue inférieurement (abrégé sci) en
x0 ∈ X si et seulement si, pour tout ε > 0, il existe η > 0 et p ∈ P tels que

p(x− x0) < η ⇒ f(x) ≥ f(x0)− ε.

De façon analogue, on dira que f est semi-continu supérieurement (abrégé scs) en x0 si, pour
tout ε > 0, il existe η > 0 et p ∈ P tels que

p(x− x0) < η ⇒ f(x) ≤ f(x0) + ε.

Une fonction f est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) si elle est semi-continue
inférieurement (resp. supérieurement) en chaque point de X.

Voici une autre façon de formuler la semi-continuité en terme de limites.

Proposition 3.2.1. Une fonction f : X → R est semi-continue inférieurement en x0 si et
seulement si f(x0) = lim infx→x0 f(x).

Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons que f est sci en x0. Il est trivial que
lim infx→x0 f(x) ≤ f(x0). Par hypothèse, si ε > 0, il existe η > 0 et p ∈ P tels que

p(x− x0) < η ⇒ f(x) ≥ f(x0)− ε

et donc f(x0) ≤ ε + infp(x−x0)<η f(x) ≤ ε + lim infx→x0 f(x). Comme ε > 0 est arbitraire, on a
f(x0) ≤ lim infx→x0 f(x).

La condition est suffisante. Supposons que

f(x0) = lim inf
x→x0

f(x) = sup
η>0
p∈P

inf{f(x) : p(x− x0) < η}.

Fixons ε > 0. Par les propriétés de la borne supérieure, il existe η > 0 et p ∈ P tels que

f(x0)− inf{f(x) : p(x− x0) < η} < ε.

Si p(x− x0) < η, alors f(x0)− ε < f(x), d’où la conclusion.

En procédant de façon analogue, on peut aussi démontrer la propriété suivante.

Proposition 3.2.2. Une fonction f : X → R est semi-continue supérieurement en x0 si et
seulement si f(x0) = lim supx→x0 f(x).

A partir de ces résultats, il est facile de démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.2.3. Toute combinaison linéaire à coefficients positifs de fonctions semi-continues
inférieurement propres est une fonction semi-continue inférieurement.

Voici une caractérisation de la semi-continuité inférieure en terme d’épigraphe.

Proposition 3.2.4 ([32]). Soit f : X → R une fonction. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) La fonction f est semi-continue inférieurement.
(ii) L’épigraphe epi(f) est un ensemble fermé de X × R.
(iii) Pour tout r ∈ R, la section Γr(f) est fermée dans X.
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Démonstration. (i)⇒ (ii) : Montrons que le complémentaire de epi(f) est ouvert. Soit (x0, y0) /∈
epi(f). Donc, y0 < f(x0). Soit ε > 0 tel que ε < f(x0) − y0. Par semi-continuité, il existe
η > 0 et p ∈ P tels que p(x − x0) < η ⇒ f(x) ≥ f(x0) − ε > y0. Autrement dit, on a
Bp(x0, η)×]−∞, f(x0)− ε[ est un voisinage de (x0, y0) inclus dans { epi(f).

(ii)⇒ (iii) : L’application

ι : x ∈ X 7→ (x, r) ∈ X × {r}

est un homéomorphisme [27]. Comme epi(f) et X × {r} sont fermés et Γr(f) = ι−1(epi(f) ∩
(X × {r})), la section Γr(f) est fermée.

(iii) ⇒ (i) : Soient x0 ∈ X et ε > 0. Si f(x0) = −∞, alors la fonction est sci vu la
proposition 3.2.1 en utilisant l’inégalité lim infx→x0 f(x) ≤ f(x0). Si f(x0) ∈] −∞,+∞], soit
γ ∈ R tel que γ < f(x0). On a x0 /∈ Γγ(f). Puisque Γγ(f) est fermé, il existe η > 0 et p ∈ P
tels que Bp(x0, η) ⊂ X\Γγ(f). Donc, p(x − x0) < η ⇒ f(x) > γ. Par conséquent, pour tout
γ ∈] −∞, f(x0)[, il existe η > 0 et p ∈ P tels que inf{f(x) : p(x − x0) < η} ≥ γ. On en tire
que pour tout γ ∈]−∞, f(x0)[, on a lim infx→x0 f(x) ≥ γ, donc lim infx→x0 f(x) = f(x0), d’où
la conclusion.

Ceci nous permet d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 3.2.5. Si {fi : i ∈ I} est une famille de fonctions propres semi-continues infé-
rieurement sur X, alors supi∈I fi est une fonction semi-continue inférieurement.

Démonstration. Cela résulte de l’égalite epi(supi∈I fi) = ∩i∈I epi(fi) et de la proposition précé-
dente.

Bien entendu, toutes les fonctions ne sont pas semi-continues inférieurement. Le résultat
qui suit nous permet de construire aisément de telles fonctions à partir d’une fonction donnée
de façon assez naturelle.

Définition 3.2.3. Soit f : X → R une fonction propre. La régularisation semi-continue infé-
rieure de f (abrégée régularisation sci de f), notée f , est définie par la fonction

f = fonc(epi(f)).

Ces fonctions jouissent des propriétés suivantes.

Proposition 3.2.6 ([4]). Soit f : X → R une fonction propre. Alors
(i) epi(f) = epi(f).
(ii) La fonction f est la plus grande fonction semi-continue inférieure minorant f pour la
relation d’ordre � sur RX .
(iii) On a f(x) = lim infz→x f(z) pour tout x ∈ X.
(iv) On a dom(f) ⊂ dom(f) ⊂ dom(f).
(v) La fonction f est semi-continue inférieurement si et seulement si f = f .
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Démonstration. De la proposition 3.1.10, il découle (i). Vu (i) et la proposition 3.2.4, la fonction
f est semi-continue inférieurement. Cette fonction minore f puisque epi(f) ⊃ epi(f). Par la
proposition 3.1.10, la fonction f est le maximum pour la relation � de l’ensemble des fonctions
g qui vérifient epi(f) ⊂ epi(g). Si g est une fonction semi-continue inférieurement telle que
g � f , alors epi(g) ⊃ epi(f). Mais epi(g) est fermé car g est semi-continu inférieurement. Il
s’ensuit que epi(g) ⊃ epi(f). Par la proposition 3.1.10, on a g � f , d’où le point (ii).

Posons g : x ∈ X 7→ lim infz→x f(z) ∈ R. Il suffit d’utiliser (ii) pour montrer que g = f .
On voit facilement que g � f . De plus, g est une fonction semi-continue inférieurement. Soit
((xi, yi))i∈I une suite généralisée de epi(g) qui converge vers (x, y) dans X×R et montrons que
(x, y) ∈ epi(g), i.e. y ≥ lim infz→x f(z). Pour tout i ∈ I, nous avons yi ≥ lim infz→xi f(z). Pour
tout i ∈ I, p ∈ P et ε > 0, nous avons

yi ≥ inf{f(z) : p(z − xi) < ε}.

Puisque xi → x (par continuité des projections), il existe J ∈ I tel que i ≥ J ⇒ p(xi − x) < ε.
On en déduit que Bp(xi, ε) ⊂ Bp(x, 2ε) pour tout i ≥ J . Par conséquent

yi ≥ inf{f(z) : p(z − xi) < ε} ≥ inf{f(z) : p(z − x) < 2ε} ∀i ≥ J.

Par passage à la limite sur i, on obtient

y ≥ inf{f(z) : p(z − x) < 2ε}.

Comme p ∈ P et ε > 0 sont arbitraires, on a finalement y ≥ lim infz→x f(z), i.e. (x, y) ∈ epi(g).
Donc, g est semi-continu inférieurement en vertu de la proposition 3.2.4. Il reste à montrer
que f � g pour démontrer (iii). Si x /∈ dom(f), alors f vaut +∞ au voisinage de x et donc
lim infz→x f(z) = +∞ ≥ f(x). Si x ∈ dom(f), alors on doit envisager deux cas. Si f(x) = −∞,
alors f(x) ≤ f(z) pour tout z ∈ X. Donc, f(x) ≤ inf{f(z) : p(z − x) < ε} pour tout ε > 0 et
tout p ∈ P . D’où f(x) ≤ lim infz→x f(z). Enfin, supposons que f(x) > −∞ et soit ε > 0. Par
semi-continuité, il existe η > 0 et p ∈ P tels que

p(z − x) < η ⇒ f(z) ≥ f(x)− ε.

On en tire que

f(x)− ε ≤ inf{f(z) : p(z − x) < η} ≤ inf{f(z) : p(z − x) < η} ≤ lim inf
z→x

f(z).

Comme ε > 0 est arbitraire, on a l’inégalité f(x) ≤ lim infz→x f(z). Ceci prouve (iii).

Si dom(f) = ∅, alors il est clair que dom(f) = dom(f) = dom(f). Supposons que dom(f) 6=
∅ et soit x ∈ dom(f). Alors f(x) < +∞ et il existe y ∈ R tel que f(x) < y. Dans ce
cas, (x, y) ∈ epi(f) ⊂ epi(f) = epi(f). On a f(x) ≤ y < +∞ et donc, x ∈ dom(f). Soit
x ∈ X\dom(f). Donc, il existe ε > 0 et p ∈ P tels que f(y) = +∞ si p(x− y) < ε. Il s’ensuit
que lim infy→x f(y) = +∞. Par le point (iii), on a x /∈ dom(f). On a démontré (iv). Le point
(v) découle du point (iii) et de la proposition 3.2.1.

Nous porterons une attention particulière sur l’ensemble des fonctions propres convexes
semi-continues inférieurement sur E. Cet ensemble sera noté Γ(E). Bien entendu, nous pouvons
introduire une notion de semi-continuité à partir des suites.
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Définition 3.2.4. Une fonction f : X → R est séquentiellement semi-continue inférieurement
en x0 ∈ X (abrégé sq-sci) si et seulement si, pour toute suite (xm)m∈N qui converge vers x0, on
a

f(x0) ≤ lim inf
m→+∞

f(xm).

A priori, les notions de semi-continuité inférieure et de semi-continuité inférieure séquentielle
ne sont pas équivalentes. Nous pouvons montrer l’analogue de la proposition 3.2.4 pour la semi-
continuité séquentielle.

Proposition 3.2.7. Soit f : X → R une fonction. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La fonction f est séquentiellement semi-continue inférieurement.
(ii) L’épigraphe epi(f) contient les limites de ses suites convergentes.
(iii) Pour tout r ∈ R, la section Γr(f) contient les limites de ses suites convergentes.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) : Soit ((xm, ym))m∈N une suite de epi(f) qui converge vers (x, y).
Pour tout m ∈ N, on a ym ≥ f(xm). On en tire que lim infm→+∞ ym ≥ lim infm→+∞ f(xm).
Comme la suite (ym)m→+∞ converge vers y, la limite et la limite inférieure coïncident et on
obtient y ≥ lim infm→+∞ f(xm). Comme f est sq-sci, on a f(x) ≤ lim infm→+∞ f(xm), ce qui
permet de conclure que y ≥ f(x) et (x, y) ∈ epi(f).

(ii) ⇒ (iii) : Soit (xm)m∈N une suite de la section Γr(f) avec r ∈ R et supposons que
xm → x. Les éléments de la suite ((xm, r))m∈N appartiennent à epi(f) et la suite converge vers
(x, r). Vu l’hypothèse (ii), on a (x, r) ∈ epi(f) et il vient x ∈ Γr(f).

(iii) ⇒ (i) : Soit x ∈ X et (xm)m∈N une suite de X qui converge vers x. Nous devons
prouver que f(x) ≤ lim infm→+∞ f(xm). C’est trivial lorsque lim infm→+∞ f(xm) = +∞. Si
lim infm→+∞ f(xm) < +∞, soit γ un nombre réel tel que γ > lim infm→+∞ f(xm) et prouvons
que f(x) ≤ γ, c’est-à-dire x ∈ Γγ(f). Vu le choix de γ, il existe N ∈ N tel que infm≥n f(xm) < γ
pour tout n ≥ N . Nous savons alors qu’il existe m0 ≥ N tel que f(xm0) < γ. Ensuite, il existe
m1 ≥ m0 + 1 tel que f(xm1) < γ. On continue ainsi pour obtenir une suite (mi)i∈N strictement
croissante de naturels tels que f(xmi) < γ pour tout i ∈ N. Comme xm → x, la sous-suite
(xmi)i∈N de (xm)m∈N converge vers la même limite x et cette sous-suite appartient à Γγ(f) par
construction. Par (iii), on a alors x ∈ Γγ(f), ce qui permet de conclure.

Donnons une condition pour laquelle les deux notions de semi-continuité coïncident.

Proposition 3.2.8 ([32]). Soit f : E → R une fonction définie sur un espace de Banach.
Considérons les assertions suivantes :
(i) La fonction f est faiblement semi-continue inférieurement.
(ii)La fonction f est faiblement séquentiellement semi-continue inférieurement.
(iii) La fonction f est séquentiellement semi-continue inférieurement.
(iv) La fonction f est semi-continue inférieurement.
On a alors les implications suivantes : (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇔ (iv). Les assertions sont toutes
équivalentes si f est convexe.

Démonstration. Pour les implications, il suffit de traduire les quatre assertions en terme d’épi-
graphe à l’aide des propositions 3.2.4 et 3.2.7 puis d’utiliser la proposition 2.1.9. Le cas où f
est une fonction convexe résulte directement de la proposition 2.1.9.
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Voici à présent une caractérisation de la semi-continuité de fonctions convexes qui n’est pas
sans rappeler la propriété des convexes fermés qui peuvent s’obtenir comme intersection de
demi-espaces. Tout d’abord, établissons un lemme dont on se servira systématiquement par la
suite.

Lemme 3.2.1. Soient (E, ‖ · ‖E) et (F, ‖ · ‖F ) des espaces de Banach. Alors les espaces de
Banach 2 (E × F )∗ et E∗ × F ∗ sont homéomorphes via l’application linéaire

I : (ξ, η) ∈ E∗ × F ∗ 7→ ξ × η ∈ (E × F )∗

où (ξ × η)(x, y) = 〈ξ, x〉+ 〈η, y〉.

Démonstration. Tout d’abord, il est trivial que I est linéaire et injectif. Soit µ ∈ (E×F )∗. Nous
obtenons par linéarité µ(x, y) = µ(x, 0)+µ(0, y) pour tout (x, y) ∈ E×F . Soient ξ l’application
x ∈ E 7→ µ(x, 0) ∈ R et η l’application y ∈ F 7→ µ(0, y) ∈ R. On voit clairement que ξ ∈ E∗,
η ∈ F ∗ et I(ξ, η) = µ, d’où la surjectivité de I. L’isomorphisme I est aussi continu. En effet,
si (ξ, η) ∈ E∗ × F ∗, alors

‖I(ξ, η)‖(E×F )∗ = sup
‖x‖E+‖y‖F≤1

|〈ξ, x〉+ 〈η, y〉| ≤ sup
‖x‖E≤1

|〈ξ, x〉|+ sup
‖y‖F≤1

|〈η, y〉| = ‖(ξ, η)‖E∗×F ∗ .

Enfin, I−1 est aussi continu puisque

‖I−1(ξ × η)‖E∗×F ∗ = ‖ξ‖E∗ + ‖η‖F ∗
≤ 2‖ξ‖E∗ = 2 sup

‖x‖E≤1
|〈ξ, x〉|

≤ 2 sup
‖x‖E+‖y‖F≤1

|〈ξ, x〉+ 〈η, y〉| = 2‖ξ × η‖(E×F )∗

si ‖ξ‖E∗ ≥ ‖η‖F ∗ (le cas où ‖ξ‖E∗ ≤ ‖η‖F ∗ se traite de façon semblable) ; d’où la conclusion.

Proposition 3.2.9 ([32]). Soit f : E → R une fonction propre. La fonction f est convexe et
semi-continue inférieurement si et seulement si il existe une famille non-vide (fi)i∈I de fonctions
affines continues sur E telle que f = supi∈I(fi).

Démonstration. La condition est suffisante. En effet, toute fonction affine continue est convexe
et semi-continue inférieurement. Donc, f = supi∈I(fi) est convexe et sci car epi(f) = ∩i∈I epi(fi)
est convexe et fermé. La condition est aussi nécessaire. Supposons que f est convexe et sci.
Dans ce cas, epi(f) est un convexe fermé de E × R. Il est donc l’intersection des demi-espaces
le contenant. Observons tout d’abord que (E × R)∗ ' E∗ × R vu le lemme précédent 3. Tout
hyperplan de E × R est décrit par une équation de la forme

〈ξ, x〉+ ry = b ∀(x, y) ∈ E × R

avec (ξ, r) ∈ (E∗ × R)\{(0, 0)} et b ∈ R. Bien entendu, si r 6= 0, nous pouvons supposer
sans restriction que r = −1, quitte à diviser ξ et b par −r. Notons H l’ensemble des éléments
(ξ, r, b) ∈ ((E∗×{0,−1})\{(0, 0)})×R tels que le demi-espace H(ξ,r,b) d’équation 〈ξ, x〉+ry ≤ b

2. Si (E, ‖ · ‖E) et (F, ‖ · ‖F ) sont des espaces de Banach, alors E × F muni de la norme ‖ · ‖ définie par
‖(x, y)‖ = ‖x‖E + ‖y‖F est un espace de Banach.

3. Rappelons que R∗ ' R via x ∈ R 7→ x· ∈ R∗ où x· : y ∈ R 7→ xy ∈ R.
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contient epi(f). Il s’ensuit que epi(f) = ∩(ξ,r,b)∈HH(ξ,r,b). Le demi-espace H(ξ,−1,b) est l’épigraphe
de la fonction affine x ∈ E 7→ 〈ξ, x〉 − b ∈ R. La conclusion résulte de l’égalité

epi(f) =
⋂

(ξ,−1,b)∈H
epi(〈ξ, ·〉 − b) = epi

(
sup

(ξ,−1,b)∈H
(〈ξ, ·〉 − b)

)
.

L’inclusion epi(f) ⊂ ∩(ξ,−1,b)∈H epi(〈ξ, ·〉 − b) est évidente. Montrons l’autre inclusion. Suppo-
sons que (x, y) ∈ epi(〈ξ, ·〉−b) pour tout (ξ,−1, b) ∈ H. Par l’absurde, si (x, y) /∈ epi(f), alors il
existe (ξ, 0, b) ∈ H tel que (x, y) /∈ H(ξ,0,b). On a donc 〈ξ, x〉 < b < 〈ξ, x′〉 pour tout x′ ∈ dom(f).

Posons η(x′) = b − 〈ξ, x′〉 pour tout x′ ∈ E. On a η < 0 sur dom(f) et η(x) > 0. Comme
f est propre, son domaine n’est pas vide. Soit x0 ∈ dom(f). On a f(x0) ∈ R. Soit y0 <
f(x0) avec y0 < 0. On a donc (x0, y0) /∈ epi(f). Par le théorème de séparation forte, il existe
(ζ, r) ∈ (E∗ × R)\{(0, 0)} et b′ ∈ R tels que 〈ζ, x0〉 + ry0 < b′ < 〈ζ, x′〉 + ry′ pour tout
(x′, y′) ∈ epi(f). Nécessairement, on a r 6= 0 (sinon, 〈ζ, x0〉 < 〈ζ, x0〉). De plus, r > 0. Sinon,
pour y′ suffisamment grand, l’inégalité 〈ζ, x0〉+ry0 < b′ < 〈ζ, x′〉+ry′ n’est pas respectée. Nous
pouvons même supposer que r = 1, quitte à renommer ζ et b′. Posons µ(x′) = b′ + y0 − 〈ζ, x′〉
pour tout x′ ∈ E. Nous voyons que µ(x′) = b′ + y0 − 〈ζ, x′〉 < y0 + f(x′) < f(x′) pour tout
x′ ∈ dom(f). Posons Tm = µ + mη pour tout m ∈ N. Il s’agit clairement d’une suite de
fonctions affines continues. Par construction, nous avons Tm(x′) < f(x′) pour tout x′ ∈ dom(f)
et Tm(x) → +∞. Ainsi, lorsque m est suffisamment grand, on a y < Tm(x) et Tm(x′) < f(x′)
pour tout x′ ∈ dom(f). Dans ce cas, on a epi(Tm) ⊃ epi(f) et (x, y) /∈ epi(Tm) ; donc epi(Tm)
correspond à un certain H(ξ′,−1,b′) qui contient (x, y), ce qui est absurde.

3.3 Convexité et continuité
Après avoir étudié la semi-continuité des fonctions convexes, établissons des résultats concer-

nant la continuité des fonctions de ce type. Voici un critère de continuité spécifique aux fonctions
convexes.
Proposition 3.3.1 ([32]). Soit f : E → R une fonction propre convexe et soit x0 ∈ dom(f)◦.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe ε > 0 et C > 0 tels que f(x) < C pour tout x ∈ B(x0, ε).
(ii) La fonction f est lipschitzienne sur un voisinage de x0.
(iii) La fonction f est continue en x0.
(iv) On a (x0, y) ∈ epi(f)◦ pour tout y ∈]f(x0),+∞[.
Démonstration. (i) ⇒ (ii) : Soient ε > 0 et C > 0 tels que f(x) < C pour tout x ∈ B(x0, ε).
On en tire que B(x0, ε) ⊂ dom(f) et que f(x) ∈ R pour tout x ∈ B(x0, ε). Trouvons η ∈]0, ε[
et L > 0 tels que

f(x1)− f(x2) ≤ L‖x1 − x2‖
si x1, x2 ∈ B(x0, η). Fixons η = ε/2. Si x, y ∈ B(x0, η) et x 6= y, posons

z = y + η
y − x
‖y − x‖

. (*)

Par construction,

‖z − x0‖ =
∥∥∥∥y − x0 + η

y − x
‖y − x‖

∥∥∥∥ ≤ ‖y − x0‖+ η ≤ 2η = ε.
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Par hypothèse, on a alors f(z) < C. De (*), on déduit que

y = 1(
1 + η

‖x−y‖

)z +
η

‖x−y‖(
1 + η

‖x−y‖

)x.
Comme f est convexe, on a

f(y) ≤ 1(
1 + η

‖x−y‖

)f(z) +
η

‖x−y‖(
1 + η

‖x−y‖

)f(x).

Par conséquent,

f(y)− f(x) ≤ 1(
1 + η

‖x−y‖

)f(z) +
η

‖x−y‖(
1 + η

‖x−y‖

)f(x)− f(x)

= 1(
1 + η

‖x−y‖

)(f(z)− f(x))

<
1(

1 + η
‖x−y‖

)(C − f(x)). (**)

Remarquons que x0 = 1
2x + 1

2(2x0 − x). Par la convexité de f et vu que 2x0 − x ∈ B(x0, ε),
on obtient f(x0) ≤ 1

2f(x) + 1
2f(2x0 − x) ≤ 1

2f(x) + C
2 , c’est-à-dire f(x) ≥ 2f(x0) − C. Cette

minoration combinée à (**) nous procure

f(y)− f(x) ≤ 1(
1 + η

‖x−y‖

)(2C − 2f(x0)) = 2(C − f(x0))
(‖x− y‖+ η)‖x− y‖ ≤

2(C − f(x0))
η

‖x− y‖.

Si on intervertit les rôles de x et y, on trouve

f(x)− f(y) ≤ 2(C − f(x0))
η

‖x− y‖.

Donc, f est bien lipschitzien sur B(x0, η) avec une constante de Lipschitz donnée par L =
(2(C − f(x0)))/η.

(ii)⇒ (iii) : C’est trivial.

(iii)⇒ (iv) : Supposons que y ∈]f(x0),+∞[. Fixons ε ∈]0, y−f(x0)[. On a y−ε ∈]f(x0), y[.
Comme ]f(x0) − ε, y − ε[ est voisinage de f(x0) et f est continu en x0, il existe η > 0 tel que
x ∈ B(x0, η)⇒ f(x0)−ε < f(x) < y−ε⇒ (x, y) ∈ epi(f). On conclut que B(x0, η)×]y−ε,+∞[
est un voisinage de (x0, y) dans E × R inclus dans epi(f).

(iv)⇒ (i) : Comme x0 ∈ dom(f), on a f(x0) < +∞. Soit y ∈]f(x0),+∞[. Vu (iv), il existe
ε > 0 tel que B(x0, ε)×]y − ε, y + ε[⊂ epi(f). Donc, on a f(x) < y pour tout x ∈ B(x0, ε).

Voici un résultat qui montre à quel point une fonction convexe est régulière.
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Proposition 3.3.2 ([32]). Soit f : E → R une fonction convexe propre. Si f est continu en
un point x0 ∈ dom(f), alors x0 ∈ dom(f)◦ et f est continu sur dom(f)◦.

Démonstration. Comme x0 ∈ dom(f), on a f(x0) ∈ R. Si ε > 0, alors il existe η > 0 tel que
x ∈ B(x0, η)⇒ f(x0)−ε < f(x) < f(x0)+ε < +∞. Donc, B(x0, η) ⊂ dom(f) et x0 ∈ dom(f)◦.

A présent, soit y0 ∈ dom(f)◦ et montrons que f est continu en y0. Puisque f est convexe,
l’ensemble dom(f)◦ est convexe aussi par les propositions 3.1.4 et 1.3.3. Il existe donc z0 ∈
dom(f) tel que y0 ∈ [x0, z0[⊂ dom(f). En effet, il existe η′ > 0 tel que B(y0, η

′) ⊂ dom(f). Il
existe r > 0 tel que y0 + r(y0 − x0) ∈ B(y0, η

′) ⊂ dom(f) car limr′→0+ y0 + r′(y0 − x0) = y0. Il
suffit alors de définir z0 = y0 + r(y0 − x0). On a alors

y0 = r

1 + r
x0 + 1

1 + r
z0 = z0 + r

1 + r
(x0 − z0).

Par la proposition précédente, il suffit de trouver ε > 0 et C > 0 tels que f(x) < C pour tout
x ∈ B(y0, ε).

Au vu du résultat qui précède, il existe ε′ > 0 et C ′ > 0 tels que f(x) < C ′ pour tout
x ∈ B(x0, ε

′). On peut supposer que ε′ < η′, quitte à diminuer ε′. On considère l’application
affine suivante

T : x 7→ z0 + r

1 + r
(x− z0).

Il s’agit bien sûr d’une homothétie de centre z0 et de rapport r/(1 + r) car ‖T (x1)− T (x2)‖ =
(r/(1 + r))‖x1 − x2‖. On vérifie aisément que c’est un homéomorphisme entre B(x0, ε

′) et
B(y0,

rε′

1+r ). Posons ε = rε′

1+r . De manière évidente, B(y0, ε) ⊂ B(y0, η
′) ⊂ dom(f). Pour tout

y ∈ B(y0, ε), il existe x ∈ B(x0, ε
′) tel que y = T (x). Par convexité, on en tire que

f(y) ≤ r

1 + r
f(x) + 1

1 + r
f(z0) < r

1 + r
C ′ + 1

1 + r
f(z0) ≤ max(C ′, f(z0)).

Donc, f est borné supérieurement par max(C ′, f(z0)) au voisinage de y0, ce qui permet de
conclure.

Corollaire 3.3.1. Si f : E → R est une fonction propre convexe et s’il existe r ∈ R tel que
Γr(f)◦ 6= ∅, alors f est continu sur dom(f)◦.

Démonstration. Soit x0 ∈ Γr(f)◦. Il existe ε > 0 tel que B(x0, ε) ⊂ Γr(f). Donc, f(x) ≤ r
pour tout x ∈ B(x0, ε). Donc, f est continu en x0 par la proposition 3.3.1. Par la proposition
précédente, f est continu sur dom(f)◦.

En dimension finie, nous avons un résultat encore plus intéressant.

Lemme 3.3.1. Si E est de dimension finie n et si C est un convexe non-vide, alors C◦R est
un convexe non-vide.

Démonstration. Quitte à nous restreindre à
−−−→
aff(C) 4 et considérer C − x0 pour un x0 ∈ C, on

peut supposer que dimC = n et 0 ∈ C. On est ramené à montrer que C◦ 6= ∅ est convexe et

4. C’est un sous-espace vectoriel d’un espace de Banach de dimension finie, il est donc fermé et c’est donc
aussi un espace de Banach.
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Figure 3.1 – Le voisinage B(y0, ε) recherché de y0 est obtenu en effectuant une homothétie T
de centre z0 et de rapport r/(1 + r) à l’ensemble B(x0, ε

′).

non-vide. La convexité résulte de la proposition 1.3.3. Montrons que C◦ 6= ∅. Par la proposition
1.2.7, on a

n = max{dimS : S est un simplexe inclus dans C}.
Il existe donc a0, ..., an des points affinement indépendants de C tels que conv({a0, ..., an}) ⊂ C.
La proposition 1.4.1 montre que conv({a0, ..., an})◦ est ouvert et non-vide inclus dans C, d’où
C◦ 6= ∅.

Proposition 3.3.3. Supposons que E est de dimension finie n et soit f : E → R une fonction
propre convexe. Alors la restriction de f à dom(f)◦R est continue. En particulier f est continu
sur dom(f)◦.

Démonstration. Vu le lemme précédent, dom(f)◦R 6= ∅. Fixons x0 ∈ dom(f)◦R . Posons F =
−−−−−−−−→
aff(dom(f)). C’est un sous-espace de Banach de E. On pose f ′ : x ∈ F 7→ f(x + x0) ∈ R.
Cette fonction est propre et convexe car epi(f ′) = epi(f) − (x0, 0). On voit sans peine que
dom(f ′) = dom(f) − x0 et que

−−−−−−−−→
aff(dom(f ′)) =

−−−−−−−−→
aff(dom(f)). Montrons que f ′ est continu. La

fonction f ′ étant propre et convexe, l’ensemble dom(f ′) est convexe et non-vide. Vu le lemme
précédent, dom(f ′)◦R est un convexe non-vide. Soit z0 ∈ dom(f ′)◦R . Il existe ε > 0 tel que
B(z0, ε) ∩ aff(dom(f ′)) ⊂ dom(f ′). Comme 0 ∈ dom(f ′), on a aff(dom(f ′)) =

−−−−−−−−→
aff(dom(f)).

Soit e1, ..., em (m ≤ n) une base de
−−−−−−−−→
aff(dom(f ′)). Pour tout j ∈ {1, ...,m}, il existe µj > 0

tel que z0 ± µjej ∈ B(z0, ε) car limν→0+ z0 ± νej = z0. De plus, comme ej ∈
−−−−−−−−→
aff(dom(f ′)),

on a z0 ± νej ∈ aff(dom(f ′)) pour tout ν > 0. Posons µ = min1≤j≤m µj. Il s’ensuit que
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z0±µej ∈ B(z0, ε)∩aff(dom(f ′)) ⊂ dom(f ′) pour tout j ∈ {1, ...,m}. Par convexité, conv({z0 +
µe1, z0 − µe1, ..., z0 + µem, z0 − µem}) ⊂ dom(f ′). Par le théorème de Krein-Milman, il existe
P ⊂ {z0 + µe1, z0 − µe1, ..., z0 + µem, z0 − µem} tel que

P = ext(conv({z0 + µe1, z0 − µe1, ..., z0 + µem, z0 − µem})).

Les éléments de P sont donc affinement indépendants et conv(P ) = conv({z0 + µe1, z0 −
µe1, ..., z0 + µem, z0 − µem}). Il est clair que z0 ∈ conv(P ) et que dim conv(P ) = m = dimF .
On en tire que z0 est un point intérieur à conv(P ) dans F vu l’égalité

z0 =
m∑
j=1

1
2m(z0 + µej) +

m∑
j=1

1
2m(z0 − µej) (*)

et en utilisant la proposition 1.4.1. En effet, les points de P sont tous parmi les points z0±µej.
Les points z0 ± µej qui ne sont pas extrêmaux sont combinaisons convexes de points de P . Au
total, il existe λy > 0 pour tout y ∈ P tels que ∑y∈P λy = 1 et z0 = ∑

y∈P λyy en utilisant
(*). Donc, conv(P ) est un voisinage de z0 dans F sur lequel f ′ est borné supérieurement par
maxy∈P f ′(y) par convexité de f ′. Donc, f ′ est continu en z0. Par la proposition 3.3.2, il est
continu sur l’intérieur de dom(f ′) dans F , c’est-à-dire sur dom(f ′)◦R = dom(f)◦R − x0. Par
composition avec une fonction continue, la fonction f est continue sur dom(f)◦R .

Si dim dom(f) < n, alors dom(f)◦ = ∅ et f est évidemment continu sur ∅ puisqu’il n’y
a rien à vérifier. Si dim dom(f) = n, alors dom(f)◦R = dom(f)◦. Donc, f |dom(f)◦ est continu.
Soit x0 ∈ dom(f)◦. Soit ε > 0. Il existe un voisinage U de x0 dans dom(f)◦ tel que x ∈ U ⇒
f(x0) − ε < f(x) < f(x0) + ε. Donc, U ∩ dom(f)◦ est un voisinage de x0 dans E tel que
x ∈ U ∩ dom(f)◦ ⇒ f(x0) − ε < f(x) < f(x0) + ε, ce qui montre bien que f est continu sur
dom(f)◦.

Dans le cas général, nous devons utiliser des hypothèses plus fortes sur f pour assurer la
continuité.

Proposition 3.3.4 (AC, [32]). Soit f : E → R une fonction propre convexe et semi-continue
inférieurement. Alors f est continu sur dom(f)◦.

Démonstration. Supposons dom(f)◦ 6= ∅, le cas dom(f)◦ = ∅ étant trivial. Fixons x0 ∈
dom(f)◦. Il existe η > 0 tel que B(x0, η) ⊂ dom(f). Pour tout x ∈ E, il existe λx > 1 tel
que zx = λxx0 + (1− λx)x ∈ B(x0, η) ⊂ dom(f). On définit la fonction

fx : t ∈ R 7→ f(tx0 + (1− t)x) ∈ R.

Cette fonction est propre et convexe. En effet, si t1, t2 ∈ R et u ∈ [0, 1], alors

fx(ut1 + (1− u)t2) = f((ut1 + (1− u)t2)x0 + (1− ut1 − (1− u)t2)x)
= f(ut1(x0 − x) + (1− u)t2(x0 − x) + x)
= f(u(t1(x0 − x) + x) + (1− u)(t2(x0 − x) + x))
≤ uf(t1x0 + (1− t1)x) + (1− u)f(t2x0 + (1− t2)x)
= ufx(t1) + (1− u)fx(t2).
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La proposition précédente montre que fx est continu sur dom(fx)◦. Soit r > f(x0). On
a ]zx, x0[⊂ dom(f) pour tout x 6= x0 et on déduit que 1 ∈]0, λx[⊂ dom(fx) ; on a donc 1 ∈
dom(fx)◦ pour tout x 6= x0. Donc, fx est continu en 1 pour tout x 6= x0. Il existe donc
tx > 0 tel que f(tx0 + (1 − t)x) ∈] −∞, r[ pour tout t ∈]1 − tx, 1 + tx[⊂]0, λx[. Il s’ensuit que
tx0 + (1− t)x ∈ Γr(f) pour tout t ∈]1− tx, 1 + tx[. On peut alors montrer que

E =
+∞⋃
n=1

(
(1 + n)Γr(f)− nx0

)
. (*)

L’inclusion ⊃ est évidemment triviale. Montrons l’autre inclusion. Soit x ∈ E. Etant donné que
1 est intérieur à ]1 − tx, 1 + tx[, il existe Nx ∈ N0 tel que 1 − 1

1+Nx ∈]1 − tx, 1 + tx[, et nous
obtenons (1− 1

1+Nx )x0 + 1
1+Nxx ∈ Γr(f). On remarque que

(
1− 1

1 +Nx

)
x0 + 1

1 +Nx

x = Nx

1 +Nx

x0 + 1
1 +Nx

x

et donc, x ∈ (1+Nx)Γr(f)−Nxx0, ce qui montre (*). Vu que f est semi-continu inférieurement,
les ensembles Γγ(f) sont fermés pour tout γ ∈ R. L’égalité (*) montre que E est un espace
métrique complet et une union dénombrable de fermés. Par le théorème de Baire, il existe
n ∈ N0 tel que le fermé

(1 + n)Γr(f)− nx0

est d’intérieur non-vide. Donc Γr(f)◦ 6= ∅. On conclut à l’aide du corollaire 3.3.1.

3.4 Convexité et différentiabilité
Lorsqu’une fonction est définie sur un espace de Banach quelconque, on peut aussi définir

la notion de dérivabilité.

Définition 3.4.1. Soit f : E → R. On dit que f admet une dérivée directionnelle en x ∈ E de
direction h ∈ E si et seulement si

lim
t→0+

f(x+ th)− f(x)
t

existe dans R. Dans ce cas, cette limite est la dérivée directionnelle de f en x dans la direction h
et elle est notée f∗x(h) . La fonction f sera dite G-différentiable (Gâteaux-différentiable) en x si
et seulement si f∗x(h) existe dans R pour tout h ∈ E et si la fonction f∗x : h ∈ E 7→ f∗x(h) ∈ R
est linéaire et continue. Dans ce cas, la dérivée de Gâteaux de f (ou le gradient de f) en x est
définie par ∇f(x) = f∗x . La fonction f sera F-différentiable (Fréchet-différentiable) en x s’il
existe ξ ∈ E∗ tel que

lim
h→0

|f(x+ h)− f(x)− 〈ξ, h〉|
‖h‖

= 0.

L’application linéaire ξ de la définition est évidemment unique et on la note df(x). C’est la
dérivée de Fréchet (ou différentielle) de f en x.

La propriété de F-différentiabilité est plus forte que celle de G-différentiabilité, comme en
atteste la propriété suivante.
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Proposition 3.4.1. Si f : E → R est propre et F-différentiable en x ∈ dom(f)◦, alors f est
G-différentiable et continu en x et df(x) = ∇f(x).

Démonstration. Soit h ∈ E et fixons ε > 0. Comme f est F-différentiable, il existe η > 0 tel
que

‖h′‖ < η ⇒ |f(x+ h′)− f(x)− 〈df(x), h′〉|
‖h′‖

<
ε

‖h‖
.

Donc, si |t| < η
‖h‖ , alors∣∣∣∣f(x+ th)− f(x)

t
− 〈df(x), h〉

∣∣∣∣ = ‖h‖|f(x+ th)− f(x)− 〈df(x), th〉|
‖th‖

< ε.

Ceci montre que
lim
t→0+

f(x+ th)− f(x)
t

= 〈df(x), h〉

pour tout h ∈ E. Comme df(x) est linéaire et continu par définition, on en tire que f est
G-différentiable en x et que ∇f(x) = df(x).

Montrons que f est continu en x. Soit ε > 0. Lorsque y est suffisamment proche de x, on a
y ∈ dom(f)◦ et

|f(y)− f(x)| ≤ ‖y − x‖|f(y)− f(x)− 〈df(x), y − x〉|
‖y − x‖

+ |〈df(x), y − x〉|. (*)

Comme df(x) est continu, il existe η1 > 0 tel que |〈df(x), y − x〉| < ε/2 si ‖y − x‖ < η1. La
fonction f étant F-différentiable en x, il existe η2 > 0 tel que

‖y − x‖ < η2 ⇒
|f(y)− f(x)− 〈df(x), y − x〉|

‖y − x‖
<
ε

2 .

Si on pose η = min(1, η1, η2), alors, vu (*), on a

‖y − x‖ < η ⇒ |f(y)− f(x)| < ε.

La réciproque est fausse. Considérons par exemple la fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) =
{ |x3|y

x4+y2 si (x, y) 6= (0, 0)
0 si (x, y) = (0, 0)

La fonction est G-différentiable en (0, 0) et ∇f(0, 0) = 0 comme on le vérifie aisément. Par
l’absurde, supposons que f est aussi F-différentiable en (0, 0). On doit avoir df(0, 0) = 0 et

lim
(h1,h2)→(0,0)

|f(th1, th2)− f(0, 0)− 〈df(0, 0), (h1, h2)〉|√
h2

1 + h2
2

= 0,

c’est-à-dire
lim

(x,y)→(0,0)

x6y2

x10 + x2y4 + 2x6y2 + x8y2 + y6 + 2x4y4 = 0
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en renommant h1 et h2 et en élevant la limite au carré. Cependant, si y = x2, on voit que

lim
(x,x2)→(0,0)

1
4(x2 + 1) = 1

4 6= 0

et on obtient une contradiction.

Proposition 3.4.2 ([32]). Si f : E → R est propre et G-différentiable sur un ouvert convexe
U inclus dans dom(f) et si ∇f : E → E∗ est une application lipschitzienne de constante de
Lipschitz L > 0 sur U , alors

f(y) ≤ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+ L

2 ‖y − x‖
2 ∀x, y ∈ U.

En particulier, f est continu sur U .

Démonstration. Soient x, y ∈ U et posons h = y−x. On peut supposer que x 6= y car l’inégalité
est triviale si x = y. On définit g(t) = f(x+th) pour tout t ∈ [0, 1]. Par convexité, on a x+th ∈ U
pour tout t ∈ [0, 1]. Comme f est G-différentiable, la fonction g est dérivable en t. En effet, la
limite suivante existe et est finie

lim
u→0+

g(t+ u)− g(t)
u

= lim
u→0+

f(x+ th+ uh)− f(x+ th)
u

= 〈∇f(x+ th), h〉.

La limite ci-dessus avec u→ 0− nous procure le même résultat, comme on le vérifie aisément.
Cette quantité équivaut donc à dg/dt. Etant donné que ∇f est lipschitzien sur U , ∇f est aussi
continu sur U . De plus, Jh est continu aussi. Par composition de fonctions continues, dg/dt est
continu sur [0, 1], donc intégrable sur [0, 1]. On obtient

∫ 1

0
〈∇f(x+ th), h〉 dt =

∫ 1

0

dg

dt
(t) dt = g(1)− g(0) = f(y)− f(x)

et par conséquent

f(y)− f(x) =
∫ 1

0
〈∇f(x), h〉 dt+

∫ 1

0
〈∇f(x+ th)−∇f(x), h〉 dt

≤ 〈∇f(x), h〉+
∫ 1

0
‖∇f(x+ th)−∇f(x)‖∗ ‖h‖ dt

≤ 〈∇f(x), h〉+ L‖h‖2
∫ 1

0
|t| dt

= 〈∇f(x), h〉+ L

2 ‖h‖
2

d’où l’inégalité recherchée. La continuité de f sur U est une conséquence immédiate de l’inégalité
démontrée.

Montrons que dans le cas d’une fonction convexe, la dérivée directionnelle existe dans R en
tout point du domaine et dans toute direction. C’est la conséquence de la proposition suivante.
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Proposition 3.4.3 ([4]). Soit f : E → R est une fonction propre convexe, alors pour tout
x ∈ dom(f) et tout h ∈ E, la fonction ∆f :]0,+∞[→ R définie par

(∆f)(t) = f(x+ th)− f(x)
t

est croissante. Il s’ensuit que f∗x(h) existe dans R pour tout x ∈ dom(f) et tout h ∈ E et on a

f∗x(h) = inf
t>0

f(x+ th)− f(x)
t

∀x ∈ dom(f) ∀h ∈ E.

Démonstration. Supposons que s < t. Nous devons montrer que

f(x+ sh)− f(x)
s

≤ f(x+ th)− f(x)
t

c’est-à-dire
f(x+ sh) ≤ s

t
f(x+ th) +

(
1− s

t

)
f(x).

Posons λ = s/t. On a f(x+ sh) = f(λ(x+ th) + (1−λ)x) et on conclut par convexité de f .

Voici d’autres propriétés utiles de la dérivée directionnelle d’une fonction convexe.

Proposition 3.4.4 ([4]). Soit f : E → R une fonction propre convexe et x ∈ dom(f). Alors f
admet une dérivée directionnelle en x et les assertions suivantes sont vérifiées :
(i) Pour tout y ∈ E, on a f∗x(y − x) ≤ f(y)− f(x).
(ii) La fonction f∗x est sous-linéaire.
(iii) La fonction f∗x est convexe, epi(f∗x) est un cône convexe et

dom(f∗x) = cone(dom(f)− x).

La fonction est propre si x ∈ dom(f)◦R.

Démonstration. (i) Par convexité, on a

f(x+ t(y − x)) = f((1− t)x+ ty)) ≤ (1− t)f(x) + tf(y) ∀t ∈]0, 1[.

Donc,
f(x+ t(y − x))− f(x)

t
≤ f(y)− f(x) ∀t ∈]0, 1[.

La conclusion s’ensuit par passage à la limite pour t→ 0+.

(ii) Soient h ∈ E et λ ≥ 0. On a

f∗x(λh) = lim
t→0+

f(x+ tλh)− f(x)
t

= λ lim
t→0+

f(x+ tλh)− f(x)
tλ

= λ lim
u→0+

f(x+ uh)− f(x)
u

= λf∗x(h).

Soient h1, h2 ∈ E. Nous devons montrer que f∗x(h1 + h2) ≤ f∗x(h1) + f∗x(h2), c’est-à-dire

inf
t>0

f(x+ th1 + th2)− f(x)
t

≤ inf
t>0

f(x+ th1)− f(x)
t

+ inf
t>0

f(x+ th2)− f(x)
t

.
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Soient t1, t2 > 0. On a successivement

f(x+ t1h1)− f(x)
t1

+ f(x+ t2h2)− f(x)
t2

=t2f(x+ t1h1) + t1f(x+ t2h2)− (t1 + t2)f(x)
t1t2

=(t1 + t2)
t2

t1+t2f(x+ t1h1) + t1
t1+t2f(x+ t2h2)− f(x)
t1t2

≥
f(x+ t1t2

t1+t2h1 + t1t2
t1+t2h2)− f(x)

t1t2
t1+t2

car f est convexe

=f(x+ u(h1 + h2))− f(x)
u

si u = t1t2
t1 + t2

≥f∗x(h1 + h2)

Comme t1 et t2 sont arbitraires dans ]0,+∞[, on obtient l’inégalité voulue.

(iii) Montrons que la fonction f∗x est convexe. Comme f∗x(0) = 0, on a epi(f∗x) 6= ∅. Soient
(h1, y1), (h2, y2) ∈ epi(f∗x) et λ ∈ [0, 1]. Il faut montrer que f∗x(λh1+(1−λ)h2) ≤ λy1+(1−λ)y2.
Cela résulte directement de (ii). Le fait que epi(f∗x) est un cône convexe est une conséquence
immédiate de la sous-linéarité de f∗x. Vu (i), on sait que dom(f)−x ⊂ dom(f∗x). Comme f est
sous-linéaire, il est clair que dom(f∗x) est un cône convexe. Donc, cone(dom(f)−x) ⊂ dom(f∗x).
Soit h ∈ dom(f∗x). Comme f∗x(h) < +∞, il existe C ∈ R tel que

inf
t>0

f(x+ th)− f(x)
t

< C.

Donc, il existe t > 0 tel que (f(x + th) − f(x))/t < C. On en déduit que f(x + th) < +∞
et x + th ∈ dom(f). On a alors h = 1

t
((x + th) − x) ∈ cone(dom(f) − x), d’où dom(f∗x) ⊂

cone(dom(f)− x). La fonction f∗x est propre lorsque x ∈ dom(f)◦R . Sinon, on a f∗x(h) = −∞
pour tout h ∈ dom(f∗x)◦R par la proposition 3.1.5. Donc f∗x(λh) = λf∗x(h) = −∞ pour tout
h ∈ dom(f∗x)◦R et tout λ > 0. Nous remarquons que 0 ∈ dom(f∗)◦R car

0 = x− x ∈ dom(f)◦R − x ⊂ cone(dom(f)− x)◦R .

En effet, si z ∈ dom(f)◦R−x = (dom(f)−x)◦R , alors il existe ε > 0 tel que B(z, ε)∩aff(dom(f)−
x) ⊂ dom(f)− x ⊂ cone(dom(f)− x) et

aff(dom(f)− x) =
−−−−−−−−−−−→
aff(dom(f)− x) = aff(cone(dom(f)− x)).

Ainsi, 0 ∈ dom(f∗x)◦R et f∗x(0) = −∞, d’où une absurdité.

Corollaire 3.4.1 ([32]). Soit f : E → R une fonction propre convexe et x0 ∈ dom(f). Si
f est continu en x0 alors f∗x0(h) est fini pour tout h ∈ E et l’application f∗x0 : E → R est
lipschitzienne sur E. En particulier, elle est continue sur E.

Démonstration. Pour la première partie, il suffit de prouver que cone(dom(f)− x0) = E. L’in-
clusion ⊂ est évidemment triviale. Soit x ∈ E. Nous devons trouver y ∈ dom(f) et λ ≥ 0
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tels que x = λ(y − x0). Si x = 0, on prend λ = 0 et y quelconque dans dom(f). Supposons
que x 6= 0. Dans ce cas, il faut que λ > 0 et que y = x0 + 1

λ
x. Par la proposition 3.3.2, on a

x0 ∈ dom(f)◦. Comme limλ→+∞ x0 + 1
λ
x = x0, il existe λ0 > 0 tel que x0 + 1

λ0
x ∈ dom(f). On

note y cet élément. Ceci montre que x = λ0(y − x0) ∈ cone(dom(f)− x0).

Pour la seconde partie, soit h ∈ E. Par la proposition 3.3.1, il existe L > 0 et ε > 0
tels que f est L-lipschitzien sur B(x0, ε) ⊂ dom(f). Nous savons qu’il existe η > 0 tel que
x0 + th ∈ B(x0, ε) si t ∈]0, η[. Il en découle que |f(x0 + th) − f(x0)| ≤ Lt‖h‖ si t ∈]0, η[. En
passant à la limite lorsque t→ 0+, nous obtenons |f∗x0(h)| ≤ L‖h‖. Donc, f∗x0 est L-lipschitzien
sur E tout entier et par conséquent, cette fonction est continue sur E.

Pour trouver une condition de G-différentiabilité pour les fonctions convexes, nous aurons
besoin d’éléments du calcul sous-différentiel qui seront exposés à la section suivante. Abordons
à présent les dérivées secondes.

Définition 3.4.2. Soient (F1, ‖ · ‖1) et (F2, ‖ · ‖2) des espaces de Banach. Une fonction f :
F1 → F2 admet une dérivée directionnelle en x ∈ F1 dans la direction h ∈ F1 s’il existe y ∈ F2
tel que

lim
t→0+

∥∥∥∥f(x+ th)− f(x)
t

− y
∥∥∥∥

2
= 0.

Un tel y étant unique, on le note usuellement f∗x(h).

Si f : E → R est une fonction définie sur un espace de Banach E, alors f est G-différentiable
à l’ordre 2 en x ∈ E si f est G-différentiable sur un voisinage de x, si ∇f : E → E∗ admet
une dérivée directionnelle en x dans toute direction et si (∇f)∗x : E → E∗ est linéaire et
continu. Dans ce cas, la dérivée de Gâteaux seconde (ou la hessienne) de f en x est définie par
∇2f(x) = (∇f)∗x, c’est-à-dire

∇2f(x)h = lim
t→0+

∇f(x+ th)−∇f(x)
t

∀h ∈ E,

la limite étant prise dans E∗ muni de la topologie forte. On dira que f est F-différentiable à
l’ordre 2 en x ∈ E s’il existe T : E → E∗ une application linéaire continue telle que

lim
h→0+

‖df(x+ h)− df(x)− T (h)‖∗
‖h‖

= 0.

Dans ce cas, l’application T sera la dérivée de Fréchet seconde (ou différentielle seconde) de f
en x. Elle est unique et est notée d2f(x).

Remarque 3.4.1. Il n’est pas bien difficile de voir que ∇2f(x) est la matrice hessienne si f est
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une fonction définie sur Rn. En effet, il est connu que ∇f(x) = (∂x1f(x) · · · ∂xnf(x)). Donc,

∇2f(x)h = lim
t→0+

(
∂x1f(x+ th)− ∂x1f(x)

t
· · · ∂xnf(x+ th)− ∂xnf(x)

t

)
=
(

(∂x1f)∗x(h) · · · (∂xnf)∗x(h)
)

=
( n∑
i=1

∂xix1f(x)hi · · ·
n∑
i=1

∂xixnf(x)hi
)

=
(
h1 · · · hn

)

∂2
x1f(x) ∂x1x2f(x) · · · ∂x1xnf(x)

∂x2x1f(x) ∂2
x2f(x) · · · ∂x2xnf(x)

... ... . . . ...
∂xnx1f(x) ∂xnx2f(x) · · · ∂2

xnf(x)

 .

Assez naturellement, on retrouve le théorème de Taylor.

Proposition 3.4.5 (Théorème de Taylor, [32]). Soit f : E → R, un ouvert U ⊂ dom(f)
convexe de E contenant x et supposons que f est G-différentiable en x à l’ordre deux. Alors,
pour tout h ∈ E, on a

f(x+ th) = f(x) + t〈∇f(x), h〉+ t2

2 〈∇
2f(x)h, h〉+ o(t2)

si t→ 0.

Démonstration. Soit ε > 0 tel que x + th ∈ U pour tout t ∈] − ε, ε[. Définissons la fonction
g :] − ε, ε[→ R par g(t) = f(x + th). Il est clair que g est dérivable en tout point car, d’une
part,

lim
u→0+

f(x+ th+ uh)− f(x+ th)
u

= 〈∇f(x+ th), h〉

et d’autre part, la limite ci-dessus avec u → 0− nous donne le même résultat. Cela étant, on
voit que g admet une dérivée seconde car

lim
u→0+

dg
dt

(t+ u)− dg
dt

(t)
u

= lim
u→0+

〈∇f(x+ th+ uh)−∇f(x+ th)
u

, h
〉

= lim
u→0+

Jh
(∇f(x+ th+ uh)−∇f(x+ th)

u

)
= Jh(∇2f(x+ th)h) par continuité de Jh
= 〈∇2f(x+ th)h, h〉.

Il suffit finalement d’appliquer le théorème de Taylor dans R à la fonction g au voisinage de 0.
On obtient

g(t) = g(0) + t
dg

dt
(0) + t2

2
d2g

dt2
(0) + o(t2)

si t→ 0 et on s’aperçoit que c’est bien la formule attendue.

Lorsqu’une fonction est différentiable, nous pouvons déduire des critères de convexité à
partir des dérivées calculées, tout comme c’est le cas des fonctions réelles et le critère de la
dérivée première.
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Proposition 3.4.6 ([32]). Soit f : E → R une fonction propre G-différentiable sur un ouvert
convexe U de E inclus dans dom(f). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La fonction f est convexe sur U .
(ii) On a 〈∇f(x), y − x〉 ≤ f(y)− f(x) pour tout x, y ∈ U .
(iii) On a 〈∇f(x)−∇f(y), x− y〉 ≥ 0 pour tout x, y ∈ U .

Si, de plus, f est G-différentiable au second ordre, alors ces assertions sont équivalentes à :
(iv) L’application ∇2f(x) : E → E∗ est semi-définie positive pour tout x ∈ U , i.e., 〈∇2f(x)h, h〉 ≥
0 pour tout x ∈ U et tout h ∈ E.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) : Supposons f convexe. Par la proposition 3.4.4, on a f∗x(y − x) ≤
f(y)−f(x) pour tout x, y ∈ U . Comme f est G-différentiable, on a f∗x = ∇f(x) et la conclusion
s’ensuit.

(ii)⇒ (iii) : Si x, y ∈ U , on a, vu (ii) :

〈∇f(x)−∇f(y), x− y〉 = −〈∇f(x), y − x〉 − 〈∇f(y), x− y〉
≥ f(x)− f(y) + f(y)− f(x) = 0,

d’où la conclusion.

(iii) ⇒ (i) : Posons g(λ) = f(λx + (1 − λ)y) − λf(x) − (1 − λ)f(y) pour tout λ ∈ [0, 1].
Nous devons montrer que g ≤ 0 sur [0, 1]. On voit tout d’abord que la fonction g est dérivable
sur l’ouvert ]0, 1[ et que

dg

dλ
(λ) = d

dλ
(f(y + λ(x− y))− λf(x)− (1− λ)f(y))

= 〈∇f(y + λ(x− y)), x− y〉 − f(x) + f(y).

Supposons que 0 < λ1 < λ2 < 1. On a
dg

dλ
(λ1)− dg

dλ
(λ2) = 〈∇f(y + λ1(x− y))−∇f(y + λ2(x− y)), x− y〉

= 1
λ1 − λ2︸ ︷︷ ︸

<0

〈∇f(y + λ1(x− y))−∇f(y + λ2(x− y)), (λ1 − λ2)(x− y)〉︸ ︷︷ ︸
≥0 vu (iii)

≤ 0.

Donc, dg/dλ est une fonction croissante. De plus, on voit que g(0) = g(1) = 0. Par le théorème
de Rolle, il existe λ0 ∈]0, 1[ tel que la dérivée de g s’annule en λ0. Etant donné que dg/dλ est
croissant, on a dg/dλ ≤ 0 sur [0, λ0] et dg/dλ ≥ 0 sur [λ0, 1]. Il s’ensuit que g est décroissant
sur [0, λ0] et croissant sur [λ0, 1]. Au final, g ≤ 0 sur [0, 1] et la proposition est démontrée.

A présent, supposons que f est G-différentiable au second ordre. Il suffit de montrer que
(iii)⇒ (iv)⇒ (i).

(iii)⇒ (iv) : Rappelons que

∇2f(x)h = lim
t→0+

∇f(x+ th)−∇f(x)
t

∀x ∈ U ∀h ∈ E.
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Donc, pour tout h ∈ E, on a

〈∇2f(x)h, h〉 = lim
t→0+

〈∇f(x+ th)−∇f(x)
t

, h
〉

par continuité de Jh. Soient x ∈ U et h ∈ E. Comme U est ouvert, il existe η > 0 tel que
x+ th ∈ U pour tout t ∈]0, η[. Vu (iii), on obtient

t ∈]0, η[⇒ 〈∇f(x+ th)−∇f(x), th〉 ≥ 0.

En divisant cette inégalité par t2 et en passant à la limite t→ 0+, on obtient 〈∇2f(x)h, h〉 ≥ 0
par continuité de Jh.

(iv)⇒ (i) : Définissons g de la même façon que pour l’implication (iii)⇒ (i). On voit que
g est deux fois dérivable car

lim
µ→0+

dg
dλ

(λ+ µ)− dg
dλ

(λ)
µ

= lim
µ→0+

〈∇f(y + (λ+ µ)(x− y))−∇f(y + λ(x− y))
µ

, x− y
〉

= 〈∇2f(y + λ(x− y))(x− y), x− y〉 ≥ 0 vu (iv)

Donc, dg
dλ

est croissant et on peut reproduire la fin du raisonnement de l’implication (iii) ⇒
(i).

En adaptant la preuve ci-dessus, on sait montrer la version strictement convexe de la pro-
priété précédente.

Proposition 3.4.7 ([32]). Soit f : E → R une fonction propre G-différentiable sur un ouvert
convexe U de E inclus dans dom(f). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La fonction f est strictement convexe sur U .
(ii) On a 〈∇f(x), y − x〉 < f(y)− f(x) pour tout x, y ∈ U tels que x 6= y.
(iii) On a 〈∇f(x)−∇f(y), x− y〉 > 0 pour tout x, y ∈ U tels que x 6= y.

Si, de plus, f est G-différentiable au second ordre, alors ces assertions sont équivalentes à :
(iv) L’application ∇2f(x) : E → E∗ est définie positive pour tout x ∈ U , i.e., 〈∇2f(x)h, h〉 > 0
pour tout x ∈ U et tout h ∈ E.

Il est possible de démontrer qu’une fonction propre convexe de Rn de domaine ouvert est
F-différentiable presque partout. Avant d’aborder ce résultat, montrons que la convexité faci-
lite davantage la vérification de la différentiabilité. Une condition suffisante de différentiabilité
est d’être continûment dérivable en dimension finie [38]. Si la fonction est convexe, il suffit
simplement que la fonction soit dérivable comme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.4.8. Soit une fonction propre convexe f : Rn → R de domaine ouvert. Si f est
dérivable en x0 ∈ dom(f), alors f est F-différentiable en x0.

Démonstration. Notons e1, ..., en la base canonique de Rn. Comme le domaine est ouvert, il
existe R > 0 tel que B(x0, R) ⊂ dom(f). Posons

g(h) = f(x0 + h)− f(x0)− ∂f

∂x
(x0)h ∀h ∈ B(0, R)



Chapitre 3. Fonctions convexes et transformées de Legendre 79

où ∂f
∂x

(x0) dénote la matrice jacobienne de f en x0. Il suffit de montrer que

lim
h→0

|g(h)|
|h|

= 0.

On étend cette fonction par +∞ en dehors de B(0, R). Vu que f est convexe, on en tire que g
est convexe aussi. Il en découle que

0 = g(0) = g
(−h+ h

2

)
≤ g(−h) + g(h)

2 .

Par conséquent, g(h) ≥ −g(−h) pour tout h ∈ B(0, R). Ensuite, si |h| < R/n, alors

g(h) = g
( 1
n

n∑
k=1

nhkek

)
≤ 1
n

n∑
k=1

g(nhkek) =
∑

1≤k≤n
hk 6=0

hk
g(nhkek)
nhk

≤ |h|
∑

1≤k≤n
hk 6=0

∣∣∣∣g(nhkek)
nhk

∣∣∣∣.
En procédant de la même manière, on obtient

g(−h) ≤ |h|
∑

1≤k≤n
hk 6=0

∣∣∣∣g(−nhkek)
nhk

∣∣∣∣.
Au total, on a

−|h|
∑

1≤k≤n
hk 6=0

∣∣∣∣g(−nhkek)
nhk

∣∣∣∣ ≤ −g(−h) ≤ g(h) ≤ |h|
∑

1≤k≤n
hk 6=0

∣∣∣∣g(nhkek)
nhk

∣∣∣∣.
On remarque que ∣∣∣∣g(nhkek)

nhk

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f(x0 + nhkek)− f(x0)− nhk∂kf(x0)

nhk

∣∣∣∣→ 0

si hk → 0 car f est dérivable en x0. On peut faire la même remarque pour |g(−nhkek)|/|nhk|.
Donc g(h)/|h| → 0 si h → 0. Puisque −g(h) ≤ g(−h), on montre de façon similaire que
−g(h)/|h| → 0 et la preuve est achevée.

Lemme 3.4.1 (Lemme des trois cordes). Soit f : R → R une fonction propre convexe. Si
x < y < z, alors

f(y)− f(x)
y − x

≤ f(z)− f(x)
z − x

≤ f(z)− f(y)
z − y

.

Démonstration. C’est une simple reformulation de la proposition 3.4.3.

Lemme 3.4.2 (AC). Soit f : R→ R une fonction propre convexe de domaine ouvert. Alors

F = {x ∈ dom(f) : f n’est pas dérivable en x}

est dénombrable.
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Démonstration. Notons

D+f(x) = lim
t→0+

f(x+ t)− f(x)
t

et D−f(x) = lim
t→0−

f(x+ t)− f(x)
t

.

On a donc
F = {x ∈ dom(f) : D−f(x) < D+f(x)}.

On définit l’application x ∈ F 7→ rx ∈ Q où rx est un nombre rationnel que l’on choisit dans
]D−f(x), D+f(x)[. Cette application est injective car

x ≤ y ⇒ D−f(x) ≤ D+f(x) ≤ D−f(y) ≤ D+f(y)

et ]D−f(x), D+f(x)[∩]D−f(y), D+f(y)[= ∅. En effet, il est déjà connu que D−f(x) ≤ D+f(x).
Il suffit de montrer que D+f(x) ≤ D−f(y) si x < y, c’est-à-dire

lim
u→x+

f(u)− f(x)
u− x

≤ lim
u→y−

f(u)− f(y)
u− y

.

Si x < y, soit z ∈]x, y[. Le lemme des trois cordes montre que

f(z)− f(x)
z − x

≤ f(y)− f(x)
y − x

≤ f(y)− f(z)
y − z

et on a l’inégalité voulue en passant successivement à la limite pour z → x+ puis z → y−. Donc
F est dénombrable.

Proposition 3.4.9 ([31]). Supposons que E est de dimension finie. Si f : E → R est une
fonction propre convexe de domaine ouvert, alors f est F-différentiable presque partout sur
dom(f).

Démonstration. Notons U le domaine de f et fixons une base e1, ..., en de E. Nous envisageons
deux cas. Dans un premier temps, on suppose que U est borné. La fonction f est F-différentiable
en x0 ∈ E si et seulement si f∗x0 : E → R existe et est une application linéaire. La différen-
tielle est alors représentée par la matrice jacobienne car f∗x0(ei) = ∂if(x0). Evidemment, cette
représentation matricielle dépend de la base choisie. Il est clair que f est F-différentiable en x0
si f est continûment dérivable. Posons

Em = {x ∈ U : ∂mf(x) n’existe pas}

pour tout m ∈ {1, ..., n}. Vu la proposition précédente, il suffit de montrer que Em est négli-
geable pour tout m ∈ {1, ..., n}. Par convexité, nous savons que f∗x(h) existe dans R pour tout
x ∈ U et tout h ∈ E. Par définition, ∂mf(x) existe et est fini si et seulement si f∗x(em) existe,
est fini et vaut −f∗x(−em) 5. Par conséquent,

Em = {x ∈ U : −f∗x(−em) < f∗x(em)}

car
0 = f∗x(0) = f∗x

(
h− h

2

)
≤ f∗x(h) + f∗x(−h)

2 .

5. On rappelle que notre définition de la dérivée directionnelle est donnée par une limite à droite. La dérivée
ordinaire existe si et seulement si la limite à droite et à gauche existent et sont égales.
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Par convexité, la fonction f est continue sur U , donc mesurable et les fonctions x ∈ U 7→
f∗x(−em) et x ∈ U 7→ f∗x(−h) sont limites ponctuelles de fonctions mesurables. Il s’ensuit que
Em est un ensemble mesurable. Puisque U est supposé borné, l’ensemble Em est de mesure
finie. La mesure de Lebesgue de Em vaut∫

Rn
χEm(x)dx =

∫
R
· · ·

∫
R
χEm(x) dx1 · · · dxn = 0

car
∫
R χEm(x)dxm = 0. De fait, xm 7→ f(x1, ..., xm, ..., xn) est une fonction convexe et est non-

dérivable en un nombre dénombrable de points du domaine par le lemme précédent. Donc,
xm 7→ χEm(x1, ..., xm, ..., xn) est nul presque partout. Au total, Em est négligeable pour tout
m ∈ {1, ..., n}. Si on suppose que U n’est pas borné, alors les ensembles Em ∩ B(0, k) sont
négligeables par la partie précédente. Donc Em = ∪+∞

k=0Em ∩B(0, k) est négligeable.

En dimension infinie, il faut faire diverses hypothèses supplémentaires pour obtenir un
résultat moins puissant. Le lecteur intéressé peut consulter par exemple [33].

3.5 Sous-différentiel d’une fonction
Dans cette section, nous allons introduire les éléments du calcul sous-différentiel, très utile

lorsqu’une fonction n’est pas différentiable et outil fondamental de l’analyse convexe. Ceci nous
permettra en particulier de montrer un critère de G-différentiabilité pour les fonctions convexes.
Intuitivement, lorsqu’on a une fonction f : R → R dérivable en un point x ∈ R, la dérivée en
ce point décrit la pente de la tangente en (x, f(x)). L’idée du sous-différentiel d’une fonction en
un point est de remplacer le concept de tangente par celui d’hyperplan d’appui. Ainsi, sachant
qu’un point frontière d’un convexe peut posséder plusieurs hyperplans d’appui, on s’attend à
ce que le sous-différentiel soit un ensemble qui peut éventuellement posséder plusieurs points.

Définition 3.5.1. Soient M et N des ensembles. Une multifonction est une application F :
M → P(N). On notera usuellement une multifonction F : M ⇒ N . Son domaine est défini par

dom(F) = {x ∈M : F(x) 6= ∅}

et son image par
im(F) = {y ∈ N : ∃x ∈M y ∈ F(x)} =

⋃
x∈M
F(x).

Si F : M ⇒ N est une multifonction, alors la multifonction inverse F−1 : N ⇒ M est définie
par

F−1(y) = {x ∈M : y ∈ F(x)} ∀y ∈ N.

Remarque 3.5.1. L’image d’une multifonction n’est pas à confondre avec l’image d’une ap-
plication.

On peut donner aisément quelques exemples élémentaires.

Exemple 3.5.1. (i) La multifonction racine carrée
√
· : C⇒ C définie par

√
z =

{√
|z|e

i arg(z)
2 ,−

√
|z|e

i arg(z)
2

}
.
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(ii) Toute fonction f peut être vue comme une multifonction en associant à chaque point le
singleton de l’image.
(iii) La multifonction application inverse : si f : N →M est une application quelconque, alors
la multifonction réciproque f−1 : M ⇒ N est définie par f−1(y) = {x ∈ N : f(x) = y} et elle
correspond à la multifonction inverse de la définition 3.5.1.

Rappelons que si f est convexe et G-différentiable, alors son gradient en x, à savoir ∇f(x),
appartient à E∗ et vérifie l’inégalité 〈∇f(x), y − x〉 ≤ f(y)− f(x) pour tout y ∈ E. L’idée est
de généraliser le concept de gradient en remplaçant ∇f(x) par un élément du dual E∗ dans
cette inégalité. C’est la notion de sous-gradient.

Définition 3.5.2. Si f : E → R est une fonction, alors un sous-gradient de f en x ∈ dom(f)
est un élément ξ ∈ E∗ tel que

〈ξ, y − x〉 ≤ f(y)− f(x), ∀y ∈ E

lorsque f(x) est fini. Le sous-différentiel de f est la multifonction ∂f : E ⇒ E∗ telle que ∂f(x)
désigne l’ensemble des sous-gradients de f en x. Par convention, on pose ∂f(x) = ∅ si f(x) est
infini. On dira que f est sous-différentiable en x ∈ E si et seulement si ∂f(x) 6= ∅.

Voici une interprétation géométrique du sous-gradient.

Proposition 3.5.1. Si f : E → R est une fonction et si ξ ∈ E∗ est un sous-gradient de f en
x ∈ E, alors ξ définit un hyperplan d’appui de epi(f) en (x, f(x)).

Démonstration. Supposons que ξ ∈ E∗ vérifie

〈ξ, y − x〉 ≤ f(y)− f(x) ∀y ∈ E.

Il est clair que l’hyperplan H d’équation 〈ξ, x′ − x〉 = y′ − f(x) en (x′, y′) ∈ E × R contient
(x, f(x)). Si (x′, y′) ∈ epi(f), alors y′ ≥ f(x′). Par hypothèse, on a 〈ξ, x′ − x〉 ≤ f(x′)− f(x) ≤
y′− f(x). Il s’ensuit que epi(f) est inclus dans le demi-espace d’équation 〈ξ, x′−x〉 ≤ y′− f(x)
(d’inconnue (x′, y′)) défini par H.

Nous voyons que la sous-différentiabilité implique la semi-continuité inférieure.

Proposition 3.5.2 ([4]). Si f : E → R est une fonction propre, alors dom(∂f) ⊂ dom(f). De
plus, si f est sous-différentiable en x, alors f est semi-continu inférieurement en x.

Démonstration. Soit ξ ∈ ∂f(x). On a donc 〈ξ, y−x〉+f(x) ≤ f(y) pour tout y ∈ E. En passant
à la limite inférieure, nous avons bien sûr f(x) ≤ lim infy→x f(y) ; d’où la conclusion.

Montrons que la notion de sous-gradient généralise bien celle de dérivée pour des fonctions
non-différentiables.

Proposition 3.5.3 ([32]). Soit f : E → R une fonction propre convexe G-différentiable en
x ∈ E. Alors x ∈ dom(∂f) et ∂f(x) = {∇f(x)}.
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Démonstration. Il suffit de montrer que ∂f(x) = {∇f(x)}. D’abord, il est clair que ∇f(x) ∈
∂f(x) vu la proposition 3.4.6. Donc, ∂f(x) 6= ∅ et x ∈ dom(∂f). Ensuite, soit ξ ∈ ∂f(x). Par
définition, on a 〈ξ, y − x〉 ≤ f(y)− f(x) pour tout y ∈ E. Donc, 〈ξ, h〉 ≤ f(x+ h)− f(x) pour
tout h ∈ E et il s’ensuit que

〈ξ, h〉 ≤ f(x+ th)− f(x)
t

∀h ∈ E t > 0.

Si t→ 0+, alors 〈∇f(x)−ξ, h〉 ≥ 0. On a cette inégalité pour tout h ∈ E. Donc, 〈∇f(x)−ξ, h〉 ≤
0 pour tout h ∈ E en changeant le signe de h et en utilisant la linéarité de ∇f(x) − ξ. D’où
ξ = ∇f(x).

Nous avons vu que dom(∂f) ⊂ dom(f), mais l’autre inclusion n’est pas nécessairement vraie.
La proposition qui vient d’être démontrée nous permet de construire aisément des fonctions qui
ne vérifient pas dom(∂f) = dom(f). Par exemple, nous pouvons considérer f(x) = −

√
x sur

[0,+∞[ et f(x) = +∞ si x < 0. Nous savons que le gradient de f coïncide avec la dérivée
ordinaire et que f est bien deux fois différentiable sur ]0,+∞[. On a ∇f(x) = −1/(2

√
x)

et ∇2f(x) = 1/(4
√
x3) si x ∈]0,+∞[. Comme 〈∇2f(x)h, h〉 = h2/(4

√
x3) ≥ 0 pour tout

x ∈]0,+∞[, on conclut que f est une fonction convexe. Ensuite, la proposition précédente
montre que ∂f(x) = {−1/2

√
x} pour tout x ∈]0,+∞[. Nous savons que dom(f) = [0,+∞[.

Montrons que f n’est pas sous-différentiable en 0. Sinon, il existe ξ ∈ R∗ ' R tel que
〈ξ, y − 0〉 ≤ f(y) − f(0) pour tout y ∈ R. Donc, ξy ≤ −√y pour tout y ∈ [0,+∞[. On
en déduit que ξ ≤ −1/√y si y ∈]0,+∞[. Donc, si y → 0+, on conclut que ξ = −∞, ce qui est
absurde.

Nous serons en mesure de démontrer la réciproque de la proposition 3.5.3 lorsque nous
aurons introduit la transformée de Legendre d’une fonction. Intéressons-nous aux propriétés
des ensembles ∂f(x).

Proposition 3.5.4 (AC, [32]). Soit f : E → R une fonction propre convexe. Alors ∂f(x) est
convexe et fermé pour tout x ∈ E. Si, de plus, f est continu en un point x0 ∈ dom(f)◦, alors
f est sous-différentiable en x0 et ∂f(x0) est borné et faiblement-∗ compact.

Démonstration. Si ∂f(x) = ∅, il est trivialement fermé et convexe. Supposons que le sous-
différentiel est non-vide. Soient ξ1, ξ2 ∈ ∂f(x) et λ ∈ [0, 1]. On a

〈ξj, y − x〉 ≤ f(y)− f(x0) ∀y ∈ E, j ∈ {1, 2}.

On en déduit aisément que

〈λξ1 + (1− λ)ξ2, y − x〉 ≤ f(y)− f(x0).

Donc, ∂f(x) est convexe pour tout x ∈ E. Soit (ξm)m∈N une suite de ∂f(x) qui converge vers
ξ dans E∗. On a donc pour tout m ∈ N

〈ξm, y − x〉 ≤ f(y)− f(x) ∀y ∈ E.

Comme Jy−x est une application continue, il en découle que 〈ξ, y− x〉 ≤ f(y)− f(x) pour tout
y ∈ E par passage à la limite sur m. Donc, ξ ∈ ∂f(x).



3.5. Sous-différentiel d’une fonction 84

Supposons que f est continu en x0 ∈ E. Vu que f est continu en x0, on a (x0, y) ∈ epi(f)◦
pour tout y ∈]f(x0),+∞[. On a aussi (x0, f(x0)) ∈ epi(f)• car

f(x0) = lim inf
z→x0

f(z) = lim
z→x0

f(z) = f(x0)

par continuité de f en x0. Puisque epi(f) est un convexe fermé d’intérieur non-vide, le corollaire
1.3.1 affirme qu’il existe un hyperplan d’appui de epi(f) contenant (x0, f(x0)) ∈ epi(f)•. Il existe
donc (ξ, r) ∈ (E∗ × R)\{(0, 0)} tel que

〈ξ, x0〉+ rf(x0) ≤ inf
(x,y)∈epi(f)

〈ξ, x〉+ ry.

Il en découle que

H = {(x, y) ∈ E × R : 〈−ξ, x− x0〉 = r(y − f(x0))}

est un hyperplan d’appui de epi(f) en (x0, f(x0)). Mais il nous faut une inégalité du même
type que celle de la définition 3.5.2. Pour y parvenir, il suffit de montrer que r > 0, ce qui nous
permettra de diviser −ξ par r et conclure que f est sous-différentiable en x0. Si r = 0, alors
(x0, y) ∈ H pour tout y > f(x0). Soient y > f(x0) et h ∈ E\{0} tel que 〈ξ, h〉 6= 0 (Vu que
r = 0, on doit avoir ξ 6= 0). Comme (x0, y) ∈ epi(f)◦, il existe t > 0 tel que (x0 + th, y) ∈ epi(f)
et (x0 − th, y) ∈ epi(f). Puisque H est un hyperplan d’appui de epi(f), 〈ξ, x − x0〉 garde un
signe constant pour tout x ∈ dom(f). On peut supposer que 〈ξ, x0 + th − x0〉 = 〈ξ, th〉 > 0,
quitte à changer le signe de h. Il s’ensuit que 〈ξ,−th〉 < 0, ce qui est une contradiction car
x0 + th et x0 − th sont des points de epi(f) dans des demi-espaces ouverts définis par H qui
sont différents. Donc, r 6= 0. Supposons maintenant que r < 0. Le demi-espace défini par H et
contenant epi(f) est donc défini par l’inéquation y− f(x0) ≤ 〈−ξ/r, x− x0〉 où (x, y) ∈ E ×R.
On sait alors que y − f(x0) ≤ 0 si x = x0 et y > f(x0), d’où une absurdité. Par conséquent,
r > 0 et f est sous-différentiable en x0.

La fonction f étant continue en x0, elle est lipschitzienne sur un voisinage de x0. Il existe
L > 0 et ε > 0 tels que |f(x)− f(y)| ≤ L‖x− y‖ pour tout x, y ∈ B(x0, ε). Si ξ ∈ ∂f(x0), alors
〈ξ, y − x0〉 ≤ f(y) − f(x0) ≤ L‖y − x0‖ pour tout y ∈ B(x0, ε). Donc, pour tout h ∈ B(0, ε),
on a 〈ξ, h〉 ≤ Lε. Ainsi, 〈ξ, h〉 ≤ L pour tout h ∈ B(0, 1). D’où ‖ξ‖∗ ≤ L pour tout ξ ∈ ∂f(x0).

Comme ∂f(x0) est borné, il est inclus dans une boule de E∗. Par le théorème de Banach-
Alaoglu, cette boule est faiblement-∗ compacte. Il reste alors à montrer que ∂f(x0) est faiblement-
∗ fermé. Soit (ξi)i∈I une suite généralisée de ∂f(x0) qui converge faiblement-∗ vers ξ. Pour tout
i ∈ I, nous avons

〈ξi, y − x0〉 ≤ f(y)− f(x0) ∀y ∈ E.
Nous savons que pour toute partie A finie et incluse dans E, on a

lim
i∈I

sup
x∈A
|〈ξi − ξ, x〉| = 0.

En particulier, 〈ξi, x〉 converge vers 〈ξ, x〉 pour tout x ∈ E. Donc, 〈ξi, y − x0〉 converge vers
〈ξ, y − x0〉 pour tout y ∈ E. On en tire que 〈ξ, y − x0〉 ≤ f(y) − f(x0) pour tout y ∈ E par
passage à la limite. Donc, ξ ∈ ∂f(x0). Au total, ∂f(x0) est un ensemble faiblement-∗ fermé
inclus dans une boule qui est faiblement-∗ compacte. Il s’ensuit que ∂f(x0) est faiblement-∗
compact.
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Etablissons quelques résultats qui donnent des formules permettant de calculer plus aisément
le sous-différentiel. Rappelons ce qu’est un opérateur adjoint.

Définition 3.5.3. Soit T : E → F une application linéaire entre deux espaces vectoriels E et
F . L’opérateur adjoint de T , noté T ∗, est l’application T ∗ : F ∗ → E∗ définie par T ∗(ξ)(x) =
〈ξ, T (x)〉 pour tout x ∈ E.

Proposition 3.5.5 (AC, [32]). Soient f ∈ Γ(E) et T : F → E une application linéaire entre
espaces de Banach. Alors, pour tout x ∈ F , on a

T ∗
(
∂f(T (x))

)
⊂ ∂(f ◦ T )(x).

On a l’égalité pour tout x ∈ dom(f) ∩ imT si f est continu en un point de dom(f) ∩ imT .

Démonstration. Soit ξ ∈ ∂f(T (x)) et montrons que T ∗(ξ) ∈ ∂(f ◦ T )(x). Nous savons que
〈ξ, y − T (x)〉 ≤ f(y)− (f ◦ T )(x) pour tout y ∈ E. Si y ∈ F , alors

〈T ∗(ξ), y − x〉 = 〈ξ, T (y)− T (x)〉 ≤ (f ◦ T )(y)− (f ◦ T )(x).

Ceci montre que T ∗(ξ) ∈ ∂(f ◦ T )(x). A présent, supposons que f est continu en y0 ∈ imT ∩
dom(f) et montrons l’autre inclusion. Soient x0 ∈ F tel que y0 = T (x0) et ξ ∈ ∂(f ◦ T )(x).
Comme dom(∂(f ◦ T )) ⊂ dom(f ◦ T ), on a f(T (x)) ∈ R. On a 〈ξ, y − x〉 ≤ f(T (y))− f(T (x))
pour tout y ∈ F , c’est-à-dire f(T (y)) ≥ 〈ξ, y − x〉+ f(T (x)) pour tout y ∈ F . Posons

A = {(T (y), 〈ξ, y − x〉+ f(T (x))) ∈ E × R : y ∈ F}.

On vérifie sans peine que A est un ensemble convexe non-vide tel que A∩epi(f)◦ = ∅. Vu que f
est continu en un point, on a epi(f)◦ 6= ∅ par la proposition 3.3.1. Par le théorème de séparation,
A et epi(f)◦ sont séparables par un hyperplan. Il existe donc (ζ, r) ∈ (E∗×R)\{(0, 0)} tel que

sup
(z,y)∈A

〈ζ, z〉+ ry ≤ inf
(z,y)∈epi(f)◦

〈ζ, z〉+ ry.

Autrement dit, on a

sup
y∈F
〈ζ, T (y)〉+ r(〈ξ, y − x〉+ f(T (x))) ≤ inf

(z,y)∈epi(f)◦
〈ζ, z〉+ ry. (*)

Dans ces conditions, r > 0. Pour le montrer, on procède par l’absurde ; deux cas se présentent.
Si r < 0, alors, vu (*), on a 〈ζ, T (x0)〉 + r(〈ξ, x0 − x〉 + f(T (x))) ≤ 〈ζ, T (x0)〉 + ry pour tout
y > f(T (x0)) (on rappelle que (T (x0), y) ∈ epi(f)◦ pour tout y ∈]T (x0),+∞[ par continuité de
f en T (x0)). Donc,

〈ξ, x0 − x〉+ f(T (x))− y ≥ 0 ∀y > f(T (x0)).
On a une absurdité en prenant y > max(f(T (x0)), 〈ξ, x0 − x〉+ f(T (x))). Si r = 0, alors

sup
y∈F
〈ζ, T (y)〉 ≤ inf

(z,y)∈epi(f)◦
〈ζ, z〉.

Par continuité de f en T (x0), on a T (x0) ∈ dom(f)◦. Comme r = 0, on a forcément ζ 6= 0. Il
existe h ∈ E tel que 〈ζ, h〉 6= 0. Il existe t > 0 tel que T (x0) + th et T (x0) − th appartiennent
à dom(f)◦. Comme f est sci, la fonction est continue sur dom(f)◦ et en particulier, elle est
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continue en T (x0)+th et T (x0)−th. Il s’ensuit qu’il existe y ∈ R tel que (T (x0)±th, y) ∈ epi(f)◦.
Notons b = supy∈F 〈ζ, T (y)〉. On a alors

〈ζ, T (x0)± th〉 ≥ b.

Evidemment, 〈ζ, T (x0)〉 ≤ b. Il en découle que b± t〈ζ, h〉 ≥ b, c’est-à-dire ±t〈ζ, h〉 > 0, ce qui
est absurde car t〈ζ, h〉 et −t〈ζ, h〉 sont de signes opposés. On a bien r > 0.

Posons µ = −ζ/r. En divisant les deux membres de (*) par −r, nous obtenons

〈µ, z〉 − y ≤ 〈µ, T (u)〉 − 〈ξ, u− x〉 − f(T (x)) ∀(z, y) ∈ epi(f)◦ ∀u ∈ F. (**)

Cette inégalité est valable pour tout (z, y) ∈ epi(f) = epi(f) car tout élément de epi(f) est
limite d’une suite de epi(f)◦ et µ est continu. Comme (T (x), f(T (x))) ∈ epi(f), on a

〈µ, T (x)〉 − f(T (x)) ≤ 〈µ, T (u)〉 − 〈ξ, u− x〉 − f(T (x)) ∀u ∈ F,

c’est-à-dire
〈T ∗(µ)− ξ, x− u〉 ≤ 0 ∀u ∈ F.

Cela signifie que T ∗(µ) − ξ est une forme linéaire qui garde un signe constant sur F . Donc,
T ∗(µ) = ξ. Il reste à montrer que µ ∈ ∂f(T (x)). En remplaçant u par x dans (**), on obtient

〈µ, z〉 − y ≤ 〈µ, T (x)〉 − f(T (x)) ∀(z, y) ∈ epi(f).

Donc,
〈µ, z − T (x)〉 ≤ f(z)− f(T (x)) ∀z ∈ dom(f).

Cette dernière inégalité est même valable pour tout z ∈ E. Donc, µ ∈ ∂f(T (x)). Ceci achève
la preuve.

Voyons le comportement du sous-différentiel lorsque l’on a une somme de fonctions convexes
propres.

Proposition 3.5.6 (AC, [32]). Soient f0, ..., fn (n ≥ 1) des fonctions propres convexes semi-
continues inférieurement sur E. Alors

∂
( n∑
i=0

fi

)
(x) ⊃

n∑
i=0

∂fi(x) ∀x ∈
n⋂
i=0

dom(fi).

L’égalité a lieu pour tout x ∈ ∩ni=0 dom(fi) si f0, ..., fn sont continus en un même point de
dom(f0) ∩ ⋂ni=1 dom(fi)◦.

Démonstration. Soient ξ0 ∈ ∂f0(x), ..., ξn ∈ ∂fn(x). On a donc

〈ξi, y − x〉 ≤ fi(y)− fi(x) ∀y ∈ E ∀i ∈ {0, ..., n}.

Par suite, 〈 n∑
i=0

ξi, y − x
〉
≤

n∑
i=0

fi(y)−
n∑
i=0

fi(x) ∀y ∈ E,

ce qui montre l’inclusion.
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Supposons que f0, ..., fn sont continus en x0 ∈ dom(f0) ∩ ⋂ni=1 dom(fi)◦. Montrons l’autre
inclusion dans le cas où n = 1. Soit ξ ∈ ∂(f0 + f1)(x). Nous avons donc

〈ξ, y − x〉 ≤ f0(y) + f1(y)− f0(x)− f1(x) ∀y ∈ E.

On définit la fonction g : E → R par g(y) = f0(y) − f0(x) − 〈ξ, y − x〉 pour tout y ∈ E. Bien
sûr, on a dom(g) = dom(f0) et g est une fonction propre convexe comme on peut facilement
le vérifier. De plus, cette fonction est continue en x0, donc epi(g)◦ 6= ∅. L’inégalité ci-dessus se
réécrit

−(f1(y)− f1(x)) ≤ g(y) ∀y ∈ E.
Considérons l’ensemble

C = {(y, z) ∈ E × R : f1(y)− f1(x) < −z}.

Par construction, l’ensemble C est un convexe non-vide et on a C∩epi(g)◦ = ∅, comme on peut
facilement le vérifier. Par le théorème de séparation, il existe (ζ, r) ∈ (E∗ ×R)\{(0, 0)} tel que

sup
(y,z)∈C

〈ζ, y〉+ rz ≤ inf
(y,z)∈epi(g)◦

〈ζ, y〉+ rz. (*)

Comme dans la preuve précédente, nous avons r > 0. Pour le montrer, on procède par l’absurde.
Pour le cas r = 0, on procède exactement de la même façon que dans la proposition précédente.
Si r < 0, alors

〈ζ, x0〉+ rz ≤ 〈ζ, x0〉+ rz′ ∀z < f1(x)− f1(x0) ∀z′ > g(x0).

On a alors r(z−z′) ≤ 0 si z < f1(x)−f1(x0) et z′ > g(x0). Mais on a aussi z < f1(x)−f1(x0) ≤
g(x0) < z′ et r(z − z′) > 0, ce qui est absurde. Donc, r > 0.

Cela étant, comme précédemment, on divise les deux membres de (*) par −r et on pose
µ = −ζ/r. Il vient alors

〈µ, y〉 − z ≤ 〈µ, y′〉 − z′ ∀(y, z) ∈ epi(g)◦ ∀(y′, z′) ∈ C. (**)

Nous pouvons passer à la limite pour z′ → −(f1(y′)− f1(x)) car l’inégalité trouvée est valable
pour tout z′ < −(f1(y′)− f1(x)) par définition de C. Par passage à la limite, nous avons même
l’inégalité pour tout (y, z) ∈ epi(g). Nous obtenons donc

〈µ, y〉 − z ≤ 〈µ, y′〉+ f1(y′)− f1(x) ∀(y, z) ∈ epi(g) ∀y′ ∈ dom(f1).

Si y′ = x, alors
〈µ, y − x〉 ≤ z ∀(y, z) ∈ epi(g).

Donc, 〈µ, y − x〉 ≤ g(y) = f0(y) − f0(x) − 〈ξ, y − x〉 pour tout y ∈ dom(g) = dom(f0). De
façon évidente, cette dernière inégalité reste valable pour tout y ∈ E. Donc, µ+ ξ ∈ ∂f0(x). Il
s’ensuit finalement que ξ = (µ + ξ)− µ. Pour conclure, il reste à montrer que −µ ∈ ∂f1(x). Il
suffit de considérer y = x et z = 0 dans l’inégalité (**). On a alors

〈µ, x− y′〉 ≤ −z′ ∀(y′, z′) ∈ C.

Par passage à la limite sur z′, on a 〈µ, x− y′〉 ≤ f1(y′)− f1(x) pour tout y′ ∈ dom(f1). Autre-
ment dit, on a 〈−µ, y′ − x〉 ≤ f1(y′)− f1(x) pour tout y′ ∈ E. D’où, −µ ∈ ∂f1(x).

Le cas général n se traite par récurrence.
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La proposition qui suit découle directement de la définition.

Proposition 3.5.7. Soient f et g deux fonctions propres convexes sur E. Alors ∂(f×g)(x, y) =
∂f(x)× ∂g(y) pour tout (x, y) ∈ E × E.

Concernant l’inf-convolution, on a aussi une règle de calcul lorsque la borne inférieure de la
convolution est réalisée.

Proposition 3.5.8. Soient f et g deux fonctions propres convexes sur E et supposons que,
pour tout x ∈ E, il existe zx ∈ E tel que

(f ⊕ g)(x) = inf
z∈E

f(z) + g(x− z) = f(zx) + g(x− zx).

Alors
∂(f ⊕ g)(x) = ∂f(zx) ∩ ∂g(x− zx) ∀x ∈ E.

Démonstration. Supposons que ξ ∈ ∂f(zx) ∩ ∂g(x− zx). On a donc

〈ξ, y1 − zx〉 ≤ f(y1)− f(zx) et 〈ξ, y2 − x+ zx〉 ≤ g(y2)− g(x− zx)

pour tout y1, y2 ∈ E. En prenant y1 = zy et y2 = y − zy puis en sommant les deux inégalités,
on a

〈ξ, y − x〉 ≤ (f ⊕ g)(y)− (f ⊕ g)(x),
ce qui démontre la première inclusion. Supposons que ξ ∈ ∂(f ⊕ g)(x). Donc ξ vérifie l’inégalité
précédente pour tout y ∈ E, ce qui se traduit par

〈ξ, y′ − x〉 ≤ f(z1) + g(z2)− f(zx)− g(x− zx)

pour tout y′ ∈ E et tout z1, z2 ∈ E tels que z1 + z2 = y′. Prenons y′ = y − zx + x, z1 = y et
z2 = x− zx. On trouve

〈ξ, y − zx〉 ≤ f(y)− f(zx),
ce qui prouve que ξ ∈ ∂f(zx). En s’y prenant de façon similaire, on sait montrer que ξ ∈
∂g(x− zx). Ceci achève la preuve.

Pour finir, examinons quelques exemples pour nous familiariser avec cette nouvelle notion.

Exemple 3.5.2 (Fonction indicatrice d’un convexe). Soit C un ensemble convexe fermé non-
vide de E et δC sa fonction indicatrice. Par définition, on a ∂δC(x) = ∅ si x /∈ C. Si x ∈ C,
alors

∂δC(x) = {ξ ∈ E∗ : 〈ξ, y − x〉 ≤ 0 ∀y ∈ C}.

De façon évidente, on voit que ∂δC(x) = {0} si x ∈ C◦. Si x ∈ C•, alors ∂δC(x) est un cône
convexe, comme on peut facilement le vérifier. C’est un ensemble particulier associé à C que
l’on appelle cône normal de C en x, usuellement noté NC(x). Par exemple, si C est la boule
unité fermée de Rn et |x| = 1, alors

NC(x) = {z ∈ Rn : 〈z, y − x〉 ≤ 0 ∀y ∈ B(0, 1)} = R+ x.

En effet, on vérifie que
〈x, y − x〉 = 〈x, y〉 − 1 ≤ |x||y| − 1 ≤ 0.
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Il s’ensuit que rx ∈ NC(x) pour tout r ≥ 0. De plus, si z ∈ NC(x) avec |z| = 1 et z 6= x, alors
〈z, y − x〉 ≤ 0 pour tout y ∈ B(0, 1). En particulier, si y = z, on trouve |z|2 = 1 ≤ 〈z, x〉 ≤
|〈z, x〉| < |z||x| = |z| = 1, ce qui est absurde 6. Autrement dit, il s’agit de la droite normale à
la sphère unité. Ceci justifie l’appellation de “cône normal”.

Exemple 3.5.3 (Valeur absolue). Considérons f(x) = |x|. Si x > 0, alors ∂f(x) = {1} et si
x < 0, on a ∂f(x) = {−1} grâce à la proposition 3.5.3. Calculons ∂f(0). La fonction n’est
évidemment pas dérivable en 0. Il va falloir procéder différemment. Si z ∈ ∂f(0), alors

〈z, y − 0〉 = zy ≤ |y| ∀y ∈ R .

Si y = z, alors on en tire que |z| ≤ 1. Donc, ∂f(0) ⊂ [−1, 1]. Intuitivement, cet intervalle
est l’ensemble des pentes dont les hyperplans passant par 0 sont les hyperplans d’appui de
l’épigraphe de f en (0, 0). On s’attend donc à ce que l’inclusion ci-dessus soit en fait une
égalité. En effet, si |z| ≤ 1, alors 〈z, y〉 = zy ≤ |zy| = |z||y| ≤ |y| pour tout y ∈ R. Il en découle
que ∂f(0) = [−1, 1].

Exemple 3.5.4 (Racine carrée). On prend l’opposé de la racine carrée, c’est-à-dire f(x) = −
√
x

pour tout x ≥ 0, que l’on étend par +∞ en dehors du domaine. Cette fonction est convexe.
Nous savons que ∂f(x) = {− 1

2
√
x
} si x > 0 car la fonction est dérivable sur ]0,+∞[. Cependant,

f n’est pas dérivable en 0. On a z ∈ ∂f(0) si et seulement si zy ≤ √y pour tout y ≥ 0. On
a z ≤ √y/y si y > 0, i.e. z ≤ 1/√y pour tout y > 0. On en tire que z ≤ 0 si y → +∞.
Donc, ∂f(0) ⊂] −∞, 0]. Bien sûr, si z ≤ 0, alors zy ≤ 0 ≤ √y pour tout y ≥ 0 et on trouve
∂f(0) =] − ∞, 0]. En particulier, ceci montre que ∂f(0) n’est pas borné et compact, d’où
l’importance de l’hypothèse x0 ∈ dom(f)◦ dans la proposition 3.5.4.

Voici un exemple qui nous sera utile plus tard.

Exemple 3.5.5 ([3]). On va caractériser le sous-différentiel de la norme d’un espace de Banach.
On va montrer que

∂
(‖ · ‖2

2

)
(x) = {ξ ∈ E∗ : 〈ξ, x〉 = ‖x‖2 = ‖ξ‖2

∗}.

Supposons d’abord que ξ ∈ E∗ vérifie 〈ξ, x〉 = ‖x‖2 = ‖ξ‖2
∗. On a alors

〈ξ, y − x〉 = 〈ξ, y〉 − ‖x‖2 = ‖y‖
〈
ξ,

y

‖y‖

〉
− ‖x‖2

≤ ‖y‖‖ξ‖∗ − ‖x‖2 = ‖x‖‖y‖ − ‖x‖2 ≤ 1
2(‖y‖2 − ‖x‖2)

pour tout y ∈ E. La dernière inégalité provient du fait que

‖x‖‖y‖ − ‖x‖2 ≤ 1
2(‖y‖2 − ‖x‖2)⇔ ‖y‖

2 + ‖x‖2

2 − ‖x‖‖y‖ ≥ 0

⇔ ‖y‖2 + ‖x‖2 − 2‖x‖‖y‖ ≥ 0
⇔ (‖x‖ − ‖y‖)2 ≥ 0.

6. L’inégalité est stricte car l’inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité si et seulement si z et x sont
linéairement dépendants.
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Donc ξ ∈ ∂
(
‖·‖2

2

)
(x). Réciproquement, supposons que ξ ∈ ∂

(
‖·‖2

2

)
(x). On a par définition

〈ξ, y − x〉 ≤ 1
2(‖y‖2 − ‖x‖2) ∀y ∈ E. (*)

Soient z ∈ E et r > 0. L’inégalité (*) en y = x+ rz montre que

〈ξ, rz〉 ≤ 1
2(‖x+ rz‖2 − ‖x‖2) ≤ 1

2((‖x‖+ r‖z‖)2 − ‖x‖2) = 1
2(r2‖z‖2 + 2r‖x‖‖z‖).

En divisant cette inégalité par r et en faisant tendre ce dernier vers 0, on a 〈ξ, z〉 ≤ ‖x‖‖z‖
pour tout z ∈ E. On en tire que 〈ξ, x〉 ≤ ‖x‖2 et ‖ξ‖∗ ≤ ‖x‖. Ensuite, en réutilisant (*) en
y = (1− r)x, on trouve

−〈ξ, rx〉 ≤ 1
2((1− r)2‖x‖2 − ‖x‖2) = 1

2(r2 − 2r)‖x‖2.

Divisons cette dernière inégalité par r et faisons tendre r vers 0. On a finalement 〈ξ, x〉 ≥ ‖x‖2

et ‖x‖ ≤ ‖ξ‖∗. En particulier, si E est de Hilbert, il est facile de voir que

∂
(‖ · ‖2

2

)
(x) = {x}.

On dit que la multifonction D : E ⇒ E∗ définie par

D(x) = {ξ ∈ E∗ : 〈ξ, x〉 = ‖x‖2 = ‖ξ‖2
∗} ∀x ∈ E

est l’opérateur de dualité de E. Avec cette définition, on a

∂
(‖ · ‖2

2

)
(x) = D(x).

3.6 Transformée de Legendre et ses propriétés
Lorsque l’on dispose d’une fonction, il est parfois utile de la transformer en une autre fonction

afin d’aborder un problème dans une autre perspective.

Définition 3.6.1. Soit f : E → R une fonction. Alors la transformée de Legendre de f est la
fonction f ∗ : E∗ → R définie par

f ∗(ξ) = sup
x∈E
〈ξ, x〉 − f(x).

La double transformée de Legendre de f est la fonction f ∗∗ : E → R définie par

f ∗∗(x) = sup
ξ∈E∗
〈ξ, x〉 − f ∗(ξ).
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Avant toute chose, remarquons immédiatement que f ∗∗ n’est pas la fonction (f ∗)∗. En effet,
f ∗∗ est une fonction définie sur E et (f ∗)∗ sur E∗∗. Cependant, nous pouvons voir (f ∗)∗ comme
une extension de la fonction f ∗∗ par l’identification suivante

(f ∗)∗(x) := (f ∗)∗(Jx) = sup
ξ∈E∗
〈Jx, ξ〉 − f ∗(ξ) = f ∗∗(x) ∀x ∈ E.

On a alors immédiatement la propriété suivante.
Proposition 3.6.1. Si E est un espace réflexif, alors (f ∗)∗ = f ∗∗.

La transformée de Legendre est assez connue pour ses applications en optimisation. Elle
permet d’obtenir des résultats intéressants liant un problème d’optimisation à son problème
“dual”. Ces propriétés seront étudiées en temps voulu. Remarquons que la transformée de Le-
gendre d’une fonction propre n’est pas nécessairement propre. Par exemple, on peut considérer
la fonction f = − exp. Dans ce cas, on a f ∗(ξ) = supx∈R ξx + ex = +∞ pour tout ξ ∈ R. Il
nous faut des conditions additionnelles sur f pour que f ∗ soit une fonction propre.
Proposition 3.6.2. Soit f : E → R une fonction propre. Si f est borné inférieurement, alors
f ∗ est une fonction propre.

Démonstration. Si f est borné inférieurement, alors il existe C ∈ R tel que f(x) > C pour tout
x ∈ E. Donc, f ∗(0) = − infx∈E f(x) ≤ −C < +∞ et dom(f ∗) 6= ∅. Comme f est propre, il
existe x ∈ E tel que f(x) ∈ R. On a alors f ∗(ξ) ≥ 〈ξ, x〉 − f(x) > −∞ pour tout ξ ∈ E∗. Ceci
montre que f ∗ est propre.

Bien entendu, la transformée de Legendre confère des propriétés intéressantes à la nouvelle
fonction obtenue, même si elle n’est pas nécessairement propre.
Proposition 3.6.3. Si f : E → R est une fonction, alors f ∗ est convexe et semi-continu
inférieurement. De plus, si f est propre, alors f ∗(ξ) > −∞ pour tout ξ ∈ E∗.

Démonstration. Nous devons envisager deux cas. Supposons d’abord que f ∗ est impropre.
(i) Si f ∗ = +∞ sur E∗, alors epi(f ∗) = ∅ et f ∗ est convexe et sci.
(ii) S’il existe ξ ∈ E∗ tel que f ∗(ξ) = −∞, alors supx∈E〈ξ, x〉 − f(x) = −∞, c’est-à-dire
〈ξ, x〉 − f(x) = −∞ pour tout x ∈ E. Il s’ensuit que f = +∞ sur E et donc f ∗ = −∞. D’où
epi(f ∗) = E∗ × R et f ∗ est bien convexe et sci.
Dans tous les cas, f ∗ est une fonction convexe et sci. Dans le cas où f ∗ est une fonction propre,
nous savons que f ∗ est convexe et sci par la proposition 3.2.9. Supposons que f est propre. Il
existe donc x ∈ E tel que f(x) ∈ R. Donc, pour tout ξ ∈ E∗, on a f ∗(ξ) ≥ 〈ξ, x〉− f(x) > −∞,
d’où la conclusion.

Nous voyons que la transformée de Legendre inverse l’ordre de deux fonctions lorsque celles-
ci sont comparables pour la relation �.
Proposition 3.6.4. Si f : E → R et g : E → R sont deux fonctions telles que f � g, alors
g∗ � f ∗.

Démonstration. Soit ξ ∈ E∗. Pour tout x ∈ E, nous avons f(x) ≤ g(x) et donc −g(x) ≤ −f(x).
On a alors 〈ξ, x〉 − g(x) ≤ 〈ξ, x〉 − f(x) ≤ supz∈E〈ξ, z〉 − f(z) pour tout x ∈ E. Il s’ensuit que

g∗(ξ) = sup
x∈E
〈ξ, x〉 − g(x) ≤ sup

x∈E
〈ξ, x〉 − f(x) = f ∗(ξ)

d’où la conclusion.
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De plus, nous constatons que la tranformée de Legendre d’une fonction ne change pas lorsque
l’on prend l’enveloppe convexe fermée de celle-ci.

Proposition 3.6.5 ([44]). Si f : E → R est une fonction propre, alors f ∗ = (f)∗ = conv(f)∗ =
(conv(f))∗.

Démonstration. Il est évident qu’il suffit de montrer que f ∗ = (f)∗ = (conv(f))∗. Etant donné
que epi(f) ⊂ epi(f) ⊂ conv(epi(f)), nous avons conv(f) � f � f . La proposition précédente
montre que f ∗ � (f)∗ � (conv(f))∗. Il reste à montrer que (conv(f))∗ � f ∗, c’est-à-dire
epi(f ∗) ⊂ epi(conv(f)∗). Soit (ξ, r) ∈ epi(f ∗) et montrons que conv(f)∗(ξ) ≤ r, c’est-à-dire

sup
x∈E
〈ξ, x〉 − conv(f)(x) ≤ r

ou encore
conv(f)(x) ≥ 〈ξ, x〉 − r ∀x ∈ E.

Vu que (ξ, r) ∈ epi(f ∗), on a supx∈E〈ξ, x〉−f(x) ≤ r, i.e. f(x) ≥ 〈ξ, x〉−r pour tout x ∈ E. Donc,
epi(f) ⊂ epi(〈ξ, ·〉 − r). Puisque 〈ξ, ·〉 − r est une application affine continue, epi(〈ξ, ·〉 − r) est
un convexe fermé. Par conséquent, conv(epi(f)) ⊂ epi(〈ξ, ·〉− r). Donc, 〈ξ, x〉− r ≤ conv(f)(x)
pour tout x ∈ E, d’où la conclusion.

Dans certains cas, nous voyons que la transformée de Legendre est une sorte d’involution.

Théorème 3.6.1 (Théorème de Fenchel-Moreau, AC, [44]). Soit f : E → R une fonction
propre. Alors
(i) On a f ∗∗ = f si et seulement si f est une fonction convexe semi-continue inférieurement.
(ii) On a

f ∗∗ =
{

conv(f) si conv(f) est une fonction propre
−∞ sinon.

Démonstration. (i) La nécessité de la condition résulte de la proposition 3.2.4. De fait, f ∗∗ =
(f ∗)∗|E et on voit que epi(f ∗∗) = epi((f ∗)∗)∩(E×R). Nous savons que epi((f ∗)∗) est un convexe
fermé et E×R aussi, donc epi(f ∗∗) est un convexe fermé de E×R. La condition est suffisante.
Supposons que f est convexe sci. Nous avons évidemment

f ∗∗(x) = sup
ξ∈E∗

inf
z∈E
〈ξ, x− z〉+ f(z) ≤ f(x) ∀x ∈ E.

Donc, epi(f) ⊂ epi(f ∗∗). Il reste à montrer que { epi(f) ⊂ { epi(f ∗∗). Soit (x, y) ∈ { epi(f). On
a f(x) > y et montrons que f ∗∗(x) > y, i.e.

sup
ζ∈E∗

inf
z∈E
〈ζ, x− z〉+ f(z) > y.

Autrement dit, montrons que

∃ε > 0 ∃ζ ∈ E∗ ∀z ∈ E 〈ζ, x〉+ f(z) > 〈ζ, z〉+ y + ε.

Nous savons que epi(f) est un convexe non-vide fermé ne contenant pas (x, y). Il existe ε > 0
tel que (x, y + ε) /∈ epi(f) car epi(f) est fermé. Par le théorème de séparation forte, il existe
(ξ, r) ∈ (E∗ × R)\{(0, 0)} tel que

〈ξ, x〉+ r(y + ε) < inf
(z,t)∈epi(f)

〈ξ, z〉+ rt.
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On a
〈ξ, x〉+ r(y + ε) < 〈ξ, z〉+ rf(z) ∀z ∈ E.

Des arguments semblables à celle des propositions 3.5.5 et 3.5.6 montrent que r > 0. Nous
pouvons bien sûr supposer que r = 1. Posons ζ = −ξ. En multipliant la dernière inégalité
obtenue par −1, on a alors

〈ζ, x〉+ f(z) > 〈ζ, z〉+ y + ε.

La propriété est ainsi démontrée.

(ii) Si conv(f) est une fonction propre, alors le point (i) montre que conv(f)∗∗ = conv(f).
Par la proposition 3.6.5, nous avons f ∗∗ = (f ∗)∗|E = (conv(f)∗)∗|E = conv(f)∗∗. On a alors
la conclusion. Si conv(f) est impropre, alors il existe x0 ∈ E tel que conv(f)(x0) = −∞ car
dom(f) 6= ∅ et dom(f) ⊂ dom(conv(f)). Donc, conv(f)∗ = +∞ et (conv(f)∗)∗ = −∞. D’où
f ∗∗ = (f ∗)∗|E = (conv(f)∗)∗|E = −∞.

Proposition 3.6.6 (AC). La transformée de Legendre est une injection de Γ(E) dans Γ(E∗).
Si, de plus, E est réflexif, alors f ∈ Γ(E) 7→ f ∗ ∈ Γ(E∗) est une bijection d’inverse g ∈
Γ(E∗) 7→ g∗ ∈ Γ(E).

Démonstration. Nous savons que si f ∈ Γ(E), alors f ∗ est convexe et semi-continue inférieu-
rement. Montrons qu’elle est propre. Tout d’abord, comme f est propre, on a f ∗ > −∞.
Comme f appartient à Γ(E), la proposition 3.2.9 montre qu’il existe ξ ∈ E∗ et r ∈ R tels que
f(x) ≥ 〈ξ, x〉+ r pour tout x ∈ E. Donc, f ∗(ξ) ≤ −r < +∞. Donc, f ∗ est une fonction propre.
L’application f ∈ Γ(E) 7→ f ∗ ∈ Γ(E∗) a bien du sens. De plus, la proposition précédente
montre que f ∗∗ = f pour tout f ∈ Γ(E). Il s’ensuit que (f ∗)∗|E = f pour tout f ∈ Γ(E). Donc,
l’application f ∈ Γ(E) 7→ f ∗ ∈ Γ(E∗) est injective. Supposons que E est réflexif. Dans ce cas,
E∗ est aussi réflexif par le corollaire 2.2.1. Il s’ensuit que (g∗)∗ = g pour tout g ∈ Γ(E∗). On en
tire que la transformée de Legendre est aussi surjective et la conclusion en découle.

Un résultat connu est évidemment l’inégalité de Young. Ce résultat très profond nous donne
une méthode de calcul dans le cas d’une fonction différentiable.

Proposition 3.6.7 (Inégalité de Fenchel-Young). Si f : E → R est une fonction propre, alors

f ∗(ξ) + f(x) ≥ 〈ξ, x〉 ∀ξ ∈ E∗ ∀x ∈ E.

On a l’égalité si et seulement si ξ ∈ ∂f(x). En particulier, si f est convexe et G-différentiable
en x ∈ E, alors

f ∗(∇f(x)) + f(x) = 〈∇f(x), x〉.

Démonstration. L’inégalité est évidente si x /∈ dom(f) ou ξ /∈ dom(f ∗). Ensuite, nous avons

f ∗(ξ) + f(x) = sup
z∈E
〈ξ, z〉 − f(z) + f(x) ≥ 〈ξ, x〉 ∀ξ ∈ dom(f ∗) ∀x ∈ dom(f).

Supposons que ξ ∈ ∂f(x). Dans ce cas, on a x ∈ dom(f) car dom(∂f) ⊂ dom(f) et 〈ξ, z−x〉 ≤
f(z)− f(x) pour tout z ∈ E. Autrement dit, 〈ξ, z〉− f(z) ≤ 〈ξ, x〉− f(x) pour tout z ∈ E. Par
conséquent, f ∗(ξ) + f(x) ≤ 〈ξ, x〉 et on a l’égalité. Si f ∗(ξ) + f(x) = 〈ξ, x〉, il suffit de remonter
la preuve pour obtenir ξ ∈ ∂f(x). Le cas particulier est une conséquence de la proposition
3.5.3.
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Lorsque la fonction considérée f est G-différentiable et convexe, la formule de Young nous
donne une formule utile pour calculer la transformée de Legendre. En effet, on a

f ∗(∇f(x)) = 〈∇f(x), x〉 − f(x) ∀x ∈ E.

Cependant, cette méthode permet de calculer f ∗ seulement sur im∇f . Pour pouvoir calculer
facilement f ∗ sur E∗ tout entier, il faudrait avoir im∇f = E∗, autrement dit, il faudrait que
∇f : E → E∗ soit surjectif.

Corollaire 3.6.1. Si f : E → R est une fonction G-différentiable convexe et si ∇f : E → E∗

est surjectif, alors pour tout ξ ∈ E∗, on a

f ∗(ξ) = 〈ξ, x〉 − f(x) ∀x ∈ (∇f)−1(ξ).

Avant d’aller plus loin, nous sommes en mesure de calculer les transformées de Legendre de
quelques fonctions élémentaires.

Exemple 3.6.1 (Fonction indicatrice d’un ensemble). Soit C est un ensemble non-vide et
sa fonction indicatrice δC . Nous savons que epi(δC) = C × [0,+∞[. Donc, δC est une fonction
propre convexe semi-continue inférieurement si et seulement si C est un ensemble convexe fermé
non-vide. Sa transformée de Legendre est

δ∗C(ξ) = sup
x∈E
〈ξ, x〉 − δC(x) = sup

x∈C
〈ξ, x〉.

Cette fonction est couramment appelée fonction d’appui de C.

Exemple 3.6.2 (Formes linéaires). Soit T : E → R une forme linéaire continue. On a

T ∗(ξ) = sup
x∈E
〈ξ − T, x〉 = +∞ ∀ξ ∈ E∗\{T}

et
T ∗(T ) = 0.

Donc, T ∗ = δT . Si T n’est pas continu, alors T ∗ = +∞.

Exemple 3.6.3 (La norme). Considérons la norme ‖ · ‖ de E. On a

‖ · ‖∗ = δB‖·‖∗ (0,1).

En effet, si ‖ξ‖∗ > 1, alors sup‖x‖≤1〈ξ, x〉 > 1. Il existe x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ 1 et 〈ξ, x〉 > 1.
Donc, 〈ξ, x〉 − ‖x‖ ≥ 〈ξ, x〉 − 1 > 0. Donc, comme limm→+∞〈ξ,mx〉 − ‖mx‖ = +∞, on en tire
que ‖ξ‖∗ = +∞. Supposons que ‖ξ‖∗ ≤ 1. On voit aisément que ‖ξ‖∗ ≥ 0. Enfin, on a aussi
‖ξ‖∗ ≤ 0 car

‖ξ‖∗ ≤ 1⇔ 〈ξ, x〉 ≤ 1 ∀x ∈ B(0, 1).

et
〈ξ, x〉 ≤ ‖x‖

〈
ξ,

x

‖x‖

〉
≤ ‖x‖ ∀x ∈ E\{0}.
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Exemple 3.6.4 (L’exponentielle). Considérons f(x) = ex pour tout x ∈ R. On a ∇f(x) = ex

pour tout x ∈ R et c’est une bijection entre R et ]0,+∞[. Donc, (∇f)−1(ξ) = ln(ξ) pour tout
ξ ∈]0,+∞[. Il s’ensuit que

f ∗(ξ) = ξ ln(ξ)− ξ ∀ξ ∈]0,+∞[.

Si ξ < 0, alors f ∗(ξ) = supx∈R ξx − ex = +∞ car limx→−∞ ξx − ex = +∞. Enfin, f ∗(0) =
− infx∈R ex = 0.

Exemple 3.6.5 (Le logarithme). Soit la fonction f telle que f(x) = ln(x) si x > 0 et f(x) =
+∞ sinon. Alors f ∗(ξ) = supx∈R ξx−f(x) = +∞ pour tout ξ ∈ R car limx→0+ ξx−ln(x) = +∞.

Le résultat est moins évident si l’on considère f(x) = − ln(x) si x > 0. En effet, cette
fonction est convexe. On a ∇f(x) = −1/x si x > 0. On en tire que ∇f :]0,+∞[→]−∞, 0[ est
une bijection et que (∇f)−1(ξ) = −1/ξ pour tout ξ ∈]−∞, 0[. Donc,

f ∗(ξ) = −1 + ln
(−1
ξ

)
∀ξ < 0.

Exemple 3.6.6 (Fonctions sinus et cosinus). On considère f(x) = sin(x) pour tout x ∈ R.
Cette fonction n’est pas convexe. Nous devons donc faire usage de la définition. Vu la complexité
de l’épigraphe, calculons plutôt son enveloppe convexe fermée. On voit facilement que conv(f) =
−1 et par conséquent

f ∗(ξ) = conv(f)∗(ξ) = sup
x∈R

ξx+ 1 = +∞

si ξ 6= 0 et f ∗(0) = 1. Donc, sin∗ = δ0 + 1. Par la même méthode, on a cos∗ = δ0 + 1.

Exemple 3.6.7 (Fonction tangente). Soit la fonction f définie par f(x) = tan(x) pour tout
x ∈ R \{(π/2) + kπ : k ∈ Z}. On vérifie aisément que cette fonction n’est pas convexe. Prenons
son enveloppe convexe. Nous voyons qu’elle vaut conv(f) = −∞. On en tire que

f ∗(ξ) = conv(f)∗(ξ) = sup
x∈R

ξx− conv(f)(x) = +∞ ∀ξ ∈ R .

Donc, tan∗ = +∞.

Exemple 3.6.8 (Puissance). On considère f(x) = xp avec p ∈ N0. La fonction est différentiable.
Si p est pair, alors cette fonction est évidemment convexe. On a ∇f(x) = pxp−1 et (∇f)−1(ξ) =
(ξ/p)1/(p−1) pour tout ξ ∈ R. Donc,

f ∗(ξ) = ξ
(
ξ

p

) 1
p−1
−
(
ξ

p

) p
p−1

=
(
ξp

p

) 1
p−1
−
(
ξ

p

) p
p−1

∀ξ ∈ R .

Si p = 1, alors f est une forme linéaire et f ∗ = δ1 vu l’exemple 3.6.2 (on rappelle que 1 s’identifie
à l’identité dans l’isomorphisme entre R et son dual). Ensuite, si p est impair et p > 1, alors la
fonction n’est pas convexe. La fonction n’est pas bornée et donc

f ∗(ξ) = sup
x∈R

ξx− xp = sup
x∈R

x(ξ − xp−1) = +∞ ∀ξ ∈ R .

Il existe des exemples moins évidents en dimension infinie, mais on en abordera dans le
chapitre suivant. Continuons d’examiner les propriétés de la transformée de Legendre lorsque
l’on effectue diverses opérations sur les fonctions. Montrons tout d’abord deux lemmes.



3.6. Transformée de Legendre et ses propriétés 96

Lemme 3.6.1 (Théorème d’extension de M. Riesz,AC, [9], [1]). Soit G un sous-espace vectoriel
de E et K un cône convexe non-vide de E tel que K ⊂ G − K. Soit µ : G → R une forme
linéaire telle que µ ≥ 0 sur G ∩K. Alors µ admet une extension linéaire ξ à E telle que ξ ≥ 0
sur K.

Démonstration. Soit F l’ensemble des couples (H, h) tels que H est un sous-espace vectoriel de
E contenant G et h : H → R une extension linéaire de µ telle que h ≥ 0 sur H ∩K. On munit
F de la relation d’ordre

(H, h) � (H ′, h′) ⇔ H ⊂ H ′ et h′|H = h.

Bien sûr, F est non-vide. Si C est une partie totalement ordonnée de F , alors, on vérifie
facilement que (U, u) défini par

U =
⋃

(H,h)∈C
H et u(x) = h(x) si (H, h) ∈ C, x ∈ H

est un majorant de C dans F . Le lemme de Zorn nous procure un élément (E ′, ξ) de F qui est
maximal. Vérifions que E ′ = E pour conclure. Par l’absurde, supposons que E ′ ( E. Deux cas
se présentent. Si K ⊂ E ′, soit x0 ∈ E\E ′. On pose F = E ′ ⊕ Rx0 et 〈ζ, x + rx0〉 = 〈ξ, x〉. On
voit facilement que ζ est une extension linéaire de ξ telle que ζ ≥ 0 sur F ∩K = E ′ ∩K = K.
Ceci contredit la maximalité de (E ′, ξ). Le deuxième cas est celui où K * E ′. Soit x0 ∈ K\E ′
et posons F = E ′ ⊕ Rx0. On définit les ensembles A = E ′ ∩ (x0 −K) et B = E ′ ∩ (x0 + K).
Etant donné que x0 ∈ K\E ′, on a A 6= ∅ car il contient 0 et B 6= ∅ car x0 ∈ K ⊂ G − K
implique qu’il existe g ∈ G et k ∈ K tels que x0 + k = g ∈ G ⊂ E ′. Soient a ∈ A et b ∈ B. Il
existe k, k′ ∈ K tels que a = x0 − k et b = x0 + k′. Donc, x0 − a ∈ K et b − x0 ∈ K. Comme
K est un cône convexe, on a (x0 − a) + (b− x0) = b− a ∈ K. Bien sûr, on a aussi b− a ∈ E ′
car a, b ∈ E ′. On en tire que 〈ξ, b − a〉 ≥ 0, c’est-à-dire 〈ξ, b〉 ≥ 〈ξ, a〉 pour tout a ∈ A et tout
b ∈ B. Donc,

−∞ < sup
a∈A
〈ξ, a〉 ≤ inf

b∈B
〈ξ, b〉 < +∞.

Soit r0 ∈ [supa∈A〈ξ, a〉, infb∈B〈ξ, b〉] et posons 〈ζ, x+rx0〉 = 〈ξ, x〉+rr0 pour tout x ∈ E ′ et tout
r ∈ R. Bien entendu, ζ : F → R est une extension linéaire de µ. Vérifions que ζ ≥ 0 sur F ∩K.
Soient x ∈ E ′ et r ∈ R tels que x+rx0 ∈ K. Si r = 0, il est clair que 〈ζ, x+rx0〉 ≥ 0. Supposons
que r 6= 0. Si r > 0, on a 〈ζ, x + rx0〉 ≥ 0 si et seulement si 〈ξ,−x/r〉 ≤ r0. Cette inégalité
est vraie si −x/r ∈ A, ce qui est vérifié puisque x + rx0 ∈ K ⇒ −x/r ∈ x0 −K/r = x0 −K.
On procède de façon semblable pour le cas où r < 0. Donc, ζ : F → R est une extension
linéaire continue de ξ à F ) E ′, ce qui contredit la maximalité de (E ′, ξ). La proposition est
démontrée.

Ce lemme, qui n’est pas sans rappeler le théorème de Hahn-Banach, nous permet de démon-
trer un théorème de séparation d’épigraphes d’une fonction convexe et d’une fonction concave.

Lemme 3.6.2 (AC, [37]). Soient f : E → R et g : E → R des fonctions propres convexes
telles que −g � f . Supposons qu’il existe x0 ∈ dom(f)◦ tel que f est continu en x0 et supposons
aussi que dom(f)◦ ∩ dom(g) 6= ∅. Alors il existe ξ ∈ E∗ et r ∈ R tels que

−g(x) ≤ 〈ξ, x〉+ r ≤ f(x) ∀x ∈ E.
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Démonstration. On pose F = E × R×R. Il est clair que epi(f) et epi(g) s’identifient à une
partie de F via (x, y) 7→ (x, 1, y). On définit les ensembles

K1 = {λ(x, 1, y) : λ ≥ 0, x ∈ dom(f), y ≥ f(x)}

et
K2 = {λ(x, 1, y) : λ ≥ 0, x ∈ dom(g), y ≤ −g(x)}.

On vérifie sans peine que ces ensembles sont des cônes convexes tels que K1 ∩K2 6= ∅. Donc,
K = K1−K2 est aussi un cône convexe. Définissons la fonctionnelle linéaire µ sur {0}×{0}×R
par 〈µ, (0, 0, r)〉 = r pour tout r ∈ R. Nous vérifions que si (0, 0, u) ∈ K, alors u ≥ 0. En effet,
il existe λ ≥ 0, λ′ ≥ 0, x ∈ dom(f), x′ ∈ dom(g), y ≥ f(x) et y′ ≤ −g(x′) tels que

0 = λx− λ′x′, 0 = λ− λ′, u = λy − λ′y′.

On en tire que λ = λ′. Si λ = 0, alors 〈µ, (0, 0, u)〉 = 0. Si λ > 0, alors

u = λy − λ′y′ ≥ λ(f(x) + g(x)) ≥ 0.

On en tire que µ est positif sur le cône convexe non-vide K∩G où G = {0}×{0}×R. Montrons
que K ⊂ G−K pour appliquer le théorème d’extension de Riesz. Soit z ∈ K. Il existe λ, λ′ ≥ 0,
x ∈ dom(f), x′ ∈ dom(g), y ≥ f(x), y′ ≤ −g(x′) tels que z = λ(x, 1, y) − λ′(x′, 1, y′). Par
hypothèse, il existe z0 ∈ dom(f)◦ ∩ dom(g). Pour tout r > 0, on définit

zr = z0 + r(λ′x′ − λx+ (λ− λ′)z0).

Comme zr → z0 ∈ dom(f)◦ lorsque r → 0+, il existe r > 0 tel que zr ∈ dom(f). On a alors
λx− λ′x′ = −1

r
zr + (λ− λ′ + 1

r
)z0. Par conséquent,

z = λ(x, 1, y)− λ′(x′, 1, y′)
= (λx− λ′x′, λ− λ′, λy − λ′y′)

=
(
− 1
r
zr +

(
λ− λ′ + 1

r

)
z0, λ− λ′, λy − λ′y′

)
= −1

r
(zr, 1, f(zr)) +

(
λ− λ′ + 1

r

)
(z0, 1,−g(z0)) + (0, 0, R)

où R = λy − λ′y′ + 1
r
f(zr) + (λ− λ′ + 1

r
)g(z0) ∈ R. Prenons r suffisamment proche de 0 pour

que λ − λ′ + 1/r ≥ 0. Dans ce cas, on a clairement z ∈ G −K. Donc, µ : G → R admet une
extension linéaire ζ : F → R telle que ζ ≥ 0 sur K. On pose

〈ξ, x〉 = 〈ζ, (x, 0, 0)〉 ∀x ∈ E

et r = 〈ζ, (0, 1, 0)〉. Bien entendu, l’application ξ : E → R est linéaire et on a la décomposition

〈ζ, (x, t, y)〉 = 〈ξ, x〉+ tr + y ∀(x, t, y) ∈ F.

Si x ∈ dom(f), alors (x, 1, f(x)) ∈ K et

0 ≤ 〈ζ, (x, 1, f(x))〉 = 〈ξ, x〉+ r + f(x)⇒ 〈−ξ, x〉 − r ≤ f(x).



3.6. Transformée de Legendre et ses propriétés 98

Si x ∈ dom(g), alors −(x, 1,−g(x)) ∈ K et

0 ≤ 〈ζ,−(x, 1,−g(x))〉 = −〈ξ, x〉 − r + g(x)⇒ −g(x) ≤ 〈−ξ, x〉 − r.

Au total, on a
−g(x) ≤ 〈−ξ, x〉 − r ≤ f(x) ∀x ∈ E.

Pour conclure, il reste à prouver que −ξ est continu. Etant donné que f est propre convexe et
qu’elle est continue en x0 ∈ dom(f), la fonction f est bornée supérieurement par une constante
sur un voisinage de x0 par la proposition 3.3.1. Puisque 〈−ξ, x〉 − r ≤ f(x) pour tout x ∈ E,
la fonction −ξ est bornée supérieurement au voisinage de x0, donc continue en x0. Par la
proposition 3.3.2, −ξ est continu sur dom(−ξ)◦ = E et −ξ ∈ E∗. D’où la conclusion.

Proposition 3.6.8 ([44], [37]). Soient f : E → R, g : E → R et h : F → R des fonctions
propres sur les espaces de Banach E et F .
(i) Si r > 0, alors (rf)∗ = rf ∗(·/r).
(ii) Si r 6= 0, alors f(r·)∗ = f ∗(·/r).
(iii) Si ξ ∈ E∗, alors (f + ξ)∗ = f ∗(· − ξ).
(iv) On a (f × h)∗ = f ∗ × h∗.
(v) On a (f ⊕ g)∗ = f ∗ + g∗.
(vi) (AC)Supposons que f, g ∈ Γ(E). Alors

(f ∗ + g∗)∗|E =
{
f ⊕ g si f ⊕ g est propre
−∞ sinon.

Si E est réflexif, alors

(f + g)∗ =
{
f ∗ ⊕ g∗ si f ∗ ⊕ g∗ est propre
−∞ sinon

et (f + g)∗ = f ∗ ⊕ g∗ s’il existe x0 ∈ dom(f)◦ ∩ dom(g) tel que f est continu en x0.

Démonstration. Les formules (i), (ii), (iii) et (iv) sont triviales.

(v) Pour tout ξ ∈ E∗, nous avons

(f ⊕ g)∗(ξ) = sup
x∈E
〈ξ, x〉 − (f ⊕ g)(x)

= sup
x∈E

(
〈ξ, x〉 − inf

z∈E
f(z) + g(x− z)

)
= sup

x∈E
sup
z∈E
〈ξ, x〉 − (f(z) + g(x− z))

= sup
(x,z)∈E2

〈ξ, x+ z〉 − (f(x) + g(z))

= sup
x∈E
〈ξ, x〉 − f(x) + sup

z∈E
〈ξ, z〉 − g(z)

= f ∗(ξ) + g∗(ξ).

(vi) La formule s’obtient par une application du théorème de Fenchel-Moreau. Le point (v)
nous dit que (f ⊕ g)∗ = f ∗ + g∗ pour tout f, g ∈ Γ(E). Donc, en utilisant une transformée de
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Legendre, nous pouvons dire que, pour tout f, g ∈ Γ(E), nous avons (f ∗ + g∗)∗|E = f ⊕ g si
f ⊕ g est propre et (f ∗ + g∗)∗|E = −∞ sinon.

Supposons que E est réflexif. Par le point (v), nous savons que (f ∗⊕g∗)∗ = f ∗∗+g∗∗ = f+g
pour tout f, g ∈ Γ(E). En appliquant une transformée de Legendre, on obtient (f+g)∗ = f ∗ ⊕ g∗
si f ∗ ⊕ g∗ est propre et −∞ sinon.

Supposons de plus que f est continu en un point x0 ∈ dom(f)◦ ∩ dom(g). Soit ξ ∈ E∗.
Si (f + g)∗(ξ) = +∞, alors (f ∗ ⊕ g∗)(ξ) = +∞ car (f + g)∗ � f ∗ ⊕ g∗. Supposons que
(f + g)∗(ξ) < +∞. Etant donné qu’il est déjà connu que (f + g)∗(ξ) ≤ (f ∗ ⊕ g∗)(ξ), il reste à
montrer que (f ∗⊕g∗)(ξ) ≤ (f+g)∗(ξ). Nous savons que f+g ∈ Γ(E). Comme x0 ∈ dom(f+g),
on a (f + g)∗(ξ) > −∞. Notons r = (f + g)∗(ξ). Nous voyons que

r = sup
x∈E
〈ξ, x〉 − (f + g)(x) ≥ 〈ξ, z〉 − (f + g)(z) ∀z ∈ E.

Donc, pour tout z ∈ E, on a f(z) ≥ −g(z) + 〈ξ, z〉 − r. Posons g′ = g − ξ + r. Cette fonction
est propre convexe et vérifie −g′ � f . De plus, f est continu en x0 ∈ dom(f)◦ ∩ dom(g). Par le
lemme précédent, il existe ζ ∈ E∗ et c ∈ R tels que

−g(x) + 〈ξ, x〉 − r ≤ 〈ζ, x〉+ c ≤ f(x) ∀x ∈ E.

La seconde inégalité montre que f ∗(ζ) ≤ −c. Donc, ζ ∈ dom(f ∗). Il découle de la première
inégalité que g∗(ξ−ζ)−r ≤ c. Il vient donc f ∗(ζ)+g∗(ξ−ζ) ≤ r. Par conséquent, (f ∗⊕g∗)(ξ) ≤ r.
D’où la conclusion.

Grâce à cette proposition, nous pouvons aisément calculer de nouvelles transformées de
Legendre à partir de transformées déjà connues. Cela étant, une transformée de Legendre peut
toujours être vue comme une fonction d’appui d’un ensemble (exemple 3.6.1).
Proposition 3.6.9. Soit f : E → R une fonction propre. Alors f ∗ = δ∗epi(f)(·,−1).
Démonstration. Il suffit de voir que, pour tout ξ ∈ E∗, on a

f ∗(ξ) = sup
x∈E
〈ξ, x〉 − f(x) = sup

(x,y)∈epi(f)
〈ξ, x〉 − y = sup

(x,y)∈epi(f)
〈(ξ,−1), (x, y)〉 = δ∗epi(f)(ξ,−1).

Voyons ce qu’il advient de la borne inférieure et supérieure d’une famille de fonctions.
Proposition 3.6.10 ([4]). Soit I un ensemble non-vide. Soient fi : E → R des fonctions pour
tout i ∈ I. Alors (infi∈I(fi))∗ = supi∈I(f ∗i ) et (supi∈I(fi))∗ � infi∈I(f ∗i ).
Démonstration. On a pour tout ξ ∈ E∗

(inf
i∈I

(fi))∗(ξ) = sup
x∈E
〈ξ, x〉 − inf

i∈I
(fi(x))

= sup
x∈E

sup
i∈I
〈ξ, x〉 − fi(x)

= sup
i∈I

sup
x∈E
〈ξ, x〉 − fi(x) = sup

i∈I
(f ∗i (ξ)).

Ensuite, nous savons que fj � supi∈I(fi) pour tout j ∈ I. La transformée de Legendre inverse les
inégalités, ce qui donne (supi∈I(fi))∗ � f ∗j pour tout j ∈ I. On en tire l’inégalité (supi∈I(fi))∗ �
infi∈I(f ∗i ).
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Il n’est pas aisé de décrire explicitement le domaine et l’épigraphe de f ∗ lorsque l’on dispose
d’une fonction f . Nous devons nous contenter de résultats partiels.

Proposition 3.6.11 ([4]). Soit f : E → R une fonction propre.
(i) On a

epi(f ∗) = {(ξ, r) ∈ E∗ × R : 〈ξ, ·〉 − r � f}.

(ii) Si dom(f ∗) 6= ∅, alors f est minoré sur tout ensemble borné de E.

Démonstration. (i) Nous avons (ξ, r) ∈ epi(f ∗) si et seulement si f ∗(ξ) ≤ r, c’est-à-dire
supx∈E〈ξ, x〉 − f(x) ≤ r. Ceci est équivalent à avoir 〈ξ, ·〉 − r � f .

(ii) Supposons que dom(f ∗) 6= ∅. Il existe ξ ∈ E∗ tel que supx∈E〈ξ, x〉 − f(x) < +∞.
Autrement dit, il existe C ∈ R tel que 〈ξ, x〉−f(x) < C pour tout x ∈ E. Soient x0 ∈ E et ε > 0.
Montrons que f est borné inférieurement sur B(x0, ε). On sait que B(x0, ε) = x0 + εB(0, 1).
Comme ξ est continu, il existe C ′ > 0 tel que |〈ξ, x〉| ≤ C ′‖x‖ pour tout x ∈ E. Donc, |ξ| < C ′

sur B(0, 1). On en tire que

ξ(B(x0, ε))− C = 〈ξ, x0〉+ εξ(B(0, 1))− C ⊂ 〈ξ, x0〉 − C + ε]− C ′, C ′[.

On en tire que f est borné inférieurement par 〈ξ, x0〉−C − εC ′, ce qui permet de conclure.

Examinons les propriétés de sous-différentiabilité. Le théorème suivant peut être interprété
de cette manière : la pente ξ est celle d’un hyperplan d’appui de f en x si et seulement si x
est une pente d’un hyperplan d’appui de f ∗ en ξ. Il y a donc une relation de dualité entre les
points du graphe et les hyperplans d’appui de epi(f).

Proposition 3.6.12. Si f ∈ Γ(E), alors ξ ∈ ∂f(x) si et seulement si Jx ∈ ∂f ∗(ξ). Dans le
cas où E est réflexif, on peut remplacer Jx par x.

Démonstration. Supposons que ξ ∈ ∂f(x). On a 〈ξ, y − x〉 ≤ f(y) − f(x) pour tout y ∈ E.
Donc, 〈ξ, y〉 − f(y) ≤ 〈Jx, ξ〉 − f(x) pour tout y ∈ E. Il s’ensuit que

f ∗(ξ) ≤ 〈Jx, ξ − η + η〉 − f(x)− f ∗(η) + f ∗(η)

pour tout η ∈ dom(f ∗). Il vient alors

〈Jx, η − ξ〉 ≤ 〈η, x〉 − f ∗(η)︸ ︷︷ ︸
≤f∗∗(x)=f(x)

−f(x) + f ∗(η)− f ∗(ξ) ≤ f ∗(η)− f ∗(ξ) ∀η ∈ dom(f ∗).

Cette inégalité ayant aussi lieu sur E∗, nous pouvons conclure que Jx ∈ ∂f ∗(ξ). Montrons
la réciproque et supposons que Jx ∈ ∂f ∗(ξ). La première partie de la preuve montre que
Jξ ∈ ∂(f ∗)∗(Jx). Donc, pour tout ζ ∈ E∗∗, on a 〈Jξ, ζ − Jx〉 ≤ (f ∗)∗(ζ) − (f ∗)∗(Jx). En
particulier, si on restreint cette inégalité aux éléments y de E (on rappelle que E s’identifie à
un sous-espace de Banach de E∗∗), nous obtenons

〈ξ, y − x〉 ≤ f ∗∗(y)− f ∗∗(x) = f(y)− f(x) ∀y ∈ E.
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Il est connu que toute fonction convexe admet une dérivée directionnelle à valeurs dans
R. Il serait intéressant de regarder ce que devient la transformée de Legendre de la dérivée
directionnelle d’une fonction.

Lemme 3.6.3 ([37]). Si f : E → R est une fonction propre convexe, alors, pour tout x0 ∈
dom(f), on a

∂f(x0) = {ξ ∈ E∗ : 〈ξ, h〉 ≤ f∗x0(h) ∀h ∈ E}.

Démonstration. Soit ξ ∈ ∂f(x0). Donc, 〈ξ, y− x0〉 ≤ f(y)− f(x0) pour tout y ∈ E. On a alors

〈ξ, th〉 = 〈ξ, x0 + th〉 − 〈ξ, x0〉 ≤ f(x0 + th)− f(x0)

pour tout t > 0. En divisant cette inégalité par t et en passant à la limite pour t → 0+, on
obtient 〈ξ, h〉 ≤ f∗x0(h) pour tout h ∈ E.

Supposons à présent que ξ ∈ E∗ vérifie 〈ξ, h〉 ≤ f∗x0(h) pour tout h ∈ E. Fixons y ∈ E.
Alors

〈ξ, y − x0〉 ≤ f∗x0(y − x0) ≤ f(x0 + t(y − x0))− f(x0)
t

∀t > 0.

En particulier, si t = 1, alors
〈ξ, y − x0〉 ≤ f(y)− f(x0).

D’où ξ ∈ ∂f(x0).

Lemme 3.6.4 (AC, [37]). (i) Si C est un convexe non-vide fermé de E∗, alors δ∗C est une
fonction propre sous-linéaire semi-continue inférieurement et

C = {ξ ∈ E∗ : Jξ � δ∗C}.

(ii) Si f : E → R est une fonction propre sous-linéaire semi-continue inférieurement, alors

Cf = {ξ ∈ E∗ : ξ � f}

est un ensemble convexe non-vide fermé et f = δ∗Cf |E.

Démonstration. (i) Comme C est un convexe non-vide fermé, la fonction δC appartient à Γ(E∗).
Par conséquent, δ∗C appartient à Γ(E∗∗). La sous-linéarité de δ∗C est évidente. Soit ξ ∈ C. On a
pour tout µ ∈ E∗∗

δ∗C(µ) = sup
ζ∈C
〈µ, ζ〉 ≥ 〈µ, ξ〉.

Donc, Jξ � δ∗C . Supposons à présent que Jξ � δ∗C . En appliquant une transformée de Le-
gendre, l’inégalité est inversée et on a δC � J ∗ξ |E∗ . Vu les exemples abordés précédemment, on
a J ∗ξ = δJξ . Sa restriction à E∗ nous donne évidemment δξ (on rappelle que ξ s’identifie à Jξ
dans E∗∗∗). Donc, δC(ξ) ≤ δξ(ξ) = 0 et ξ ∈ C.

(ii) Il est évident que Cf est convexe. On montre que Cf 6= ∅. Etant donné que f est convexe
propre sci, il existe une fonction affine g telle que g � f vu la proposition 3.2.9. La fonction g
est continue et dom(g)◦ ∩ dom(f) 6= ∅. Par le lemme 3.6.2, il existe ξ ∈ E∗ et r ∈ R tels que

−g(x) ≤ 〈ξ, x〉+ r ≤ f(x) ∀x ∈ E.



3.6. Transformée de Legendre et ses propriétés 102

Bien entendu, si on divise la seconde inégalité obtenue par R > 0, nous avons

〈ξ, x〉+ r

R
≤ f(x) ∀x ∈ E

par la sous-linéarité de f . En faisant tendre R vers +∞, on conclut que ξ � f et Cf 6= ∅. Ensuite,
pour tout x ∈ E, nous avons 〈Jx, ξ〉 ≤ f(x) pour tout ξ ∈ Cf . Donc, ξ ∈ (Jx)−1(]−∞, f(x)])
pour tout ξ ∈ Cf . Les ensembles (Jx)−1(]−∞, f(x)]) sont fermés pour tout x ∈ E et on a

Cf = ∩x∈dom(f)(Jx)−1(]−∞, f(x)])

ce qui montre que Cf est fermé. Pour finir, nous savons que f = δ∗Cf |E si f ∗ = δCf par le
théorème de Fenchel-Moreau. Il suffit donc de montrer cette dernière égalité. Si ξ ∈ Cf , alors
ξ − f � 0 et

f ∗(ξ) = sup
x∈E
〈ξ, x〉 − f(x) ≤ 0 et 〈ξ, 0〉 − f(0) = 0.

Donc, f ∗(ξ) = 0. Si ξ /∈ Cf , alors il existe x ∈ E tel que 〈ξ, x〉 − f(x) > 0. Donc,

lim
t→+∞

〈ξ, tx〉 − f(tx) = lim
t→+∞

t(〈ξ, x〉 − f(x)) = +∞,

d’où f ∗(ξ) = +∞. Donc, f ∗ = δCf .

Proposition 3.6.13 (AC, [37]). Si f : E → R est une fonction propre convexe et si f est
continu en x ∈ dom(f), alors f∗x = δ∗∂f(x)|E. Si, de plus, E est réflexif, on a aussi (f∗x)∗ = δ∂f(x).

Démonstration. Vu le corollaire 3.4.1, la fonction f∗x est finie en tout point et lipschitzienne
sur E. Elle est aussi sous-linéaire. Par le lemme 3.6.3 et en adoptant les notations du lemme
3.6.4, on a

∂f(x) = {ξ ∈ E∗ : 〈ξ, h〉 ≤ f∗x(h) ∀h ∈ E} = Cf∗x .

Donc, le lemme précédent montre que δ∗∂f(x)|E = δ∗Cf∗x |E = f∗x. Ensuite, si E est réflexif, la
transformée de Legendre est une bijection entre Γ(E) et Γ(E∗). La première partie de la preuve
montre que f∗x = δ∗∂f(x) et on conclut en appliquant une nouvelle transformée de Legendre.

Nous sommes en mesure de démontrer la réciproque de la proposition 3.5.2.

Proposition 3.6.14 ([37]). Soit f : E → R une fonction propre convexe. Supposons que f est
continu en x0 ∈ dom(f) et que ∂f(x0) = {ξ}. Alors f est G-différentiable en x0 et ∇f(x0) = ξ.

Démonstration. La proposition précédente montre que

f∗x0(h) = δ∗∂f(x0)(h) = sup
ζ∈∂f(x0)

〈ζ, h〉 = 〈ξ, h〉 ∀h ∈ E.

Donc, f∗x0 est linéaire et continu. La proposition 3.5.2 montre que ξ = ∇f(x0).

On en déduit une conséquence très utile.

Corollaire 3.6.2. Toute fonction affine continue est G-différentiable sur E. De plus, si h = ξ+b
avec ξ ∈ E∗ et b ∈ R, alors ∇h(x) = ξ pour tout x ∈ E.
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Démonstration. Soit h : E → R une fonction affine continue sur E. Alors ∂h(x0) est un
singleton. On voit qu’il existe ξ ∈ E∗ et b ∈ R tels que h = ξ + b. En effet, on pose b = h(0)
et l’application h − b est clairement continue. Elle est aussi linéaire. Si λ ∈ R et x ∈ E, alors
(h − b)(λx) = h(λx) − h(0) = h(λx + (1 − λ)0) − h(0) = λh(x) + (1 − λ)h(0) − h(0) =
λ(h(x) − h(0)) = λ(h − b)(x). De même, on voit que (h − b)(x + y) = (h − b)(x) + (h − b)(y)
pour tout x, y ∈ E. Cela étant, on trouve

〈ξ, y − x〉 = h(y)− h(x)

pour tout x, y ∈ E. Donc, ξ ∈ ∂h(x) pour tout x ∈ E. Soit ζ ∈ ∂f(x). On a 〈ζ, y − x〉 ≤
h(y) − h(x) = 〈ξ, y − x〉 pour tout y ∈ E. Donc, ζ � ξ. Comme ζ et ξ sont des applications
linéaires, l’inégalité trouvée montre en fait que ξ = ζ et ∂h(x) = {ξ} pour tout x ∈ E. On
conclut par la proposition précédente.

Terminons le chapitre par la propriété suivante qui nous sera utile par la suite.

Proposition 3.6.15. Si f : E → R est une fonction propre convexe sous-différentiable en x,
alors ∂f(x) = ∂f ∗∗(x).

Démonstration. Soit ξ ∈ ∂f(x). Nous avons f(x) + 〈ξ, y − x〉 ≤ f(y) pour tout y ∈ E. Donc,
f est minoré par une fonction affine continue. Il s’ensuit que conv(f)(y) ≥ f(x) + 〈ξ, y − x〉
pour tout y ∈ E. Donc, conv(f) est une fonction propre. Nous savons que f ∗∗ vaut conv(f) si
celui-ci est propre ou identiquement −∞ dans le cas contraire en vertu du théorème de Fenchel-
Moreau. Vu ce qui vient d’être dit, on a f ∗∗ = conv(f). Mais la sous-différentiabilité impliquant
la semi-continuité inférieure, on déduit que f est sci en x. Donc, f(x) = conv(f)(x) = f(x)
et f ∗∗(x) + 〈ξ, y − x〉 ≤ f ∗∗(y) pour tout y ∈ E, d’où la première inclusion. Réciproquement,
si ξ ∈ ∂f ∗∗(x), alors f ∗∗(x) + 〈ξ, y − x〉 ≤ f ∗∗(y) pour tout y ∈ E. Vu que x ∈ dom(∂f ∗∗) ⊂
dom(f ∗∗), on a f ∗∗(x) < +∞. Puisque ∂f ∗∗(x) 6= ∅, on en tire que f ∗∗(x) > −∞ par définition
du sous-différentiel. De là, f ∗∗ = conv(f) par le théorème de Fenchel-Moreau. Puisque f est
propre convexe, on a conv(f) = f . Par semi-continuité inférieure en x, nous obtenons f ∗∗(x) =
f(x) = f(x). Il s’ensuit que 〈ξ, y−x〉 ≤ f(y)−f(x) ≤ f(y)−f(x) pour tout y ∈ E et ξ ∈ ∂f(x)
car f(y) ≤ f(y).
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Chapitre 4

Optimisation convexe

L’optimisation convexe est une théorie qui a pour but d’étudier les problèmes de recherche
de minima et de maxima de fonctions convexes sous certaines contraintes (les points doivent
vérifier certaines équations et inéquations ou ils doivent appartenir à un ensemble donné par
exemple). Sauf mention explicite du contraire, E désignera un espace de Banach. Formellement,
les deux problèmes se traduisent de la façon suivante : si f : E → R est une fonction propre
convexe et si C est un ensemble convexe, le but est de
(1) Problème de minimisation : trouver x0 ∈ E tel que

f(x0) = inf
x∈C

f(x)

(2) Problème de maximisation : trouver x0 ∈ E tel que

f(x0) = sup
x∈C

f(x)

Notons que le problème (1) peut se réduire au cas où C = E. En effet, il suffit de considérer la
fonction f0 = f + δC , auquel cas on a infx∈E f ′(x) = infx∈E f(x) + δC(x) = infx∈C f(x).

L’étude du problème se fera en plusieurs temps. Nous commencerons par faire une brève
étude des maxima de fonctions convexes et verrons que les maxima sont intimement liés à la
notion de point extrêmal d’un convexe. Ensuite, nous étudierons plus en profondeur la recherche
de minima car la convexité implique beaucoup de belles propriétés pratiques concernant le pro-
blème de minimisation. Nous tirerons des conditions d’existence et d’unicité des minima dans
un premier temps. Ensuite, nous montrerons comment la transformée de Legendre peut être
utilisée pour transformer un problème de minimisation en un problème dual qui, sous certaines
conditions, possède des liens profonds avec le problème de départ. Ensuite, nous étudierons
les lagrangiens associés à un problème d’optimisation. Nous d’obtiendrons des critères pour
construire des suites qui approchent un minimum. Ceci permet notamment la mise au point
d’un algorithme de recherche de minima : l’algorithme proximal. Pour finir, nous appliquerons
quelques-uns des résultats dans l’étude des équations aux dérivées partielles pour illustrer ex-
plicitement une application en dimension infinie.

Concernant les références, nous nous basons sur [2] et [37] pour l’étude des maxima. Les
mêmes résultats peuvent être retrouvés par exemple dans [31]. L’étude de l’existence et l’unicité
des minima est inspirée de [44] qui travaille dans un cadre plus général que le nôtre (plus exac-
tement, l’auteur travaille dans des espaces localement convexe, voire parfois dans des espaces
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vectoriels normés). La théorie de la dualité a été réalisée en adaptant celle présentée dans [4]
aux espaces de Banach. Concernant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, nous utilisons
[3] qui va à l’essentiel pour démontrer la méthode. La régularisation de Moreau-Yosida dans
le cadre des espaces de Banach a été tiré d’un exercice de [44]. Puis nous utilisons [32] pour
étudier brièvement les propriétés des suites proximales. L’application à l’étude d’équations aux
dérivées partielles est principalement inspirée de [37] que l’on adapte à une équation non-traitée
dans l’ouvrage à l’aide de l’article [5]. Le lecteur avide d’équations aux dérivées partielles pourra
consulter [12] qui traite le sujet de façon beaucoup plus complète qu’ici.

4.1 Maximum d’une fonction convexe
Pour commencer, nous allons voir que les maxima sont fortement liés à la notion de point

extrêmal d’un convexe. Pour clarifier les choses, nous adoptons les définitions suivantes.

Définition 4.1.1. Soit f : E → R une fonction. On dira que x0 est un maximum (resp.
minimum) local de f si x0 ∈ dom(f) et s’il existe un voisinage V de x0 tel que f(x0) ≥ f(x)
(resp. f(x0) ≤ f(x)) pour tout x ∈ V ∩ dom(f). C’est un maximum (resp. minimum) global
si x0 ∈ dom(f) et si f(x0) ≥ f(x) (resp. f(x0) ≤ f(x)) pour tout x ∈ V ∩ dom(f) et tout
voisinage V de x0.

Voici un résultat qui ressemble assez fortement au principe du maximum de la théorie des
fonctions holomorphes.

Proposition 4.1.1 (Principe du maximum). Soit f : E → R une fonction propre convexe.
Supposons que f admet un maximum global (resp. local) x0 ∈ dom(f)◦. Alors f est constant
sur son domaine (resp. sur un voisinage de x0).

Démonstration. Par l’absurde, supposons f non-constant sur son domaine. Il existe x ∈ dom(f)
tel que f(x) < f(x0). Bien sûr, il existe λ > 1 suffisamment proche de 1 tel que λx0 +(1−λ)x ∈
dom(f)◦ car x0 ∈ dom(f)◦ et limµ→1+ µx0 + (1 − µ)x = x0. Notons y = λx0 + (1 − λ)x. On a
donc x0 = λ−1

λ
x+ 1

λ
y. Par convexité, il vient

f(x0) ≤ λ− 1
λ

f(x) + 1
λ
f(y) < f(x0)

d’où l’absurdité. Le cas où x0 est un maximum local se traite de façon similaire en se restreignant
à un voisnage B(x0, ε) du maximum local x0. On suppose que f n’est pas constant sur ce
voisinage et qu’il existe x ∈ B(x0, ε) tel que f(x) < f(x0). Le segment [x, 2x0 − x] est inclus
dans B(x0, ε) puis on utilise la convexité de f pour obtenir

f(x0) = f(x2 + 2x0 − x
2 ) ≤ 1

2f(x) + 1
2f(2x0 − x) < f(x0)

et on a une absurdité.

Le principe du maximum montre qu’une fonction convexe non-constante ne peut atteindre
un maximum que sur la frontière de son domaine. En fait, moyennant quelques hypothèses
supplémentaires sur f , il résulte de la théorie des ensembles extrêmaux de la section 1.4. que le
maximum global est atteint en un point extrêmal du domaine. Tout d’abord, remarquons que
sous certaines hypothèses, l’existence de maxima globaux est assurée.



Chapitre 4. Optimisation convexe 107

Lemme 4.1.1 ([2]). Soit f : E → R une fonction propre convexe semi-continue supérieurement
telle que dom(f) est compact dans E. Alors l’ensemble des maxima globaux de f est un ensemble
compact non-vide.

Démonstration. Pour tout r ∈ f(dom(f)), on définit Fr = {x ∈ dom(f) : f(x) ≥ r} =
Γ−r(−f) ∩ dom(f). La fonction −f est sci car f est scs. Pour le voir, il suffit d’appliquer la
définition des différents types de semi-continuité puis de multiplier les membres des inégalités
de ces définitions par −1. Par la proposition 3.2.4, l’ensemble Γ−r(−f) est fermé. Puisque Fr
est fermé et inclus dans le compact dom(f), l’ensemble Fr est compact. Donc, ∩r∈f(dom(f))Fr
est un fermé inclus dans le compact dom(f). Ainsi ∩r∈f(dom(f))Fr est lui-même compact. Il
est clair que cet ensemble est en fait l’ensemble des maxima globaux de f . Remarquons que
{Fr : r ∈ f(dom(f))} est une famille de fermés telle que toute partie finie A de cette famille
vérifie ∩A 6= ∅ 1. Par compacité, on en tire que ∩r∈f(dom(f))Fr 6= ∅, d’où la conclusion.

Proposition 4.1.2 (Principe du maximum de Bauer, AC, [37]). Soit f : E → R une fonction
propre convexe semi-continue supérieurement telle que dom(f) est compact dans E. Alors f
atteint un maximum global en un point de ext(dom(f)).

Démonstration. Posons

M = {x ∈ dom(f) : f(x) = max
z∈dom(f)

f(z)}.

Par le lemme précédent, M est un compact non-vide de E. On vérifie que M est un ensemble
extrêmal de dom(f). Si u, v ∈ dom(f), x ∈ M∩]u, v[, alors f(x) ≤ λf(u) + (1 − λ)f(v). Si
f(u) < f(x), alors la dernière inégalité montre que f(x) < f(x), ce qui est absurde. Donc
u ∈M . De même, v ∈M et M est une partie extrêmale de dom(f). Puisque M est une partie
extrêmale compacte de dom(f), le lemme 1.4.1 montre que M contient un point extrêmal de
dom(f). D’où la conclusion.

Dans certains cas, la recherche de maxima se révèle très facile en combinant le théorème de
Krein-Milman et le principe du maximum de Bauer. Par exemple, lorsque l’on a un domaine
polygonal, il suffit de regarder les valeurs de la fonctions en les sommets du domaine. Comme
le nombre de sommets est fini, le maximum global est obtenu assez rapidement. Imaginons que
le domaine n’est pas polygonal. Dans ce cas, il est parfois possible de paramétrer le domaine,
voire sa frontière (par exemple, un disque, une ellipse, un cube ou une intersection de tels
ensembles). Tout revient alors à maximiser une fonction sur un ensemble plus petit (une courbe
par exemple), ce qui facilite parfois énormément les choses. Malheureusement, il n’y a pas de
réelle solution efficace dans les cas où les points extrêmaux sont difficilement calculables. Voyons
en détail un exemple afin de voir comment les résultats précédents peuvent être appliqués.

Exemple 4.1.1 (Polynôme de degré deux à plusieurs indéterminées). Soient aij, b ∈ R avec
i, j ∈ {1, ..., n} et considérons la fonction convexe f : Rn → R définie par

f(x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj + b ∀x ∈ Rn . (*)

1. Plus brièvement, on dit que la famille {Fr : r ∈ f(dom(f))} de fermés vérifie la propriété d’intersections
finies.
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Nous devons maximiser f sur Rn sous les contraintes affines suivantes

B(1)x ≤ b(1), ... , B(m)x ≤ b(m) (S)

avec B(i) ∈ Rn et b(i) ∈ R pour tout i ∈ {1, ...,m}. Pour que ce problème soit résoluble, il faut
évidemment que l’ensemble des solutions P du système d’inéquations (S) soit non-vide. Nous
allons donc supposer que P 6= ∅.

Trouvons d’abord des conditions sur les constantes aij et b pour que f soit convexe et
pouvoir appliquer les propriétés. Il est clair que cette fonction est deux fois différentiable. On a

∂xkf(x) = 2akkxk +
n∑
i=1

aik +
n∑
j=1

akj

∂2
xk
f(x) = 2akk et ∂xlxkf(x) = 0 si k 6= l.

La hessienne vaut donc

∇2f(x) =


2a11 0 · · · 0

0 2a22 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · 2ann

 = 2 diag(a11 · · · ann).

pour tout x ∈ Rn. Donc, f est convexe si et seulement si 2(a11h
2
1 + · · · + annh

2
n) ≥ 0 pour

tout h ∈ Rn. Autrement dit, il faut que aii ≥ 0 pour tout i ∈ {1, ..., n}. La région P forme un
ensemble convexe fermé de Rn, comme on peut aisément s’en rendre compte. Bien entendu, vu
la forme des inégalités, on voit clairement que P est une intersection de demi-espaces décrits
par les m inégalités (S). Intuitivement, on peut s’attendre à ce que P soit polygonal, mais ce
n’est bien sûr pas toujours le cas ! Par exemple, en prenant m hyperplans translatés les uns
par rapport aux autres, on retrouve un demi-espace. Pour appliquer la proposition précédente,
il faudrait que P soit compact, ce que nous allons supposer par la suite. Nous savons que f
n’atteint un maximum que sur la frontière de P puisque la fonction n’est pas constante. Bien
entendu, la frontière de P est incluse dans l’union des hyperplans d’équations B(i)x = b(i). Plus
précisément,

P • = {x ∈ Rn : ∃i ∈ {1, ...,m} B(i)x = b(i) et ∀j ∈ {1, ...,m} B(j)x ≤ b(j)}.

Traitons un exemple concret pour fixer les idées. Supposons que f : R2 → R est défini par
f(x, y) = 5x2 + 3y2 − 2x+ y − 4 pour tout (x, y) ∈ R2 et que les contraintes sont données par

2x+ 3y ≤ −5, −x+ 2y ≤ 1, −x− 2y ≤ 3.

Nous pouvons représenter ces contraintes comme dans la figure 4.1. Nous avons un triangle
dont les sommets sont notés z1, z2 et z3. Bien sûr, ces sommets sont les points extrêmaux du
triangle. Nous ne détaillons pas les calculs des sommets qui relèvent de calculs élémentaires de
systèmes d’équations. On obtient z1 = (−3/7,−13/7), z2 = (−2,−1/2) et z3 = (−1,−1). Il
suffit alors d’évaluer f en ces points. On a f(−3/7,−13/7) = 307/49, f(−2,−1/2) = 81/4 et
f(−1,−1) = 5. Le maximum global est donc (−2,−1/2) en lequel la fonction vaut 81/4.

Hélas, la diversité des cas qui peuvent se présenter nous empêche d’établir une méthode
permettant de calculer les maxima de façon systématique... En réalité, la convexité se prête
surtout bien aux problèmes de minimisation de fonctions convexes, comme nous allons le voir.
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Figure 4.1 – Représentation des trois contraintes 2x + 3y + 5 ≤ 0, −x + 2y − 1 ≤ 0 et
−x− 2y − 3 ≤ 0.

4.2 Minimum de fonctions convexes : existence et unicité
Traitons à présent le problème des minima de fonctions convexes. Pour commencer, nous

pouvons montrer que la convexité de la fonction simplifie en quelque sorte le problème car tout
minimum local est en fait un minimum global.

Proposition 4.2.1. Soit f : E → R une fonction propre convexe. Tout minimum local de f
est un minimum global.

Démonstration. Supposons que x0 est un minimum local de f et soit x ∈ dom(f). Il existe un
voisinage ouvert convexe V de x0 tel que f(z) ≥ f(x0) pour tout z ∈ V ∩dom(f). Par convexité,
le segment [x0, x] est inclus dans dom(f). Il existe λ ∈]0, 1[ tel que z = λx0 + (1 − λ)x ∈ V .
Donc, par convexité de f , on a

f(z) ≤ λf(x0) + (1− λ)f(x)

et il s’ensuit que

f(x) ≥ 1
1− λf(z)− λ

1− λf(x0) ≥ 1
1− λf(x0)− λ

1− λf(x0) = f(x0)

d’où la conclusion.

Nous pouvons donc nous contenter d’étudier seulement les minima globaux. Avant toute
chose, donnons une condition de minimalité de la fonction considérée. Il est connu que si
f :]a, b[→ R est une fonction dérivable sur l’ouvert ]a, b[ de R, alors la dérivée de f s’annule
en les extrêma locaux. Mais un point d’annulation de la dérivée n’est pas nécessairement un
extrêmum, comme le montre l’exemple classique f : x ∈ R 7→ x3 ∈ R. Nous allons voir que
nous pouvons déduire une propriété similaire en terme de sous-différentiel.
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Définition 4.2.1. Si f : E → R est une fonction propre G-différentiable en x0 ∈ dom(f), alors
on dit que x0 est un point critique de f si et seulement si ∇f(x0) = 0.

Proposition 4.2.2. Si f : E → R est une fonction propre, alors x0 est un minimum global
de f si et seulement si 0 ∈ ∂f(x0). De plus, si f est G-différentiable en x0, alors x0 est un
minimum global si et seulement si x0 est un point critique de f .

Démonstration. Il est clair que 0 ∈ ∂f(x0) si et seulement si 〈0, y−x0〉 = 0 ≤ f(y)−f(x0) pour
tout y ∈ E, c’est-à-dire f(x0) ≤ f(y) pour tout y ∈ E. Supposons que f est G-différentiable
en x0. Alors ∂f(x0) = {∇f(x0)} par la proposition 3.5.3. La conclusion résulte de la première
partie de la propriété.

A présent, étudions l’existence et l’unicité des minima. Par la suite, l’ensemble des minima
de f sera noté argmin(f) . Remarquons que l’ensemble des minima forme un ensemble convexe.

Proposition 4.2.3. Si f : E → R est une fonction propre convexe, alors argmin(f) est convexe.
Si, de plus, f ∈ Γ(E), alors argmin(f) est un convexe fermé.

Démonstration. Supposons argmin(f) non-vide, le cas vide étant évident. Soit x0 ∈ argmin(f)
et posons r0 = f(x0). Alors, argmin(f) = Γr0(f) et la conclusion s’ensuit.

Bien entendu, on s’attend à ce que l’on doive imposer quelques hypothèses sur f pour
assurer l’existence d’un minimum. En effet, à partir d’exemples simples de fontions convexes
suffisament régulières, on peut avoir argmin(f) = ∅. Par exemple, la fonction exponentielle est
de classe C∞, bornée inférieurement, convexe, et pourtant, elle n’admet pas de minimum. La
fonction x 7→ x2 est convexe, de classe C∞, bornée inférieurement, et elle admet un unique
minimum en 0. Les propriétés à imposer à la fonction sont d’une autre nature que le simple
fait d’être lisse ou borné. Remarquons qu’avec la fonction carrée, les sections Γr(f) sont toutes
compactes, alors que pour l’exponentielle, l’ensemble Γ1(f) n’est même pas borné car il est égal
à ]−∞, 0]. La propriété suivante montre qu’avec suffisamment de régularité sur f , la propriété
constatée sur les ensembles Γr(f) assure l’existence d’un minimum. En réalité, nous pouvons
même nous contenter de la compacité faible, comme le montre la proposition ci-dessous.

Proposition 4.2.4 ([44]). Si f ∈ Γ(E) et s’il existe r ∈ R tel que Γr(f) est non-vide et
faiblement compact, alors f est borné inférieurement et argmin(f) 6= ∅.

Démonstration. Soit r ∈ R tel que Γr(f) est non-vide et faiblement compact. Construisons une
suite (rm)m∈N décroissante et convergeant vers infx∈E f(x). Nous pouvons même nous arranger
pour que r0 = r et que rm > infx∈E f(x). De cette façon, les ensembles Γrm(f) sont des fermés
faibles inclus dans le compact faible Γr(f). Ils sont donc faiblement compacts. De plus, on a
Γrm(f) ⊃ Γrm+1(f) pour tout m ∈ N. Ces ensembles sont non-vides. Sinon, il existe m ∈ N
tel que Γrm(f) = ∅. Donc, pour tout x ∈ E, on a f(x) > rm et donc infx∈E f(x) ≥ rm
ce qui est absurde, vu la construction de la suite (rm)m∈N. Par le théorème de Cantor, on a
∩+∞
m=0Γrm(f) 6= ∅. Soit x0 un élément de cette intersection. On a f(x0) ≤ rm pour tout m ∈ N

et par passage à la limite, on obtient f(x0) = infx∈E f(x), d’où la conclusion.

Vu la caractérisation des espaces réflexifs, la propriété qui suit est immédiate.

Corollaire 4.2.1. Si E est réflexif, f ∈ Γ(E) et s’il existe r ∈ R tel que Γr(f) est borné et
non-vide, alors argmin(f) est non-vide et faiblement compact.
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Si l’espace de Banach E est réflexif, nous pouvons déduire un critère d’existence de minimum
bien plus pratique. Introduisons une nouvelle classe de fonctions.

Définition 4.2.2. Une fonction f : E → R est coercive si et seulement si

lim
‖x‖→+∞

f(x) = +∞.

Autrement dit, f est coercif si et seulement si, pour tout R > 0, il existe M > 0 tel que
f(x) > R si ‖x‖ > M .

Dans l’exemple de la fonction carrée et de la fonction exponentielle, il est aisé de voir que
l’exponentielle n’est pas coercive et que le carré l’est. Plus généralement, dans un espace réflexif,
les fonctions coercives admettent toujours un minimum.

Proposition 4.2.5. Si E est réflexif et si f ∈ Γ(E) est coercif, alors argmin(f) est non-vide
et est faiblement compact.

Démonstration. Il suffit de trouver r ∈ R tel que Γr(f) est non-vide et borné et appliquer le
corollaire précédent. Fixons r ∈ R de sorte que Γr(f) 6= ∅. Ceci est possible car la fonction est
propre et admet une valeur finie en au moins un point. Etant donné que f est coercif, il existe
R > 0 tel que f(x) > r si ‖x‖ > R. Il s’ensuit que Γr(f) ⊂ B(0, R) et Γr(f) est borné.

En utilisant la preuve précédente, on a le corollaire suivant qui nous sera utile.

Corollaire 4.2.2. Si E est réflexif et si f ∈ Γ(E) est coercif, alors Γr(f) est faiblement compact
pour tout r ∈ R.

Toutefois, il existe des fonctions propres convexes semi-continues inférieurement non-coercives
qui peuvent atteindre un minimum. Par exemple, la fonction f définie sur R2 par f(x, y) = x2

n’est pas coercive car f(0, y) = 0 < 1 pour tout y ∈ R. Pourtant, elle atteint ses minima
sur {0} × R. De plus, on voit que la proposition 4.2.4 n’est pas non plus d’application car les
ensembles Γr(f) non-vides ne sont pas bornés.

Concernant l’unicité du minimum, il est évident qu’il faut imposer des hypothèses supplé-
mentaires à une fonction de Γ(E) pour nous assurer de n’avoir qu’un seul minimum. La stricte
convexité permet d’avoir un minimum unique.

Proposition 4.2.6. Soit f ∈ Γ(E) et supposons que f est strictement convexe sur son domaine.
Alors f a au plus un minimum. De plus, si E est réflexif et f est coercif, alors f possède un et
un seul minimum.

Démonstration. Soient x0 et y0 deux minima de f et notons r = f(x0) = f(y0). Si x0 6= y0 et
λ ∈]0, 1[, alors

f(λx0 + (1− λ)y0) < λf(x0) + (1− λ)f(y0) = r

ce qui est absurde car r est la plus petite valeur prise par f . La seconde partie de la preuve est
une application directe de la proposition précédente.
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De nouveau, la réciproque n’est pas vraie en général. Un exemple simple est la fonction
valeur absolue. Elle n’est pas strictement convexe puisque |λx + (1 − λ)y| = λ|x| + (1 − λ)|y|
lorsque 0 < x < y et le minimum en 0 est unique. Au final, nous n’avons que des résultats
partiels concernant l’existence et l’unicité. Mais il est malaisé de déterminer une condition à la
fois nécessaire et suffisante d’existence et d’unicité de la solution au problème. Ces critères se
révèlent malgré tout utiles dans beaucoup de cas.

Nous pouvons essayer de déterminer l’existence d’un minimum d’un point de vue plus pra-
tique en obtenant des approximations successives à l’aide de suites. Nous aborderons ce sujet
plus tard.

4.3 Dualité par perturbation
Nous avons vu comment résoudre explicitement un problème de minimisation donné. Mais

parfois, le problème posé peut paraître très difficile à résoudre tel qu’il est donné. C’est pour-
quoi il est intéressant de traiter le problème sous un autre angle. Nous allons voir qu’il est
possible d’associer à un problème de minimisation, appelé problème primal, un autre problème
d’optimisation nommé problème dual au travers de la transformée de Legendre. Ce passage au
dual est très intéressant par les liens forts qu’entretiennent les points de vue primal et dual
vis-à-vis des minima. Notre référence principale concernant la dualité en optimisation est [4]
qui traite de l’analyse convexe sur des espaces de Hilbert. Bien que cet ouvrage travaille dans
un cadre très particulier, la plupart des résultats cités dedans s’adaptent facilement au cas des
espaces de Banach, moyennant de temps en temps des hypothèses supplémentaires.

4.3.1 Théorie générale
Soit f ∈ Γ(E). Le but recherché est de minimiser f sur C. La contrainte d’appartenance

x ∈ C peut être supprimée en considérant f + δC . Nous supposons aussi que le problème posé
est consistant, i.e. C ∩ dom(f) 6= ∅. Ce problème de minimisation sera noté (P). Soit V un
espace de Banach. Sauf mention explicite du contraire, nous conservons ces notations durant le
reste de la section 4.3.1.

Définition 4.3.1. Une fonction de perturbation de f est une application F : E × V → R qui
vérifie F(x, 0) = f(x) pour tout x ∈ E. Pour tout v ∈ V , on définit le problème de minimisation
(Pv) suivant : minimiser F(x, v) lorsque x ∈ E et v est fixé dans V . La fonction de valuation
associée à la perturbation F est l’application ρ : V → R définie par ρ(v) = infx∈E F(x, v) pour
tout v ∈ V .

Il existe plusieurs types de fonctions de perturbations. Certaines perturbations sont privi-
légiées en fonction de la situation qui se présente et des propriétés recherchées. Il est facile de
voir que les problèmes (P) et (P0) sont équivalents. On dira que (P) est le problème primal .

Définition 4.3.2. On associe à (P) un nouveau problème (P∗) défini par

Maximiser −F∗(0, µ) lorsque µ ∈ V ∗.

Ce sera le problème dual de (P). Pour tout ξ ∈ E∗, on lui associe des problèmes (P∗ξ ) qui
consistent à maximiser −F∗(ξ, µ) en fonction de µ ∈ V ∗ lorsque ξ est fixé dans E∗. Assez
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naturellement, le problème bidual associé à (P) sera le problème (P∗∗) défini par

Minimiser F∗∗(x, 0) lorsque x ∈ E.

Pour la suite, nous notons mf = infx∈E F(x, 0) et m∗f = − infµ∈V ∗ F∗(0, µ). Nous avons le
résultat suivant qui est immédiat.

Proposition 4.3.1. Si F est une fonction propre, alors ρ∗∗(0) = m∗f et m∗f ≤ mf .

Démonstration. Il suffit de voir que

ρ∗∗(0) = sup
ξ∈V ∗
〈ξ, 0〉 − ρ∗(ξ)

= − inf
ξ∈V ∗

sup
x∈V
〈ξ, x〉 − ρ(x)

= − inf
ξ∈V ∗

sup
x∈V
〈ξ, x〉 − inf

y∈E
F(y, x)

= − inf
ξ∈V ∗

sup
(y,x)∈E×V

〈ξ, x〉 − F(y, x)

= − inf
ξ∈V ∗

sup
(y,x)∈E×V

〈(0, ξ), (y, x)〉 − F(y, x)

= − inf
ξ∈V ∗
F∗(0, ξ) = m∗f .

et que mf = ρ(0). La conclusion découle du fait que ρ∗∗ vaut soit identiquement −∞, soit
conv(f).

Le nombre mf −m∗f est appelé écart de dualité . Il est toujours positif ou nul. Lorsqu’il est
nul, on dit que (P) et (P∗) sont en dualité forte. Dans le cas contraire, ils sont faiblement en
dualité . Voilà pourquoi il est très important de choisir une fonction de perturbation appropriée.
Nous allons tirer des conditions nécessaires et suffisantes pour avoir une dualité forte. Mais
examinons d’abord l’importance que cette fonction de valuation a sur les deux problèmes.

Proposition 4.3.2. Si la perturbation F est une fonction propre convexe, alors la fonction de
valuation ρ associée est convexe.

Démonstration. Nous devons nous contenter de la définition de la convexité car la fonction ρ
n’est pas nécessairement propre. D’abord, on a

epi(ρ) = {(x, y) ∈ V × R : ρ(x) ≤ y}
= {(x, y) ∈ V × R : inf

z∈E
F(z, x) ≤ y}.

Soient (x, y), (x′, y′) ∈ epi(ρ) et λ ∈ [0, 1]. Il est clair que

F(λz + (1− λ)z′, λx+ (1− λ)x′) = F(λ(z, x) + (1− λ)(z′, x′)) ≤ λF(z, x) + (1− λ)F(z′, x′)

pour tout z, z′ ∈ E. Il vient facilement

inf
z∈E
F(z, λx+ (1− λ)x′) ≤ λ inf

z∈E
F(z, x) + (1− λ) inf

z∈E
F(z, x′) ≤ λy + (1− λ)y′.

Donc, λ(x, y) + (1− λ)(x′, y′) ∈ epi(ρ).
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Proposition 4.3.3 ([4]). Supposons que la perturbation est propre convexe et semi-continue
inférieurement. Alors f est borné inférieurement par un réel et l’écart de dualité est nul si et
seulement si ρ(0) ∈ R et ρ est semi-continu inférieurement en 0.

Démonstration. La condition est suffisante. Le fait que ρ(0) = infx∈E f(x) ∈ R implique que
f est borné inférieurement par un réel. De plus, la proposition précédente montre que ρ est
convexe. Par le théorème de Fenchel-Moreau, on a alors ρ∗∗ = ρ et par semi-continuité inférieure
en 0, on obtient

m∗f = ρ∗∗(0) = lim inf
x→0

ρ(x) = ρ(0) = mf .

La condition est aussi nécessaire. Si f est borné inférieurement par un réel C, alors ρ(0) =
infx∈E f(x) ≥ C. Vu que f est propre, ρ(0) < +∞. Donc, ρ(0) est réel. L’écart de dualité étant
nul, on a facilement m∗f = lim infx→0 ρ(x) = ρ∗∗(0) = ρ(0) = mf .

A présent, nous pouvons décrire l’ensemble des solutions du problème dual.

Proposition 4.3.4 ([4]). Supposons que F est propre convexe semi-continu inférieurement et
que ρ∗ est une fonction propre. Alors l’ensemble des solutions de (P∗) est ∂(ρ∗)∗(0). Si V est
réflexif, alors cet ensemble vaut ∂ρ∗∗(0).

Démonstration. On voit que µ est solution de (P∗) si et seulement si F∗(0, µ) ≤ F∗(0, ν) pour
tout ν ∈ V ∗. C’est équivalent à avoir ρ∗(µ) ≤ ρ∗(ν) pour tout ν ∈ V ∗. Or, nous savons que µ
est un minimum global de ρ∗ si et seulement si 0 ∈ ∂ρ∗(µ). Etant donné que ρ∗ ∈ Γ(V ∗), nous
avons 0 ∈ ∂ρ∗(µ)⇔ Jµ ∈ ∂(ρ∗)∗(0). Par l’identification naturelle de E∗ dans E∗∗∗, cela revient
à dire que µ ∈ ∂(ρ∗)∗(0). Le cas réflexif résulte du fait que ρ∗∗ = (ρ∗)∗.

Ceci permet en particulier d’établir un théorème d’existence de solutions du problème dual.

Proposition 4.3.5 ([4]). Supposons que V est réflexif, que F est propre convexe semi-continu
inférieurement et que ρ∗ est une fonction propre. La fonction ρ est sous-différentiable en 0 si et
seulement si ρ(0) est fini, ρ est semi-continu inférieurement en 0 et (P∗) admet une solution.

Démonstration. Supposons que ρ est sous-différentiable en 0. Comme ρ∗ est propre, on a ρ(x) >
−∞ pour tout x ∈ E. Puisque 0 ∈ dom(∂ρ) ⊂ dom(ρ), on a ρ(0) < +∞. Il s’ensuit que ρ(0)
est fini. Nous savons que la sous-différentiabilité implique la semi-continuité inférieure. Donc, ρ
est sci en 0. De plus, la proposition 3.6.15 montre que ∂ρ(0) = ∂ρ∗∗(0) 6= ∅ et (P∗) admet donc
une solution par le résultat précédent. Réciproquement, supposons que ρ est sci en 0, ρ(0) ∈ R
et que (P∗) admet une solution. La proposition précédente montre que ∂ρ∗∗(0) 6= ∅. Par la
proposition 3.6.15, on a ∂ρ∗∗(0) = ∂ρ(0) 6= ∅. La conclusion en découle.

Voyons à présent les liens qui subsistent entre les solutions primales et duales.

Proposition 4.3.6 ([4]). Supposons que la perturbation est propre convexe et semi-continue
inférieurement et que V est réflexif. Soient x0 ∈ E et µ0 ∈ V ∗. Les assertions suivantes sont
équivalentes.
(i) Le point x0 est solution de (P), µ0 est solution de (P∗) et l’écart de dualité est nul.
(ii) On a F(x0, 0) + F∗(0, µ0) = 0.
(iii) On a (0, µ0) ∈ ∂F(x0, 0).
(iv) On a (x0, 0) ∈ ∂F∗(0, µ0).
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Démonstration. (i)⇒ (ii) : On a mf = m∗f , ce qui se traduit par F(x0, 0) = −F∗(0, µ0), c’est-
à-dire F(x0, 0) + F∗(0, µ0) = 0.
(ii)⇒ (i) : Il suffit de voir que

−F∗(0, µ0) ≤ − inf
µ∈V ∗
F∗(0, µ) = m∗f ≤ mf = inf

x∈E
F(x, 0) = −F∗(0, µ0).

(ii)⇒ (iii) : Il suffit de constater que (ii) implique 0 ≥ F(x0, 0) + 〈µ0, y〉 − F(x, y) pour tout
(x, y) ∈ E × V car

F(x0, 0) + F∗(0, µ0) = 0 = 〈(0, µ0), (x0, 0)〉 ≥ F(x0, 0) + 〈µ0, y〉 − F(x, y)

pour tout (x, y) ∈ E × V par définition de la transformée de Legendre. Autrement dit, nous
avons

〈(0, µ0), (x, y)− (x0, 0)〉 ≤ F(x, y)−F(x0, 0) ∀(x, y) ∈ E × V
c’est-à-dire (0, µ0) ∈ ∂F(x0, 0).
(iii)⇔ (iv) : C’est une conséquence de la proposition 3.6.12.
(iv)⇒ (i) : Si (x0, 0) ∈ ∂F∗(0, µ0), alors

〈(ξ, µ)− (0, µ0), (x0, 0)〉 = 〈ξ, x0〉 ≤ F∗(ξ, µ)−F∗(0, µ0) ∀(ξ, µ) ∈ E∗ × V ∗.

Donc,
〈(ξ, µ), (x0, 0)〉 − F∗(ξ, µ) ≤ −F∗(0, µ0) ∀(ξ, µ) ∈ E∗ × V ∗.

Par conséquent, F∗∗(x0, 0) = F(x0, 0) ≤ −F∗(0, µ0). On en tire que mf ≤ m∗f et l’écart de
dualité est nul. De cette inégalité précédente, il découle aussi que x0 est solution de (P) et que
µ0 est solution de (P∗).

Une notion fondamentale de la théorie de la dualité est le lagrangien d’une perturbation
donnée.

Définition 4.3.3. Le lagrangien d’une perturbation F : E × V → R est l’application L :
E × V ∗ → R définie par

L(x, ξ) = inf
y∈V
F(x, y) + 〈ξ, y〉 ∀(x, ξ) ∈ E × V ∗.

Définition 4.3.4. Soient X et Y des espaces topologiques et une fonction F : X × Y → R.
On dit que (x0, y0) ∈ X × Y est un point selle de F si x0 est le minimum de la fonction
F (·, y0) : X → R et y0 est le maximum de la fonction F (x0, ·) : Y → R, auquel cas on a

F (x0, y0) = inf
x∈X

F (x, y0) = sup
y∈Y

F (x0, y).

Exemple 4.3.1. La fonction F : (x, y) ∈ R2 7→ x2 − y2 ∈ R est l’exemple type d’une fonction
possédant un point selle. Ce point est donné par (0, 0) comme on le vérifie facilement (figure
4.2).

Le lagrangien bénéficie de propriétés particulières.

Proposition 4.3.7. Pour tout x ∈ E, la fonction L(x, ·) : V ∗ → R est concave et semi-continue
supérieurement.
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Figure 4.2 – Représentation de la fonction F : (x, y) ∈ R2 7→ x2 − y2 ∈ R. On voit facilement
que le point (0,0) est un point selle car 0 est minimum de x 7→ f(x, 0) = x2 et 0 est maximum
de y 7→ f(0, y) = −y2.

Démonstration. On voit aisément que L(x, ξ) = −(F(x, ·))∗(−ξ) pour tout ξ ∈ V ∗. La fonction
L(x, ·) est concave si et seulement si −L(x, ·) est convexe. Comme (F(x, ·))∗(−·) est convexe,
on déduit que −L(x, ·) est convexe. Soit ξ0 ∈ V ∗ et montrons que L(x, ·) est semi-continu
supérieurement en ξ0. Nous savons que la transformée de Legendre d’une fonction est toujours
sci. Soit ε > 0. Il existe η > 0 tel que

‖ξ + ξ0‖ < η ⇒ (F(x, ·))∗(−ξ0)− ε ≤ (F(x, ·))∗(ξ).

Ceci peut être reformulé par

‖ξ − ξ0‖ < η ⇒ −(F(x, ·))∗(−ξ0) + ε ≥ −(F(x, ·))∗(−ξ)

et la conclusion en découle.

Lorsque c’est la seconde composante qui est fixée dans le lagrangien, alors la fonction peut
devenir convexe.

Proposition 4.3.8. Si la perturbation est convexe, alors L(·, ξ) : E → R est convexe.

Démonstration. Posons F (x, y) = F(x, y) + 〈ξ, y〉 pour tout (x, y) ∈ E×V . On voit facilement
que la fonction F : E × V → R est propre et convexe. De plus, on a

L(·, ξ) = inf
y∈V

(F(·, y) + 〈ξ, y〉) = inf
y∈V

F (·, y).

La proposition 3.1.19 permet de conclure.

Proposition 4.3.9. Si F ∈ Γ(E × V ), alors pour tout x ∈ E, on a supξ∈V ∗ L(x, ξ) = F(x, 0).
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Démonstration. Deux cas sont à envisager. Le premier est celui où la fonction F(x, ·) est propre
convexe et semi-continue inférieurement. Donc, (F(x, ·))∗∗ = F(x, ·) et par conséquent

sup
ξ∈V ∗
L(x, ξ) = sup

ξ∈V ∗
−(F(x, ·))∗(−ξ)

= − inf
ξ∈V ∗

(F(x, ·))∗(ξ)

= (F(x, ·))∗∗(0) = F(x, 0).

Le second cas est celui où F(x, ·) n’est pas propre. Dans ce cas, par convexité, F(x, ·) est infini
sur son domaine. Mais comme F est propre, on en tire que F(x, ·) ne peut valoir −∞, donc la
fonction vaut +∞ partout. Il s’ensuit que

sup
ξ∈V ∗
L(x, ξ) = sup

ξ∈V ∗
inf
y∈V
F(x, y) + 〈ξ, y〉 = +∞ = F(x, 0).

On a un résultat similaire lorsque l’on prend la borne inférieure sur la première composante.

Proposition 4.3.10. Pour tout ξ ∈ V ∗, on a infx∈E L(x, ξ) = −F∗(0,−ξ).

Démonstration. On a

inf
x∈E
L(x, ξ) = inf

(x,y)∈E×V
F(x, y) + 〈ξ, y〉 = − sup

(x,y)∈E×V
〈(0,−ξ), (x, y)〉 − F(x, y) = −F∗(0,−ξ).

Cela étant, nous savons démontrer que les points selles du lagrangien nous procurent des
paires de solutions des problèmes primal et dual.

Proposition 4.3.11. Supposons que V est réflexif et que F ∈ Γ(E×V ). Alors x0 ∈ E est une
solution de (P), ξ0 ∈ V ∗ une solution de (P∗) et l’écart de dualité est nul si et seulement si
(x0,−ξ0) est un point selle du lagrangien.

Démonstration. Supposons que (x0,−ξ0) est un point selle de L. Donc,

L(x0,−ξ0) = inf
x∈E
L(x,−ξ0) = sup

ξ∈V ∗
L(x0, ξ).

Les deux dernières propositions montrent qu’on a en fait

L(x0,−ξ0) = −F∗(0, ξ0) = F(x0, 0).

De plus, ce nombre n’est pas infini car F(x0, 0) = f(x0) > −∞ et F∗(0, ξ0) > −∞. Il en
découle l’égalité F(x0, 0) + F∗(0, ξ0) = 0 et on peut conclure à l’aide de la proposition 4.3.6.
Réciproquement, si x0 ∈ E est une solution de (P), ξ0 ∈ V ∗ une solution de (P∗) et l’écart
de dualité est nul, alors F(x0, 0) + F∗(0, ξ0) = 0. Les deux propositions précédentes et nos
hypothèses montrent que

inf
x∈E
L(x,−ξ0) = sup

ξ∈V ∗
L(x0, ξ) ∈ R .

Puis, on a
inf
x∈E
L(x,−ξ0) ≤ L(x0,−ξ0) ≤ sup

ξ∈V ∗
L(x0, ξ) = inf

x∈E
L(x,−ξ0)

ce qui montre bien que (x0,−ξ0) est un point selle de L.
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Pour finir cette section, appliquons nos résultats pour deux différentes perturbations et
examinons les résultats qu’on peut en tirer. Par le résultat précédent, on voit que pour trouver
les solutions primales et duales, il suffit de trouver les points selles du lagrangien associé à la
perturbation.

4.3.2 Perturbation par translation : dualité de Fenchel-Rockafellar
Soient E et V des espaces de Banach, f ∈ Γ(E), g ∈ Γ(V ) et T : E → V une application

linéaire continue. Supposons que dom(g) ∩ T (dom(f)) 6= ∅. Nous notons indifféremment ‖ · ‖
pour dénoter la norme de E et de V . L’ensemble des contraintes est donné par C = dom(g) ∩
T (dom(f)) et on s’intéresse au problème suivant

Minimiser f(x) + g(T (x)) lorsque x ∈ C. (P)

Les hypothèses faites ci-dessus montrent que le problème est consistant. Insistons sur le ca-
ractère très général du problème. En effet, le problème classique qui consiste à uniquement
minimiser f sur E est un cas particulier de (P) lorsque l’on prend g = 0 et T = idE.

Pour traiter ce problème, nous introduisons la perturbation par translation

F : (x, y) ∈ E × V 7→ f(x) + g(T (x)− y) ∈ R.

Proposition 4.3.12. La perturbation F appartient à Γ(E × V ).
Démonstration. Il est aisé de vérifier que F est propre et convexe. Montrons qu’elle est sci.
Soient (x0, y0) ∈ E × V et ε > 0. Par semi-continuité inférieure en x0, il existe η1 > 0 tel que
f(x0)− ε

2 ≤ f(x) si ‖x− x0‖ < η1. De même, comme g est sci en T (x0)− y0, il existe η2 > 0 tel
que g(T (x0)−y0)− ε

2 ≤ g(z) si ‖z−T (x0)+y0‖ < η2. La fonction (x, y) ∈ E×V 7→ T (x)−y ∈ V
étant continue, il existe η3 > 0 tel que ‖T (x)−y−(T (x0)−y0)‖ < η2 si ‖x−x0‖+‖y−y0‖ < η3.
Soit η = min(η1, η3). Au total, on a

‖x− x0‖+ ‖y − y0‖ < η ⇒ f(x0) + g(T (x0)− y0)− ε ≤ f(x) + g(T (x)− y)

d’où la conclusion.

A présent, déterminons le problème dual (P∗) de (P). Rappelons qu’il est donné par

Maximiser −F∗(0, µ) lorsque µ ∈ V ∗. (P∗)

On calcule la transformée de Legendre de la perturbation en (0, µ)

F∗(0, µ) = sup
(x,y)∈E×V

〈(0, µ), (x, y)〉 − f(x)− g(T (x)− y)

= sup
x∈E
−f(x) + sup

y∈V
〈µ, y〉 − g(T (x)− y)

= sup
x∈E
−f(x) + sup

z∈V
〈µ, T (x)− z〉 − g(z) Changement de variable z = T (x)− y

= sup
x∈E
〈µ, T (x)〉 − f(x) + sup

z∈V
〈−µ, z〉 − g(z)

= sup
x∈E
〈µ, T (x)〉 − f(x) + g∗(−µ)

= sup
x∈E
〈T ∗(µ), x〉 − f(x) + g∗(−µ)

= f ∗(T ∗(µ)) + g∗(−µ).
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Le résultat final est donné ci-dessous.

Proposition 4.3.13. Le problème (P∗) est le suivant :

Maximiser − f ∗(T ∗(µ))− g∗(−µ) lorsque µ ∈ V ∗.

A présent, calculons le lagrangien. Si x /∈ dom(f), on voit directement que F(x, ξ) = +∞
et L(x, ξ) = +∞. Si x ∈ dom(f), on a

L(x, ξ) = inf
y∈V
F(x, y) + 〈ξ, y〉

= f(x) + inf
y∈V
〈ξ, y〉+ g(T (x)− y)

= f(x) + inf
z∈V
〈ξ, T (x)− z〉+ g(z) Changement de variable z = T (x)− y

= f(x) + 〈ξ, T (x)〉+ inf
z∈V
〈ξ,−z〉+ g(z)

= f(x) + 〈ξ, T (x)〉 − sup
z∈V
〈ξ, z〉 − g(z)

= f(x) + 〈T ∗(ξ), x〉 − g∗(ξ).

Nous résumons le calcul par ce qui suit.

Proposition 4.3.14. Le lagrangien L : E × V ∗ → R est donné par

L(x, ξ) =


f(x) + 〈T ∗(ξ), x〉 − g∗(ξ) si x ∈ dom(f) et ξ ∈ dom(g∗)
+∞ si x /∈ dom(f)
−∞ si x ∈ dom(f) et ξ /∈ dom(g∗).

En utilisant la proposition 4.3.11, nous pouvons démontrer le théorème de dualité de Fenchel-
Rockafellar.

Théorème 4.3.1 (Dualité de Fenchel-Rockafellar). Le point x0 ∈ E est solution de (P),
ξ0 ∈ V ∗ est solution de (P∗) et

inf
x∈E

f(x) + g(T (x)) = sup
µ∈V ∗
−f ∗(T ∗(µ))− g∗(−µ) ∈ R

si et seulement si
ξ0 ∈ −∂g(T (x0)) ∩ (T ∗)−1(∂f(x0)).

Si, de plus, f et g sont G-différentiables et g est continu en un point de dom(g)∩ imT , alors x0
est solution de (P), ∇g(T (x0)) est solution de (P∗) et l’écart de dualité est nul si et seulement
si x0 est solution de l’équation

∇(f + g ◦ T )(x) = 0.

Démonstration. Nous savons que (x0,−ξ0) est un point selle du lagrangien si et seulement si x0
est un minimum de L(·, ξ0) et −ξ0 un maximum de L(x0, ·). Remarquons immédiatement que
L(x0,−ξ0) ∈ R en appliquant les propositions 4.3.9 et 4.3.10. La proposition 4.3.8 montre que
L(·,−ξ0) est une fonction convexe. Donc, x0 est un minimum de L(·,−ξ0) si et seulement si

f(x0) + 〈T ∗(−ξ0), x0〉 ≤ f(x) + 〈T ∗(−ξ0), x〉 ∀x ∈ E.
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Autrement dit, si et seulement si

〈T ∗(ξ0), x− x0〉 ≤ f(x)− f(x0) ∀x ∈ E.

C’est équivalent à dire que T ∗(ξ0) ∈ ∂f(x0), ou encore que ξ0 ∈ (T ∗)−1(∂f(x0)). Par la propo-
sition 4.3.7, la fonction L(x0, ·) est concave et scs. Donc, −L(x0, ·) est convexe et −ξ0 est un
maximum de L(x0, ·) si et seulement si −ξ0 est un minimum de −L(x0, ·), ce qui revient à dire
que

−〈T ∗(−ξ0), x0〉+ g∗(−ξ0) ≤ −〈T ∗(ξ), x0〉+ g∗(ξ) ∀ξ ∈ V ∗.
En d’autres termes,

〈ξ + ξ0, T (x0)〉 ≤ g∗(ξ)− g∗(−ξ0) ∀ξ ∈ V ∗.
Ces inégalités signifient que JT (x0) ∈ ∂g∗(−ξ0). Par la proposition 3.6.12, on a −ξ0 ∈ ∂g(T (x0)).
La conclusion découle de la proposition 4.3.11. Le cas particulier résulte immédiatement des pro-
positions 3.5.3, 3.5.5 et 3.6.14. On doit avoir ξ0 = −∇g(T (x0)) et T ∗(ξ0) = −T ∗(∇g(T (x0))) =
∇f(x0), c’est-à-dire

∇(f + g ◦ T )(x0) = 0
car T ∗(∇g(T (x0))) = ∇(g ◦ T )(x0).

4.3.3 Perturbation lagrangienne : dualité de Lagrange
En général, l’ensemble des contraintes sur la variable x est régie par un système d’équations

et d’inéquations qui déterminent la région de E qui nous intéresse. Nous allons nous pencher
sur ce type de problème. Nous considérons une fonction f : E → R propre convexe semi-
continue inférieurement. Soit g1, ..., gn une famille de fonctions propres convexes semi-continues
inférieurement sur E et h1, ..., hm des fonctions affines continues sur E. Nous nous intéressons
au problème de minimisation suivant

Minimiser f(x) lorsque x vérifie les contraintes g1(x) ≤ 0, ..., gn(x) ≤ 0, h1(x) = 0, ..., hm(x) = 0.

Notons (P) ce problème. Pour plus de commodités, nous définissons C comme étant l’ensemble
des points x vérifiant les contraintes g1(x) ≤ 0, ..., gn(x) ≤ 0, h1(x) = 0, ..., hm(x) = 0. Afin que
le problème soit consistant, nous supposerons que C ∩dom(f) 6= ∅. Nous abordons le problème
en définissant la perturbation suivante

F : (x, λ, µ) ∈ E × Rn×Rm 7→


f(x) si gi(x) ≤ λi ∀i ∈ {1, ..., n}

et hj(x) = µj ∀j ∈ {1, ...,m}
+∞ sinon.

Clairement, il s’agit d’une fonction de perturbation. Nous pouvons même montrer que cette
fonction est propre convexe semi-continue inférieurement sur E×Rn×Rm. Comme le problème
(P) est consistant et que f est propre, la fonction F est propre. Nous voyons facilement que
F est convexe en utilisant la proposition 3.1.2. Pour la semi-continuité inférieure, il suffit de
calculer l’épigraphe. Celui-ci vaut

epi(F) = {(x, λ, µ, t) ∈ E × Rn×Rm×R : ∀i ∈ {1, ..., n} ∀j ∈ {1, ...,m} (x, λi) ∈ epi(gi)
et hj(x) = µj et (x, t) ∈ epi(f)}

et il est fermé car les ensembles epi(f) et epi(gi) sont fermés pour tout i ∈ {1, ..., n} et hj est
continu pour tout j ∈ {1, ...,m}. Nous résumons cela dans la proposition ci-dessous.
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Proposition 4.3.15. On a F ∈ Γ(E × Rn×Rm).

Déterminons le problème dual. Nous avons

F∗(0, λ, µ) = sup
(x,y,z)∈E×Rn×Rm

〈(0, λ, µ), (x, y, z)〉 − F(x, y, z)

= sup
(x,y,z)∈E×Rn×Rm

〈λ, y〉+ 〈µ, z〉 − F(x, y, z)

= sup
x∈E

sup
∀i yi≥gi(x)
∀j hj(x)=zj

n∑
i=1

λiyi +
m∑
j=1

µjzj − f(x)

= sup
x∈dom(f)

sup
∀i yi≥gi(x)
∀j hj(x)=zj

n∑
i=1

λiyi +
m∑
j=1

µjzj − f(x)

=
{

supx∈E
∑n
i=1 λigi(x) +∑m

j=1 µjhj(x)− f(x) si λ1, ..., λn ≤ 0
+∞ sinon.

Proposition 4.3.16. Le problème dual (P∗) est

Maximiser inf
x∈E

f(x)−
n∑
i=1

λigi(x)−
m∑
j=1

µjhj(x) lorsque (λ, µ) ∈ (R−)n × Rm .

Le lagrangien se calcule aisément. Si x /∈ dom(f) ∩ ⋂ni=1 dom(gi), alors F(x, λ, µ) = +∞
quel que soit (λ, µ) ∈ Rn×Rm et donc L(x, λ, µ) = +∞ pour tout (λ, µ) ∈ Rn×Rm. Si
x ∈ dom(f) ∩ ⋂ni=1 dom(gi) on a

L(x, λ, µ) = inf
(y,z)∈Rn×Rm

〈(λ, µ), (y, z)〉+ F(x, y, z)

= inf{
n∑
i=1

λiyi +
m∑
j=1

µjzj + F(x, y, z) : g1(x) ≤ y1, ..., gn(x) ≤ yn,

h1(x) = z1, ..., hm(x) = zm}

= inf{
n∑
i=1

λiyi +
m∑
j=1

µjzj + f(x) : g1(x) ≤ y1, ..., gn(x) ≤ yn, h1(x) = z1, ..., hm(x) = zm}

=
{
f(x) +∑n

i=1 λigi(x) +∑m
j=1 µjhj(x) si λ ∈ (R+)n

−∞ si λ /∈ (R+)n.

Nous donnons le résultat final ci-dessous.

Proposition 4.3.17. Le lagrangien L : E × Rn×Rm → R est donné par

L(x, λ, µ) =


f(x) +∑n

i=1 λigi(x) +∑m
j=1 µjhj(x) si λ ∈ (R+)n

−∞ si λ /∈ (R+)n et x ∈ dom(f) ∩ ⋂ni=1 dom(gi)
+∞ sinon.

Nous pouvons déduire une technique utile permettant de calculer un minimum en pratique.
La proposition 4.3.11 nous dit que x0 est solution de (P) et (λ0, µ0) ∈ Rn×Rm solution de
(P∗) avec un écart de dualité nul si et seulement si (x0,−λ0,−µ0) est un point selle de L. Par
définition, (x0,−λ0,−µ0) ∈ E × Rn×Rm est un point selle du lagrangien si et seulement si

L(x0, λ, µ) ≤ L(x0,−λ0,−µ0) ≤ L(x,−λ0,−µ0) ∀x ∈ E ∀λ ∈ Rn ∀µ ∈ Rm .
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Bien entendu, la valeur du lagrangien en un point selle est finie vu les propositions 4.3.9 et
4.3.10. Donc, il faut que −λ0 ∈ (R+)n et x0 ∈ dom(f) ∩ ⋂ni=1 dom(gi). D’une part, en prenant
la première inégalité, nous avons

n∑
i=1

λigi(x0) ≤ −
n∑
i=1

λ0,igi(x0) ∀λ ∈ (R+)n.

En particulier, si λ = 0, on trouve 0 ≤ −∑n
i=1 λ0,igi(x0). De plus, comme x0 ∈ C, on a gi(x0) ≤ 0

pour tout i ∈ {1, ..., n}. Il s’ensuit alors que −∑n
i=1 λ0,igi(x0) = 0, c’est-à-dire λ0,igi(x0) = 0

pour tout i ∈ {1, ..., n}. D’autre part, on a par la seconde inégalité

f(x0)−
n∑
i=1

λ0,igi(x0) ≤ f(x)−
n∑
i=1

λ0,igi(x)−
m∑
j=1

µ0,jhj(x) ∀x ∈ dom(f) ∩
n⋂
i=1

dom(gi).

Vu ce qui précède, ceci est équivalent à dire que f(x0) ≤ L(x,−λ0,−µ0) pour tout x ∈ dom(f)∩⋂n
i=1 dom(gi). On obtient le théorème suivant.

Proposition 4.3.18. Soient x0 ∈ C et (λ0, µ0) ∈ (R+)n × Rm. Alors x0 est solution de (P),
(λ0, µ0) solution de (P∗) et l’écart de dualité est nul si et seulement si λ0,igi(x0) = 0 pour tout
i ∈ {1, ..., n} et f(x0) ≤ L(x,−λ0,−µ0) pour tout x ∈ dom(f) ∩ ⋂ni=1 dom(gi).

Définition 4.3.5. Si x0 est une solution de (P), alors tout (λ0, µ0) ∈ (R+)n × Rm tel que
(x0,−λ0,−µ0) est un point selle de L est appelé multiplicateur de Lagrange associé à la solution
x0 de (P).

Si l’on veut résoudre entièrement un problème (P), il serait intéressant de déterminer si
toute solution du problème admet un multiplicateur de Lagrange.

4.3.4 Multiplicateurs de Lagrange
Nous allons étudier plus en profondeur la fonction L du problème introduit à la section 4.3.3.

Comme précédemment, considérons une fonction f : E → R propre convexe semi-continue
inférieurement. Soient g1, ..., gn une famille de fonctions propres convexes semi-continues infé-
rieurement et des fonctions affines continues h1, ..., hm sur E. Le problème est le suivant

Minimiser f(x) sous les contraintes g1(x) ≤ 0, ..., gn(x) ≤ 0, h1(x) = 0, ..., hm(x) = 0. (P)

Comme d’habitude, nous noterons C l’ensemble des points satisfaisant aux contraintes et la
valeur infx∈C f(x) sera simplement notée mf . Remarquons immédiatement que l’ensemble C
est convexe. Bien entendu, nous supposerons toujours que dom(f)∩C 6= ∅ afin que le problème
posé soit consistant. Ici, nous allons directement étudier la fonction

L : (x, λ, µ) ∈ E × (R+)n × Rm 7→ f(x) +
n∑
i=1

λigi(x) +
m∑
j=1

µjhj(x) ∈ R.

Vu l’hypothèse C 6= ∅, L est une fonction propre. Nous avons vu que si on arrive à associer
à un point x0 ∈ C un multiplicateur de Lagrange, alors x0 est solution du problème (P) et en
même temps, ce multiplicateur de Lagrange est solution du problème dual. Le but principal
est de donner des conditions d’existence des multiplicateurs de Lagrange. Assez naturellement,
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il faudrait retomber sur les équations de la forme λ0,igi(x0) = 0 pour tout i ∈ {1, ..., n} qui
apparaissent dans la dernière proposition. Trouver des multiplicateurs de Lagrange consisterait
donc à trouver (λ0, µ0) ∈ Rn×Rm et x0 ∈ C tels que L(x0, λ0, µ0) = f(x0) ≤ L(x, λ0, µ0) pour
tout x ∈ dom(f) ∩ ⋂ni=1 dom(gi) et λ0,igi(x0) = 0 pour tout i ∈ {1, ..., n}. Nous aurons besoin
des lemmes suivants.

Lemme 4.3.1 (AC). Soient C1 et C2 des convexes non-vides disjoints dans Rn, il existe
u ∈ Rn \{0} tel que 〈u, x〉 ≤ 〈u, y〉 pour tout x ∈ C1 et y ∈ C2.

Démonstration. Posons C = C1 − C2. Il s’agit d’un convexe ne contenant pas 0. Supposons
d’abord que dimC = n. Dans ces conditions, on a C◦ 6= ∅ vu le lemme 3.3.1. Le théorème de
séparation faible permet alors de conclure. Si dim(C) = m < n et si 0 ∈ aff(C), alors on refait
le raisonnement précédent en nous restreignant au sous-espace vectoriel aff(C). Si, de plus,
0 /∈ aff(C), nous savons qu’un espace affin de dimension finie m est décrit par n−m équations
linéaires [22]. Il existe donc u1, ..., un−m ∈ Rn \{0} et b1, ..., bn−m ∈ R tels que

aff(C) = {x ∈ Rn : 〈ui, x〉 = bi ∀i ∈ {1, ..., n−m}}.

Il suffit alors de considérer u1. On a 〈u1, x〉 = b1 ≤ 0 pour tout x ∈ aff(C) (quitte à changer le
signe de u1 et b1). La conclusion en découle.

Lemme 4.3.2 (AC, [3]). Si x0 est solution du problème (P), alors il existe n+m+1 réels non
tous nuls λ0, λ1, ..., λn, µ1, ..., µm tels que λ0 ≥ 0, ..., λn ≥ 0, λigi(x0) = 0 pour tout i ∈ {1, ..., n}
et

λ0f(x0) ≤ λ0f(x) +
n∑
i=1

λigi(x) +
m∑
j=1

µjhj(x) ∀x ∈ X

où X = dom(f) ∩ ⋂ni=1 dom(gi).

Démonstration. Posons

C ′ = {(f(x)− f(x0) + r0, g1(x) + r1, ..., gn(x) + rn, h1(x), ..., hm(x)) : x ∈ X, r0, ..., rn > 0}.

Cet ensemble est un convexe de Rn+m+1. En effet, soient p1, p2 ∈ C ′ et λ ∈ [0, 1]. On peut écrire

p1 = (f(x)− f(x0) + r0, g1(x) + r1, ..., gn(x) + rn, h1(x), ..., hm(x))

et
p2 = (f(x′)− f(x0) + r′0, g1(x′) + r′1, ..., gn(x′) + r′n, h1(x′), ..., hm(x′))

avec x, x′ ∈ X, r0, ..., rn, r
′
0, ..., r

′
n > 0. On a évidemment λhi(x) + (1− λ)hi(x′) = hi(λx+ (1−

λ)x′) pour tout i ∈ {1, ...,m} car les hi sont des fonctions affines. Par convexité, on a

λ(gi(x) + ri) + (1− λ)(gi(x′) + r′i) ≥ gi(λx+ (1− λ)x′) + (λri + (1− λ)r′i) ∀i ∈ {1, ..., n}

et

λ(f(x)−f(x0)+r0)+(1−λ)(f(x′)−f(x0)+r′0) ≥ f(λx+(1−λ)x′)−f(x0)+(λr0 +(1−λ)r′0).

Il s’ensuit que λp1 +(1−λ)p2 ∈ C ′. De plus, C ′ ne contient pas 0 car f(x)−f(x0)+r0 ≥ r0 > 0
pour tout x ∈ X et tout r0 > 0. Par le lemme précédent, il existe (λ0, ..., λn, µ1, ..., µm) ∈
Rn+m+1 \{0} tel que

〈(λ0, ..., λn, µ1, ..., µm), p〉 ≥ 0 ∀p ∈ C ′.
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Autrement dit, on a

λ0f(x0) ≤ λ0(f(x) + r0) +
n∑
i=1

λi(gi(x) + ri) +
m∑
j=1

µjhj(x) (*)

pour tout x ∈ X et tout r0, ..., rn > 0. En passant à la limite ri → 0+ pour tout i, on a

λ0f(x0) ≤ λ0f(x) +
n∑
i=1

λigi(x) +
m∑
j=1

µjhj(x) ∀x ∈ X.

Montrons que λi ≥ 0 pour tout i ∈ {0, ..., n} et que λigi(x0) = 0 pour tout i ∈ {1, ..., n}. Dans
(*), on prend x = x0 et ri = −gi(x0) ≥ 0 lorsque 1 ≤ i ≤ n et on obtient λ0 ≥ 0. Ensuite, si
k ∈ {1, ..., n}, on prend x = x0, r0 → 0+ et ri → −gi(x0) pour tout i 6= k et rk > −gk(x0) dans
(*). On en tire que 0 ≤ λk(gk(x0) + rk) et par conséquent, λk ≥ 0. De plus, si rk → 0+, r0 → 0+

et ri → −gi(x0) si i 6= k dans (*), on obtient λkgk(x0) = 0. Ceci achève la preuve.

Dans le lemme, nous pouvons même supposer que λ0 = 0 ou 1, quitte à diviser les deux
membres de l’inégalité du lemme par λ0 lorsque λ0 6= 0. Si λ0 = 0, alors nous ne savons pas
tirer d’informations sur (P) puisque l’on a alors qu’une information que sur les contraintes.
Pour pouvoir lier le lemme au problème (P), il est évidemment important d’avoir λ0 6= 0. Pour
ce faire, il suffit d’ajouter une hypothèse technique sur les contraintes.

Proposition 4.3.19 (AC,[3]). Posons X = dom(f) ∩ ⋂ni=1 dom(gi). Supposons qu’il existe
z0 ∈ C tel que gi(z0) < 0 pour tout i ∈ {1, ..., n} et qu’il existe ε > 0 tel que, si z ∈ Rm avec
|z| < ε, le système

h1(x) = z1, ..., hm(x) = zm

admet une solution x dans X. Alors x0 ∈ C est solution de (P) si et seulement si il existe
(λ, µ) ∈ (R+)n × Rm tels que λigi(x0) = 0 pour tout i ∈ {1, ..., n} et f(x0) ≤ L(x, λ, µ) pour
tout x ∈ X.

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit x0 ∈ C une solution au problème. Vu le lemme,
il existe (λ0, λ1, ..., λn, µ1, ..., µm) ∈ (R+)n+1 × Rm de composantes non toutes nulles telles que
λigi(x0) = 0 pour tout i ∈ {1, ..., n} et

λ0f(x0) ≤ λ0f(x) +
n∑
i=1

λigi(x) +
m∑
j=1

µjhj(x) ∀x ∈ X. (*)

Nous pouvons même supposer que λ0 ∈ {0, 1}. Par l’absurde, supposons que λ0 = 0. Prenons
x = z0 dans (*). On en déduit que 0 ≤ ∑n

i=1 λigi(z0). Comme gi(z0) < 0, nous avons nécessai-
rement λ1 = · · · = λn = 0. Il vient ∑m

j=1 µjhj(x) ≥ 0 pour tout x ∈ X, les éléments µ1, ..., µm
étant non tous nuls. Nous pouvons supposer que les µj 6= 0 sont µ1, ..., µk avec k ≤ m et que
µ1 ≤ · · · ≤ µk. On définit z ∈ Rm de la façon suivante :
(1) Si µj = 0, on pose zj = 0.
(2) Si µj < 0, on pose zj = ε

2
√
m
.

(3) Si µj > 0, on pose zj = −ε
2
√
m
.

De cette manière, on a |z| ≤ ε/2 < ε et il existe x′ ∈ X tel que hi(x′) = zi pour tout
i ∈ {1, ...,m}. Donc ∑m

j=1 µjhj(x′) < 0, ce qui est absurde. On conclut que λ0 = 1.
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La condition est suffisante. Soit x ∈ C. On a hj(x) = 0 pour tout j ∈ {1, ...,m} et gi(x) ≤ 0
pour tout i ∈ {1, ..., n}. Par hypothèse, on conclut que

f(x0) ≤ L(x, λ, µ) = f(x) +
n∑
i=1

λigi(x) ≤ f(x).

Remarque 4.3.1. On peut se passer de l’axiome du choix dans les lemmes 4.3.1 et 4.3.2 et
la proposition 4.3.19 au prix d’une preuve plus longue. Le lecteur intéressé peut consulter le
théorème 11.2 de [35] pour une version de la preuve du lemme 4.3.1 sans axiome du choix.

Les hypothèses introduites dans cette proposition peuvent sembler très restrictives. De plus,
la condition d’optimalité f(x0) ≤ L(x, λ, µ) peut sembler difficile à mettre en oeuvre. Voici une
condition d’optimalité qui lui est équivalente.

Proposition 4.3.20 (Conditions de Kuhn-Tucker, [3]). Supposons que les fonctions g1, ..., gn
sont continues. Posons X = dom(f)∩⋂ni=1 dom(gi) et soient λ ∈ (R+)n, µ ∈ Rm et x0 ∈ C tels
que λ1, ..., λn ≥ 0 et λigi(x0) = 0 pour tout i ∈ {1, ..., n}. Supposons aussi qu’il existe z0 ∈ C
tel que gi(z0) < 0 pour tout i ∈ {1, ..., n} et qu’il existe ε > 0 tel que, si z ∈ Rm avec |z| < ε, le
système

h1(x) = z1, ..., hm(x) = zm

admet une solution x dans X. On a f(x0) ≤ L(x, λ, µ) pour tout x ∈ X si et seulement si

0 ∈ ∂f(x0) +
n∑
i=1

λi∂gi(x0) +
m∑
j=1

µj∇hj(x0).

Démonstration. Vu les hypothèses sur λ et µ, on vérifie aussitôt que f(x0) ≤ L(x, λ, µ) pour
tout x ∈ X si et seulement si x0 est un minimum de L(·, λ, µ) sur X. La fonction L(·, λ, µ)
est évidemment convexe semi-continue inférieurement et propre. Par la proposition 4.2.2, x0
est un minimum de L(·, λ, µ) si et seulement si 0 ∈ ∂(L(·, λ, µ))(x0). En vue d’appliquer la
proposition 3.5.6, montrons que dom(f) ∩ ⋂ni=1 dom(gi)◦ 6= ∅. Par hypothèse, il existe z0 ∈ C
tel que gi(z0) < 0 pour tout i ∈ {1, ..., n}. Par continuité, pour tout i ∈ {1, ..., n} il existe un
voisinage Ui de z0 dans E tel que gi(z) < 0 pour tout z ∈ Ui. Donc, U = ∩ni=1Ui est un voisinage
de z0 tel que gi(z) < 0 pour tout i ∈ {1, ..., n}. On en tire que z0 ∈ dom(f) ∩ ⋂ni=1 dom(gi)◦ et
donc que

0 ∈ ∂(L(·, λ, µ))(x0) = ∂f(x0) +
n∑
i=1

λi∂gi(x0) +
m∑
j=1

µj∂hj(x0).

Une fonction affine continue est toujours G-différentiable par le corollaire 3.6.2 et ∂hj(x0) =
{∇hj(x0)}. La conclusion en découle.

Nous pouvons résumer la méthode des multiplicateurs de Lagrange par le théorème suivant
qui découle de tout ce qui précède.

Théorème 4.3.2 (Multiplicateurs de Lagrange). Posons X = dom(f) ∩ ⋂ni=1 dom(gi). Suppo-
sons qu’il existe z0 ∈ C tel que gi(z0) < 0 pour tout i ∈ {1, ..., n} et qu’il existe ε > 0 tel que,
si z ∈ Rm avec |z| < ε, alors le système

h1(x) = z1, ..., hm(x) = zm
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admet une solution x dans X. Alors x0 ∈ C est solution de (P) si et seulement si il existe
(λ, µ) ∈ (R+)n × Rm tels que λigi(x0) = 0 pour tout i ∈ {1, ..., n} et

0 ∈ ∂f(x0) +
n∑
i=1

λi∂gi(x0) +
m∑
j=1

µj∇hj(x0).

4.4 Approximation de Moreau-Yosida et méthode nu-
mérique

A présent, nous allons obtenir quelques résultats permettant de construire des suites ap-
prochant le minimum d’une fonction, s’il existe. La méthode consiste à transformer la fonction
à minimiser en une fonction plus régulière à l’aide de l’opération d’inf-convolution introduite
dans le chapitre précédent. En général, cette approximation est étudiée sur des espaces de
Hilbert car ils possèdent des propriétés géométriques très riches et facilitent grandement les
preuves. Ici, nous nous proposons d’élargir un peu le cadre quand c’est possible, sans toutefois
aborder le sujet sur des espaces de Banach généraux car il n’existe pas à ce jour de techniques
d’approximation qui fonctionnent dans un cadre aussi large que celui-ci.

4.4.1 La régularisation de Moreau-Yosida
Définition 4.4.1. Un espace de Banach E est uniformément convexe si, pour tout ε ∈]0, 2], il
existe η > 0 tel que

‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1 et ‖x− y‖ ≥ ε⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≤ 1− η. (*)

Si ε ∈]0, 2], on note η(ε) le plus grand η > 0 tel que (*) ; c’est le module de convexité de E en
ε.

Cette condition peut paraître très restrictive, mais en réalité, il existe bon nombre d’espaces
de Banach bénéficiant de cette propriété (par exemple, les espaces Lp lorsque 1 < p < +∞
[13]). Cette propriété d’uniforme convexité est purement géométrique et dépend de la norme
de l’espace et non de la topologie.

Exemple 4.4.1. Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire que l’on note 〈·, ·〉,
comme de coutume. Cet espace muni de la norme induite par le produit scalaire est uniformé-
ment convexe. En effet, soient ε ∈]0, 2] et x, y ∈ E tels que ‖x−y‖ ≥ ε, ‖x‖ ≤ 1 et ‖y‖ ≤ 1. On
rappelle la règle du parallélogramme obtenue simplement en développant le premier membre

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2) ∀x, y ∈ H.

On a donc ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2
= 1

4(2‖x‖2 + 2‖y‖2 − ‖x− y‖2) ≤ 1
4(4− ε2)

et par conséquent ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≤
√

1− ε2

4 < 1.
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Il suffit alors de prendre η = 1−
√

1− (ε2/4).

En particulier, ceci montre que Rn muni de la norme euclidienne est uniformément convexe.
Néanmoins, si Rn est muni de la norme 1, i.e. |x|1 = ∑n

i=1 |xi|, alors l’espace n’est plus unifor-
mément convexe. De fait, supposons que ε = 1 et qu’il existe η > 0 tel que

|x|1 ≤ 1, |y|1 ≤ 1, |x− y|1 ≥ 1⇒
∣∣∣∣x+ y

2

∣∣∣∣
1
≤ 1− η.

Or, en prenant deux vecteurs distincts ei et ej de la base canonique de Rn, on a |ei|1 = 1, |ej|1 =
1, |ei − ej|1 = 2 > 1 et ∣∣∣∣ei + ej

2

∣∣∣∣
1

= 1 > 1− η,

ce qui est absurde. Ainsi, l’uniforme convexité ne dépend que de la norme choisie.

Cette propriété est évidemment conservée par isométrie. Voici également un autre type
d’espace de Banach.

Définition 4.4.2. Un espace de Banach est strictement convexe si et seulement si

‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1, x 6= y ⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ < 1.

Remarque 4.4.1. De façon équivalente, on dit que E est strictement convexe si et seulement
si

‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1, x 6= y, λ ∈]0, 1[⇒ ‖λx+ (1− λ)y‖ < 1.
Cela découle du fait que tout élément de la forme λx+ (1− λ)y avec λ ∈]0, 1[, x 6= y, ‖x‖ ≤ 1
et ‖y‖ ≤ 1 est le milieu d’un segment inclus dans [x, y].

Ce type d’espace bénéficie aussi de la propriété suivante.

Proposition 4.4.1 ([34]). Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif et stric-
tement convexe.

Démonstration. Vu la définition de l’uniforme convexité, il est évident que E est strictement
convexe. Montrons que cet espace est réflexif. On procède par l’absurde et on suppose que E est
uniformément convexe et non-réflexif. Par le théorème de Goldstine (lemme 2.2.3), J (B(0, 1))
est faiblement-∗ dense dans la boule unité fermée de (E∗∗, ‖ · ‖∗∗) que l’on va noter B∗∗. Autre-
ment dit, J (B(0, 1))

σ∗(E∗,E∗∗)
= B∗∗. Puisque E n’est pas réflexif, il existe ζ ∈ E∗∗\J (E). On

peut supposer que ‖ζ‖∗∗ = 1, quitte à diviser ζ par sa norme. On a alors ζ /∈ J (B(0, 1)). Notons
d la distance entre ζ et J (B(0, 1)) pour la norme ‖ · ‖∗∗. Comme {ζ} est compact et J (B(0, 1))
est fermé (car J est une isométrie 2), on a d > 0. Prenons ε ∈]0,min(2, d)] et considérons le
module de convexité η de E en ε. Vu que

‖ζ‖∗∗ = sup
‖ξ‖∗≤1

|〈ζ, ξ〉| = 1,

2. En effet, soit (Jxm
)m∈N une suite de J (B(0, 1)) qui converge vers ξ. Cette suite est de Cauchy. Par

isométrie, ‖Jxm
− Jxn

‖∗∗ = ‖xm − xn‖ et (xm)m∈N est de Cauchy dans E. Puisque E est complet, (xm)m∈N
est une suite de B(0, 1) qui converge vers une limite x qui appartient B(0, 1) car ce dernier est fermé. Par
continuité, Jxm → Jx et par unicité de la limite, ξ = Jx.
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il existe une suite (ξm)m∈N telle que ‖ξm‖∗ ≤ 1 et telle que |〈ζ, ξm〉| → 1 si m→ +∞. Il existe
M ∈ N tel que |〈ζ, ξM〉 − 1| < η(ε)/2. Posons

V =
{
µ ∈ E∗∗ : |〈µ, ξM〉 − 1| < η(ε)

2

}
.

Il s’agit d’un voisinage faible-∗ de ζ et comme ζ est faiblement-∗ adhérent à J (B(0, 1)), on a
V ∩ J (B(0, 1)) 6= ∅. Soient µ1, µ2 ∈ V ∩ J (B(0, 1)). On a

2− |〈µ1 + µ2, ξM〉| ≤ |1− 〈µ1, ξM〉|+ |1− 〈µ2, ξM〉| < η(ε)

et |〈µ1 + µ2, ξM〉| > 2− η(ε). On en déduit que ‖µ1 + µ2‖∗∗ > 2− η(ε). Donc,∥∥∥∥µ1 + µ2

2

∥∥∥∥
∗∗
> 1− η(ε)

2 > 1− η(ε).

Il en découle que ‖µ1‖∗∗ > 1, ‖µ2‖∗∗ > 1 ou ‖µ1−µ2‖∗∗ < ε. Comme µ1, µ2 ∈ J (B(0, 1)) ⊂ B∗∗,
on a ‖µ1−µ2‖∗∗ < ε. Donc, V ∩J (B(0, 1)) ⊂ µ1 +εB∗∗. En particulier, on a ‖ζ−µ1‖∗∗ < ε ≤ d
avec µ1 ∈ J (B(0, 1)), ce qui contredit le fait que d est la distance entre ζ et J (B(0, 1)).

Voici le procédé de régularisation qui nous intéresse.

Définition 4.4.3. Soient E un espace de Banach uniformément convexe, f : E → R une
fonction propre convexe semi-continue inférieurement et ε > 0. L’approximation de Moreau-
Yosida de f à l’ordre ε > 0 est la fonction fε : E → R définie par

fε = f ⊕ 1
2ε‖ · ‖

2.

Explicitement, on a
fε(z) = inf

x∈E
f(x) + 1

2ε‖z − x‖
2 ∀z ∈ E.

Il est légitime de nous demander s’il existe des points en lesquels la borne inférieure inter-
venant dans fε est atteinte.

Lemme 4.4.1. Supposons que E est uniformément convexe et soit ψ : R → R une fonction
continue croissante telle que ψ(0) = 0. Alors la fonction f : E → R définie par

f(x) =
∫ ‖x‖

0
ψ(t)dt

est convexe. Si, de plus, ψ est strictement croissant, alors f est strictement convexe.

Démonstration. Définissons la fonction

I : r ∈ R 7→
{ ∫ r

0 ψ(t)dt si r ≥ 0
0 sinon.

Cette fonction est dérivable sur ]0,+∞[ et dI/dt = ψ. Comme ψ est croissant, la fonction I
est forcément convexe. Elle est aussi croissante. Si ψ est strictement croissant, la fonction I
strictement convexe et strictement croissante sur ]0,+∞[. Puisque f = I◦‖·‖, cette fonction est
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convexe en appliquant la proposition 3.1.17. Supposons ψ strictement croissant. Soient x, y ∈ E
deux points distincts et λ ∈]0, 1[. On envisage deux cas. Le premier est ‖x‖ 6= ‖y‖. Dans ce
cas, comme I est strictement convexe et croissant, on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ I(λ‖x‖+ (1− λ)‖y‖) < λI(‖x‖) + (1− λ)I(‖y‖) = λf(x) + (1− λ)f(y).

Supposons désormais que ‖x‖ = ‖y‖. Puisque l’espace est strictement convexe, on obtient∥∥∥∥λ x

‖x‖
+ (1− λ) y

‖y‖

∥∥∥∥ < 1

et ‖λx+ (1− λ)y‖ < ‖x‖. Il s’ensuit que

f(λx+ (1− λ)y) = I(‖λx+ (1− λ)y‖)
< I(‖x‖) = λI(‖x‖) + (1− λ)I(‖y‖),

d’où la conclusion.
Corollaire 4.4.1. Si E est uniformément convexe, alors ‖ · ‖2 est une fonction strictement
convexe.

Démonstration. On définit ψ(t) = 2t pour tout t ≥ 0 et ψ(t) = t si t < 0. De cette façon,
la fonction ψ est strictement croissante, continue et ψ(0) = 0. Il en découle que la fonction
f : E → R définie par

f(x) =
∫ ‖x‖

0
ψ(t)dt = ‖x‖2

est strictement convexe par le lemme 4.4.1.
Proposition 4.4.2 ([32]). Soient E un espace de Banach uniformément convexe, f : E → R
une fonction propre convexe semi-continue inférieurement telle que dom(f)◦ 6= ∅ et ε > 0. Pour
tout z ∈ E, on définit la fonction fz,ε : E → R par

fz,ε(x) = f(x) + 1
2ε‖z − x‖

2 ∀x ∈ E.

Alors fz,ε admet un unique minimum x0. Le point x0 est un minimum de fz,ε si et seulement
si 0 ∈ ∂f(x0)− ε−1D(z − x0). De plus, si E est de Hilbert, alors x0 est un minimum de fz,ε si
et seulement si

z − x0

ε
∈ ∂f(x0)

auquel cas, on a en fait
x0 = (I + ε∂f)−1(z).

Démonstration. Vu que f et ‖ · ‖2 sont propres, convexes et sci, on tire que fz,ε est aussi propre
convexe et sci. De plus, la proposition 3.2.9 montre qu’il existe ξ ∈ E∗ et b ∈ R tels que
f ≥ ξ+ b. Puisque E est uniformément convexe, E est réflexif et strictement convexe. De plus,
la fonction fz,ε est coercive puisque

fz,ε(x) ≥ f(x) + 1
2ε(‖x‖ − ‖z‖)2

≥ 〈ξ, x〉+ 1
2ε(‖x‖ − ‖z‖)2 + b

≥ ‖x‖ inf
‖u‖=1

〈ξ, u〉+ 1
2ε(‖x‖2 + ‖z‖2 − 2‖x‖‖z‖) + b
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et ce dernier minorant converge vers +∞ lorsque ‖x‖ → +∞. Remarquons que inf‖u‖=1 ξ ∈ R
car ‖ξ‖∗ est fini. La stricte convexité de ‖ · ‖2 découle du corollaire 4.4.1. Il s’ensuit que fz,ε est
une fonction strictement convexe. La proposition 4.2.6 montre alors que fz,ε possède un unique
minimum x0. Par la proposition 4.2.2, x0 est un minimum si et seulement si 0 ∈ ∂fz,ε(x0). Par
la proposition 3.5.6 et l’exemple 3.5.5, on a finalement

0 ∈ ∂f(x0) + 1
ε
∂
(1

2‖z − ·‖
2
)

(x0) = ∂f(x0)− 1
ε
∂
(1

2‖ · ‖
2
)

(z − x0) = ∂f(x0)− z − x0

ε
.

La conclusion en découle.

Définition 4.4.4. Si E est un espace de Banach uniformément convexe et f ∈ Γ(E), alors la
fonction Rε : E → E définie par

Rε(x) = argmin fx,ε
est la résolvante de f . Si E est de Hilbert, la résolvante est donnée explicitement par Rε(x) =
(I + ε∂f)−1(x).

Nous allons voir que ces fonctions jouissent de très belles propriétés de régularité lorsque
l’espace possède la propriété additionnelle ci-dessous.

Définition 4.4.5. Un espace de Banach est lisse si la norme est G-différentiable sur E\{0}.

Exemple 4.4.2. Si E est de Hilbert et si l’on note 〈·, ·〉 le produit scalaire associé, on peut
vérifier que cet espace est lisse. Pour le voir, posons f = ‖·‖ et calculons sa dérivée directionnelle
en x 6= 0 (par convexité, la dérivée directionnelle existe toujours). On a

f∗x(h) = d

dt
‖x+ th‖|t=0 = d

dt

√
‖x‖2 + t2‖h‖2 + 2t〈x, h〉|t=0 = 〈x, h〉

‖x‖

pour tout h ∈ E. On voit directement que f∗x est linéaire et continu. Donc la norme est
G-différentiable sur E\{0}.

Ces espaces ne sont pas anodins (par exemple, les espaces Lp lorsque 1 < p < +∞ [13]).
Voici un résultat qui lie l’opérateur de dualité et le caractère lisse de l’espace.

Proposition 4.4.3. Un espace de Banach est lisse si et seulement si l’opérateur de dualité est
une fonction.

Démonstration. Supposons que E est lisse. La norme est G-différentiable sur E\{0}. Il s’ensuit
que 1

2‖ · ‖
2 est G-différentiable sur E\{0}. Par conséquent,

D(x) = ∂
(1

2‖ · ‖
2
)

(x)

est un singleton pour tout x ∈ E\{0} et

D(0) = {ξ ∈ E∗ : 〈ξ, 0〉 = ‖ξ‖2
∗ = 0} = {0}.

Donc l’opérateur de dualité est une fonction. Supposons que D : E ⇒ E∗ est une fonction.
Donc ∂

(
1
2‖ · ‖

2
)

(x) est un singleton pour tout x ∈ E\{0}. Par la proposition 3.6.14, 1
2‖ · ‖

2 est
G-différentiable sur E\{0}. Par composition avec la racine carrée et en multipliant par 2, ‖ · ‖
est G-différentiable sur E\{0} et la proposition est démontrée.
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Proposition 4.4.4 ([4], [44]). Soient E un espace de Banach uniformément convexe et lisse,
f : E → R une fonction propre convexe semi-continue inférieurement telle que dom(f)◦ 6= ∅ et
ε > 0. Alors les assertions suivantes sont vérifiées :
(i) On a fε(x) = 1

2ε‖Rε(x)− x‖2 + f(Rε(x)) pour tout x ∈ E.
(ii) On a

f(Rε(x)) ≤ fε(x) ≤ f(x) ∀ε > 0 ∀x ∈ E.

(iii) On a limε→0+ fε(x) = f(x) pour tout x ∈ E.
(iv) La fonction fε est G-différentiable et ∇fε(x) = ε−1D(x−Rε(x)). Dans un espace de Hilbert,
on a

∇fε(x) = x− (I + ε∂f)−1(x)
ε

.

Démonstration. Le point (i) est trivial, de même que le point (ii). Montrons le point (iii). Il
est clair que fε(x) augmente lorsque ε > 0 diminue. Notons M = supε>0 fε(x). Vu (ii), on a
clairement limε→0+ fε(x) = M ≤ f(x). Il reste à montrer que f(x) ≤ limε→0+ fε(x). Nous savons
que

M ≥ fε(x) = f(Rε(x)) + 1
2ε‖Rε(x)− x‖2.

Posons h = f + 1
2‖x − ·‖

2. On vérifie que h est coercif. En effet, puisque f ∈ Γ(E), il existe
ξ ∈ E∗ et b ∈ R tels que ξ + b � f . Donc,

h(z) ≥ 〈ξ, z〉+ b+ 1
2(‖z‖ − ‖x‖)2 ≥ ‖z‖2

( inf‖y‖≤1〈ξ, y〉
‖z‖

+ b

‖z‖2 + 1
2(1− 2‖x‖

‖z‖
+ ‖x‖

2

‖z‖2 )
)

et ce minorant tend vers +∞ lorsque ‖z‖ → +∞, ce qui montre la coercivité de h. De plus, si
ε ∈]0, 1[, alors

h(Rε(x)) = f(Rε(x)) + 1
2‖Rε(x)− x‖2 ≤ fε(x) ≤M.

Donc,Rε(x) ∈ ΓM(h). Le corollaire 4.2.2 nous indique que ΓM(h) est faiblement compact. Donc
il est borné. Il en découle que supε∈]0,1[ ‖Rε(x)‖ < +∞. Au total, on a

M ≥ fε(x) ≥ 〈ξ,Rε(x)〉+ b+ 1
2ε‖Rε(x)− x‖2 ≥ ‖Rε(x)‖ inf

‖y‖≤1
〈ξ, y〉+ b+ 1

2ε‖Rε(x)− x‖2.

Ainsi,

‖Rε(x)− x‖2 ≤ 2ε(M − b− ‖Rε(x)‖ inf
‖y‖≤1
〈ξ, y〉)

= 2ε(M − b+ ‖Rε(x)‖ sup
‖y‖≤1
〈−ξ, y〉)

≤ 2ε(M − b+ ‖Rε(x)‖‖ξ‖∗)
≤ 2ε(M − b+ sup

η∈]0,1[
‖Rη(x)‖‖ξ‖∗)→ 0

si ε→ 0+. Donc Rε(x)→ x si ε→ 0+. En utilisant le fait que f est sci, on conclut que

lim
ε→0+

fε(x) = lim
ε→0+

f(Rε(x)) + 1
2ε‖Rε(x)− x‖2 ≥ lim inf

ε→0+
f(Rε(x)) = f(x),
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ce qui prouve (iii). Pour finir, montrons que fε est G-différentiable. Dans ce cas, vu que l’espace
est lisse, l’opérateur de dualité est une fonction et on sait que

∂fε(x) = ∂
(
f ⊕ 1

2ε‖ · ‖
2
)

(x) = ∂f(Rε(x)) ∩ ε−1D(x−Rε(x))

au vu de la proposition 3.5.8. On a également

0 ∈ ∂f(Rε(x))− 1
ε
D(x−Rε(x))

et donc, ε−1D(x−Rε(x)) ⊂ ∂f(Rε(x)). Il en découle que ∂fε(x) est un singleton. De plus, la
fonction fε est continue car dom(fε) = E et fε est sci. Pour voir que fε est sci, il suffit de partir
de la définition

fε = f ⊕ 1
2ε‖ · ‖

2.

Comme les deux termes de la convolution appartiennent à Γ(E) et comme E est réflexif,
il existe h1, h2 ∈ Γ(E∗) tels que f = h∗1 et 1

2ε‖ · ‖
2 = h∗2 par la proposition 3.6.6. Donc,

fε = h∗1 ⊕ h∗2 = (h1 + h2)∗ par le point (vi) de la proposition 3.6.8. La proposition 3.6.3 nous
montre que fε est sci. Donc fε est G-différentiable par la proposition 3.6.14 et la propriété est
démontrée.

Pour exploiter complètement cette notion, on aimerait pouvoir approximer un minimum de
f par les minima de fε qui sont a priori plus aisés à calculer grâce à la G-différentiabilité. On
voit tout d’abord que f et chacune de ses régularisées ont la même borne inférieure.

Proposition 4.4.5. Si E est un espace de Banach uniformément convexe et lisse et f ∈ Γ(E),
alors infx∈E f(x) = infx∈E fε(x) pour tout ε > 0.

Démonstration. De fait, le point (ii) de la proposition précédente nous montre que

inf
z∈E

f(z) ≤ f(Rε(x)) ≤ fε(x) ≤ f(x) ∀x ∈ E.

Donc,
inf
z∈E

f(z) ≤ inf
x∈E

fε(x) ≤ inf
x∈E

f(x).

Bien entendu, ce résultat ne nous assure nullement l’existence d’un minimum pour fε. En
fait, si f n’est pas borné inférieurement par un réel, la proposition ci-dessus nous indique que
fε n’admet pas de minimum.

4.4.2 Méthode proximale
Nous allons présenter une méthode permettant de construire une suite de E qui converge

vers le minimum d’une fonction f donnée. Dans cette section, nous nous restreignons aux es-
paces de Hilbert 3.

3. Il existe une méthode semblable pour des espaces de Banach réflexifs. Cette variante utilise une application
qui partage certaines propriétés de la distance au lieu du carré de la norme dans les approximations fz,ε. Cette
application est appelée divergence de Bregman. Les preuves qui suivent se retrouvent alors considérablement
allongées. On peut retrouver les détails techniques dans [7].
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Description de la méthode : On suppose que f : E → R est une fonction propre convexe
semi-continue inférieuremment. Soit (εn)n∈N une suite de nombres strictement positifs. Fixons
x0 ∈ E et calculons

{x1} = Rε0(x0) = argminx∈E f(x) + 1
2ε0
‖x0 − x‖2 = (I + ε0∂f)−1(x0).

Pour tout n ∈ N, on construit xn+1 à partir de xn en résolvant

{xn+1} = Rεn(xn) = argminx∈E f(x) + 1
2εn
‖xn − x‖2 = (I + εn∂f)−1(xn).

La suite (xn)n∈N ainsi construite sera appelée une suite proximale de f .

Par construction, on a directement l’inégalité suivante

f(xn+1) ≤ f(xn+1) + 1
2εn
‖xn+1 − xn‖2 ≤ f(xn) ∀n ∈ N .

et la suite (f(xn))n∈N est décroissante. Pour avoir la convergence vers le minimum, il faut
imposer une hypothèse particulière à la suite (εn)n∈N.

Proposition 4.4.6 ([32]). Soient E un espace de Hilbert et f ∈ Γ(E). Supposons que (εn)n∈N
est une suite de réels positifs vérifiant ∑+∞

n=1 εn = +∞ 4 et que (xn)n∈N est une suite proximale
de f associée à (εn)n∈N. Alors (f(xn))n∈N est une suite décroissante telle que f(xn+1) < f(xn)
si xn+1 6= xn et qui vérifie

lim
n→+∞

f(xn) = inf
x∈E

f(x).

De plus, si f admet au moins un minimum, alors on a une majoration de l’erreur donnée par

|f(xn+1)− inf
x∈E

f(x)| ≤ dist(x0, argmin(f))2

2∑n
i=1 εi

∀n ∈ N .

Démonstration. Le résultat sur la décroissance découle de ce qui a été dit plus haut. En appli-
quant la proposition 4.4.2, nous avons

xn − xn+1

εn
∈ ∂f(xn+1),

ce qui se traduit par 〈
xn − xn+1

εn
, y − xn+1

〉
≤ f(y)− f(xn+1) ∀y ∈ E.

Dans un espace de Hilbert, on dispose de la formule du parallélogramme

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

et de la formule de polarisation

〈x, y〉 = 1
4(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2).

4. Par exemple, on peut prendre εn = 1/n. Il est connu que la série harmonique
∑+∞
n=1 1/n ne converge pas

dans R, mais converge vers +∞.
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On a donc

2εn(f(xn+1)− f(y))
≤2〈xn+1 − xn, y − xn+1〉

=1
2(‖y − xn‖2 − ‖2xn+1 − xn − y‖2) par la formule de polarisation

=1
2(‖y − xn‖2 − ‖(xn+1 − xn) + (xn+1 − y)‖2)

=1
2(2‖y − xn‖2 − 2‖xn − xn+1‖2 − 2‖xn+1 − y‖2) par la formule du parallélogramme

=‖y − xn‖2 − ‖xn − xn+1‖2 − ‖y − xn+1‖2

≤‖y − xn‖2 − ‖y − xn+1‖2.

En sommant les inégalités ci-dessus pour chaque n ∈ N, on trouve

2
n∑
i=0

εi(f(xi+1)− f(y)) ≤
n∑
i=0
‖y − xi‖2 − ‖y − xi+1‖2 ∀n ∈ N .

Autrement dit,

2
n∑
i=0

εi(f(xi+1)− f(y)) ≤ ‖y − x0‖2 − ‖y − xn+1‖2 ∀n ∈ N .

Etant donné que la suite (f(xn))n∈N est décroissante, on a f(xi+1) ≥ f(xn+1) pour tout i ∈
{0, ..., n}. Donc,

f(xn+1)− f(y) ≤ ‖y − x0‖2

2∑n
i=1 εi

.

En particulier, si l = infx∈E f(x), alors il existe une suite (zj)j∈N telle que f(zj)→ l si j → +∞
et ce qui précède montre que

f(xn+1)− f(zj) ≤
‖zj − x0‖2

2∑n
i=1 εi

∀n ∈ N ∀j ∈ N .

En passant successivement à la limite pour n→ +∞, puis pour j → +∞, on trouve

lim
n→+∞

f(xn)− l ≤ 0.

L’autre inégalité étant triviale, on a finalement

lim
n→+∞

f(xn) = inf
x∈E

f(x).

La majoration de l’erreur découle directement de ce qui vient d’être montré.

On peut montrer qu’une suite proximale converge faiblement vers un minimum, s’il existe.
Démontrons d’abord un lemme.

Lemme 4.4.2 ([32]). Soient S est une partie non-vide d’un espace de Hilbert E et (xm)m∈N
une suite de E. Supposons que toute limite d’une sous-suite de (xm)m∈N appartient à S et que
pour tout x ∈ S, ‖xm − x‖ converge vers une limite finie lorsque m → +∞. Alors (xm)m∈N
converge faiblement vers un élément de S.
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Démonstration. Comme E est de Hilbert, il est réflexif. On voit que ‖xm‖ ≤ ‖xm − x‖ + ‖x‖
pour tout m ∈ N et tout x ∈ S. Vu que ‖xm−x‖ converge dans R lorsque m→ +∞, on en tire
que la suite (xm)m∈N est bornée. Par le corollaire 2.2.4, il suffit de montrer que toute sous-suite
faiblement convergente de (xm)m∈N converge faiblement vers une même limite. Supposons que
les sous-suites (xk(m))m∈N et (xk′(m))m∈N convergent faiblement vers x et x′ respectivement. Par
hypothèse, on a nécessairement x ∈ S et x′ ∈ S. On a donc

‖xk(m) − x′‖2 = ‖xk(m) − x+ x− x′‖2 = ‖xk(m) − x‖2 + ‖x− x′‖2 + 2〈xk(m) − x, x− x′〉. (*)

Puisque xk(m) ⇀ x, on a 〈xk(m) − x, x− x′〉 → 0 si m→ +∞. Il vient

lim
m→+∞

‖xk(m) − x′‖2 = ‖x− x′‖2 + lim
m→+∞

‖xk(m) − x‖2 ≥ lim
m→+∞

‖xk(m) − x‖2.

De façon similaire, on voit que

‖xk′(m) − x‖2 = ‖xk′(m) − x′‖2 + ‖x− x′‖2 + 2〈xk′(m) − x′, x′ − x〉

et un passage à la limite sur m montre que

lim
m→+∞

‖xk′(m) − x‖2 = ‖x− x′‖2 + lim
m→+∞

‖xk′(m) − x′‖2 ≥ lim
m→+∞

‖xk′(m) − x′‖2.

Comme (‖xm − x‖2)m∈N et (‖xm − x′‖2)m∈N sont des suites convergentes, leurs sous-suites
convergent vers les même limites et on a

lim
m→+∞

‖xk(m) − x‖2 = lim
m→+∞

‖xk′(m) − x‖2 et lim
m→+∞

‖xk(m) − x′‖2 = lim
m→+∞

‖xk′(m) − x′‖2.

Donc,
lim

m→+∞
‖xk(m) − x‖2 ≥ lim

m→+∞
‖xk(m) − x′‖2,

ce qui montre que
lim

m→+∞
‖xk(m) − x‖2 = lim

m→+∞
‖xk(m) − x′‖2

et x = x′ en vertu de (*).

Proposition 4.4.7. Soient E un espace de Hilbert et f ∈ Γ(E). Supposons que (εn)n∈N est
une suite de réels positifs vérifiant ∑+∞

n=1 εn = +∞ et que (xn)n∈N est une suite proximale de f
associée à (εn)n∈N.
(i) Si argmin(f) 6= ∅, alors (xn)n∈N converge faiblement vers un minimum.
(ii) Si argmin(f) = ∅, alors limn→+∞ ‖xn‖ = +∞.

Démonstration. (i) Supposons que argmin(f) 6= ∅ et posons S = argmin(f). Il suffit de mon-
trer qu’on est dans de bonnes conditions pour appliquer le lemme 4.4.2. Tout d’abord, soit
(xk(m))m∈N une sous-suite de (xm)m∈N qui converge faiblement vers x ∈ E. La proposition 4.4.6
nous indique que

lim
m→+∞

f(xk(m)) = inf
z∈E

f(z).

De plus, f est convexe et sci, donc sq-sci. Vu la proposition 3.2.8, f est faiblement sq-sci. Il
vient lim infm→+∞ f(xk(m)) = f(x). Il en découle que

f(x) = lim inf
m→+∞

f(xk(m)) ≤ lim
m→+∞

f(xk(m)) = inf
z∈E

f(z).
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D’où x ∈ S. Ensuite, fixons x ∈ S et montrons que ‖xm − x‖ converge vers une limite finie
lorsque m→ +∞. Nous savons que f(xm) ≥ f(x) pour tout m ∈ N. Par construction,

xm − xm+1

εm
∈ ∂f(xm+1)

et 〈
xm − xm+1

εm
, x− xm+1

〉
≤ f(x)− f(xm+1) ∀m ∈ N .

On obtient donc

2εm(f(xm+1)− f(x))
≤2〈xm − xm+1, xm+1 − x〉

=1
2(‖xm − x‖2 − ‖x+ xm − 2xm+1‖2) par la formule de polarisation

=1
2(−2‖x− xm+1‖2 − 2‖xm − xm+1‖2 + 2‖xm − x‖2) par la formule du parallélogramme

=‖xm − x‖2 − ‖xm − xm+1‖2 − ‖x− xm+1‖2

≤‖xm − x‖2 − ‖x− xm+1‖2.

Puisque f(xm+1) ≥ f(x), nous avons ‖xm+1 − x‖2 ≤ ‖xm − x‖2 pour tout m ∈ N. Vu que
la suite (‖xm − x‖2)m∈N est décroissante et minorée, on déduit que limm→+∞ ‖xm − x‖2 =
infm∈N ‖xm − x‖2 ∈ R.

(ii) Supposons que argmin(f) = ∅ et que (xm)m∈N est borné. Il existe R > 0 tel que
‖xm‖ ≤ R pour tout m ∈ N. Par réflexivité, la boule B(0, R) est faiblement compacte. On peut
extraire une sous-suite (xk(m))m∈N faiblement convergente vers un point x de la boule. Puisque
f est convexe et sci, ce dernier est faiblement sq-sci. Donc

f(x) = lim inf
m→+∞

f(xk(m)) ≤ lim
m→+∞

f(xm) = inf
z∈E

f(z) = −∞.

Il en découle que x ∈ argmin(f), ce qui est absurde car f est propre.

4.5 Application à l’étude d’équations aux dérivées par-
tielles

Pour clore le travail, nous allons appliquer quelques-uns des concepts importants étudiés
dans ce texte dans l’étude d’équations aux dérivées partielles non-linéaires. Un cas de figure
assez connu est l’équation d’Euler-Lagrange qui est à la base de la formulation lagrangienne
de la mécanique classique. Dans un premier temps, nous allons examiner très brièvement cette
équation et nous verrons qu’elle est fortement liée à un problème d’optimisation. Ensuite, nous
étudierons une équation très particulière qui est souvent à la base de phénomènes non-linéaires
en mécanique des fluides : l’équation de p-Laplace. Nous établirons un théorème d’existence
et d’unicité de solutions faibles. Par dualité, nous pourrons également déduire rapidement un
autre résultat d’existence et d’unicité de solutions d’une équation aux dérivées partielles qui
est, elle, soumise à une contrainte. Certains résultats sur les espaces de Sobolev sont requis
pour aborder cette section. Le lecteur est invité à lire l’annexe en fin d’ouvrage pour avoir en
vue les propriétés dont nous avons besoin.
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4.5.1 Equation d’Euler-Lagrange
Cette équation est à la base de la formulation lagrangienne de la physique classique. Comme

nous le savons, cette équation est équivalente au principe variationnel de Hamilton qui stipule
que le mouvement réel d’un système mécanique est l’extrêmum de l’intégrale d’action. Nous
allons voir une version plus générale du lien existant entre l’équation d’Euler-Lagrange et ce
principe variationnel.

En dehors de son utilité en physique, cette équation permet souvent d’obtenir un second
point de vue sur une équation différentielle. Plus précisément, nous pouvons transformer une
telle équation différentielle en un problème d’optimisation parfois plus simple à résoudre en
pratique. Cette technique est surtout très utile pour étudier les équations aux dérivées par-
tielles qui ne sont pas linéaires car cette classe d’équation ne possède pas une théorie générale
permettant de résoudre tous les cas de figure. Malheurement, cette méthode n’est pas générale.

Dans cette section, fixons Ω un ouvert borné de Rn et supposons que sa frontière Σ est
C1-régulière (voir annexe A). Soient une fonction f : Ω × R×Rn → R de classe C1 sur
Ω × R×Rn et une fonction g : Σ → R. Il est raisonnable de supposer que f est une fonction
convexe pour pouvoir appliquer nos résultats établis précédemment. Définissons la fonctionnelle
I : C2(Ω) 5 → R par

I(u) =
∫

Ω
f(x, u(x),∇u(x))dx ∀u ∈ C2(Ω).

Cette fonctionnelle a été définie sur C2(Ω) et elle est convexe, vu la convexité de f et la linéarité
de l’intégrale. On traite le problème d’optimisation suivant

Minimiser I(u) sous la contrainte u|Σ = g. (P)

Nous allons voir que ce problème de minimisation de l’intégrale permet d’obtenir l’existence de
solutions (au sens faible) de certaines équations aux dérivées partielles particulières.

Avant d’aller plus loin, fixons quelques notations. On notera ∂xif pour désigner la dérivée
partielle de f par rapport à sa i-ème variable dans Ω × R×Rn, ∂yf la dérivée par rapport à
la n + 1-ème variable et ∂zif la dérivée par rapport à sa n + 1 + i-ème variable. La notation
∇xf(x, y, z) (resp. ∇zf) est réservée pour le gradient de f par rapport à ses n premières (resp.
n dernières) variables, les autres variables étant fixées.

Supposons d’abord que u0 ∈ C2(Ω) est solution de (P). Dans ce cas,∫
Ω
f(x, u0(x),∇u0(x))dx = inf

u∈C2(Ω)
I(u) et u0|Σ = g.

Soit ϕ ∈ D(Ω) et définissons h : R→ R par h(t) = I(u0 + tϕ). Il est clair que ϕ est nul sur Σ et
que h est convexe. Il s’ensuit que u+ tϕ = u = g sur Σ pour tout t ∈ R. La fonction h possède
un minimum en t = 0. Assez naturellement, comme f ∈ C2(Ω×R×Rn), on peut montrer que
h est dérivable. Pour ce faire, il faut montrer que

lim
r→0

h(t+ r)− h(t)
r

5. Il s’agit de l’espace des fonctions u ∈ C2(Ω) telles que ses dérivées ∂αu admettent une extension continue
à Ω lorsque |α| ≤ 2.
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existe et est fini. Cette limite équivaut à

lim
r→0

∫
K

1
r

(f(x, u0(x) + (t+ r)ϕ(x),∇u0(x) + (t+ r)∇ϕ(x))

−f(x, u0(x) + tϕ(x),∇u0(x) + t∇ϕ(x)))dx

où K désigne un compact contenant le support de ϕ (en dehors de ce compact, l’intégrand est
nul). La fonction t ∈ R 7→ f(x, u0(x) + tϕ(x),∇u0(x) + t∇ϕ(x)) ∈ R est dérivable sur R vu nos
hypothèses. Cette dérivée vaut, en tout t ∈ R,

∂yf(x, u0(x)+tϕ(x),∇u0(x)+t∇ϕ(x))ϕ(x)+
n∑
i=1

∂zif(x, u0(x)+tϕ(x),∇u0(x)+t∇ϕ(x))∂iϕ(x).

Elle est intégrable surK par continuité sur le compact. De plus, elle est bornée par une constante
qui est évidemment intégrable sur K. Le théorème de dérivation des intégrales paramétriques
montre alors que h est dérivable et qu’on peut permuter la dérivée par rapport à t et l’intégrale.
Vu que h atteint un minimum en 0, on a dh

dt
(0) = 0. Autrement dit,

0 =
∫

Ω

(
∂yf(x, u0(x),∇u0(x))ϕ(x) +

n∑
i=1

∂zif(x, u0(x),∇u0(x))∂iϕ(x)
)
dx.

Puisque le second terme est une dérivée au sens distribution, on a

0 =
∫

Ω

(
∂yf(x, u0(x),∇u0(x))ϕ(x)−

n∑
i=1

∂xi(∂zif(x, u0(x),∇u0(x)))ϕ(x)
)
dx.

L’égalité ci-dessus étant valable pour tout ϕ ∈ D(Ω), on obtient

∂yf(x, u0(x),∇u0(x))−
n∑
i=1

∂xi(∂zif(x, u0(x),∇u0(x))) = 0

pour presque tout x ∈ Ω. Par continuité, l’égalité a lieu partout sur Ω. Ceci montre que u0
satisfait à l’équation d’Euler-Lagrange

∂yf(x, u(x),∇u(x))− div∇zf(x, u(x),∇u(x)) = 0

où l’opérateur divergentiel porte sur la fonction x 7→ ∇zf(x, u(x),∇u(x)). Néanmoins, rien ne
prouve qu’une solution de l’équation d’Euler-Lagrange est un minimum de I.

Théorème 4.5.1 (Equation d’Euler-Lagrange dans C2(Ω), [12]). Si la fonction u0 ∈ C2(Ω)
est un minimum de

I(u) =
∫

Ω
f(x, u(x),∇u(x))dx

avec la condition de bord u0|Σ = g, alors u0 est solution de l’équation d’Euler-Lagrange

∂yf(x, u(x),∇u(x))− div∇zf(x, u(x),∇u(x)) = 0 ∀x ∈ Ω

avec la condition de bord u|Σ = g. Réciproquement, si u0 est solution de l’équation d’Euler-
Lagrange, alors ∇I(u0)|D(Ω) = 0.
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Cependant, ce résultat n’est pas entièrement satisfaisant car il n’existe pas toujours de
solutions dans C2(Ω). Qui plus est, l’espace C2(Ω) n’est pas de Banach car la convergence au
sens de C2(Ω) ne garantit pas que la limite est de classe C2. C’est pourquoi nous allons étendre
le problème à un espace plus grand qui sera de Banach. Considérons l’espace de Sobolev

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∂iu distribution associée à une fonction de Lp(Ω) ∀i ∈ {1, ..., n}}

muni de la norme ‖ · ‖W 1,p : W 1,p(Ω)→ [0,+∞[ définie par

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp +
n∑
i=1
‖∂iu‖Lp ∀u ∈ W 1,p(Ω).

Pour donner du sens à l’expression u|Σ = g dansW 1,p(Ω), il faut pouvoir étendre l’opérateur de
restriction à l’espace de Sobolev entier. Afin de donner une signification à ceci, nous introduisons
l’opérateur de trace

T : u ∈ C1
c (Rn)|Ω 7→ u|Σ ∈ Lp(Σ).

Par le théorème de traces (théorème A.0.2), nous pouvons étendre linéairement et continûment
T à W 1,p(Ω) et définir u|Σ par T (u) pour tout u ∈ W 1,p(Ω). Il est possible de montrer que
kerT contient l’adhérence de D(Ω) dansW 1,p(Ω). L’adhérence de D(Ω) dansW 1,p(Ω) sera noté
W 1,p

0 (Ω).

Dès lors, on peut définir l’ensemble W 1,p
g (Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω) : T (u) = g} et le problème de

minimisation
Minimiser I(u) lorsque u ∈ W 1,p

g (Ω). (P)
Mais une nouvelle difficulté vient s’ajouter : W 1,p

g (Ω) n’est pas un espace vectoriel, c’est un
espace affin. Cependant, il est souvent possible de transformer (P) en un problème équivalent
en prenant I(·+ g) au lieu de I et comme condition de bord T (u) = 0. De cette façon, l’espace
W 1,p

0 (Ω) est bien vectoriel. Ainsi, nous pouvons parfois nous contenter de traiter le cas g = 0.

On dira que la solution u0 du problème de minimisation dansW 1,p
0 (Ω) est une solution faible

du problème d’Euler-Lagrange. Toute la question est alors de savoir si cette solution faible est
une solution classique de l’équation d’Euler-Lagrange. Il faut alors vérifier si la solution faible
appartient à C2(Ω), auquel cas le théorème précédent peut être appliqué. Néanmoins, vu que la
fonction f n’est pas explicite et assez arbitraire, il est très difficile d’étudier l’équation d’Euler-
Lagrange dans toute sa généralité. Il faut étudier certaines classes d’équations particulières qui
sont en réalité des équations d’Euler-Lagrange “déguisées”. Nous allons traiter ici l’exemple du
p-laplacien afin de montrer que notre théorie dévelopée tout au long de ce texte peut se révéler
utile dans des cas non-linéaires.

4.5.2 Un exemple : l’équation de Laplace généralisée
Pour commencer, introduisons une généralisation de l’opérateur de Laplace. Nous supposons

que Ω est un ouvert borné de Rn (avec n ≥ 2) dont la frontière est C1-régulière et f : Ω → R
une fonction.
Définition 4.5.1. Soit p ∈ [2,+∞[. Le p-laplacien est l’opérateur différentiel ∆p défini par

∆pu = div(|∇u|p−2∇u) =
n∑
i=1

∂i(|∇u|p−2∂iu)
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si u ∈ C2(Ω). Naturellement, cet opérateur s’étend aux distributions de façon habituelle.

Bien sûr, on a vite fait de remarquer que le 2-laplacien est le laplacien classique. Cet opéra-
teur apparaît typiquement dans des problèmes physiques non-linéaires comme dans l’écoulement
d’un fluide non-newtonien [7]. On le retrouve aussi dans des problèmes purement mathématiques
comme l’étude des applications quasi-régulières [19]. Les fonctions p-harmoniques, c’est-à-dire
les solutions u de ∆pu = 0, sont liées à la théorie des applications quasi-conformes en dimension
n ≥ 3([15], [16]).

Soit f ∈ L1
loc(Ω). Notre but est d’étudier l’équation de Laplace généralisée

∆pu = −f sur Ω (Pfort)

avec la condition u = 0 sur Σ. Insistons sur le fait que l’équation est non-linéaire lorsque p 6= 2.
De ce fait, nous ne pouvons pas utiliser la théorie des équations aux dérivées partielles linéaires.
Il existe plusieurs techniques pour aborder une équation non-linéaire, mais nous insisterons ici
sur une méthode par minimisation d’une intégrale car, comme nous allons le voir, il s’agit en
fait d’une équation d’Euler-Lagrange. Supposons que u : Ω→ R est solution de l’équation dans
C2(Ω). Dans ce cas, multiplions cette dernière par un élément ϕ ∈ D(Ω). Etant donné que f
est supposé localement intégrable, nous pouvons intégrer fϕ sur Ω. On obtient alors

n∑
i=1

∫
Ω
∂i(|∇u(x)|p−2∂iu(x))ϕ(x)dx = −

∫
Ω
f(x)ϕ(x)dx.

Etant donné que l’on peut voir l’intégrale comme la distribution associée à la fonction
∂i(|∇u(x)|p−2∂iu(x)) évaluée en ϕ, on voit qu’il s’agit en fait de la dérivée de distributions
et on obtient 6{ ∑n

i=1
∫

Ω |∇u(x)|p−2∂iu(x)∂iϕ(x)dx =
∫

Ω f(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ D(Ω)
u = 0 sur Σ. (P ′)

Réciproquement, si u ∈ C2(Ω) satisfait au problème (P ′), alors c’est une solution de l’équation
différentielle en presque tout point de Ω. Cela résulte de la propriété bien connue suivante.

Proposition 4.5.1. Si f ∈ L1
loc(Ω) et que∫

Ω
f(x)ϕ(x)dx = 0 ∀ϕ ∈ D(Ω),

alors f = 0 presque partout sur Ω.

Une fonction u ∈ C2(Ω) solution de (Pfort) est appelée solution forte et une solution de (P ′)
une solution faible. Dorénavant, nous nous intéresserons à la formulation faible de l’équation.
On considère donc le problème (P ′) lorsque u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Montrons que cette équation différentielle est en fait une équation d’Euler-Lagrange associée
à un problème de minimisation d’intégrale. Définissons la fonctionnelle I : W 1,p

0 (Ω)→ R par

I(u) =
∫

Ω

(1
p
|∇u(x)|p − f(x)u(x)

)
dx ∀u ∈ W 1,p

0 (Ω).

6. On rappelle que si u est une distribution sur Ω, alors sa dérivée Du est définie par Du(ϕ) = −u(Dϕ).
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Soit (P) le problème suivant

Minimiser I(u) sous la contrainte u ∈ W 1,p
0 (Ω). (P)

On peut définir la fonction L : Ω × R×Rn → R par L(x, y, z) = 1
p
|z|p − f(x)y pour tout

(x, y, z) ∈ Ω × R×Rn. Il s’ensuit que I(u) =
∫

Ω L(x, u(x),∇u(x))dx. Nous savons que toute
solution du problème de minimisation dans C2(Ω) est solution de l’équation d’Euler-Lagrange

∂yL(x, u(x),∇u(x))− div∇zL(x, u(x),∇u(x)) = 0 ∀x ∈ Ω.

Il est facile de voir que ∂yL(x, u(x),∇u(x)) = −f(x). Un calcul simple montre que

∂ziL(x, y, z) = |z|p−2zi

et par conséquent

∂xi(∂ziL(x, u(x),∇u(x))) = ∂xi(∂xiu(x)|∇u(x)|p−2).

L’équation d’Euler-Lagrange devient alors

∆pu(x) = −f(x) ∀x ∈ Ω,

ce qui est bien l’équation que nous sommes en train d’examiner. Ceci montre que l’équation de
Laplace généralisée est d’Euler-Lagrange.

A présent, on suppose que f ∈ Lq(Ω) où q est le nombre conjugué de p. Et on s’intéresse
au problème (P ′) sur W 1,p

0 (Ω). Nous allons montrer que ce problème est équivalent à (P). Il va
falloir établir quelques lemmes.

Lemme 4.5.1 ([37]). Supposons que f : E → R est une fonction G-différentiable propre
convexe. Soient ξ ∈ E∗ et x0 ∈ E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) On a f(x0)− 〈ξ, x0〉 = infx∈E f(x)− 〈ξ, x〉.
(ii) On a 〈∇f(x0)− ξ, x〉 = 0 pour tout x ∈ E.
(iii) On a ∇f(x0) = ξ.

Démonstration. L’équivalence (ii) ⇔ (iii) est évidente. Par la proposition 4.2.2, x0 est un
minimum global de f − ξ si et seulement si ∇(f − ξ)(x0) = 0. Par le corollaire 3.6.2, ∇(f −
ξ)(x0) = ∇f(x0)− ξ. L’équivalence (i)⇔ (ii) en découle aisément.

Lemme 4.5.2 ([37]). Supposons que E est un espace de Banach réflexif, f : E → R est
une fonction G-différentiable propre convexe semi-continue inférieurement telle que ∇f est
uniformément monotone , i.e. il existe C > 0 et α > 1 tels que

〈∇f(y)−∇f(x), y − x〉 ≥ C‖y − x‖α ∀x, y ∈ E.

Pour tout ξ ∈ E∗, il existe un et un seul x0 ∈ E tel que
(i) On a f(x0)− 〈ξ, x0〉 = infx∈E f(x)− 〈ξ, x〉.
(ii) On a 〈∇f(x0)− ξ, x〉 = 0 pour tout x ∈ E.
(iii) On a ∇f(x0) = ξ.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition 4.2.6 à la fonction f − ξ. En appliquant la
monotonie uniforme du gradient et la proposition 3.4.7, on montre directement que f − ξ est
strictement convexe. Soient x, y ∈ E. La fonction t ∈ [0, 1] 7→ f(x+ t(y − x)) ∈ R est continue
et dérivable sur ]0, 1[ par la proposition 3.3.4. Il s’ensuit que

d

dt
f(x+ t(y − x)) = 〈∇f(x+ t(y − x)), y − x〉.

Afin d’intégrer cette fonction, montrons que t ∈ [0, 1] 7→ d
dt
f(x+ t(y−x)) ∈ R est continu. Soit

t0 ∈]0, 1[. Nous savons que la fonction ψ : t ∈ R 7→ f(x+ t(y − x)) ∈ R est convexe. On en tire
que

ψ∗t0(h) = inf
s>0

ψ(t0 + sh)− ψ(t0)
s

≤ ψ(t0 + rh)− ψ(t0)
r

∀r > 0.

Elle est aussi dérivable. Comme dψ(t0)/dt = ψ∗t0(1), nous avons

dψ

dt
(t0 + ε) ≤ ψ(t0 + r + ε)− ψ(t0 + ε)

r
∀r > 0 ∀ε > 0.

Soit ε > 0 suffisamment proche de 0 pour que t0 + ε ∈]0, 1[. Nous avons

dψ

dt
(t0 + ε) ≤ ψ(t0 +R)− ψ(t0 + ε)

R− ε
∀R > ε.

Vu la proposition 3.3.4, la fonction ψ est continue sur ]0, 1[. En faisant tendre ε vers 0+, nous
avons donc

lim
ε→0+

dψ

dt
(t0 + ε) ≤ ψ(t0 +R)− ψ(t0)

R
∀R > 0.

Si R→ 0+, on a donc limε→0+
dψ
dt

(t0 + ε) ≤ dψ
dt

(t0). Par la proposition 3.4.6, on a

〈ψ∗u − ψ∗v, u− v〉 ≥ 0 ∀u, v ∈]0, 1[.

Ceci se traduit par

(u− v)
(
dψ

dt
(u)− dψ

dt
(v)
)
≥ 0 ∀u, v ∈]0, 1[.

Autrement dit, dψ
dt

est croissant sur ]0, 1[. Il en découle que limε→0+
dψ
dt

(t0 + ε) = dψ
dt

(t0). De
façon analogue, on montre que limε→0−

dψ
dt

(t0 + ε) = dψ
dt

(t0) et ψ est continu en t0 ∈]0, 1[. Soit
η > 0 et définissons la fonction ψ′ : t ∈ [0, 1] 7→ f(x′ + t(y′ − x′)) ∈ R où x′ = x − η(y − x)
et y′ = x + (1 + η)(y − x) puis on applique le raisonnement ci-dessus avec ψ′ au lieu de ψ.
La fonction dψ′/dt est donc continue sur ]0, 1[. Par restriction, dψ′/dt est continu sur [η/(1 +
2η), (1 + η)/(1 + 2η)]. Etant donné que

ψ(t) = ψ′
(

η

1 + 2η + t

1 + 2η

)
∀t ∈ R,

on a la continuité de dψ/dt sur [0, 1]. En intégrant dψ/dt sur [0, 1] et en appliquant l’hypothèse
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de monotonie uniforme, on a

f(y)− 〈ξ, y〉 − (f(x)− 〈ξ, x〉) =
∫ 1

0
〈∇(f − ξ)(x+ t(y − x)), y − x〉dt

=
∫ 1

0
〈∇f(x+ t(y − x))− ξ, t(y − x)〉dt

t

= 〈∇f(x)− ξ, y − x〉+
∫ 1

0
〈∇f(x+ t(y − x))−∇f(x), t(y − x)〉dt

t

≥ 〈∇f(x)− ξ, y − x〉+ C
∫ 1

0
‖y − x‖αtα−1dt

= 〈∇f(x)− ξ, y − x〉+ C‖y − x‖α

α
.

Au total, on a l’inégalité

f(y)− 〈ξ, y〉 − (f(x)− 〈ξ, x〉) ≥ 〈∇f(x)− ξ, y − x〉+ C

α
‖y − x‖α ∀x, y ∈ E.

En particulier, si x = 0, on trouve

f(y)−〈ξ, y〉− f(0) ≥ 〈∇f(0)− ξ, y〉+ C

α
‖y‖α = ‖y‖

(〈
∇f(0)− ξ, y

‖y‖

〉
+ C

α
‖y‖α−1

)
∀y ∈ E.

Par définition de la norme duale, nous obtenons 〈∇f(0) − ξ,−y/‖y‖〉 ≤ ‖∇f(0) − ξ‖∗ et par
conséquent

(f − ξ)(y) ≥ f(0) + ‖y‖
(
− ‖∇f(0)− ξ‖∗ + C

α
‖y‖α−1

)
∀y ∈ E.

Cette inégalité montre que f − ξ est coercif. La conclusion découle de la proposition 4.2.6 et
du lemme précédent.

Lemme 4.5.3 ([37], [5]). Soient p ≥ 2 et r ≥ 1. Alors
(i) Il existe C > 0 tel que ( n∑

i=1
|xi|

)r
≤ C

n∑
i=1
|xi|r ∀x ∈ Rn .

(ii) Si s ≥ 0, alors il existe C > 0 tel que∫ 1

0
|a+ tb|sdt ≥ C|b|s ∀a, b ∈ R .

Démonstration. (i) Si r ≥ 1, alors il est connu que l’application | · |r : Rn → [0,+∞[ définie par

|x|r =
( n∑
i=1
|xi|r

)1/r
∀x ∈ Rn

est une norme. Les normes de Rn étant toutes équivalentes entre elles, il existe C > 0 tel que
|x|1 ≤ C|x|r pour tout x ∈ Rn, ce qui permet de conclure en élevant les deux membres à la
puissance r.



4.5. Application à l’étude d’équations aux dérivées partielles 144

(ii) Si s = 0, alors il suffit de prendre C = 1 et on a même une égalité. Supposons que s > 0.
On procède au cas par cas. Le premier cas est b = 0 et a ∈ R. La constante C(1) = 1 convient.
Le second cas est b > 0 et a ≥ 0. Nous obtenons∫ 1

0
|a+ tb|sdt = |b|s

∫ 1

0

∣∣∣a
b

+ t
∣∣∣sdt

= |b|s
∫ 1

0

(a
b

+ t
)s
dt

≥ |b|s
∫ 1

0
tsdt = |b|s

La constante C(2) = 1 convient. Pour le troisième cas, on suppose que b > 0 et a < 0. Si
a/b ≤ −1, alors∫ 1

0
|a+ tb|sdt = |b|s

∫ 1

0

∣∣∣a
b

+ t
∣∣∣sdt

= |b|s
∫ 1

0

(
− a

b
− t

)s
dt

≥ |b|s
∫ 1

0
(1− t)sdt car − a/b ≥ 1

= |b|s

s+ 1
Enfin, si a/b > −1, alors∫ 1

0
|a+ tb|sdt = |b|s

∫ 1

0

∣∣∣a
b

+ t
∣∣∣sdt

= |b|s
( ∫ −a/b

0

(
− t− a

b

)s
dt+

∫ 1

−a/b

(
t+ a

b

)s
dt
)

= |b|s

s+ 1

((
1 + a

b

)s+1
+
(
− a

b

)s+1
)

︸ ︷︷ ︸
≥C pour un certain C>0 vu (i)

≥ C|b|s

s+ 1 .

Pour le troisième cas, la constante C(3) = min( 1
s+1 ,

C
s+1) convient. Le cas b < 0 et a ≥ 0 est

semblable au troisième cas et on retrouve la même constante. Pour finir, le cas b < 0 et a < 0
se traite comme le second cas. Au total, il suffit de prendre C = min(C(1), C(2), C(3)) pour
conclure.

Lemme 4.5.4 ([5]). Soient p ≥ 2, V un sous-espace vectoriel de W 1,p(Ω) et T : V → V ∗ un
opérateur défini par

〈T (u), v〉 =
∫

Ω

( n∑
i=1

ai(x, u(x),∇u(x))∂iv(x) + a0(x, u(x),∇u(x))v(x)
)
dx

où, pour tout i ∈ {0, ..., n}, ai : Ω × R×Rn → R est une fonction telle que ai(x, ·, ·) est de
classe C1 sur (R×Rn)\{(0, 0)}. Supposons aussi qu’il existe ρ > 0 tel que

n∑
j=0

n∑
i=0

∂j+n+1ai(x, y, z)ξiξj ≥ ρ
(
|y|p−2ξ2

1 +
n+1∑
i=2
|zi−1|p−2ξ2

i

)
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pour tout ξ ∈ Rn+1, (y, z) ∈ (R×Rn)\{(0, 0)} et presque tout x ∈ Ω. Alors l’application
T : V → V ∗ est uniformément monotone.

Démonstration. Si x ∈ Ω, y, y′ ∈ R et z, z′ ∈ Rn sont tels que (0, 0) /∈ [(y, z), (y′, z′)], on définit
les fonctions fi : [0, 1]→ R par fi(t) = ai(x, ty+(1− t)y′, tz+(1− t)z′) pour tout i ∈ {0, ..., n}.
Vu nos hypothèses, on a, pour presque tout x ∈ Ω,

(a0(x, y, z)− a0(x, y′, z′))(y − y′) +
n∑
i=1

(ai(x, y, z)− ai(x, y′, z′))(zi − z′i)

=(f0(1)− f0(0))(y − y′) +
n∑
i=1

(fi(1)− fi(0))(zi − z′i)

=
∫ 1

0

df0

dt
(t)(y − y′)dt+

n∑
i=1

∫ 1

0

dfi
dt

(t)(zi − z′i)dt

=
∫ 1

0
∂n+1a0(x, ty + (1− t)y′, tz + (1− t)z′)(y − y′)2dt

+
n∑
j=1

∫ 1

0
∂j+n+1a0(x, ty + (1− t)y′, tz + (1− t)z′)(y − y′)(zj − z′j)dt

+
n∑
i=1

∫ 1

0
∂n+1ai(x, ty + (1− t)y′, tz + (1− t)z′)(zi − z′i)(y − y′)dt

+
n∑
i=1

n∑
j=1

∫ 1

0
∂j+n+1ai(x, ty + (1− t)y′, tz + (1− t)z′)(zi − z′i)(zj − z′j)dt

≥ ρ
∫ 1

0

(
|ty + (1− t)y′|p−2(y − y′)2dt+

n+1∑
i=2
|tzi−1 + (1− t)z′i−1|p−2(zi−1 − z′i−1)2

)
dt.

Par le point (ii) du lemme 4.5.3, il existe C0, ..., Cn > 0 tels que
∫ 1

0

(
|ty + (1− t)y′|p−2(y − y′)2dt+

n+1∑
i=2
|tzi−1 + (1− t)z′i−1|p−2(zi−1 − z′i−1)2

)
dt

≥C0|y − y′|p−2(y − y′)2 +
n+1∑
i=2

Ci−1|zi−1 − z′i−1|p−2(zi−1 − z′i−1)2

En posant C = min(C0, ..., Cn), on a finalement

(a0(x, y, z)− a0(x, y′, z′))(y − y′) +
n∑
i=1

(ai(x, y, z)− ai(x, y′, z′))(zi − z′i)

≥ Cρ
(
|y − y′|p +

n∑
i=1
|zi − z′i|p

)
(*)

pour presque tout x ∈ Ω et pour tout (y, z), (y′, z′) ∈ R×Rn qui vérifient 0 /∈ [(y, z), (y′, z′)].
Dans le cas où 0 ∈](y, z), (y′, z′)[, les vecteurs (y, z) et (y′, z′) sont non-nuls et linéairement
dépendants. Comme dimR×Rn = n + 1 ≥ 2, il existe (u, v) ∈ R×Rn tel que (u, v) et (y′, z′)
sont linéairement indépendants. Il s’ensuit que, pour tout ε > 0, les vecteurs ε(u, v) et (y′, z′)
sont linéairement indépendants. On définit alors yε = y′ + εu et zε = z′ + εv. On vérifie
aisément que 0 /∈ [(y, z), (yε, zε)]. On peut appliquer le raisonnement précédent puis passer à
la limite pour ε → 0+ afin d’obtenir (*). Si (y′, z′) = (0, 0) et (y, z) 6= (0, 0), alors on définit



4.5. Application à l’étude d’équations aux dérivées partielles 146

(yε, zε) = ε(y, z), de sorte que (yε, zε) et (y, z) soient non-nuls et linéairement dépendants. Il
suffit alors d’appliquer le résultat du cas précédent à (yε, zε) et (y, z), puis de faire tendre ε vers
0+. Si (0, 0) = (y, z) = (y′, z′), alors l’inégalité (*) est évidente. Cela étant, si u, v ∈ V , alors
l’inégalité (*) nous permet d’obtenir

〈T (u)− T (v), u− v〉 ≥ Cρ‖u− v‖pW 1,p ,

la conclusion en découle.

Remarque 4.5.1. Nous pouvons aussi énoncer le lemme ci-dessus lorsque ai est défini sur
Ω× Rn et

〈T (u), v〉 =
∫

Ω

( n∑
i=1

ai(x,∇u(x))∂iv(x) + a0(x,∇u(x))v(x)
)
dx.

La preuve est identique, mais insistons sur l’importance de l’hypothèse n ≥ 2 dans ce cas-ci.
En effet, la discussion sur (y, z) et (y′, z′) devient une simple discussion sur z et z′ et elle se
traite de la même façon que dans le lemme en tirant parti qu’on est en dimension supérieure à
1.

Lemme 4.5.5. L’espace vectoriel normé (W 1,p(Ω), ‖ · ‖W 1,p) est un espace de Banach si p ∈
[1,+∞[. Si, de plus, p > 1, l’espace est réflexif.

Démonstration. C’est un cas particulier de la proposition A.0.5.

Corollaire 4.5.1. Si p ∈ [1,+∞[, alors W 1,p
0 (Ω) est un espace de Banach. Si, de plus, p > 1,

alors W 1,p
0 (Ω) est réflexif.

Démonstration. Cela résulte du fait que W 1,p
0 (Ω) est un sous-espace fermé de W 1,p(Ω) (on

rappelle que W 1,p
0 (Ω) est l’adhérence de D(Ω)). Pour la réflexivité, il suffit de considérer une

suite (um)m∈N bornée de W 1,p
0 (Ω). Puisque W 1,p(Ω) est réflexif, on peut extraire une sous-suite

(uk(m))m∈N faiblement convergente dansW 1,p(Ω). Or,W 1,p
0 (Ω) est convexe et fermé. Donc, il est

faiblement fermé et il s’ensuit que la limite de la sous-suite (uk(m))m∈N appartient àW 1,p
0 (Ω).

Nous sommes en mesure de démontrer l’équivalence entre (P) et (P ′).

Proposition 4.5.2. Si f ∈ Lq(Ω) où q est le nombre conjugué de p, alors les problèmes (P)
et (P ′) dans W 1,p

0 (Ω) sont équivalents et possèdent une unique solution.

Démonstration. Montrons que nous sommes dans de bonnes conditions pour appliquer le lemme
4.5.2 lorsque E = W 1,p

0 (Ω). Ceci montrera l’équivalence des deux problèmes et l’existence
d’une solution. Pour démontrer l’unicité, on montre que G est strictement convexe. Posons
G : u ∈ W 1,p

0 (Ω) 7→
∫

Ω
1
p
|∇u(x)|pdx et ξ : u ∈ W 1,p

0 (Ω) 7→
∫

Ω f(x)u(x)dx. Avec ces notations,
I = G− ξ.

(I) : L’espace W 1,p
0 (Ω) est de Banach et réflexif. C’est une conséquence du corollaire 4.5.1.

(II) : La fonction G : W 1,p
0 (Ω)→ R est G-différentiable. Soient u, h ∈ W 1,p

0 (Ω). On rappelle
que

G∗u(h) = lim
t→0

G(u+ th)−G(u)
t

= d

dt
G(u+ th)|t=0.
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On a
G(u+ th) =

∫
Ω

1
p
|∇u(x) + t∇h(x)|pdx.

La fonction g : t ∈]− 1, 1[ 7→ 1
p
|∇u(x) + t∇h(x)|p est évidemment dérivable sur R et

dg

dt
(t) = d

dt

1
p

( n∑
i=1

(∂iu(x) + t∂ih(x))2
)p/2

= 1
2

( n∑
i=1

(∂iu(x) + t∂ih(x))2
) p

2−1 n∑
i=1

2(∂iu(x) + t∂ih(x))∂ih(x)

= |∇u(x) + t∇h(x)|p−2
n∑
i=1

∂ih(x)(∂iu(x) + t∂ih(x))

= |∇u(x) + t∇h(x)|p−2〈∇u(x) + t∇h(x),∇h(x)〉.

On voit que ∣∣∣∣dgdt (t)
∣∣∣∣ = |∇u(x) + t∇h(x)|p−2

∣∣∣∣〈∇u(x) + t∇h(x),∇h(x)〉
∣∣∣∣

≤ |∇u(x) + t∇h(x)|p−2|∇u(x) + t∇h(x)||∇h(x)| (1)
= |∇u(x) + t∇h(x)|p−1|∇h(x)|
≤ C|∇h(x)|(|∇h(x)|p−1 + |∇u(x)|p−1) (2)

où l’on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz en (1) et le lemme 4.5.3 en (2), la constante C > 0
étant indépendante du x choisi. Rappelons que q = p/(p − 1). Par conséquent, |∇h(x)|p−1 +
|∇u(x)|p−1 est une fonction de Lq(Ω). Comme |∇h(x)| définit une fonction de Lp(Ω), l’inégalité
de Hölder montre que (2) est intégrable. Il s’ensuit que dg/dt est intégrable sur Ω aussi. Par le
théorème de dérivation des intégrales paramétriques, nous obtenons donc

G∗u(h) =
∫

Ω
|∇u(x)|p−2〈∇u(x),∇h(x)〉dx.

Il est alors clair que G∗u est linéaire. De plus, la continuité de G∗u résulte de ce que

|G∗u(h)| =
∣∣∣∣ ∫

Ω
|∇u(x)|p−2〈∇u(x),∇h(x)〉dx

∣∣∣∣
≤
∫

Ω
|∇u(x)|p−2|〈∇u(x),∇h(x)〉|dx

≤
∫

Ω
|∇u(x)|p−1|∇h(x)|dx

≤
( ∫

Ω
|∇u(x)|pdx

)1/q( ∫
Ω
|∇h(x)|pdx

)1/p
par l’inégalité de Hölder

≤ ‖|∇u|‖p/qLp

( ∫
Ω

( n∑
i=1
|∂ih(x)|

)p
dx
)1/p

≤ C ′‖|∇u|‖p−1
Lp

( ∫
Ω

n∑
i=1
|∂ih(x)|pdx

)1/p
par le lemme 4.5.3 (i)

= C ′‖|∇u|‖p−1
Lp

( n∑
i=1
‖∂ih‖pp

)1/p

≤ C ′C ′′‖|∇u|‖p−1
Lp ‖h‖W 1,p
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où la dernière inégalité est obtenue grâce à l’équivalences des normes | · |p et | · |1 de Rn. Donc,
comme G∗u est linéaire et continu, la fonction G est G-différentiable et

〈∇G(u), h〉 =
∫

Ω
|∇u(x)|p−2〈∇u(x),∇h(x)〉dx ∀u, h ∈ W 1,p

0 (Ω).

(III) : La fonction ∇G : W 1,p
0 (Ω)→ W 1,p

0 (Ω)∗ est uniformément monotone.
Le but est de pouvoir appliquer le lemme 4.5.4 à l’opérateur ∇G : W 1,p

0 (Ω) → W 1,p
0 (Ω)∗.

Nous savons que

〈∇G(u), h〉 =
∫

Ω

n∑
i=1
|∇u(x)|p−2∂iu(x)∂ih(x)dx ∀u, h ∈ W 1,p

0 (Ω).

On peut réécrire cela de la façon suivante :

〈∇G(u), h〉 =
∫

Ω

n∑
i=1

ai(x,∇u(x))∂ih(x)dx

avec ai : Ω×Rn → R défini par ai(x, z) = |z|p−2zi pour tout i ∈ {1, ..., n}. Il est clair que, pour
tout i ∈ {1, ..., n} et tout x ∈ Ω, ai(x, ·) est de classe C1 sur Rn \{0}. Si z 6= 0, on vérifie que{

∂n+iai(x, z) = |z|p−2 + (p− 2)|z|p−4z2
i

∂n+jai(x, z) = (p− 2)|z|p−4zizj si j 6= i.

Nous obtenons alors
n∑
i=1

n∑
j=1

∂n+jai(x, z)ξiξj = 2
∑

1≤i<j≤n
(p− 2)|z|p−4zizjξiξj +

n∑
i=1

(|z|p−2 + (p− 2)|z|p−4z2
i )ξ2

i

≥
n∑
i=1
|z|p−2ξ2

i ≥
n∑
i=1
|zi|p−2ξ2

i .

Il découle du lemme 4.5.4 que ∇G est uniformément monotone.

(IV) : La fonction G : W 1,p
0 (Ω)→ R est strictement convexe.

Par le point (III), il existe C > 0 et α > 1 tels que

〈∇G(u)−∇G(v), u− v〉 ≥ C‖u− v‖αW 1,p > 0 ∀u, v ∈ W 1,p
0 (Ω), u 6= v.

Donc la fonction est strictement convexe par la proposition 3.4.7.

(V) : La fonction G : W 1,p
0 (Ω)→ R est continue.

Fixons u0 ∈ W 1,p
0 (Ω) et trouvons un voisinage de u0 sur lequel G est borné supérieurement

pour appliquer la proposition 3.3.1. Soit R > 0 et considérons B(u0, R). Si u ∈ B(u0, R), alors
‖u− u0‖W 1,p < R, c’est-à-dire

‖u− u0‖Lp +
n∑
i=1
‖∂iu− ∂iu0‖Lp < R.

On rappelle que ‖x− y‖ ≥ |‖x‖ − ‖y‖| si ‖ · ‖ est une norme. Donc,

‖u‖Lp +
n∑
i=1
‖∂iu‖Lp < R + ‖u0‖Lp +

n∑
i=1
‖∂iu0‖Lp︸ ︷︷ ︸

:=S

.
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et par le point (i) du lemme 4.5.3, il existe C > 0 (qui ne dépend que de p) tel que

G(u) = 1
p

∫
Ω
|∇u(x)|pdx = 1

p

∫
Ω

( n∑
i=1

(∂iu(x))2
)p/2

dx ≤ C

p

∫
Ω

n∑
i=1
|∂iu(x)|pdx.

Autrement dit,

G(u) ≤ C

p

n∑
i=1
‖∂iu‖pLp ≤

nCSp

p

pour tout u ∈ B(u0, R).

On conclut cette preuve en appliquant le lemme 4.5.2.

Nous avons montré que l’équation différentielle admet une unique solution dans W 1,p
0 (Ω)

lorsque f ∈ Lq(Ω). Une autre question qu’on est en droit de nous poser est de savoir si l’on
peut lui associer un problème dual. Remarquons immédiatement que I peut s’écrire

I(u) = H(T (u))− 〈f, u〉

où H : (Lp(Ω))n → R et T : W 1,p
0 (Ω)→ (Lp(Ω))n sont définis par

H(v) =
∫

Ω

1
p
|v(x)|pdx et T (u) = ∇u

pour tout v ∈ (Lp(Ω))n et u ∈ W 1,p
0 (Ω) et 〈·, ·〉 est le crochet de dualité entre Lp(Ω) et Lq(Ω). De

façon naturelle, on voudrait pouvoir appliquer la dualité de Fenchel-Rockafellar pour déduire
un problème dual. Il faut vérifier les hypothèses du théorème avant de poursuivre.

Tout d’abord, il est déjà connu que I est G-différentiable et strictement convexe (cf. la preuve
de la propriété précédente). De plus, I admet un unique minimum u0 surW 1,p

0 (Ω) et ce minimum
vérifie ∇(〈f, ·〉 + H ◦ T )(u0) = 0. On vérifie que l’application linéaire T : W 1,p

0 (Ω)→ (Lp(Ω))n
est continue. En effet, on a

‖T (u)‖(Lp(Ω))n =
n∑
i=1
‖∂iu‖Lp ≤ ‖u‖Lp +

n∑
i=1
‖∂iu‖Lp = ‖u‖W 1,p

pour tout u ∈ W 1,p
0 (Ω). La fonction 〈f, ·〉 est aussi continue puisqu’elle est linéaire et

|〈f, u〉| =
∣∣∣∣ ∫

Ω
f(x)u(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖Lq‖u‖Lp
pour tout u ∈ W 1,p

0 (Ω) en vertu de l’inégalité de Hölder. Enfin, la fonction H est continue.
Pour le voir, on vérifie d’abord que cette fonction est convexe. Cela découle directement de la
convexité de la fonction 1

p
| · |p sur Rn (il suffit de calculer la dérivée seconde de cette fonction et

vérifier qu’elle est bien définie positive). Si on fixe u′ ∈ (Lp(Ω))n, on voit que |u|p ≤ np
∑n
i=1 |ui|p

et donc, on a

H(u) =
∫

Ω

1
p
|u(x)|pdx ≤ np

p

n∑
i=1
‖ui‖pLp ≤

np

p

n∑
i=1

(‖ui − u′i‖Lp + ‖u′i‖Lp)p ≤
np

p

n∑
i=1

(R + ‖u′i‖Lp)p
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si ‖ui − u′i‖Lp < R pour tout i ∈ {1, ..., n}. Donc H est convexe, défini sur (Lp(Ω))n et borné
supérieurement au voisinage de chaque point de (Lp(Ω))n, ce qui montre la continuité de H
par la proposition 3.3.1. Le théorème de Fenchel-Rockafellar montre ∇H(T (u0)) est l’unique
solution du problème dual qui est de maximiser

−(〈−f, ·〉)∗(T ∗(ξ))−H∗(−ξ) lorsque ξ ∈ (Lq(Ω))n.

Nous pouvons déterminer plus explicitement ce problème dual. Tout d’abord, nous savons que
〈−f, ·〉 est une forme linéaire continue et sa transformée de Legendre vaut donc (〈−f, ·〉)∗ = δ−f .
Calculons l’opérateur adjoint T ∗ : (Lq(Ω))n → W 1,p

0 (Ω)∗. Par définition, celui-ci doit vérifier

〈T ∗(ξ1, ..., ξn), ϕ〉 = 〈(ξ1, ..., ξn),∇ϕ〉 =
n∑
i=1
〈ξi, ∂iϕ〉 =

n∑
i=1

∫
Ω
ξi(x)∂iϕ(x)dx = −

n∑
i=1

∂iuξi(ϕ)

où uξi est la distribution associée à la fonction ξi. Autrement dit, T ∗ = −div au sens distri-
bution. Pour le calcul de H∗, nous aurons besoin de la propriété suivante. Par définition de la
transformée de Legendre, on a

H∗(µ) = sup
u∈(Lp(Ω))n

〈µ, u〉 −H(u) = sup
u∈(Lp(Ω))n

∫
Ω

( n∑
j=1

µj(x)uj(x)− 1
p
|u(x)|p

)
dx

pour tout µ ∈ (Lq(Ω))n où q est le nombre conjugué de p. Fixons µ ∈ (Lq(Ω))n et calculons
le maximum global de la fonction µ−H sur (Lp(Ω))n. Vu que H est convexe, la fonction −H
est concave. Les propriétés sur les minima d’une fonction convexe s’adaptent aisément en des
résultats similaires concernant les maxima d’une fonction concave. En effet, il est connu que si
f est convexe, alors u0 est un minimum global de f si et seulement si u0 est un maximum global
de −f . Il en découle que tout maximum local d’une fonction concave est un maximum global.
De plus, u0 est un maximum global d’une fonction concave G-différentiable f si et seulement si
∇f(u0) = 0. Ainsi, on est réduit à trouver un point critique de µ−H. Il est évident que cette
fonction est G-différentiable. De fait, µ est vu comme une application linéaire qui est continue
par l’inégalité de Hölder. La G-différentiabilité de H découle du théorème de dérivation des
intégrales paramétriques (il suffit d’adapter la partie (II) de la preuve de la proposition 4.5.2).
Ainsi, on voit que

〈∇H(u), h〉 = d

dt
H(u+ th)|t=0

= d

dt

∫
Ω

1
p

( n∑
i=1

(ui(x) + thi(x))2
)p/2

dx|t=0

=
∫

Ω

n∑
i=1
|u(x)|p−2ui(x)hi(x)dx

pour tout u ∈ (Lp(Ω))n et h ∈ (Lp(Ω))n. Supposons que u est un point critique de µ−H. On
a donc ∇(µ−H)(u) = ∇µ(u)−∇H(u) = 〈µ, ·〉 − ∇H(u) = 0. Ceci se traduit par∫

Ω

n∑
i=1

(µi(x)− |u(x)|p−2ui(x))hi(x)dx = 0

pour tout h ∈ (Lp(Ω))n. En particulier, si on définit hj = ϕ avec ϕ ∈ D(Ω) et hi = 0 si i 6= j,
alors on voit que ∫

Ω
(µj(x)− |u(x)|p−2uj(x))ϕ(x)dx = 0 ∀ϕ ∈ D(Ω).
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De la proposition 4.5.1, on déduit que µj = |u|p−2uj presque partout sur Ω pour tout j ∈
{1, ..., n}. Donc, ∑n

j=1 µ
2
j = |u|2(p−2)∑n

j=1 u
2
j , c’est-à-dire |u|2(p−1) = |µ|2 presque partout. Fina-

lement, on déduit que

|u| = |µ|
1
p−1 et uj = |u|2−pµj = µj|µ|

2−p
p−1 ∀j ∈ {1, ..., n}

presque partout sur Ω. Ainsi, un point critique de µ−H est donné par u ∈ (Lp(Ω))n défini par
uj = µj|µ|

2−p
p−1 et on obtient

H∗(µ) = 〈µ, u〉 −H(u)

=
∫

Ω

( n∑
j=1

µj(x)uj(x)− 1
p
|u(x)|p

)
dx

=
∫

Ω

(
|µ(x)|

2−p
p−1 +2 − 1

p
|µ(x)|

p
p−1

)
dx

=
∫

Ω

(
1− 1

p

)
|µ(x)|

p
p−1dx

=
∫

Ω

1
q
|µ(x)|qdx

pour tout µ ∈ (Lq(Ω))n. Le problème dual consiste donc à trouver le maximum de

−δ−f (−div(v))−
∫

Ω

1
q
|v(x)|qdx, v ∈ (Lq(Ω))n.

On vérifie facilement que le problème dual est équivalent au problème suivant

Maximiser −
∫

Ω

1
q
|v(x)|qdx lorsque v ∈ (Lq(Ω))n et div(v) = f.

Bien sûr, ce problème est équivalent à

Minimiser
∫

Ω

1
q
|v(x)|qdx lorsque v ∈ (Lq(Ω))n et div(v) = f.

Ce problème d’optimisation peut être reformulé de la façon suivante. Il s’agit de trouver une
solution de l’équation div(v) = f dans (Lq(Ω))n et de norme dans Lq(Ω,Rn) minimum 7. Il
s’agit d’une équation aux dérivées partielles sous contrainte. Par dualité, il existe une unique
solution au problème que l’on sait exprimer à partir de la solution de l’équation de p-Laplace.
Cette solution est donnée par ∇H(T (u0)) où u0 est l’unique solution faible de l’équation de
p-Laplace. Plus précisément, on a

〈∇H(T (u0)), h〉 =
∫

Ω

n∑
i=1
|∇u0(x)|p−2∂iu0(x)hi(x)dx ∀h ∈ (Lp(Ω))n.

Puisque ∇H(T (u0)) ∈ (Lp(Ω)∗)n, on peut l’identifier à une fonction de (Lq(Ω))n puisque

〈∇H(T (u0)), h〉 =
n∑
i=1
〈|∇u0|p−2∂iu0, hi〉 = 〈|∇u0|p−2∇u0, h〉.

Il en découle que l’unique solution du problème dual est |∇u0|p−2∇u0. Notre propos est résumé
par le résultat suivant.

7. Lorsqu’une fonction est à valeur dans un espace de Banach E, on introduit une généralisation des espaces
Lp que l’on appelle couramment espace de Bochner, que l’on note naturellement Lp(X,E). Ceci permet de
définir la notion d’intégrabilité pour des fonctions à valeurs vectorielles [12].
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Proposition 4.5.3. Supposons que p ≥ 2 et q est le nombre conjugué de p. Supposons en outre
que f ∈ Lq(Ω). Alors il existe une et une seule fonction v0 ∈ (Lq(Ω))n vérifiant div(v0) = f et
minimisant

v ∈ (Lq(Ω))n 7→
∫

Ω
|v(x)|qdx ∈ [0,+∞[.

Cette solution est donnée par
v0 = |∇u0|p−2∇u0

où u0 est l’unique solution de l’équation

∆pu = f, u ∈ W 1,p
0 (Ω), u|Ω• = 0.

Comme nous pouvons le remarquer, la dualité peut se révéler être un outil très puissant
puisqu’elle permet d’assurer l’existence de solutions de problèmes qu’on aurait du mal à aborder
de façon directe comme c’est le cas du problème de la proposition précédente.



Annexe A

Espaces de Sobolev et théorème de
traces

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels d’une importance non-négligeable dans
la théorie des équations aux dérivées partielles. Cette annexe a pour but d’introduire ces espaces
de façon claire et concise pour comprendre la formulation faible des équations différentielles.
Dans un premier temps, nous introduisons les espaces de Sobolev et montrons qu’ils peuvent
être munis d’une structure d’espace de Banach. Ensuite, nous établissons le théorème des traces
afin de pouvoir donner du sens à l’opérateur de restriction appliqué à des éléments d’un espace
de Sobolev. Nous nous limitons strictement à ce dont nous avons besoin. Le lecteur désireux
d’en apprendre d’avantage de cette théorie pourra consulter entre autres [12] et [6]. On fixe un
ouvert Ω de Rn. Nous utilisons la notation par les multi-indices pour les opérateurs de dériva-
tion. On notera ∂α = ∂α1

1 · · · ∂αnn , |α| = α1 + · · · + αn et Cβ
α = Cβ1

α1 · · ·C
βn
αn si α, β ∈ Nn. Par

convention, on note ∂0u = u.

Lorsque l’on aborde une équation aux dérivées partielles, il peut être laborieux de chercher
directement une solution. C’est pourquoi on élargit le cadre à des fonctions qui n’admettent
pas des dérivées au sens usuel du terme.

Définition A.0.2. Si Ω est un ouvert de Rn, alors une fonction f ∈ L1
loc(Ω) est faiblement

dérivable selon la composante i s’il existe fi ∈ L1
loc(Ω) tel que∫

Ω
f(x)∂iϕ(x)dx = −

∫
Ω
fi(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ D(Ω).

Cette fonction fi sera usuellement notée ∂if , comme la dérivée habituelle.

En d’autre terme, cela signifie que la dérivée de f au sens distribution est une distribution sur
Ω associée à une fonction de L1

loc(Ω). Il est aisé de vérifier que la règle de Leibniz et la linéarité
de ∂i sont vraies au sens faible. L’introduction de la dérivée faible motive la construction des
espaces de Sobolev.

Définition A.0.3. Soient p ∈ [1,+∞[ etm ∈ N. L’espace de Sobolev d’indice (m, p) est l’espace
vectoriel

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∂αu ∈ Lp(Ω) ∀α ∈ Nn |α| ≤ m}
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où l’opérateur de dérivation ∂α est à prendre au sens des distributions. On définit les applications
‖ · ‖Wm,p : Wm,p(Ω)→ [0,+∞[ par

‖u‖Wm,p =
∑

0≤|α|≤m
‖∂αu‖Lp ∀u ∈ Wm,p(Ω).

Proposition A.0.4. L’application ‖ · ‖Wm,p : Wm,p(Ω)→ [0,+∞[ est une norme.

Démonstration. C’est trivial car ‖ · ‖Lp est lui-même une norme sur Lp(Ω).

En fait, on peut voir que ces espaces munis de leur norme respective sont de Banach.

Proposition A.0.5. L’espace Wm,p(Ω) muni de la norme ‖ · ‖Wm,p est un espace de Banach.
Si, de plus, p > 1, alors Wm,p(Ω) est un espace réflexif.

Démonstration. Soit (uk)k∈N une suite de Cauchy dans Wm,p(Ω). Pour tout ε > 0, il existe
M ∈ N tel que ∑

0≤|α|≤m
‖∂αup − ∂αuq‖Lp < ε

si p, q ≥ M . On en déduit que, pour tout α ∈ Nn tel que |α| ≤ m, la suite (∂αuk)k∈N est de
Cauchy dans Lp(Ω). Comme Lp(Ω) est complet, alors, pour tout α ∈ Nn tel que |α| ≤ m, la
suite (∂αuk)k∈N converge dans Lp(Ω) vers un élément u(α) ∈ Lp(Ω). On montre que u(α) est la
fonction associée à la distribution dérivée ∂αu(0) pour tout multi-indice α tel que |α| ≤ m. Cela
revient à montrer que∫

Ω
u(α)(x)ϕ(x)dx = (−1)|α|

∫
Ω
u(0)(x)∂αϕ(x)dx ∀ϕ ∈ D(Ω).

Tout d’abord, on voit que∫
Ω
∂αuk(x)ϕ(x)dx = (−1)|α|

∫
Ω
uk(x)∂αϕ(x)dx ∀k ∈ N .

Donc, ∣∣∣∣ ∫
Ω
u(α)(x)ϕ(x)dx− (−1)|α|

∫
Ω
u(0)(x)∂αϕ(x)dx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ ∫

Ω
(u(α)(x)− ∂αuk(x))ϕ(x)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(−1)|α|
∫

Ω
(uk(x)− u(0)(x))∂αϕ(x)dx

∣∣∣∣
≤‖u(α) − ∂αuk‖Lp‖ϕ‖Lq + ‖uk − u(0)‖Lp‖∂αϕ‖Lq

où q est le nombre conjugué de p. La seconde inégalité résulte de l’inégalité de Hölder. Ce
dernier majorant tend vers 0 lorsque k → +∞ car (∂αuk)m∈N converge vers u(α) dans Lp(Ω)
pour tout α ∈ Nn tel que |α| ≤ m. Ceci montre que Wm,p(Ω) est un espace de Banach.

Supposons que p > 1 et montrons que l’espace est réflexif. Soit (uk)k∈N une suite bornée
de Wm,p(Ω) et montrons qu’elle admet une sous-suite faiblement convergente. Nous savons
que ((∂αuk)0≤|α|≤m)k∈N est une suite bornée de ∏0≤|α|≤m L

p(Ω) vu la définition de la norme de
Wm,p(Ω). L’espace Lp(Ω) étant réflexif 1, il existe une sous-suite (∂αulα(k))k∈N de (∂αulβ(k))k∈N

1. De fait, pour tout p ∈]1,+∞[, l’espace Lp(Ω) est isométrique et isomorphe à Lq(Ω) où q vérifie 1
p + 1

q = 1
[30].
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(où (∂αulβ(k))k∈N est une sous-suite de (∂αuk)k∈N qui est telle que (∂βulβ(k))k∈N converge fai-
blement vers u(β)) qui converge faiblement vers u(α) dans Lp(Ω). En procédant de cette fa-
çon composante par composante, on construit une sous-suite ((∂αul(k))0≤|α|≤m)k∈N telle que
(∂αul(k))k∈N converge faiblement vers un élément u(α) de Lp(Ω). Il s’ensuit que (u(α))0≤|α|≤m est
une limite faible dans ∏0≤|α|≤m L

p(Ω) de la sous-suite ((∂αul(k))0≤|α|≤m)k∈N. En effet, on a pour
tout (vα)0≤α≤m ∈

∏
0≤α≤m L

p(Ω)∗ ' ∏0≤α≤m L
q(Ω) l’inégalité

|〈(vα)0≤|α|≤m, (∂αul(k) − u(α))0≤|α|≤m〉| ≤
∑

0≤|α|≤m
|〈vα, ∂αul(k) − uα〉|

et le majorant converge vers 0 en vertu de la proposition 2.1.3. On conclut à l’aide du théorème
2.2.3.

Lorsqu’on aborde des équations aux dérivées partielles, on a affaire à des conditions de
bords qui permettent d’assurer l’unicité de la solution, si elle existe. Ces conditions de bords
prennent la forme d’une égalité de fonctions sur la frontière d’un ensemble ouvert par exemple.
En général, cette condition sur u : Ω → R s’écrit u|Ω• = g où g : Ω• → R est une fonction
donnée. Si u est une fonction, il n’y a pas de problème qui se pose. Mais si u ∈ Lp(Rn), nous ne
pouvons pas donner de sens à cette égalité car u représente une classe d’équivalence de fonctions
égales presque partout. Comme la frontière peut être de mesure nulle (comme la frontière d’un
cube par exemple), on peut avoir deux fonctions égales presque partout et qui ne sont pas
égales sur la frontière. Nous ne pouvons pas donner du sens à u|Ω• en considérant la restriction
d’un représentant sur la frontière puisqu’elle dépend du représentant choisi. Nous allons plutôt
étendre l’opérateur de restriction du point de vue de l’analyse fonctionnelle. C’est l’objet du
théorème de trace.

Définition A.0.4. L’espace Ck(Ω) est l’ensemble des fonctions f ∈ Ck(Ω) telles que ∂αf
admet une extension continue sur Ω pour tout α ∈ N tel que |α| ≤ k.

Définition A.0.5. Si U est un ouvert de Rn, on dit que la frontière est Cp-régulière si, pour
tout x ∈ U•, il existe R > 0, i0 ∈ {1, ..., n} et une fonction f : Rn−1 → R de classe Cp telles
que

U ∩B(x,R) = {z ∈ B(x,R) : zi0 > f(z1, ..., ẑi0 , ..., zn)}
et z ∈ U• ∩B(x,R) si et seulement si zi0 = f(z1, ..., ẑi0 , ..., zn). La notation ẑi0 signifie que l’on
omet la variable zi0 .

Remarque A.0.2. Il est même possible de définir d’autres classes de régularité de frontière
(par exemple, une frontière Lipschitz-régulière).

Rappelons également un procédé classique de régularisation à l’aide du produit de convolu-
tion [39].

Définition A.0.6. Une unité approchée de convolution de Lp(Ω) est un ensemble de fonctions
ϕε (ε > 0) deD(Rn) qui sont positives, de support inclus dans B(0, ε), telles que

∫
Rn ϕε(x)dx = 1

et radiales, i.e ϕ(x) = ϕ(y) si |x| = |y|. Pour de telles fonctions, on a ϕε ? f ∈ C∞(Rn) et
ϕε ? f → f dans Lp(Ω) si ε→ 0+ et f ∈ Lp(Ω).

Proposition A.0.6. Si (ϕε)ε>0 est une unité approchée de convolution de Lp(Ω), alors pour
tout f ∈ Lp(Rn), on a f ? ϕε ∈ C∞(Rn), ∂α(f ? ϕε) = f ? ∂αϕε, [f ? ϕε] ⊂ [f ]pp + B(0, ε) et
f ? ϕε → f dans Lp(Rn) pour tout f ∈ Lp(Rn).
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Nous aurons besoin de partition de l’unité. Nous rappelons la définition et la propriété
d’existence que l’on peut retrouver dans différents ouvrages classiques d’analyse. Nous nous
référons à la définition de [39] et nous limitons au cas dénombrable.

Définition A.0.7. Soient Ω un ouvert de Rn et {Ωi : i ∈ N} un recouvrement dénombrable
de Ω. Une partition de l’unité subordonnée à {Ωi : i ∈ N} est un ensemble (fi)i∈N de fonctions
de C∞(Rn) telles que [fi] ⊂ Ωi pour tout i ∈ N et ∑+∞

i=0 fi existe et vaut 1 en tout point. La
partition de l’unité est localement finie si, pour tout x ∈ Rn, il existe un voisinage V de x sur
lequel on n’a qu’un nombre fini de fonctions fi qui ne sont pas identiquement nulles sur V .

Proposition A.0.7. Si Ω est un ouvert de Rn et {Ωi : i ∈ N} un recouvrement dénombrable
de Ω, alors il existe une partition de l’unité subordonnée à {Ωi : i ∈ N} localement finie sur Ω.

Proposition A.0.8 ([12]). Supposons que Ω est un ouvert borné de Rn dont la frontière est
C1-régulière. Si u ∈ Wm,p(Ω), alors il existe une suite (um)m∈N de C∞(Rn) et à support com-
pact telle que (um|Ω)m∈N converge vers u dans Wm,p(Ω). En particulier, C1(Ω) est dense dans
W 1,p(Ω).

Démonstration. (i) Soit x ∈ Ω•. Par définition, la frontière de l’ouvert est localement le graphe
d’une fonction de classe C1. Il existe R > 0, ix ∈ {1, ..., n} et f : Rn−1 → R une fonction de
classe C1 telle que

Ω ∩B(x,R) = {z ∈ B(x,R) : zix > f(z1, ..., ẑix , ..., zn)}.

Soient z ∈ Ω ∩ B(x,R/2) et d = min(R/2, d(z,Rn \Ω)). Bien sûr, d > 0 vu que la distance
entre un compact et un fermé disjoint du compact n’est pas nulle et R > 0. On a aussi
B(z, d) ⊂ Ω ∩B(x,R). De fait, si v ∈ B(z, d), alors |v − x| ≤ |v − z|+ |z − x| < d+R/2 ≤ R.
Si v /∈ Ω, alors |v − z| ≥ d(z,Rn \Ω) ≥ d, ce qui est absurde. Donc, v ∈ Ω ∩ B(x,R). Fixons
ε ∈]0, d[. On définit zλ,ε = z + λεeix où λ > 0. Trouvons λ > 0 pour que B(zλ,ε, ε) ⊂ B(z, d).
Supposons qu’un tel λ existe. Si v ∈ B(zλ,ε, ε), alors

|v − z| ≤ |v − zλ,ε|+ |zλ,ε − z| < ε+ λε = (1 + λ)ε ≤ d

si λ ≤ (d/ε) − 1. Soit λ = (d/ε) − 1 et on pose zε = zλ,ε. Si ε ≥ d, on pose zε = z. Par
construction, pour tout ε ∈]0, d[, on a B(zε, ε) ⊂ Ω ∩ B(x,R). On définit uε(z) = u(zε) pour
tout z ∈ Ω ∩ B(x,R/2) et ε > 0. En dehors de Ω ∩ B(x,R/2), on étend cette fonction par 0.
Soit (ϕε)ε>0 une unité approchée de convolution dans Lp(Rn) et posons vε = uε ? ϕε pour tout
ε > 0. On a donc vε ∈ C∞(Rn). Montrons que vε → u dans Wm,p(Ω ∩ B(x,R/2)). Soit α un
multi-indice tel que |α| ≤ m. On a

‖∂αvε − ∂αu‖Lp ≤ ‖∂αvε − ∂αuε‖Lp + ‖∂αuε − ∂αu‖Lp . (*)

Remarquons immédiatement que ‖∂αuε − ∂αu‖Lp → 0 si ε→ 0+ car l’opérateur de translation
τf : h ∈ Rn 7→ f(· + h) ∈ Lp(Rn) est continu lorsque f ∈ Lp(Rn) 2 et la norme de Lp(Ω ∩

2. Il suffit de considérer une approximation fε de f à l’aide d’une fonction de classe C∞ en utilisant une
unité approchée de convolution. On a alors

‖τhf − τh0f‖Lp ≤ ‖τhf − τhfε‖Lp + ‖τhfε − τh0fε‖Lp + ‖τh0fε − τh0f‖Lp .

Si on fixe η > 0, on considère ε suffisamment proche de 0 puis h suffisamment proche de h0 pour que chaque
terme soit majoré par η/3.
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B(x,R/2)) est majorée par celle de Lp(Rn). Montrons ensuite que ∂αvε = ϕε ? ∂
αuε. On a

∂ivε(y) =
∫
Rn
uε(z)∂iϕε(y − z)dz

=
∫

Ω∩B(x,R/2)
uε(z)∂iϕε(y − z)dz

=
∫

Ω∩B(x,R/2)
u(z + λεeix)∂iϕε(y − z)dz

=
∫

Ω∩B(x,R/2)+λεeix
u(z′)∂iϕε(y − z′ + λεeix)dz′

= −
∫

Ω∩B(x,R/2)+λεeix
u(z′)∂i(ϕε(y − ·+ λεeix))(z′)dz′

=
∫

Ω∩B(x,R/2)+λεeix
∂iu(z′)ϕε(y − z′ + λεeix)dz′ = ϕε ? ∂iuε(y)

Puisque (ϕε)ε>0 est une unité approchée de convolution, on en tire que ϕε ? ∂αu → ∂αu dans
Lp(Rn), donc dans Lp(Ω ∩B(x,R/2)). On remarque que

‖∂αuε − ∂αvε‖pLp =
∫
Rn
|∂αuε(z)− ∂αvε(z)|pdz

=
∫

(Ω∩B(x,R/2))+B(0,ε)

∣∣∣∣∂αu(z + λεeix)−
∫
Rn
ϕε(z − y)∂αu(y + λεeix)dy

∣∣∣∣pdz
=
∫

(Ω∩B(x,R/2))+B(0,ε)

∣∣∣∣∂αu(z + λεeix)−
∫
Rn
ϕε(z − y′ + λεeix)∂αu(y′)dy′

∣∣∣∣pdz
=
∫

(Ω∩B(x,R/2))+B(0,ε)+λεeix

∣∣∣∣∂αu(z′)−
∫
Rn
ϕε(z′ − y′)∂αu(y′)dy′

∣∣∣∣pdz′
= ‖∂αu− ϕε ? ∂αu‖pLp → 0

dans Lp(Rn) si ε → 0+, donc dans Lp(Ω ∩ B(x,R/2)). Au total, le majorant de (*) converge
vers 0 lorsque ε→ 0+. Ceci montre que vε → u dans Wm,p(Ω ∩B(x,R/2)) si ε→ 0+.

(ii) Pour démontrer la proposition, montrons que, pour tout η > 0, il existe v ∈ C∞(Rn) tel
que ‖u− v‖Wm,p(Ω) ≤ η. Soit η′ > 0. Par compacité, Ω• peut être recouvert par un nombre fini
de boules sur lesquelles la frontière de Ω peut être décrite par le graphe d’une fonction de classe
C1. Il existe R1, ..., RN > 0 et x1, ..., xN ∈ Ω• tels que Ω• ⊂ ∪Ni=1Vi où Vi = B(xi, Ri). Posons
V0 = Ω\ ∪Ni=1 B(xi, Ri/2) = ∩Ni=1Ω\B(xi, Ri/2). Clairement, V0 est un ouvert de Rn. Puisque
Vi∩Ω 6= ∅ pour tout i ∈ {1, ..., N}, on a V0 ( Ω. Par le point (i), pour tout i ∈ {1, ..., N}, il existe
vi ∈ C∞(Rn) tel que ‖u−vi‖Wm,p(Vi) ≤ η′/(N +1) et dont le support est compact. On construit
une fonction v0 ∈ C∞(Rn) de support inclus dans Ω tel que ‖u − v0‖Wm,p(V0) ≤ η′/(N + 1)
à l’aide d’une unité approchée de convolution. On sait faire en sorte que le support de v0
soit inclus dans Ω car V0 est strictement inclus dans Ω 3. On remarque que {V0, ..., VN} est
un recouvrement ouvert de Ω localement fini. Il existe une partition de l’unité {ψ0, ..., ψN} de
classe C∞ subordonnée à ce recouvrement. Posons v = ∑N

i=0 ψivi. Soit un multi-indice α tel que

3. En effet, si (ρε)ε>0 est une unité approchée de convolution, alors uχV0 ? ρε a son support inclus dans
V0 +B(0, ε) et ce dernier est inclus dans Ω lorsque ε est suffisamment proche de 0.
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Figure A.1 – Construction du point zε.
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|α| ≤ m. Bien entendu, u = ∑N
i=0 ψiu. On a

‖∂αu− ∂αv‖Lp(Ω)

=
∥∥∥∥ N∑
i=0

∂α(ψiu)− ∂α(ψivi)
∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤
N∑
i=0
‖∂α(ψiu)− ∂α(ψivi)‖Lp(Ω)

=
N∑
i=0
‖∂α(ψiu)− ∂α(ψivi)‖Lp(Vi) car [∂α(ψiu)] ⊂ Vi et [∂α(ψivi)] ⊂ Vi

=
N∑
i=0

∥∥∥∥ ∑
0≤|β|≤|α|

Cβ
α∂

α−βψi(∂βu− ∂βvi)
∥∥∥∥
Lp(Vi)

par la formule de Leibniz

≤
N∑
i=0

∑
0≤|β|≤|α|

Cβ
α‖∂α−βψi(∂βu− ∂βvi)‖Lp(Vi)

≤
N∑
i=0

∑
0≤|β|≤|α|

Cβ
α‖∂α−βψi‖L∞(Vi)‖∂βu− ∂βvi‖Lp(Vi)

≤ sup
0≤|β|≤|α|

0≤i≤N

‖∂βψi‖L∞(Vi)

︸ ︷︷ ︸
:=C′

N∑
i=0

∑
0≤|β|≤|α|

Cβ
α‖∂β(u− vi)‖Lp(Vi)

≤C ′
N∑
i=0

sup
0≤|β|≤|α|

‖∂βu− ∂βvi‖Lp(Vi)
∑

0≤|β|≤|α|
Cβ
α︸ ︷︷ ︸

C′′

≤C ′C ′′
N∑
i=0
‖u− vi‖Wm,p(Vi) ≤ C ′C ′′η′.

On peut conclure car η′ est arbitraire.

Si Ω est un ouvert, sa frontière peut être négligeable. Mais on peut définir une notion
d’intégrale sur un tel ensemble. On rappelle d’abord la généralisation en dimension n ≥ 3 du
produit vectoriel.

Lemme A.0.6. Soient E un espace vectoriel de dimension n muni d’un produit scalaire 〈·, ·〉
et v1, ..., vn−1 ∈ E. Il existe un unique v ∈ E tel que

det(v1 · · · vn−1 u) = 〈v, u〉

pour tout u ∈ E.

Démonstration. Fixons e1, ..., en une base orthonormée de E. Déterminons un vecteur v tel que

det(v1 · · · vn−1 u) = 〈v, u〉 ∀u ∈ E.
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Si u = ei, on a donc

vi = det(v1 · · · vn−1 ei) = (−1)i+n det



v1,1 · · · vn−1,1
... ... ...
ˆv1,i · · · ˆvn−1,i
... ... ...
v1,n · · · vn−1,n

 . (*)

Par conséquent, le vecteur v dont les composantes vi dans la base choisie valent (*) convient
grâce à la multilinéarité du déterminant. Concernant l’unicité, le raisonnement ci-dessus nous
force à avoir les composantes vi définies par (*).

Définition A.0.8. Le produit vectoriel de n − 1 vecteurs v1, ..., vn−1 d’un espace vectoriel
E de dimension n muni d’un produit scalaire 〈·, ·〉 est défini comme étant l’unique vecteur
v1 ∧ · · · ∧ vn−1 de E vérifiant

〈v1 ∧ · · · ∧ vn−1, u〉 = det(v1 · · · vn−1 u) ∀u ∈ E.

Dans une base orthonormée e1, ..., en, le produit vectoriel est défini en composantes par

(v1 ∧ · · · ∧ vn−1)i = (−1)i+n det



v1,1 · · · vn−1,1
... ... ...
ˆv1,i · · · ˆvn−1,i
... ... ...
v1,n · · · vn−1,n

 .

Définition A.0.9. Soit Ω un ouvert de Rn et f : Ω→ R une fonction. Soit V une hypersurface
de Rn incluse dans Ω et ϕ : U → V un paramétrage de V , i.e une bijection de classe C1 dont la
différentielle dϕ(y) est injective pour tout y ∈ U et telle que U est une partie ouverte de Rn−1.
Alors l’intégrale de f : Ω→ R sur V , si elle existe, est définie par∫

V
f dσ =

∫
U
f(ϕ(x))|∂1ϕ(x) ∧ · · · ∧ ∂n−1ϕ(x)|dx.

Bien entendu, on vérifie qu’une frontière C1-régulière d’un ouvert de Rn est une hypersurface
de Rn qui admet en tout point un voisinage qui peut être paramétré. Si Ω est un ouvert de
Rn de frontière C1-régulière et si x ∈ Ω•, alors il existe R > 0 et f : Rn−1 → R une fonction
de classe C1 telle que z ∈ Ω• ∩ B(x,R) si et seulement si zn = f(z1, ..., zn−1). Pour éviter des
lourdeurs inutiles dans les notations, on suppose que c’est la composante n qui est une partie du
graphe de f . Dans ces conditions, on construit aisément un paramétrage de U := Ω• ∩B(x,R)
en posant

ϕ(y) = (y1, ..., yn−1, f(y1, ..., yn−1)) ∀(y1, ..., yn−1) ∈ Rn−1 .

On vérifie facilement que ϕ : Rn−1 → Rn est une bijection de classe C1 entre un ouvert de Rn−1

et une partie U de la frontière. On a

∂iϕ(y1, ..., yn−1) = (0, ..., 1, ..., 0, ∂if(y1, ..., yn−1))
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où 1 se retrouve en composante i. Un calcul direct montre alors que |∂1ϕ∧ · · · ∧∂n−1ϕ| = |∇f |.
Il en découle que ∫

U
g dσ =

∫
ϕ−1(U)

g(y, f(y))|∇f(y)|dy

si g : Ω→ R est intégrable sur U . On dit que g est intégrable sur U si
∫
U |g| dσ < +∞. Si g est

intégrable sur chaque partie de Ω• paramétrable, on dit que g est intégrable sur Ω•. L’ensemble
des fonctions intégrables sur Ω• sera noté Lp(Ω•). Si Ω• est une union finie d’hypersurfaces
paramétrées U1, ..., UN d’intérieurs (pour la topologie induite sur Ω•) deux à deux disjoints 4,
on pose ∫

Ω•
f dσ =

N∑
i=1

∫
Ui
f dσ.

De façon naturelle, on définit une relation d’équivalence sur l’ensemble des fonctions in-
tégrables sur Ω•. On peut supposer que Ω• est une union finie d’hypersurfaces paramétrées
U1, ..., UN . On pose

‖ · ‖Ω• : f ∈ Lp(Ω•) 7→
∫

Ω•
|f |p dσ

et on définit la relation d’équivalence ∼ sur Lp(Ω•) par f ∼ g ⇔ ‖f − g‖Ω• = 0. On définit
Lp(Ω•) comme étant l’ensemble des classes d’équivalence de fonctions f : Ω• → R telles que

N∑
i=1

∫
Ui
|f |p dσ < +∞.

Muni de ‖ · ‖Ω• , cet espace forme un espace de Banach. De fait, une intégrale sur Ui se ramène
à une intégrale sur un ouvert Vi de Rn−1 et il suffit d’utiliser le fait que Lp(Vi) est de Banach
pour tout i ∈ {1, ..., n} et tout p ≥ 1. Les formules suivantes se vérifient aisément :∫

Ω•
(λf + µg) dσ = λ

∫
Ω•
f dσ + µ

∫
Ω•
g dσ et

∣∣∣∣ ∫
Ω•
f dσ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω•
|f | dσ

pour tout f, g ∈ L1(Ω•) et tout λ, µ ∈ R.

Durant le reste de cette section, on conservera la notation U1, ..., UN pour désigner des
hypersurfaces paramétrées dont l’union est Ω• et fi : Vi → R les fonctions qui induisent les
paramétrages ϕi construits plus haut avec Vi l’ouvert de Rn−1 pour lequel

Ui = {(z, fi(z)) : z ∈ Vi}.

Il existe des ouverts Ωi de Rn tels que Ui = Ωi ∩ Ω• et Ωi ∩ Ω = {z ∈ Ωi : zn > f(z1, ..., zn−1)}
par définition d’une frontière C1-régulière. De tels ouverts seront notés de cette façon par la
suite. On supposera toujours que c’est la dernière composante qui décrit le graphe de fi pour
alléger les notations.

Rappelons un résultat d’analyse fonctionnelle qui est à la base de la preuve du théorème
qui suit.

4. En effet, il suffit de considérer U ′1 = U1, U ′2 = U2\U1, ..., U ′N = UN\ ∪N−1
i=1 Ui.
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Proposition A.0.9 (Théorème d’extension par densité, [40]). Soient E et F deux espaces vec-
toriels topologiques localement convexes et D un sous-espace vectoriel dense dans E. Supposons
que F soit complet et séparé. Soit T : D → F une application linéaire continue. Alors T admet
une unique extension à E qui soit linéaire et continue.

Théorème A.0.2 (Théorème de traces, [6]). Supposons que Ω est un ouvert borné dont la
frontière est C1-régulière. L’opérateur de trace

T : u ∈ C1
c (Rn)|Ω 5 7→ u|Ω• ∈ Lp(Ω•)

admet une unique extension linéaire et continue

T ′ : W 1,p(Ω)→ Lp(Ω•).

Démonstration. Le but est de montrer que nous sommes dans les conditions pour appliquer
le théorème d’extension par densité. Pour commencer, on sait que l’espace Lp(Ω•) est complet
et séparé car c’est un espace de Banach. La proposition A.0.8 nous montre que C1

c (Rn)|Ω est
dense dans W 1,p(Ω). Il reste à montrer que T est continu. Soit u ∈ C1

c (Rn)|Ω. On a

‖T (u)‖pLp(Ω•) =
N∑
i=1

∫
Ui
|u|pdσ

=
N∑
i=1

∫
Vi
|u(x, fi(x))|p|∇fi(x)|dx

≤ C
N∑
i=1

∫
Vi
|u(x, fi(x))|pdx

où C = supi∈{1,...,N} supx∈Vi |∇fi(x)|. Fixons i ∈ {1, ..., N}. Posons h(t) = |t|p−1t pour tout
t ∈ R. On remarque que h est dérivable sur R (rappelons que p ≥ 1) et dh

dt
(t) = p|t|p−1 pour

tout t 6= 0, comme on le calcule aisément. En 0, on a

lim
r→0

h(r)− h(0)
r

= lim
r→0

sign(r)|r|p
sign(r)|r| = lim

r→0
|r|p−1 =

{
1 si p = 1
0 sinon.

Au final, dh
dt

(t) = p|t|p−1. On peut supposer que Ωi = ∪+∞
m=1Km où Km est un compact dans Rn

inclus dans Ωi pour tout m ∈ N 6. Soit ψm une fonction de D(Rn) telle que 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ = 1

5. C1
c (Rn)|Ω est l’espace des restrictions à Ω des fonctions continûment dérivables sur Rn dont le support est

compact.
6. Par exemple,

Km = {z ∈ Rn : |z| ≤ m, d(z,Rn \Ωi) ≥
1
m
}.
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sur Km, dont le support est inclus dans Ωi et ψ = 0 sur Rn \Ωi. Si x ∈ ϕ−1
i (Km ∩ Ω•), alors

h(u(x, fi(x))) = h(ψm(x, fi(x))u(x, fi(x)))

= −
∫ +∞

0

d

dt
(h(ψm(x, t+ fi(x))u(x, t+ fi(x))))dt

= −
∫ +∞

0

dh

dt
(ψm(x, t+ fi(x))u(x, t+ fi(x)))∂n(ψm(x, t+ fi(x))u(x, t+ fi(x)))dt

= −
∫ +∞

0
p|ψm(x, t+ fi(x))u(x, t+ fi(x))|p−1∂n(ψm(x, t+ fi(x))u(x, t+ fi(x)))dt

= −
∫ +∞

fi(x)
p|ψm(x, t)u(x, t)|p−1∂n(ψm(x, t)u(x, t))dt

Par conséquent, on a pour tout m ∈ N,∫
ϕ−1
i (Km∩Ω•)

|u(x, fi(x))|pdx

=
∫
ϕ−1
i (Km∩Ω•)

|h(u(x, fi(x)))|dx

≤
∫
ϕ−1
i (Km∩Ω•)

∫ +∞

fi(x)
p|ψm(x, t)u(x, t)|p−1|∂n(ψm(x, t)u(x, t))|dt dx

≤C ′
( ∫

ϕ−1
i (Km∩Ω•)

∫ +∞

fi(x)
|ψm(x, t)u(x, t)|pdt dx+

∫
ϕ−1
i (Km∩Ω•)

∫ +∞

fi(x)
|∂n(ψm(x, t)u(x, t))|pdt dx

)
≤C ′

( ∫
Ω
|u(z)|pdz +

∫
Ω
|∂nu(z)|pdz

)
≤C ′C ′′‖u‖pW 1,p

où la dernière égalité résulte de l’équivalence de la norme p est la norme 1 de Rn. La seconde
inégalité est une conséquence de l’inégalité de Young. En effet, on a

ab ≤ ap

p
+ bq

q

où p, q sont conjugués et a, b ≥ 0. Cela vient du fait que la transformée de Legendre de p−1| · |p
est q−1| · |q. De plus, les constantes C ′ et C ′′ sont indépendantes de m (plus exactement, C ′
vaut au moins max(p, 1/p, 1/q)). Au final, il existe D > 0 tel que∫

Vi
|u(x, fi(x))|pdx =

∫
∪+∞
m=1ϕ

−1
i (Km∩Ω•)

|u(x, fi(x))|pdx

= sup
m∈N0

∫
ϕ−1
i (Km∩Ω•)

|u(x, fi(x))|pdx ≤ D‖u‖pW 1,p .

Au total, il existe D′ > 0 tel que

‖T (u)‖Lp(Ω•) ≤ D′‖u‖W 1,p

pour tout u ∈ C1
c (Rn)|Ω. Cette constante est indépendante du u choisi.

Cela nous conduit à définir l’opérateur de restriction sur W 1,p(Ω) de la façon abstraite
suivante.
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Définition A.0.10. Si u ∈ W 1,p(Ω), on définit u|Ω• = T ′(u) où T ′ est l’extension de l’opérateur
de trace de la proposition précédente.

Pour finir, nous allons définir un sous-espace de W 1,p(Ω) qui a beaucoup d’importance dans
la formulation faible des équations différentielles.

Définition A.0.11. L’espace W 1,p
0 (Ω) est l’adhérence de D(Ω) dans W 1,p(Ω).

Par continuité de l’extension de la trace, on voit que u|Ω• = 0 pour tout u ∈ W 1,p
0 (Ω).

On voit donc que le noyau de la trace contient W 1,p
0 (Ω). Cet espace de Sobolev sera privilégié

pour l’étude d’équations aux dérivées partielles avec la condition de bord u|Ω• = 0. A titre
d’information, l’inclusion kerT ⊃ W 1,p

0 (Ω) est même une égalité. La démonstration peut être
retrouvée dans [12].

Proposition A.0.10. Soit Ω un ouvert borné de Rn dont la frontière est C1-régulière. Soit
T : W 1,p(Ω) → Lp(Ω•) l’opérateur de trace étendu. Alors kerT est l’adhérence de D(Ω) dans
W 1,p(Ω).
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