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Introduction

L’analyse convexe est une discipline qui n’a connu son essor que tres tardivement. La notion
d’ensemble convexe était connue depuis longtemps et a été fortement étudiée par Minkowski.
Son intérét pour cette notion a germé au cours de son étude de la théorie géométrique des
nombres [28] entre la fin des années 1800 et le début des années 1900. Avec le développement de
I’analyse fonctionnelle, cette notion a gagné en importance. Mais la communauté mathématique
n’attachait que trop peu d’importance aux fonctions convexes vu qu’elles étaient elles-mémes
incorporées dans diverses théories. Plus tard, en 1934, W. Fenchel publia un livre consacré
sur les ensembles convexes, puis vers 1950, il écrivit un livre sur les ensembles et les fonctions
convexes dans lequel il posa les bases de I'analyse convexe dans R". Les fondateurs de I’analyse
convexe moderne en tant que discipline a part entiere sont R.T. Rockafellar, W. Fenchel et J.J.
Moreau qui ont étudié les fonctions convexes de fagon approfondie (on peut consulter ces deux
ouvrages fondateurs [35] et [29]). En particulier, R.T. Rockafellar a permis une avancée énorme
dans le domaine durant les années 1970 en étendant ’analyse convexe a des espaces vectoriels
plus généraux que R" dans ses divers papiers. C’est plus ou moins a cette période que I'analyse
convexe a recu plus de considérations des mathématiciens car les champs d’applications étaient
divers (théorie des jeux, ingénierie, optimisation, ...).

Nous nous proposons d’étudier la convexité dans le cadre des espaces de Banach. La pre-
miere partie de ce travail comportera une étude des ensembles convexes. Apres avoir introduit
quelques notions classiques, nous établissons des théorémes importants de la géométrie convexe :
le théoreme de Carathéodory, les théoremes de séparation de convexes et le théoréeme de Krein-
Milman.

La seconde partie est consacrée a 1’étude des topologies associées a un espace de Banach :
les topologies faibles, faibles-* et duales. Apres avoir examiné les propriété de séparation et de
métrisabilité de ces espaces, la compacité nous permettra de caractériser les espaces de Banach
réflexifs. Ces derniers constituent une classe importante d’espaces de Banach qui conferent des
propriétés intéressantes en optimisation. C’est pourquoi nous établissons un théoreme de ca-
ractérisation des espaces réflexifs.

Dans le troisieme chapitre, nous abordons la notion de fonctions convexes. Nous étudions
ses propriétés en plusieurs niveaux. Nous examinons les propriétés de semi-continuité, de conti-
nuité puis de dérivabilité. Pour aborder des fonctions non-lisses, nous introduisons le concept de
sous-différentiel. Ce dernier sera mis en lien avec la notion de dérivabilité. Enfin, nous étudions
la transformée de Legendre d’une fonction afin d’étudier plus tard la dualité en optimisation.

Pour finir, nous abordons 'optimisation convexe. Nous attacherons une importance particu-



liere a ’étude des minima. On commencera par établir des résultats d’existence et d’unicité de
minima pour des fonctions convexes. Ensuite, nous aborderons la dualité en optimisation. Nous
proposons une premiere étude, tres générale, a l'aide de la notion de fonction de perturbation.
Ensuite, nous examinons deux perturbations particulieres qui permettront de mettre en lien
deux problémes d’optimisation duaux. Nous continuons I’étude en introduisant la régularisation
de Moreau-Yosida. Il s’agit d'un procédé utilisant la notion d’inf-convolution pour rendre une
fonction irréguliere différentiable. Ce procédé permet notamment de construire des suites de
points convergeant vers un minimum au sens de la topologie faible si ’on se restreint aux espaces
de Hilbert. Les applications de 'analyse convexe sont fort nombreuses (économie, ingénierie,
controle optimal, ...). Ici, nous nous proposons d’établir un résultat d’existence et d’unicité de
solutions de certaines équations aux dérivées partielles non-linéaires a titre d’application de la
théorie développée tout le long de ce texte. Nous présupposons une certaine familiarité avec
des notions basiques sur les espaces de Sobolev. Nous rappelons (et démontrons) les notions
qui nous intéressent en annexe.
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Chapitre 1

Ensembles convexes

Dans ce chapitre, nous présenterons dans un premier temps les propriétés algébriques des
ensembles convexes. Ensuite, nous aborderons deux classes particulieres d’ensembles convexes :
les espaces affins et les cones convexes. Les espaces affins ont un réle particulier dans la descrip-
tion des ensembles convexes. Ils donnent en fait une description “duale” en terme d’intersection
de demi-espaces. Pour ce faire, nous aurons besoin d’introduire les théoremes de séparation de
convexes. Pour finir, nous établirons un théoreme important : le théoreme de Krein-Milman. Ce
dernier permet, sous certaines hypotheses, de décrire un convexe donné en terme d’enveloppe
convexe d’un ensemble “minimal”.

Dans ce travail, nous nous placerons dans des espaces de Banach sur le corps des réels. Ces
espaces seront notés E et la norme associée sera notée || - ||. L’espace E est alors équipé de la
topologie d’espace métrique associé a la distance induite par la norme. Son dual topologique
(I’espace des formes linéaires continues de E) sera simplement noté E*. Les bornes supérieures
et inférieures seront toujours prises sur la droite réelle complétée R = R U{—o00, +0co} ott I'on
prolonge naturellement 1’ordre de R en posant —oo < x < +o0 pour tout x € R. Les opérations
+ et - sont partiellement étendues de fagon habituelle : —(—o0) = 400, (+00) + (+00) = +00,
(—00) 4+ (—0) = —00, (+00) « (+00) = +00, (—00) - (—00) = 400, (+00) - (—o0) = —o0,
(£7) + (+00) = 400, (£r) + (—00) = —o0, (£rg) - (+00) = sign(Frg)oo, (£rg) - (—o0) =
—sign(drg)oo, lorsque r € RT et 79 € RY. Dans tous les cas énoncés, on supposera les deux
opérations commutatives. Les cas non-traités sont laissés indéfinis. On a alors directement
supf) = —oo et inf ) = +o0o. De cette facon, les bornes supérieures et inférieures prises sur
des parties de R existent toujours. Cette extension de l'ordre se révelera utile lorsque nous
aborderons en détail les fonctions convexes. Enfin, lorsque 1’on fera usage de I'axiome du choix,
nous indiquerons AC a c6té du numéro de la proposition ou de I’exemple.

Concernant les références, nous utilisons [35] pour la structure de nos idées et quelques
preuves élémentaires que nous présentons doivent également s’y trouver. Nous utilisons égale-
ment [17] aussitot que l'on se restreint & la dimension finie. Le livre [31] a été exploité pour
traiter du probleme de séparation de convexes par un hyperplan. Le reste du temps, nous nous
basons principalement sur [13] qui traite la théorie des espaces de Banach de fagon tres exhaus-
tive et |2] qui propose des preuves parfois plus accessibles que I'ouvrage cité précédemment.
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1.1 Premieres définitions et propriétés

Nous abordons dans un premier temps les propriétés basiques des ensembles convexes. Dans
cette section, nous suivons la méme voie que [35], mais dans un cadre plus général que R". Dans
cette section, tout ce qui est défini et démontré dans E peut étre démontré dans un espace
vectoriel quelconque car nous n’utilisons a aucun moment la topologie de E.

Définition 1.1.1. Une partie C' de E est convexe si et seulement si, pour tout x € C' et tout
y € C, le segment

[z,y] ={ D+ (1 —XNy:Xe]0,1]}

est inclus dans C.

Exemple 1.1.1. Voici quelques exemples fondamentaux
1. L’ensemble vide (), les singletons {z} et I'espace E tout entier sont convexes.

2. Pour tout zg € E et r > 0, la boule ouverte B(zg,7) = {z € E : ||zg — x| < r} est
convexe par une application immédiate de I'inégalité triangulaire. On vérifie de la méme
fagon que la boule fermée B(xg,r) est aussi convexe.

3. Sizg € F et u € F\{0}, alors la demi-droite zy + R u est clairement convexe.
Donnons également un exemple non-trivial d’ensemble convexe.

Exemple 1.1.2. Le cylindre circulaire droit C' = {z € R"™ : z,,,; € R, 22 +---+ 22 < 1} est
un convexe de R"**. En effet, soient et y des éléments de C et soit A € [0, 1]. On obtient

Az + (1 =Ny)2 + -+ Azn+ (1= Nyn)? = )\2sz2+ (1— Zyl +2)\(1 - Z:L"Zyl
i=1 i=1

SN a2+ (1=N)2D yr+20(1 - /\)’ Zmyi
i=1 =1

=1

<RI (L= NEY g
=1 =1

+2X(1 = A zn:x zn:yl

<A+ (1=A)?+20(1-N) = 1.

La seconde inégalité est obtenue via 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Les exemples d’ensembles convexes ne manquent pas. Avant d’aller plus en avant, donnons
une facon équivalente de définir les ensembles convexes.

Définition 1.1.2. Soient zy, ..., x,, des éléments de E. Une combinaison convexe de x1, ..., T,
est une combinaison linéaire A\jzy +- - -+ A&, avec \; > 0 pour tout ¢ € {1,...,m}et X7 \; =
1.

Proposition 1.1.1. Une partie C' de E est convexe si et seulement si toute combinaison convezre
d’éléments de C appartient a C.
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Démonstration. La suffisance de la condition est évidente. Montrons que la condition est né-
cessaire. Soit A\jxq + - -+ + \,2,, une combinaison convexe d’éléments de C'. On procede par
récurrence sur m. Le cas de base m = 1 est trivial et le cas m = 2 est vérifié par définition de la
convexité. Passons a l'induction. Si \; = 0, une utilisation de 'hypothese de récurrence permet
de conclure. Si Ay = 1, alors les autres coefficients sont nuls et on est revenu au cas m = 1. Si
0 < M\ < 1, alors on obtient

)\1x1++>\ml’m:)\1$1+<2)\1>( m2)\x2+..._|_ - )\-Tm)
i=2 i=2 "\ i=2 "M

()

I1 suffit alors d’appliquer ’hypothése de récurrence a (). Le cas m = 2 permet alors de conclure.
O

Assez naturellement, nous pouvons nous demander si la convexité est stable pour les deux
opérations ensemblistes de base.

Proposition 1.1.2. Soit I un ensemble et pour tout i € I, soit C; un convexe de E. Alors
Nic1C; est convexe.

Démonstration. Si I = (), alors N;c;C; = E, ce qui montre que c’est convexe au vu de 'exemple
1.1.1. Par le méme exemple, le cas ou I'intersection est vide est facilement réglé. Supposons donc
que I # ) et que N;e;C; # 0. Soient z et y des éléments de N;e;C; et soit A € [0,1]. On a alors
Az + (1 =Ny € C;, quel que soit ¢ € I, par convexité des C;. Donc, Az + (1 — Ny € Nie,C;. O

Cependant, une union de convexe n’est pas nécessairement convexe. Il suffit de considérer
1

une union de deux singletons disjoints {z1} et {z2}. On voit clairement que jz1 + $z2 ne
peut appartenir a I'union. L’exemple 1.1.1 montre toutefois qu'un ensemble est toujours inclus
dans un convexe (par exemple, F). On peut s’intéresser au plus petit convexe (au sens de
I'inclusion) contenant un ensemble arbitraire. On vérifie sans peine que le plus petit convexe
contenant un ensemble A est I'intersection de tous les convexes contenant A (il suffit d’appliquer
la proposition 1.1.2 pour voir que c’est convexe). Cette remarque nous conduit a la définition

suivante.

Définition 1.1.3. Soit A une partie de E. L’enveloppe convexe de A est l'intersection de tous
les convexes contenant A et elle est notée conv(A) .

La proposition suivante est triviale.

Proposition 1.1.3. Soit A une partie de E. Alors conv(A) est le plus petit convexe pour
linclusion contenant A.

Nous pouvons expliciter les éléments d’une enveloppe convexe, comme en témoigne la pro-
position ci-dessous.

Proposition 1.1.4. Si A est une partie de E, alors

conv(A) = {Z/\Zx, :m € Ng, A\ >0,...,\, >0, Z)‘i =1, x1,..., T, € A}.

i=1 i=1
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Démonstration. Notons C' le second membre de 1’égalité pour plus de commodité. Bien sfr,

C' contient A. Vérifions ensuite que C' est convexe. Soient x et y des éléments de C'. 1l existe

N>0(1<i<m),u;,>001<i<n),z;ec A(l<i<m)ety € A(1l<i<n)telsque
=" =1, =" N et y =30 puiy;. Soit aussi v € [0,1]. On a

ve+ (1 —v)y=vd Nzi+ 1 —v)> py => vhai+ Y (1 — v) iy
i=1 i=1 i=1 =1

Comme la somme des coefficients de w1, ..., T, Y1, ..., Yo vaut 1, cet élément appartient a C.
Ainsi, C' est un convexe contenant A et on obtient alors l'inclusion conv(A) C C' car conv(A)
est le plus petit convexe contenant A. Comme A C conv(A), il suffit d’appliquer la proposition
1.1.1 pour montrer que conv(A4) D C. O

De facgon évidente, un produit fini de convexes est aussi convexe.

Proposition 1.1.5. Soient Ei, ..., E,, des espaces de Banach et C,...,C,, des convexes de
Ey, ..., E,, respectivement. Alors C x --- x C,,, est un convexe de F1 X --- X E,,.

Concernant les opérations d’espace vectoriel, on a le résultat suivant.
Proposition 1.1.6. Une combinaison linéaire de convexes est un conveze.

Démonstration. Soient Cy et Cy des convexes, x1,x9 € C, y1,y2 € Co, A € Ret p € [0,1]. On
a

p(ry +y1) + (L —p) (22 +y2) = poy + (1 — p)ag +pys + (1 — p)ye € C1 + Co

eCy €Cs
et
pAxy + (1 — p)dzg = A (puzy + (1 — p)xza) € ACY,
ey
ce qui montre que C + Cy et AC; sont convexes. O

De plus, sous certaines conditions, nous pouvons appliquer la distributivité.

Proposition 1.1.7. Si C; et Cy sont des convexes et si X € R, alors \(C] + Cy) = ACy + ACh.
Si C' est conveze, alors (A4 p)C = AC' + uC' pour tout X >0 et > 0.

Démonstration. 1’égalité A(Cy + Cy) = ACy + ACy et Uinclusion (A + p)C C AC' + uC de
I’énoncé sont évidents. Montrons uniquement que (A + p)C' D AC + puC' lorsque C' est convexe
et A\, u > 0. Comme le cas ou A = u = 0 est trivial, on peut supposer que I'un des coefficients
n’est pas nul. Soient z1, x5 € C. Alors

A
)\I1+/Ll’2:(>\+M><A+M$1+>\iluxg)

(*)

ou (%) appartient & C' par convexité. Ceci permet de conclure. n

Proposition 1.1.8. Soient E et E' des espaces de Banach, C et C' des convezxes de E et E’
respectivement. Soit aussi T : E — E' une application linéaire. Alors T'(C') est convexe dans
E' et T7Y(C") est convexe dans E.
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Démonstration. La convexité de T'(C') résulte directement de la linéarité de T" et de la convexité
de C. Siz,y € THC) et X €[0,1], alors T(Az+ (1 — \)y) € C’ par linéarité de T' et convexité
de C’, ce qui montre que T71(C") est convexe. ]

Introduisons brievement la notion de cone.

Définition 1.1.4. Une partie C' de E est un cone si et seulement si pour tout z € C' et tout
A>0,ona A\xr € C. Autrement dit, un cone C doit vérifier A\C' C C pour tout A > 0.

Parmi tous les types de cones possibles, nous nous restreignons aux cones convexes, qui
présentent un plus grand intérét pour notre propos.

Définition 1.1.5. Soient x4, ..., x,, des points de E. Une combinaison conique de x1, ..., x,, est
une combinaison linéaire Ajzq + - - - + A2y, telle que A; > 0 pour tout i € {1,...,m}.

Proposition 1.1.9. Un ensemble C est un cone convexe si et seulement si il contient les
combinaisons coniques de ses éléments.

Démonstration. La condition est trivialement suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire. Soient
X1,y € Cet Ay > 0,..., A\, > 0. On peut supposer que I'un des coefficient \; est strictement
positif car on sait que C' contient 0. Nous obtenons donc

i A 21 Ai

(*)

A -
M1+ A = a4+ ) (5 ).

La proposition 1.1.1 nous permet d’affirmer que (*) appartient a C'. On conclut grace au fait
que C' est un cone. O

Les propriétés des cones convexes sont immédiates. Nous ne les détaillerons donc pas.

Proposition 1.1.10. Soit I un ensemble et pour tout i € I, soit C; un cone convexre de E.
Alors N;erC; est un cone conveze.

Définition 1.1.6. Soit A une partie de E. L’enveloppe conique de A est I'intersection de tous
les cones convexes de E contenant A. C’est donc le plus petit cone convexe contenant A. On le
notera cone(A).

Proposition 1.1.11. S7 A est une partie de E, alors

cone(A) = {Z)\lxz :meNy, M1 >0,...,\,>0, 21,...,2,, € A}.

=1

On peut démontrer qu’'un produit cartésien de cones convexes est un cone convexe. La
convexité conique est aussi stable par combinaison linéaire. L’image et I'image réciproque d’un
cone convexe par une application linéaire est aussi un cone convexe. Les démonstrations sont
proches de celles concernant les propriétés des ensembles convexes et nous ne les développons
pas ici.
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1.2 Espaces affins et théoreme de Carathéodory

Dans certains cas, il est possible de raffiner la proposition 1.1.4. Pour y arriver, il nous faut
introduire les espaces affins et la notion de dimension d'un convexe. Une partie des propriétés
et les démonstrations afférentes a celles-ci sont semblables a ce qui a été fait dans la section 1.1
Pour cette raison, nous ne détaillerons pas les preuves les moins originales.

Définition 1.2.1. Une partie A de E est un espace affin si et seulement si, pour tout z,y € A,
la droite

Dyy={ A+ (1-Ny:XeR}
est incluse dans A.

Remarquons au passage qu'un espace affin est un ensemble convexe. Comme la définition
ci-dessus est fort liée a la définition des convexes, on est en droit de nous attendre a ce que les
espaces affins partagent des propriétés similaires a celles des convexes.

Définition 1.2.2. Une combinaison affine d’éléments x4, ...,x,, de E est une combinaison
linéaire \yzy + - + A\, telle que Ay, N, € Ret 270 A =1,

Proposition 1.2.1. Une partie A de E est un espace affin si et seulement si A contient toutes
les combinaisons affines de ses éléments.

Démonstration. 11 suffit d’adapter la preuve de la proposition 1.1.1 en prenant les coefficients
A; dans R. La discussion sur A\; est identique : on distingue les cas ou Ay = 0, \y = 1 et
A1 ¢ {0,1}. Notons juste que si A\; = 1, alors on a deux sous-cas a traiter. Le premier est celui
ol les coefficients Ag, ..., A, sont tous nuls et on peut appliquer le cas m = 1. Sinon, Ay, ..., A\,_1
ou A, est non nul. Comme Ay +---+ A\, = 0, I'un des coefficients Ao, ..., \,, doit étre strictement
négatif. On peut renuméroter les coefficients \; et les x; pour que ce coefficient strictement
négatif soit \; afin de nous ramener au cas \; ¢ {0,1}. O

Exemple 1.2.1. Parmi les exemples les plus élémentaires, citons
1. Les sous-espaces vectoriels

2. Les singletons
3. Les droites z + Ru (ot z € E et u € E\{0})

Proposition 1.2.2. Une combinaison linéaire d’espaces affins est un espace affin.

Démonstration. Il suffit de reproduire la preuve de la proposition 1.1.6 ou C; et C5 représentent
des espaces affins et u est pris dans R. O

Proposition 1.2.3. Un espace affin A est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si il
contient 0. En particulier, A — A est un espace vectoriel.

Démonstration. Bien sir, il suffit uniquement de montrer la suffisance de la condition. Suppo-
sons que A contienne 0. Soient z,y € A et A € R. D’abord, Az = Az + (1 — \)0 et donc A est
stable par multiplication scalaire. Pour la somme, observons que x + y = 2(%x + %y) Comme
A est affin et stable par multiplication scalaire, on en tire que = + y € A. Compte tenu de
ce qui vient d’étre démontré et de la proposition 1.2.2, on voit que A — A est bien un espace
vectoriel. O]
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Définition 1.2.3. L’espace vectoriel A — A de la proposition précédente sera noté A . On dira
que A est le sous-vectoriel directeur de A.

Proposition 1.2.4. Si A est un espace affin, alors A=A—-ua pour tout a € A.

Démonstration. Par définition de f_f, ona A—a C A. Soient r,y € A.Onax—y =x—y+a—a =
(r +a—1vy) — a. Vula proposition 1.2.1, onax+a—y € A. D'ou, A—a D A. O]

La proposition précédente, combinée a la proposition 1.2.3, montre que le sous-espace vec-
toriel parallele & un espace afﬁnr'_-] est unique. La preuve de la propriété qui suit est semblable
a celle de la proposition 1.1.2.

Proposition 1.2.5. Soit I un ensemble et pour tout i € I, soit A; un espace affin de E. Alors
NicrA; est un espace affin.

De la méme fagon que pour les ensembles convexes, on peut trouver un plus petit espace
affin contenant un ensemble donné.

Définition 1.2.4. Soit A une partie de E. L’enveloppe affine de A est I'intersection de tous
les espaces affins contenant A (ou aussi le plus petit espace affin contenant A). Cet ensemble
sera noté aff(A) .

Voici I'analogue de la proposition 1.1.4 en terme de combinaisons affines. La preuve suit la
méme démarche, nous ne la détaillerons donc pas.

Proposition 1.2.6. Si A est une partie de E, alors

aff(A) = {Z)\Z—xi :m e Ny, M eR, ...\, €R, Z)‘i =1, x1,...., Ty € A}.

i=1 =1

Nous disposons de toutes les propriétés de base pour aborder la notion de dimension d'un
convexe.

Définition 1.2.5. Si A est un espace affin, alors sa dimension dim A est la dimension de son
sous-espace vectoriel directeur A. Si C' est une partie de E, alors sa dimension dim C' est la
dimension de son sous-espace affin engendré aff(C).

Lemme 1.2.1. Soient ag,ay, ..., a,, des éléments de E. Fizons iy et jo dans {0,...,m}. Alors

— / . .
Ao = Gig, A1 = Gigy vy Qig — Uiy ooy A — i sont linéairement indépendants si et seulement si
A0—Qjgy A1 —Qjg s ooy Bjy — Qjgs -, Ay — Gy SONE linéairement indépendants (les éléments surmontés

de ™ étant omis).

Démonstration. Le cas ou iy = jo est trivial. Supposons donc avoir ig # jo. Par symétrie,
nous pouvons nous contenter de démontrer que la condition est nécessaire. Pour tout j €
{0,..,m}\{Jjo}, soit \; € R tel que

> Ailaj —ag) =0.

J=0,37j0

1. Rappelons que deux ensembles A et B sont paralleles s’il existe x € E tel que A+ x = B.
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Cette derniere égalité nous procure

Z Aj((aj _ai0)+(ai0 _ajo)) =0< Z )‘j<aj_ai0)_( Z Aj)(ajo _aio) =0
J=0,5#30 J=0,5#30 J=0,5#30
=\

90
< Z )‘j<aj_a’io)zo'

J=0,37#i0
Comme ag — @y, a1 — Ay, -, aio/—\aio, .oy Gy, — @4, sont linéairement indépendants, on a A\; = 0
pour tout j € {0,...,m}\{io}. On en tire que 0 = \j, = — 37 .., \j = —A;, et donc \; =0
pour tout j € {0,...,m}\{jo}. Ceci acheve la preuve. O

Définition 1.2.6. Soient ag,aq, ..., a,, des éléments de E. On dit qu’ils sont affinement indé-
pendants si a; — ay, ..., a,, — ag sont linéairement indépendants. Dans ces conditions, le convexe
conv({ao, ..., a, }) est un m-simplexe de FE. Les points aq, ..., a,, sont alors les sommets du sim-
plexe. Nous définissons les polytopes comme étant les ensembles convexes finiment engendrés,
i.e. les convexes du type conv({ag, a,...,an,}) (les points ayg, ..., a,, ne sont pas nécessairement
affinement indépendants).

Le lemme 1.2.1 nous montre que la définition de I'indépendance affine est indépendante de
I'ordre des points ag, aq, ..., Gy,.

Voici un résultat que 'on doit a Carathéodory. Il s’agit d’une amélioration de la proposition
1.1.4.

Théoréme 1.2.1 (Carathéodory, |17]). Soit A une partie de E de dimension finie n. Alors
conv(A) est l'ensemble des combinaisons convezes de points affinement indépendants de A.
En particulier, conv(A) est une union de simplezes et c’est aussi I'ensemble des combinaisons
convezes d’au plus n + 1 points de A.

Démonstration. Vu la proposition 1.1.4, nous savons déja qu’une combinaison convexes de
points de A affinement indépendants appartient a conv(A). Montrons que tout élément de
conv(A) peut s’exprimer de cette maniére. Si x € conv(A), alors il existe zy,...,x, € A et
M >0, >0telsque 7"\ =1et =37, \;z; en vertu de la proposition 1.1.4. Parmi
toutes les représentations de x de cette forme, considérons celle pour laquelle le nombre m de
termes est minimal. Par ’absurde, supposons que les points z1, ..., z,, ne sont pas affinement
indépendants. Donc, xo — 21, ..., T, — x1 sont linéairement dépendants. Il existe alors des réels
2, -y iy, ON tous nuls tels que po(xo — 1)+« + (T, — 1) = 0. Posons p; = —fpig—+ - — fi.-
On a donc

Ty 4+ Uy, =0 (*)

ol i1, ..., lm sont des réels non tous nuls vérifiant py + - - - 4+ p,, = 0. Ceci implique qu’il existe
au moins un nombre y; strictement positif. Soit ig un indice pour lequel p;, > 0 et A, /4, est
minimal. Vu (x), nous obtenons

Ai
T = M2t 4+ AT — (1T o T)

20
—_—

=M= —p)z+ o+ (N — fﬂio)xio +o (A = = ) T

10 10 10
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ou le terme surmonté de “ = ” vaut 0. La somme des coefficients vaut clairement 1. On montre
que les coefficients sont tous positifs. Si p; < 0, alors A\; — (Ai,/tig)pes > 0. Si p; > 0, alors le
choix de \;,/p;, nous montre que

Ai A by

L s N = 2 > 0.

Mg 2% Mg
Donc, x peut s’exprimer comme une combinaison convexe de m — 1 éléments de A, ce qui
contredit la minimalité de m.

Il est alors clair que m < n + 1. Si ce n’est pas le cas, alors on peut trouver plus de n + 1

points affinement indépendants dans aff(A). Il s’ensuit que aff(A) contient plus de n vecteurs
linéairement indépendants, ce qui contredit I’hypothese dim A = n. O

Nous pouvons démontrer une propriété utile de la dimension.

Proposition 1.2.7 ([35]). Supposons que E est de dimension finie. Si C' est un ensemble
conveze de E, alors

dim C' = max{dim S : S est un simpleze inclus dans C'}.

Démonstration. Par le théoreme de Carathéodory, C est une union de simplexes. Soient ay, ..., @,
des points affinement indépendants de C' tels que le simplexe S défini par conv({ao, ..., a,, }) soit
de dimension maximale m parmi les simplexes inclus dans C'. 11 suffit de montrer que aff(C') =
aff(S). Il est clair que aff(C') D aff(.S), montrons 'autre inclusion. Remarquons que C' C aff(.5).
Pour le voir, raisonnons par 'absurde et supposons qu’il existe a,,+1 € C\ aff(S). Alors a1
ne peut s’exprimer comme combinaison affine de aq, ..., a,,. Donc, les points aq, ..., @y, 1 sont
affinement indépendants et C' contient un simplexe de dimension m + 1, ce qui contredit la
maximalité de m. Comme C' C aff(S), nous obtenons aff(C') C aff(S) car aff(C) est le plus
petit espace affin contenant C', ce qui permet de conclure. O

Il peut arriver que la dimension soit infinie. C’est pourquoi il est parfois préférable d utiliser
la notion de codimension d’un espace vectoriel. Ce nombre mesure en quelque sorte la différence
entre les dimensions de 'espace E et le sous-espace F' considéré.

Définition 1.2.7. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors la codimension de F est définie
comme étant la dimension de l'espace vectoriel quotient F/F E] On la note codim F'. La codi-
mension d’un espace affin A, notée codim A, est la codimension de son sous-vectoriel directeur
A Enfin, la codimension d’une partie quelconque A de E est la codimension de son enveloppe
affine.

Définition 1.2.8. Un hyperplan H de E est un espace affin de codimension 1. Nous dirons
qu’un hyperplan est vectoriel s’il contient 1’origine.

Les hyperplans sont d’une importance capitale dans la théorie des ensembles convexes. Il
serait utile d’obtenir une description plus détaillée des éléments d'un hyperplan. Nous savons
que dans R", un hyperplan est défini en coordonnées par une équation cartésienne du type

a1y + -+ a,x, =0b.

2. On rappelle que la relation d’équivalence ~ définissant I’espace quotient E/F est x ~y < x —y € F. Un
élément du quotient sera désigné sous la forme [z]p.
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Ceci peut s’exprimer sous la forme d’un produit scalaire (a,z) = b. Nous sommes en droit de
nous attendre a un résultat similaire dans le cas plus général des espaces de Banach. Cependant,
il nous faut prendre des précautions. Tous les hyperplans ne sont pas fermés comme dans ’espace
euclidien R". Sauf mention explicite du contraire, tous les hyperplans considérés seront fermés.

Proposition 1.2.8. E] Une partie H de E est un hyperplan vectoriel fermé si et seulement si
il existe & € E*\{0} tel que
H={zeE:({x)=0}

Démonstration. 1) Condition suffisante : On suppose que H = {z € E : ({,z) = 0} avec
¢ € E*\{0}. Il est alors clair que H est un sous-espace vectoriel de E. Si une suite (2,,)nen de
H converge vers z, la continuité de £ implique que 0 = (£, x,) — (£, z) = 0 lorsque n — +00.
On en tire que H est fermé. Montrons que codim H = 1. Comme £ # 0, il existe e € E tel que
(€,e) # 0. On peut méme supposer que (£, e) = 1. On obtient alors

EF=Ho®Re.

&%) On a alors
£7€>

En effet, le choix de e montre que H NRe = {0}. Et si x € F, posons r = i
(¢€,x —re) =0 et donc
r=x—re+ re .
N—_—— S~~~
cH ERe

Les espaces vectoriels E/H et R e sont isomorphes, ce qui permet de conclure que codim H =
dim EF/H =dimRe =1

2) Condition nécessaire : Si H est un hyperplan vectoriel fermé, alors E/H est de dimension
1. Il existe donc e € E\H tel que E/H = Rle|y. On en tire que

E=H®Re.

En effet, si x € F, alors il existe r € R tel que [z]y = rle]y. Il existe donc h € H tel que
x = h + re, ce qui montre que x € H 4+ Re. De plus, si x € H NRe, alors il existe r € R tel
que x = re. Comme e ¢ H, on a r = 0 (sinon re € H et comme H est un espace vectoriel et
r # 0, on a aussi e € H), ce qui montre que H NRe = {0}. Construisons £ € E*\{0} pour
lequel x € H < (£, x) = 0. Dans un premier temps, on pose {(z) = 0 pour tout = € H. Posons
également £(e) = d ou d = dist(e, H). Comme la distance entre un compact et un fermé est
réalisée dans un espace métrique, on a d > 0. Si h € H et r € R, on étend £ a E en posant
&(h 4 re) = rd. Par construction, il est clair que £ est linéaire et que z € H < (£, z) = 0. 1l
suffit de montrer que & est continu pour conclure. Soient h € H et r € Ry (le cas 7 = 0 est
évident). On a

r{ld] |d| |d|
eth+ o)l = ol rell = o Sl el < e el = [ e
d’ou la conclusion puisque |£(z)] < ||z|| pour tout x € E. O

Corollaire 1.2.1. Une partie H de E est un hyperplan fermé si et seulement si il existe
€€ EX\{0} et b e R tels que
H={xeE:(zx)=0>}

3. Nous adoptons la notation usuelle (£, z) pour désigner £(z).
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Démonstration. La condition est suffisante. En effet, on voit aisément que H = {z € E :
(¢,z) = 0} et il suffit d'utiliser la proposition précédente. La condition est nécessaire. Soit
h € H. La proposition 1.2.4 nous permet d’écrire H = h + H. La proposition précédente
montre qu’il existe & € EX\{0} tel que H = {u € E : (€,u) = 0}. On a successivement

H=h+{ueE:{{uy=0}={h+ueE:{{u=0={xecFE:(x—h)=0}
La conclusion en découle en posant b = (£, h). O

Remarque 1.2.1. On peut montrer que H est un hyperplan si et seulement si il existe une
forme linéaire £ réelle qui n’est pas identiquement nulle et b € R tels que H = {x € E : (£, z) =
b}. 1l suffit de reproduire les deux démonstrations précédentes en enlevant les arguments qui
montrent la continuité de £ et ceux qui prouvent que 'hyperplan est fermé.

L’hypotheése de fermeture ne sert plus a rien en dimension finie car tout hyperplan est
fermé, comme nous allons le montrer. De plus, le réel b du corollaire peut étre choisi égal a 1 si
I'’hyperplan n’est pas vectoriel (on peut alors diviser £ par b).

Lemme 1.2.2 ([13]). Si E est non-trivial et de dimension finie n, alors toutes les normes de
E sont équivalentes.[]

Démonstration. Fixons une base ey, ..., e, de E et introduisons la norme || - ||; en posant
n
lxfly =D [Adl
i=1
ou A, ..., A, € R sont tels que x = A\jeg + -+ + \uep. Il est évident que || - ||; est une norme.
Soit || - || une norme arbitraire sur E. Il suffit de montrer que || - ||; et || - || sont équivalents.
Tout d’abord, montrons que || - || est continu dans (E,|| - ||;). Soient Aj, ...\, € R et

[y ey by € R. Posons © = Aje; + -+ -+ \e, et y = pieg + -+ - + ppe,. Nous obtenons alors

llzll = gl < llz = oll < 3" 1A = allled] < max lled] S 1A = gl = Dl —
i=1 == ;

. , =1

=D
et donc la norme est une application D-lipschitzienne, donc continue.
La sphere unité S = {z € E: ||z][y = 1} de (E, || - ||1) est compacte. En effet, si (2, )men €st

une suite de .S, alors les éléments z,, s’expriment sous la forme z,,, = >"" | )\Em)ei avec )\Em) eR
pour tout i € {1,...,n} avec m € N. Vu I'appartenance de la suite & S, on obtient

<SS =1
=1

et donc, la suite (A™),cy est bornée dans R. On peut extraire une sous-suite (A7), cx

de (/\gm))meN qui converge vers une limite A;. On procéde de la méme fagcon pour la suite

4. On rappelle que deux normes || ||1 et || - ||2 sont équivalentes si et seulement si il existe des constantes C' et
D strictement positives telles que C||z||2 < |||l < DJz||2 pour tout z € E. On voit aisément que ’équivalence
de normes est une relation d’équivalence.
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ki(m ka(k1(m
()\g 1( ))) ()\g 2 (K1 ( ))))

meN €t on obtient une sous-suite men convergente vers une limite finie
A2. On procede ainsi de proche en proche jusque la suite (AFn-10-oki(m)) o On obtient une
sous-suite (/\(k"O Okl(m)))meN qui converge vers un réel \,,. En posant z = >_"' ; \;e;, on voit que

| 2k om0k (m) — 2]|1 = Z (Anomokalm) _ x5 00 sim — 400
et que ||z|| = X% || = 1 par passage a la limite sur m de 1 = > | |)\§k"°"'°kl(m))\. Ceci nous
permet de conclure que S est compactﬂ
Par la continuité de || - || et la compacité de S, 'ensemble ||S|| = {]|z]| : z € S} est compact.

Il existe C' > 0 et D > 0 tels que
< ||H M <D

pour tout x € E\{0}. Autrement dit, on a C||z||; < ||z|| < D||z||; pour tout x € E, ce qui
permet de conclure. O

L’équivalence des normes nous permet de munir £ de n’importe quelle norme sans changer
la topologie qu’elle engendre. Voici une conséquence de ce lemme.

Corollaire 1.2.2. Si E est non-trivial et de dimension finie, alors tout sous-espace vectoriel
F de E est fermé.

Démonstration. Soit by, ..., b, une base de F. Nous savons qu’on peut la compléter par des
vecteurs by, 11, ..., b, (n > m) pour que by, ..., b, forme une base de E. Soit (zy)ren une suite de

F' convergeant vers x. Dans la base choisie, nous savons qu’il existe des réels )\Z(-k) et \; pour
tout i € {1,...,m} et tout j € {1,...,n} tels que

e =3 A etz =3 Abi.
=1 =1

Vu le lemme 1.2.2, nous pouvons supposer que E est muni de la norme ||-||; du lemme précédent.
On sait que ||zg — x|y — 0 si k — +o0, c’est-a-dire

A =4+ D X 4 A+ 4 (A = 0
si k — +oo. S'il existe i € {m + 1, ...,n} tel que \; # 0, alors

Hm (AP = A4 B X+ A o [Aa] = [N >0

k——+o0
ce qui n’est pas possible. Donc, \; = 0sii € {m+1,...,n} et donc x € F, d’ou la conclusion. []

Proposition 1.2.9 ([13]). Si E est non-trivial et de dimension finie n, alors toute application
linéaire a valeur dans R est continue. En particulier, tout hyperplan de E est fermé.

5. Si X est un espace métrisable, alors X est compact si et seulement si de toute suite de X, on peut extraire
une sous-suite qui converge vers un point de X [39)
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Démonstration. Soit & une forme linéaire sur E. Fixons une base eq,...,e, de E. Prenons la
norme || - ||; du lemme précédent. Comme toutes les normes sont équivalentes en dimension
finie, nous pouvons nous contenter de démontrer la proposition pour || - ||;. Toute application
linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie se représente par une matrice dépendant de
la base choisie. Ici, la matrice représentant £ est un vecteur ligne que nous notons (& -+ &,).
Pour tout € E, nous notons (z; --- x,)~ le vecteur des composantes selon la base e, ..., €,.
Ainsi, nous obtenons

()] =

n
Z §iw;
i=1

ou C' = maxj<;<, |&|, d’'ou la conclusion. On sait que tout hyperplan est de la forme {z €
E : (&,z) = b} ou £ est une forme linéaire qui n’est pas identiquement nulle et b € R (re-
marque 1.2.1). Vu ce qui a été montré, le critere de fermeture par les suites montre bien que
tout hyperplan est fermé lorsque E est de dimension finie. n

n
<> L&zl < Cllzlly
i=1

Par soucis de rigueur, exposons un hyperplan dans un espace de Banach qui n’est pas fermé.
Notons que la construction exposée ci-dessous requiert ’axiome du choix.

Exemple 1.2.2 (AC, [20]). Soit E = C°([0,1]) et |[f|| = sup,coq|f(z)| pour tout f €
C°(]0,1]). Nous savons que cet espace est de Banach [39]. Les fonctions p,, (m € N) définies par
pm(x) = z™ appartiennent a C°([0, 1]) et sont linéairement indépendantes[f| Donc {p,, : m € N}
est inclus dans une partie libre maximale B = {; : i € I} de C°([0,1]) (ce résultat nécessite
I’axiome du choix). On sait que B forme alors une base. Soit f € C°([0, 1]), il existe des éléments
distincts by, ..., b, € B et des réels A\, ..., A, tels que

n

f= Z Aib;.

Pour tout n € N, on pose

| A slilexiste i € {1,...,n} tel que b; = p,
on(f) = { 0 sinon.

Vu l'unicité de la décomposition d’un élément selon une base, I’application ¢, est bien définie
sur C°([0,1]). Nous pouvons alors définir I’application

+oo

P CU[0,1]) = R, fr= Y nea(f).

n=0

Par construction, il est clair que la série intervenant dans la définition de ¢ est en fait une
somme finie. On vérifie sans peine que cette application est linéaire. Toutefois, elle n’est pas

6. Un ensemble {b; : i € I'} qui n’est pas fini est une partie libre de F si et seulement si pour toute partie
finie J incluse dans I, les vecteurs de {b; : j € J} vérifient

D Abj=0 = N =0Vjel
jeJ

Un ensemble {b; : i € I'} est une partie génératrice de E si pour tout x € E, il existe une partie finie J C I et
Aj € R pour tout j € J tels que = > ._; A\;b;. Les définitions et théoremes relatifs & ces concepts peuvent

jed
étre retrouvés dans [1§].
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continue. Si ¢ est continu, alors il existe C' > 0 tel que |¢(f)| < C|| f|| pour tout f € C°([0, 1]). 11
s’ensuit que |p| < C sur la sphére unité de C°(]0, 1]). Cependant, on a ||p,,|| = 1 et ¢(pn) = m,
quel que soit le naturel m. Ceci montre que 'image de la sphere n’est pas bornée alors qu’elle
est bien bornée, ce qui nous donne une contradiction. Ainsi, ¢ est une forme linéaire non-nulle
qui n’est pas continue et les hyperplans

H={feC0,1]) : (¢, f) = b}

ne sont pas fermés en vertu du corollaire 1.2.1.

1.3 Théoreme de Hahn-Banach et séparation de convexes

Si H est un hyperplan fermé de E, alors le corollaire 1.2.1 montre qu’il existe £ € E*\{0}
et b € R tels que H = {x € E: (¢,z) = b}. On voit alors que F\ H possede deux composantes
connexes, a savoir

Hi={zeE:{x)y<b} et Hy={xeE:(x)>0b}

En effet, ces deux ensembles sont convexes, donc connexesﬂ Comme Hy N Hy = (), ce sont bien
les composantes connexes de E\H.

L’objet de cette section est de montrer que deux convexes dans F peuvent étre séparés par
un hyperplan fermé sous certaines hypotheses. Le terme séparation est a prendre au sens de la
définition suivante.

Définition 1.3.1. Soient (' et Cy deux convexes de E, un hyperplan fermé H de E et H; et
Hy les deux composantes connexes de E\H. On dit que H sépare (resp. sépare fortement) Cy
et Cy si et seulement si C; C H; (resp. il existe € > 0 tel que C} + B(0,¢) C Hy) et Cy C Hy
(resp. Cy + B(0,e) C H,). Ces deux composantes connexes seront appelées les demi-espaces
définis par H. L’adhérence de ces demi-espaces sont appelés demi-espaces fermés.

La proposition suivante résulte directement des considérations sur les hyperplans faites ci-
dessus.

Proposition 1.3.1. Soient C; et Cy deux convezxes de E.

(i) Les ensembles Cy et Cy sont séparables par un hyperplan si et seulement si il existe
¢ € EX\{0} tel que

sup(§, r) < inf (£, ).

inf

zeCy z€C?

(ii) Les ensembles Cy et Cy sont fortement séparables par un hyperplan si et seulement si il
existe £ € E*\{0} tel que

inf .
Sup (€, 2) < inf ()

7. Tout convexe est connexe par arcs car deux points sont reliés par un segment qui est un chemin continu.
Tl est connu qu’un espace connexe par arcs est connexe [27].
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Démonstration. La condition (i) est triviale au vu de ce qui a été dit en début de section.
Démontrons uniquement la partie (ii). Si C; et Cy sont fortement séparables par un hyperplan
H, alors il existe £ € E*\{0} et b € R tels que H = {x € E : ({,z) = b} et il existe aussi
e > 0 tel que C; + B(0,e) C Hy et Cy + B(0,e) C Hy avec Hy = {z € E : ({,x) < b} et
Hy ={xz € E: (£, x) > b}. Par linéarité, on voit aisément que

sup (&, z) <b— sup(£,e) et inf (¢, z) >b— inf (£ e).

z€Cy llell<e zeC llell<e
En pOS&Ht 5/ = min(supHeH<€<€7 €>, - inf||e||<€ <€7 6))7 on obtient finalement

sup(§,z) <b—¢& <b<b+¢e < inf (£ ).
zeCq zeCy

Supposons a présent qu’il existe £ € E*\{0} tel que

sup (£, x) < inf (£, z).
sup (€.x) < inf (€.

Il existe b € R et € > 0 tels que

sup(€,x) <b—e<b<b+e < inf (£ z).
zeCq z€Co
Par continuité de &, il existe &' > 0 tel que [(§, )| < € si ||z]| < €. Posons H = {x € E :
(€, x) =0}, HH={x € E: ({,z) <b} et Hy={x € E:({,x) > b}. On en conclut directement
que
Ci+ B(0,¢') C H et Cy+ B(0,¢') C H.

]

Avant de montrer les théoremes de séparations, nous aurons besoin de résultats intermé-
diaires. Le premier est le théoreme de Hahn-Banach.

Théoréme 1.3.1 (Hahn-Banach, AC, |31]). Soient F' un sous-espace vectoriel de E et f : F' —
R une forme linéaire continue. Supposons que p : E — R soit une fonction sous—linéaireﬁ]et que
f(z) < p(x) pour tout x € F. Alors f admet une extension linéaire continue g a E telle que
g(z) < p(x) pour tout v € E.

Démonstration. Posons F 1’ensemble des couples (H,h) ou H est un sous-espace vectoriel de
E contenant F' et h : H — R est une forme linéaire continue vérifiant h(z) < p(x) pour tout
x € H et h |p= f. Définissons une relation d’ordre < sur F en posant

(H,h) = (H',1') & H C H'eth'|g=h.

On vérifie facilement que c’est bien une relation d’ordref’} De plus, comme (F, f) € F, on voit
que F est non-vide. Si C est une partie totalement ordonnée de F, on construit aisément un
majorant de C dans F en considérant (U, u) ol

U= |J H et u(x)=nh(z)sizeH, (Hh)eC.
(H,h)eC

8. On rappelle que p est sous-linéaire si p(z + y) < p(z) + p(y) et p(Ax) = Ap(x) pour tout =,y € E et tout
A>0
9. On rappelle qu’une relation d’ordre est réflexive, antisymétrique et transitive
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De fagon évidente, (U, u) est un majorant de C et ce majorant appartient bien & F. Le lemme
de Zorn nous permet d’obtenir un élément (G, g) de F qui est maximal. Il reste & montrer que
G = E. Si G # E, prenons e € E\G. On a donc GNRe = {0} et ces espaces sont en somme
directe. On définit

G'=G®Re et ¢'(x+re)=g(x)+re

six € G et r € R. Pour aboutir a une contradiction, trouvons ¢y € R de sorte que
g'(x +re) < p(z+re) (*)

pour tout x € G et tout » € R. Pour un tel ¢y, Iapplication ¢’ : G’ — R est une forme linéaire
continue qui étend g & G’ ou G C G, ce qui contredit la maximalité de (G, g) dans F.

Sir > 0, alors la condition (x) implique que g(x)+co < p(x+e) pour tout x € G en divisant
les deux membres par r. Lorsque r < 0, divisons les deux membres de (x) par —r pour avoir
g(x) —co < p(xr — e) pour tout x € G. Le réel ¢y recherché doit vérifier

g(w) —p(r —e) <co < —g(y) +ply +e) (**)

pour tout x,y € G. Remarquons que

9(z) +9(y) =g(x +y) <plx+y) <plx—e)+py+e)

pour tout x,y € G. On en tire que

sup <g(fr) —plz — 6)> < inf ( —g(y) +ply + 6))

zeG ye@

Cette derniére inégalité montre qu’on peut trouver un c¢q € R qui vérifie (xx). Le théoréeme est
ainsi démontré. O]

Lemme 1.3.1 (AC,[31]). Soient C' un convexe ouvert non-vide et A un espace affin fermé tel
que ANC = 0. Alors il existe un hyperplan fermé H contenant A tel que H N C = ().

Démonstration. Nous pouvons supposer sans restriction que C' contient 0. En effet, si 'on
considere le convexe ouvert C' — x pour un point xy de C' arbitraire et en prenant I’espace affin
A — xy, on peut appliquer le lemme pour le cas particulier ou 0 est dans le convexe. Soit F
I'enveloppe linéaire de A (que I'on note habituellement ) A(). Montrons que A est un hyperplan
de F, c’est-a-dire dim F'/ A =1. Pour le voir, il suffit de remarquer que

VA(=A®Ra (*)

quel que soit I'élément a € A choisi. De fait, si x € AN Ra, alors il existe a’ € Aet r € R
tels que z = a’ — a = ra vu la proposition 1.2.4. On en tire que o’ = (r + 1)a € A. Comme
0¢ A,onar= O. Donc, = 0 et ANRa = {0}. Ensuite, on voit que A @& Ra C)A( car
tout élément de cette somme directe s’écrit comme une combinaison linéaire d’éléments de A.
Comme A & Ra est un espace vectoriel contenant A, on a bien I'égalité (x).

10. Sinon, A contiendrait 0 = (1+ 2)a+ =1(r + 1)a
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Cela étant, le corollaire 1.2.1 montre qu’il existe &, € F*\{0} tel que A ={z € F': ({,z) =
1}. Posons

po(z) =inf{\ > 0:2 € AC}

pour tout x € E. On remarque que pc est fini, quel que soit x € E. En effet, comme 0 est
intérieur a C, il existe R > 0 tel que B(0,R) C C et on voit que = € B(0,\R) C AC ou
A > ||z||/R. A présent, l'idée est d’appliquer le théoreme de Hahn-Banach aux applications pc
et &. Vérifions les hypotheses du théoreme.

1) Sipu>0etz e E,alors po(ur) = upc(x) : L'égalité est trivialement vérifiée lorsque
i =0, on peut donc supposer que le coefficient est non-nul. Si A > 0 est tel que px € AC, alors
A/ appartient & {v > 0: z € vC}, ce qui donne pc(z) < % et donc upe(z) < po(px) car A est
arbitraire dans {v > 0 : px € AC'}. Si A > 0 appartient maintenant a {v > 0 : € vC'}, alors
pr € {v > 0:z € 7O}, dolt po(uz) < pX et pe(pz) < ppo(w).

2) po(z +vy) < pe(x) + pe(y) pour tout z,y € E : Si A > 0 et X > 0 sont tels que z € \C'
et y e NC,alorsona A+ XN € {v>0:2+y € vC} par la proposition 1.1.7. On en tire que
A+ XN > pe(x+y) et done po(z +y) < pe(x) + pe(y).

3) &(z) < pe(z) pour tout x € F : Tout d’abord, montrons que 'on a la majoration
pour tout x € A. Pour le voir, il suffit de montrer que {z € E : pc(z) < 1} = C. Comme
CNA=0,onaura pc(z) > 1 = &(x) pour tout x € A. Si x € C, alors il existe € €]0, 1] tel
que B(x,e) C C car C est ouvert. Par continuité de la multiplication scalaire, il existe n > 0
tel que Az € B(x,e) C C'si A € [1 —n,1+ n]. On en tire que (1 + n)z € C, c’est-a-dire
x € ﬁC’. Comme 1/(1+4n) < 1, on a bien pc(z) < 1. Supposons a présent que = € E vérifie
po(z) < 1. Dong, il existe A €]0, 1] tel que x € AC. On en déduit que %x € C. Par convexité,
le segment |0, %x] est inclus dans C' et ce segment contient en particulier z, d’ou la conclusion.
Nous pouvons étendre la majoration a tous les éléments de F'. Pour ce faire, soit x € F. Donc,
il existe ¢’ € Aet r € Rtelsque z =d —a+ra=ad 4+ (r—1)a vu (*). Plusieurs cas sont a
envisager. Si r # 0, alors

1, r—1
x=r(-d+
r r
‘=a’ €A

a).

Sir >0, alors §(x) = &(ra”) = ré(a”) < rpe(a”) = pe(x). Sir < 0, alors &y(z) = rép(a”) =
r <0< —rpc(—ad") = pc(ra”). Enfin, le second cas est celui ou r = 0. On a 2 = a’ — a et donc
&o(x) = &o(d) — & (a) = 0 < pe(a’ — a) puisque &y(a’) = &o(a) = 1. Nous avons donc montré
que &o(x) < po(z) pour tout = € F.

Par le théoreme de Hahn-Banach, il existe une application linéaire continue § : £ — R
qui étend &y et qui vérifie £(x) < po(z) pour tout x € E. On définit 'hyperplan fermé H =
{r € E: (&z) = 1}. Vu ce qui a été montré au point 3), on sait que x € C' < pe(x) < 1.
Des lors, (£, x) < po(x) < 1 pour tout z € C'. Donc, puisque C' est inclus dans le demi-espace
{z € E: (£, x) <1}, la conclusion en découle. O

Nous sommes en mesure de démontrer les théoremes de séparation.
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Théoréme 1.3.2 (Séparation faible, AC, [31]). Soient Cy et Cy des convexes non-vides dis-
joints de E. Si l'un d’eux est ouvert, alors Cy et Cy sont séparables par un hyperplan fermé.

Démonstration. Evidemment, on peut supposer que C est ouvert. Dans ce cas, I’ensemble

C=0C—-0C= U Ci—y

yeCs

est ouvert et convexe (proposition 1.1.6). De plus, 0 ¢ C car Cy et Cy sont disjoints. Le
singleton {0} forme un espace affin fermé qui ne rencontre pas C. Par le lemme 1.3.1, il existe
un hyperplan fermé H' contenant 0 et tel que C' N H' = (). 1l existe & € E*\{0} tel que
H' ={z € E: ({,x) = 0}. On peut supposer que C est dans le demi-espace {z € E : (¢,z) < 0},
quitte a considérer —¢ au lieu de £. Dans ce cas, on obtient

(€, 21) < (&, z2) Va1 € Oy, Vag € Cy,

c’est-a-dire

(€, z)

et on conclut par la proposition 1.3.1. 0

< inf
sup (¢, z) < inf,

Théoreme 1.3.3 (Séparation forte, AC, [31]). Soient Cy et Cy des convexes non-vides disjoints
de E. 51 Cy est compact et Cy fermé, alors ils sont fortement séparables par un hyperplan fermé.

Démonstration. Soit d = dist(Cy,C). Comme I'un est compact et 'autre fermé, la distance
entre les deux ensemble est réalisée et est non-nulle. Soit £ €]0, d/2[. Dans ce cas, les ensembles

(C). = {w € E: dist(z,C)) < e} = G + B(0,¢),  ie{1,2}

sont des convexes ouverts disjoints. En utilisant la formulation faible du théoréme de séparation,
on voit qu’il existe un hyperplan H = {x € E : ({,z) = b} séparant (C}). et (Cs).. Autrement
dit,

su y L + S inf , L + .
:EGCL”I;H§5<£ y> JJGCQ»HZI||§€<€ y>

On remarque tout d’abord que

(€ x+y) = inf (§,2) + inf (£,y).

z€C2 lyll<e

sup  (§, 7 +y) = sup(§, x) + sup (§,9) i
20, |yl <e zeCy lyll<e 20 [lyll<e

Ensuite, il est clair que & # 0 sur B(0, E)H Il s’ensuit que

inf (&,y) <0< sup (&, y),

lyll<e llyll<e

et par conséquent,

sup (€, 2) < inf ().

On termine en utilisant la proposition 1.3.1. 0

11. Sinon, (£, z) = (& Az) = 0 lorsque A > 0 est choisi suffisament petit pour que [[Az|| < e. Comme z est
arbitraire, £ serait identiquement nul sur F, ce qui est absurde.
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Ces théoremes permettent de déduire quelques résultats intéressants. L’un d’eux assure
I'existence d’hyperplans d’appui. Les hyperplans d’appui sont des généralisations assez natu-
relles des espaces tangents rencontrés habituellement en géométrie.

Définition 1.3.2. Soit C' un convexe de F. Un hyperplan H est un hyperplan d’appui de C'
lorsque HNC # () et C est contenu dans I'un des demi-espaces fermés définis par H. Ce demi-
espace est appelé demi-espace d’appui de C'. L’ensemble H N C' est I’ensemble d’appui de H sur
C. Si cet ensemble n’est réduit qu’a un point, on dit que cet ensemble est un point d’appui de

C.

Comme l'intuition le laisse présager, un ensemble d’appui est toujours sur la frontiere du
convexe.

Proposition 1.3.2. Soit P un ensemble d’appui d’un convexe C' de E. Alors P C C°.

Démonstration. Si C' est d’intérieur vide, la proposition est triviale. Supposons que C° # ().
Soit H T'hyperplan d’appui de C' en P et procédons par I'absurde. On a H N C° # (). Soit
rg € HNC° 1l existe € > 0 tel que B(xzg,e) C C. Il existe £ € E*\{0} et b € R tels que
H ={z € E: ({,x) = b}. On peut supposer que le demi-espace fermé contenant C' s’écrit
{z € E:(¢,x) <b}. Dans ce cas, on a (€, z9) = b. Prenons u € E\H tel que (€,u) # 0 (sinon,

& est nul sur E\ﬁ , donc nul sur £ = E\FI par continuité, ce qui est absurde). Nous pouvons
supposer que (£, u) > 0, quitte a changer le signe de u. Il existe n > 0 tel que z¢+ Au € B(xg, ¢)
lorsque A € [—n,n| (par continuité de I'application A — xy + Au en 0). Ceci nous montre que
o+ nu et xo —nu appartiennent a C', mais sont aussi dans des demi-espaces différents puisque,
pour l'un, on a (£, z¢ + nu) > b et pour lautre, (£,xo — nu) < b car (£,u) est non nul. Ceci
nous donne une contradiction. O]

Nous pouvons donner deux propriétés topologiques des convexes. Celles-ci se réveleront
pratiques pour ce qui va venir mais elles ont également leur utilité propre.

Proposition 1.3.3. Si C est conveze dans E, alors C et C° sont aussi convezes.

Démonstration. Si x,y € C° et A €]0,1], alors il existe ¢ > 0 tel que B(z,e) C C et
B(y,e) € C. Comme C est convexe, on a AB(z,e) + (1 — A\)B(y,e) C C. 1l suffit juste
de voir que AB(z,e) + (1 — A\)B(y,&) est un voisinage de Az + (1 — A)y. En effet, on a
AB(z,e) + (1 — AN)B(y,e) = Mz + B(0,¢)) + (1 — N)(y + B(0,¢)) = Az + (1 — N)y + B(0,¢).
Ceci permet de conclure.

Siz,y € C et A €0,1], alors il existe des suites (Z,,)men €t (Ym)men de C' qui convergent,
vers x et y respectivement. Par convexité, on en tire que (Az,, + (1 — A\)Ym )men est une suite
de C'. Par continuité de la somme et de la multiplication scalaire, cette suite converge vers
Az + (1 = A)y. Donc, Az + (1 — \)y est limite d’une suite de C' et il appartient donc a C. [

Proposition 1.3.4 (]2]). Soit C' une partie conveze de E. On a
AC° 4+ (1=XN)C cC° VA€0,1].

En conséquence, si C est un convexe d’intérieur non-vide, alors C°~ = C et C~° = C°.
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Démonstration. 1) Montrons que
AC° 4+ (1= XN)C CC° VA€]0,1].

Le cas A = 1 est trivial. Supposons que A €]0,1[ et soient x € C° et y € C. 1l existe € > 0
tel que B(x,e) C C. Comme y est adhérent a C| il existe z € C' N B(y, 1’\_—3) On voit alors
clairement que (1 — A\)(y — z) € AB(0,¢). Vu que C' est convexe, AB(x,¢) + (1 — \)z est un

ouvert inclus dans C. Ceci permet de conclure que l'on a
AM+1=-Ny=X+1-Ny—2)+1-=Nzex+AB(0,) + (1 - )z
Ce dernier ensemble étant égal a 'ouvert AB(x,€) + (1 — A)z, on a Az + (1 — Ny € C°.

2) C°~ = C : On a trivialement C°~ C C car C° C C. Soit z € C. Comme C est d’intérieur
non-vide, on peut prendre un élément y dans C°. La suite z,, = %y + (1 — %)x (m € Np)
appartient & C°, vu le point 1). De plus, elle converge vers z, ce qui montre que x € C°~.

3) C~° = C° : En utilisant le fait que C' C C, on obtient C° C C~°. A présent, soit z € C°.
Il existe £ > 0 tel que B(z,e) C C. Fixons y € C° et n €]0,1] tels que n|ly — z|| < . Donc,
z+n(z —y) € B(x,e) C C. En utilisant la relation démontrée en 1), on a z — n(z — y) =
(1 —n)z + ny € C°. Une nouvelle application de la relation 1) montre que

1 1 1, 1
r=g@+nr—y)+ 5@ —nl—-y) e 0+ 50°CC

d’ou la conclusion. O

Corollaire 1.3.1 (AC). Si C est un convexe fermé d’intérieur non-vide de E, alors tout point
de C* appartient a un ensemble d’appus.

Démonstration. Siz € C*®, alors {x} NC° = () et il existe un hyperplan séparant x de C°. Dans
ce cas, le demi-espace fermé contenant C° est un convexe fermé, donc il doit contenir C°~ = C
(proposition 1.3.4). En outre, il est clair que = est dans I'hyperplan, sinon, x serait dans le
demi-espace ne contenant pas C. Notons U ce demi-espace et fixons y € C°. Ce demi-espace U
étant ouvert, il existe A €]0, 1] tel que Az + (1 — \)y est dans UH. Par la proposition 1.3.4, ce
point appartient donc & C° et au demi-espace U. D’ou contradiction, car U N C° = (. O

Une autre conséquence des théoremes de séparation est un résultat qui donne une “repré-
sentation duale” d’un ensemble convexe, c¢’est-a-dire une représentation en terme d’intersection
de demi-espaces.

Corollaire 1.3.2 (AC). Si C est un conveze fermé, alors C est l'intersection de tous les
demi-espaces fermés le contenant.

Démonstration. Soit x un élément de l'intersection des demi-espaces fermés contenant C. Si
xz ¢ C, alors {z} et C peuvent étre fortement séparés par un hyperplan. Donc, x n’est pas dans
un demi-espace fermé contenant C, ce qui donne une contradiction. O

12. De fait, on a limy_,1- Az + (1 — Ny ==
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1.4 Points extrémaux et théoreme de Krein-Milman

Nous nous intéressons au probleme suivant : étant donné un convexe C', peut-on trouver un
sous-ensemble S de C' minimal pour I'inclusion tel que C' = conv(S) ? C’est 'objet du théoreme
de Krein-Milman. Imaginons le cas simple d'un simplexe ou d’un polytope de R? (tétraedre,
cube, ...). Un tel convexe est engendré par un nombre fini de points : ses sommets. Intuitivement,
I’ensemble des sommets est minimal parmi tous les sous-ensembles dont 'enveloppe convexe
donne C'. L’idée serait de formaliser I'idée de “sommet” pour des convexes quelconques, c’est ce
qu’on appellera “point extrémal”. Ensuite, nous allons généraliser ce que ’on a formulé pour les
polytopes. On verra que ce qui a été observé pour des polytopes est presque partagé par tous
les convexes compacts. Cependant, si la dimension est infinie, il nous faut prendre 'adhérence
de I'enveloppe convexe. En dimension finie, comme on peut le pressentir, I’enveloppe convexe
des points extrémaux suffit pour obtenir C.

Définition 1.4.1. Si U est une partie de E, alors l'intérieur relatif de U, noté U°E | est
I'intérieur de U dans le sous-espace topologique aff (U). Autrement dit,

Ul ={xe€FE:3>0B(x,e)Naff(U) C U}.

On voit trivialement que l'intérieur et 'intérieur relatif d’une partie U de E coincident
lorsque aff(U) = E. La notion d’intérieur relatif est surtout utilisée en dimension finie car
certaines propriétés de 'intérieur relatif en dimension finie ne sont plus nécessairement vraies
lorsque la dimension de E est infinie. Pour obtenir davantage de propriétés de 'intérieur relatif,
on peut consulter [35], ouvrage classique concernant I’analyse convexe dans R".

Proposition 1.4.1. Supposons que E est de dimension finie. Soient aq, ..., a, des points de E
affinement indépendants avec n € Ny. Alors

n
conv({ag, ..., an })°" = {Z)\ia,- A >0Vie{0,..,n} et g+ + Ay = 1}.
i=0
Démonstration. Nous pouvons supposer que n = dim E et que ay = 0, quitte a translater
dans la direction ag et nous restreindre a 'enveloppe affine aff({ay, ..., a,}) (on rappelle qu’en
dimension finie, tout sous-espace vectoriel est fermé, donc complet). Définissons une application

T :{ag,...,a,} - R"

en posant T'(ag) = 0 et T'(a;) = e; avec e; = (0;)1<j<n pour tout i € {1,....,n} (J;; dénote
le symbole de Kronecker). Cette application s’étend alors de maniére unique en une bijection
affine .
T:F— Rn, Z)\ZCLZ — ()\1, cery )\n)N

i=0
La combinaison linéaire dans la définition de T est supposée étre une combinaison affine. On
vérifie sans peine que T'(conv({ay, ...,a,})) est le simplexe standard conv({0, ey, ...,e,}) de R™.
Notons C' le second membre de la formule de I’énoncé. On voit aisément que

TC)={xeR":z; >0Vie{l,..,n}et x;+---+x, <1}
On voit que cet ensemble est égal a

10, +o0[*Ns™ (] — o0, 1[)
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avec s : R" — R qui est défini par s(x) = xy + - -+ + x,, pour tout x € R". Donc, T(C') est
ouvert car tout produit fini d’ouverts est un ouvert et 'application s est continue. On en tire
que C est un ouvert de E par continuité de T—'. Montrons que conv({a, ...,a,})° C C, ou de
maniere équivalente E\C' C E\ conv({ao, ..., a, })°.

Supposons que x ¢ C. Donc, x peut s’écrire sous la forme Y1 ; A\;a; avec \; € Ret Y0\ =
1 car aff({ag,...,a,}) = E. Comme = ¢ C, il existe i € {0,...,n} tel que \; < 0. On doit
traiter deux cas. Soit on a \; < 0, et alors il est clair que x ¢ conv({ay,...,a,}) et donc
x ¢ conv({ao, ..., a,})°. Le second cas est donné par \; > 0 pour tout j € {0,...,n} et avec au
moins un iy € {0,...,n} pour lequel \;; = 0. Quitte & permuter les roles des A;, nous pouvons
supposer avoir ig = n et A9 > 0. On définit alors la suite (2., )men, €n posant

1 1
T = (Ao + —)ao+ Mar + -+ A1ap-1 — —ay.
m m

Cette suite appartient alors a FE\conv({ay,...,a,}) et elle converge vers z. Donc,

r € F\conv({ag,...,a,}). Mais on a aussi x € conv({ao, ...,a,}) C conv({ay,...,a,}). Ceci
montre que x € conv({ay, ..., a, })®. Ainsi, il ne peut pas étre un point intérieur a conv({ao, ..., a, }).
Donc C est un ouvert inclus dans conv({ay, ..., a, }) et contenant conv({ao, ..., a,})°, on a donc
I'égalité C' = conv({ay, ..., a,})°. O

Définition 1.4.2. Soit C' un convexe. Une partie P de C est extrémale si P est non-vide et si
chacun de ses points n’est pas dans l'intérieur relatif d'un segment non-trivial [u, U]H dont au
moins une des extrémités u et v est prise dans C'\ P. On dit qu'un point x € C' est extrémal si
{z} est une partie extrémale de C. L’ensemble des points extrémaux de C' sera noté ext(C') .

La proposition précédente montre que l'intérieur relatif d'un segment [u,v] est ’ensemble
Ju,v[= [u, v]\{u,v}. La définition qui vient d’étre donnée peut étre reformulée en la niant. I
est clair qu'un ensemble P de C est extrémal si et seulement si

VuveCVereP z¢€luv]= uuveP.

Intuitivement, le concept d’ensemble extrémal est une généralisation de la notion de faces,
d’arétes et de sommets d’un polytope. Les points extrémaux forment une généralisation des
sommets. Remarquons toutefois que tous les ensembles extrémaux ne sont pas forcément des
faces, des arétes ou des sommets! Par exemple, I’ensemble des sommets d’un cube a trois
dimension forme un ensemble extrémal, si 'on se donne la peine de le vérifier en détail. Le
résultat qui suit est immédiat.

Proposition 1.4.2. Une intersection non-vide d’ensembles extrémaux d’un convexe C' est un
ensemble extrémal de C.

La propriété suivante mérite cependant une petite preuve.

Proposition 1.4.3. Si C' est un ensemble convexe, F' une partie extrémale de C et F' une
partie extrémale de F', alors F' est une partie extrémale de C'.

Démonstration. Soit © € F' et u,v € C tels que x €]u,v[. Puisque F’ C F et F est extrémal
dans C, on en tire que u,v € F. Mais comme F” est extrémal dans F, on a donc u,v € F’, d’ou
la conclusion. O

13. Nous entendons par trivial le cas ol u = v.
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Intéressons-nous au probleme de Krein-Milman. Pour répondre a la question posée en début
de section, nous aurons recourt a un lemme.

Lemme 1.4.1 (AC, [2]). Soit C un convexe de E. Si P est une partie extrémale de C' compacte
dans E, alors P contient un point extrémal.

Démonstration. Soit C 'ensemble des parties extrémales de C' qui sont compactes dans E et
incluses dans P. Il est clair que C # ) car il contient P. On vérifie sans peine que l'inclusion
induit une relation d’ordre sur C. Cette relation d’ordre est définie par

PP & PDPF.

On a vite fait de vérifier qu’il s’agit bien d’une relation d’ordre. De plus, toute Chaine[’lz‘-] de C
admet un majorant donné par l'intersection des éléments de la chaine. En effet, cette intersec-
tion étant fermée et incluse dans des compacts, elle est elle-méme compacte puisque 'espace
E est séparé. En outre, cette intersection est non-vide car la chaine est une famille de fermés
de P qui possede la propriété d’intersection ﬁnieE] et P est compact. L’intersection est donc
aussi extrémale par la proposition 1.4.2 et ce majorant appartient donc bien a C. Par le lemme
de Zorn, il existe un élément F' de C qui est maximal pour <.

Il reste a montrer que F' est un singleton. Supposons, par I'absurde, que F n’est pas un
singleton. Il existe au moins deux éléments distincts = et y dans F. On est dans les conditions
pour appliquer le théoréme de séparation forte aux deux singletons. Il existe donc £ € E*\{0}
tel que (&, ) < (£,y). Par continuité, {(F') est un compact de R et admet une borne supérieure
M. L’ensemble ' = {z € F': ({,z) = M} est non-vide car la borne supérieure d'une fonction
réelle continue sur un compact est atteinte en un point du compact (théoréeme des bornes
atteintes). De plus, ’ensemble F’ est compact car c’est un fermé inclus dans le compact F'. Si
I'on parvient & montrer que F” est une partie extrémale de F', alors ce sera aussi une partie
extrémale de C' (proposition 1.4.3). La maximalité de F' dans C pour < implique que F’ = F.
Ainsi, (§,x) = M = (£,y), ce qui est une contradiction. Supposons donc que F’ n’est pas
extrémal dans F'. Il existe alors p € F', u € F et v € F\F' tels que p €]u,v]. Il existe A €]0,1]
tel que p = Au+ (1 — A)v. On obtient

d’ou contradiction. O

Définition 1.4.3. Si P est une partie de E, alors I’enveloppe convexe fermée de P est I'in-
tersection de tous les convexes fermés contenant P. On le note conv(P) . C’est le plus petit
convexe fermé contenant P.

Une application directe de la proposition 1.3.3 montre que conv(P) = conv(P). Passons au
théoreme proprement dit.

Théoréme 1.4.1 (Krein-Milman, AC, [2]). Si C est un conveze compact non-vide de E, alors
ext(C) # 0 et C = conv(ext(C)).

14. Pour rappel, une chaine de C est une partie de C totalement ordonnée.

15. Une famille P de sous-ensembles de E possede la propriété d’intersection finie si toute partie finie P’ de
P vérifie NP’ # (). De plus, un espace E est compact si et seulement si toute famille de fermés possédant la
propriété d’intersection finie est d’intersection non-vide.
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Démonstration. 1) ext(C) # () : Montrons que C' est une partie extrémale de C. En effet, la
définition montre bien que tout point de C' n’est intérieur a aucun segment dont I'une des
extrémités prise dans C'\C' = (). On conclut par le lemme 1.4.1.

2) C' = conv(ext(C')) : Comme C' est un convexe fermé, on a C' O conv(ext(C)). Pour 'autre
inclusion, procédons par 'absurde. Supposons qu'il existe € C' tel que = ¢ conv(ext(C')). On
peut alors fortement séparer x de conv(ext(C')). Il existe £ € E*\{0} tel que

(§,r)>  sup  (§y). (*)

yeconv(ext(C))

Comme C' est compact, sup,cc(§,y) est réalisé en un point de C. On note M cette borne
supérieure et P = {y € C : (£,y) = M}. En utilisant le méme raisonnement que la fin de la
preuve du lemme 1.4.1, on voit que P est une partie extrémale de C. On voit aussi que P est
compact dans E. Vu (*), il est clair que P C C\conv(ext(C)) (sinon, (£, z) > M). Le lemme
1.4.1 affirme que P contient un point extrémal de C. Mais comme P Nconv(ext(C)) =0, on a
une absurdité. ]

Lorsque la dimension de E est finie, le théoreme de Krein-Milman ne fait plus intervenir
I’adhérence de I'enveloppe convexe. Comme nous allons le voir, ce résultat ne nécessite pas
I'utilisation de I'axiome du choix.

Théoréme 1.4.2 (Krein-Milman en dimension finie, [17]). Supposons que E est de dimension
finie. Si C' est un convexe compact non-vide de E, alors ext(C) # () et C' = conv(ext(C)).

Démonstration. Procédons par récurrence sur la dimension n de E. Sin = 1, alors £ = Rz
pour un xy # 0 et C ne peut étre qu'un segment ou un singleton. Le cas du singleton est trivial.
Si C est un segment, alors il s’écrit [z,y] et on voit facilement que ext(C) = {z,y}, ce qui
donne bien C' = conv(ext(C')). Supposons que la proposition est valable lorsque dim E < n et
montrons-la lorsque dim £ = n + 1. Nous pouvons aussi supposer que dimC' = dim F =n + 1.

Si dim C' < dim F, nous pouvons nous restreindre au sous-espace de Banach E’ = aff(C ) et
considérer le convexe translaté ¢’ = C'—a pour un a € aff(C'). Comme ext(C' —a) = ext(C) —a
et conv(ext(C') —a) = conv(ext(C')) —a, nous savons appliquer I'hypothese de récurrence a C” et
E' puis obtenir la propriété sur C' et E par translation. Donc, faisons I’hypotheése supplémentaire
que dimC = dim E = n 4+ 1. De cette fagon, comme C' est non-vide, il doit étre d’intérieur
non-vide. En effet, C' possede n + 2 points ay, ..., a,+1 qui sont affinement indépendants par la
proposition 1.2.7. Le simplexe conv({ao, ..., ay+1}) est d’intérieur non-vide car

n+1
COHV({CLO7 ...,CLTH_l})O = { Z /\iai . )\Z >0Vie {O, vy M+ ].} et /\0 + -+ )‘n-f—l = 1}
1=0

par la proposition 1.4.1. Montrons que C' C conv(ext(C')), 'autre inclusion étant évidente. Soit
x € C. Nous distinguons deux cas.

Tout d’abord, supposons que x € C*. Par le corollaire 1.3.1., x appartient a un ensemble
d’appui de C'. Il existe donc un hyperplan d’appui de C' que nous notons H et qui est tel

16. On rappelle que tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace complet est complet. Vu le corollaire 1.2.2.,
le sous-espace E’ est fermé, donc de Banach.



Chapitre 1. Ensembles convexes 25

que x € H N C. Nous constatons que H N C est un ensemble convexe de dimension infé-
rieure ou égale a n puisque H N C' C H et dim H = n. L’hypothese de récurrence montre que
x € conv(ext(H NC)). La proposition 1.4.3 nous donne l'inclusion ext(H NC') C ext(C) et donc
conv(ext(H N C)) C conv(ext(C)), ce qui permet de conclure que = € conv(ext(C)).

Pour le second cas, nous avons z € C°. Il existe y, z € C*® tels que x € [y, z|. De fait, soient
Yy € C'B et D,y =  + R(xz — y) la droite passant par x et y. Dans ce cas, la demi-droite
x+R*(x —y) doit passer par un point z de C**. Sinon, cette demi-droite est incluse dans E\C*®,
ce qui montre qu’elle est dans I'union de deux ouverts disjoints non-vides. Mais ceci contredit la
connexité de z +R*(z —y). Vu le cas précédent, nous avons y, z € conv(ext(C)). Par convexité,
on conclut que = € conv(ext(C)). O

On a la proposition suivante qui est intuitive.

Proposition 1.4.4. Si E est de dimension finie et C' est un convexre compact non-vide, alors

ext(C) est un ensemble minimal pour inclusion parmi tous les ensembles S C C' tels que
conv(S) = C.

Démonstration. Soit S une partie de C' telle que C' = conv(S). Montrons que ext(C') C S. Si
x ¢ S, alors on a deux cas. Soit z ¢ C et donc = ¢ ext(C) de fagon évidente. Soit x € C' et donc
il existe xq,...,x, € S avecn > 2 et A\y,..., A\, > 0telsque \y +---+ A\, =1let =370 Nz,
On a alors .

=Mz + Ao+ 4+ M) D

=2

Ai
—_— ;.
Ao+ A

=0

Par convexité, nous avons xo € C. Ainsi, z €]xg, x1[ avec g € C, 1 € S C C et xy # x1 (sinon
r=umx € S). Donc z ¢ ext(C). O

Si la dimension de 'espace est infinie, le résultat est quelque peu différent.

Proposition 1.4.5 ([13]). Si E est de dimension infinie et C' est un conveze compact non-vide,
alors ext(C') C S pour tout S C C' tel que C' = conv(S).

Démonstration. Soit x € ext(C') et fixons ¢ > 0. Montrons que z € S. ou S. = S + B(0,¢).
L’ensemble {B(y,¢) : y € S} est un recouvrement ouvert de S qui est compact. On peut
donc extraire un recouvrement fini {B(y;,¢) : ¢ € {1,...,n}}. Pour tout ¢ € {1,...,n}, posons
S; = conv (S N B(yi, €)). Le convexe S; étant fermé et inclus dans le compact C, on en tire que
S; est compact.

L’ensemble conv(U!_,S;) est clairement convexe. Montrons qu’il est aussi compact. Si (yx)ken

est une suite de conv(U?,5;), alors il existe 2, oa® e un S et AR AE) >0 tels que
o )\gk) =lety, =>", /\§’“’x§’“). Comme U} |S; est une union finie de compacts, cet en-
semble est compact. Donc, on peut extraire une sous-suite (xgll(k))) ren de (:L’gk)) keN qui converge

vers un point z; € U ,S;. Comme la suite (Agll(k)))keN est bornée par 1, elle admet une sous-

suite (A&”“l(’“)”) keN qui converge vers un réel A;. On procede de la méme fagon pour les suites

17. La frontiere de C' ne peut étre vide . Sinon C' est ouvert. Mais il est aussi fermé car il est compact dans FE
qui est séparé. De plus, comme E est connexe, on sait que les seuls ouverts fermés sont le vide et I'espace tout
entier et par conséquent, C = E. Donc E est compact, ce qui est une contradiction.
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(mgl(ll(k))))keN et (Aé”“““”)kew On continue ainsi de proche en proche. Au final, la suite (yx)ren
admet une sous-suite (yx))ren qui converge vers 31" \ixz; € conv(UiL,S;), ce qui montre que
conv(U! ,S;) est compact.

Ensuite, on montre que C' = conv(U™,S;). En effet, si y € C, alors y est une combi-
naison convexe d’éléments de S et on voit directement que S C U! ,S;, ce qui montre que
C' C conv(U,S;). L’autre inclusion est triviale.

Siz € ext(C), alors il existe des points distincts by, ..., b, € U, S; et des réels Ay, ..., A\, > 0
tels que > A =1 et x = >, \;b;. Parmi ces représentations, on choisit celle pour laquelle
le nombre de termes m est minimal. Si m > 2, alors
A2 Am
by + -+
ig i 2ty Ai

:=bg

r=Mb+ A2+ + ) ( bn) -

Vu la minimalité de m, on a by # by. Par conséquent, x €]by, by[, ce qui contredit 'extrémalité
de z. Donc m =1 et = by. Il existe alors i € {1,...,m} tel que x € S; = conv(S N B(y;,€)) C
B(y;,€) C S.. La premiére inclusion provient du fait que B(y;, €) est un ensemble convexe fermé
contenant S N B(y;,€). Ceci nous montre que x € S, pour tout € > 0. On en tire finalement

que z € S. Do ext(C) C S. O

Nous verrons plus tard que la notion de point extrémal joue un role important dans 1’étude
des maxima d’une fonction convexe.



Chapitre 2

Topologies faibles et espaces de Banach
réflexifs

Comme il a été dit dans le chapitre précédent, ’espace de Banach E est supposé muni d’une
structure de R-vectoriel et de la topologie d’espace métrique obtenu a partir de sa norme || - ||.
Pour cette topologie, les éléments du dual topologique E* sont continus par définition. Il est
possible de construire une autre topologie sur F moins fine que celle associée a la norme || - ||
et qui rend les éléments de E* continus. Cette nouvelle topologie, dite “faible”; sera étudiée
dans cette section. Assez naturellement, on peut munir £* d’une topologie semblable. Comme
certains résultats des chapitres qui vont suivre ne seront valables que pour des espaces de
Banach réflexifs, il est assez important de pouvoir décrire ces espaces. Nous verrons que les
topologies faibles donnent lieu a d’importants théoremes qui nous permettront de caractériser
les espaces de Banach réflexifs. Les références sont forts variées. La structure du chapitre est
basée sur [32] qui omet certaines preuves. Certaines preuves sont basées sur le point de vue
de [2]. Le théoréme d’Eberlein-Smulian étant tres technique, nous avons préféré présenter une
preuve longue, mais n’exigeant pas de prérequis trop importants [42]. De temps a autre, nous
utilisons ponctuellement des preuves inspirées de [6] et [10]. De nouveau, E désignera un espace
de Banach, sauf mention du contraire.

2.1 Topologie duale, faible et faible-x

Avant d’introduire ces nouvelles topologies, rappelons quelques faits essentiels d’analyse
fonctionnelle. Les notions rappelées plus bas peuvent étre retrouvées dans [2] et [40].

On rappelle que E est un espace vectoriel topologique si E est muni d’une topologie pour
laquelle les opérations d’espace vectoriel + : E x EF — E et - : RXxE — FE sont continues.
De plus, il est localement conveze si 0 possede une base de voisinages absorbant et absolument
convexe. Une partie A de E est absorbante si pour tout e € E, il existe M > 0 tel que e € uA si
|| > M. Une partie A de E est dite absolument convexe si pour tout p € Ny, tout ey, ...,e, € A
et tout Ap, ..., A, € R tels que | M|+ - +|A,] <1, 0na \e; +---+ A\e, € A. Une application

p: E—[0,+00]

est une semi-norme sur E si et seulement si p(Ae) = |A|p(e) pour tout A € R et tout e € E
et p(e + f) < p(e) + p(f) pour tout e, f € E. Une famille P de semi-normes peut étre mu-

27
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nie d’une relation de préordre (une relation réflexive et transitive) notée < et donnée par
p =2 q< 3C >0 p < Cq. Une famille P de semi-normes est faiblement filtrante si, pour tout
p1,p2 € P, il existe p3 € P tel que p; < p3 et po =< p3. Une famille P faiblement filtrante de
semi-normes sur F induisent une topologie sur E dont les bases de voisinages sont données par
les semi-boules B,(x,¢) = {e € £ : p(e — z) < €}. On sait montrer que E est un espace vecto-
riel topologique localement convexe si et seulement si sa topologie est induite par une famille
faiblement filtrante de semi-normes. Une telle famille de semi-normes est appelée systeme fon-
damental de semi-normes de E. Si E et I’ sont des espaces vectoriels topologiques localement
convexes induits par les familles de semi-normes P et () respectivement, alors une application
T : E — F est continue si et seulement si, pour tout ¢ € @, il existe C' > 0 et p € P tels que
qgoT < Chp.

Pour commencer, voyons comment nous pouvons associer une norme a l’espace dual d'un
espace de Banach. Comme les éléments de F* sont continus, pour tout £ € E*, il existe C' > 0
tel que (¢, z)| < C||z|| pour tout z € E. Donc, |(£,z)| < C pour tout z € B(0,1). Ceci nous
montre que

sup [{¢,x)] < 400

[l=f|<1

pour tout £ € E*.

Définition 2.1.1. Si E est un espace de Banach associé a la norme || - ||, alors la norme duale
de E est I'application

|- ]|«:& € E"— ”SIH1£1 |(€, )| € [0, +o0].

Naturellement, il nous faut procéder a des vérifications.
Proposition 2.1.1. La norme duale de E est une norme sur E*.

Démonstration. Si € € E* et r € R, alors

Ir&ll = sup [(r, 2l = sup |rll{g, ) = |r[lic]l..

[l < z||<

Pour l'inégalité triangulaire, soient &1,& € E*, on a

161+l = sup [(§1+&, )] = sup (€1, 2)+(&2, )| < sup ([(€1, )|+ [(€2, ) |) < [|€all-+[]El--

=<1 =< =<1

Enfin, supposons que £ € E* et ||£]||. = 0. Montrons que £ = 0. Par définition, on a |({,x)] =0
pour tout x € B(0,1). Donc & = 0 sur B(0, 1). Par linéarité, ¢ = 0 sur E, d’out la conclusion. [J

Proposition 2.1.2. Si (E,|| - ||) est de Banach, alors (E*,|| - ||«) est de Banach.

Démonstration. 11 suffit de montrer que E* est complet pour la norme duale. Soit (&, )men une
suite de Cauchy dans E*. Soit x € E. On voit que

6 = (62} = 6 = )] = el (& & )| < el s 16 = €6,2)1 =0

[|z]|<1

si 7, — 400. Donc, la suite numérique ((&,,, z))men est de Cauchy et converge dans R vers
une limite finie que I'on va noter (£, ). On définit

E:x € EngrJIrloo<€m’x> eR
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Comme la somme et la multiplication scalaire sont continues, 'application £ est linéaire. Elle
est aussi continue. En effet, soit ¢ > 0 et ¢y € E. Alors

|<§,JZ> - <€7$0>| < |<§,ZE> - <§n7x>| + |<§n,ZL‘> - <§n,ZL‘0>| + |<§m$0> - <§7x0>|

Il existe N1, Ny € N tels que [(&,,z) — (£, 2)] < /3 sin > Ny et |(§, x0) — (&, x0)| < €/3 si
n > Ns. Posons N = max(Np, Ny). On a donc

{6, 2) = (€20 < =+ (g, = — a0l

Comme {y est linéaire et continu, il existe Cy > 0 tel que [({n,y)| < Cy||y|| pour tout y € E.
On a alors [(§,x) — (&, z0)| < e si ||z — 20| < e/(3Cy), ce qui montre la continuité de . Il reste
a montrer que &, converge vers & dans (E*, || - ||«). Fixons € > 0. Comme (,),en est de Cauchy,
il existe N € N tel que [|€, — &nll« < € si m,n > N. Nous avons d’abord

[(&n ) = (G )| = [{&n = &y )| < [[2[[[|&n — Emll« < ellz]] V2 e E

si m,n > N. Si n — +o0, on obtient |(§,,z) — (£, z)| < el|z|| lorsque m > N. Si, de plus,
||| <1, alors |(§, ) — (§,x)| < e sim > N. On en tire que ||, —&|l« <esim > N, dou la
conclusion. O

Etant donné un espace de Banach (E,|| - ||), nous savons que les éléments de E* sont
continus par définition. Outre la topologie d’espace de Banach, il existe d’autres topologies
pour lesquelles les éléments de E* sont continus. Considérons la topologie la moins fine possible
qui rend les éléments de E* continus. Elle est donnée par

o(E,E*) = {Ujer Njes {igl(UZ—j) : I ensemble, J ensemble fini, §;; € E*, U;; ouvert de R}
Nous adoptons la définition suivante.

Définition 2.1.2. Si E est un espace de Banach, alors o(F, E*) est la topologie faible de E.
Toute partie U de E qui est ouverte (resp. fermée) pour cette topologie est dite faiblement
ouverte (resp. faiblement fermée). Toute suite (x,,)men qui converge vers x pour la topologie
faible sera dite faiblement convergente vers x et nous noterons cela x,, — . Par opposition, on
dira que la topologie d’espace vectoriel normé qui fait de £ un espace de Banach est la topologie
forte.

Pour commencer, voyons comment on peut formuler simplement la convergence faible de
suites. Rappelons la définition de la convergence dans un espace topologique quelconque. Les
propriétés de base de la topologie générale peuvent étre retrouvées dans [27] et [43].

Définition 2.1.3. Soit X un espace topologique. Une suite (z,,)men de X converge vers x si,
pour tout voisinage V' de z, il existe M € N tel que z,, € V pour tout m > M.

Proposition 2.1.3. Une suite (T,;)men de E converge faiblement vers x si et seulement si

lim (&, z,) = ({,x) V€ E".

m——+00
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Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, supposons que (,)men converge faible-
ment vers x et fixons £ € E*. Soit U un voisinage de (£, z) dans R pour la topologie euclidienne.
Par continuité, £71(U) est un voisinage faible de x. Par hypothese, il existe M € N tel que
T, € E1(U) pour tout m > M, et finalement, (£, z,,) € U pour tout m > M. Montrons la
suffisance de la condition. Supposons que (£, z,,,) — (£, x) si m — 400 pour tout £ € E*. Soit
V' un voisinage ouvert faible de z et trouvons M € N tel que x,,, € V' pour tout m > M pour
conclure. On sait qu’il existe un ouvert U de R et £ € E* tels que V D £ 1(U) 3 z. Donc,
(¢,z) € U. Par hypothese, il existe M € N tel que (¢, z,,) € U pour tout m > M. Autrement
dit, on a z,, € & H(U) C V pour tout m > M, d’ou la conclusion. O

Examinons les principales propriétés de ces espaces.
Proposition 2.1.4 (AC). L’espace (E,0(E, E*)) est séparé.

Démonstration. Soient x et y deux points distincts de E. Par le théoreme de séparation forte,
il existe £ € E*\{0} tel que (¢, z) < (£,y). Il existe U; et Uy des voisinages ouverts disjoints de
(€, ) et de (£, y) respectivement car R, muni de la topologie euclidienne, est séparé. On voit alors
que 71 (Uy) est un ouvert contenant z, £~ (Us) est un ouvert contenant y et E1(U)NEH(Uy) =
(), ce qui permet de conclure. ]

Proposition 2.1.5. Tout ensemble U faiblement ouvert (resp. faiblement fermé) dans E est
fortement ouvert (resp. fermé) dans E.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des définitions de E* et o(E, E*). ]

Proposition 2.1.6. Si E est de dimension finie n, la topologie faible et la topologie forte de
E sont équivalentes.

Démonstration. La proposition précédente montre que tout ouvert de (E,o(E,E*)) est un
ouvert de (E, | - ||). Soient z € E et ¢ > 0. Il suffit de trouver un voisinage de z faiblement
ouvert et inclus dans B(x, ) pour conclure. Fixons une base ey, ..., e, de E. On peut supposer
que la base est normée. Comme on est en dimension finie, le lemme 1.2.2 montre que nous
pouvons supposer que la norme est donnée par

[Ylloo = sup |yl
1<i<n

siy = >0, ye;. Le choix de cette norme nous apportera beaucoup de facilité dans la preuve.
Intuitivement, une boule pour cette norme est décrite par un “carré” et comme les ouverts de
base de la topologie faible sont des intersections finies de demi-espaces, on pourra facilement dé-
crire les ouverts de la topologie normée comme intersection finie d’ouverts de la topologie faible.

*

Notons ej, ...,e; la base duale de ey, ...,enE]. Comme la dimension est finie, toute forme

5 Cp

linéaire sur R est continue. Pour tout j € {1,....,n}, on pose
Hf ={yeE:(ejy)<zj+e} et H; ={yeFE:(e,y) >z —c}

Il est aisé de vérifier que

IDE

B(z,e) = ((H N H;),

j=1
la conclusion en découle. O

1. Rappelons que si ey, ..., e, est une base, alors sa base duale e, ..., e}, dans E* est définie par (e}, e;) = §;;
pour tout i,j € {1,...,n} et on étend e} par linéarité a tout £.
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Comme les deux topologies coincident, la topologie faible est métrisable. Assez naturelle-
ment, nous pouvons nous demander si cette topologie est métrisable en dimension infinie. La
proposition 2.1.7 montre qu’il n’en est rien. Avant cela, démontrons deux résultats intermé-
diaires. Le premier est le théoréme de Banach-Steinhaus.

Théoréme 2.1.1 (Banach-Steinhaus, AC, [2]). Soient (E, || - ||) un espace de Banach et
(F, || -||7) un espace vectoriel normé. Soit L une famille non-vide d’applications linéaires conti-
nues de E a valeur dans F'. Alors

sup sup [|T(z)||r < 400
TeL |lal|<1

st et seulement si L est ponctuellement borné | i.e.

sup [|T(z)||r < +00 Vx € E.
TeL

Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons qu’il existe M > 0 tel que

sup ||[T(z)||r <M VT € L.

[lz]|<1

Fixons x € E. Le cas ou z = 0 étant évident, supposons que x # 0. On obtient
7@l = 1|7 ()|, < el VT e £

ce qui montre que L est ponctuellement borné. La condition est aussi suffisante. Supposons que
L est ponctuellement borné et posons

Fo,={zceE:|T(z)|r<m VT €L}

pour tout m € N. Comme L est ponctuellement borné, on a E = U, F,,. De plus, les ensembles
F,, sont fermés. L’espace E étant métrique et complet, il est de Balreﬂ. Par conséquent, il existe
m € N tel que F, est un fermé d’intérieur non-vide (sinon, E est d’intérieur vide, ce qui est
impossible). 1l existe © € F, et € > 0 tel que B(x,g) C F},. Soient T' € L et y € E tels que
lyl| <1.On a [|(x +ey) — z|| < e. On en tire que ||T(z + ey)||r < m et

IT@r = 2T +ey) = T@e < 2T + )l + 1T ) < 2

Comme ce dernier majorant est indépendant de y et de 7', on a la conclusion. O]

Lemme 2.1.1 ([2]). Soient &y, ..., &, des formes linéaires réelles sur un espace vectoriel E. Une
forme linéaire & réelle sur E est combinaison linéaire de &1, ..., &, si et seulement si

ﬂ ker&; C keré.

i=1

2. On rappelle qu’un espace topologique X est de Baire si toute union dénombrable de fermés d’intérieur
vide est d’intérieur vide. De plus, le théoréme de Baire (AC) dit que tout espace métrique complet est de Baire
[27].
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Démonstration. Supposons d’abord que £ = Y"1 | \;& avec Ay, ..., A\, € R. Soit x € N}, ker &;.
On a (¢,z) = X", \i(&,z) = 0, ce qui montre la nécessité de la condition. La condition est
suffisante. Supposons que NI, ker§; C ker ¢ et définissons les applications linéaires

T:z€FEw— ((&,x),..., (&, x)) € R"

et
S:yeT(E)— (& x)eR siy=T(z).

Il faut vérifier que la définition de S(y) est indépendante du point x € T'(y) considéré. Si
T(x) = T(2'), alors par construction, on a (&, z) = (&,2') pour tout i € {1,...,n}. Donc,
(¢, —a’) = 0 pour tout i € {1,...,n}. Par hypothese, on a donc ({,x — 2’) = 0, c’est-a-dire
(€,x) = (&,2') et application S est bien définie et S((&1,z), ..., (&n,x)) = (£, ) pour tout
xz € E. L’espace vectoriel T'(E) est de dimension finie car c¢’est un sous-espace de R". Notons
Uy, ..., ux, une base de T'(F) et complétons-la par w1, ..., u, pour avoir une base de R". Notons
Ai = S(u;) pour tout ¢ € {1,...,k} et posons S(u;) =0=\;sii € {k+1,...,n}. De cette fagon,
S est étendu linéairement en une application S : R” — R. En prenant la base canonique de R",
la matrice représentant .S prend la forme (pg - - - p,) en multipliant (A; - - - \,) par une matrice
de changement de base. Il vient ({,x) = S((&1,2), ..., (€, x)) = 20y wil&,x) = OOF g i, @)

pour tout x € E. On conclut que ¢ est combinaison linéaire de &1, ..., &,. O

Proposition 2.1.7 (AC, [2]). Soit E un espace de Banach. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

(1) L’espace vectoriel E est de dimension finie.

(7i) La topologie faible et la topologie forte coincident.

(1ii) L’espace E muni de la topologie faible est métrisable.

(iv) L’espace E muni de la topologie faible est d base dénombrable de voisinages.

Démonstration. L’implication (i) = (i7) résulte de la proposition 2.1.3. Les implications (ii) =
(i73) et (iti) = (iv) sont évidentes. Montrons que (iv) = (7). Supposons que (E,c(E, E*))
possede en chaque point des bases dénombrables de voisinages. L’ensemble

B = {ﬂjejfj_l(] —1,1[) : J fini, {; € E* pour tout j € J}

est une base de voisinages faibles de 0. Les éléments de B sont clairement des voisinages faibles
de 0. De plus, si V est voisinage faible de 0, alors il contient un ouvert faible contenant 0. Cet
ouvert prend la forme Nje ;&5 1(Uj) avec J un ensemble fini, {; € E* et U; un ouvert de R conte-
nant 0 pour tout j € J. Nous pouvons supposer que U; est un intervalle de la forme | — a;, a;]
avec a; > 0 car U; est un voisinage de 0. Quitte a diviser &; par a;, on peut supposer avoir
a; = 1. Ceci montre que B est bien une base de voisinages faibles de 0. Comme E est a base
de voisinages faibles dénombrable en chacun de ses points, B contient une base de voisinages
faibles de 0 dénombrable[ﬂ Notons B’ cette base de voisinages dénombrable. On peut supposer
que B = {V; : i € N}. Quitte a considérer V;N---NV; au lieu de V;, nous pouvons supposer que :

o Vp séerit Njesyd; ' (] — 1, 1]) avec Jy un ensemble fini et & € E* pour tout j € Jo.
e pour tout i € Ny, V; s’éerit Njes, &' (] — 1, 1]) avec J; un ensemble fini contenant J;_;.

3. Si X est un espace topologique a bases dénombrables de voisinages, alors toute base de voisinage de x € X
posséde un sous-ensemble dénombrable formant une base de voisinages de x [27].
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De plus, 'ensemble U;cnJ; est en bijection avec une partie de N. En effet, les ensembles J;
sont finis, et il existe une bijection f; entre J; et une partie A; de N, mais comme J; C J;;1, on
peut étendre f; en une bijection f;.; entre J;.; et une partie finie A;;; de N contenant A;. On
définit donc lapplication f : UjenJ; — N en posant f(z) = fi(x) si x € J;. Cette application
est injective. Si f(z) = f(y), alors on a « € J; et y € J; pour certains naturels ¢, j. Donc,
f(z) = fi(x) et f(y) = f;(y). Supposons que ¢ < j. Comme J; C J;, on a f;(z) = f;(x). Donc,
fi(z) = f;(y). Vu que f; est une bijection entre des ensembles finis, on a x = y. Puisque f est
injectif, ¢’est une bijection avec une partie de N. Ceci montre la dénombrabilité de U;cn.J;. On
peut donc supposer que {&; : j € UjenJ;} s’écrit {¢; : i € N}. On montre alors que les ensembles

Un = M—oG; (1 = 1,1])

forment une base dénombrable de voisinages faibles de 0. En effet, si W est voisinage de 0,
il contient un élément V; = Njes,&" () — 1,1[) de B Comme J; est un ensemble fini, il existe
neNtel que {¢'(]-1,1):0<k<n}D{'(—1,1):j € Ji} et donc U, CV; C W.

Par 'absurde, supposons que E n’est pas de dimension finie. Alors NI ker (; # {0} pour
tout n € N. Sinon, NI, ker (; = {0} C ker & pour tout £ € E*. Le lemme 2.1.1 montre alors que
tout élément de E* est combinaison linéaire de (j, ..., (,. Donc, E* admet une partie génératrice
finie et celle-ci doit contenir une base, ce qui montre que dim E* est fini. Dans ce cas, E** est
aussi de dimension finie (il suffit de passer a la base duale de celle de £*). On en tire que E est
aussi de dimension finie car ’application

J:xeEw— J,€E”" avec J,(§) = (£ x) pour tout £ € E*

est linéaire et injective (F est alors isomorphe a un sous-espace de E**). Pour voir I'injectivité,
soit © € E tel que J, =0, i.e. (¢, 2) = 0 pour tout £ € E*. Comme E admet une base (infinie)
(€;)ier, pour tout i € I, il existe z; € R avec un nombre fini de z; # 0 tels que x = > ;¢ z;e;.
On obtient 3-;c; z:(§, e;) = 0 pour tout { € £*. En particulier, si § = €7, on a 0 = x; pour tout
j € I. Donc, x = 0 et J est injectif. Donc, E est de dimension finie, ce qui contredit le fait que
E est de dimension infinie. On a ainsi montré que NP, ker ¢; # {0} pour tout n € N.

Pour tout n € N, soit x,, € N, ker (;\{0}. On peut donc supposer que ||z, || = n pour tout
n € N. On a z, — 0. De fait, si N € N, alors z,, € Uy pour tout n > N. La proposition
2.1.3 montre que 'on a (&, z,,) — 0 pour tout & € E*. Les suites ((, x,))nen sont bornées pour
tout £ € E*. De plus, les applications J,, : E* — R sont continues lorsque £* est muni de la
topologie induite par la norme duale. En effet, on a

T = (6] = nl{&, ~)| < mllg]l. Ve € B,

Cela montre que £ = {J,, : n € N} est une famille d’applications linéaires continues et elle est
ponctuellement bornée sur E* car ((€, z,))nen est bornée. Nous savons évidemment que E* est
un espace de Banach. Par le théoréeme de Banach-Steinhaus, on en tire que
sup sup |7, (§)] = sup sup [(§, zn)| < 400 (*)
nelN lgll.<1 neN Jl¢fl.<1

Remarquons que J : x € E — J, € E** est une isométrie lorsque le bidual E** est muni de la
norme duale de E*, a savoir

IClls = sup [(C,€)] V¢ € E™,
lell<1
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De fait, on a d’une part

| Tollew = sup (&, 2)] = [l sup (€, =] < [l
el <1 ete< 1zl
D’autre part, si on définit £'(rx) = r|jz|| pour tout » € R, alors on a une application linéaire
continue ' : Rz — R telle que &'(rz) = r||z|| < ||rz| et le théoréme de Hahn-Banach assure
'existence d’une extension £” de £ a l'espace E entier de telle sorte que £”(y) < ||y|| pour tout
y € E. Vu que £"(z) = ||z|| et que [|£"]|« < 1, on en tire que

| Tallex = sup (€, )] = [{", )] = |||
llgll-<1
Ainsi, par isométrie, on en tire que || Jz, |« = ||zn| = n pour tout n € N. Donc, on a
SUDen SUDe. <1 | Tan (§)] = Suppen | Tz, ||« = +00, une contradiction avec (*). Donc, E doit
étre de dimension finie. Ceci acheve la preuve. n

La proposition que I'on vient de montrer nous indique que la topologie faible ne peut donner
un espace de Banach en dimension infinie. Chemin faisant, nous avons également fait 1’obser-
vation suivante qui nous sera utile plus tard.

Proposition 2.1.8 (AC). Soit E un espace de Banach, alors lapplication
J:xeE—J, € E™ ouJ,(§) =(x) VE€E"
est une isométrie linéaire injective.

Sauf mention explicite du contraire, I’application 7 désignera toujours l'injection de la pro-
position 2.1.8 au cours de ce texte.

Nous avons vu que tout fermé faible est un fermé fort. La réciproque n’est pas nécessairement
vraie. Toutefois, lorsque I’ensemble considéré est convexe, nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.1.9 (AC,[32]). Soit C' une partie non-vide de E et soient les assertions sui-
vantes :

(i) C est faiblement fermé.

(ii) C' contient les limites de ses suites faiblement convergentes.

(1ii) C' contient les limites de ses suites convergentes.

(iv) C est fermé.

On a les implications suivantes : (i) = (ii) = (iii) < (iv). Les assertions sont équivalentes si
C' est conveze.

Démonstration. 11 est déja connu que (iit) < (iv) et que (i) = (iv). Montrons (i) = (ii7).
Soit (Z,)men une suite de C' qui converge vers x. Comme la topologie faible est moins fine que
la topologie forte, la suite est aussi faiblement convergente vers x. Vu (i7), x appartient a C.
Montrons (i) = (i7). Soit (2, )men une suite de C' faiblement convergente vers z et supposons
par l'absurde que z ¢ C. Comme x,, — z, il existe M € N tel que x,, € E\C si m > M
car F\C' est un voisinage faiblement ouvert de z. On a une contradiction car les éléments
T, appartiennent a C'. Donc, x € C'. Supposons que C' est convexe et fortement fermé. Pour
conclure, montrons que E\C est faiblement ouvert. Si C' = FE, la proposition est évidemment
vraie. Supposons que C' C FE et soit g € E\C. Par le théoréme de séparation forte, il existe
¢ € EX\{0} tel que sup,c (&, z) < (§,20). On a alors zy € £ (] sup,c (&, z), +oo[) C E\C,
d’out la conclusion. On a finalement ’équivalence entre les quatre assertions. O
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Pour finir avec les propriétés de la topologie faible, démontrons la proposition suivante qui
donne quelques conséquences de la convergence au sens faible.

Proposition 2.1.10 (AC, [32]). Soit (Z,)men une suite qui converge faiblement vers x. Alors
(1) La suite (x,)men est bornée.

(i) 2] <l ity 2]

(177) St (&m)men est une suite de E* qui converge fortement vers &, alors limy, oo (&m, Tm) =

(€ 7).

Démonstration. Notons J l'injection canonique de F dans son bidual. Par la proposition 2.1.3,
on a lim,, (&, xm) = (&, z) pour tout £ € E*. Autrement dit, lim,, o0 Tz, (§) = J(£) pour
tout £ € E*. La suite (T, (£))men est donc bornée dans R. On a

sup |7, (§)| < o0 V€ € E™.

meN

Le théoreme de Banach-Steinhaus montre alors que

sup sup |z, (§)| = sup | Ta,, [+ = sup [[2m|| < 400
meN ||¢|.<1 meN meN

ce qui établit la premiere assertion. Montrons (ii). Posons {(rx) = r||z|| pour tout r € R.

On a une application linéaire £ : Rz — R telle que (£,y) < ||y|| pour tout y € Rz. Par le

théoréeme de Hahn-Banach, cette application s’étend en une application linéaire ¢ : £ — R

telle que (&', y) < |ly|| pour tout y € E. On a alors (&', z) = ||z et |||« =1 (car ||{]|« < 1 et

(¢, ﬁﬂ = 1). Nous obtenons

[zl = (€ & = wm) + (£ 2m) < (€2 = 2m) + 2m]| Ym eN

Vu que lim,, 1 (¢, x — x,,) = 0, on conclut que ||z|| < liminf,, s, ||z,]]. Il reste a établir la
partie (i7i). Vu (i), il existe C' > 0 tel que ||z,,|| < C pour tout m € N. On a

|<€m7xm> - <f,l‘>| = |<§m _£7xm> - <€7$ _:Em>| < |<€m —€,$m>| + |<€,£L‘—l‘m>|

On constate que |(§n — &, Tm)| < |@m|[|&m — &« < C||€m — £]|- Au final, il vient

[(Ems Tm) = (€, 2)| < Cll&m = Ells + (6, 2 — 2m)|

et ce dernier majorant converge vers 0 si m — 400 vu les hypotheses, ce qui permet de
conclure. n

Nous avons vu que le dual d'un espace de Banach peut étre muni d’une structure qui en fait
aussi un espace de Banach. Ainsi, I'espace dual est aussi muni d’une topologie faible, donnée
naturellement par o(E*, E**), ce qui met en relation le dual et le bidual. Mais ce point de vue ne
nous intéressera pas trop. On voudrait plutot construire une topologie faible sur £* en relation
avec 'espace de départ E. Nous pouvons en obtenir une en procédant de facon semblable a la
topologie faible. Il est aisé de vérifier que

B = {ﬂjlej-_l(]rj — &, T —|—€jD . J ensemble ﬁni,fj € E*,Tj S R,Efj > 0}

4. Rappelons que si (2,)men est une suite numérique réelle, alors iminf,, 4o &y = supgeyinf >k Tm
et imsup,, ., Tm = infrensup,,>i Tm. On a liminf,, oz, < limsup,, , | Zm. La limite inférieure et
supérieure sont égales et valent [ si et seulement si lim,,—, o ,, existe et vaut [.
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forme une base de topologie de o(E, E*). Un ouvert de base s’écrit donc
Nyes&s ' (rj —ejrytes) ={z € B [{§,2) —rjl <g; Vje T}

Une forme linéaire sur R qui est non-nulle est évidemment surjective. Il existe z; € E tel que
r; = (&;, ;). Un ouvert de base prend alors la forme

{reE:[(§v—aj)l<e Vje}

si & # 0 pour tout j € J. Si j € J vérifie {; = 0, alors fj’l(]rj —¢j,1; + ¢;]) est vide si
0 ¢|r; —ej,1; +¢;] et Pespace E si 0 €|r; — ¢j,7; + €;[. On peut s’inspirer de ce résultat et
permuter les roles de § et z et ceux de §; et x;. Définissons les ensembles

B(n; &1,y s @1, oy Ty €1, oy 6n) = {E € B 1 [(E =&, x5)| <eg; Vje{l,...n}}

pour tout n € Ny, &1,...,&, € E*, z1,...,x, € E et eq,...,e, > 0. On pose ¢*(E, E*) 'ensemble
des unions d’ensembles du type B(n; &1, ..., & T1y ooy Tnj €14 ooy En)-

Proposition 2.1.11. L’ensemble o*(E, E*) est une topologie sur E* qui est moins fine que la
topologie duale et la topologie faible sur E*.

Démonstration. 1l est clair que o*(E, E*) est stable par union et intersection finie. Ensuite,
on a E* € o*(E, E*) car B(1;0;0;1) = E* et () € o*(E, E*) car 'union sur une famille vide
est vide. Donc, o*(E, E*) est bien une topologie sur £*. A présent, montrons que la topologie
o*(E, E*) est moins fine que la topologie faible de E*. Pour ce faire, il suffit de montrer que
tout ouvert de base de o*(E, E*) est un ouvert de la topologie forte de E*. Nous le remarquons
facilement puisque

B(n; &1, 1y ooy Tnj €1,y ooy En) = {6 € E" 1 (€ =&, x5)| <e; Vjied{l,..,n}}
={§ € " {§,a5) €){€jr ) — €5, (&jrw) e[ 11 < j<nj
= 1 T, (K m5) — €5, (&5 x5) + &50)
est ouvert par continuité des 7. Cette méme égalité montre aussi que o*(E, ) est moins fin
que la topologie faible de E* par définition de o(E*, E**). n

Définition 2.1.4. La topologie o*(E, E*) sur E* est appelée topologie faible-x de E*. Tout
ouvert (resp. fermé) de cette topologie sera appelé ouvert (resp. fermé) faible-x. Toute suite
convergente (&, )men vers £ pour la topologie faible-x sera dite faiblement-* convergente vers §.

Cette topologie peut étre aussi obtenue de fagon différente.

Proposition 2.1.12. Si E est un espace de Banach, alors o*(E, E*) est la topologie induite par
Uespace produit RY sur E*. Par conséquent, la topologie faible- fait de E* un espace séparé.

Démonstration. Notons T la topologie induite sur E* par la topologie produit de R”. Fixons n €
No, &1y ooy &0 € E* 21, .y, € Eeteq, ..., 6, > 0 et montrons que B(n; &1, ..., i 1y oey Tnj €1, ey En)
est un élément de 7. On sait que toute fonction f : E — R peut étre identifié au E-uple (r;).cp
ot r, = f(z). Soit 7, : R¥ — R la projection sur le facteur o du produit, i.e. m,, (f) = f(x0)
pour tout f € R, 11 devient alors aisé¢ de vérifier que

B(”;fb "-7£n;x17 <y I €1, "'agn) =E"N ﬂ Wajjl<]<€j7xj> — &js <€j’xj> + gj[)

Jj=1
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De méme, si Uy, ..., U, sont des ouverts de R, alors

E*n () W;I(Uj) ={¢e Pk :(x;)elU; Vje{l, ..,n}}

J=1

appartient évidemment & o*(E, E*). L’espace est séparé car R est un produit d’espaces séparés
et tout sous-espace topologique d'un espace séparé est séparé. O

Achevons cette section en montrant que les topologies faibles et faibles-* conferent a F et E*
une structure d’espace vectoriel topologique localement convexe. Pour le montrer, nous allons
utiliser les éléments d’analyse fonctionnelle rappelés en début de section.

Proposition 2.1.13. Si E est un espace de Banach, les applications

pa:x € Ew—supl(€ x)| €0, +o0]
feA

sont des semi-normes pour toute partie finie A de E*. L’ensemble P = {p4 : A C E*, A fini}
est une famille faiblement filtrante de semi-normes et elle induit une topologie Tp qui fait de E
un espace vectoriel topologique localement convexe. Cet espace est topologiquement équivalent a
la topologie faible.

Démonstration. 11 est évident que les applications p4 sont des semi-normes. Montrons que la
famille P est faiblement filtrante, I’espace E muni de la topologie de semi-norme sera locale-
ment convexe vu les rappels en début de section. Soient A;, Ao C E* des ensembles finis. Alors
DA,UA, €st une semi-norme telle que pa, < pa,ua, € pa, < pa,ua,, dou la conclusion.

Montrons que cette topologie est équivalente a o(F, E*). Fixons A une partie finie de E*,
e >0 et x € E. La semi-boule associée a la semi-norme p4 est un voisinage faible de x car

By,(z,e) ={z € E:[{{,z—2)| <e VE€ A} =nNeeas (& 2) — & (& 2) +¢l)

et cette méme égalité montre aussi que tout voisinage faible de x contient une semi-boule
associée a une semi-norme py4 et on conclut que les topologies sont équivalentes. O

Proposition 2.1.14. Si E est un espace de Banach, les applications

pa:é€FE — sug\(f,x}\ € [0, +o0]
S

sont des semi-normes pour toute partie finie A de E. L’ensemble P = {ps : A C E, A fini} est
une famille faiblement filtrante de semi-normes et elle induit une topologie Tp qui fait de E*
un espace vectoriel topologique localement convexe. Cet espace est topologiquement équivalent a
la topologie faible-x.

Démonstration. 11 suffit d’adapter la preuve précédente a la nouvelle semi-norme. O
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2.2 Compacité faible et espaces réflexifs

Pour achever ce chapitre, nous étudions brievement la compacité au sens de la topologie
faible introduite précédemment et établissons un lien avec la réflexivité de I’espace de Banach
considéré. En résumé, deux théoremes clés seront établis : le théoremes de Banach-Alaoglu et
le théoreme de caractérisation des espaces réflexifs. Rappelons la notion de suites généralisées.

Définition 2.2.1. Une suite généralisée de E est la donnée de points z; de E indicés par des
éléments d'un ensemble I muni d’un préordre filtrant. Une suite généralisée est notée (z;);cs.
Un préordre de [ est une relation binaire < sur I qui est réflexive et transitive. Le préordre est
filtrant si pour tout 4, j € I, il existe k € I tel que i < k et j < k. Une suite généralisée (x;);cs
converge vers x dans F si, pour tout voisinage V' de x, il existe ig € I tel que 1 2 i = x; € V.
Plus brievement, on écrira x € lim;c; x; pour indiquer que x est une limite de la suite généralisée.
Lorsque la limite d’une suite généralisée existe et est unique, on notera z = lim;c; x; au lieu
de la notation précédente. Une sous-suite généralisée de (;);cs est une suite généralisée (y;);ecs
telle que, pour tout i¢ € I, il existe jo € J tel que

{J]ii’ief,io j]i}D {yj ] € J,j() jjj}
Voici quelques propriétés importantes des suites généralisées données a titre de rappel.

Proposition 2.2.1 ([40], [43]). Dans un espace séparé, la limite d’une suite généralisée, si elle
existe, est unique.

Proposition 2.2.2 ([40], [43]). Un espace topologique X est compact si et seulement si toute
suite généralisée de X posséde une sous-suite généralisée qui converge vers un point de X.

Proposition 2.2.3 (|40], [43]). Une partie F' d’un espace topologique X est fermée si et seule-
ment si elle contient les limites de ses suites généralisées convergentes.

Proposition 2.2.4 ([43]). Une application f : X — Y entre deux espaces topologiques est
continue en xq si et seulement si, pour toute suite généralisée (z;);c; de E qui converge vers
xo, la suite généralisée (f(x;))icr converge vers f(xo).

La proposition 2.1.3 peut étre formulée pour les suites généralisées. La preuve est identique.

Proposition 2.2.5. Une suite généralisée (x;);c; converge faiblement vers x si et seulement si

lii€r111<£,xi> > (&) YE€EE"

Les suites généralisées devront étre utilisées a la place des suites lorsque la topologie n’est
pas a base dénombrable de voisinages comme c’est le cas des topologies faibles ou faibles-* en
dimension infinie. Intéressons-nous a la compacité de la boule unité duale. Bien qu’elle ne soit
pas nécessairement compacte au sens fort, le théoreme de Banach-Alaoglu nous dit qu’elle est
toujours faiblement-* compacte.

Théoréme 2.2.1 (Banach-Alaoglu, AC, [2]). Si E est un espace vectoriel normé, E* est muni
de la norme duale et si r > 0, alors la boule fermée B = {{ € E* : ||£]l. < r} de E* est
faiblement-+ compacte. En conséquence, toute suite généralisée de B possede une sous-suite
généralisée qui converge faiblement-x vers un point de B.
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Démonstration. Comme £ — 1€ est un homéomorphisme (la multiplication scalaire est continue
vu que la topologie faible-* est une topologie induite par un systeéme filtrant de semi-normes) de
E* dans E* munis de la topologie faible-x, on peut se contenter du cas » = 1. Vu la proposition
2.1.12, la topologie faible-* est la topologie produit induite par R” sur E*. Si on note 7, les
projections de R sur R, alors il est clair que B C [ ez 72(B). Montrons que 7, (B) est compact
dans R pour tout x € E. Pour ce faire, il suffit de montrer que 7, (B) est un borné de R pour
tout x € E. On voit que 7,(B) = {(§,z) : £ € B}. 1l est clair que 7,(B) est borné pour tout
x € F si et seulement si B est ponctuellement borné. Bien sfiir, on a

sup sup [{(&,z)| =sup||¢]l« <1< 40
€€B |lz||<t £€B

et le théoreme de Banach-Steinhaus montre que B est ponctuellement borné. Par le théoreme
de Tikhonov(AC), I'ensemble [[,cp m.(B) est compact. Ensuite, B est faiblement-x fermé.
Soit (&;);es une suite généralisée de B qui converge faiblement-* vers une limite £. Il est clair
que B(1;&; x;277) est un voisinage faible-* de £ pour tout j € N et tout x € F tel que ||z| < 1.
Il existe donc iy € I tel que ig < i = & € B(1;&2;277). Donce, [(§ — & 2)| < 277 sidg < 4.
Comme [(§; — &, z)| > [(€, x)| — (&, )|, on obtient

(€ a) <277 + [(&, @) <1+ 277

pour tout j € N et tout = € E tel que ||z|| < 1. Si j — 400, on obtient finalement [(£,z)| <1
pour tout x € FE tel que ||z|| < 1, ce qui montre que £ € B et que B est fermé. De 14, on

déduit que B est faiblement-* fermé et inclus dans le compact faible-x [[,cp 7.(B). Donc, B
est faiblement-x compact. La conséquence résulte de la proposition 2.2.2. O

Intéressons-nous au probleme suivant : étant donné un espace de Banach F, a quelle condi-
tion l'espace est-il canoniquement isométriquement isomorphe a son bidual 7 Rappelons qu’a
tout espace de Banach, on peut associer une isométrie linéaire injective

J:xeE—J, € B ouJ.(§ = ({x) Ve B
Nous adoptons la définition suivante.

Définition 2.2.2. Un espace de Banach F est réflexif si J est surjectif.

Il est tout a fait légitime de se poser cette question car il existe bel et bien des espaces qui
ne sont pas réflexifs, comme nous allons le voir. Remarquons qu’il existe des espaces qui ne sont
pas réflexifs mais pourtant isométrique et isomorphe a leur bidual (e.g I'espace de James [21]).
C’est pour cette raison qu’on ne s’attache qu’a l'injection canonique J.

Cette question n’est évidemment pas intéressante en dimension finie puisque E est toujours
isomorphe avec son bidual. Il s’agit d’'une question qui n’a d’intérét qu’en dimension infinie.
Pour arriver au théoreme qui nous intéresse, nous allons devoir établir quelques proriétés inter-
médiaires.

Proposition 2.2.6. Si E est muni de la topologie faible et E** de la topologie faible-x, alors
Vinjection J est un homéomorphisme entre (E,0(E, E*)) et (J(E),c*(E*, E*)|7(E))-

5. Ce théoréme affirme que tout produit de compacts est compact [27].
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Démonstration. On sait que c’est une bijection linéaire. Il suffit de montrer que I'application
J : E — J(E) est continue et que son inverse est continu. Soit A une partie finie de £*. On a

pae J(x) =sup (T §)] = sup (£, z)| = pla()
ceA ceA

oll p4 est une semi-norme de la topologie faible-+ de E** et p/, une semi-norme de la topologie
faible de E. On a alors la conclusion. m

Lemme 2.2.1 ([42]). Si E est un espace de Banach tel que E* contient une partie D dé-
nombrable avec Neep ker & = {0} , alors toute partie de E faiblement compacte et munie de la
topologie induite par o(E, E*) est métrisable.

Démonstration. Comme D est dénombrable, nous pouvons supposer que D = {¢,, : m € N}.
Nous pouvons en outre supposer sans restriction que &, # 0 pour tout m € N. De plus, quitte a
diviser &, par sa norme, on peut faire ’hypothese que [|€,, ||« = 1 pour tout m € N. Considérons
I’application

d:(xy)EE><E.—>Z|<§m’2m_>|

m=0

€ [0, 4o0l.
La série intervenant dans la définition de d converge pour tout x,y € E car

[Emz — | HMM! Iz =yl
om om

et la série géométrique 31> 27™ est convergente. De plus, d définit une distance sur E. 1l est
évident que d(x,y) = d(y, ) pour tout x,y € E. Comme

|<€m7x_y>| = |(§m, T — 2) + {Emr 2 — Y)| < |<€m7x_z>| +1{Emy 2 — ¥)l,

on a d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) pour tout z,y,z € E. De plus, on a d(z,y) = 0 < x =y
car N> ker&,, = {0}. Notons 73 la topologie induite par la distance d. Soit K une partie
faiblement compacte de E. Considérons I'application identité idy entre (K,o(E,E*)|k) et
(K, Talx)ffl Cette application est continue. Fixons & > 0 et (2;);e; une suite généralisée de K
qui converge faiblement vers . Alors lim;c; (£, x;) 3 (£, z) pour tout £ € E*. Nous savons que

lim X:Bhﬁgjﬂzo

N—>+oo

Il existe N € N tel que

+oo A
Z |<£mvx:n )| <2
m=N+1 2 2
Comme z; — z, on a (&, ) € lim;er(&m, ;) pour tout m € N. Pour tout m € {0,..., N}, il
existe i,, € I tel que
2Mme

im S0 = [(En,x — )| < NN

6. Si T est une topologie sur X et si Y C X, alors T |y désigne la topologie induite par 7 sur Y, a savoir les
ensembles du type UNY avec U € T.
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Comme le préordre est filtrant, il existe jo € I tel que 79 < jo, ..., iy = jo €t on a

N e —
JoSi= Y |<£m’§; z)l <

DO | ™

m=0

On en tire que d(z;, ) < € si jo =X i. Donc idy est une application continue bijective entre
I'espace compact (K, o(E, E*)|k) et 'espace séparé (K, Ty|k), ¢’est donc un homéomorphisme[]
et la topologie faible est métrisable. O

Théoréme 2.2.2 (Eberlein-Smulian, AC, [42]). Soient E un espace de Banach et K C E. Les
assertions sutvantes sont équivalentes :

(1) K est d’adhérence faible faiblement compacte.

(ii) Toute suite de K posséde une sous-suite faiblement convergente dans E.

(1ii) Toute suite de K posséde un point d’accumulatwnﬁ faible dans E.

Démonstration. (i) = (it) : Soit (2., )men une suite de K et posons X 1’adhérence de ’enveloppe
linéaire de {z,, : m € N}. Il est évident que X est un sous-espace de Banach de E. De plus,
comme X est fermé et convexe, il est aussi faiblement fermé vu la proposition 2.1.9. L’espace X
est séparable car si (Y )mea (ot A C N) désigne une partie libre maximale de (x,,)men (donc
une base de )z, : m € N(), 'ensemble

{> AMtm : A €QVm e A, {m € A: ), # 0} est fini}

meA

est dense et dénombrable dans X. Il est dénombrable car il est égal a D = U,caD,, ou

J=0

et D, est en bijection avec Q". L’ensemble D est évidemment dense dans X car QQ est dense
dans R. On voit en effet que, pour tout élément x de l'enveloppe linéaire réelle de (z,,)men
et tout € > 0, il existe un élément d de D tel que ||z — d|| < ¢ par densité de Q dans R et
Yo :m € N( étant dense dans X, on voit que D est dense dans X. Vu que X est séparable, on
peut trouver une partie dénombrable {y,, : m € N} qui est dense dans X. Quitte a normer les
éléments y,,,, on peut supposer que (¥, )men constitue une partie dense de la sphére unité de
X. Il s’ensuit que X* possede un sous-ensemble dénombrable D tel que Neep ker = {0}. Ce
sous-ensemble est donné par D = {y,, : m € A} ou (y,,)mea désigne une famille d’applications
linéaires continues telles que (y,,,z) < ||z|| pour tout x € X. En effet, il suffit de définir
yr t Ry, — Ropar (Y., 7Ym) = 7||ym|| = r puis de I'étendre a X par le théoreme de Hahn-
Banach. De cette fagon, on a ||y, |« = 1. Si x € X est non-nul et vérifie (y,,, z) = 0 pour tout
m € N, alors il existe m € N tel que ||y, — ”—zHH < 1 par densité sur la sphére unité. Donc,
L= [{yn: ym = )| < W llellym — oyl < llyills = 1, dott absurdité. Done Neep ker§ = {0}
Nous sommes dans les conditions pour appliquer le lemme. L’ensemble K N X est d’adhérence
faible dans X faiblement compacte dans X car K N X Y = KN X N X est faiblement fermé
et inclus dans le compact faible K (I'adhérence ici est celle de la topologie faible). Le lemme

7. Toute bijection continue d’un espace compact dans un espace séparé est un homéomorphisme [27].
8. Si (Zym)men est une suite, alors x est un point d’accumulation de (2, )men si, pour tout voisinage V' de x
et tout m € N, il existe M > m tel que xps € V.
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nous montre que K N X X, muni de la topologie faible de X H, est métrisable. Dans un espace
métrique, nous savons qu'un ensemble est compact si et seulement si de toute suite de cet
ensemble, on peut extraire une sous-suite convergente vers un point de cet ensemble. Comme
(2 )men est aussi une suite de K N X, on peut en extraire une sous-suite (Tk(m) Jmen faiblement
convergente dans X vers une limite x € X. Il s’ensuit que cette sous-suite converge aussi
faiblement dans F vers x. Si £ € E*, alors {|x € X* et donc

im (&, Zrmy) = lm_(E]x, Trm)) = Elx, 7) = (€, 2),

m—-+00 m—-+00

et la proposition 2.1.3 permet de conclure.

(77) = (di7) : C’est évident car toute limite d’une suite est un point d’accumulation de cette
suite.

(7i1) = (i) : Supposons que toute suite de K posséde un point d’accumulation. Par conti-
nuité, pour tout & € E*, toute suite de {(K') posséde un point d’accumulation. Or, dans R, si
(Zm)men posseéde un point d’accumulation z, on construit une suite (y,,)men de la fagon sui-
vante : pour tout m € N, soit y,,, un élément z,, avec k,, > k,,_1 tel que |y,, —z| < (m+1)~L.
La suite (Y, )men est une sous-suite de (z,,)men qui converge vers x. Donc, de toute suite de
¢(K), on peut extraire une sous-suite convergente. Ceci nous montre que &(K) est d’adhérence
compacte et £(K) est donc borné. On a alors sup,cx | J:(§)| < 400 pour tout £ € E*. Par le

théoréme de Banach-Steinhaus, on obtient sup,cx supye). <1 | Jz(€)| = sup,ex [|Tellw < +00, ce
O.* E*7E** A
qui montre que J(K) est borné dans E** et donc J(K) ( ) est compact pour la topologie

o*(E*, E**) par le théoreme de Banach—AlaogluH. Comme J : E — J(FE) est un homéomor-
phisme entre les espaces (E,0(E, E*)) et (J(E),o*(E*, E**)| 7(g)) (proposition 2.2.6), il suffit
de montrer que

U*(E*,E**

T(K) ' J(E)
, y . —— 0" (E*,E**) —o(E,E*)
pour conclure que K est d’adhérence faiblement compacte car J(K) ODJ|K

par continuité de J et KOEFED J1 (j (K )U*(E*’E**)> qui est faiblement compact par conti-
nuité de J 1.

Soit ¢ € j(K)a*(E*’E**). Soit & € E* tel que ||& ]| = 1. On sait que pg, (¢') = [({’, &) | définit
une semi norme de la topologie o*(E*, E**). Il existe 21 € K tel que [(¢( — T, &)| < 1[[T} On
sait que )(,( — Jz, ( est de dimension finie.

Sortons du cadre de la preuve et faisons une remarque d’ordre générale. Supposons que F
est un sous-espace vectoriel de dimension finie dans E**. Dans ce cas, la sphere S = {p €
F : ||¢|l.« = 1} est compacte dans F' car F' est homéomorphe a l'espace euclidien R" pour un

9. Si F est un sous-espace fermé de F, alors o(F, F*) est la topologie induite par o(E, E*) sur F car £ € F*

si et seulement si il existe ( € E* tel que (|r = &.
0 (ET,ETT L e . , , . ,
10. En effet, 7(K) ( ) est un fermé faible- inclus dans une boule fermée centrée en 0 (car il est borné).
(BB _
Cette boule est faiblement-* compacte par le théoréme de Banach-Alaoglu et donc J (K )g ( ) aussi.
11. Rappelons que si F est muni d’une topologie induite par une famille de semi-normes P, alors = € F' si et

seulement si, pour tout p € P et pour tout € > 0, il existe f € F' tel que p(z — f) < e.
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certain naturel n (vu que les normes sont équivalentes). Dans R", les sphéres sont compactes,
donc la sphere unité de F' U'est aussi. Ainsi, {B(¢, 1/4) : ¢ € S} forme un recouvrement ouvert
de S et on sait en extraire un recouvrement fini {B(¢;,1/4) : 1 <i < k}. On en tire que pour
tout p € S, il existe i € {1, ..., k} tel que || — ;]| < 1/4. Comme ¢; est de norme 1, il existe
& € E* avee ||&]« < 1et (p;, &) > 3/4[F Quitte a diviser par [|&]|«, on peut méme supposer
que ||&|l« = 1. Si ¢ € F, alors il existe i € {1, ..., k} tel que H% — @i|l+« < 1/4. On a donc

.61 2 el (160601 = (= = 01.65)]) = Sl

et par conséquent,

. 1
max{|(p, &) 1 <i <k} > §||<P||** Vo € F.

Revenons a la preuve et considérons la construction faite ci-dessus en supposant que F =
V(¢ — Ty (- Tl existe &1, ..., &y € E* tels que [|&]]« = 1 pour tout ¢ € {1,...,n1} et

, 1
max{[{p, &)| 1 1 <@ <m} 2 Sllelle Vo €)¢¢— Tn (.
Nous savons que la famille A; = {&, ..., &,, } définit une semi-norme de la topologie faible-x de

E** & savoir pa, (p) = supgc 4, (0, €)|. 1l existe donc zp € K tel que pa, (¢ — Ta,) < 1/2 vu que
¢ est adhérent a J(K) pour la topologie o*(E*, E**). Autrement dit, on a

mac{|{¢ ~ Ty, €3] 0 Si Smi} < 3

On réitere la petite construction extérieure a la démonstration exposée plus haut pour F' =
Y, ¢ — Ty, ¢ — Tup (- T existe donc &, 41, -, &y, € E* de norme unitaire vérifiant

1
max{|<gp,§z>| iny + 1 S i S n2} Z 5”90”** VSD €>Ca§_ jxug_ jm(

Puis on recommence la procédure. Au final, on obtient une suite (n,,)men, de N strictement
croissante, une suite (Z,,)men, de K et une suite (&, )men de E* de norme unitaire vérifiant

o 1 .
maX{‘(C_jﬂﬁeruéiH-Oglgnm}<m+1 Ym e N ( )

et pour tout m € N,
max{)(,€)] 1 +1 <8 <} 2 Sllgle Vo €6 C— TG Tl ()
Vu I'hypothese (4i7), la suite (2, )men de K admet un point d’accumulation faible x.
Pour conclure cette preuve, montrons que ¢ = J,. Le sous-espace de Banach )z, : m € N(

est fermé et convexe, donc faiblement fermé par la proposition 2.1.9. Comme x est un point
d’accumulation faible de la suite (z,,)men, il s’ensuit aisément que x € )z, : m € N(. De 1a, on

12. En effet, supj¢. <1 [{¢i,§)| = 1 et la borne supérieure peut étre approchée aussi prés que 'on veut. Donc,
il existe £ € E* tel que €. < 1 et [{p;,&)] > 3/4. Quitte a changer le signe de &, on peut supposer que

(pi, &) > 3/4.
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déduit que ¢ — J, est adhérent a )(,( — Joy, ¢ — Ty, (- S 0 €)(, ¢ — Ty s ¢ — T, ---{, alors

(@, &m)| = (1/2)]|l[ pour un certain m € N vu (**). Donc, suppen [{0,&n)| = (1/2)[|¢]ls
pour tout ¢ dans 'adhérence de )(,( — Juy, ¢ — Jays ---(. En particulier,

Sup (€ = Tor €] = 21C = Tal.

meN

En outre, vu (*), on voit facilement que

(€ = T &)l <

sit < mn,,.
m+1 -

On en déduit que

|<C - jxa&l” S |<C - jxm+1a§i>| + |<\7€Em+1 - jzv€z>| <

m+1 + |<€i7wm+1 _CE>|

sii < ny,. Siie Net N >iq il existe n > N tel que [(§,z, —z)| < 1/(N + 1) car x est un
point d’accumulation faible de la suite (,,)men. Donc, pour tout i € N, on a

(¢ — Ty &i)| <

N +1

si N est suffisamment grand. En faisant N — +o0, on obtient (( — 7, &;) = 0 pour tout i € N.
Mais comme sup,;ey (¢ — Tz, &) > (1/2)]|¢ — Tz, on a finalement ( = J, et la preuve est
achevée. O

Ce théoreme nous montre que, malgré la structure d’espace métrique manquante dans la
topologie faible, nous pouvons nous permettre d’utiliser des criteres de compacité en terme de
suites. Ainsi, la topologie garde une certaine richesse, méme si elle contient “moins d’ouverts”
que la topologie d’espace métrique.

Lemme 2.2.2 (AC, [6]). Soient E un espace de Banach, &, ..., , € E* et ry,...,1, € R. Les
assertions sutvantes sont équivalentes :

(1) Pour tout e > 0, il existe x € E tel que ||x|| <1 et [(&,x) — 1| < e pour tout i € {1,...,m}.
(i) On a

<

m
DTt
i=1

m
Z Ti&i
i=1

*
pour tout x4, ..., T, € R.

Démonstration. (i) = (i1) : Soient z1, ..., x,, € R et ¢ > 0. Posons ¢ = |x1| + -+ + |z,]. Vu (4),
il existe z € F tel que ||z]] <1 et [(§,x) — ;] <e. On en tire que

m m
Z l’z<§z, $> - Z TiTy
i=1 i=1

Zmi(@,x} — ;)| < ce.
i—1
Il vient alors

m

>z, )

=1

< + <ce+

m
it
=1

m m
Z TiZi — Z xz<§za $>
i=1 i=1

m
Z T:&;
i=1

*
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Donc, | X7, rixy| < ce 4 || X0, z:&i]|« pour tout € > 0, d’ou la conclusion en faisant tendre
vers 0.

(17) = (i) : Soit € > 0 et définissons I'application linéaire
T:zeEw ((£&1,2), .., (Em,2)) € R™.

On voit facilement que (i) est équivalent a avoir r = (r1,...,7n) € T(B(0,1)). Procédons
par l'absurde et supposons que r ¢ T(B(0,1)). Vu les proposition 1.1.8 et 1.3.3, I’ensemble
T(B(0,1)) est convexe. On sait appliquer le théoréme de séparation forte a {r} et T(B(0,1)).
Il existe z € R™\{0} tel que (z,7) > sup, 7zEn;(®, v). En particulier, il existe ¢ € R tel que
S x> > Y& 2 a; pour tout z € B(0,1). On a alors Y1, rxy > ¢ > | X0 x:(&, 2)|
pour tout z € B(0,1). Finalement, | Y7, rix;| > || X%, ]|+, d’ott une contradiction avec
(i2)- O
Lemme 2.2.3 (Théoréme de Goldstine, AC, [6]). Soit E est un espace de Banach et notons
B = By(0,1) et B,y = By, (0,1) les boules unité fermées de I et E** respectivement. Alors
J(B) est dense dans B pour la topologie o*(E*, E**).

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que J(B) C B par isométrie. Comme B, est
faiblement-* compact (théoréme de Banach-Alaoglu) et comme la topologie faible- est séparée,

* E* 7E** .
I’ensemble B,, est faiblement-* fermé. Donc, on a 'inclusion J (B)(7 ( ) C B,s. Soit ( € B,.
et soit U un ouvert de base de o*(E*, E**) contenant (. Un tel ouvert prend la forme

U={CeFE”: |{{' —u,&)| <e Vie{l,..,m}}

OU [y, .oy by € E*, €1, 0iem > 0 et &, .., &, € E*. Pour tout ¢ € {1,...,m}, posons n; =
g; — [(C — pi, &) et définissons 'ouvert

V={CeE" ('~ &) <m Vie{l,.,m}}

On vérifie sans peine que V' C U. Posons ¢ = m1n(171,. - Mm) €t montrons que VN J(B) # 0.
De cette fagon, UNJ(B) £ 0 et ¢ € J(B)’ TERET pour y parvenir, il suffit de trouver z € B
tel que (T, — (,&)| < € pour tout i € {1,...,m}. Autrement dit, si on pose r; = (¢, &;), il suffit
de trouver z € B tel que [(&;, ) — ;| < e pour tout ¢ € {1,...,m}. Le lemme précédent montre
que c’est équivalent a montrer que | Y7, riz| < || X0 1x@” pour tout xy,...,x, € R. Soit
J*: E* — E** Iinjection canonique de E* dans E***. Puisque ||(||.« < 1, on voit que

(G, &) =

(72,0 <

Te,

kokok

Et ce majorant équivaut a || Yi%, z;&]|« car J* est une isométrie. Le théoréme est démontré. [

Proposition 2.2.7 (AC, [10]). Un espace de Banach E est réflexif si et seulement si la boule
unité fermée B(0,1) est faiblement compacte.

Démonstration. Supposons que 'espace E est réflexif. Dans ce cas, J : E — E** est une iso-
métrie linéaire bijective. On en tire que ||z|| = ||J |« pour tout x € E et que I'image par J de
la boule unité fermée de E est la boule unité fermée de E**. Vu le théoreme de Banach-Alaoglu,
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la boule unité fermée de E** est compacte pour la topologie faible-x. Par la proposition 2.2.6,
J est un homéomorphisme entre £ muni de la topologie faible et E** muni de la topologie
faible-x. Donc, par homéomorphie, la boule unité fermée de E est faiblement compacte.

Supposons a présent que B(0, 1) est faiblement compact. Par homéomorphie, 7 (B(0, 1)) est
compact pour la topologie o*(E*, E**)| 7(g), et par conséquent, faiblement-* compact. Comme
'espace E** muni de la topologie faible-* est séparé, I'ensemble J(B(0,1)) est faiblement-x
fermé. Par isométrie, cet ensemble est inclus dans la boule unité fermée de E**. Par le lemme
2.2.3, J(B(0,1)) est dense dans la boule unité fermée de E** pour la topologie faible-*. Donc,
les boules unité fermées de E et E** sont en bijection. Si ( € E*\{0}, alors il existe z € E
avec ||z|| < 1 et W = J- Donc, ¢ = Jj¢||..2- Le cas ou ¢ = 0 est évidemment trivial. Donc,
J : E — E** est surjectif. O

Mettons bout a bout tous les résultats acquis.

Théoréme 2.2.3 (Caractérisation des espaces réflexifs, AC). Si E est un espace de Banach,
alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) E est réflexif.

(ii) La boule unité fermée B(0,1) est faiblement compacte.

(1ii) Toute suite bornée de E posséde une sous-suite faiblement convergente.

Démonstration. (i) < (i7) : Cela résulte de la proposition 2.2.7.

(it) = (u14) : Si B(0,1) est faiblement compact, alors B(0,r) I'est aussi pour tout r > 0 car
I'application z + rx est un homéomorphisme entre B(0,1) et B(0,r). Donc, si (Z,,)men est
une suite bornée, alors elle est incluse dans une boule fermée qui est faiblement compacte. On
conclut par le théoréeme d’Eberlein-Smulian.

(17i) = (ii) : C’est une application directe du théoréme d’Eberlein-Smulian. O

Corollaire 2.2.1 (|13], AC). L’espace de Banach E est réflexif si et seulement si E* est
réflexif.

Démonstration. Supposons que E est réflexif. Alors E et £** sont isométriquement isomorphes.
On en tire que la topologie faible et faible-x de E* coincident. Il est déja connu que la topologie
faible-x est plus fine que la topologie faible. Considérons un ouvert de base U de o(E*, E**). 1l
prend la forme

U=n_yu; (r;—ej,rj+e) ={€ € B |{u;, &) —rjl <e; Vjie{l,..,n}}

OU U1, oeey fin € B 1y, ooy € Roet g1, ...,6, > 0. Vu que F est réflexif, il existe z1,...,x, € F
tels que py = Joys vy pbn = Jz,,- Donc

U:{geE*Z|<jxj,§>—’l“j|<€j V]G{l,,n}}
={eE :|({x;) —rj| <eg; Vje{L,..,n}}
Donc, U € o*(E, E*). Par le théoreme de Banach-Alaoglu, la boule unité fermée B, de E* est

faiblement-* compacte, donc faiblement compacte. Le théoréme précédent montre alors que E*
est réflexif.
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Supposons que E* est réflexif. La premiere partie de la preuve montre que E** est réflexif
et que o(E*, E***) = o*(E*, E*). Donc, la boule unité fermée B,, de E** est faiblement
compacte. Notons B la boule unité fermée de E. L’ensemble J(B) est un fermé faible (car
il est convexe et fermé par isométrie de J) inclus dans le compact faible B,, de E**. Donc,
J(B) est faiblement compact dans E**, donc dans J(FE) aussi. Par la proposition 2.2.6, les
espaces (E,0(E, E*)) et (E**,0*(E*, E*)|7(p)) = (E**, 0(E**, E**)| 7(p)) sont homéomorphes
via I'application J : E — E**. Il s’ensuit donc que B est faiblement compact et que E est
réflexif. O

Corollaire 2.2.2. Si E est un espace réfiexif, alors la topologie faible et faible-x de E* coin-
cident.

Montrons qu’il existe des espaces de Banach non-réflexifs, comme application de la théorie
développée ci-dessus.

Exemple 2.2.1 ([6]). Considérons E = L'(R") l'espace des fonctions intégrables définies &
égalité presque partout pres. Lorsqu’il est muni de la norme || f||; = g |f(2)|dz, il est connu
que L'(R"™) forme un espace de Banach [39]. Son espace dual est isomorphe et isométrique &
L*>*(R™) (espace des fonctions mesurables bornées sur R" presque partout et définies a égalité
presque partout pres) muni de la norme || f|l« = sup ppegr=|f(2)| [30]. Nous pouvons donc
identifier L'(R™)* & L>°(R"). Par I'absurde, supposons que L'(R") est réflexif. Définissons

i 1 1
Wm = g ] — om+1? W[
pour tout m € N. Notons £ la mesure de Lebesgue dans R". Par construction, il est clair que
(Wm)men est une suite décroissante (pour l'inclusion) d’ouverts de R" vérifiant £(w,,) = 27"
et L(wy,) — 0 si m — +oo. Définissons f,, = Xw,,/|IXw,, ||1- La suite (f,)men est clairement
bornée dans L*(R"). En vertu du théoréme 2.2.3, il existe une sous-suite ( fxm))men de (fin)men
qui converge faiblement vers une fonction f de L'(R"). Autrement dit, pour tout g € L>°(R"),
on a (g, fum)) — (g, f) si m — +o00. On rappelle que I'isomorphisme isométrique entre L' (R"™)*
et L>°(R™) est donné par
T:heL®R") T, € L*R")

avec Tp(u) = [gn u(z)h(x)dx pour tout u € L'Y(R"). 1l s’ensuit que la convergence faible de
(fr(m))men vers f s’exprime

(9, from) = Ty, frm)) = /]R” 9(2) frm)(x) dov — /]R” g(@)f(z) dv sim — +oo

pour tout g € L*(R"™). Il est clair que f,, € L*(R") pour tout m € N. Fixons j € N. On a,
dx

= O £y N W)
kmy X 1 ke

[ o @)y (@) do = |
Il existe M € N tel que M > j et donc L(w; Nwkary) = L(wk(ary). Donc, si m > M, alors
/ Jim) () Xw, (7) do = 2"k(m)£(wk(m)) =1—1 sim— +oo.
RTL

Donc, (X, frxm)) converge vers 1 et vers (x.,, f) lorsque m — +4o0. Donc (f, x.,) = 1 pour
tout j € N. Mais nous savons que fx,, converge simplement presque partout vers 0 lorsque
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j — 400, que |fxw,| < |f] et f € L'(R"). Le théoréme de la convergence dominée nous indique
donc que (f, xu,) converge vers 0 lorsque j — +00, une absurdité. Donc, L'(R") ne peut étre
réflexif.

Remarque 2.2.1. En fait, il est possible de montrer que L'(R™)** est homéomorphe a I’espace
des mesures signées finies finiment additives absolument continues par rapport a la mesure de
Lebesgue [10].

Une classe importante d’espaces réflexifs est donnée par les espaces de Hilbert. Pour le
montrer, nous avons besoin du fameux théoréme de Fréchet-Riesz.

Théoréme 2.2.4 (Théoreme de Fréchet-Riesz, [13]). Si E est un espace de Hilbert muni du
produit scalaire (-,-), alors E est isométriquement isomorphe da son dual via l'application

o:xe B (x,-) € B

Démonstration. Tout d’abord, il résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que (z,-) est continu
pour tout z € E. Bien siir, 'application ® est linéaire. Elle est injective car (z,y) = 0 pour
tout y € E implique que ||z|| = 0 et que x = 0. On montre aussi qu'il s’agit d'une isométrie.

Soit z € E. On a
vli<1 TEE

= [l=l]-

Si |ly|| < 1, alors 'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que |(z,y)| < [|z|/||y|| < [|z]|. Donc,
|P(x)||l« = ||z|| pour tout x € E. Il reste a montrer que ¢ est surjectif. Soit & € E*. Le cas
¢ = 0 étant évident, supposons que & # 0. Soit xy € (ker E)L\{O}. On a (&, z9) # 0. Nous
pouvons méme supposer que (£, z9) = 1, quitte a diviser xg par (£, xo). Dans ce cas, on a
g;?)' Pour un
tel r, il s’ensuit que x = (x — rzg) + ray € ker{ @ Ray. Bien siir, on a aussi ker § "Rz = {0}.
D’ou F = ker& @ Rzy. Finalement, si v = y + rzg avec y € ker§ et r € R, alors

E =ker{ @ Rxg. En effet, si x € F, alors (§,x —rzg) = 0 si et seulement si r = <

(§z) =1 z0) =1 = rizo 2o) _ <H;O||27

Yy+rx >
(0, 7o) ’
ce qui montre que & = ®(zo/||xol?). O
Corollaire 2.2.3. Si E est un espace de Hilbert, alors il est réflexif.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoreme de Fréchet-Riesz. En effet, si
(€ E* et £ € B, alors

(&) = (227(0), &) = (217237 (€), @1 '(€)) = &(27' 231 (C)) = Tp-1051()(€)

oun ®; : £ — E* et &y : E* — E** sont les isométrie du théoreme de Fréchet-Riesz. Donc,
C = ‘7@1_1‘1)2_1(4)' [

13. (ker &)1 étant fermé, on a E = ker £ @ (ker €)1 (voir par exemple [40]) et donc, (ker £)* ne peut étre réduit
a 0 puisque ker & # E.




Chapitre 2. Topologies faibles et espaces de Banach réflexifs 49

Corollaire 2.2.4. Si E est réflexif et si (Tm)men est une suite bornée de E telle que toute
sous-suite faiblement convergente converge vers xy € E, alors (xp,)men converge faiblement
Vers xg.

Démonstration. Par I'absurde, supposons que (x,,)men ne converge pas faiblement vers xq. 11
existe donc un voisinage ouvert faible V' de x et une sous-suite (2x(m))men tels que Ty ¢ V
pour tout m € NE Vu nos hypotheses, la sous-suite (Zj(m))men est bornée et par réflexivité,
on peut extraire une sous-suite (zyx(m)))men faiblement convergente. Vu nos hypotheses, cette
sous-suite converge faiblement vers zy. Donc, il existe N > M tel que xyp ) € V pour tout
m > N, ce qui est absurde. O

Voici un dernier fait important sur les ensembles faiblement compacts.
Proposition 2.2.8. Tout ensemble faiblement compact de E est borné pour la norme de E.

Démonstration. Procédons par I’absurde et supposons que K est un ensemble faiblement com-
pact de £ non-borné pour la norme. Donc, pour tout m € N il existe z,,, € E tel que ||z,,|| > m.
Donc (z,,)men est une suite non-bornée de K. Par le théoréeme d’Eberlein-Smulian, on peut
extraire une sous-suite (xk(m))meN faiblement convergente vers un point zy de K. Autrement
dit,

lim |<§,£Ek(m) — Qfo>‘ =0 V¢e E™.

m——+00

On en tire que ((§, Zx(m)))men est borné pour tout £ € £*. Donc,

supé\(g,xk(m)ﬂ <400 VEEE.
me

Cette égalité est équivalente a ce que

sup sup (&, Ta(m))| = SUD | Ty [lex = 80P [[im) || < +-00
meN ||¢|[.<1 meN meN

par le théoreme de Banach-Steinhaus, ce qui est absurde vu que sup,, ey || Zr(m) || > sup,,ey k(m) =
+00. O

14. On sait qu'il existe My € N tel que zpg, ¢ V. Ensuite, il existe My > My tel que xpy, ¢ V. Par récurrence,
on sait alors construire la sous-suite (Zp(m))men telle que xy () = xar,, ¢ V pour tout m € N.



2.2. Compacité faible et espaces réflexifs

50




Chapitre 3

Fonctions convexes et transformées de
Legendre

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de fonctions convexes définies sur des parties
d’un espace de Banach E. Ensuite, nous établirons les propriétés concernant la stabilité de la
convexité par rapport a diverses opérations effectuées sur des fonctions convexes. Ces fonctions
jouissent aussi de belles propriétés de régularité qu’il conviendra d’établir. Nous verrons que ces
fonctions, lorsqu’elles sont différentiables, peuvent étre caractérisées a ’aide de leurs dérivées,
comme c’est le cas en analyse classique dans R". Une classe importante de fonctions convexes
est donnée par les fonctions convexes semi-continues inférieurement. Celles-ci bénéficient d’un
résultat qui les caractérisent par leur épigraphe, comme nous le verrons. Nous introduirons
le calcul sous-différentiel pour traiter des cas ou une fonction convexe est non différentiable.
Enfin, nous définirons la transformée de Legendre de fonctions et démontrerons ses principales
propriétés. Tout au long de ce texte, nous considérerons des fonctions f a valeurs dans la droite
réelle étendue R = R U{—o0, +00}. Durant ce chapitre, nous désignerons par X un espace lo-
calement convexe muni d'un systeme fondamental de semi-normes P et les espaces de Banach
seront, comme d’habitude, notés E.

Notre référence principale est [32]. Pour approfondir quelques-uns des résultats, nous utili-
sons [4]. L’auteur de cette derniére référence travaillant dans des espaces de Hilbert, nous avions
dii adapter certaines des preuves qui y sont présentées. Néanmoins, nous nous détachons de ces
ouvrages une fois que I'on aborde la transformée de Legendre. Nous utilisons alors des idées de
[44] et [37]. Comme d’habitude, on pourra aussi consulter I'intemporel [35].

3.1 Définition et propriétés de base des fonctions convexes
Commengons par définir la notion de fonction convexe.
Définition 3.1.1. Soit f : X — R une fonction. Son domaine eﬁectz’ est défini par
dom(f) ={z € X : f(z) < +o0}

et son épigraphe par
epi(f) ={(z,y) € X xR:y > f(x)}.

1. Par abus de langage, on dira simplement que c’est le domaine de f.

51
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Son épigraphe strict est I’ensemble

epiy(f) = {(7,y) € X xR:y > f(x)}.

La fonction f sera dite propre lorsque f(x) > —oc pour tout x € X et dom(f) # 0. Si 'une
des conditions n’est pas respectée, la fonction est impropre.

Avant de poursuivre, insistons sur le fait que nous gardons un certain degré de généralité,
méme si f est supposé défini sur X. Si g est une fonction définie sur une partie V de X, il
suffit d’étendre g a X en posant g(z) = +oo pour tout ¢ V. Ceci nous procure une fonction
qui coincide avec g sur V' et qui a un domaine effectif égal au domaine de g. Nous pouvons
introduire la notion de fonctions convexes.

Définition 3.1.2. Une fonction f : X — R est conveze si et seulement si epi(f) est convexe
dans X x R.

En fait, on peut se contenter de vérifier que I’épigraphe strict est convexe pour montrer la
convexité d'une fonction.

Proposition 3.1.1. Une fonction f : X — R est conveze si et seulement si epi,(f) est convexe
dans X x R.

Démonstration. Si f est convexe, alors epi(f) est convexe. Soient (z,y) € epi,(f), (z/,y) €
epiy(f) et A € [0,1]. Comme epi(f) est convexe, on a A(z, f(x)) + (1 — \)(2/, f(z)) € epi(f),
cest-a~dire f(Ax + (1 — N)z’) < Af(z) + (1 — N)f(2') < Ay + (1 — N)y/, ce qui montre que
Az, y) + (1 =N, y') € epiy(f).

Supposons que epi,(f) est convexe et soient (z,y), (z/,y') € epi(f) et X € [0,1]. Il est clair
que, pour tout € > 0, on a (z,y+¢), (2',y +¢) € epiy(f). Donc, Az, y+¢e)+(1—=N)(a’,y +¢) €
epiy(f). On obtient f(Ax + (1 — N)a') < Ay + (1 — A)y’ + € pour tout € > 0. En faisant tendre
e vers 0, on obtient A\(x,y) + (1 — A)(2', ') € epi(f). Ceci conclut la preuve. O

Voici un critere permettant de vérifier aisément la convexité d’une fonction.

Proposition 3.1.2. Une fonction propre f : X — R est conveze si et seulement si

fOz+ (1= Ny) < Af(x) + (1= f(y)
pour tout x,y € X et tout \ € [0, 1].

Démonstration. La condition est nécessaire : Supposons que f est convexe. Soient x,y € X et
A € [0,1]. Si z,y € dom(f), alors f(x), f(y) € R. Donc, (z, f(z)) et (y, f(y)) appartiennent a
epi(f). Par convexité, on a A(z, f(z))+ (1 =N (y, f(y)) = A+ (1T=Ny, \f(x)+(1=N)f(y)) €
epi(f). Par définition de I'épigraphe, on a l'inégalité recherchée. Si x ou y n’appartient pas a
dom(f), alors le second membre de 'inégalité dans I’énoncé est infini et on peut directement
conclure.

La condition est suffisante : Soient (x,y) et (2/,y’) des éléments de epi(f) et A € [0, 1]. On
ay > f(z) ety > f(z). Donc, Af(z) + (1 = \)f ( ") < Ay + (1 — N)y'. Par hypothese, on a
fAzx+ (1= Na2') < Af(z) + ( A f(z). Done, f(Ax + (1 —N)z') < Ay + (1 — Ny et par
conséquent A\(z,y) + (1 — X) (2, y') € epi(f). O
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Une autre fagon de voir la convexité est I'inégalité de Jensen.

Proposition 3.1.3 (Inégalité de Jensen). Une fonction propre f est convexe si et seulement si

f<zm1 Aﬂz’) < g;)\zf<xz)

pour tout m € N, tout \y, ..., N\, >0 avec \y +---+ N\, =1 et tout x4, ..., x,, € X.

Démonstration. La condition est nécessaire. Par la proposition 1.1.1, epi(f) est convexe si et
seulement si il est stable par combinaison convexe. Donc, >, A;(z;, f(z;)) € epi(f). On en
déduit immédiatement l'inégalité par définition de I’épigraphe. La suffisance de la condition est
évidente en appliquant la proposition 3.1.2 car les inégalités de la proposition 3.1.2 sont des cas
particuliers des inégalités de I’énoncé. n

Donnons quelques exemples élémentaires de fonctions convexes. Les vérifications sont im-
médiates grace a la proposition 3.1.2.

Exemple 3.1.1. Les fonctions suivantes sont convexes :
(i) Si C est un convexe de E, alors sa fonction indicatrice 6 définie par

§C(ZE) =

0 sizxeC
+00 sinon

est convexe. On voit facilement que dom(d¢) = C.

(ii) Toute forme linéaire £ est convexe et dom ¢ = E.

(ili) Toute semi-norme p : £ — [0, 400[ est convexe. En particulier, toute norme est convexe.

Leur domaine est évidemment E.

(iv) Toute application de la forme z € F +— (£, x) + b avec £ € E* et b € R est convexe. Ce

sont les fonctions affines a valeurs dans R.

Nous voyons que le domaine calculé dans ces exemples est toujours convexe. En fait, ce
phénomene se généralise a toutes les fonctions convexes.

Proposition 3.1.4. Si f: X — R est une fonction convexe, alors dom(f) est conveze.

Démonstration. Le cas ou dom(f) = @ est trivial, supposons donc que le domaine n’est pas
vide. Soient z, 2’ € dom(f) et A € [0, 1] et montrons que f(Ax+(1—A)z') < +o00. Par définition
du domaine, il existe y €] f(x), +oo[ et ¥ €]f(z’), +oo[. On a (z,y), (2',y') € epi(f) et comme
f est convexe, on obtient (Az + (1 — A)a’, Ay + (1 — A\)y’) € epi(f). Donc,

fOz+ (1 =N2") < y+ (1= Ny < +oo,
ce qui montre que Az + (1 — A\)2’ € dom(f). O

Débarassons-nous d’abord de la notion de fonction impropre en montrant le peu d’intérét
que ces fonctions présentent dans le cadre des fonctions convexes. La proposition suivante
montre que les fonctions convexes impropres valent —oo en tous points de l'intérieur relatif du
domaine.
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Proposition 3.1.5. Si la fonction f : X — R est conveze et impropre, alors f(x) = —oo pour
tout x € dom(f)°r

Démonstration. Supposons que f est convexe et impropre. Le cas ou dom(f) = () étant trivial,
on ne traite que le cas non-vide. Il existe o € dom(f) tel que f(zy) = —oo. La proposition
précédente montre que dom(f) est convexe. Soit x € dom(f)°®\{zo}. Procédons par I’absurde
et supposons que f(z) € R. Nous savons que [zg,x] est inclus dans dom(f). Mais vu que
z € dom(f)°r, il existe € > 0 tel que [zg, x + £(x — z¢)] C dom(f). Par convexité, nous savons
que [(zg, —m), (z + e(x — x¢), f(x + e(x — x0)))] C epi(f) pour tout m > 0. De 14, on obtient

fAzo+ (1 =N (z+e(x—x))) < =Adm+ (1 =\ f(x + ez — x0))

pour tout A € [0, 1] et tout m > 0. Si m — +o00, on voit que f(Azg+(1—N)(z+e(x—1x0))) = —00
pour tout A €]0, 1]. En particulier, pour A = ¢/(1+4¢),on a f(x) = —oo, d’ott une absurdité. [

On voit que les fonctions impropres sont des cas trés pathologiques et d'un intérét tres limité.
C’est pourquoi nous allons nous contenter de n’étudier que les fonctions convexes propres.
Comme on peut s’en douter, une fonction est entierement définie par son épigraphe.

Proposition 3.1.6. Deuz fonctions [ et g sont égales si et seulement si epi(f) = epi(g).

Démonstration. 11 est clair que (f = ¢g) = (epi(f) = epi(g)). Montrons la réciproque. Soit
r € X.Si f(xr) = —o0, alors (z,y) € epi(f) = epi(g) pour tout y € R. Donc, g(z) < y pour
tout y € R et g(x) = —o0. Si f(x) = +oo, alors (z,y) ¢ epi(f) = epi(g) pour tout y € R.
Done, g(z) = 4o0. Enfin, si f(z) € R, alors (z, f(z )) € epi(f) = epi(g). Donc, f(z) > g(x). Si
on n’a pas I'égalité, alors il existe y E]g( ), f(z)] et (z,y) € epi(g)\ epi(f), ce qui est absurde.
On en conclut que f(z) = g(z) pour tout = € X. O

Nous pouvons munir I’ensemble des fonctions définies sur £ & valeurs dans R d’une relation
d’ordre < définie par

f = g < epi(f) D epi(g).

Il est évident qu’il s’agit bien d'une relation d’ordre sur R™. Nous allons montrer que tout en-
semble ayant les caractéristiques d’un épigraphe de fonction donne lieu a une nouvelle fonction.

Définition 3.1.3. Une partie U de X x R est un épigraphe si et seulement si elle vérifie la
propriété suivante : z € X,y € R, (z,y) € U = (z,¢') e U Yy >y.

La proposition qui suit est évidente.

Proposition 3.1.7. Toute union d’épigraphes est un épigraphe et toute intersection d’épi-
graphes est un épigraphe.

Assez naturellement, on peut regarder ce qu’il en est des opérations d’espace vectoriel.

Proposition 3.1.8. Si Uy et Uy sont des épigraphes et A\ > 0, alors Uy + Uy et \U; sont
des épigraphes. En particulier, toute combinaison linéaire a coefficients strictement positifs
d’épigraphes est un épigraphe.
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Démonstration. Soient (z1,y1) € Uy, (x2,y2) € Uy et y > y; + yo. 11 faut montrer que (z; +
To9,y) € Uy + Uy. Comme y — y; > yo et Uy est un épigraphe, on a (x2,y — y1) € Us. Au final,
on a (x; + x2,y) = (x1,11) + (22,y — 1) € Uy + Us et Uy + Uy est un épigraphe. Supposons
que (z,y) € Uy et soit ¥ > Ay. On a y'/\ > y et comme U; est un épigraphe, on obtient
(x,y'/N) € Uy, dou (Az,y') € \U;. O

Proposition 3.1.9. Si U est un épigraphe, alors U et U° sont des épigraphes.

Démonstration. (i) U est un épigraphe : Soient (z,y) € U et 3 > y. On sait que (z,y) est
limite dans X x R d’une suite généralisée ((x;,y;))ier de U. Nous savons que y; +y' —y > v;
pour tout i € I. Vu que U est un épigraphe, ((z;,y; +y —y))ies est une suite de U qui converge
vers (z,y'). D’ou (x,y') € U.

(71) U° est un épigraphe : Soient (x,y) € U° et y' > y. Il existe € > 0 tel que B(x,e)x]y —
e,y+e[C U. Comme U est un épigraphe, on a méme B(x,¢) x|y —e, +oo[C U et par conséquent,
y' €]y —e,4o00[. D'ou (x,y") € U°. O

Voici une proposition qui montre comment nous pouvons construire une fonction qui se
rapproche au mieux d’un épigraphe donné.

Proposition 3.1.10. Si U est un épigraphe dans X X R, alors il existe un élément f € RY
mazimum pour = tel que U C epi(f). Si, de plus, U est fermé dans X x R, alors U = epi(f).

Démonstration. On définit f(z) = inf{y € R: (z,y) € U} pour tout x € X. Si (z,y) € U alors,
par construction, y > f(x) et donc (x,y) € epi(f). Ceci montre que U C epi(f). Supposons
que g € R vérifie U C epi(g). Donc, pour tout (z,y) € U, on a y > g(x). Vu la définition de
f, on a clairement f(z) > g(z). Si (z,y) ¢ U pour tout y € R, alors f(z) = inf() = +oo et
f(x) > g(z). Comme f(z) > g(x) pour tout x € X, on a bien g = f. Supposons U fermé et
soit I’élément maximum f tel que U C epi(f). Soit (z,y) € epi(f). Par construction, f(x) =
inf{y’ e R: (z,y) € U}. Si f(x) € R, il existe une suite ((, Ym))men de U telle que y,, — f(z)
si m — +o00. Donc, ((z, Ym))men est une suite de U qui converge vers (z, f(x)) € E xR. Vu que
U est fermé, on a (z, f(z)) € U. Puisque y > f(x) et U est un épigraphe, on obtient (z,y) € U.
Si f(z) = —o0, alors (z,y') € U pour tout ¢y € R par définition de f. Donc, (z,y) € U. On
peut conclure que U = epi(f). O]

La fonction maximale associée a un épigraphe U sera simplement notée fonc(U). Par construc-
tion, on a toujours U C epi(fonc(U)). Si un épigraphe est convexe, alors son unique fonction
associée est convexe aussi.

Proposition 3.1.11. Si U est un épigraphe convexe, alors fonc(U) est une fonction conveze.

Démonstration. Soient (x,y), (2',y’) € epi(fonc(U)) et A € [0, 1]. Il faut montrer que fonc(U)(Az+
(1 —=XN)a') <Ay + (1 —A\)y'. Mais par définition, on a
fonc(U)(Ax + (1 = N)2') =inf{z e R: Az + (1 = N)2',2) e U}
<inf(MzeR:(z,2) eU}+ (1= AN){zeR:(2,2) e U})
<A inf{z€R:(z,2) eU}+(1—-Ninf{zeR: (2, 2) e U}
<Ay+(1=N)y

d’ou la conclusion. O
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Etablissons des résultats qui montrent comment nous pouvons construire de nouvelles fonc-
tions convexes a partir de fonctions convexes déja connues.

Proposition 3.1.12. Si f; € RY sont des fonctions convexes propres pour tout i € I, alors
sup;c;(fi) est une fonction conveze.

Démonstration. Pour la convexité, il suffit de remarquer que epi(sup;c;(fi)) = Nierepi(fi) et
d’utiliser la proposition 1.1.2. O

Remarquons au passage que si f; est propre et convexe pour tout ¢ € I, alors sup;c;(f;)
n’est pas forcément propre comme en atteste 'exemple f; = i sur E avec ¢+ € N. On pourrait
aussi se demander si, dans les conditions de la proposition précédente, la fonction inf;cr(f;)
est convexe. Il n’en est rien car il est facile de construire des contre-exemples. Dans le méme
esprit que pour montrer qu’une union de convexes n’est pas convexe, considérons les fonctions
ilndicatrices (imlet Oz, avec Ty # o. On.a‘ inf(0z,,00,) = Oy ,20} €L 5{351.@2}(‘%) = +o<? >0 =
50(z1,22} (T1) + 50(21,2,3(22) et la proposition 3.1.2 montre que la fonction inf(d,,, d,,) n’est pas
convexe. Néanmoins, toute fonction est minorée par la fonction convexe valant —oco en tout
point. On peut donc s’intéresser a la plus grande fonction convexe qui minore une fonction

donnée au sens de la relation d’ordre < introduite plus haut.

Définition 3.1.4. Si f € KX, alors son enwveloppe convexe est la fonction convexe g telle que
g = f qui est maximale pour <. L’enveloppe convexe de f sera notée conv(f) .

Il faut cependant vérifier que la fonction convexe conv(f) est unique.

Proposition 3.1.13. §i f € RY est propre, alors conv(epi(f)) est un épigraphe et

conv( f) = fonc(conv(epi(f))).
De plus, dom(f) C dom(conv(f)).

Démonstration. Soient (x,y) € conv(epi(f)) et ¥’ > y. On sait par la proposition 1.1.4 que

(z,y) peut s’écrire

(z,y) = Z)\z(ffuyz)
i=1
avec A, ;A\, > 0, A+ -+ Ay = 1 et (21,91)5 -5 (T, Ym) € epi(f). Quitte & enlever les
A; nuls, on peut supposer que chaque \; est strictement positif. Donc, (z,y) € >, s epi(f)
et cet ensemble est un épigraphe car c¢’est une combinaison linéaire a coefficients strictement
positifs d’épigraphes. Il s’ensuit que (z,y") € 1%, A\; epi(f) C conv(epi(f)). Donc, conv(epi(f))
est bien un épigraphe.

Nous savons que

conv( f) = fonc(conv(epi(f))) < epi(conv(f)) = epi(fonc(conv(epi(f))))

par la proposition 3.1.6. Par définition, on a conv(f) =< f, c’est-a-dire epi(conv(f)) D epi(f).
Comme epi(conv(f)) est convexe et contient epi(f), on a conv(epi(f)) C epi(conv(f)). Nous
savons que conv(epi(f)) C epi(fonc(conv(epi(f)))). Donc, conv(f) est une fonction dont I’épi-
graphe contient conv(epi(f)) et fonc(conv(epi(f))) est une fonction d’épigraphe contenant
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conv(epi(f)) et qui est maximale. Donc, sup(conv(f), fonc(conv(epi(f)))) est une fonction d’épi-
graphe epi(conv(f))Nepi(fonc(conv(epi(f)))) contenant conv(epi(f)) et telle que fonc(conv(epi(f))) =
sup(conv( f), fonc(conv(epi(f)))). Par maximalité, on a

f), fonc(conv(epi(f)))) = fonc(conv(epi(f))).

(
Donc, epi(fonc(conv(epi(f)))) = epi(conv(f)) N epi(fonc(conv(epi(f)
epi(conv(f)) D epi(fonc(conv(epi(f)))), i.e. conv(f) < fonc(conv(epi
fonc(conv(epi(f))) =X f car

sup(conv

)) et par conséquent

)
(f))). On a aussi

epi(f) C conv(epi(f)) C epi(fonc(conv(epi(f))))

et vu la proposition 3.1.11, la fonction fonc(conv(epi(f))) est convexe. Par maximalité de
conv(f), on a alors conv(f) = fonc(conv(epi(f))).

L’inclusion dom( f) C dom(conv(f)) résulte de ce que conv(f) < f. O

Nous poursuivons I’étude en examinant ce qu’il en est du produit cartésien d’un nombre fini
de fonctions convexes. La proposition qui suit est évidente.

Proposition 3.1.14. Soient f; € @Xl, ooy fm € R des fonctions convexes propres définies
sur des espaces vectoriels Xy, ..., X,,. Alors la fonction produit x[*,f; : X1 x --- x X, = R
définie par (X fi)(x1, ooy Tm) = S0y filwy) pour tout x1 € X, ...,z € X, est convexe propre.

En ce qui concerne les combinaisons linéaires de fonctions convexes, nous avons facilement
les propriétés suivantes en appliquant la proposition 3.1.2.

Proposition 3.1.15. Soient f et g des fonctions convexes propres sur X et X > 0. Alors
f+g et \f sont convexes. En conséquence, toute combinaison linéaire a coefficients positifs de
fonctions convexes propres est une fonction conveze.

Proposition 3.1.16. Soient X etY des espaces vectoriels. Si f € RY est propre et convexe et
siT:Y — X est une application linéaire, alors f oT" est une fonction conveze sur'Y .

Proposition 3.1.17. Si f € RY est propre et conveze et si g : R — R est une fonction propre
convexe croissante, alors g o f est une fonction convexe.

Remarque 3.1.1. Insistons sur le fait que f + g, f ol et g o f ne sont pas nécessairement
propres dans les trois propositions précédentes ! Donnons-en quelques contre-exemples. Si f = g
et g = d, avec x # 0, alors f + g = +oo. Dans R?, si f = don et T : R — R? est défini par
T(y) = (y,0), alors f(T'(y)) = f(y,0) = +oo pour tout y € R. Si g(x) = €* pour tout
r €] — 00,0], g(xr) = +o0 si x €]0,+o0[ et f = 1, alors g est propre convexe croissant, f est
propre convexe et g o f = 4o00.

Comme il a été dit, nous pouvons construire de nouvelles fonctions a ’aide des épigraphes.
Nous pouvons définir une nouvelle opération sur des fonctions.

Définition 3.1.5. Soient f,g € R™ deux fonctions propres. L’inf-convolution de f et g est la
fonction dont 1’épigraphe contient la somme des épigraphes de f et de g et qui est maximale
pour <. Autrement dit, c¢’est la fonction

f ® g = fonc(epi(f) + epi(g)).
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Proposition 3.1.18. 5i f,g € RY sont propres et convexes, alors f g =9g@ f, fD g est
convexe et

(f ®g)(x) = inf f(2) +g(z —2) = inf fz—2)+g(z) VoeX
De plus, on a

epi,(f @ g) = epiy(f) +epig(g) et dom(f @ g) = dom(f) + dom(g).

Démonstration. La commutativité de @ est évidente vu la définition 3.1.5. La convexité de
f @ g résulte directement des propositions 1.1.6 et 3.1.11. Montrons la formule. Par définition,
on a

(f @ g)(z) =inf{y € R: (z,y) € epi(f) + epi(g)}
=inf{y € R: 3(xy,11) € epi(f) I(xe,y2) € epi(g), v =v1 + y2, 0 = 1 + T2}
=inf{yy +yo € R:Jry € X o € X, = =21 + 29, (x1,71) € epi(f), (x2,y2) € epi(g)}
=inf{y; +yp € R:Fry € X s € X, = =11+ 29, f(x1) < y1,9(x2) < 9o}
=inf{yy +yp € R: 1 € X, f(z1) <wyp,9(x —x1) < yo}
= inf f(a1) + gl — 1),

Soient (z,y) € epiy(f) et (2',y) € epiy(g). On a f(x) + g(2’) < y+ ¢ et donc inf.cx f(2) +
glr+2' —2) <y+y, cest-a-dire (f®g)(x+2') <y+y. Dou(x+2',y+y) € epi,(f D g).
Enfin, si (z,y) € epi,(f @ g), alors inf,cx f(2) + g(z — z) < y. Dong, il existe z € X tel que
f(z)+g(x—2z) <y.Soit e > 0 tel que f(2)+g(x—2)+2¢ < y. On pose X, = f(z)+g(x—2)+e.
Nous savons que (z, X. — g(z — 2)) € epiy(f) et que (x — 2z, X. — f(2)) € epiy(g) vu l'inégalité
f(z)+g(x—2) < X.. On en tire que (z,2X. — f(2) —g(x —2)) = (2, X. +¢) € epi,(f)+epi,(g).
Comme X, +¢ < y, on a finalement (x,y) € epi,(f)+epi,(g) par la proposition 3.1.8. Enfin, on
voit que x € dom(f @ g) si et seulement si il existe z € F tel que z € dom(f) et z—2z € dom(g).
Ceci est équivalent a dire qu’il existe z € dom(f) et y € dom(g) tels que = y + z. Donc,
dom(f @ g) = dom(f) + dom(g). O

Nous verrons que cette opération peut étre utilisée afin de régulariser des fonctions. De la
proposition précédente, nous savons déduire facilement de nouvelles fonctions convexes. Voici
un exemple classique.

Exemple 3.1.2. Si C est un ensemble convexe de E, f = || - || et g = d¢, alors
(f ®g)(x) = inf [l — z|| +d¢(2) = inf ||z — z|| = d(z, O).

Par conséquent la fonction z € E — d(z,C') € [0, +00] est convexe.
Voici une autre propriété qui nous sera utile.

Proposition 3.1.19. Soient X et'Y deux espaces vectoriels topologiques localement convexes
et f: X XY — R une fonction propre convexe. Alors la fonction g : X — R définie par

g(x) = inf f(z,y)

yey

est convexe.
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Démonstration. Soient (1, 21), (x2,22) € epi(g) et A € [0,1]. Pour tout y1,y2 € Y, on a par
convexité

SOz + (1= Nag, Ayr + (1= Nyo) < Mf(z1,91) + (1= X) f(22, 52)-

Il en découle que
inf fQAzr+ (1= Naz,y) < M(eny) + (1= N f(22,52) Y €Y

et donc g(Azy + (1 — N)za) < Ag(x1) + (1 — A)g(xe) < Az + (1 — A)zy en passant a la borne
inférieure sur y; et y, dans Y. [

En plus du domaine et de 1’épigraphe, nous pouvons associer d’autres ensembles a une
fonction. Nous adoptons la définition suivante.

Définition 3.1.6. Soient f : X — R une fonction et » € R, alors la section de f en r est
I’ensemble

L. (f)={zeX: f(z)<r}.

Proposition 3.1.20. Si f € RY est une fonction convexe propre, alors I',.(f) est convexe pour
tout r € R.

Démonstration. Soient x,y € I'.(f) et A € [0, 1]. Nous avons alors
fOz+ (1 =Ny) <Af(@) + (A =Nf(y) <A+ (1 =Nr=r
et donc Az + (1 — Ny € I'.(f). O

Il est évident que la réciproque est fausse (par exemple, f(z) = \/|97| pour tout z € R).
Une fonction f dont les sections I',.(f) sont convexes pour tout r € R est qualifiée de fonction
quasi-convexe. Si les inégalités de la proposition 3.1.2 sont strictes lorsque z,y € dom(f) et
x #y et A €]0, 1], on dira que la fonction est strictement conveze .

3.2 Convexité et semi-continuité

Dans cette section, nous étudions quelques propriétés des fonctions convexes vis-a-vis de la
semi-continuité. Rappelons que E désigne un espace de Banach arbitraire, X un espace vectoriel
topologique localement convexe et P un systeme fondamental de semi-normes de X.

Définition 3.2.1. Si f : X — R est une fonction et zy € X, alors les limites inférieure et
supérieure de f en xzy sont définies par

liminf f(z) = supinf{f(x) : p(x — x) < €}

T—T0 e>0
peEP

et
limsup f () = inf sup{ f(x) : p(x — 20) < <}

T—T0 pEP
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Définition 3.2.2. Une fonction f : X — R est semi-continue inférieurement (abrégé sci) en
o € X si et seulement si, pour tout € > 0, il existe n > 0 et p € P tels que

plz —x9) <= f(z) > fxg) —e.

De fagon analogue, on dira que f est semi-continu supérieurement (abrégé scs) en x si, pour
tout € > 0, il existe n > 0 et p € P tels que

p(x —x0) <n = f(x) < f(xo) + ¢

Une fonction f est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) si elle est semi-continue
inférieurement (resp. supérieurement) en chaque point de X.

Voici une autre fagon de formuler la semi-continuité en terme de limites.

Proposition 3.2.1. Une fonction f : X — R est semi-continue inférieurement en o si et
seulement si f(xo) = liminf, ., f(z).

Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons que f est sci en zg. Il est trivial que
liminf, ., f(x) < f(xq). Par hypothese, si € > 0, il existe n > 0 et p € P tels que

plr —x0) <n= f(x) > f(zg) — ¢
et donc f(zo) < e +infyu_s)<y f(2) < €+ liminf,,,, f(z). Comme € > 0 est arbitraire, on a
f(zo) < liminf, ,,, f(x).

La condition est suffisante. Supposons que

f(zo) = liminf f(z) = supinf{f(z) : p(x — z0) < n}.

T—T0 ,’7>0
peEP

Fixons € > 0. Par les propriétés de la borne supérieure, il existe n > 0 et p € P tels que

f(xo) —inf{f(z) : p(x — z0) <n} <e.
Si p(x — xy) <, alors f(zg) —e < f(z), d’ou la conclusion. O
En procédant de facon analogue, on peut aussi démontrer la propriété suivante.

Proposition 3.2.2. Une fonction f : X — R est semi-continue supérieurement en xq si et
seulement si f(xo) = limsup,_,,, f(z).

A partir de ces résultats, il est facile de démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.2.3. Toute combinaison linéaire a coefficients positifs de fonctions semi-continues
inférieurement propres est une fonction semi-continue inférieurement.

Voici une caractérisation de la semi-continuité inférieure en terme d’épigraphe.

Proposition 3.2.4 ([32]). Soit f : X — R une fonction. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) La fonction f est semi-continue inférieurement.

(ii) L’épigraphe epi(f) est un ensemble fermé de X x R.

(iii) Pour tout r € R, la section I',(f) est fermée dans X.
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Démonstration. (i) = (ii) : Montrons que le complémentaire de epi( f) est ouvert. Soit (z¢, yo) ¢
epi(f). Donc, yo < f(zo). Soit € > 0 tel que € < f(xg) — yo. Par semi-continuité, il existe
n>0etpe P tels que p(v —x9) < n = f(z) > f(xyg) —e > yo. Autrement dit, on a
B, (z0,n)x] — 00, f(z0) — ¢ est un voisinage de (x,yo) inclus dans Cepi(f).

(11) = (i4i) : L’application
tire X (x,r)e X x{r}

est un homéomorphisme [27]. Comme epi(f) et X x {r} sont fermés et T'.(f) = ¢~ !(epi(f) N
(X x {r})), la section I',.(f) est fermée.

(7it) = (i) : Soient zp € X et ¢ > 0. Si f(zg) = —
proposition 3.2.1 en utilisant I'inégalité liminf, ,,, f(z) <
v € R tel que v < f(xg). On a zo ¢ I'y(f). Puisque I',(f) est fermé, il existe n > 0 et p € P
tels que By(zo,n) € X\I'1(f). Donc, p(x — z9) < n = f(x) > . Par conséquent, pour tout
v €] — 00, f(xg)], il existe n > 0 et p € P tels que inf{f(x) : p(x — x9) < n} > 7. On en tire
que pour tout vy €] — oo, f(xo)[, on a liminf,_,,, f(z) > v, donc liminf, ., f(x) = f(zg), d’ou
la conclusion. [

, alors la fonction est sci vu la
( 0). Si f(xg) €] — 00, +00], soit

Ceci nous permet d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 3.2.5. Si {f; : i € I} est une famille de fonctions propres semi-continues infé-
rieurement sur X, alors sup,c; fi est une fonction semi-continue inférieurement.

Démonstration. Cela résulte de I’égalite epi(sup,c; fi) = Nierepi(fi) et de la proposition précé-
dente. =

Bien entendu, toutes les fonctions ne sont pas semi-continues inférieurement. Le résultat
qui suit nous permet de construire aisément de telles fonctions a partir d’'une fonction donnée
de facon assez naturelle.

Définition 3.2.3. Soit f : X — R une fonction propre. La régularisation semi-continue infé-
rieure de f (abrégée régularisation sci de f), notée f, est définie par la fonction

f = fonc(epi(f)).

Ces fonctions jouissent des propriétés suivantes.

Proposition 3.2.6 ([4]). Soit f : X — R une fonction propre. Alors
(i) epi(f) = epi(f).

(i) La fonction f est la plus grande fonction semi-continue inférieure minorant f pour la

relation d’ordre < sur EX.

(i) On a f(z) =liminf, ., f(2) pour tout x € X.

(iv) On a dom(f) C dom(f) C dom(f).

(v) La fonction f est semi-continue inférieurement si et seulement si f = f.
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Démonstration. De la proposition 3.1.10, il découle (i). Vu (i) et la proposition 3.2.4, la fonction
f est semi-continue inférieurement. Cette fonction minore f puisque epi(f) D epi(f). Par la
proposition 3.1.10, la fonction f est le maximum pour la relation < de I’ensemble des fonctions
g qui vérifient epi(f) C epi(g). Si g est une fonction semi-continue inférieurement telle que
g =< f, alors epi(g) D epi(f). Mais epi(g) est fermé car g est semi-continu inférieurement. Il
s’ensuit que epi(g) D epi(f). Par la proposition 3.1.10, on a g < f, d’ou le point (ii).

Posons ¢g : © € X + liminf,_, f(z) € R. Il suffit d’utiliser (ii) pour montrer que g = f.
On voit facilement que g < f. De plus, g est une fonction semi-continue inférieurement. Soit
((x;,y:))ier une suite généralisée de epi(g) qui converge vers (z,y) dans X x R et montrons que
(x,y) € epi(g), i.e. y > liminf, ,, f(z). Pour tout i € I, nous avons y; > liminf,_,,, f(z). Pour
tout ¢ € I, p € P et € > 0, nous avons

y; > inf{f(2) : p(z — ;) < e}.

Puisque z; — = (par continuité des projections), il existe J € I tel que i > J = p(z; —x) < €.
On en déduit que B,(x;,¢) C By(z,2¢) pour tout ¢ > J. Par conséquent

vy > inf{f(2):p(z —x;) <e} >inf{f(2) : p(z —x) <2} Vi>J

Par passage a la limite sur ¢, on obtient

y > inf{f(z): p(z — ) < 2¢}.

Comme p € P et € > 0 sont arbitraires, on a finalement y > liminf,_,, f(z), i.e. (z,y) € epi(g).
Donc, g est semi-continu inférieurement en vertu de la proposition 3.2.4. Il reste a montrer
que f =< g pour démontrer (iii). Si x ¢ dom(f), alors f vaut +oo au voisinage de z et donc
liminf, ,, f(2) = +00 > f(x). Si x € dom(f), alors on doit envisager deux cas. Si f(z) = —oo0,
alors f(x) < f(2) pour tout z € X. Donc, f(x) < inf{f(2): p(z — x) < €} pour tout € > 0 et
tout p € P. Dot f(x) < liminf,_,, f(2). Enfin, supposons que f(x) > —oo et soit ¢ > 0. Par
semi-continuité, il existe n > 0 et p € P tels que

pz =) <n= f(z) = f(z) -

On en tire que
f(x) —e <inf{f(2) : p(z — z) < n} <inf{f(2): (z—a:)<7]}<hm1nff( ).

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a I'inégalité f(z) <liminf, ,, f(z). Ceci prouve (iii).

Si dom(f) = 0, alors il est clair que dom(f) = dom(f) = dom(f). Supposons que dom(f) #
0 et soit x € dom(f). Alors f(z) < 400 et il existe y € R tel que f(x) < y. Dans ce
cas, (z,y) € epi(f) C epi(f) = epi(f). On a f(z) < y < 400 et donc, € dom(f). Soit
z € X\dom(f). Dong, il existe € > 0 et p € P tels que f(y) = +oo si p(x — y) < e. Il s’ensuit
que liminf, ,, f(y) = +oc. Par le point (iii), on a z ¢ dom(f). On a démontré (iv). Le point
(v) découle du point (iii) et de la proposition 3.2.1. O

Nous porterons une attention particuliere sur ’ensemble des fonctions propres convexes
semi-continues inférieurement sur E. Cet ensemble sera noté I'(E'). Bien entendu, nous pouvons
introduire une notion de semi-continuité a partir des suites.
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Définition 3.2.4. Une fonction f : X — R est séquentiellement semi-continue inférieurement
en xg € X (abrégé sq-sci) si et seulement si, pour toute suite (z,,)men qui converge vers g, on
a

f(xo) < liminf f(z,,).

m—-+00

A priori, les notions de semi-continuité inférieure et de semi-continuité inférieure séquentielle
ne sont pas équivalentes. Nous pouvons montrer ’analogue de la proposition 3.2.4 pour la semi-
continuité séquentielle.

Proposition 3.2.7. Soit f : X — R une fonction. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) La fonction f est séquentiellement semi-continue inférieurement.

(1i) L’épigraphe epi(f) contient les limites de ses suites convergentes.

(iit) Pour tout r € R, la section I',.(f) contient les limites de ses suites convergentes.

Démonstration. (i) = (i1) : Soit ((Zm,Ym))men une suite de epi(f) qui converge vers (z,vy).
Pour tout m € N, on a y,, > f(z,,). On en tire que liminf,, , o ¥ > liminf,, . f(zm)-
Comme la suite (Ym)m—t0o converge vers y, la limite et la limite inférieure coincident et on
obtient y > liminf,, ;o (). Comme f est sq-sci, on a f(z) < liminf,, . f(2m), ce qui
permet de conclure que y > f(z) et (x,y) € epi(f).

(11) = (#i) : Soit (Z,,)men une suite de la section I',.(f) avec r € R et supposons que
Ty — x. Les éléments de la suite ((x,,,7))men appartiennent a epi(f) et la suite converge vers
(x,7r). Vu I'hypothese (ii), on a (x,r) € epi(f) et il vient = € I'.(f).

(17i) = (i) : Soit x € X et (Z)men une suite de X qui converge vers x. Nous devons
prouver que f(x) < liminf,, i f(2,). Cest trivial lorsque liminf,, o f(2,,) = +oo. Si
liminf,, , o f(2,) < +00, soit v un nombre réel tel que v > liminf,, , ., f(x,,) et prouvons
que f(z) <7, c’est-a-dire x € I',(f). Vu le choix de 7, il existe N € N tel que inf,,>, f(zm,) <7y
pour tout n > N. Nous savons alors qu’il existe mg > N tel que f(x,,,) < 7. Ensuite, il existe
my > mg + 1 tel que f(x,,) <. On continue ainsi pour obtenir une suite (m;);ey strictement
croissante de naturels tels que f(z,,,) < v pour tout i« € N. Comme z,, — z, la sous-suite
(T, )ien de (Z,)men converge vers la méme limite x et cette sous-suite appartient a I',(f) par
construction. Par (iii), on a alors € I'y(f), ce qui permet de conclure. ]

Donnons une condition pour laquelle les deux notions de semi-continuité coincident.

Proposition 3.2.8 ([32]). Soit f : E — R une fonction définie sur un espace de Banach.
Considérons les assertions suivantes :

(1) La fonction f est faiblement semi-continue inférieurement.

(ii)La fonction f est faiblement séquentiellement semi-continue inférieurement.

(1ii) La fonction f est séquentiellement semi-continue inférieurement.

(iv) La fonction f est semi-continue inférieurement.

On a alors les implications suivantes : (i) = (ii) = (iii) < (iv). Les assertions sont toutes
équivalentes si f est convexe.

Démonstration. Pour les implications, il suffit de traduire les quatre assertions en terme d’épi-
graphe a 'aide des propositions 3.2.4 et 3.2.7 puis d’utiliser la proposition 2.1.9. Le cas ou f
est une fonction convexe résulte directement de la proposition 2.1.9. O
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Voici a présent une caractérisation de la semi-continuité de fonctions convexes qui n’est pas
sans rappeler la propriété des convexes fermés qui peuvent s’obtenir comme intersection de
demi-espaces. Tout d’abord, établissons un lemme dont on se servira systématiquement par la
suite.

Lemme 3.2.1. Soient (E,| - ||g) et (F,]| - ||r) des espaces de Banach. Alors les espaces de
Banachﬂ (E x F)* et E* x F* sont homéomorphes via l'application linéaire

Z:¢n)eE" xXF"—{xne(ExF)

ou (& x n)(x,y) = (& x) + (n,y)-

Démonstration. Tout d’abord, il est trivial que Z est linéaire et injectif. Soit u € (E x F')*. Nous
obtenons par linéarité u(z,y) = p(z,0)+ (0, y) pour tout (x,y) € E x F. Soient £ application
r € Ew u(x,0) € R et n lapplication y € F +— u(0,y) € R. On voit clairement que § € E*,
n € F* et Z(&,n) = p, d’ou la surjectivité de Z. L’isomorphisme Z est aussi continu. En effet,
si (§,m) € E* x F*, alors

IZ& Ml xry- = sup [(§2) + (n,y)[ < sup [(§,2)| + sup [(n, )| = [[(€,n)]|5exp-

Izl z+lyllr<1 [zllz<1 llyll <1

Enfin, Z~! est aussi continu puisque

IZ71(& x )| pexre = €]+ + 0]l p-
< 2[[¢||lp- =2 sup [(§, )]
lz]| 2 <1

<2 sup  [&x)+ (09| =2(€ X nllexp)-
lll o+ Iyl £ <1

si [[€]

Proposition 3.2.9 ([32]). Soit f : E — R une fonction propre. La fonction f est conveze et
semi-continue inférieurement si et seulement si il existe une famille non-vide (f;);c; de fonctions
affines continues sur E telle que f = sup;c;(fi)-

g > ||nllFs (le cas ot ||| g < ||n||#+ se traite de fagon semblable) ; d’oti la conclusion. [J

Démonstration. La condition est suffisante. En effet, toute fonction affine continue est convexe
et semi-continue inférieurement. Donc, f = sup,;c;(f;) est convexe et sci car epi(f) = Nier epi(fi)
est convexe et fermé. La condition est aussi nécessaire. Supposons que f est convexe et sci.
Dans ce cas, epi(f) est un convexe fermé de £ x R. Il est donc I'intersection des demi-espaces
le contenant. Observons tout d’abord que (E x R)* ~ E* x R vu le lemme précédentE]. Tout
hyperplan de F x R est décrit par une équation de la forme

&x)y+ry=0>b VY(r,y) € ExR

avec (&,r) € (E* x R)\{(0,0)} et b € R. Bien entendu, si r # 0, nous pouvons supposer
sans restriction que r = —1, quitte a diviser £ et b par —r. Notons H ’ensemble des éléments
(&,7,0) € (£ x{0,=1})\{(0,0)}) xR tels que le demi-espace H g, d’équation ({,z)+ry <b

2. Si (BE,||-|lg) et (F,] - |lr) sont des espaces de Banach, alors F x F' muni de la norme || - || définie par
|(z,9)|| = l|z]lg + ||y||F est un espace de Banach.
3. Rappelons que R* *Rviaz e R—a2- e R* ot z-:y € R— 2y € R.



Chapitre 3. Fonctions convexes et transformées de Legendre 65

contient epi(f). Il s’ensuit que epi(f) = Neerpyer (e, p)- Le demi-espace He, 1 p) est I'épigraphe
de la fonction affine z € F +— (£, x) — b € R. La conclusion résulte de 1'égalité

epilf)= () epil(€) —b) =epi( sup (&) -b)).
(€,—1,b)EH (&—1,0)eH
L’inclusion epi(f) C Ng,—1,p)en epi((&,-) — b) est évidente. Montrons I'autre inclusion. Suppo-
sons que (z,y) € epi({&,-) —b) pour tout (£, —1,b) € H. Par 'absurde, si (z,y) ¢ epi(f), alors il
existe (£,0,b) € H tel que (z,y) ¢ Hieop). Onadone (§,z) < b < (£, 2) pour tout 2’ € dom(f).

Posons n(z') = b — (£, 2') pour tout 2’ € E. On a n < 0 sur dom(f) et n(z) > 0. Comme
f est propre, son domaine n’est pas vide. Soit g € dom(f). On a f(zg) € R. Soit yy <
f(zo) avec yo < 0. On a donc (zg,yo) ¢ epi(f). Par le théoreme de séparation forte, il existe
(¢,r) € (E* x RI\{(0,0)} et ¥/ € R tels que ((,z0) + ryo < b < (¢,2') + ry’ pour tout
(@',y') € epi(f). Nécessairement, on a r # 0 (sinon, (¢, x¢) < ((,xo)). De plus, > 0. Sinon,
pour ¢ suffisamment grand, I'inégalité (C, o) +7ryo < b’ < ((,2') +ry’ n’est pas respectée. Nous
pouvons méme supposer que r = 1, quitte a renommer ¢ et b'. Posons p(z') =V + yo — ((, 2')
pour tout ' € E. Nous voyons que pu(z') = b 4+ yo — ((,2") < yo + f(2') < f(a’) pour tout
' € dom(f). Posons T,, = p + mn pour tout m € N. Il s’agit clairement d’une suite de
fonctions affines continues. Par construction, nous avons T,,(z') < f(z’) pour tout 2’ € dom(f)
et Tp(x) — 4o0. Ainsi, lorsque m est suffisamment grand, on a y < T,,(x) et T,,(z") < f(2')
pour tout &’ € dom(f). Dans ce cas, on a epi(7},) D epi(f) et (z,y) ¢ epi(T,,); donc epi(7T),)
correspond a un certain Hg 1y qui contient (z,y), ce qui est absurde. O

3.3 Convexité et continuité

Apres avoir étudié la semi-continuité des fonctions convexes, établissons des résultats concer-
nant la continuité des fonctions de ce type. Voici un critére de continuité spécifique aux fonctions
convexes.

Proposition 3.3.1 ([32]). Soit f : E — R une fonction propre convexe et soit xy € dom(f)°.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) 1l existe ¢ > 0 et C' > 0 tels que f(x) < C pour tout x € B(xg,¢€).
(ii) La fonction f est lipschitzienne sur un voisinage de x.
(17i) La fonction f est continue en xq.
(iv) On a (xg,y) € epi(f)° pour tout y €] f(xq), +ool.
Démonstration. (i) = (ii) : Soient € > 0 et C' > 0 tels que f(z) < C pour tout z € B(xg,¢).
On en tire que B(xg,¢) C dom(f) et que f(x) € R pour tout x € B(xg,¢). Trouvons n €]0, ¢|
et L > 0 tels que

f(@1) = flx2) < Lz — 22|
si k1,29 € B(xg,n). Fixons n =¢/2. Si x,y € B(xo,n) et x # y, posons
y—z
ly — x|

c=y+n

Par construction,
y—x
ly — ||

Iz = oll = |y = @0+ nt | < lly = ol + 0 < 2 =
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Par hypothese, on a alors f(z) < C. De (*), on déduit que

1 ToaT
) = SO = R
_n _n
(1 t ||xy||> (1 + ||wy>
Comme f est convexe, on a
n
1 =]

Par conséquent,

o
F0) — @) < ——— () + —Ef (@) — £
(1 + ||zy|) (1 + nzyn)
1
) - S0)
(1 + ||x—y>
1
< —n(C — f(z)). (**)
(1 + M)
Remarquons que zg = %a: + %(21‘0 — x). Par la convexité de f et vu que 2xy — x € B(xo,¢),

on obtient f(zo) < Lf(z)+ 3f(2z0 —z) < Lf(z) + &, cest-a-dire f(z) > 2f(zo) — C. Cette
minoration combinée & (**) nous procure

|z —y|| < |z —yl|.

f(y)f(:z:)<<1 _ 2(C = f(wm)) 2(C—nf(:60)>

L) O =210 = G =yl + )

Si on intervertit les roles de z et y, on trouve

2(C — f(x0))
n

fl@) = fly) < [z = yl|.

Donc, f est bien lipschitzien sur B(zg,n) avec une constante de Lipschitz donnée par L =

(2(C = f(w0)))/n-
(73) = (idi) : C’est trivial.

(i7i) = (iv) : Supposons que y €] f(zg), +o0|. Fixons ¢ €]0,y— f(xo)[. Onay—e €] f(xo), y[.
Comme | f(zo) — €,y — €] est voisinage de f(xq) et f est continu en x, il existe n > 0 tel que
x € B(xg,n) = f(xg)—e < f(x) <y—e = (x,y) € epi(f). On conclut que B(zy,n)x|y—e, +00]
est un voisinage de (zy,y) dans E x R inclus dans epi(f).

(1v) = (i) : Comme zy € dom(f), on a f(xg) < +00. Soit y €] f(xo), +oo[. Vu (iv), il existe
e > 0 tel que B(xg,e)Xx]y — e,y + ¢[C epi(f). Donc, on a f(x) < y pour tout z € B(zg,e). U

Voici un résultat qui montre a quel point une fonction convexe est réguliere.
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Proposition 3.3.2 ([32]). Soit f : E — R une fonction conveze propre. Si f est continu en
un point xo € dom(f), alors xo € dom(f)° et f est continu sur dom(f)°.

Démonstration. Comme xy € dom(f), on a f(zg) € R. Si e > 0, alors il existe n > 0 tel que
x € B(zo,n) = f(xg)—e < f(x) < f(xo)+e < +00. Donc, B(xg,n) C dom(f) et xy € dom(f)°.

A présent, soit yo € dom(f)° et montrons que f est continu en yo. Puisque f est convexe,
I'ensemble dom(f)° est convexe aussi par les propositions 3.1.4 et 1.3.3. Il existe donc zy €
dom(f) tel que yo € [xo, 20[C dom(f). En effet, il existe ' > 0 tel que B(yo,n') C dom(f). Il
existe r > 0 tel que yo + 7(yo — x0) € B(yo,n') C dom(f) car lim,/ o+ yo + 7' (yo — zo) = yo. 1l
suffit alors de définir zo = yo + 7(yo — o). On a alors

r . 1 n T
= €T 20 = %
T+ 140 0 T 1y

Yo (w0 — 20)-
Par la proposition précédente, il suffit de trouver ¢ > 0 et C' > 0 tels que f(z) < C pour tout
x € B(yop,€).

Au vu du résultat qui précede, il existe &’ > 0 et €’ > 0 tels que f(z) < C’ pour tout
xr € B(xg,€’). On peut supposer que £ < 7, quitte a diminuer ¢’. On considére 1'application
affine suivante

-
T:72— — 29).

T2+ g e (x — 29)
Il s’agit bien sir d’'une homothétie de centre zy et de rapport r/(1 + r) car ||T(x1) — T'(z2)]| =
(r/(1 + 7))||x1 — x2||. On vérifie aisément que c’est un homéomorphisme entre B(zg,e’) et
B(yo, %) Posons ¢ = % De maniere évidente, B(yo,e) C B(yo,n') C dom(f). Pour tout
y € B(yo,¢), il existe z € B(xg,¢’) tel que y = T'(x). Par convexité, on en tire que

! C' + Lf(zg) < max(C", f(29)).

< <
) 1+r 147

“ 14

fx) + f(z0)

1+r

Donc, f est borné supérieurement par max(C’, f(z9)) au voisinage de yo, ce qui permet de
conclure. [

Corollaire 3.3.1. Si f : E — R est une fonction propre conveze et s’il existe r € R tel que
L.(f)° # 0, alors f est continu sur dom(f)°.

Démonstration. Soit zo € I'.(f)°. Il existe € > 0 tel que B(xg,e) C I',(f). Donc, f(z) < r
pour tout x € B(xg,¢). Donc, f est continu en xy par la proposition 3.3.1. Par la proposition
précédente, f est continu sur dom(f)°. O

En dimension finie, nous avons un résultat encore plus intéressant.

Lemme 3.3.1. 57 E est de dimension finie n et si C' est un convere non-vide, alors C°F est
un convexe non-vide.

Démonstration. Quitte a nous restreindre a aff(C ) et considérer C' — xy pour un xg € C, on
peut supposer que dimC = n et 0 € C. On est ramené a montrer que C° # () est convexe et

4. C’est un sous-espace vectoriel d’un espace de Banach de dimension finie, il est donc fermé et c¢’est donc
aussi un espace de Banach.
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dom( f)

FIGURE 3.1 — Le voisinage B(yo, ) recherché de yy est obtenu en effectuant une homothétie 7'
de centre zy et de rapport /(1 + ) a Pensemble B(xg,&’).

non-vide. La convexité résulte de la proposition 1.3.3. Montrons que C° # (). Par la proposition
1.2.7, on a
n = max{dim S : S est un simplexe inclus dans C}.

Il existe donc ay, ..., a,, des points affinement indépendants de C' tels que conv({aq, ..., a,}) C C.
La proposition 1.4.1 montre que conv({ag, ..., a,})° est ouvert et non-vide inclus dans C, d’ou

C° 40, 0

Proposition 3.3.3. Supposons que E est de dimension finie n et soit f : E — R une fonction
propre conveze. Alors la restriction de f a dom(f)°F est continue. En particulier f est continu

sur dom(f)°.

Démonstration. Vu le lemme précédent, dom(f)°# # (). Fixons zo € dom(f)°%. Posons F =
aff(dom(f);. C’est un sous-espace de Banach de E. On pose f' : z € F — f(x + z¢) € R.
Cette fonction est propre et convexe car epi(f’) = epi(f) — (20,0). On voit sans peine que

dom(f’) = dom(f) — z et que aff(dom(f")) = aff(dom(f)). Montrons que f est continu. La
fonction f’ étant propre et convexe, I’ensemble dom( f’) est convexe et non-vide. Vu le lemme
précédent, dom(f")°® est un convexe non-vide. Soit zy € dom(f’)°r. Il existe € > 0 tel que

B(zp,¢) N aff(dom(f’")) € dom(f’). Comme 0 € dom(f’), on a aff(dom(f’)) = aff(dom(f);.
Soit eq,...,e, (m < n) une base de aff(dom(f’)). Pour tout j € {1,...,m}, il existe y; > 0

tel que zy £ pje; € B(zo,¢) car lim, o+ 20 = ve; = 2. De plus, comme e; € aff(dom(f’)),
on a zg + ve; € aff(dom(f’)) pour tout v > 0. Posons p = minj<;<, ;. Il s’ensuit que
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2o £ pe; € B(zo,e)Naff(dom(f’)) C dom(f’) pour tout j € {1,...,m}. Par convexité, conv({z+
UETL, 20 — HET, ooy Z0 + [em, 20 — i€y }) C dom(f’). Par le théoreme de Krein-Milman, il existe
P C {20+ per, 29 — piex, .., 20 + ftem, 20 — pem t tel que

P = ext(conv({zo + pe1, 20 — per, ..., 20 + fhem, 20 — fem})).

Les éléments de P sont donc affinement indépendants et conv(P) = conv({zo + peq, zo —
[er, .y 20 + [em, 20 — pem ). 11 est clair que zp € conv(P) et que dim conv(P) = m = dim F.
On en tire que zp est un point intérieur a conv(P) dans F' vu I'égalité

1

(20 + pe;) +; om (20 — pe;) (*)

1

2m
et en utilisant la proposition 1.4.1. En effet, les points de P sont tous parmi les points zy % pe;.
Les points zy & pte; qui ne sont pas extrémaux sont combinaisons convexes de points de P. Au
total, il existe A, > 0 pour tout y € P tels que > cp A, = 1 et 20 = > cp Ayy en utilisant
(*). Donc, conv(P) est un voisinage de zo dans F' sur lequel f’ est borné supérieurement par
maxyep f'(y) par convexité de f’. Donc, f’ est continu en z,. Par la proposition 3.3.2, il est
continu sur Uintérieur de dom(f’) dans F, c’est-a-dire sur dom(f")°® = dom(f)°® — z,. Par
composition avec une fonction continue, la fonction f est continue sur dom(f)°%.

Si dimdom(f) < n, alors dom(f)° = 0 et f est évidemment continu sur () puisqu’il n’y
a rien a vérifier. Si dimdom(f) = n, alors dom(f)°® = dom(f)°. Donc, f|aom(s)> est continu.
Soit x¢ € dom(f)°. Soit € > 0. Il existe un voisinage U de xy dans dom(f)° tel que x € U =
f(zo) —e < f(z) < f(zo) + &. Donc, U N dom(f)° est un voisinage de zo dans E tel que
r € UNdom(f)° = f(zxo) —e < f(z) < f(zo) + €, ce qui montre bien que f est continu sur
dom( f)°. O

Dans le cas général, nous devons utiliser des hypotheses plus fortes sur f pour assurer la
continuité.

Proposition 3.3.4 (AC, [32]). Soit f : E — R une fonction propre conveze et semi-continue
inférieurement. Alors f est continu sur dom(f)°.

Démonstration. Supposons dom(f)° # 0, le cas dom(f)° = () étant trivial. Fixons xy, €
dom(f)°. Il existe n > 0 tel que B(zg,n) C dom(f). Pour tout z € E, il existe A\, > 1 tel
que z; = Ao + (1 — Ap)x € B(xg,n) C dom(f). On définit la fonction

fe:t€Rw— f(tzg+ (1 —t)z) € R.
Cette fonction est propre et convexe. En effet, si t1,t2 € R et u € [0, 1], alors
fo(ut; + (1 — U)tg) fl(uty + (1 —u)te)xog + (1 — uty — (1 — u)te)x)
(utl(ajo —z)+ (1 —u)ta(zg — x) + )

= ufac<t1) + (1 - U)f:t(t2)
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La proposition précédente montre que f, est continu sur dom(f,)°. Soit r > f(z(). On
a |2z, £o|C dom(f) pour tout x # zo et on déduit que 1 €]0,\,[C dom(f,); on a donc 1 €
dom(f,)° pour tout x # xy. Donc, f, est continu en 1 pour tout z # zy. Il existe donc
ty > 0 tel que f(tzo+ (1 —t)z) €] — oo, 7| pour tout t €]1 — t,, 1 + t,[C]0, A\;[. Il s’ensuit que
txg+ (1 —t)x € I'(f) pour tout ¢t €]1 — t,, 1+ t,[. On peut alors montrer que

E:;@: ((1—|—n)Fr(f) —n:c0>. (*)

L’inclusion D est évidemment triviale. Montrons I'autre inclusion. Soit € E. Etant donné que

1 est intérieur a |1 — t,, 1 + t,], il existe N, € Ny tel que 1 — 1+1N €|l — t,, 1 + t,[, et nous
1

14+ N,

obtenons (1 — )To + 1+1Nz$ € I'v(f). On remarque que

(1 1 > Lo Ne o1
— — | €r = X A
1+N, )" 14N, 14N, " 14N,

et donc, € (14 N,)I'.(f) — Nyzo, ce qui montre (*). Vu que f est semi-continu inférieurement,
les ensembles I',(f) sont fermés pour tout v € R. L’égalité (*) montre que E est un espace
métrique complet et une union dénombrable de fermés. Par le théoreme de Baire, il existe
n € Ny tel que le fermé

(14 m)D(f) — nao

est d’intérieur non-vide. Donc T',.(f)° # ). On conclut a l'aide du corollaire 3.3.1. O]

3.4 Convexité et différentiabilité

Lorsqu’une fonction est définie sur un espace de Banach quelconque, on peut aussi définir
la notion de dérivabilité.

Définition 3.4.1. Soit f : E — R. On dit que f admet une dérivée directionnelle en x € E de
direction h € E si et seulement si

o Fth) = £(@)

t—0t t

existe dans R. Dans ce cas, cette limite est la dérivée directionnelle de f en = dans la direction A
et elle est notée f..(h) . La fonction f sera dite G-différentiable (Gateaux-différentiable) en x si
et seulement si f.,(h) existe dans R pour tout h € E et si la fonction f,, : h € E— f..(h) €R
est linéaire et continue. Dans ce cas, la dérivée de Gateaux de f (ou le gradient de f) en x est
définie par Vf(z) = f.« . La fonction f sera F-différentiable (Fréchet-différentiable) en x s’il

existe £ € E* tel que
o L B) = £ () = (&, )
b ]

L’application linéaire & de la définition est évidemment unique et on la note df(z). C’est la
dérivée de Fréchet (ou différentielle) de f en x.

= 0.

La propriété de F-différentiabilité est plus forte que celle de G-différentiabilité, comme en
atteste la propriété suivante.
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Proposition 3.4.1. Si f : E — R est propre et F-différentiable en x € dom(f)°, alors f est
G-différentiable et continu en x et df (x) = V f(x).

Démonstration. Soit h € E et fixons € > 0. Comme f est F-différentiable, il existe n > 0 tel

que
) |fl@+ 1) = flz) = (df(z),h)] ¢
Wil <= ] < Tl
Dongc, si |t] < Ty alors

Ceci montre que
L f e th) — [ ()

t—0+ t

= <df(x)> h>

pour tout h € E. Comme df(z) est linéaire et continu par définition, on en tire que f est
G-différentiable en x et que V f(z) = df ().

Montrons que f est continu en x. Soit € > 0. Lorsque y est suffisamment proche de x, on a
y € dom(f)° et

. [f(y) = fz) = {df(x),y — =)|

ly — || + [{df (z),y — ). *)

1f(y) = f(@)] <y
Comme df (x) est continu, il existe 7; > 0 tel que |(df(z),y —x)| < /2 si ||y — z|| < m. La
fonction f étant F-différentiable en x, il existe 1, > 0 tel que
f(y) — fz) = {df (z),y — z)|

3
ly — f| <72 = <.
ly — = 2

Si on pose 7 = min(1, 7y, 72), alors, vu (*), on a

ly =zl <n=1fy) - fl=)| <e

La réciproque est fausse. Considérons par exemple la fonction f : R* — R définie par
x3 .
fla,y) = ﬁ si (z,y) # (0,0)
’ 0 si (z,y) = (0,0)

La fonction est G-différentiable en (0,0) et Vf(0,0) = 0 comme on le vérifie aisément. Par
I'absurde, supposons que f est aussi F-différentiable en (0,0). On doit avoir df(0,0) = 0 et

lim ‘f(thbthQ) — f(07 0) — <df(07 O)a (hla h2)>|

(h1,h2)~>(0,0) /h% + h%

25y
lim
(@.9)—(0,0) 219 4+ 22y 4 206y? + 28y? + yb + 2x4y*

=0,

c’est-a-dire
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en renommant h; et hy et en élevant la limite au carré. Cependant, si y = 22, on voit que

1

1
im = #£0
(:p,xQ;g(O,O) 4(1‘2 + 1) 4 %

et on obtient une contradiction.

Proposition 3.4.2 (|32]). Si f : E — R est propre et G-différentiable sur un ouvert conveze
U inclus dans dom(f) et si Vf : E — E* est une application lipschitzienne de constante de
Lipschitz L > 0 sur U, alors

L
fy) < @)+ (Vf(@)y =)+ Slly =2l Ve,yel.
En particulier, f est continu sur U.

Démonstration. Soient x,y € U et posons h = y—x. On peut supposer que x # y car I'inégalité
est triviale si x = y. On définit g(t) = f(x+th) pour tout ¢ € [0, 1]. Par convexité, on a x+th € U
pour tout t € [0,1]. Comme f est G-différentiable, la fonction g est dérivable en ¢. En effet, la
limite suivante existe et est finie

lim g(t+u) —g(t) — lim f(z+th+uh) — f(xz+th)

u—0t u u—0t u

= (Vf(x +th),h).

La limite ci-dessus avec u — 0~ nous procure le méme résultat, comme on le vérifie aisément.
Cette quantité équivaut donc a dg/dt. Etant donné que V f est lipschitzien sur U, V f est aussi
continu sur U. De plus, J}, est continu aussi. Par composition de fonctions continues, dg/dt est
continu sur [0, 1], donc intégrable sur [0, 1]. On obtient

1 dg

/01<Vf(x+th),h> dt :/0 2

(t) dt = 9(1) ~ 9(0) = £(4) ~ (2)
et par conséquent
$) = $) = [V S0y de+ [ (95 + o) =V f @), by de
< (V@) + [ 195G+ ) = V@I bl de
< (£ )+ LINE [ ]

= (V). ) + 2 P

d’ou I'inégalité recherchée. La continuité de f sur U est une conséquence immédiate de l'inégalité
démontrée. O

Montrons que dans le cas d’'une fonction convexe, la dérivée directionnelle existe dans R en
tout point du domaine et dans toute direction. C’est la conséquence de la proposition suivante.
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Proposition 3.4.3 (|4]). Soit f : E — R est une fonction propre convexe, alors pour tout
x € dom(f) et tout h € E, la fonction Af :]0,+oo[— R définie par

[z +th) — f(x)
t

(Af)(t) =
est croissante. Il s’ensuit que f..(h) existe dans R pour tout x € dom(f) et tout h € E et on a

fz +th) — f(x)
t

fuo(h) = inf

t>0

Vo € dom(f) Vh € E.

Démonstration. Supposons que s < t. Nous devons montrer que

flz+sh) = f(x) _ f(z+1h) - f(z)
S - t

c’est-a-dire

t
Posons A = s/t. On a f(x+sh) = f(A(z+th)+ (1 —X)x) et on conclut par convexité de f. [

Fla+sh) < 2f(a+th) + <1 _ S>f(x).

Voici d’autres propriétés utiles de la dérivée directionnelle d’une fonction convexe.

Proposition 3.4.4 ([4]). Soit f : E — R une fonction propre conveze et x € dom(f). Alors f
admet une dérivée directionnelle en x et les assertions suivantes sont vérifiées :

(i) Pour touty € E, on a f..(y —x) < f(y) — f(z).
(7i) La fonction f., est sous-linéaire.
(1ii) La fonction f., est conveze, epi(f..) est un cone conveze et

dom(f..) = cone(dom(f) — ).
La fonction est propre si x € dom(f)°x.
Démonstration. (i) Par convexité, on a
[la+tly —2) = (1 - )z +1ty) < (L— ) () +tf(y) Ve elo,1].
Donc,
Fotty=e) =J@) ) gy v,

La conclusion s’ensuit par passage a la limite pour t — 0.

(ii) Soient h € E et A > 0. On a

f(z+tAh) — f(x) f(z+tAh) — f(x)

fea(AR) = tli%i t - )\tg%}r tA
h) —
ot LB ZS@) e )
u—0t u

Soient hi, hy € E. Nous devons montrer que f..(h1 + ha) < fiz(h1) + fex(ho), c’est-a-dire

inf f(l‘ + thl + thg) — f(l’) < inf f(.’L' + thl) — f(l‘) L inf f(l' + thg) — f(l’) ‘

t>0 t — >0 t t>0 t
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Soient t1,t, > 0. On a successivement

f(x+tihy) — f(x) . f(x +tahy) — f(2)

tl t2
:tgf(ili + tlhl) + tlf(l' + tghz) — (tl + fig)f(l’)
tito
—t2_ (x + tlhl) —+ tlz{tg (l' + t2h2) - f(%')

=(t1 + tp) 22 P
162
et i+ gt he) — f(@)

t1+to t1+to
— tito
t1+t2

u t1 +to

> fex(h1 + Do)

car f est convexe

Comme t; et ty sont arbitraires dans |0, +00[, on obtient l'inégalité voulue.

(iii) Montrons que la fonction f., est convexe. Comme f,,(0) = 0, on a epi(fi:) # 0. Soient
(hi,y1), (h2,y2) € epi(fiz) et A € [0, 1]. Il faut montrer que fi(Ahy+(1—=X)ha) < Ayp+(1—N)yo.
Cela résulte directement de (ii). Le fait que epi(f.,) est un cone convexe est une conséquence
immeédiate de la sous-linéarité de f.,. Vu (i), on sait que dom(f) —z C dom(f,,). Comme f est
sous-linéaire, il est clair que dom( f,,) est un céne convexe. Donc, cone(dom(f)—x) C dom(fiy)-
Soit h € dom(f.,). Comme f.,(h) < +00, il existe C' € R tel que

fla+th) = () _
t

i
Dong, il existe t > 0 tel que (f(z + th) — f(x))/t < C. On en déduit que f(z + th) < +oo
et « + th € dom(f). On a alors h = ¢((z + th) — ) € cone(dom(f) — z), d'out dom(f.,) C
cone(dom(f) — ). La fonction f,, est propre lorsque x € dom(f)°%. Sinon, on a f.,(h) = —oo
pour tout h € dom(f,,)°® par la proposition 3.1.5. Donc f,(Ah) = Af.(h) = —o0 pour tout
h € dom(f.,)°® et tout A > 0. Nous remarquons que 0 € dom(f,)°% car

0=2x—2a € dom(f)°® —x C cone(dom(f) — z)°%.

En effet, si z € dom(f)°"—x = (dom(f)—x)°E, alors il existe ¢ > 0 tel que B(z, €)Naff(dom(f)—
z) C dom(f) — « C cone(dom(f) — z) et

\

aff(dom(f) — z) = aff(dom(f) — ) = aff(cone(dom(f) — z)).

Ainsi, 0 € dom(f.;)°% et f.(0) = —o0, d’ott une absurdité. O

Corollaire 3.4.1 ([32]). Soit f : E — R une fonction propre conveze et xy € dom(f). Si
f est continu en xy alors fiz,(h) est fini pour tout h € E et Uapplication f.,, : E — R est
lipschitzienne sur E. En particulier, elle est continue sur FE.

Démonstration. Pour la premiere partie, il suffit de prouver que cone(dom(f) — z) = E. L’in-
clusion C est évidemment triviale. Soit z € E. Nous devons trouver y € dom(f) et A > 0
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tels que z = Ay — xg). Si x = 0, on prend A = 0 et y quelconque dans dom(f). Supposons
que x # 0. Dans ce cas, il faut que A > 0 et que y = ¢ + %x Par la proposition 3.3.2, on a
zo € dom(f)°. Comme limy_, . o + %az = T, il existe A\g > 0 tel que xg + ;—Ox € dom(f). On
note y cet élément. Ceci montre que x = \g(y — x¢) € cone(dom(f) — zo).

Pour la seconde partie, soit h € FE. Par la proposition 3.3.1, il existe L > 0 et ¢ > 0
tels que f est L-lipschitzien sur B(xg,e) C dom(f). Nous savons qu’il existe n > 0 tel que
xo + th € B(xg,¢e) si t €]0,n[. Il en découle que |f(xo+ th) — f(xo)| < Lt||h|| si t €]0,n[. En
passant a la limite lorsque ¢ — 07, nous obtenons | fi., (k)| < L||A||. Donc, f., est L-lipschitzien
sur F tout entier et par conséquent, cette fonction est continue sur E. ]

Pour trouver une condition de G-différentiabilité pour les fonctions convexes, nous aurons
besoin d’éléments du calcul sous-différentiel qui seront exposés a la section suivante. Abordons
a présent les dérivées secondes.

Définition 3.4.2. Soient (F, || - |[1) et (Fa, || - |]2) des espaces de Banach. Une fonction f :
F} — F, admet une dérivée directionnelle en € F; dans la direction h € Fj s’il existe y € I3
tel que

[l +th) — f(x)
t

lim
t—0+

Un tel y étant unique, on le note usuellement f..(h).

Si f : E — R est une fonction définie sur un espace de Banach E, alors f est G-différentiable
a lordre 2 en x € F si f est G-différentiable sur un voisinage de z, si Vf : E — E* admet
une dérivée directionnelle en x dans toute direction et si (Vf)., : E — E* est linéaire et
continu. Dans ce cas, la dérivée de Gateaux seconde (ou la hessienne) de f en z est définie par
V2f(x) = (Vf)s, c'est-a-dire

O e — tim YL = V@)

t—0+ t

Vh e F,

la limite étant prise dans E* muni de la topologie forte. On dira que f est F-différentiable a
I'ordre 2 en x € F §’il existe T': E — E* une application linéaire continue telle que

o NG+ h) — dr(e) = T

=0.
h—0+ IRl

Dans ce cas, 'application T sera la dérivée de Fréchet seconde (ou différentielle seconde) de f
en . Elle est unique et est notée d? f(x).

Remarque 3.4.1. Il n’est pas bien difficile de voir que V2 f(z) est la matrice hessienne si f est
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une fonction définie sur R". En effet, il est connu que V f(z) = (0., f(x) -+ O, f(x)). Donc,

V2 f(2)h = lim <8x1f(x+th) —0n flx) 8xnf(x+th)—3xnf(33)>

t—0+ t t

_ ((amf)*x(h) (Gxnf)*x(h)>

(Zamlf Zamnf h)

aglf( ) Orer f(2) -+ Opya, f(2)
L ) Dipar () 62 ( ) Ona f()

= (hn . L
Oz f () %mf (z) - 02 f(@)
Assez naturellement, on retrouve le théoreme de Taylor.

Proposition 3.4.5 (Théoreme de Taylor, [32]). Soit f : E — R, un ouvert U C dom(f)
convexe de E contenant x et supposons que [ est G-différentiable en x a l'ordre deuz. Alors,
pour tout h € E, on a

flx+th) = f(z)+t(Vf(x),h)+ t;(vzf(x)h, R) + o(t?)
sit— 0.

Démonstration. Soit € > 0 tel que x + th € U pour tout ¢t €] — ¢, ¢[. Définissons la fonction
g:] —e,e[— R par g(t) = f(x + th). Il est clair que g est dérivable en tout point car, d’une
part,

lim f(x+th+uh) — f(x +th)

u—0t U

= (Vf(z+th),h)

et d’autre part, la limite ci-dessus avec ©v — 0~ nous donne le méme résultat. Cela étant, on
voit que g admet une dérivée seconde car

N AR Rl A O <Vf(:v+th+uh) — Vf(w+th)’h>
u—0t+ (7 u—0t U
~ lim jh(Vf(:c +th+uh) = Vf(x+ th))
w0t u
= Jn(V2f(z + th)h) par continuité de 7,

= (V2f(x + th)h, h).

Il suffit finalement d’appliquer le théoreme de Taylor dans R a la fonction g au voisinage de 0.
On obtient

dg t? d%g 9
t)=¢(0)+t—(0) + =——=(0 t
9(t) = 9(0) + t2(0) + 52 (0) + o)
si t — 0 et on s’apercoit que c’est bien la formule attendue. O

Lorsqu’une fonction est différentiable, nous pouvons déduire des criteres de convexité a
partir des dérivées calculées, tout comme c’est le cas des fonctions réelles et le critere de la
dérivée premiere.
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Proposition 3.4.6 ([32]). Soit f : E — R une fonction propre G-différentiable sur un ouvert
conveze U de E inclus dans dom(f). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La fonction f est convexe sur U.

(it) On a (Vf(x),y —z) < f(y) — f(z) pour tout xz,y € U.
(1ii) On a (Vf(x) —Vf(y),z —y) > 0 pour tout z,y € U.

Si, de plus, f est G-différentiable au second ordre, alors ces assertions sont équivalentes a :
(iv) L’ application V2 f(x) : E — E* est semi-définie positive pour tout x € U, i.e., (V2 f(x)h, h) >
0 pour tout v € U et tout h € E.

Démonstration. (i) = (ii) : Supposons f convexe. Par la proposition 3.4.4, on a f,.(y — x) <

f(y)— f(x) pour tout z,y € U. Comme f est G-différentiable, on a f,, = V f(x) et la conclusion
s’ensuit.

(13) = (i4i) : Siz,y € U, on a, vu (ii) :

(V@) =V f(y),z—y) =—(Vf(x),y—2)—(Vf(y),z—vy)
> f(x) = f(y) + fly) — f(x) =0,

d’ou la conclusion.

(1ii) = (i) : Posons g(\) = f(Az + (1 — N)y) — Af(x) — (1 — N\) f(y) pour tout A € [0,1].
Nous devons montrer que g < 0 sur [0, 1]. On voit tout d’abord que la fonction g est dérivable
sur 'ouvert |0, 1] et que

dg

YN = (7l + Alw — ) = M) — (1= NS )

)=
= (Vfly+ Mz —y)),z—y) — f(x)+ f(y)

Supposons que 0 < A\; < Ay < 1. On a

(A

Zi(kl) - jiw = (Vfly+ Mz —y) = VIy+r(z—1y),z—1y)
RPN (Vi + M@ —y) = VIy+ X —y)), (M — A2)(z —y))
— >0 vu (i)
<0.

Donc, dg/dX est une fonction croissante. De plus, on voit que g(0) = g(1) = 0. Par le théoreme
de Rolle, il existe A\g €]0, 1] tel que la dérivée de g s’annule en )\g. Etant donné que dg/d\ est
croissant, on a dg/d\ < 0 sur [0, A\o] et dg/dX > 0 sur [Ag, 1]. Il s’ensuit que g est décroissant
sur [0, \g] et croissant sur [Ag, 1]. Au final, g < 0 sur [0, 1] et la proposition est démontrée.

A présent, supposons que [ est G-différentiable au second ordre. Il suffit de montrer que
(17i) = (iv) = (3).
(7i1) = (iv) : Rappelons que
V2f(2)h = lim Vf(x+th) —Vf(x)

t—0+ t

Vee UVhekFE.
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Donc, pour tout h € E/, on a

(V2f(x)h,h) = lim

t—0t

<Vf(x +th) — Vf(x) h>
. ;

par continuité de [J,. Soient x € U et h € E. Comme U est ouvert, il existe n > 0 tel que
x + th € U pour tout t €]0,n[. Vu (iii), on obtient

t €]0,n[= (Vf(x+th)—Vf(x),th) > 0.

En divisant cette inégalité par ¢? et en passant a la limite ¢ — 0, on obtient (V2 f(x)h,h) >0
par continuité de 7.

(1v) = (i) : Définissons g de la méme fagon que pour 'implication (iii) = (). On voit que
g est deux fois dérivable car

b O RO <Vf(y+ At )@ —y) = VIiy+MNa—y) )
n—0+ ol n—07+ ol ’

= (V2 fly+ Mz —y))(x —y),a—y) 20 vu (iv)
Donc, g—f{ est croissant et on peut reproduire la fin du raisonnement de l'implication (i7i) =
(4). O

En adaptant la preuve ci-dessus, on sait montrer la version strictement convexe de la pro-
priété précédente.

Proposition 3.4.7 ([32]). Soit f : E — R une fonction propre G-différentiable sur un ouvert
conveze U de E inclus dans dom(f). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La fonction f est strictement conveze sur U.

(i1) On a (Vf(x),y —z) < f(y) — f(x) pour tout x,y € U tels que x # y.

(ii) On a (Vf(x) =V f(y),z —y) >0 pour tout xz,y € U tels que = # y.

Si, de plus, f est G-différentiable au second ordre, alors ces assertions sont équivalentes a :
(iv) L’application V2 f(x) : E — E* est définie positive pour tout x € U, i.e., (V2 f(x)h,h) >0
pour tout x € U et tout h € E.

Il est possible de démontrer qu'une fonction propre convexe de R™ de domaine ouvert est
F-diftérentiable presque partout. Avant d’aborder ce résultat, montrons que la convexité faci-
lite davantage la vérification de la différentiabilité. Une condition suffisante de différentiabilité
est d’étre continiment dérivable en dimension finie [38]. Si la fonction est convexe, il suffit
simplement que la fonction soit dérivable comme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.4.8. Soit une fonction propre conveze f : R" — R de domaine ouvert. Si f est
dérivable en xo € dom(f), alors f est F-différentiable en x.

Démonstration. Notons eq, ..., e, la base canonique de R". Comme le domaine est ouvert, il
existe R > 0 tel que B(zg, R) C dom(f). Posons

g(h) = f(zo+ h) — f(z0) — gi(:co)h Vh € B(0, R)
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ou %(a:o) dénote la matrice jacobienne de f en xg. Il suffit de montrer que

tim X _

h—0 |h|

On étend cette fonction par 400 en dehors de B(0, R). Vu que f est convexe, on en tire que g
est convexe aussi. Il en découle que

0= g(0) = g(—h; h) < g(—h)2+ g(h).

Par conséquent, g(h) > —g(—h) pour tout h € B(0, R). Ensuite, si |h| < R/n, alors

1 1 nhye nhye
g(h) = g( Znhk€k> < =D glnhgey) = Y hkg(hkk) <I|n| > g(hkk) :
n3 n3 1<k<n nivg 1<k<n! T
h#0 hi#0
En procédant de la méme maniere, on obtient
g(—nhyey)
g(—=h) < |h| —
1§§k:§n nhk
70
Au total, on a
g(—nhyey) g(nhyey)
nl 3 | AT < gny < gy <) Y |2
1<k<n ik 1<k<n! TV
h#0 hi#0
On remarque que
’g(nhkek) B ’f(xo + nhiex) — f(xg) — nhyOk f(xo)
= — 0

si hy — 0 car f est dérivable en xy. On peut faire la méme remarque pour |g(—nhyei)|/|nhg|.
Donc g(h)/|h| — 0 si h — 0. Puisque —g(h) < g(—h), on montre de fagon similaire que
—g(h)/|h| — 0 et la preuve est achevée. O

Lemme 3.4.1 (Lemme des trois cordes). Soit f : R — R une fonction propre convexe. Si
r<y<z, alors

F) ~ f@) _ f2) — 1) _ 1) - f)
y—x = z—x  z-y
Démonstration. C’est une simple reformulation de la proposition 3.4.3. O]

Lemme 3.4.2 (AC). Soit f : R — R une fonction propre convexe de domaine ouvert. Alors
F ={xz e dom(f): f nest pas dérivable en =}

est dénombrable.
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Démonstration. Notons

DY f(x) = lim flz+t) = flw) et D™ f(z) = lim

t—0+ t t—0—

fla+t) = f(z)
t

On a donc
F ={z e€dom(f): D™ f(z) < D" f(z)}.

On définit I'application z € F — r, € Q ou r, est un nombre rationnel que I'on choisit dans
|D~ f(x), D f(z)[. Cette application est injective car

v <y= D f(x) <DVf(x) <D f(y) < D*f(y)

et |D™ f(x), DT f(x)[N] D~ f(y), D" f(y)[= 0. En effet, il est déja connu que D~ f(z) < D7 f(z).
Il suffit de montrer que D" f(x) < D~ f(y) si © < y, c’est-a-dire

i SO0 =1 ) )
u—zt u—2x u—y~ u—1y

Si z <y, soit z €]x,y[. Le lemme des trois cordes montre que

() = f@) _ f) = F@) _ ) = F(2)
Z2—T - Yy—x - Y—z

et on a 'inégalité voulue en passant successivement & la limite pour z — 2" puis 2 — y~. Donc
F' est dénombrable. O

Proposition 3.4.9 (|31]). Supposons que E est de dimension finie. Si f : E — R est une
fonction propre convexe de domaine ouvert, alors f est F-différentiable presque partout sur

dom(f).

Démonstration. Notons U le domaine de f et fixons une base ey, ..., e, de E. Nous envisageons
deux cas. Dans un premier temps, on suppose que U est borné. La fonction f est F-différentiable
en 7y € E si et seulement si f,,, : £ — R existe et est une application linéaire. La différen-
tielle est alors représentée par la matrice jacobienne car f.,,(e;) = 0;f (o). Evidemment, cette
représentation matricielle dépend de la base choisie. Il est clair que f est F-différentiable en xq
si f est continiiment dérivable. Posons

E,, ={x €U :0,f(x) n'existe pas}

pour tout m € {1,...,n}. Vu la proposition précédente, il suffit de montrer que E,, est négli-
geable pour tout m € {1,...,n}. Par convexité, nous savons que f.,(h) existe dans R pour tout
x € U et tout h € E. Par définition, 0, f(z) existe et est fini si et seulement si f..(e,,) existe,
est fini et vaut — f..(—en, )] Par conséquent,

E,, = {1‘ eU: _f*ac(_em) < f*ac(em)}

car
f*m(h> + f*w(_h)
2 .

o—f*mm)—f*x(h;h) <

5. On rappelle que notre définition de la dérivée directionnelle est donnée par une limite a droite. La dérivée
ordinaire existe si et seulement si la limite a droite et a gauche existent et sont égales.
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Par convexité, la fonction f est continue sur U, donc mesurable et les fonctions ©z € U —
fex(—em) et x € U — fir(—h) sont limites ponctuelles de fonctions mesurables. Il s’ensuit que
E,, est un ensemble mesurable. Puisque U est supposé borné, '’ensemble F,, est de mesure
finie. La mesure de Lebesgue de E,, vaut

/ XEm(OC)dDC:/"'/XEm(HT) dry---dr, =0
R™ R R

car [ X&, (x)dz, = 0. De fait, x,, — f(z1,...,2m, ..., x,) est une fonction convexe et est non-
dérivable en un nombre dénombrable de points du domaine par le lemme précédent. Donc,
T > XE, (T1, oy T,y -, Ty) €st nul presque partout. Au total, E,, est négligeable pour tout
m € {1,...,n}. Si on suppose que U n’est pas borné, alors les ensembles E,, N B(0, k) sont
négligeables par la partie précédente. Donc E,,, = U{25E,, N B(0, k) est négligeable. O]

En dimension infinie, il faut faire diverses hypotheses supplémentaires pour obtenir un
résultat moins puissant. Le lecteur intéressé peut consulter par exemple [33].

3.5 Sous-différentiel d’une fonction

Dans cette section, nous allons introduire les éléments du calcul sous-différentiel, tres utile
lorsqu’une fonction n’est pas différentiable et outil fondamental de I’analyse convexe. Ceci nous
permettra en particulier de montrer un critere de G-différentiabilité pour les fonctions convexes.
Intuitivement, lorsqu’on a une fonction f : R — R dérivable en un point z € R, la dérivée en
ce point décrit la pente de la tangente en (x, f(x)). L’idée du sous-différentiel d’une fonction en
un point est de remplacer le concept de tangente par celui d’hyperplan d’appui. Ainsi, sachant
qu'un point frontiere d’'un convexe peut posséder plusieurs hyperplans d’appui, on s’attend a
ce que le sous-différentiel soit un ensemble qui peut éventuellement posséder plusieurs points.

Définition 3.5.1. Soient M et N des ensembles. Une multifonction est une application F :
M — P(N). On notera usuellement une multifonction F : M =% N. Son domaine est défini par

dom(F) ={x e M : F(x) # 0}
et son image par

im(F)={yeN:JreMyeF(z)} = J Flz).

zeM

Si F: M = N est une multifonction, alors la multifonction inverse F~! : N = M est définie
par
Flyy={reM:yecF(x)} VyeN.

Remarque 3.5.1. L’image d'une multifonction n’est pas a confondre avec I'image d'une ap-
plication.

On peut donner aisément quelques exemples élémentaires.

Exemple 3.5.1. (i) La multifonction racine carrée /- : C = C définie par

iarg(z) % (2)
V2= {\/|z ez, —y/|z earg}.
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(ii) Toute fonction f peut étre vue comme une multifonction en associant a chaque point le
singleton de I'image.

(iii) La multifonction application inverse : si f : N — M est une application quelconque, alors
la multifonction réciproque f~': M = N est définie par f~(y) = {x € N : f(x) = y} et elle
correspond a la multifonction inverse de la définition 3.5.1.

Rappelons que si f est convexe et G-différentiable, alors son gradient en z, a savoir V f(z),
appartient a E* et vérifie 'inégalité (V f(z),y — z) < f(y) — f(x) pour tout y € E. L’idée est
de généraliser le concept de gradient en remplagant V f(z) par un élément du dual E* dans
cette inégalité. C’est la notion de sous-gradient.

Définition 3.5.2. Si f : £ — R est une fonction, alors un sous-gradient de f en z € dom(f)
est un élément £ € E* tel que

(Cy—x) < fly)— f(x), YWeE

lorsque f(x) est fini. Le sous-différentiel de f est la multifonction f : E = E* telle que 0 f(x)
désigne I’ensemble des sous-gradients de f en z. Par convention, on pose 0f(z) = 0 si f(x) est
infini. On dira que f est sous-différentiable en x € E si et seulement si 0f (z) # 0.

Voici une interprétation géométrique du sous-gradient.

Proposition 3.5.1. Si f : E — R est une fonction et si £ € E* est un sous-gradient de f en
x € E, alors £ définit un hyperplan d’appui de epi(f) en (z, f(z)).

Démonstration. Supposons que £ € E* vérifie

(§y—) < fly)— f(x) VyekE.

Il est clair que I'hyperplan H d’équation (¢,2" — z) = ¢ — f(z) en (2/,y') € E x R contient
(x, f(x)). Si (2/,y') € epi(f), alors y > f(2'). Par hypothese, on a (§,2" —z) < f(a') — f(x) <
y' — f(z). Il s’ensuit que epi(f) est inclus dans le demi-espace d’équation (£, 2’ —z) <y’ — f(z)
(d’inconnue (z’,y’)) défini par H. O

Nous voyons que la sous-différentiabilité implique la semi-continuité inférieure.

Proposition 3.5.2 ([4]). Si f : E — R est une fonction propre, alors dom(df) C dom(f). De
plus, si f est sous-différentiable en x, alors f est semi-continu inférieurement en x.

Démonstration. Soit & € f(x). On a donc (&, y—x)+ f(x) < f(y) pour tout y € E. En passant
a la limite inférieure, nous avons bien str f(z) < liminf, ,, f(y); d’ot la conclusion. O

Montrons que la notion de sous-gradient généralise bien celle de dérivée pour des fonctions
non-différentiables.

Proposition 3.5.3 ([32]). Soit f : E — R une fonction propre convexe G-différentiable en
x € E. Alors x € dom(0f) et Of (x) = {Vf(x)}.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que 0f(x) = {V f(z)}. D’abord, il est clair que V f(z) €
Jf(x) vu la proposition 3.4.6. Donc, df(z) # () et € dom(df). Ensuite, soit £ € df(x). Par
définition, on a ({,y — z) < f(y) — f(z) pour tout y € E. Donc, (¢,h) < f(x + h) — f(x) pour
tout h € F et il s’ensuit que

flz+th) — f(z)
t

Sit — 07, alors (Vf(z)—¢, h) > 0. On a cette inégalité pour tout h € E. Donc, (V f(x)—&, h) <
0 pour tout h € E en changeant le signe de h et en utilisant la linéarité de V f(z) — £. D’ou

§=Vf(z). O

Nous avons vu que dom(9f) C dom(f), mais 'autre inclusion n’est pas nécessairement vraie.
La proposition qui vient d’étre démontrée nous permet de construire aisément des fonctions qui

(€, h) < VheE t>0.

ne vérifient pas dom(9f) = dom(f). Par exemple, nous pouvons considérer f(z) = —/x sur
[0, 400 et f(x) = 400 si & < 0. Nous savons que le gradient de f coincide avec la dérivée
ordinaire et que f est bien deux fois différentiable sur ]0,4+o0c[. On a Vf(x) = —1/(2V/x)

et V2f(z) = 1/(4Vz3) si z €]0,+o00[. Comme (V2f(x)h,h) = h%/(4V/23) > 0 pour tout
x €]0,+oo[, on conclut que f est une fonction convexe. Ensuite, la proposition précédente
montre que df(x) = {—1/2y/z} pour tout = €]0,4oc[. Nous savons que dom(f) = [0, 4o0].
Montrons que f n’est pas sous-différentiable en 0. Sinon, il existe £ € R* ~ R tel que
(§,y — 0) < f(y) — f(0) pour tout y € R. Donc, {y < —,/y pour tout y € [0,4o00[. On
en déduit que £ < —1/,/y si y €]0, +-00[. Donc, si y — 0T, on conclut que { = —o0, ce qui est
absurde.

Nous serons en mesure de démontrer la réciproque de la proposition 3.5.3 lorsque nous
aurons introduit la transformée de Legendre d'une fonction. Intéressons-nous aux propriétés

des ensembles Of(x).

Proposition 3.5.4 (AC, [32]). Soit f : E — R une fonction propre conveze. Alors Of(z) est
conveze et fermé pour tout v € E. Si, de plus, f est continu en un point o € dom(f)°, alors
f est sous-différentiable en x¢ et Of (xg) est borné et faiblement-* compact.

Démonstration. Si Of(x) = 0, il est trivialement fermé et convexe. Supposons que le sous-
différentiel est non-vide. Soient &;,& € df(z) et A € [0,1]. On a

<£j’y_m> S f(y) - f(:L‘()) Vy € E, ] € {172}‘
On en déduit aisément que
(A& + (1 =Ny — ) < fy) — f(0).

Donc, 0f(x) est convexe pour tout « € E. Soit (&,,)men une suite de df(x) qui converge vers
¢ dans E*. On a donc pour tout m € N

(Emy —x) < fly) = f(x) VyeFE.

Comme J,_, est une application continue, il en découle que (¢,y —z) < f(y) — f(x) pour tout
y € E par passage a la limite sur m. Donc, £ € df(x).
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Supposons que f est continu en zg € E. Vu que f est continu en xg, on a (zg,y) € epi(f)°
pour tout y €] f(xg), +oo[. On a aussi (xg, f(zo)) € epi(f) car

f(xo) = liminf f(2) = lim f(2) = f(xo)

par continuité de f en . Puisque epi(f) est un convexe fermé d’intérieur non-vide, le corollaire
1.3.1 affirme qu’il existe un hyperplan d’appui de epi(f) contenant (xq, f(x¢)) € epi(f) . Il existe
donc (&,r) € (E* x R)\{(0,0)} tel que

(€, o) +7f(xg) < inf (£ z) +ry.
(z,y)€epi(f)

Il en découle que

H={(r,y) e EXR: (=& zx—x0) =7(y — f(x0))}

est un hyperplan d’appui de epi(f) en (zo, f(x)). Mais il nous faut une inégalité du méme
type que celle de la définition 3.5.2. Pour y parvenir, il suffit de montrer que » > 0, ce qui nous
permettra de diviser —¢ par r et conclure que f est sous-différentiable en zy. Si r = 0, alors
(x0,y) € H pour tout y > f(xg). Soient y > f(xo) et h € E\{0} tel que (£, h) # 0 (Vu que
r = 0, on doit avoir £ # 0). Comme (zo,y) € epi(f)°, il existe t > 0 tel que (zo+th,y) € epi(f)
et (xg — th,y) € epi(f). Puisque H est un hyperplan d’appui de epi(f), ({,x — x¢) garde un
signe constant pour tout z € dom(f). On peut supposer que (£, xog + th — xg) = (£, th) > 0,
quitte a changer le signe de h. Il s’ensuit que (£, —th) < 0, ce qui est une contradiction car
xo + th et xg — th sont des points de epi(f) dans des demi-espaces ouverts définis par H qui
sont différents. Donc, r # 0. Supposons maintenant que r < 0. Le demi-espace défini par H et
contenant epi(f) est donc défini par I'inéquation y — f(zo) < (—=&/r,x — o) ou (x,y) € E X R.
On sait alors que y — f(zg) < 0si z = xy et y > f(xp), d’ott une absurdité. Par conséquent,
r > 0 et f est sous-différentiable en x.

La fonction f étant continue en xg, elle est lipschitzienne sur un voisinage de x. Il existe
L>0ete>0tels que |f(z)— f(y)| < L||z —y|| pour tout z,y € B(xg,&). Si & € df(xy), alors
€&,y —x0) < fly) — f(zo) < L|ly — xo|| pour tout y € B(xg,¢e). Donc, pour tout h € B(0,¢),
on a (&, h) < Le. Ainsi, (£, h) < L pour tout h € B(0,1). D’ou [|£||. < L pour tout £ € df (o).

Comme Of(xg) est borné, il est inclus dans une boule de E*. Par le théoreme de Banach-
Alaoglu, cette boule est faiblement-* compacte. Il reste alors a montrer que 0 f(x) est faiblement-
« fermé. Soit (&;);c; une suite généralisée de Jf (o) qui converge faiblement-* vers . Pour tout
t € I, nous avons

(€, y —z0) < fy) — f(z0) VyeE.

Nous savons que pour toute partie A finie et incluse dans F, on a

limsup [(§ — &, z)| = 0.

i€l peca
En particulier, (§;,z) converge vers (£, z) pour tout x € E. Donc, (&;,y — x¢) converge vers
(&,y — xp) pour tout y € E. On en tire que (£, y — xo) < f(y) — f(xo) pour tout y € E par
passage a la limite. Donc, £ € 0f (o). Au total, df(zg) est un ensemble faiblement-* fermé
inclus dans une boule qui est faiblement-* compacte. Il s’ensuit que df(zo) est faiblement-x
compact. ]
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Etablissons quelques résultats qui donnent des formules permettant de calculer plus aisément
le sous-différentiel. Rappelons ce qu’est un opérateur adjoint.

Définition 3.5.3. Soit T : E — F' une application linéaire entre deux espaces vectoriels E et
F. Lopérateur adjoint de T, noté T*, est application 7% : F* — E* définie par T*(§)(z) =
(¢,T(x)) pour tout = € E.

Proposition 3.5.5 (AC, [32]). Soient f € I'(E) et T : F — E une application linéaire entre
espaces de Banach. Alors, pour tout x € F, on a

T*(9f(T(x))) C O(f o T)(x).
On a Uégalité pour tout x € dom(f) NimT si f est continu en un point de dom(f) NimT.

Démonstration. Soit & € Jf(T(z)) et montrons que T*(§) € I(f o T)(z). Nous savons que
& y—T(x)) < fly) = (foT)(z) pour tout y € E. Si y € F, alors

(T7(6),y —2) = (&, T(y) = T(x)) < (foT)(y) = (f o T)(x).

Ceci montre que T%(¢) € d(f o T)(z). A présent, supposons que f est continu en yo € im 7 N
dom(f) et montrons l'autre inclusion. Soient xy € F' tel que yg = T(zg) et £ € O(f o T)(x).
Comme dom(9(foT)) Cdom(foT),ona f(T(z)) € R.Ona ({,y—z) < f(T(y)) — f(T(x))
pour tout y € F, c’est-a-dire f(T(y)) > (£, y — z) + f(T(x)) pour tout y € F. Posons

A={(TW),&y—2)+f(T(z)) e EXR:ye F}.

On vérifie sans peine que A est un ensemble convexe non-vide tel que ANepi(f)° = 0. Vu que f
est continu en un point, on a epi(f)° # () par la proposition 3.3.1. Par le théoréme de séparation,
A et epi(f)° sont séparables par un hyperplan. Il existe donc (¢, r) € (E* x R)\{(0,0)} tel que

sup ((,z)+ry < inf  ((, z) +ry.

(z,y)€A (z,y)€epi(f)°
Autrement dit, on a
sup(C, T'(y)) +r((§y —2) + f(T(x)) < inf _ ((,2) +ry. (*)
yeF (z,y)€epi(f)°

Dans ces conditions, r > 0. Pour le montrer, on procede par 1’absurde ; deux cas se présentent.
Sir < 0, alors, vu (*), on a (¢, T(zo)) + r({(&,z0 — x) + f(T(x))) < ((,T(x0)) + ry pour tout
y > f(T'(x0)) (on rappelle que (1'(zo),y) € epi(f)° pour tout y €]T(x¢), +oo[ par continuité de
f en T'(xp)). Donc,

(€ z0 —x) + f(T(2)) =

)
On a une absurdité en prenant y > max(f(7(z))

sup((, T(y)) < inf (. 2).

yEF Zvy)eepl(f)o

>0 Vy> f(T'(z0)).
A& xo—a) + f(T(x))). Sir =0, alors

Par continuité de f en T'(zg), on a T'(xy) € dom(f)°. Comme r = 0, on a forcément ¢ # 0. Il
existe h € E tel que (¢, h) # 0. Il existe t > 0 tel que T'(zg) + th et T'(xo) — th appartiennent
a dom(f)°. Comme f est sci, la fonction est continue sur dom(f)° et en particulier, elle est
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continue en T'(xg)+th et T'(x¢)—th. Il s’ensuit qu’il existe y € R tel que (T'(zo)£th,y) € epi(f)°.
Notons b = sup,c (¢, T(y)). On a alors

(¢, T(zo) £ th) > b.

Evidemment, (¢,T(z¢)) < b. Il en découle que b+ ¢((, h) > b, c’est-a-dire +t(C, h) > 0, ce qui
est absurde car (¢, h) et —t((, h) sont de signes opposés. On a bien r > 0.

Posons pn = —(/r. En divisant les deux membres de (*) par —r, nous obtenons

(,2) =y < (1, T(w)) = (§u—x) = f(T(z)) V(zy) €epi(f)° Vue F (**)

Cette inégalité est valable pour tout (z,y) € epi(f) = epi(f) car tout élément de epi(f) est
limite d'une suite de epi(f)° et u est continu. Comme (T'(x), f(T'(x))) € epi(f), on a

(1, T(x)) = f(T(x)) < {u, T(w)) = (& u—x) = f(T(x)) VueF,

c’est-a-dire
(T"(p) =&z —uy <0 YueF.

Cela signifie que T*(u) — £ est une forme linéaire qui garde un signe constant sur F. Donc,
T*(u) = & 1l reste a montrer que u € df(T'(x)). En remplagant u par x dans (**), on obtient

(. 2) —y < (1, T(x)) = f(T(x)) VY(z,y) € epi(f).
Donc,
(n,2 = T(x)) < f(2) = f(T(x)) Vz € dom(f).

Cette derniere inégalité est méme valable pour tout z € E. Donc, p € 0f(T(x)). Ceci acheve
la preuve. O

Voyons le comportement du sous-différentiel lorsque ’on a une somme de fonctions convexes
propres.

Proposition 3.5.6 (AC, [32]). Soient fo,..., fn (n > 1) des fonctions propres convezes semi-
continues inférieurement sur E. Alors

8(2]2) () DY 0fi(xz) Vz e )dom(f;).
i=0 i=0 i=0
L’égalité a lieu pour tout v € NI dom(f;) si fo,..., fn Sont continus en un méme point de

dom(fo) NNy dom(f;)°.
Démonstration. Soient & € 0fo(x), ..., & € Ofn(x). On a donc

(&,y—x) < fily) — fi(z) VYye EVied{0,..,n}.

Par suite,
n

<i§%fuy—x> < éfi(y) —> filz) VyeE,

i=0
ce qui montre 'inclusion.



Chapitre 3. Fonctions convexes et transformées de Legendre 87

Supposons que fo, ..., f, sont continus en xy € dom(fy) NN, dom(f;)°. Montrons I'autre
inclusion dans le cas ou n = 1. Soit £ € 9(fo + f1)(z). Nous avons donc

(& y—m) < foly) + fily) — fo(z) — fi(z) Vy€E.

On définit la fonction g : E — R par g(y) = fo(y) — fo(z) — (£, y — z) pour tout y € E. Bien
stir, on a dom(g) = dom(fy) et g est une fonction propre convexe comme on peut facilement
le vérifier. De plus, cette fonction est continue en zg, donc epi(g)° # (). L’inégalité ci-dessus se
réécrit

—(fily) = filz)) < gly) VyeE.

Considérons ’ensemble

C={(y,2) € ExR: fi(y) — fi(z) < —2}.

Par construction, I’ensemble C' est un convexe non-vide et on a C'Nepi(g)° = ), comme on peut
facilement le vérifier. Par le théoréme de séparation, il existe (¢,r) € (E* x R)\{(0,0)} tel que

sup (C,y) +rz < inf  (C,y) +rz. (*)
(y,2)€C (y,2)€epi(g)°

Comme dans la preuve précédente, nous avons r» > 0. Pour le montrer, on procede par ’absurde.
Pour le cas r = 0, on procede exactement de la méme fagon que dans la proposition précédente.
Sir <0, alors

(¢ wo) +12 < {Cmo) + 72" V2 < fix) = fizo) V2" > g(20).
Onaalors r(z—2") < 0siz < fi(x)— fi(xg) et 2’ > g(x). Mais on a aussi z < fi(z) — fi(zg) <

g(xg) < 2 et r(z — 2') > 0, ce qui est absurde. Donc, r > 0.

Cela étant, comme précédemment, on divise les deux membres de (*) par —r et on pose
p = —C/r. Il vient alors

(,y) — 2 < (w,y") =2 V(y, z) €epi(g)° V(y, 7)€ C. (**)

Nous pouvons passer a la limite pour 2/ — —(f1(y') — fi(x)) car I'inégalité trouvée est valable
pour tout 2’ < —(f1(y') — fi(x)) par définition de C'. Par passage a la limite, nous avons méme
I'inégalité pour tout (y, z) € epi(g). Nous obtenons donc

(y) — 2 < {w,y") + 1(y) — filz) V(y,2) € epi(g) Vy' € dom(fy).

Siy' = x, alors

(,y —x) <z V(y,z) € epi(g).

Done, (u,y — x) < g(y) = fo(y) — fo(x) = (§,y — @) pour tout y € dom(g) = dom(fp). De
fagon évidente, cette derniére inégalité reste valable pour tout y € E. Donc, u+ £ € dfy(x). 1l

s’ensuit finalement que £ = (u + &) — p. Pour conclure, il reste & montrer que —u € df;(z). 1l
suffit de considérer y = x et z = 0 dans l'inégalité (**). On a alors

(o —y) <=2 V(y,2)eC.

Par passage a la limite sur 2/, on a (u,z — ¢') < f1(y') — fi(x) pour tout ¥’ € dom(f;). Autre-
ment dit, on a (—u, vy —x) < fi(y') — fi(z) pour tout 3 € E. D’ou, —p € 0fi(x).

Le cas général n se traite par récurrence. O]
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La proposition qui suit découle directement de la définition.

Proposition 3.5.7. Soient f et g deuz fonctions propres convezes sur E. Alors O(f xg)(x,y) =
Of (x) x dg(y) pour tout (z,y) € E x E.

Concernant I'inf-convolution, on a aussi une regle de calcul lorsque la borne inférieure de la
convolution est réalisée.

Proposition 3.5.8. Soient f et g deux fonctions propres convexes sur E et supposons que,
pour tout x € E, il existe z, € E tel que

(f®g)(x) = nf f(z) +9(z = 2) = f(2) +g(z - z).

Alors
If®g)(r)=0f(2:) NOg(x — 2,) V€ E.

Démonstration. Supposons que & € df(z,) N dg(x — z,). On a donc

€y —22) < fln) = f(z2) et (§p2 — 7+ 22) < g(y2) — g(7 — 22)

pour tout yi,%2 € E. En prenant y; = 2, et y» = y — 2, puis en sommant les deux inégalités,
on a

(Ey—x) < (fo9y) — (f©9)(2),

ce qui démontre la premiere inclusion. Supposons que £ € 9(f @ g)(x). Donc ¢ vérifie I'inégalité
précédente pour tout y € E, ce qui se traduit par

<57y/ - :E> < f(Zl) +g(2!2) - f(za:) - g($ - ZJ:)

pour tout ¢y € E et tout 21,29 € F tels que z1 + 20 = 9. Prenons ¢y =y — z, +x, 23 = y et
29 = T — 2. On trouve

<§7y - Z$> < f(y) - f(za:)7

ce qui prouve que £ € 0f(2;). En s’y prenant de fagon similaire, on sait montrer que £ €
0g(x — z,). Ceci acheve la preuve. O

Pour finir, examinons quelques exemples pour nous familiariser avec cette nouvelle notion.

Exemple 3.5.2 (Fonction indicatrice d'un convexe). Soit C' un ensemble convexe fermé non-
vide de F et ¢ sa fonction indicatrice. Par définition, on a ddc(x) =0 si x ¢ C. Sixz € C,
alors

doc(x) ={{ € L": {{,y—x) <0 VyeC}L

De fagon évidente, on voit que 0dc(x) = {0} si x € C°. Si x € C*, alors 0d¢(z) est un cone
convexe, comme on peut facilement le vérifier. C’est un ensemble particulier associé a C' que
I'on appelle cone normal de C' en z, usuellement noté N¢(z). Par exemple, si C' est la boule
unité fermée de R" et |z| = 1, alors

Ne(x) ={2€R": (z,y —2) <0 Vye B(0,1)} =R*" 2.

En effet, on vérifie que
(r,y —a) = (w,y) =1 < [zlly[ =1 < 0.
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Il s’ensuit que rx € Ne(x) pour tout r > 0. De plus, si z € No(z) avec |z| =1 et z # z, alors
(z,y — x) < 0 pour tout y € B(0,1). En particulier, si y = z, on trouve |z]? = 1 < (z,z) <
[(z,2)| < |z||z| = |2] = 1, ce qui est absurde[]] Autrement dit, il s’agit de la droite normale a
la sphere unité. Ceci justifie 'appellation de “cone normal”.

Exemple 3.5.3 (Valeur absolue). Considérons f(z) = |z|. Si > 0, alors 0f(x) = {1} et si
r < 0,on a df(xr) = {—1} grace a la proposition 3.5.3. Calculons df(0). La fonction n’est
évidemment pas dérivable en 0. Il va falloir procéder différemment. Si z € 9f(0), alors

(z,y—0) =2y <|y| VyeR.

Si y = z, alors on en tire que |z| < 1. Donc, df(0) C [—1,1]. Intuitivement, cet intervalle
est 'ensemble des pentes dont les hyperplans passant par 0 sont les hyperplans d’appui de
I'épigraphe de f en (0,0). On s’attend donc a ce que l'inclusion ci-dessus soit en fait une
égalité. En effet, si |z| < 1, alors (z,y) = zy < |zy| = |z||ly| < |y| pour tout y € R. Il en découle
que 0f(0) = [—1,1].

Exemple 3.5.4 (Racine carrée). On prend 'opposé de la racine carrée, c’est-a-dire f(x) = —/x
pour tout x > 0, que 'on étend par +oo en dehors du domaine. Cette fonction est convexe.
Nous savons que df(x) = {—ﬁ} si z > 0 car la fonction est dérivable sur |0, +oo[. Cependant,
f n’est pas dérivable en 0. On a z € Jf(0) si et seulement si zy < /y pour tout y > 0. On
az < \/ﬂ/ysiy>0, ie. z < 1/\/§p0urtouty>0. On en tire que z < 0 si y — +o0.
Done, df(0) C| — o0,0]. Bien siir, si z < 0, alors zy < 0 < ,/y pour tout y > 0 et on trouve
Jf(0) =] — 00,0]. En particulier, ceci montre que df(0) n’est pas borné et compact, d’ou
I'importance de I'hypotheése xy € dom(f)° dans la proposition 3.5.4.

Voici un exemple qui nous sera utile plus tard.

Exemple 3.5.5 ([3]). On va caractériser le sous-différentiel de la norme d’un espace de Banach.
On va montrer que

o(LD) @) = te e - (6.0 = el = ey

Supposons d’abord que ¢ € E* vérifie (€, z) = ||z]|? = ||£]]2. On a alors

_ lelf? = YN )2
€= =€)~ el = Il{e. 1) I

1
< ylliglls = =11 = Nz (llyll — fl=]* < §(||y||2 — [l]1?)
pour tout y € E. La derniere inégalité provient du fait que
1 Iyl + [|=]”
Iz Wiyl = ll=l* < 5Cyl* = 12l”) & =——— = ll«llllyl = 0

< llyl* + llzl® = 2ll=]lllyll > 0
< (lz] = llylh* = o.

6. L’inégalité est stricte car l'inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité si et seulement si z et x sont
linéairement dépendants.
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)12

Donc € € 8(”2”2> (x). Réciproquement, supposons que £ € 8(2> (). On a par définition

€y —a) < Sl - lal?) vy € E. e

Soient z € E et r > 0. L’inégalité (*) en y = = + rz montre que

1
(Cllell +rll2l)* = ) = S0 + 2rfllll=])-

DO | —

1
(& r2) < 5w +rzl* = l2]°) <

En divisant cette inégalité par r et en faisant tendre ce dernier vers 0, on a (£, z) < ||z|| 2|
pour tout z € E. On en tire que (£, z) < [|z]|? et ||¢|l« < ||z]|. Ensuite, en réutilisant (*) en
y = (1 —r)x, on trouve

—(&rz) < S(A=r)?[lal® = [|l=[*) = ;(7‘2 —2r)|=]*.

DN | —

Divisons cette derni¢re inégalité par r et faisons tendre r vers 0. On a finalement (£, z) > ||z||*
et ||z]| < [|€]|«. En particulier, si E est de Hilbert, il est facile de voir que

a(H '2”2)(95) (),

On dit que la multifonction D : E = E* définie par
D(x)={¢ € E": {{,a) = ||lz[]* = [|€|IZ} VzeE

est l'opérateur de dualité de E. Avec cette définition, on a

a(” '2”2>(x) — D(x).

3.6 Transformée de Legendre et ses propriétés

Lorsque I'on dispose d’une fonction, il est parfois utile de la transformer en une autre fonction
afin d’aborder un probleme dans une autre perspective.

Définition 3.6.1. Soit f : £ — R une fonction. Alors la transformée de Legendre de f est la
fonction f* : E* — R définie par

f(€) = sup(§, x) — f(x).

zel

La double transformée de Legendre de f est la fonction f**: E — R définie par

S () = sup (€, z) — [7(£).

£eE*
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Avant toute chose, remarquons immédiatement que f** n’est pas la fonction (f*)*. En effet,
f** est une fonction définie sur E et (f*)* sur E**. Cependant, nous pouvons voir (f*)* comme
une extension de la fonction f** par I'identification suivante

(f) (@) = (f)(Te) = ;gg(ﬂx,€> — 1) =["(x) Veek.

On a alors immédiatement la propriété suivante.
Proposition 3.6.1. Si E est un espace réflexif, alors (f*)* = f**.

La transformée de Legendre est assez connue pour ses applications en optimisation. Elle
permet d’obtenir des résultats intéressants liant un probleme d’optimisation a son probleme
“dual”. Ces propriétés seront étudiées en temps voulu. Remarquons que la transformée de Le-
gendre d’une fonction propre n’est pas nécessairement propre. Par exemple, on peut considérer
la fonction f = —exp. Dans ce cas, on a f*(§) = sup,cp &x + € = +o00 pour tout £ € R. 11
nous faut des conditions additionnelles sur f pour que f* soit une fonction propre.

Proposition 3.6.2. Soit f : E — R une fonction propre. Si f est borné inférieurement, alors
f* est une fonction propre.

Démonstration. Si f est borné inférieurement, alors il existe C' € R tel que f(x) > C pour tout
r € E. Done, f*(0) = —inf.cp f(z) < —C < 400 et dom(f*) # (). Comme f est propre, il
existe x € F tel que f(z) € R. On a alors f*(¢) > ({,x) — f(x) > —oo pour tout & € E*. Ceci
montre que f* est propre. ]

Bien entendu, la transformée de Legendre confere des propriétés intéressantes a la nouvelle
fonction obtenue, méme si elle n’est pas nécessairement propre.

Proposition 3.6.3. Si f : E — R est une fonction, alors f* est convexe et semi-continu
inférieurement. De plus, si f est propre, alors f*(§) > —oo pour tout § € E*.

Démonstration. Nous devons envisager deux cas. Supposons d’abord que f* est impropre.

(i) Si f* = +oo sur E*, alors epi(f*) = 0 et f* est convexe et sci.

(ii) Sl existe & € E* tel que f*(§) = —oo, alors sup,cp(§,z) — f(x) = —o0, c'est-a-dire
(&, ) — f(x) = —oo pour tout = € E. Il s’ensuit que f = +oo sur E et donc f* = —oco. D’oun
epi(f*) = E* x R et f* est bien convexe et sci.

Dans tous les cas, f* est une fonction convexe et sci. Dans le cas ou f* est une fonction propre,
nous savons que f* est convexe et sci par la proposition 3.2.9. Supposons que f est propre. Il
existe donc = € E tel que f(z) € R. Donc, pour tout £ € E*, on a f*(&) > ({,z) — f(x) > —oc0,
d’ou la conclusion. O

Nous voyons que la transformée de Legendre inverse I'ordre de deux fonctions lorsque celles-
ci sont comparables pour la relation <.

Proposition 3.6.4. Si f : E — R et g : E — R sont deuz fonctions telles que f < g, alors
g =r

Démonstration. Soit £ € E*. Pour tout € E, nous avons f(z) < g(x) et donc —g(z) < —f(x).
On a alors (&, z) — g(x) < (&, z) — f(x) <sup,cp(€, 2) — f(z) pour tout x € E. Il s’ensuit que

g (&) = igg(&fﬁ) —g(z) < 21612@ x) — f(z) = f7(&)

d’ou la conclusion. O
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De plus, nous constatons que la tranformée de Legendre d’une fonction ne change pas lorsque
I’'on prend l’enveloppe convexe fermée de celle-ci.

Proposition 3.6.5 ([44]). Si f : E — R est une fonction propre, alors f* = (f)* = conv(f)* =
(conv(f))*.

Démonstration. 1l est évident qu’il suffit de montrer que f* = (f)* = (conv(f))*. Etant donné
que epi(f) C epi(f) C conv(epi( f)), nous avons conv(f) < f =< f. La proposition précédente
montre que f* =< (f)* < (conv(f))*. Il reste & montrer que (conv(f))* =< f*, c’est-d-dire
epi(f*) C epi(conv(f)*). Soit (£,r) € epi(f*) et montrons que conv(f)*(§) < r, c’est-a-dire

ilglg(&@ —conv(f)(z) <r

ou encore

conv(f)(z) > (§,x) —r Vx e E.

Vu que (&,7) € epi(f*), onasup,cp(€, x)—f(x) < r ie f(xz) > (£, x)—r pour tout x € E. Donc,
epi(f) C epi((&,-) —r). Puisque (£, ) — r est une application affine continue, epi({({,-) —r) est
un convexe fermé. Par conséquent, conv(epi(f)) C epi(({,-) —r). Donc, (£, z) —r < conv(f)(z)
pour tout x € E, d’ou la conclusion. O

Dans certains cas, nous voyons que la transformée de Legendre est une sorte d’involution.

Théoréme 3.6.1 (Théoréme de Fenchel-Moreau, AC, [44]). Soit f : E — R une fonction
propre. Alors
(1) On a f** = f si et seulement si [ est une fonction convexe semi-continue inférieurement.

(i) On a

. conv(f) siconv(f) est une fonction propre
] — sinon.

Démonstration. (i) La nécessité de la condition résulte de la proposition 3.2.4. De fait, f** =
(f*)*| g et on voit que epi( f**) = epi((f*)*)N(E xR). Nous savons que epi((f*)*) est un convexe
fermé et E x R aussi, donc epi(f**) est un convexe fermé de E' x R. La condition est suffisante.
Supposons que f est convexe sci. Nous avons évidemment

/¥ (x) = sup 1nf(§,x—z>+f( )< f(x) VxeE.

&'EE* FAS

Donc, epi(f) C epi(f**). Il reste & montrer que Cepi(f) C Cepi(f**). Soit (z,y) € Cepi(f). On
a f(xz) > y et montrons que f**(z) >y, i.e.

sup inf (¢, — 2) + f(2) >

CEE* ze

Autrement dit, montrons que
de>03( e E*Vze E (¢,x)+ f(2) >{(,2) +y+e.

Nous savons que epi(f) est un convexe non-vide fermé ne contenant pas (z,y). Il existe € > 0
tel que (z,y + ¢) ¢ epi(f) car epi(f) est fermé. Par le théoreme de séparation forte, il existe

(& r) e (E* x R)\{(0,0)} tel que
& xy+ry+e) < inf (£ 2) +rt.

(z:t)€epi(f)
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On a
&x)y+r(y+e)<(&z2y+rf(z) VzeE.
Des arguments semblables a celle des propositions 3.5.5 et 3.5.6 montrent que » > 0. Nous

pouvons bien stir supposer que r = 1. Posons ( = —¢. En multipliant la derniére inégalité
obtenue par —1, on a alors

(Cx)+ f(2) >((,2) +y +e

La propriété est ainsi démontrée.

(ii) Si conv(f) est une fonction propre, alors le point (i) montre que conv(f)** = conv(f).
Par la proposition 3.6.5, nous avons f** = (f*)*|p = (conv(f)*)*|r = conv(f)™. On a alors

la conclusion. Si conv(f) est impropre, alors il existe o € E tel que conv(f)(xy) = —oo car
dom(f) # 0 et dom(f) C dom(conv(f)). Donc, conv(f)* = 400 et (conv(f)*)* = —oo. D’ou
f =) e = (conv(f)*)* | = —o0. O

Proposition 3.6.6 (AC). La transformée de Legendre est une injection de I'(E) dans I'(E™*).
Si, de plus, E est réflexif, alors f € T'(E) — f* € T'(E*) est une bijection d’inverse g €
['(E*)— g* € T(E).

Démonstration. Nous savons que si f € I'(E), alors f* est convexe et semi-continue inférieu-
rement. Montrons qu’elle est propre. Tout d’abord, comme f est propre, on a f* > —oc.
Comme f appartient a I'(E), la proposition 3.2.9 montre qu'il existe £ € E* et r € R tels que
f(z) > (& x) +r pour tout x € E. Done, f*(§) < —r < +o00. Donc, f* est une fonction propre.
L’application f € I'(E) — f* € T'(E*) a bien du sens. De plus, la proposition précédente
montre que f** = f pour tout f € I'(F). Il s’ensuit que (f*)*|p = f pour tout f € I'(E). Donc,
I'application f € ['(E) — f* € T'(E*) est injective. Supposons que E est réflexif. Dans ce cas,
E* est aussi réflexif par le corollaire 2.2.1. 11 s’ensuit que (¢g*)* = g pour tout g € I'(E*). On en
tire que la transformée de Legendre est aussi surjective et la conclusion en découle. O]

Un résultat connu est évidemment 1'inégalité de Young. Ce résultat tres profond nous donne
une méthode de calcul dans le cas d'une fonction différentiable.

Proposition 3.6.7 (Inégalité de Fenchel-Young). Si f : E — R est une fonction propre, alors
SO+ f@) > (&,a) VE€ E*VzeE.

On a légalité si et seulement si & € Of (x). En particulier, si f est conveze et G-différentiable
enx € FE, alors

(V@) + fz) = (Vf(z),2).

Démonstration. L’inégalité est évidente si ¢ dom(f) ou & ¢ dom(f*). Ensuite, nous avons

@)+ flz) = Sgg(& 2) = f(2) + f(x) 2 (& x) V€ € dom(f") Vo € dom(f).
Supposons que & € Jf(x). Dans ce cas, on a z € dom(f) car dom(0f) C dom(f) et ({,z—x) <
f(2) — f(x) pour tout z € E. Autrement dit, (£, z) — f(2) < ({,z) — f(x) pour tout z € E. Par
conséquent, f*(&)+ f(x) < (£, x) et on a I'égalité. Si f*(&) + f(z) = (£, x), il suffit de remonter
la preuve pour obtenir £ € Jf(z). Le cas particulier est une conséquence de la proposition
3.5.3. O
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Lorsque la fonction considérée f est G-différentiable et convexe, la formule de Young nous
donne une formule utile pour calculer la transformée de Legendre. En effet, on a

A (Vf(x) = (Vf(x),x) — f(x) Vxe€E.

Cependant, cette méthode permet de calculer f* seulement sur im V f. Pour pouvoir calculer
facilement f* sur E* tout entier, il faudrait avoir im V f = E*, autrement dit, il faudrait que
Vf:FE — E* soit surjectif.

Corollaire 3.6.1. Si f : E — R est une fonction G-différentiable conveze et si Vf : E — E*
est surjectif, alors pour tout & € E*, on a

&) =1(&2) — fla) Yze (V) ().

Avant d’aller plus loin, nous sommes en mesure de calculer les transformées de Legendre de
quelques fonctions élémentaires.

Exemple 3.6.1 (Fonction indicatrice d'un ensemble). Soit C' est un ensemble non-vide et
sa fonction indicatrice d¢c. Nous savons que epi(dc) = C x [0, +oo[. Donc, d¢ est une fonction
propre convexe semi-continue inférieurement si et seulement si C' est un ensemble convexe fermé
non-vide. Sa transformée de Legendre est

52:(6) = sup (€, 7) — dol) = sup(€, ).

zel zeC

Cette fonction est couramment appelée fonction d’appui de C.

Exemple 3.6.2 (Formes linéaires). Soit T': E — R une forme linéaire continue. On a

T (&) = Sug@ —T,x) =400 V&€ E\{T}
et
T(T) = 0.

Donc, T* = ép. Si T n’est pas continu, alors T = 4o00.

Exemple 3.6.3 (La norme). Considérons la norme || - || de E. On a

111" = 05w

En effet, si [|{]l. > 1, alors sup,<;(§,;z) > 1. Il existe € E tel que [[z]| < 1et ({,z) > 1.
Donc, (£, z) — ||z]| > (¢,x2) — 1 > 0. Donc, comme lim,,,_, (£, mz) — ||mz|| = 400, on en tire
que ||€||* = +o0. Supposons que ||, < 1. On voit aisément que ||£]|* > 0. Enfin, on a aussi
1€ < 0 car

€]l <1 (&,x) <1 Vxe B(0,1).

et
T

(€o) < lloll{&, ) < llall Ve € B\{0}.
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Exemple 3.6.4 (L’exponentielle). Considérons f(x) = e* pour tout x € R. On a Vf(z) = €®
pour tout z € R et c’est une bijection entre R et |0, +oo[. Donc, (Vf)71(¢) = In(§) pour tout
¢ €]0, +o0[. 1l s’ensuit que

fH(&) =&n(§) =& V€ €]0, 400l

Si € < 0, alors f*(§) = sup,epér — e = +oo car lim, ,  &r — e” = +oo. Enfin, f*(0) =
—inf,cge” = 0.

Exemple 3.6.5 (Le logarithme). Soit la fonction f telle que f(z) = In(z) si x > 0 et f(z) =
+o00 sinon. Alors f*(£) = sup,cp {x— f(2) = 400 pour tout £ € R car lim, ¢+ éx—In(z) = +o00.

Le résultat est moins évident si 'on considere f(z) = —In(z) si > 0. En effet, cette
fonction est convexe. On a V f(z) = —1/x si x > 0. On en tire que V f :]0, +00[—] — 00, 0[ est
une bijection et que (Vf)71(§) = —1/& pour tout ¢ €] — oo, 0. Donc,

F(€) = —1+1n (;) VE < 0.

Exemple 3.6.6 (Fonctions sinus et cosinus). On considere f(z) = sin(x) pour tout x € R.
Cette fonction n’est pas convexe. Nous devons donc faire usage de la définition. Vu la complexité
de I’épigraphe, calculons plutdt son enveloppe convexe fermée. On voit facilement que conv(f) =
—1 et par conséquent

f5(&) =conv(f)" (&) =supér+ 1 =40

zeR
si £ #0et f*(0) = 1. Dongc, sin* = §y + 1. Par la méme méthode, on a cos* = §y + 1.

Exemple 3.6.7 (Fonction tangente). Soit la fonction f définie par f(x) = tan(z) pour tout
r € R\{(7/2)+ kr : k € Z}. On vérifie aisément que cette fonction n’est pas convexe. Prenons
son enveloppe convexe. Nous voyons qu’elle vaut conv(f) = —oo. On en tire que

fr(€) =conv(f)*(§) = sup £ —conv(f)(z) =400 VEER.

Donc, tan* = +o00.

Exemple 3.6.8 (Puissance). On considere f(z) = zP avec p € Ny. La fonction est différentiable.
Si p est pair, alors cette fonction est évidemment convexe. On a V f(z) = paP~!et (Vf)71(£) =

(¢/p)"®=1) pour tout € € R. Donc,

oo () weex

Sip =1, alors f est une forme linéaire et f* = §; vu l’exemple 3.6.2 (on rappelle que 1 s’identifie
a l'identité dans 'isomorphisme entre R et son dual). Ensuite, si p est impair et p > 1, alors la
fonction n’est pas convexe. La fonction n’est pas bornée et donc

(&) =supéx —aP =supx(€é — 2P ') = +oo VEER.
z€eR z€R
Il existe des exemples moins évidents en dimension infinie, mais on en abordera dans le
chapitre suivant. Continuons d’examiner les propriétés de la transformée de Legendre lorsque
I'on effectue diverses opérations sur les fonctions. Montrons tout d’abord deux lemmes.
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Lemme 3.6.1 (Théoreme d’extension de M. Riesz, AC, (9], [1]). Soit G un sous-espace vectoriel
de E et K un cone convexe non-vide de E tel que K C G — K. Soit u : G — R une forme
linéaire telle que pp > 0 sur G N K. Alors i admet une extension linéaire £ a E telle que £ > 0
sur K.

Démonstration. Soit F I'ensemble des couples (H, h) tels que H est un sous-espace vectoriel de
E contenant G et h : H — R une extension linéaire de u telle que h > 0 sur H N K. On munit
F de la relation d’ordre

(H,h) < (H',h) < HCH eth|y=h

Bien stir, F est non-vide. Si C est une partie totalement ordonnée de JF, alors, on vérifie
facilement que (U, u) défini par

U= |J H etu(z)=hn(z)si(Hh) eCreH
(H,h)eC

est un majorant de C dans F. Le lemme de Zorn nous procure un élément (E’,£) de F qui est
maximal. Vérifions que E' = E pour conclure. Par I'absurde, supposons que £’ C E. Deux cas
se présentent. Si K C E', soit zp € E\E'. On pose F' = E' @ Rz et ((,z + rzo) = ({,x). On
voit facilement que ¢ est une extension linéaire de £ telle que ( > 0sur FN K =F NK =K.
Ceci contredit la maximalité de (E',§). Le deuxiéme cas est celui ot K ¢ E'. Soit zg € K\E'
et posons F' = E' @ Rxzy. On définit les ensembles A = E' N (zg — K) et B = E' N (z9 + K).
Etant donné que zo € K\FE’, on a A # () car il contient 0 et B # () car g € K C G — K
implique qu’il existe g € G et k € K tels que 1o+ k=g € G C E'. Soient a € Aet b e B. 1l
existe k, k' € K telsque a = 29—k et b =29+ k'. Donc, 2o —a € K et b — 2y € K. Comme
K est un cone convexe, on a (g —a) + (b —x¢) = b—a € K. Bien siir, on a aussi b —a € E’
car a,b € E'. On en tire que (£,b — a) > 0, c’est-a-dire ({,b) > (£, a) pour tout a € A et tout
b € B. Donc,
—o0o0 < sup(§,a) < inf(&,b) < +oo.
acA beB

Soit ro € [supgea(€, a), infrep (&, b)] et posons (¢, x+1rxg) = (£, x) +7rro pour tout z € E’ et tout
r € R. Bien entendu, ¢ : F' — R est une extension linéaire de u. Vérifions que ¢ > 0 sur FN K.
Soient z € E' et r € R tels que z+rxy € K. Sir =0, il est clair que (¢, x+7rzo) > 0. Supposons
que 7 # 0. Sir > 0, on a (¢,x + rzg) > 0 si et seulement si (¢, —x/r) < 1. Cette inégalité
est vraie si —z/r € A, ce qui est vérifié puisque x +rzg € K = —x/r € g — K/r = 2o — K.
On procede de fagon semblable pour le cas ou » < 0. Donc, ¢ : F — R est une extension
linéaire continue de & a F' 2 E’, ce qui contredit la maximalité de (E’, ). La proposition est
démontrée. O]

Ce lemme, qui n’est pas sans rappeler le théoréeme de Hahn-Banach, nous permet de démon-
trer un théoreme de séparation d’épigraphes d’une fonction convexe et d’une fonction concave.

Lemme 3.6.2 (AC, [37]). Soient f : E — R et g : E — R des fonctions propres converes
telles que —g =< f. Supposons qu’il existe xy € dom(f)° tel que f est continu en xq et supposons
aussi que dom(f)° Ndom(g) # 0. Alors il existe £ € E* et r € R tels que

—g(z) < (& x) +r < f(x) VzeE.
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Démonstration. On pose F' = E x R x R. Il est clair que epi(f) et epi(g) s’identifient a une
partie de F' via (z,y) — (2,1, y). On définit les ensembles

Ky ={\z,1,y) : A > 0,2 € dom(f),y > f(x)}

et
Ky ={\z,1,y) : A >0,z € dom(g),y < —g(x)}.

On vérifie sans peine que ces ensembles sont des cones convexes tels que K; N K, # (). Donc,
K = K, — K est aussi un cone convexe. Définissons la fonctionnelle linéaire p sur {0} x {0} xR
par (i, (0,0,7)) = r pour tout r € R. Nous vérifions que si (0,0,u) € K, alors u > 0. En effet,
il existe A >0, N > 0, x € dom(f), 2’ € dom(g), y > f(z) et v/ < —g(a’) tels que

O=Xz =N, 0=XA=X\N, u=X\y—\y.
On en tire que A = X. Si A =0, alors (u, (0,0,u)) = 0. Si A > 0, alors
u=2Xy— Xy = A(f(z) + g(z)) = 0.

On en tire que p est positif sur le cdne convexe non-vide KNG ou G = {0} x {0} x R. Montrons
que K C G — K pour appliquer le théoreme d’extension de Riesz. Soit z € K. Il existe A, \' > 0,
z € dom(f), ' € dom(g), vy > f(x), v < —g(a) tels que z = A(z,1,y) — N(2/,1,y'). Par
hypothese, il existe zg € dom(f)° N dom(g). Pour tout r > 0, on définit

zr = zo+r(Na' — Xz + (A= X)z).

Comme z, — zg € dom(f)° lorsque r — 07, il existe r > 0 tel que 2z, € dom(f). On a alors
Ax —Na! = =2z, 4+ (A= X + 1)z. Par conséquent,

z= A=, Ly) - XN, 1,y
— ()\.CC— )\Il'/,)\_ )\/,)\y_ )\/y/)

1 1
:(—%+<A—X+ymA—XAy—Xy>
T T
1 1
= _;(Z“ 1’ f(Zr)> + <)\ - )\/ + 7") (ZO7 17 —g(Zo)) + (Oa Oa R)

ot R= Xy — Ny 4+ 2f(z)+ (A= XN+ 1)g(z) € R. Prenons r suffisamment proche de 0 pour
que A — X + 1/r > 0. Dans ce cas, on a clairement z € G — K. Donc, 1 : G — R admet une
extension linéaire ¢ : FF — R telle que ¢ > 0 sur K. On pose
<£a IL'> = <Ca (ZL', 07 O)) Vz el
et r = ((,(0,1,0)). Bien entendu, I'application £ : E — R est linéaire et on a la décomposition
(€ (z,t,y) =& x)+tr+y V(zty) el

Si z € dom(f), alors (x,1, f(z)) € K et

0< <C,(.T,l,f(l’))> = <£,]J>—|—T’+f(l’) = <—£,I>—T§f(2?).
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Si z € dom(g), alors —(z,1, —g(x)) € K et

0< <C7 —(l’, 17 _g(x)» = —<§,l’> - T—I—g(ZE) = —g(ZE) < <—§,l‘> - T

Au total, on a
—g(x) < (=€ 2) —r < f(x) Voe k.

Pour conclure, il reste a prouver que —¢ est continu. Etant donné que f est propre convexe et
qu’elle est continue en zq € dom(f), la fonction f est bornée supérieurement par une constante
sur un voisinage de xg par la proposition 3.3.1. Puisque (=, x) —r < f(z) pour tout x € E,
la fonction —¢ est bornée supérieurement au voisinage de x, donc continue en zy. Par la
proposition 3.3.2, —¢ est continu sur dom(—¢§)° = E et —¢ € E*. D’ou la conclusion. O]

Proposition 3.6.8 ([44], [37]). Soient f : E - R, g: E — R et h : F — R des fonctions
propres sur les espaces de Banach E et F.

(1) Sir >0, alors (rf) =rf*(-/r).

(ii) Sir #0, alors f(r)* = f*(-/r).

(1i1) Si & € E*, alors (f +&)* = f*(- = &).

(iv) On a (f X h)* = f* x h*.

(v) Ona(f®g)" = f"+g"

(vi) (AC)Supposons que f,g € I'(E). Alors

(f*+g*)*|E:{ f@®g sifdg estpropre

—00  sinon.

Si E est réflexif, alors

. | [Fog sifr®g* est propre
(f * g) - { —00 sinon

et (f+9) = f*®g* sl existe xy € dom(f)° Ndom(g) tel que f est continu en xg.

Démonstration. Les formules (i), (ii), (iii) et (iv) sont triviales.

(v) Pour tout & € E*, nous avons

(f ®9)"(&) = sup(§, z) — (f ® g)()

zelR

= sup ((&.2) = inf () +g(a — 2))

zel

= supsup(§, x) — (f(2) + g(z - 2))

zel zeF

= Gtz = (fle) +g(2)

= igg(f, z) — f(x) + ilelg<§7 z) —g(2)

= (&) +g°(&).

(vi) La formule s’obtient par une application du théoréme de Fenchel-Moreau. Le point (v)
nous dit que (f @ ¢g)* = f* + g* pour tout f,g € I'(E). Donc, en utilisant une transformée de



Chapitre 3. Fonctions convexes et transformées de Legendre 99

Legendre, nous pouvons dire que, pour tout f,g € I'(E), nous avons (f* + ¢*)*|g = f D g si
f @ g est propre et (f* + ¢g*)*|p = —o0 sinon.

Supposons que E est réflexif. Par le point (v), nous savons que (f*@®g¢*)* = f*+¢** = f+g
pour tout f,g € I'(E). En appliquant une transformée de Legendre, on obtient (f+g)* = f* & g*
si f* @ g* est propre et —oo sinon.

Supposons de plus que f est continu en un point xy € dom(f)° N dom(g). Soit & € E*.
Si (f + 9)* (&) = +oo, alors (f* @ g*)({) = +oo car (f + g)* = f* @ g*. Supposons que
(f +9) (&) < 4+o00. Etant donné qu'il est déja connu que (f + g)*(&) < (f* ® g*)(&), il reste a
montrer que (f*®g¢*)(&) < (f+9)*(€). Nous savons que f+¢g € I'(E). Comme xg € dom(f+g),
on a (f 4+ g)*(§) > —oo. Notons r = (f + g)*(£). Nous voyons que

r=sup(&,a) = (f +9)(2) 2 (£2) — ([ +9)(x) Vze kL.

Donc, pour tout z € E, on a f(z) > —g(z) + (£, z) — r. Posons ¢’ = g — £ + r. Cette fonction
est propre convexe et vérifie —g’ < f. De plus, f est continu en zy € dom(f)° Ndom(g). Par le
lemme précédent, il existe ( € E* et ¢ € R tels que

—g(x) + (&, 2) —r < ((,x) +c < flz) Vzek.

La seconde inégalité montre que f*({) < —c. Donc, ¢ € dom(f*). Il découle de la premiere
inégalité que g*(§—()—r < c. Il vient donc f*({)+g*(§—¢) < r. Par conséquent, (f*®g*)(&) < r.
D’ou la conclusion. O

Gréace a cette proposition, nous pouvons aisément calculer de nouvelles transformées de
Legendre a partir de transformées déja connues. Cela étant, une transformée de Legendre peut
toujours étre vue comme une fonction d’appui d’un ensemble (exemple 3.6.1).

Proposition 3.6.9. Soit f : E — R une fonction propre. Alors f* = 5:pi(f)(-, —1).

Démonstration. 11 suffit de voir que, pour tout £ € E*, on a

f*(g) = ilelIE‘)<£’ LE’> - f(.%) = sup <£7 :C> —Yy= Sup <<£7 _1>7 (%, y)> = 5:pi(f)(§7 _1)

(z,y)€epi(f) (z,y)€epi(f)

Voyons ce qu’il advient de la borne inférieure et supérieure d’une famille de fonctions.

Proposition 3.6.10 ([4]). Soit I un ensemble non-vide. Soient f; : E — R des fonctions pour
tout i € I. Alors (infie;(fi))* = sup;e;(f7) et (sup;e;(fi))* = inficr(f7).

Démonstration. On a pour tout & € E*
(inf(£))"(€) = sup(, z) — inf(fi(x))

= supsup(§, ) — fi(x)

v€E el
= supsup(¢, z) — fi(z) = sup(f;(€))-
i€l z€E el

Ensuite, nous savons que f; = sup,¢;(f;) pour tout j € I. La transformée de Legendre inverse les
inégalités, ce qui donne (sup,c;(fi))* = f7 pour tout j € I. On en tire I'inégalité (sup;c;(fi))* =<
infie; (ff) -
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Il n’est pas aisé de décrire explicitement le domaine et ’épigraphe de f* lorsque I'on dispose
d’une fonction f. Nous devons nous contenter de résultats partiels.

Proposition 3.6.11 ([4]). Soit f : E — R une fonction propre.
(i) On a
epi(f*) ={(§,r) € E" xR: (¢, ) —r = [}

(ii) Si dom(f*) # 0, alors f est minoré sur tout ensemble borné de E.

Démonstration. (i) Nous avons (§,7) € epi(f*) si et seulement si f*(§) < r, c’est-a-dire
sup,ep (&, x) — f(z) < r. Ceci est équivalent a avoir (§,-) —r < f.

(i) Supposons que dom(f*) # 0. Il existe £ € E* tel que sup, (&, z) — f(x) < +oc.
Autrement dit, il existe C' € R tel que (£, x)— f(x) < C pour tout x € E. Soient g € Eete > 0.
Montrons que f est borné inférieurement sur B(zg, ). On sait que B(zg,¢) = xo + £B(0, 1).
Comme & est continu, il existe C’ > 0 tel que (£, z)| < C'||z|| pour tout x € E. Donc, [£| < C’
sur B(0,1). On en tire que

§(B(xo,€)) — C = (§,20) +£(B(0,1)) = C C ({,20) —C +e] - C,C].
On en tire que f est borné inférieurement par (£, xo) — C' —eC’, ce qui permet de conclure. []

Examinons les propriétés de sous-différentiabilité. Le théoreme suivant peut étre interprété
de cette maniere : la pente £ est celle d’'un hyperplan d’appui de f en z si et seulement si x
est une pente d’un hyperplan d’appui de f* en . Il y a donc une relation de dualité entre les
points du graphe et les hyperplans d’appui de epi(f).

Proposition 3.6.12. Si f € I'(E), alors £ € Of(x) si et seulement si J, € 0f*(§). Dans le
cas ou E est réflexif, on peut remplacer J, par x.

Démonstration. Supposons que £ € df(x). On a ({,y — x) < f(y) — f(z) pour tout y € E.
Donc, (€,y) — f(y) < (T, &) — f(z) pour tout y € E. Il s’ensuit que

f7&) < (T & —n+m) = flx) = f*(n) + f(n)

pour tout n € dom(f*). Il vient alors

(Tasn = &) < () = () =f (@) + [ (n) = £7(§) < f(n) = f7(§)  Vn € dom(f7).
<f*(@)=f (@)

Cette inégalité ayant aussi lieu sur E*, nous pouvons conclure que J, € 9f*(£). Montrons
la réciproque et supposons que J, € Jf*(§). La premieére partie de la preuve montre que
Je € 0(f*)*(J»). Donc, pour tout ¢ € E**, on a (Je,( — To) < (f)*(C) — (f*)"(Jz). En
particulier, si on restreint cette inégalité aux éléments y de E (on rappelle que E s’identifie a
un sous-espace de Banach de E**), nous obtenons

&y —a) < [7(y) = (@) = fly) = flz) VYycE.
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Il est connu que toute fonction convexe admet une dérivée directionnelle a valeurs dans
R. Il serait intéressant de regarder ce que devient la transformée de Legendre de la dérivée
directionnelle d’une fonction.

Lemme 3.6.3 ([37]). Si f : E — R est une fonction propre convexe, alors, pour tout xy €
dom(f), on a
Of(wo) ={§ € E" : ({,h) < fury(h) Vh € E}.

Démonstration. Soit & € 0f(z). Done, (&, y — x¢) < f(y) — f(xo) pour tout y € E. On a alors
(€, th) = (& w0 + th) — (&, x0) < f(wo +th) — f(x0)

pour tout ¢ > 0. En divisant cette inégalité par ¢ et en passant a la limite pour ¢ — 01, on
obtient (£, h) < fiz,(h) pour tout h € E.

Supposons a présent que & € E* vérifie (£, h) < f..,(h) pour tout h € E. Fixons y € E.

Alors
f(@o + ty — x0)) — f(wo)

En particulier, si ¢ = 1, alors
(&, y —x0) < f(y) — f(wo).
D’ou 5 S 8f(l’0) ]

Lemme 3.6.4 (AC, [37]). (1) Si C est un convexe non-vide fermé de E*, alors 0. est une
fonction propre sous-linéaire semi-continue inférieurement et

C={tecE T =<8}

(ii) Si f : E — R est une fonction propre sous-linéaire semi-continue inférieurement, alors

Cr={¢cE" (=2 f}
est un ensemble conveze non-vide fermé et f = o¢, |p.

Démonstration. (i) Comme C' est un convexe non-vide fermé, la fonction dc appartient a I'( E*).
Par conséquent, d;. appartient a I'(E**). La sous-linéarité de d}, est évidente. Soit £ € C'. On a
pour tout p € E**

oc(pn) = §1€110><u,<’> > (11, ).

Donc, Jz = 0¢. Supposons a présent que Je = d5. En appliquant une transformée de Le-
endre, I'inégalité est inversée et on a ¢ < JX|g+. Vu les exemples abordés précédemment, on

g ) g 13 p p )

a J¢ = dg,. Sa restriction a E* nous donne évidemment ¢ (on rappelle que ¢ s’identifie a J¢

dans E***). Donc, §c(€) < 0¢(&) =0et € € C.

(i) Il est évident que C est convexe. On montre que Cy # (). Etant donné que f est convexe
propre sci, il existe une fonction affine g telle que g =< f vu la proposition 3.2.9. La fonction g
est continue et dom(g)° N dom(f) # 0. Par le lemme 3.6.2, il existe £ € E* et r € R tels que

—g(z) < (&) +r < f(x) Vee k.
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Bien entendu, si on divise la seconde inégalité obtenue par R > 0, nous avons
r
(€0)+ =< f(@) VeeE

par la sous-linéarité de f. En faisant tendre R vers 400, on conclut que § < f et C'; # ). Ensuite,
pour tout « € E, nous avons (7,,&) < f(z) pour tout £ € C}. Donc, £ € (J,) (] — oo, f(x)])
pour tout ¢ € C}. Les ensembles (J,) (] — oo, f(x)]) sont fermés pour tout = € E et on a

Cp = Necdom(s)(Tz) (] — 00, f()])

ce qui montre que Cy est fermé. Pour finir, nous savons que f = 4 f] E si f* = dc, par le
théoreme de Fenchel-Moreau. Il suffit donc de montrer cette derniere égalité. Si { € Cy, alors
§—f=20et

f7() =sup(§,x) — f(x) <0 et (£,0) — f(0) =0,

zel

Donc, f*(£) =0. Si € ¢ Cy, alors il existe x € E tel que (£, z) — f(x) > 0. Donc,

lim (¢, ta) = f(t2) = lim_t((€.2) = f(z)) = +oc.

t——+o0
d’ou f*(§) = +oo. Donc, f* = dc;. O

Proposition 3.6.13 (AC, [37]). Si f : E — R est une fonction propre conveze et si f est
continu en x € dom(f), alors f., = 5:‘;f(x)|E- Si, de plus, E est réflexif, on a aussi (fiz)* = 0of(x)-

Démonstration. Vu le corollaire 3.4.1, la fonction f,, est finie en tout point et lipschitzienne
sur . Elle est aussi sous-linéaire. Par le lemme 3.6.3 et en adoptant les notations du lemme
3.6.4, on a

Of(x) ={{ e E": ({,h) < fuu(h) Vhe E} =CYy,,.

Donc, le lemme précédent montre que (5;§f(x)] E = (%f |g = few. Ensuite, si E est réflexif, la
transformée de Legendre est une bijection entre I'(E) et I'(E*). La premiére partie de la preuve
montre que fi, = 6} () €t on conclut en appliquant une nouvelle transformée de Legendre. [J

Nous sommes en mesure de démontrer la réciproque de la proposition 3.5.2.

Proposition 3.6.14 ([37]). Soit f : E — R une fonction propre convexe. Supposons que f est
continu en xoy € dom(f) et que Of (xg) = {&}. Alors f est G-différentiable en xo et V f(xg) = &.

Démonstration. La proposition précédente montre que

frao(h) = 05pap)(h) = sup (¢ h) = ({,h) VhE€E.
¢edf(zo)

Donc, f.., est linéaire et continu. La proposition 3.5.2 montre que £ = V f(zy). [
On en déduit une conséquence tres utile.

Corollaire 3.6.2. Toute fonction affine continue est G-différentiable sur E. De plus, si h = £+b
avec £ € E* et b € R, alors Vh(z) = £ pour tout x € E.
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Démonstration. Soit h : E — R une fonction affine continue sur E. Alors 0h(xy) est un
singleton. On voit qu'il existe £ € E* et b € R tels que h = £ 4+ b. En effet, on pose b = h(0)
et 'application h — b est clairement continue. Elle est aussi linéaire. Si A € R et x € F, alors
(h — b)(Az) = h(Ax) — h(0) = h(Ax 4+ (1 — X)0) — h(0) = Ah(x) + (1 — N)h(0) — h(0) =
Ah(xz) — h(0)) = A(h — b)(x). De méme, on voit que (h — b)(z +y) = (h —b)(z) + (h — b)(y)
pour tout x,y € E. Cela étant, on trouve

&y —z) = h(y) — h(z)

pour tout z,y € E. Donc, £ € Oh(x) pour tout z € E. Soit ¢ € df(z). On a ((,y —x) <
h(y) — h(z) = ({,y — ) pour tout y € E. Donc, ¢ < £ Comme ( et £ sont des applications
linéaires, 'inégalité trouvée montre en fait que & = ¢ et Oh(z) = {£} pour tout z € E. On
conclut par la proposition précédente. O

Terminons le chapitre par la propriété suivante qui nous sera utile par la suite.

Proposition 3.6.15. Si f : E — R est une fonction propre conveze sous-différentiable en x,

alors Of (x) = 0f**(x).

Démonstration. Soit & € df(x). Nous avons f(x) + (£,y — x) < f(y) pour tout y € E. Donc,
f est minoré par une fonction affine continue. Il s’ensuit que conv(f)(y) > f(x) + (&, y — x)
pour tout y € E. Donc, conv(f) est une fonction propre. Nous savons que f** vaut conv(f) si
celui-ci est propre ou identiquement —oo dans le cas contraire en vertu du théoreme de Fenchel-
Moreau. Vu ce qui vient d’étre dit, on a f** = conv(f). Mais la sous-différentiabilité impliquant
la semi-continuité inférieure, on déduit que f est sci en x. Donc, f(x) = conv(f)(z) = f(z)
et f*(x) + (&, y —z) < f*(y) pour tout y € E, d’ou la premiere inclusion. Réciproquement,
si & € 0f*(x), alors f*(z) + (&, y — x) < f*(y) pour tout y € E. Vu que z € dom(9f**) C
dom(f**), on a f**(z) < +oo. Puisque df**(x) # 0, on en tire que f**(x) > —oo par définition
du sous-différentiel. De 1a, f** = conv(f) par le théoréme de Fenchel-Moreau. Puisque f est
propre convexe, on a conv(f) = f. Par semi-continuité inférieure en x, nous obtenons f**(z) =
F(z) = F(x). Tl Sensuit que (€, y—1) < F(y)— () < f(5)— F(x) pour tout y € F et € € f (x)
car f(y) < f(y). O
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Chapitre 4

Optimisation convexe

L’optimisation convexe est une théorie qui a pour but d’étudier les problemes de recherche
de minima et de maxima de fonctions convexes sous certaines contraintes (les points doivent
vérifier certaines équations et inéquations ou ils doivent appartenir a un ensemble donné par
exemple). Sauf mention explicite du contraire, E désignera un espace de Banach. Formellement,
les deux problémes se traduisent de la facon suivante : si f : E — R est une fonction propre
convexe et si C' est un ensemble convexe, le but est de
(1) Probléeme de minimisation : trouver zy € E tel que

f(xo) = ;Ielgf(x)
(2) Probléme de maximisation : trouver xy € E tel que
f(xo) = sup f(z)
zeC

Notons que le probléme (1) peut se réduire au cas ou C' = E. En effet, il suffit de considérer la
fonction fy = f + d¢, auquel cas on a inf,cp f'(z) = infcp f(x) + dc(x) = inf,cc f(2).

L’étude du probleme se fera en plusieurs temps. Nous commencerons par faire une breve
étude des maxima de fonctions convexes et verrons que les maxima sont intimement liés a la
notion de point extrémal d'un convexe. Ensuite, nous étudierons plus en profondeur la recherche
de minima car la convexité implique beaucoup de belles propriétés pratiques concernant le pro-
bléeme de minimisation. Nous tirerons des conditions d’existence et d’unicité des minima dans
un premier temps. Ensuite, nous montrerons comment la transformée de Legendre peut étre
utilisée pour transformer un probléme de minimisation en un probleme dual qui, sous certaines
conditions, possede des liens profonds avec le probleme de départ. Ensuite, nous étudierons
les lagrangiens associés a un probleme d’optimisation. Nous d’obtiendrons des criteres pour
construire des suites qui approchent un minimum. Ceci permet notamment la mise au point
d’un algorithme de recherche de minima : I'algorithme proximal. Pour finir, nous appliquerons
quelques-uns des résultats dans ’étude des équations aux dérivées partielles pour illustrer ex-
plicitement une application en dimension infinie.

Concernant les références, nous nous basons sur 2] et [37] pour I’étude des maxima. Les
mémes résultats peuvent étre retrouvés par exemple dans [31]. L’étude de l'existence et 'unicité
des minima est inspirée de [44] qui travaille dans un cadre plus général que le nétre (plus exac-
tement, 'auteur travaille dans des espaces localement convexe, voire parfois dans des espaces
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vectoriels normés). La théorie de la dualité a été réalisée en adaptant celle présentée dans [4]
aux espaces de Banach. Concernant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, nous utilisons
[3] qui va & lessentiel pour démontrer la méthode. La régularisation de Moreau-Yosida dans
le cadre des espaces de Banach a été tiré d'un exercice de [44]. Puis nous utilisons [32] pour
étudier brievement les propriétés des suites proximales. L’application a I’étude d’équations aux
dérivées partielles est principalement inspirée de [37] que 'on adapte a une équation non-traitée
dans l'ouvrage a 'aide de I'article [5]. Le lecteur avide d’équations aux dérivées partielles pourra
consulter [12] qui traite le sujet de fagon beaucoup plus complete qu’ici.

4.1 Maximum d’une fonction convexe

Pour commencer, nous allons voir que les maxima sont fortement liés a la notion de point
extrémal d’un convexe. Pour clarifier les choses, nous adoptons les définitions suivantes.

Définition 4.1.1. Soit f : F — R une fonction. On dira que zq est un maximum (resp.
minimum) local de f si g € dom(f) et s’il existe un voisinage V' de xq tel que f(zo) > f(x)
(resp. f(zg) < f(x)) pour tout z € V Ndom(f). C'est un mazimum (resp. minimum) global
si zp € dom(f) et si f(zg) > f(x) (resp. f(zo) < f(x)) pour tout x € V N dom(f) et tout
voisinage V' de z.

Voici un résultat qui ressemble assez fortement au principe du maximum de la théorie des
fonctions holomorphes.

Proposition 4.1.1 (Principe du maximum). Soit f : E — R une fonction propre convexe.
Supposons que f admet un mazimum global (resp. local) xo € dom(f)°. Alors f est constant
sur son domaine (resp. sur un voisinage de o).

Démonstration. Par I’absurde, supposons f non-constant sur son domaine. Il existe = € dom( f)
tel que f(z) < f(xg). Bien sir, il existe A > 1 suffisamment proche de 1 tel que Azxg+(1—N)x €
dom(f)° car zg € dom(f)° et lim,,_,1+ pxo + (1 — p)x = xo. Notons y = Azg+ (1 — A)z. On a
donc zy = %x + %y. Par convexité, il vient

A—1

o) £ 252 1) + 3 0) < fo)

d’ou I'absurdité. Le cas ol x( est un maximum local se traite de fagon similaire en se restreignant
a un voisnage B(zg,¢) du maximum local zy. On suppose que f n’est pas constant sur ce
voisinage et qu’il existe x € B(xg,¢) tel que f(x) < f(xo). Le segment [x,2z7 — x| est inclus
dans B(zg, ) puis on utilise la convexité de f pour obtenir

2I‘0—I 1

Flao) = £ F(@) + 5 7(2r0 — ) < F(xo)

Do R
V)

et on a une absurdité. O

Le principe du maximum montre qu’une fonction convexe non-constante ne peut atteindre
un maximum que sur la frontiere de son domaine. En fait, moyennant quelques hypotheéses
supplémentaires sur f, il résulte de la théorie des ensembles extrémaux de la section 1.4. que le
maximum global est atteint en un point extrémal du domaine. Tout d’abord, remarquons que
sous certaines hypotheses, I'existence de maxima globaux est assurée.
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Lemme 4.1.1 ([2]). Soit f : E — R une fonction propre convere semi-continue supérieurement
telle que dom( f) est compact dans E. Alors l'ensemble des maxima globaux de f est un ensemble
compact non-vide.

Démonstration. Pour tout r € f(dom(f)), on définit F, = {z € dom(f) : f(z) > r} =
I'_.(—f) Nndom(f). La fonction —f est sci car f est scs. Pour le voir, il suffit d’appliquer la
définition des différents types de semi-continuité puis de multiplier les membres des inégalités
de ces définitions par —1. Par la proposition 3.2.4, I'ensemble I' _,.(—f) est fermé. Puisque F,
est fermé et inclus dans le compact dom(f), 'ensemble F, est compact. Donc, Nyef(dom(f)Fr
est un fermé inclus dans le compact dom(f). Ainsi Nycf(aom(r)) £ est lui-méme compact. Il
est clair que cet ensemble est en fait I’ensemble des maxima globaux de f. Remarquons que
{F, :r € f(dom(f))} est une famille de fermés telle que toute partie finie A de cette famille
vérifie NA # @H Par compacité, on en tire que Nycf(dom(s) Fr 7# 0, d’ott la conclusion. H

Proposition 4.1.2 (Principe du maximum de Bauer, AC, [37]). Soit f : E — R une fonction
propre convexe semi-continue supérieurement telle que dom(f) est compact dans E. Alors f
atteint un mazimum global en un point de ext(dom(f)).

Démonstration. Posons

M= {o € dom(f) s flx) = max f(:).

Par le lemme précédent, M est un compact non-vide de E. On vérifie que M est un ensemble
extrémal de dom(f). Si u,v € dom(f), z € MNJu,v[, alors f(z) < Af(u) + (1 — X)f(v). Si
f(u) < f(z), alors la derniere inégalité montre que f(x) < f(x), ce qui est absurde. Donc
u € M. De méme, v € M et M est une partie extrémale de dom(f). Puisque M est une partie
extrémale compacte de dom(f), le lemme 1.4.1 montre que M contient un point extrémal de
dom(f). D’ou la conclusion. O

Dans certains cas, la recherche de maxima se révele tres facile en combinant le théoreme de
Krein-Milman et le principe du maximum de Bauer. Par exemple, lorsque 'on a un domaine
polygonal, il suffit de regarder les valeurs de la fonctions en les sommets du domaine. Comme
le nombre de sommets est fini, le maximum global est obtenu assez rapidement. Imaginons que
le domaine n’est pas polygonal. Dans ce cas, il est parfois possible de paramétrer le domaine,
voire sa frontiere (par exemple, un disque, une ellipse, un cube ou une intersection de tels
ensembles). Tout revient alors & maximiser une fonction sur un ensemble plus petit (une courbe
par exemple), ce qui facilite parfois énormément les choses. Malheureusement, il n’y a pas de
réelle solution efficace dans les cas ou les points extrémaux sont difficilement calculables. Voyons
en détail un exemple afin de voir comment les résultats précédents peuvent étre appliqués.

Exemple 4.1.1 (Polynoéme de degré deux a plusieurs indéterminées). Soient a;;,b € R avec
i,7 € {1,...,n} et considérons la fonction convexe f :R"™ — R définie par

flx) =3

=17

Qi T +b Ve R"™. (*)
1

n n

1. Plus brievement, on dit que la famille {F,. : r € f(dom(f))} de fermés vérifie la propriété d’intersections
finies.
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Nous devons maximiser [ sur R" sous les contraintes affines suivantes
BWz <M By < pm) (S)

avec BW € R, et b € R pour tout i € {1,...,m}. Pour que ce probléme soit résoluble, il faut
évidemment que ’ensemble des solutions P du systeme d’inéquations (S) soit non-vide. Nous
allons donc supposer que P # ().

Trouvons d’abord des conditions sur les constantes a;; et b pour que f soit convexe et
pouvoir appliquer les propriétés. Il est clair que cette fonction est deux fois différentiable. On a

8$kf(x) = 2akkxk + Z Qe + Z Cij
i=1 j=1
8£kf(l‘) = 2ay, et 8$l$kf(x) =0 sik 7é .

La hessienne vaut donc

2@11 0 st 0
0 2a9 --- 0
sz(ﬂf) = . . . . =2 diag(all e ann)-
0 0 - 2au,

pour tout x € R". Donc, f est convexe si et seulement si Z(allh% + -+ annhi) > 0 pour
tout h € R". Autrement dit, il faut que a;; > 0 pour tout i € {1,...,n}. La région P forme un
ensemble convexe fermé de R", comme on peut aisément s’en rendre compte. Bien entendu, vu
la forme des inégalités, on voit clairement que P est une intersection de demi-espaces décrits
par les m inégalités (S). Intuitivement, on peut s’attendre a ce que P soit polygonal, mais ce
n’est bien siir pas toujours le cas! Par exemple, en prenant m hyperplans translatés les uns
par rapport aux autres, on retrouve un demi-espace. Pour appliquer la proposition précédente,
il faudrait que P soit compact, ce que nous allons supposer par la suite. Nous savons que f
n’atteint un maximum que sur la frontiere de P puisque la fonction n’est pas constante. Bien
entendu, la frontiere de P est incluse dans I'union des hyperplans d’équations B@z = b®). Plus
précisément,

P*={zeR":3ie{l,..,m} BY2=0" et Vje{l,..,m}BYz<pP}.

Traitons un exemple concret pour fixer les idées. Supposons que f : R? — R est défini par
f(z,y) = 522 + 3y* — 22 +y — 4 pour tout (z,y) € R? et que les contraintes sont données par

204+ 3y < =5, —r+2y <1, —x—2y<3.

Nous pouvons représenter ces contraintes comme dans la figure 4.1. Nous avons un triangle
dont les sommets sont notés z;, z et z3. Bien stir, ces sommets sont les points extrémaux du
triangle. Nous ne détaillons pas les calculs des sommets qui relevent de calculs élémentaires de
systemes d’équations. On obtient zy = (=3/7,—13/7), z9 = (=2,—1/2) et 23 = (—1,—1). Il
suffit alors d’évaluer f en ces points. On a f(—3/7,—13/7) = 307/49, f(—2,—1/2) = 81/4 et
f(—=1,—1) = 5. Le maximum global est donc (—2,—1/2) en lequel la fonction vaut 81/4.

Hélas, la diversité des cas qui peuvent se présenter nous empéche d’établir une méthode
permettant de calculer les maxima de fagon systématique... En réalité, la convexité se préte
surtout bien aux problemes de minimisation de fonctions convexes, comme nous allons le voir.
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FIGURE 4.1 — Représentation des trois contraintes 2x + 3y +5 < 0, —z +2y — 1 < 0 et
—x—2y—3<0.

4.2 Minimum de fonctions convexes : existence et unicité

Traitons a présent le probleme des minima de fonctions convexes. Pour commencer, nous
pouvons montrer que la convexité de la fonction simplifie en quelque sorte le probleme car tout
minimum local est en fait un minimum global.

Proposition 4.2.1. Soit f : E — R une fonction propre convexe. Tout minimum local de f
est un minimum global.

Démonstration. Supposons que xy est un minimum local de f et soit z € dom(f). Il existe un
voisinage ouvert convexe V' de xq tel que f(z) > f(zo) pour tout z € VNdom(f). Par convexité,
le segment [z, 2] est inclus dans dom(f). Il existe A €]0,1] tel que z = Azg + (1 — N)z € V.
Donc, par convexité de f, on a

f(2) < Af(xo) + (1 = A)f(2)

et il s’ensuit que

F) 2 T = T e0) 2 Ty f ) = 1o () = fwo)

d’ou la conclusion. O

Nous pouvons donc nous contenter d’étudier seulement les minima globaux. Avant toute
chose, donnons une condition de minimalité de la fonction considérée. Il est connu que si
f :]Ja,b|— R est une fonction dérivable sur 'ouvert ]a, b[ de R, alors la dérivée de f s’annule
en les extréma locaux. Mais un point d’annulation de la dérivée n’est pas nécessairement un
extrémum, comme le montre 'exemple classique f : © € R — 2% € R. Nous allons voir que
nous pouvons déduire une propriété similaire en terme de sous-différentiel.
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Définition 4.2.1. Si f : E — R est une fonction propre G-différentiable en xy € dom(f), alors
on dit que zg est un point critique de f si et seulement si V f(zq) = 0.

Proposition 4.2.2. Si f : E — R est une fonction propre, alors xo est un minimum global
de f si et seulement si 0 € Of(xg). De plus, si [ est G-différentiable en xq, alors xy est un
minimum global si et seulement si x¢ est un point critique de f.

Démonstration. 1l est clair que 0 € df(xg) si et seulement si (0, y—zo) =0 < f(y) — f(xo) pour
tout y € E, c’est-a-dire f(z9) < f(y) pour tout y € E. Supposons que f est G-différentiable
en xg. Alors 0f(xg) = {V f(zo)} par la proposition 3.5.3. La conclusion résulte de la premiere
partie de la propriété. O

A présent, étudions l'existence et I'unicité des minima. Par la suite, ’ensemble des minima
de f sera noté argmin(f) . Remarquons que I’ensemble des minima forme un ensemble convexe.

Proposition 4.2.3. Si f : E — R est une fonction propre convexe, alors argmin( f) est convexe.
Si, de plus, f € T'(F), alors argmin(f) est un convexe fermé.

Démonstration. Supposons argmin(f) non-vide, le cas vide étant évident. Soit xy € argmin(f)
et posons ro = f(xp). Alors, argmin(f) = I',,(f) et la conclusion s’ensuit. O

Bien entendu, on s’attend a ce que l'on doive imposer quelques hypotheses sur f pour
assurer 'existence d’un minimum. En effet, a partir d’exemples simples de fontions convexes
suffisament régulieres, on peut avoir argmin(f) = ). Par exemple, la fonction exponentielle est
de classe C'*°, bornée inférieurement, convexe, et pourtant, elle n’admet pas de minimum. La
fonction o — 22 est convexe, de classe C™, bornée inférieurement, et elle admet un unique
minimum en 0. Les propriétés a imposer a la fonction sont d’'une autre nature que le simple
fait d’étre lisse ou borné. Remarquons qu’avec la fonction carrée, les sections I'.(f) sont toutes
compactes, alors que pour I'exponentielle, 'ensemble I'y (f) n’est méme pas borné car il est égal
a ] — 00, 0]. La propriété suivante montre qu’avec suffisamment de régularité sur f, la propriété
constatée sur les ensembles I',.(f) assure l'existence d’'un minimum. En réalité, nous pouvons
méme nous contenter de la compacité faible, comme le montre la proposition ci-dessous.

Proposition 4.2.4 ([44]). Si f € T(FE) et sl existe r € R tel que T'.(f) est non-vide et
faiblement compact, alors f est borné inférieurement et argmin(f) # ().

Démonstration. Soit r € R tel que I'.(f) est non-vide et faiblement compact. Construisons une
suite (7, )men décroissante et convergeant vers inf,cp f(z). Nous pouvons méme nous arranger
pour que ro =7 et que r,, > inf,ep f(z). De cette fagon, les ensembles I, (f) sont des fermés
faibles inclus dans le compact faible I',.(f). Ils sont donc faiblement compacts. De plus, on a
I (f) DI, (f) pour tout m € N. Ces ensembles sont non-vides. Sinon, il existe m € N
tel que T, (f) = 0. Donc, pour tout © € E, on a f(xz) > r, et donc inf.cp f(z) > 7,
ce qui est absurde, vu la construction de la suite (7,,)men. Par le théoreme de Cantor, on a
N2 (f) # 0. Soit 2o un élément de cette intersection. On a f(zg) < r,, pour tout m € N
et par passage a la limite, on obtient f(z() = inf,ep f(x), d’ou la conclusion. ]

Vu la caractérisation des espaces réflexifs, la propriété qui suit est immédiate.

Corollaire 4.2.1. Si E est réflexif, f € T'(E) et s’il existe r € R tel que I'.(f) est borné et
non-vide, alors argmin(f) est non-vide et faiblement compact.
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Si l’espace de Banach E est réflexif, nous pouvons déduire un critere d’existence de minimum
bien plus pratique. Introduisons une nouvelle classe de fonctions.

Définition 4.2.2. Une fonction f : E — R est coercive si et seulement si

f(z) = +oo.

im
l|[| =00

Autrement dit, f est coercif si et seulement si, pour tout R > 0, il existe M > 0 tel que
f(z) > Rsi||z|| > M.

Dans I'exemple de la fonction carrée et de la fonction exponentielle, il est aisé de voir que
I’exponentielle n’est pas coercive et que le carré I'est. Plus généralement, dans un espace réflexif,
les fonctions coercives admettent toujours un minimum.

Proposition 4.2.5. Si E est réflexif et si f € T'(E) est coercif, alors argmin(f) est non-vide
et est faiblement compact.

Démonstration. 11 suffit de trouver r € R tel que I'.(f) est non-vide et borné et appliquer le
corollaire précédent. Fixons r € R de sorte que I'.(f) # (). Ceci est possible car la fonction est

propre et admet une valeur finie en au moins un point. Etant donné que f est coercif, il existe
R > 0 tel que f(z) > 7 si ||z|| > R. 1l Sensuit que I'.(f) C B(0, R) et T',(f) est borné. O

En utilisant la preuve précédente, on a le corollaire suivant qui nous sera utile.

Corollaire 4.2.2. Si E est réflexif et si f € T'(E) est coercif, alors I'.(f) est faiblement compact
pour tout r € R.

Toutefois, il existe des fonctions propres convexes semi-continues inférieurement non-coercives
qui peuvent atteindre un minimum. Par exemple, la fonction f définie sur R? par f (z,y) = 2*
n'est pas coercive car f(0,y) = 0 < 1 pour tout y € R. Pourtant, elle atteint ses minima
sur {0} x R. De plus, on voit que la proposition 4.2.4 n’est pas non plus d’application car les
ensembles I',.(f) non-vides ne sont pas bornés.

Concernant I'unicité du minimum, il est évident qu’il faut imposer des hypotheéses supplé-
mentaires a une fonction de I'(£) pour nous assurer de n’avoir qu'un seul minimum. La stricte
convexité permet d’avoir un minimum unique.

Proposition 4.2.6. Soit f € I'(E) et supposons que f est strictement convexe sur son domaine.
Alors f a au plus un minimum. De plus, si E est réflexif et f est coercif, alors f posséde un et
un seul minimum.

Démonstration. Soient xg et yo deux minima de f et notons r = f(xg) = f(yo). Si ¢ # yo et
A €]0, 1], alors

Fzg + (1= Nyo) < Af(wo) + (1 =N f(yo) =7

ce qui est absurde car r est la plus petite valeur prise par f. La seconde partie de la preuve est
une application directe de la proposition précédente. O
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De nouveau, la réciproque n’est pas vraie en général. Un exemple simple est la fonction
valeur absolue. Elle n’est pas strictement convexe puisque |Az + (1 — A)y| = Az| + (1 — )|y
lorsque 0 < x < y et le minimum en 0 est unique. Au final, nous n’avons que des résultats
partiels concernant 'existence et 'unicité. Mais il est malaisé de déterminer une condition a la
fois nécessaire et suffisante d’existence et d’unicité de la solution au probleme. Ces criteres se
révelent malgré tout utiles dans beaucoup de cas.

Nous pouvons essayer de déterminer 1’existence d’un minimum d’un point de vue plus pra-
tique en obtenant des approximations successives a l'aide de suites. Nous aborderons ce sujet
plus tard.

4.3 Dualité par perturbation

Nous avons vu comment résoudre explicitement un probleme de minimisation donné. Mais
parfois, le probleme posé peut paraitre tres difficile a résoudre tel qu’il est donné. C’est pour-
quoi il est intéressant de traiter le probleme sous un autre angle. Nous allons voir qu’il est
possible d’associer a un probleme de minimisation, appelé probléme primal, un autre probleme
d’optimisation nommé probléme dual au travers de la transformée de Legendre. Ce passage au
dual est tres intéressant par les liens forts qu’entretiennent les points de vue primal et dual
vis-a-vis des minima. Notre référence principale concernant la dualité en optimisation est [4]
qui traite de I'analyse convexe sur des espaces de Hilbert. Bien que cet ouvrage travaille dans
un cadre tres particulier, la plupart des résultats cités dedans s’adaptent facilement au cas des
espaces de Banach, moyennant de temps en temps des hypotheses supplémentaires.

4.3.1 Théorie générale

Soit f € I'(E). Le but recherché est de minimiser f sur C. La contrainte d’appartenance
x € C peut étre supprimée en considérant f + do. Nous supposons aussi que le probléeme posé
est consistant, i.e. C' N dom(f) # 0. Ce probléme de minimisation sera noté (P). Soit V un
espace de Banach. Sauf mention explicite du contraire, nous conservons ces notations durant le
reste de la section 4.3.1.

Définition 4.3.1. Une fonction de perturbation de f est une application F : £ x V — R qui
vérifie F(x,0) = f(z) pour tout x € E. Pour tout v € V, on définit le probléme de minimisation
(P,) suivant : minimiser F(z,v) lorsque € E et v est fixé dans V. La fonction de valuation
associée a la perturbation F est I'application p : V' — R définie par p(v) = inf,cp F(x,v) pour
tout v € V.

Il existe plusieurs types de fonctions de perturbations. Certaines perturbations sont privi-
légiées en fonction de la situation qui se présente et des propriétés recherchées. Il est facile de
voir que les problemes (P) et (Py) sont équivalents. On dira que (P) est le probléeme primal .

Définition 4.3.2. On associe & (P) un nouveau probléme (P*) défini par
Maximiser — F*(0, u) lorsque p € V*.

Ce sera le probléme dual de (P). Pour tout £ € E*, on lui associe des problemes (Pf) qui
consistent a maximiser —F*(§, 1) en fonction de p € V* lorsque & est fixé dans E*. Assez
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naturellement, le probleme bidual associé a (P) sera le probleme (P**) défini par
Minimiser F**(x,0) lorsque = € E.

Pour la suite, nous notons my = inf,ep F(x,0) et m} = —inf ey« F7(0, ). Nous avons le
résultat suivant qui est immédiat.

Proposition 4.3.1. Si F est une fonction propre, alors p**(0) = m} et m}j < my.

Démonstration. 11 suffit de voir que
p**(0) = sup (&, 0) — p"(£)
gev*

p—— 1 f —_—
Anf, 325<£ ,x) — p(z)

RS A M

=—inf sup () — F(y,2)

gev (y,x)eExV

=—inf sup ((0,%),(y,x)) — F(y,x)

5% (y,x)eEXV
= — inf F*(0,&) = m.
nf F(0,€) = m
et que my = p(0). La conclusion découle du fait que p** vaut soit identiquement —oo, soit
conv(f). O

Le nombre m; — m7} est appelé écart de dualité . Il est toujours positif ou nul. Lorsqu'il est
nul, on dit que (P) et (P*) sont en dualité forte. Dans le cas contraire, ils sont faiblement en
dualité. Voila pourquoi il est tres important de choisir une fonction de perturbation appropriée.
Nous allons tirer des conditions nécessaires et suffisantes pour avoir une dualité forte. Mais
examinons d’abord I'importance que cette fonction de valuation a sur les deux problemes.

Proposition 4.3.2. Si la perturbation F est une fonction propre convexe, alors la fonction de
valuation p associée est conveze.

Démonstration. Nous devons nous contenter de la définition de la convexité car la fonction p
n’est pas nécessairement propre. D’abord, on a

epi(p) = {(z,y) € V xR p(z) <y}
{(z,y) e V xR: Zig}fs}"(z,:c) <y}

Soient (z,y), (', y") € epi(p) et A € [0, 1]. 1l est clair que
FAz+ 1 =N 2+ (1=Nz') = F( ANz 2) + (1 =N (,2") < AF(z,2) + (1 = NF(Z, 2"
pour tout z, 2’ € E. Il vient facilement
. / . . / /
Zuelgf(z,)\x—i— (1—-XNz") < )\212]1;]:(2,&:) +(1— )\);Ielg}"(z,:c) <A y+ (1=N)y.

Donc, A(z,y) + (1 — A\)(2/,y') € epi(p). O
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Proposition 4.3.3 ([4]). Supposons que la perturbation est propre convezxe et semi-continue
inférieurement. Alors f est borné inférieurement par un réel et ’écart de dualité est nul si et
seulement si p(0) € R et p est semi-continu inférieurement en 0.

Démonstration. La condition est suffisante. Le fait que p(0) = inf,cp f(z) € R implique que
f est borné inférieurement par un réel. De plus, la proposition précédente montre que p est
convexe. Par le théoréme de Fenchel-Moreau, on a alors p™ = p et par semi-continuité inférieure
en 0, on obtient

my = p**(0) = lim inf p(z) = p(0) = m;.

La condition est aussi nécessaire. Si f est borné inférieurement par un réel C, alors p(0) =
inf,ep f(x) > C. Vu que f est propre, p(0) < +o0. Donc, p(0) est réel. L’écart de dualité étant
nul, on a facilement m} = liminf, .o p(z) = p**(0) = p(0) = mj. O

A présent, nous pouvons décrire ’ensemble des solutions du probléme dual.

Proposition 4.3.4 ([4]). Supposons que F est propre convexe semi-continu inférieurement et
que p* est une fonction propre. Alors l'ensemble des solutions de (P*) est 0(p*)*(0). Si V est
réflexif, alors cet ensemble vaut Jp*™(0).

Démonstration. On voit que p est solution de (P*) si et seulement si F*(0, u) < F*(0,v) pour
tout v € V*. Clest équivalent a avoir p*(u) < p*(v) pour tout v € V*. Or, nous savons que p
est un minimum global de p* si et seulement si 0 € dp*(u). Etant donné que p* € I'(V*), nous
avons 0 € dp*(p) & J, € 9(p*)*(0). Par I'identification naturelle de E* dans E***, cela revient
a dire que pu € 9(p*)*(0). Le cas réflexif résulte du fait que p** = (p*)*. O

Ceci permet en particulier d’établir un théoreme d’existence de solutions du probleme dual.

Proposition 4.3.5 ([4]). Supposons que V' est réflexif, que F est propre conveze semi-continu
inférieurement et que p* est une fonction propre. La fonction p est sous-différentiable en 0 si et
seulement si p(0) est fini, p est semi-continu inférieurement en 0 et (P*) admet une solution.

Démonstration. Supposons que p est sous-différentiable en 0. Comme p* est propre, on a p(z) >
—oo pour tout z € E. Puisque 0 € dom(dp) C dom(p), on a p(0) < +oo. Il s’ensuit que p(0)
est fini. Nous savons que la sous-différentiabilité implique la semi-continuité inférieure. Donc, p
est sci en 0. De plus, la proposition 3.6.15 montre que dp(0) = dp**(0) # 0 et (P*) admet donc
une solution par le résultat précédent. Réciproquement, supposons que p est sci en 0, p(0) € R
et que (P*) admet une solution. La proposition précédente montre que dp**(0) # (). Par la
proposition 3.6.15, on a dp**(0) = dp(0) # (). La conclusion en découle. O

Voyons a présent les liens qui subsistent entre les solutions primales et duales.

Proposition 4.3.6 (|4]). Supposons que la perturbation est propre conveze et semi-continue
inférieurement et que V' est réflexif. Soient xg € E et ug € V*. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) Le point xq est solution de (P), po est solution de (P*) et l’écart de dualité est nul.

(it) On a F(x0,0) + F*(0, o) = 0.

(ZZZ) On a (O,Mo) S 8./—'.(1'0,0)

(iv) On a (x,0) € OF*(0, o).
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Démonstration. (i) = (ii) : On a my = m}, ce qui se traduit par F(zo,0) = —F*(0, o), c’est-
a-dire F(xo,0) + F*(0, o) = 0.
(i1) = (¢) : 1l suffit de voir que

_F*(()?MO) < _#ien‘ﬁ* F*<Oalu> = m} < my = ;Ielgf(ib’,()) = _F*(Oa,uo)'

(1) = (i11) : Il suffit de constater que (ii) implique 0 > F(x,0) + (u0,y) — F(z,y) pour tout
(x,y) € ExV car

F(0,0) + F(0, o) = 0 = ((0, pto), (0,0)) > F(x0,0) + (o, y) — F(z,9)

pour tout (z,y) € E x V par définition de la transformée de Legendre. Autrement dit, nous
avons

<(07:u0)7 (x7y) - (LC(), 0)> < .F(SL’,y) - f(fo,()) V<I,y) eLxV
c’est-a-dire (0, po) € OF (x,0).
(1i1) < (iv) : C’est une conséquence de la proposition 3.6.12.
(iv) = (i) : Si (xg,0) € OF*(0, po), alors

((§, 1) = (0, o), (20,0)) = (&, z0) < F*(§, 1) — F*(0, p0) V(§ 1) € B x V™.

Donc,
<<57ﬂ)7 (.1'0,0)) - ‘F*<£>N) < _F*(())MO) v(f,ﬂ) c " xV*.

Par conséquent, F**(xo,0) = F(x0,0) < —F*(0,10). On en tire que my < m} et I'écart de
dualité est nul. De cette inégalité précédente, il découle aussi que xq est solution de (P) et que
po est solution de (P*). O

Une notion fondamentale de la théorie de la dualité est le lagrangien d’une perturbation
donnée.

Définition 4.3.3. Le lagrangien d’une perturbation F : E x V — R est I'application £ :
E x V* — R définie par

L(z,§) = inf Fz,y) +{&y) V(&) € ExV™.
Yy
Définition 4.3.4. Soient X et Y des espaces topologiques et une fonction F' : X x Y — R.

On dit que (zg,90) € X x Y est un point selle de F' si xp est le minimum de la fonction
F(-,50) : X — R et yg est le maximum de la fonction F(zo,-) : Y — R, auquel cas on a

F(xo,y0) = inf F(x,y0) = sup F(zo,).

Exemple 4.3.1. La fonction F : (z,y) € R* — 22 — 3> € R est 'exemple type d’une fonction
possédant un point selle. Ce point est donné par (0,0) comme on le vérifie facilement (figure
4.2).

Le lagrangien bénéficie de propriétés particulieres.

Proposition 4.3.7. Pour tout x € E, la fonction L(z,-) : V* — R est concave et semi-continue
supérieurement.
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FIGURE 4.2 — Représentation de la fonction F : (z,y) € R? — 2% — 4> € R. On voit facilement

que le point (0,0) est un point selle car 0 est minimum de x +— f(z,0) = 2% et 0 est maximum

dey — f(0,y) = —y*

Démonstration. On voit aisément que L(z,§) = —(F(z,-))* (=) pour tout £ € V*. La fonction
L(z,-) est concave si et seulement si —L(z, ) est convexe. Comme (F(z,-))*(—-) est convexe,
on déduit que —L(z,-) est convexe. Soit {, € V* et montrons que L(z,-) est semi-continu
supérieurement en &y. Nous savons que la transformée de Legendre d’une fonction est toujours
sci. Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que

1€+ &ll <= (F(z,-)" (=) —e < (F(x,))"(§)-

Ceci peut étre reformulé par

1€ =&l <n=—(F(x,-))" (&) + & = =(F(z,")" (=)
et la conclusion en découle. O

Lorsque c’est la seconde composante qui est fixée dans le lagrangien, alors la fonction peut
devenir convexe.

Proposition 4.3.8. Si la perturbation est conveze, alors L(-,€) : E — R est conveze.

Démonstration. Posons F(z,y) = F(x,y)+ (§,y) pour tout (z,y) € £ x V. On voit facilement
que la fonction F': E x V — R est propre et convexe. De plus, on a

E(?&) = inf(‘F('7y) + <£>y>) = inf F('7y)'

yev yev
La proposition 3.1.19 permet de conclure. O

Proposition 4.3.9. Si 7 € ['(E x V), alors pour tout x € E, on a supgey L(7,§) = F(x,0).
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Démonstration. Deux cas sont a envisager. Le premier est celui ou la fonction F(z, -) est propre
convexe et semi-continue inférieurement. Donc, (F(z,-))* = F(x,-) et par conséquent

sup £($7€> = Sup —(f([[‘, ))*(_5)
gev cevs
=~ nf ()0
= (F(z,-))"(0) = F(z,0).
Le second cas est celui ou F(z,-) n’est pas propre. Dans ce cas, par convexité, F(x,-) est infini

sur son domaine. Mais comme F est propre, on en tire que F(z,-) ne peut valoir —oo, donc la
fonction vaut +o0o partout. Il s’ensuit que

sup L(z,&) = sup inf F(z,y) + (£, y) = +o0 = F(z,0).
eV cev*yeV

O
On a un résultat similaire lorsque I'on prend la borne inférieure sur la premiere composante.
Proposition 4.3.10. Pour tout £ € V*, on a inf,cp L(x,§) = —F*(0, =£).

Démonstration. On a

inf Lz, &) = inf = F(r,y)+(&y)=— sup {(0,=E), (,y)) = Fla,y) = =F(0, =¢).

(zy)EEXV (z,y)€EXV

[]

Cela étant, nous savons démontrer que les points selles du lagrangien nous procurent des
paires de solutions des problemes primal et dual.

Proposition 4.3.11. Supposons que V' est réflexif et que F € T'(E x V). Alors xo € E est une
solution de (P), & € V* une solution de (P*) et l’écart de dualité est nul si et seulement si
(0, —&0) est un point selle du lagrangien.

Démonstration. Supposons que (g, —&p) est un point selle de £. Donc,
L(xo, =€) = inf L(z,—&) = sup L(zo,§).
zelR R%

Les deux dernieres propositions montrent qu’on a en fait
L(xg, —&) = —F"(0,&) = F(20,0).

De plus, ce nombre n’est pas infini car F(xy,0) = f(xg) > —oo et F*(0,&) > —oo. Il en
découle I'égalité F(xo,0) + F*(0,&) = 0 et on peut conclure a 'aide de la proposition 4.3.6.
Réciproquement, si zp € E est une solution de (P), & € V* une solution de (P*) et I'écart
de dualité est nul, alors F(zo,0) + F*(0,&) = 0. Les deux propositions précédentes et nos
hypotheses montrent que

ai;IeljfE£<x’ —&) = sup L(xzg, &) € R.

Lev

Puis, on a
inf L(x, —&) < L(xo, —&o) < sup L(xo,§) = ;ngﬁ(% —&o)

zeE cev

ce qui montre bien que (zg, —&y) est un point selle de L. O
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Pour finir cette section, appliquons nos résultats pour deux différentes perturbations et
examinons les résultats qu’on peut en tirer. Par le résultat précédent, on voit que pour trouver
les solutions primales et duales, il suffit de trouver les points selles du lagrangien associé a la
perturbation.

4.3.2 Perturbation par translation : dualité de Fenchel-Rockafellar

Soient F et V' des espaces de Banach, f € I'(F), g € I'(V) et T : E — V une application
linéaire continue. Supposons que dom(g) N T'(dom(f)) # 0. Nous notons indifféremment || - ||
pour dénoter la norme de E et de V. L’ensemble des contraintes est donné par C' = dom(g) N
T(dom(f)) et on s’intéresse au probleme suivant

Minimiser f(x) + g(T'(z)) lorsque x € C. (P)

Les hypotheses faites ci-dessus montrent que le probleme est consistant. Insistons sur le ca-
ractere tres général du probleme. En effet, le probleme classique qui consiste a uniquement
minimiser f sur £ est un cas particulier de (P) lorsque 'on prend g = 0 et T = idg.

Pour traiter ce probleme, nous introduisons la perturbation par translation
Fi(z,y) e ExV s f(x)+9(T(x) —y) €R.
Proposition 4.3.12. La perturbation F appartient a I'(E x V).

Démonstration. 11 est aisé de vérifier que F est propre et convexe. Montrons qu’elle est sci.
Soient (zg,v0) € E X V et € > 0. Par semi-continuité inférieure en zy, il existe n; > 0 tel que
f(wg) =5 < f(2) si ||z — 20| < n1. De méme, comme g est sci en T'(xg) — yo, il existe 7o > 0 tel
que g(T'(zo) —yo) —5 < g(2) si [[z—=T (o) +yo|| < n2. La fonction (z,y) € EXV = T(z)—y €V
étant continue, il existe n3 > 0 tel que || T(z) —y— (T(xo) —vo)|| < m2 si ||z —zo||+ ||y —vol| < n3-
Soit n = min(ny,n3). Au total, on a

[ = oll + Iy = woll <0 = f(wo) + g(T(w0) = 4o) — € < fa) + g(T(z) - y)
d’ou la conclusion. O
A présent, déterminons le probléeme dual (P*) de (P). Rappelons qu'il est donné par
Maximiser — F*(0, u) lorsque pu € V™. (P*)
On calcule la transformée de Legendre de la perturbation en (0, u)

FH0,p) = sup (0, ), (,9)) — f(x) = g(T(x) - y)

(z,y)eExV

= sup—f(z) + zggm, y) —g(T(x) —y)

= sup — f(x) 4+ sup(p, T'(z) — z) — g(2) Changement de variable z = T'(z) — y
z€EE zeV

= igg(u,T(fv» - f(z) + gggﬁa z) — g(2)

= igg(uf(%)) = f(z) + 9" (—n)

= sup(T™(u),z) — f(z) + g*(—p)

zelR

= (T (1) + 9" (—p).
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Le résultat final est donné ci-dessous.
Proposition 4.3.13. Le probléme (P*) est le suivant :
Maximiser — f*(T*(un)) — g"(—p) lorsque p € V™.

A présent, calculons le lagrangien. Si « ¢ dom(f), on voit directement que F(z,£) = +oo
et L(x,£) = 4o00. Si z € dom(f), on a

L(z,8) = ;nf Flz,y) + (&)

fz) + inf (€, y) + 9(T(2) — y)

flz) + mf £(€,T(z) = 2) + g() Changement de variable z = T'(z) — y
= f(z) + < T'(x)) + inf (€, —2) +g(2)

f(@) + (& T(w)) —sup(&, 2) — g(2)

f(@) +(T7(), ) — g7(8).

Nous résumons le calcul par ce qui suit.

Proposition 4.3.14. Le lagrangien £ : E x V* — R est donné par

f(@) +{T7(5),x) —g7(&§) six € dom(f) et & € dom(g”)
(,6) =4 +o0 si x ¢ dom(f)
—00 st x € dom(f) et & ¢ dom(g*).

En utilisant la proposition 4.3.11, nous pouvons démontrer le théoréme de dualité de Fenchel-
Rockafellar.

Théoréme 4.3.1 (Dualité de Fenchel-Rockafellar). Le point xy € E est solution de (P),
& € V* est solution de (P*) et

inf f(z) +9(T(z)) = sup —f*(T"(p)) — g"(—p) €R

pev*

st et seulement si
&0 € —Ag(T(x0)) N (T*)H(9f (x0)).
Si, de plus, f et g sont G-différentiables et g est continu en un point de dom(g) Nim T, alors xg

est solution de (P), Vg(T'(xo)) est solution de (P*) et l'écart de dualité est nul si et seulement
st xg est solution de [’équation

V(f+goT)(x)=0.

Démonstration. Nous savons que (xg, —&p) est un point selle du lagrangien si et seulement si x
est un minimum de L(-,&y) et —&, un maximum de L(zo, -). Remarquons immédiatement que
L(xg,—&y) € R en appliquant les propositions 4.3.9 et 4.3.10. La proposition 4.3.8 montre que
L(-,—&) est une fonction convexe. Donc, xy est un minimum de £(-, —&p) si et seulement si

f(xo) + (T (=), x0) < f(z) + (I (=&),z) Vre L.
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Autrement dit, si et seulement si

(T"(&0), v — xo) < f(z) — f(w0) VYV €EE.

C’est équivalent & dire que T*(&) € df (), ou encore que & € (T*)~H(df (z)). Par la propo-
sition 4.3.7, la fonction L(xg,-) est concave et scs. Donc, —L(xg, ) est convexe et —&y est un
maximum de £(zo, ) si et seulement si —&; est un minimum de —L(xo, -), ce qui revient a dire
que
—(T"(=&0), o) + 9" (=&) < —({T7(&), o) +g7(§) VEe V™
En d’autres termes,
(€+&,T(w0)) <9 (&§) —g"(=&) VEeV™
Ces inégalités signifient que Jr(,) € 09" (—&o). Par la proposition 3.6.12, on a =&, € dg(T'(xo)).
La conclusion découle de la proposition 4.3.11. Le cas particulier résulte immédiatement des pro-
positions 3.5.3, 3.5.5 et 3.6.14. On doit avoir §, = —Vg(T(xg)) et T*(&) = —T*(Vg(T(x0))) =
V f(xg), c’est-a-dire
V(f+goT)(xo) =0

car T*(Vg(T(x¢))) = V(g o T)(xo). O

4.3.3 Perturbation lagrangienne : dualité de Lagrange

En général, I'ensemble des contraintes sur la variable z est régie par un systeme d’équations
et d'inéquations qui déterminent la région de E qui nous intéresse. Nous allons nous pencher
sur ce type de probléme. Nous considérons une fonction f : £ — R propre convexe semi-
continue inférieurement. Soit g1, ..., g, une famille de fonctions propres convexes semi-continues
inférieurement sur E et hq, ..., h,, des fonctions affines continues sur £. Nous nous intéressons
au probleme de minimisation suivant

Minimiser f(x) lorsque x vérifie les contraintes g;(z) <0, ..., go(x) < 0,h1(x) =0, ..., hyp(z) = 0.

Notons (P) ce probleme. Pour plus de commodités, nous définissons C' comme étant 1'ensemble
des points z vérifiant les contraintes g;(z) <0, ..., go(x) < 0, hy(x) =0, ..., hyp(z) = 0. Afin que
le probléme soit consistant, nous supposerons que C' Ndom(f) # (. Nous abordons le probléme
en définissant la perturbation suivante

f() sigile) < Vie{l,..n)
F:(z,\p) € EXR"XxR™ — et hi(x) =p; Vje{l,..,m}
+00  sinon.

Clairement, il s’agit d’'une fonction de perturbation. Nous pouvons méme montrer que cette
fonction est propre convexe semi-continue inférieurement sur £ x R" x R™. Comme le probleme
(P) est consistant et que f est propre, la fonction F est propre. Nous voyons facilement que
F est convexe en utilisant la proposition 3.1.2. Pour la semi-continuité inférieure, il suffit de
calculer I’épigraphe. Celui-ci vaut

epi(F) = {(z, A\, 1, 1) e EXR" xR xR :Vie {l,...n} Vj€{l,...m} (z,\) € epi(g;)
et hj(x) = pj et (z,t) € epi(f)}

et il est fermé car les ensembles epi(f) et epi(g;) sont fermés pour tout ¢ € {1,...,n} et h; est
continu pour tout j € {1,...,m}. Nous résumons cela dans la proposition ci-dessous.
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Proposition 4.3.15. On a F € I'(E x R" x R™).

Déterminons le probleme dual. Nous avons
‘F*(Oa)‘vﬂ) = sup <(07>\7M>7(‘ray72)> _f(x7yaz)
(2,y,2)EEXR™ X R™
= sSup <)‘>y>+ </1J7Z> —.F(.%,y,Z)
(z,y,2) EEXR™ x R™

=sup sup Z Aili + Z Hiz5 — f(z)

2€E Viy;>gi(z) j=1 J=1
Vjhj(x)=2;

= sup sup > Ay + > iz — f(x)

zedom(f) Viy;>gi(w) ;=1 Jj=1
Vjhj(z)=z;
_ [ 8P S Aigi(a) + S p5hi(2) = (@) 81 My dn SO
oo sinon.

Proposition 4.3.16. Le probléme dual (P*) est
Mazimiser 1g£f(x) =Y Nigi(z) = > pihj(x) lorsque (A, p) € (R7)" x R™.
r i=1 j=1

Le lagrangien se calcule aisément. Si z ¢ dom(f) N N7, dom(g;), alors F(z, A\, u) = +0o0
quel que soit (A, u) € R"xR™ et donc L(z, A\, u) = +oo pour tout (A, pu) € R*"xR™. Si
x € dom(f) NN, dom(g;) on a

Lz, Ap) = inf (A ), (Y, 2) + F(2,9,2)

(y,2)ER™ x R™

=inf{d Niyi + > pz + Fl,y,2) : g1(2) <y gn(2) < Yo,
i=1 =1

hi(z) = 21, o, hyn(T) = 2 }
=inf{) Ny + D iz + f(2) : 91(2) < yrs oo, (@) <y, i (@) = 21, ooy b () = 20}
i=1 j=1
_ [ f@) + S Ngilw) + X phy(x) st d € (RT)”
—00 siA¢ (R+)”.
Nous donnons le résultat final ci-dessous.

Proposition 4.3.17. Le lagrangien £ : E x R" x R™ — R est donné par

@)+ X Migi(w) + X7y pihy(x) - si A€ (R
Lz, A\ p) =3 —o0 sid¢ (RY)" et z € dom(f) NN, dom(g;)
+00 sinon.

Nous pouvons déduire une technique utile permettant de calculer un minimum en pratique.
La proposition 4.3.11 nous dit que z( est solution de (P) et (Ao, o) € R" x R™ solution de
(P*) avec un écart de dualité nul si et seulement si (zg, —Ag, —fo) est un point selle de L. Par
définition, (g, —Ag, —pto) € E X R" x R™ est un point selle du lagrangien si et seulement si

£(I‘OJ AaM) < ;C(J:(), _)‘07 _MO) < L"(‘T? _)‘07 _:U’O) Ve € EVAeR" v:u e R™.
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Bien entendu, la valeur du lagrangien en un point selle est finie vu les propositions 4.3.9 et
4.3.10. Dong, il faut que —Xg € (R")" et 2y € dom(f) NN}, dom(g;). D'une part, en prenant
la premiere inégalité, nous avons

n

ZAzgz To) < — Z 0.i9i(0) VA€ (Rﬂn-
=1

En particulier, si A = 0, on trouve 0 < — > | X\g;gi(20). De plus, comme zy € C, on a g;(zo) <0
pour tout i € {1,...,n}. Il s’ensuit alors que —>_7; Ao;9:(zo) = 0, c’est-a-dire A ;gi(zo) = 0
pour tout ¢ € {1,...,n}. D’autre part, on a par la seconde inégalité

Z)\g i9i(x) < f(x Z)\Ozgz ZNO,J z) Va e dom(f)N () dom(g).

i=1

Vu ce qui précede, ceci est équivalent a dire que f(z) < L(x, —Ag, — o) pour tout = € dom(f)N
? , dom(g;). On obtient le théoréme suivant.

Proposition 4.3.18. Soient xy € C et (Ao, o) € (RT)" x R™. Alors xq est solution de (P),
(Ao, to) solution de (P*) et l’écart de dualité est nul si et seulement si Xg;gi(xo) = 0 pour tout
ie{l,..,n} et f(xg) < L(x,—No, —pto) pour tout x € dom(f) NN, dom(g;).

Définition 4.3.5. Si zy est une solution de (P), alors tout (Ao, o) € (RT)™ x R™ tel que
(0, —Ao, — o) est un point selle de £ est appelé multiplicateur de Lagrange associé & la solution
zo de (P).

Si 'on veut résoudre entierement un probleme (P), il serait intéressant de déterminer si
toute solution du probleme admet un multiplicateur de Lagrange.

4.3.4 Multiplicateurs de Lagrange

Nous allons étudier plus en profondeur la fonction £ du probléme introduit a la section 4.3.3.
Comme précédemment, considérons une fonction f : £ — R propre convexe semi-continue
inférieurement. Soient gy, ..., g, une famille de fonctions propres convexes semi-continues infé-
rieurement et des fonctions affines continues hy, ..., h,, sur E. Le probléme est le suivant

Minimiser f(x) sous les contraintes g(z) <0, ..., g,(z) < 0,hi(z) =0, ..., hp(x) =0. (P)

Comme d’habitude, nous noterons C' I’ensemble des points satisfaisant aux contraintes et la
valeur inf,cc f(z) sera simplement notée my. Remarquons immédiatement que ’ensemble C
est convexe. Bien entendu, nous supposerons toujours que dom(f)NC # ) afin que le probleme
posé soit consistant. Ici, nous allons directement étudier la fonction

L:(z,\p) €Ex RN xR™— f(x) —i—Z)\Zgz )+ > pihi(z) €R
j=1

Vu 'hypothese C' # (), £ est une fonction propre. Nous avons vu que si on arrive & associer
a un point zg € C' un multiplicateur de Lagrange, alors x, est solution du probleme (P) et en
méme temps, ce multiplicateur de Lagrange est solution du probleme dual. Le but principal
est de donner des conditions d’existence des multiplicateurs de Lagrange. Assez naturellement,
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il faudrait retomber sur les équations de la forme Ag,;g;(x¢) = 0 pour tout ¢ € {1,....,n} qui
apparaissent dans la derniere proposition. Trouver des multiplicateurs de Lagrange consisterait
donc a trouver (Ao, o) € R" x R™ et zg € C tels que L(x, Ao, o) = f(x0) < L(z, Ao, f10) pour
tout = € dom(f) NN, dom(g;) et Ag;g:(z9) = 0 pour tout ¢ € {1,...,n}. Nous aurons besoin
des lemmes suivants.

Lemme 4.3.1 (AC). Soient C et Cy des convexes non-vides disjoints dans R™, il existe
u € R"\{0} tel que (u,x) < {u,y) pour tout x € Cy ety € Cs.

Démonstration. Posons C' = Cy — Cy. 1l s’agit d’'un convexe ne contenant pas 0. Supposons
d’abord que dim C' = n. Dans ces conditions, on a C° # () vu le lemme 3.3.1. Le théoréme de
séparation faible permet alors de conclure. Si dim(C) =m < n et si 0 € aff(C'), alors on refait
le raisonnement précédent en nous restreignant au sous-espace vectoriel aff(C'). Si, de plus,
0 ¢ aff(C'), nous savons qu'un espace affin de dimension finie m est décrit par n —m équations
linéaires [22]. 11 existe donc uq, ..., up_m € R"\{0} et by, ..., b, € R tels que

aff(C) ={zx e R" : (u;,x) =b; Vie{l,..,n—m}}.

Il suffit alors de considérer u;. On a (uy,z) = by < 0 pour tout z € aff(C') (quitte a changer le
signe de u; et by). La conclusion en découle. O

Lemme 4.3.2 (AC, [3]). Si xq est solution du probléme (P), alors il existe n+m+1 réels non
tous nuls Aoy Aiy oy Apy i1y oy fim Lels que g > 0, ..., A\, > 0, Njgi(0) = 0 pour tout i € {1,...,n}
et

)\0f($0 < )\0.][‘ + Z /\ng + Z,U/]hj<l’) Ve e X
j=1
ou X = dom(f) NN, dom(g;).
Démonstration. Posons
O, = {(f<x) - f('r()) + TO,Ql(x) + r, 7gn(x) + Tn, hl(x)7 ,hm(.]?)) NS X7 Ty -y T > O}

Cet ensemble est un convexe de R"™™*1 En effet, soient py, p, € C' et A € [0, 1]. On peut écrire

b= (f(llf) - f(xO) + TOagl(x) + 7, 7gn(x) + Tn, hl(fE), L) h’m<x))
et
p2 = (f(2") = f(xo) + 7o, gr(2) + 71, s gu (@) + 1 (), o o ()
avec T, 2" € X, 1o, .y Tny Ty ooy 7y > 0. On a évidemment Ah;(z) + (1 — M)A (2) = hiy(Ax + (1 —

A)z’) pour tout i € {1,...,m} car les h; sont des fonctions affines. Par convexité, on a

Mgi(z) + 1) + (1= N (gi(2) +70) > gi(Ax + (1= N)2') + i + (1= N)rl) Vie{l,..,n}

A(f (@) = flwo) +70) + (L= N (f () = f (o) +70) = f(Az+ (1= A)a) = f (o) + (Aro+ (1= A)rp).

11 s’ensuit que Ap; + (1 —A)pe € C”. De plus, C’ ne contient pas 0 car f(z)— f(zo)+7ro > 10 >0
pour tout z € X et tout 9 > 0. Par le lemme précédent, il existe (Ao, ..., An, fh1y -y fbm) €
R™ ™1\ 10} tel que

(A0 ey Ay 1y ooy flm ), P) >0 Vp e C'.
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Autrement dit, on a

n

NS (20) < Mo F(@) +70) + 3 Nlgi(@) + 1) + 3 pyhy () *)

i=1 j=1

pour tout z € X et tout rg,...,r, > 0. En passant & la limite r; — 0" pour tout 7, on a
)\of(ﬂf() < )‘Of + Z )\zgz + Z,u]hj(:v) Vo € X.

Montrons que A; > 0 pour tout i € {0, ...,n} et que \;g;(xo) = 0 pour tout 7 € {1,...,n}. Dans
(*), on prend x = zg et r; = —g;(x9) > 0 lorsque 1 < i < n et on obtient Ay > 0. Ensuite, si
ke {l,...n}, on prend x = xg, 79 — 07 et 7; = —g;(x) pour tout i # k et rp > —gx(zo) dans
(*). On en tire que 0 < A\ (gr(zo) +7x) et par conséquent, Ay > 0. De plus, si ry — 0%, rg — 0
et r; = —g;(xo) si i # k dans (*), on obtient A\ggx(z9) = 0. Ceci achéve la preuve. O

Dans le lemme, nous pouvons méme supposer que A\g = 0 ou 1, quitte a diviser les deux
membres de 'inégalité du lemme par Ay lorsque A\g # 0. Si Ay = 0, alors nous ne savons pas
tirer d’informations sur (P) puisque 'on a alors qu’une information que sur les contraintes.
Pour pouvoir lier le lemme au probléme (P), il est évidemment important d’avoir A\g # 0. Pour
ce faire, il suffit d’ajouter une hypothese technique sur les contraintes.

Proposition 4.3.19 (AC,[3]). Posons X = dom(f) NN, dom(g;). Supposons qu’il eziste
2o € C tel que g;(z9) < 0 pour tout i € {1,...,n} et qu’il existe € > 0 tel que, si z € R™ avec
|z| < e, le systéme

hi(z) = 21, ooy hn(T) = 2

admet une solution x dans X. Alors xg € C est solution de (P) si et seulement si il existe
(A, ) € (RT)™ x R™ tels que \igi(wo) = 0 pour tout i € {1,....,n} et f(xo) < L(x, \, 1) pour
tout v € X.

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit o € C' une solution au probleme. Vu le lemme,
il existe (Ao, A1y oy Ay f1s ooy ) € (RT)FL x R™ de composantes non toutes nulles telles que
Aigi(zg) = 0 pour tout i € {1,....,n} et

NEEWEES REES WINCIR LS )

Nous pouvons méme supposer que A\g € {0, 1}. Par 'absurde, supposons que Ag = 0. Prenons
xr = 29 dans (*). On en déduit que 0 < 3 1)\192-(20). Comme g;(29) < 0, nous avons nécessai-
rement \; = --- = A, = 0. Il vient 37", p;h;(x) > 0 pour tout x € X, les éléments fiy, ..., fim
étant non tous nuls. Nous pouvons supposer que les ; # 0 sont piq, ...,y avec k < m et que
p1 < -+ < pg. On définit z € R™ de la fagon suivante :

(1) Si pj =0, on pose z; = 0.

(2) Si p; <0, on pose z; = 55—

(3) Si pj >0, on pose z; = 5=
De cette maniére, on a |z| < £/2 < ¢ et il existe 2/ € X tel que h;(2') = z; pour tout
i € {1,...,m}. Donc 37", pih;(x") < 0, ce qui est absurde. On conclut que A\ = 1.
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La condition est suffisante. Soit x € C'. On a h;(x) = 0 pour tout j € {1,...,m} et gi(x) <0
pour tout i € {1,...,n}. Par hypothése, on conclut que

fa0) < £0e M) = £() + 3 M) < f(2).

]

Remarque 4.3.1. On peut se passer de 'axiome du choix dans les lemmes 4.3.1 et 4.3.2 et
la proposition 4.3.19 au prix d’une preuve plus longue. Le lecteur intéressé peut consulter le
théoreme 11.2 de [35] pour une version de la preuve du lemme 4.3.1 sans axiome du choix.

Les hypotheses introduites dans cette proposition peuvent sembler tres restrictives. De plus,
la condition d’optimalité f(z¢) < L(x, A, i) peut sembler difficile & mettre en oeuvre. Voici une
condition d’optimalité qui lui est équivalente.

Proposition 4.3.20 (Conditions de Kuhn-Tucker, [3]). Supposons que les fonctions g1, ..., gn
sont continues. Posons X = dom(f) NN, dom(g;) et soient X € (RT)", p € R™ etz € C tels
que A1, ...; Ay > 0 et Nigi(xo) = 0 pour tout i € {1,...,n}. Supposons aussi qu’il existe zy € C
tel que g;(z9) < 0 pour tout i € {1,...,n} et qu’il existe € > 0 tel que, si z € R™ avec |z| < ¢, le
systeme

hi(z) = 21, ooy hn(T) = 2

admet une solution x dans X. On a f(xo) < L(x,\, ) pour tout x € X si et seulement si

0 € 0f (o) + 3 NDgro) + 3 Vo).

i=1 j=1

Démonstration. Vu les hypotheses sur A et p, on vérifie aussitot que f(zg) < L(x, A\, 1) pour
tout © € X si et seulement si xy est un minimum de £(-, A\, ) sur X. La fonction L£(-, A, )
est évidemment convexe semi-continue inférieurement et propre. Par la proposition 4.2.2, xg
est un minimum de L£(-, A, ) si et seulement si 0 € 9(L(, A, 1))(xo). En vue d’appliquer la
proposition 3.5.6, montrons que dom(f) NN, dom(g;)° # (). Par hypothese, il existe zg € C
tel que g;(29) < 0 pour tout ¢ € {1,...,n}. Par continuité, pour tout i € {1,...,n} il existe un
voisinage U; de zy dans E tel que ¢;(z) < 0 pour tout z € U;. Donc, U = NI, U; est un voisinage
de zy tel que g;(z) < 0 pour tout i € {1,...,n}. On en tire que zy € dom(f) NN, dom(g;)° et
donc que
0 € A(L(, A, 1)) (wo) = Df (wo) + D Nigilwo) + D pjOh;(wo).-
i—1 =1

Une fonction affine continue est toujours G-différentiable par le corollaire 3.6.2 et Oh;(zo) =
{Vh;(x)}. La conclusion en découle. O

Nous pouvons résumer la méthode des multiplicateurs de Lagrange par le théoréme suivant
qui découle de tout ce qui précede.

Théoréme 4.3.2 (Multiplicateurs de Lagrange). Posons X = dom(f) NN, dom(g;). Suppo-
sons qu’il existe zg € C' tel que g;(z0) < 0 pour tout i € {1,...,n} et qu’il existe € > 0 tel que,
si z € R™ avec |z| < g, alors le systéme

hi(z) = 21, ooy hn(T) = 2
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admet une solution x dans X. Alors vq € C est solution de (P) si et seulement si il existe
(A, ) € (RT)" x R™ tels que N\igi(xo) = 0 pour tout i € {1,...,n} et

0e 8f(w0) + Xn: )\Zﬁgz(xo) + i ,U]V}lj(i[o)

i=1 j=1

4.4 Approximation de Moreau-Yosida et méthode nu-
mérique

A présent, nous allons obtenir quelques résultats permettant de construire des suites ap-
prochant le minimum d’une fonction, s’il existe. La méthode consiste a transformer la fonction
a minimiser en une fonction plus réguliere a I’aide de 'opération d’inf-convolution introduite
dans le chapitre précédent. En général, cette approximation est étudiée sur des espaces de
Hilbert car ils possedent des propriétés géométriques tres riches et facilitent grandement les
preuves. Ici, nous nous proposons d’élargir un peu le cadre quand c’est possible, sans toutefois
aborder le sujet sur des espaces de Banach généraux car il n’existe pas a ce jour de techniques
d’approximation qui fonctionnent dans un cadre aussi large que celui-ci.

4.4.1 La régularisation de Moreau-Yosida

Définition 4.4.1. Un espace de Banach E est uniformément conveze si, pour tout e €]0, 2], il
existe n > 0 tel que

T+y
ol < Lyl < et o=yl > e = |52 <1-n, e

Si € €]0,2], on note n(e) le plus grand n > 0 tel que (*); c’est le module de convexité de E en
€.

Cette condition peut paraitre tres restrictive, mais en réalité, il existe bon nombre d’espaces
de Banach bénéficiant de cette propriété (par exemple, les espaces LP lorsque 1 < p < 400
[13]). Cette propriété d’uniforme convexité est purement géométrique et dépend de la norme
de I'espace et non de la topologie.

Exemple 4.4.1. Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire que I'on note (-, ),
comme de coutume. Cet espace muni de la norme induite par le produit scalaire est uniformé-
ment convexe. En effet, soient € €]0,2] et z,y € E tels que ||z —y| > ¢, [|z|| < 1et [|y| < 1.0n
rappelle la regle du parallélogramme obtenue simplement en développant le premier membre

lz+yl* + [z — ylI> = 2(|=)* + yl|*) Vz,y € H.
On a donc

r+y
2

(4—¢%)

N

2 1
| = @l + 20yl = o = ol <

x+yH / g2
<4/1l-—<1.
2 - 4

et par conséquent
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Il suffit alors de prendre n = 1 — /1 — (¢2/4).

En particulier, ceci montre que R" muni de la norme euclidienne est uniformément convexe.
Néanmoins, si R" est muni de la norme 1, i.e. |z|; = X1 |z;], alors 'espace n’est plus unifor-
mément convexe. De fait, supposons que € = 1 et qu’il existe n > 0 tel que

’95\1Slj‘thl,’ﬂU—y’lElj’l‘Qﬂ/ <1l-—mn.
1

Or, en prenant deux vecteurs distincts e; et e; de la base canonique de R", on a |e;|; = 1, |e;|; =

1a|€i_€j|1 =2>1et

e; + €;
2

ce qui est absurde. Ainsi, I'uniforme convexité ne dépend que de la norme choisie.

=1>1-—n,
1

Cette propriété est évidemment conservée par isométrie. Voici également un autre type
d’espace de Banach.

Définition 4.4.2. Un espace de Banach est strictement conveze si et seulement si

Tty
ol < Ll < Lo 2y = |52 <1

Remarque 4.4.1. De facon équivalente, on dit que E est strictement convexe si et seulement
si

el < L[yl < Lo #y, A €]0, 1= [[Az+ (1 = ANyll < 1.

Cela découle du fait que tout élément de la forme Az + (1 — Ay avec A €]0,1[, z # y, ||z|| <1
et ||y|l <1 est le milieu d’un segment inclus dans [, y].

Ce type d’espace bénéficie aussi de la propriété suivante.

Proposition 4.4.1 ([34]). Tout espace de Banach uniformément conveze est réflexif et stric-
tement convexe.

Démonstration. Vu la définition de I'uniforme convexité, il est évident que E est strictement
convexe. Montrons que cet espace est réflexif. On procede par ’absurde et on suppose que E est

uniformément convexe et non-réflexif. Par le théoreme de Goldstine (lemme 2.2.3), J(B(0, 1))
est faiblement-* dense dans la boule unité fermée de (E**,|| - ||.«) que I'on va noter B,.. Autre-
ment dit, J(B(0, 1))0 B _ B... Puisque F n’est pas réflexif, il existe ( € E**\J(F). On
peut supposer que ||¢||.« = 1, quitte a diviser ¢ par sa norme. On a alors ¢ ¢ J(B(0,1)). Notons
d la distance entre ¢ et J(B(0, 1)) pour la norme || ||.. Comme {(} est compact et J(B(0,1))
est fermé (car J est une isométrieff), on a d > 0. Prenons £ €]0, min(2, d)] et considérons le
module de convexité n de E en . Vu que

[€]l+x = sup [{C, &) =1,
lell<1

2. En effet, soit (Js,, )men une suite de J(B(0,1)) qui converge vers ¢. Cette suite est de Cauchy. Par
isométrie, || Jz,, — Ja, |lxx = |Tm — @n|| €t (Zm)men est de Cauchy dans E. Puisque E est complet, (2, )men
est une suite de B(0,1) qui converge vers une limite x qui appartient B(0,1) car ce dernier est fermé. Par
continuité, J,, — J, et par unicité de la limite, £ = J,.



4.4. Approximation de Moreau-Yosida et méthode numérique 128

il existe une suite (&, )men telle que ||§n |l < 1 et telle que [(C,&n)| — 1 si m — +oo. 11 existe
M € N tel que [(C,&n) — 1| < n(e)/2. Posons

v{uem e -1 < 19

Il s’agit d'un voisinage faible-* de ¢ et comme ( est faiblement-* adhérent & J(B(0,1)), on a
VNJ(B(0,1)) # (0. Soient py, e € VN J(B(0,1)). On a

2 = [{p1 + pi2, Ear)| < |1 = (s San) | 4 |1 = (2, San)| < m(e)
et [{p1 + pa, Ear)] > 2 — n(e). On en déduit que ||p1 + pallex > 2 — n(e). Donc,

**>1—n(2€)>1—7](5).

Hu1+/t2
2

Il en découle que || ][w > 1, [[p2]lax > 1 0w ||t — pia|ss < &. Comme piy, pp € J(B(0,1)) C B,
on a || — p2|les < €. Done, VNT(B(0,1)) C p1 +&Bys. En particulier, on a || — |« < e < d
avec 11 € J(B(0,1)), ce qui contredit le fait que d est la distance entre ¢ et J(B(0,1)). O

Voici le procédé de régularisation qui nous intéresse.

Définition 4.4.3. Soient £ un espace de Banach uniformément convexe, f : £ — R une
fonction propre convexe semi-continue inférieurement et ¢ > 0. L’approximation de Moreau-
Yosida de f a l'ordre € > 0 est la fonction f. : E — R définie par

1 2
fe—f@%””

Explicitement, on a

: 1 2
fe(z) = inf f(2) + [l —2]" V2 E.

Il est légitime de nous demander s’il existe des points en lesquels la borne inférieure inter-
venant dans f. est atteinte.

Lemme 4.4.1. Supposons que E est uniformément convexe et soit ¢ - R — R une fonction
continue croissante telle que 1(0) = 0. Alors la fonction f: E — R définie par

sy = [t

est convexe. Si, de plus, 1 est strictement croissant, alors f est strictement convexe.

Démonstration. Définissons la fonction

F(t)dt sir >
forehes {000 8720
0 sinon.
Cette fonction est dérivable sur |0, +o00[ et dI/dt = 1p. Comme v est croissant, la fonction [
est forcément convexe. Elle est aussi croissante. Si ¢ est strictement croissant, la fonction [
strictement convexe et strictement croissante sur |0, +-oo[. Puisque f = Io||-||, cette fonction est
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convexe en appliquant la proposition 3.1.17. Supposons ) strictement croissant. Soient x,y € E
deux points distincts et A €]0, 1[. On envisage deux cas. Le premier est ||z| # ||y|. Dans ce
cas, comme [ est strictement convexe et croissant, on a

FO+ (1 =Ny) < Tzl + (0 = Mllyl) < AI([zl]) + (0= NIyl = Af(z) + (1= A fy).

Supposons désormais que ||z|| = |ly||. Puisque 'espace est strictement convexe, on obtient

Y
A /\)H <1
H HiEH [yl

et [[Ax + (1 — N)y|| < ||z||. Il s’ensuit que
fOu + (1= Ny) = I([[]Az + (1 = Nyl))
< I([lz]l) = Al ]l) + (1 =2y,

d’ou la conclusion. O
Corollaire 4.4.1. Si E est uniformément convezxe, alors || - ||* est une fonction strictement
conveze.

Démonstration. On définit ¢(t) = 2¢ pour tout ¢t > 0 et ¥(t) = t si t < 0. De cette fagon,
la fonction v est strictement croissante, continue et ¢(0) = 0. II en découle que la fonction
f+ E — R définie par

fll
fla)= [ vt = o
est strictement convexe par le lemme 4.4.1. O

Proposition 4.4.2 ([32]). Soient E un espace de Banach uniformément convere, f : E — R
une fonction propre convexe semi-continue inférieurement telle que dom(f)° # 0 ete > 0. Pour
tout z € E, on définit la fonction f,.: E — R par

foelw) = f(@) + oz = ol Vo€ B

Alors f.. admet un unique minimum xq. Le point xy est un minimum de f,. si et seulement
si 0 € Of(xg) — e 'D(z — ). De plus, si E est de Hilbert, alors xy est un minimum de f,. si

et seulement si
Z — X

€ 0f(930)

€
auquel cas, on a en fait

— (I +20f)7'(2).

Démonstration. Vu que f et || -||* sont propres, convexes et sci, on tire que f2 est aussi propre
convexe et sci. De plus, la proposition 3.2.9 montre qu’il existe £ € E* et b € R tels que
f > &+0b. Puisque F est uniformément convexe, E est réflexif et strictement convexe. De plus,
la fonction f, . est coercive puisque

foela) = (&) + o (el ~ [11)?
> (6,0) + 21<qu—|| I +
€,

2 2
— —2
u) + 2{_:(HHL"H + [I2117 = 2[l=ll|=]]) + b

I

>zl ‘lﬂlf
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et ce dernier minorant converge vers +o0o lorsque ||z| — 400. Remarquons que infj, =1 { € R
car |||« est fini. La stricte convexité de || - ||* découle du corollaire 4.4.1. Tl s’ensuit que f, . est
une fonction strictement convexe. La proposition 4.2.6 montre alors que f, . posseéde un unique
minimum . Par la proposition 4.2.2, zy est un minimum si et seulement si 0 € df, .(x). Par
la proposition 3.5.6 et 'exemple 3.5.5, on a finalement

Zz — X

0€ 05 (o) + 20 Gl — 1) (z0) = O (w) = 20511+ I = = z0) = Do) — ==

La conclusion en découle. O

Définition 4.4.4. Si E est un espace de Banach uniformément convexe et f € I'(F), alors la
fonction R, : E — FE définie par

R.(x) = argmin f, .
est la résolvante de f. Si F est de Hilbert, la résolvante est donnée explicitement par R.(z) =

(I +¢e0f) ().

Nous allons voir que ces fonctions jouissent de tres belles propriétés de régularité lorsque
I’espace possede la propriété additionnelle ci-dessous.

Définition 4.4.5. Un espace de Banach est lisse si la norme est G-différentiable sur £\{0}.

Exemple 4.4.2. Si E est de Hilbert et si I'on note (-, ) le produit scalaire associé, on peut
vérifier que cet espace est lisse. Pour le voir, posons f = ||-|| et calculons sa dérivée directionnelle
en x # 0 (par convexité, la dérivée directionnelle existe toujours). On a

d d
Fea(h) = <l + th]l[i=o = -/ ll2]12 + 2|2 + 2t (, B | i=o =
dt dt
pour tout h € E. On voit directement que f,, est linéaire et continu. Donc la norme est
G-différentiable sur E\{0}.

Ces espaces ne sont pas anodins (par exemple, les espaces LP lorsque 1 < p < +oo [13]).
Voici un résultat qui lie 'opérateur de dualité et le caractere lisse de I'espace.

Proposition 4.4.3. Un espace de Banach est lisse si et seulement si ['opérateur de dualité est
une fonction.

Démonstration. Supposons que F est lisse. La norme est G-différentiable sur £\{0}. Il s’ensuit
que 3| - ||* est G-différentiable sur E\{0}. Par conséquent,

1
(@) =051+ IF) @)
est un singleton pour tout = € E\{0} et

D(0) = {¢ € E": (£,0) = [[¢]|Z = 0} = {0}
Donc l'opérateur de dualité est une fonction. Supposons que D : E == E* est une fonction.

Donc 8(;” : H2> () est un singleton pour tout z € E\{0}. Par la proposition 3.6.14, 3| - | est

G-différentiable sur E\{0}. Par composition avec la racine carrée et en multipliant par 2, || - ||
est G-différentiable sur E\{0} et la proposition est démontrée. O
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Proposition 4.4.4 ([4], [44]). Soient E un espace de Banach uniformément conveze et lisse,
[+ E — R une fonction propre convexe semi-continue inférieurement telle que dom(f)° # 0 et
e > 0. Alors les assertions suivantes sont vérifiées :
(i) On a f.(x) = 5| Re(x) — z||* + f(Re(x)) pour tout x € E.
(i) On a

F(Ro(x)) < folw) < fz) Ve >0Va e E.

(117) On a lim. o+ fo(x) = f(x) pour tout x € E.
(iv) La fonction f. est G-différentiable et V f.(x) = e 'D(z—R.(x)). Dans un espace de Hilbert,
on a

Vi) = r—(I+ eﬁf)_l(x)‘

3

Démonstration. Le point (i) est trivial, de méme que le point (ii). Montrons le point (iii). Il
est clair que f.(x) augmente lorsque ¢ > 0 diminue. Notons M = sup,.q f-(x). Vu (ii), on a
clairement lim. o+ f-(z) = M < f(z). Il reste & montrer que f(x) < lim._,o+ f-(x). Nous savons
que

M2 fi(a) = F(R(2) + 5| Rel) — 2.

Posons h = f + 1|lz — +||%. On vérifie que h est coercif. En effet, puisque f € T'(E), il existe
Ee E*etbeR tels que £ +b < f. Dong,

+ 21t +

inf , b 1 2
inf )y <16, y) lao ]l ||95H2)>
2] =] 2 1] [I=]]

h(z) 2 (6,2) + b+ (sl = el 2 1212

et ce minorant tend vers 400 lorsque ||z|] — 400, ce qui montre la coercivité de h. De plus, si
e €]0, 1], alors

A(Ru(2) = F(Re(2)) + 5 |Re(x) — 2] < fula) < M.

Donc, R.(z) € I'p(h). Le corollaire 4.2.2 nous indique que I'y/(h) est faiblement compact. Donc
il est borné. Il en découle que sup, g [|R:(2)|| < +00. Au total, on a

M2 [ul2) 2 (€ Re() + b+ o [ Re(e) = 2l 2 [Ru(e)] inf (6,9) + b+ o[ Rulw) = ]’

lull<1
Ainsi,

IRe(z) — @[|* < 25(M — b — [|Re(2)| inf (£,5))

llyll<1

=26(M — b+ ||R.(2)| sup (—€,9))

lyll<1
< 2e(M = b+ [ Re(2)I[1€]]+)
<2e(M —b+ sup [[R,(2)[[|]l«) — 0
n€jo,1[

sie = 0. Donc R.(x) — z si e = 0F. En utilisant le fait que f est sci, on conclut que

Jim £(r) = Tim f(Ru(2)) + 5 [Rele) — ol > liminf F(R. () = f(o),

0+
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ce qui prouve (iii). Pour finir, montrons que f. est G-différentiable. Dans ce cas, vu que I'espace
est lisse, 'opérateur de dualité est une fonction et on sait que

1
01.(x) = 0 & 52| I?) @) = f (R.(a)) N Dl — R.(2)
au vu de la proposition 3.5.8. On a également
0 € 0 (Re(2)) — -D(s — Rel))

et donc, e 'D(x — R.(z)) C df(R.(x)). Il en découle que df.(x) est un singleton. De plus, la
fonction f. est continue car dom(f.) = E et f. est sci. Pour voir que f; est sci, il suffit de partir
de la définition

1 2
fa—f@%””

Comme les deux termes de la convolution appartiennent & I'(F) et comme E est réflexif,
il existe hi,ho € T(E*) tels que f = hi et o-|| - |* = hj par la proposition 3.6.6. Donc,
fe = hi ® hi = (hy + he)* par le point (vi) de la proposition 3.6.8. La proposition 3.6.3 nous
montre que f. est sci. Donc f. est G-différentiable par la proposition 3.6.14 et la propriété est
démontrée. O]

Pour exploiter completement cette notion, on aimerait pouvoir approximer un minimum de
f par les minima de f. qui sont a priori plus aisés a calculer grace a la G-différentiabilité. On
voit tout d’abord que f et chacune de ses régularisées ont la méme borne inférieure.

Proposition 4.4.5. Si E est un espace de Banach uniformément conveze et lisse et [ € I'(E),
alors inf,cp f(x) = inf.cp fo(x) pour tout € > 0.

Démonstration. De fait, le point (ii) de la proposition précédente nous montre que
%gf(z) < f(Re(z)) < fo(z) < f(x) VxeE.

Donc,

inf f(2) < inf f.(x) < inf f(a).

zeE rel

]

Bien entendu, ce résultat ne nous assure nullement 'existence d’un minimum pour f.. En
fait, si f n’est pas borné inférieurement par un réel, la proposition ci-dessus nous indique que
f- n’admet pas de minimum.

4.4.2 Meéthode proximale

Nous allons présenter une méthode permettant de construire une suite de E qui converge
vers le minimum d’une fonction f donnée. Dans cette section, nous nous restreignons aux es-
paces de Hilbert[]]

3. Il existe une méthode semblable pour des espaces de Banach réflexifs. Cette variante utilise une application
qui partage certaines propriétés de la distance au lieu du carré de la norme dans les approximations f, .. Cette
application est appelée divergence de Bregman. Les preuves qui suivent se retrouvent alors considérablement
allongées. On peut retrouver les détails techniques dans [7].



Chapitre 4. Optimisation convexe 133

Description de la méthode : On suppose que f : £ — R est une fonction propre convexe
semi-continue inférieuremment. Soit (¢,),en une suite de nombres strictement positifs. Fixons
xo € F et calculons

{71} = Rey(20) = argmin, .y f(7) + 2;Hﬂﬂo —z|> = (I +00f) " (x0).

Pour tout n € N, on construit x,., a partir de x,, en résolvant

1
{nsr} = Re, (20) = argmin, e, £(2) + 5z = o] = (I + 2,00)" ).

La suite (z,,)nen ainsi construite sera appelée une suite prozimale de f.

Par construction, on a directement 1’inégalité suivante

1
f(@ny1) < fzng) + ?Hxn—&-l - anz < f(zn,) VneN.
n
et la suite (f(xy,))nen est décroissante. Pour avoir la convergence vers le minimum, il faut
imposer une hypothese particuliere a la suite (&,,),en.

Proposition 4.4.6 ([32]). Soient E un espace de Hilbert et f € I'(E). Supposons que (£,,)nen
est une suite de réels positifs vérifiant Y12 e, = +oo|z_f] et que (T,)nen est une suite proximale
de [ associée da (en)nen. Alors (f(xn))nen est une suite décroissante telle que f(x,41) < f(xn)
ST Tpi1 # Tp €t qui vérifie

lim f(wn) = inf f(2).

n—-+0o00

De plus, si f admet au moins un minimum, alors on a une majoration de ’erreur donnée par
dist(zg, argmin(f))?
n
2301 &

Démonstration. Le résultat sur la décroissance découle de ce qui a été dit plus haut. En appli-
quant la proposition 4.4.2, nous avons

| f(Zny1) —;Q,f;f@” < Vn € N.

Ty — T
LA s Of (Tny1),

n

ce qui se traduit par

< Tp — Tn41

c Y = $n+1> < f(y) - f($n+1) Vy e k.

Dans un espace de Hilbert, on dispose de la formule du parallélogramme
2+ ylI* + llz —ylI* = 2(]|=[I* + l9]1*)

et de la formule de polarisation

1
(w,y) = 7 (= + yl? = llz —ylI?).

4. Par exemple, on peut prendre €, = 1/n. Il est connu que la série harmonique Z:ﬁ 1/n ne converge pas
dans R, mais converge vers +o0.
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On a donc

26, (f(Tns1) — f(y))

<2(Tpt1 — Tny Y — Tpp1)

:i(Hy — zall* = 122041 — 20 — y|]?) par la formule de polarisation

1

2
1

T2
=lly — 2all® = 20 — Zasa* = Iy = Zasa |

<lly = zall® = lly — 20 *

(ly = 2all® = [@ns1 = 20) + (@ns1 = Y)II)

2lly = 2l = 2|z = 2paI” = 2[|2ng1 — yl|?)  par la formule du parallélogramme

En sommant les inégalités ci-dessus pour chaque n € N, on trouve

n

2> e f(iv1) — f(W) <D Ny — xl)* = |ly — zisa|> Vn €N,
=0

i=0
Autrement dit,

n

2> el f(ir1) — F(¥) < lly — mol|* = ly — 2psa||? Vn €N.

1=0

Etant donné que la suite (f(x,))nen est décroissante, on a f(x;41) > f(x,41) pour tout i €
{0,...,n}. Donc,

2
Flem) — fy) < ”Qyz”””

En particulier, si | = inf,cp f(z), alors il existe une suite (z;);en telle que f(z;) — Isij — +o0
et ce qui précede montre que

sz $0H2 .
f(wpg1) — f(z) < 2y e Vne N VjeN

En passant successivement a la limite pour n — +o00, puis pour j — 400, on trouve

lim f(z,)—1<0.

n——+o00

L’autre inégalité étant triviale, on a finalement

lim f(wn) = inf f(z).

n——+oo
La majoration de I’erreur découle directement de ce qui vient d’étre montré. O

On peut montrer qu’une suite proximale converge faiblement vers un minimum, s’il existe.
Démontrons d’abord un lemme.

Lemme 4.4.2 ([32]). Soient S est une partie non-vide d’un espace de Hilbert E et (x,)men
une suite de E. Supposons que toute limite d’une sous-suite de (T,)men appartient a S et que
pour tout x € S, ||z, — x| converge vers une limite finie lorsque m — +00. Alors (T, )men
converge faiblement vers un élément de S.
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Démonstration. Comme E est de Hilbert, il est réflexif. On voit que ||z, || < ||zm — =] + ||z
pour tout m € N et tout € S. Vu que ||z, — z|| converge dans R lorsque m — +o00, on en tire
que la suite (x,,)men est bornée. Par le corollaire 2.2.4, il suffit de montrer que toute sous-suite
faiblement convergente de (z,,)men converge faiblement vers une méme limite. Supposons que
les sous-suites (Tj(m))men €t (Tr/(m))men convergent faiblement vers x et 2’ respectivement. Par
hypothese, on a nécessairement x € S et 2’ € S. On a donc

[2km) = 2'1° = rmy — 2 + 2 = 2'[° = [Jogem) — 2l* + llz = 2)1* + 2(zpn) — 2,2 — ). (¥)
Puisque @p(my — @, on a (Tpen) — x, 2 — ') — 0 si m — +oo. 1l vient

i llzan =/ = o =)+ il =2l = lim [l — =

De facon similaire, on voit que
28 my — 2 ]|* = lJawmy — 21 + [l — 2| + 2(@pim) — 2, 2" — )

et un passage a la limite sur m montre que
i oty =l = =+ i e =1 > i, e = 1
Comme (||, — z||*)men et (||zm — 2']|*)men sont des suites convergentes, leurs sous-suites
convergent vers les méme limites et on a

ok =l = lim_ vy =l et~ = il —
Donc,

Jim i =2l > lim_ g =o',

ce qui montre que

il 17 =l — 21

et x = 2’ en vertu de (*). O

Proposition 4.4.7. Soient E un espace de Hilbert et f € T'(E). Supposons que (€,)nen est
une suite de réels positifs vérifiant 3 &, = +00 et que (T,)nen €st une suite prozimale de f
associée d (€,)nen-

(i) Si argmin(f) # 0, alors (z,)nen converge faiblement vers un minimum.

(it) Si argmin(f) = 0, alors lim,,_, 4o ||| = +00.

Démonstration. (i) Supposons que argmin(f) # @ et posons S = argmin(f). Il suffit de mon-
trer qu’on est dans de bonnes conditions pour appliquer le lemme 4.4.2. Tout d’abord, soit
(Tk(m) )men une sous-suite de (2, )men qui converge faiblement vers x € . La proposition 4.4.6
nous indique que

lim  f(wrem) = inf f(2).

m—-+00o

De plus, f est convexe et sci, donc sqg-sci. Vu la proposition 3.2.8, f est faiblement sq-sci. Il
vient liminf,, ., f(Zrem)) = f(2). Il en découle que

f(x) =liminf f(zpe)) < Hm  f(arm)) = inf f(2).

m——+o0o m——+o00 zeE
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D'ou x € S. Ensuite, fixons x € S et montrons que ||x,, — z|| converge vers une limite finie
lorsque m — 4o00. Nous savons que f(z,,) > f(x) pour tout m € N. Par construction,

Tm ~ Iml Of (Tmy1)

m

et
T — T,
<€+1,.1'—[Bm+1> < f(x)—f(merl) VYm € N.
On obtient donc

2em(f(xms1) — f(2))
§2<$m — Tm+1 Tm+1 — l’>
1

:§<me — x| = ||z + zm — 2Zma1]]?) par la formule de polarisation

1
25(—2H33 — Tt | = 2|Tm — Tomg1|)® + 2]|2m — 2]|?)  par la formule du parallélogramme

=lzm — 2l* = |2m = Tmll® = |z — Zma ||

Sme - "E“Q - ||:L‘ - xm+1||2‘

Puisque f(Zmi1) > f(z), nous avons ||z,11 — z|* < ||z, — x||* pour tout m € N. Vu que
la suite (|2, — #||*)men est décroissante et minorée, on déduit que lim,, s o |[|2m — z||* =
infen |20 — z||* € R.

(ii) Supposons que argmin(f) = 0 et que (z,,)men est borné. Il existe R > 0 tel que
|Zm]| < R pour tout m € N. Par réflexivité, la boule B(0, R) est faiblement compacte. On peut
extraire une sous-suite (Zy(m))men faiblement convergente vers un point = de la boule. Puisque
f est convexe et sci, ce dernier est faiblement sqg-sci. Donc

f(x) = liminf f(zgem)) < lim  f(z,) = 1n£f(z) = —00.
zE€

m——+00 m——+00

Il en découle que = € argmin(f), ce qui est absurde car f est propre. ]

4.5 Application a I’étude d’équations aux dérivées par-
tielles

Pour clore le travail, nous allons appliquer quelques-uns des concepts importants étudiés
dans ce texte dans I'étude d’équations aux dérivées partielles non-linéaires. Un cas de figure
assez connu est I’'équation d’Euler-Lagrange qui est a la base de la formulation lagrangienne
de la mécanique classique. Dans un premier temps, nous allons examiner trés brievement cette
équation et nous verrons qu’elle est fortement liée & un probleme d’optimisation. Ensuite, nous
étudierons une équation tres particuliere qui est souvent a la base de phénomenes non-linéaires
en mécanique des fluides : I’équation de p-Laplace. Nous établirons un théoréeme d’existence
et d’unicité de solutions faibles. Par dualité, nous pourrons également déduire rapidement un
autre résultat d’existence et d’unicité de solutions d’une équation aux dérivées partielles qui
est, elle, soumise a une contrainte. Certains résultats sur les espaces de Sobolev sont requis
pour aborder cette section. Le lecteur est invité a lire 'annexe en fin d’ouvrage pour avoir en
vue les propriétés dont nous avons besoin.
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4.5.1 Equation d’Euler-Lagrange

Cette équation est a la base de la formulation lagrangienne de la physique classique. Comme
nous le savons, cette équation est équivalente au principe variationnel de Hamilton qui stipule
que le mouvement réel d'un systeme mécanique est l'extrémum de l'intégrale d’action. Nous
allons voir une version plus générale du lien existant entre 1’équation d’Euler-Lagrange et ce
principe variationnel.

En dehors de son utilité en physique, cette équation permet souvent d’obtenir un second
point de vue sur une équation différentielle. Plus précisément, nous pouvons transformer une
telle équation différentielle en un probleme d’optimisation parfois plus simple a résoudre en
pratique. Cette technique est surtout tres utile pour étudier les équations aux dérivées par-
tielles qui ne sont pas linéaires car cette classe d’équation ne possede pas une théorie générale
permettant de résoudre tous les cas de figure. Malheurement, cette méthode n’est pas générale.

Dans cette section, fixons 2 un ouvert borné de R" et supposons que sa frontiere > est
Cl-réguliere (voir annexe A). Soient une fonction f : @ x RxR" — R de classe C* sur
2 x RxR"™ et une fonction g : ¥ — R. Il est raisonnable de supposer que f est une fonction
convexe pour pouvoir appliquer nos résultats établis précédemment. Définissons la fonctionnelle
I: Cz(g)—> R par

I(u) = /Q Fla,u(z), Vu(z))de Yu e C2(Q).

Cette fonctionnelle a été définie sur C?(0) et elle est convexe, vu la convexité de f et la linéarité
de l'intégrale. On traite le probleme d’optimisation suivant

Minimiser (u) sous la contrainte u|s, = g. (P)

Nous allons voir que ce probleme de minimisation de l'intégrale permet d’obtenir I'existence de
solutions (au sens faible) de certaines équations aux dérivées partielles particulieres.

Avant d’aller plus loin, fixons quelques notations. On notera 0., f pour désigner la dérivée
partielle de f par rapport a sa i-eme variable dans 2 x R x R", 9, f la dérivée par rapport a
la n + 1-eme variable et 0., f la dérivée par rapport a sa n + 1 + i-eme variable. La notation
V.f(z,y,z) (resp. V. f) est réservée pour le gradient de f par rapport a ses n premieres (resp.
n derniéres) variables, les autres variables étant fixées.

Supposons d’abord que uy € C%(Q) est solution de (P). Dans ce cas,

/Qf(a:,ug(x),Vuo(x))dx: inf I(u) et wuls=g.

ueC?(Q)

Soit ¢ € D(Q) et définissons h : R — R par h(t) = I(ug+ty). Il est clair que @ est nul sur ¥ et
que h est convexe. Il s’ensuit que u + tp = u = g sur X pour tout ¢t € R. La fonction h possede
un minimum en ¢ = 0. Assez naturellement, comme f € C?(Q x R x R"), on peut montrer que
h est dérivable. Pour ce faire, il faut montrer que
h(t — h(t
LBt r) — h()

r—0 r

5. Il s’agit de I'espace des fonctions u € C?(9) telles que ses dérivées %u admettent une extension continue
a Q lorsque |a| < 2.
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existe et est fini. Cette limite équivaut a

tim [ (7o) + (¢ + r)pla), Vuo(a) + (¢ + ) V()
— f{ uo(@) + (), Vo) + 1V p(x)))da

ou K désigne un compact contenant le support de ¢ (en dehors de ce compact, I'intégrand est
nul). La fonction ¢t € R — f(x, up(z) +to(x), Vue(z) +tVe(z)) € R est dérivable sur R vu nos
hypotheses. Cette dérivée vaut, en tout t € R,

n

Oy f(x, uo(w) +teo(x), Vuo(2) +tVp(x))p(x) +_ 0=, f (2, uo(2) +to(x), V() +tVep(x))Disp(2).

i=1

Elle est intégrable sur K par continuité sur le compact. De plus, elle est bornée par une constante
qui est évidemment intégrable sur K. Le théoréme de dérivation des intégrales paramétriques

montre alors que h est dérivable et qu’on peut permuter la dérivée par rapport a t et I'intégrale.

Vu que h atteint un minimum en 0, on a %(0) = 0. Autrement dit,

0= /Q (@,f(x, up(x), Vuo(z))e(z) + lzn:lazif(x, up (), VUO(x))aiSD(x))dx.

Puisque le second terme est une dérivée au sens distribution, on a

n

0= [ (0, uo(a), Vuo(a))pla) — 3 0 (0 (0, wo(2), Vo) () )
i=1
L’égalité ci-dessus étant valable pour tout ¢ € D(£2), on obtient
0, (o (x), Vug(x) — 3 01, (0, (. ug(x), Vug(2))) = 0

i=1

pour presque tout x € (). Par continuité, 1’égalité a lieu partout sur 2. Ceci montre que ug
satisfait a 1’équation d’Euler-Lagrange

Oy f(z,u(x), Vu(r)) — divV, f(z, u(x), Vu(z)) =0

ou 'opérateur divergentiel porte sur la fonction x — V, f(z,u(z), Vu(x)). Néanmoins, rien ne
prouve qu’une solution de I’équation d’Euler-Lagrange est un minimum de /.

Théoréme 4.5.1 (Equation d’Euler-Lagrange dans C?(Q2), [12]). Si la fonction ug € C?(Q)
est un minimum de

I(u) :/Qf(x,u(x),Vu(x))dx

avec la condition de bord wg|s = g, alors ug est solution de I’équation d’Euler-Lagrange
Oy f(z,u(z), Vu(z)) — divV, f(z,u(z), Vu(z)) =0 Vo e Q

avec la condition de bord uls = g. Réciproquement, si ug est solution de l’équation d’Euler-
Lagrange, alors VI(ug)|p@) = 0.
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Cependant, ce résultat n’est pas entierement satisfaisant car il n’existe pas toujours de
solutions dans C?(€2). Qui plus est, espace C?(Q) n’est pas de Banach car la convergence au
sens de C%(Q)) ne garantit pas que la limite est de classe C2. C’est pourquoi nous allons étendre
le probleme a un espace plus grand qui sera de Banach. Considérons I'espace de Sobolev

WP(Q) = {u € LP(Q) : d;u distribution associée a une fonction de LP(Q)) Vi € {1,...,n}}

muni de la norme || - ||y : WHP(Q) — [0, +-00] définie par

n
17
[ullwrs = llullee + > [1Osulle  Yu € WH(Q).
i=1
Pour donner du sens a l'expression u|y = g dans W1?(Q), il faut pouvoir étendre 'opérateur de
restriction a ’espace de Sobolev entier. Afin de donner une signification a ceci, nous introduisons

I'opérateur de trace
T:u€ CHRY)|g— uls € LP(X).

Par le théoréme de traces (théoréeme A.0.2), nous pouvons étendre linéairement et continiment
T a WhP(Q) et définir u|y par T'(u) pour tout u € WHP(Q2). Il est possible de montrer que
ker T' contient 'adhérence de D(2) dans W'?(Q). L’adhérence de D(Q) dans W?(Q) sera noté
Wy ().

Des lors, on peut définir ensemble W P(Q) = {u € W'P(Q) : T'(u) = g} et le probleme de
minimisation
Minimiser /(u) lorsque u € W, (). (P)
Mais une nouvelle difficulté vient s’ajouter : ng’p(Q) n’est pas un espace vectoriel, ¢’est un
espace affin. Cependant, il est souvent possible de transformer (P) en un probleme équivalent
en prenant /(- + g) au lieu de I et comme condition de bord T'(u) = 0. De cette fagon, 'espace
VVO1 P(Q2) est bien vectoriel. Ainsi, nous pouvons parfois nous contenter de traiter le cas g = 0.

On dira que la solution 1 du probléme de minimisation dans Wy*(€) est une solution faible
du probléeme d’Euler-Lagrange. Toute la question est alors de savoir si cette solution faible est
une solution classique de I’équation d’Euler-Lagrange. Il faut alors vérifier si la solution faible
appartient & C%(Q), auquel cas le théoréme précédent peut étre appliqué. Néanmoins, vu que la
fonction f n’est pas explicite et assez arbitraire, il est tres difficile d’étudier I’équation d’Fuler-
Lagrange dans toute sa généralité. Il faut étudier certaines classes d’équations particulieres qui
sont en réalité des équations d’Euler-Lagrange “déguisées”. Nous allons traiter ici 'exemple du
p-laplacien afin de montrer que notre théorie dévelopée tout au long de ce texte peut se révéler
utile dans des cas non-linéaires.

4.5.2 Un exemple : ’équation de Laplace généralisée

Pour commencer, introduisons une généralisation de l'opérateur de Laplace. Nous supposons
que Q est un ouvert borné de R™ (avec n > 2) dont la frontiére est C'-réguliere et f: Q — R
une fonction.

Définition 4.5.1. Soit p € [2, +oo[. Le p-laplacien est opérateur différentiel A, défini par

Apu = div(|[VuP7>Vu) =Y 8;(|VulP0;u)

i=1
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si u € C%(Q). Naturellement, cet opérateur s’étend aux distributions de fagon habituelle.

Bien siir, on a vite fait de remarquer que le 2-laplacien est le laplacien classique. Cet opéra-
teur apparait typiquement dans des problémes physiques non-linéaires comme dans 1’écoulement
d’un fluide non-newtonien [7]. On le retrouve aussi dans des problémes purement mathématiques
comme ’étude des applications quasi-régulieres [19]. Les fonctions p-harmoniques, c’est-a-dire
les solutions u de Ayu = 0, sont liées a la théorie des applications quasi-conformes en dimension
n > 3(|15], [16]).

Soit f € L},.(Q). Notre but est d’étudier '’équation de Laplace généralisée
Ayu=—f sur () (Prort)

avec la condition u = 0 sur X. Insistons sur le fait que ’équation est non-linéaire lorsque p # 2.
De ce fait, nous ne pouvons pas utiliser la théorie des équations aux dérivées partielles linéaires.
Il existe plusieurs techniques pour aborder une équation non-linéaire, mais nous insisterons ici
sur une méthode par minimisation d’une intégrale car, comme nous allons le voir, il s’agit en
fait d'une équation d’Euler-Lagrange. Supposons que u : £ — R est solution de '’équation dans
C?%(Q). Dans ce cas, multiplions cette derniére par un élément o € D(£2). Etant donné que f
est supposé localement intégrable, nous pouvons intégrer f¢ sur 2. On obtient alors

Z/8|Vu P2 0u()pla)ds = - [ f)e

Etant donné que l'on peut voir l'intégrale comme la distribution associée a la fonction
0;(|Vu(z)[P~20;u(x)) évaluée en ¢, on voit qu’il s’agit en fait de la dérivée de distributions
et on obtient[

{ Yint Jo [Vu(@) P72 0u(z)Oip(x)de = [o f(x)e(x)dr Vo € D(Q) (P')

u=20 sur .

Réciproquement, si v € C?(Q) satisfait au probléme (P’), alors c’est une solution de I’équation
différentielle en presque tout point de €2. Cela résulte de la propriété bien connue suivante.

Proposition 4.5.1. Si f € L, .(Q) et que

/f 2)dz =0 VYo € D(Q),
alors f = 0 presque partout sur €).

Une fonction u € C?(Q) solution de (Py,) est appelée solution forte et une solution de (P’)
une solution faible. Dorénavant, nous nous intéresserons a la formulation faible de I’équation.
On considére donc le probleme (P') lorsque u € Wy (Q).

Montrons que cette équation différentielle est en fait une équation d’Euler-Lagrange associée
4 un probléme de minimisation d’intégrale. Définissons la fonctionnelle I : W, ” () — R par

1w = [ (;]Vu(xﬂp— f(x)u(:c))dx Vu € Wi (Q).

6. On rappelle que si u est une distribution sur €2, alors sa dérivée Du est définie par Du(p) = —u(Dy).
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Soit (P) le probléme suivant

Minimiser I(u) sous la contrainte u € W, (). (P)

On peut définir la fonction L : @ x RxR" — R par L(z,y,z) = %]2|p — f(x)y pour tout
(z,9,2) € Q@ x RxR". Il s’ensuit que I(u) = [, L(x,u(z), Vu(x))dz. Nous savons que toute
solution du probléme de minimisation dans C?(§) est solution de I’équation d’Euler-Lagrange

OyL(z,u(x), Vu(x)) — divV,L(z,u(z), Vu(z)) =0 Vz € Q.
Il est facile de voir que 9,L(x,u(x), Vu(z)) = —f(z). Un calcul simple montre que
0 L(x,y,2) = |2/
et par conséquent
0s,(0:, L(w, u(x), Vu())) = 05, (0, u(z)[Vu(z)[~2).
L’équation d’Euler-Lagrange devient alors
Apu(zr) = —f(x) Vo e Q,

ce qui est bien I’équation que nous sommes en train d’examiner. Ceci montre que 1’équation de
Laplace généralisée est d’Euler-Lagrange.

A présent, on suppose que f € LI(2) ou ¢ est le nombre conjugué de p. Et on s’intéresse
au probleme (P) sur W, ?(Q). Nous allons montrer que ce probleme est équivalent & (P). Il va
falloir établir quelques lemmes.

Lemme 4.5.1 ([37]). Supposons que f : E — R est une fonction G-différentiable propre
conveze. Soient £ € E* et xqg € E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(Z) On a f(l’o) - <§7 $0> = inf,ep f(ZE) - <§7 l’>

(i) On a (V f(xg) — &, x) =0 pour tout x € E.

(117) On a V f(xg) = €.

Démonstration. 1’équivalence (i) < (iii) est évidente. Par la proposition 4.2.2, xy est un
minimum global de f — £ si et seulement si V(f — £)(zg) = 0. Par le corollaire 3.6.2, V(f —
&)(zo) = Vf(xo) — £ L'équivalence (i) < (ii) en découle aisément. O

Lemme 4.5.2 ([37]). Supposons que E est un espace de Banach réflexif, f : E — R est
une fonction G-différentiable propre convexe semi-continue inférieurement telle que Vf est
uniformément monotone , i.e. il existe C' > 0 et a > 1 tels que

(Vfly) =V f(x),y—x)>Clly—=z||* Vr,yeck.

Pour tout & € E*, il existe un et un seul xqg € E tel que
(Z) On a f(IO> - <§7I0> = inf:BEE f(ZL’) - <§,l’>

(77) On a (Vf(xg) — &, x) =0 pour tout x € E.

(111) On a V f(xg) = €.
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Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition 4.2.6 a la fonction f — £. En appliquant la
monotonie uniforme du gradient et la proposition 3.4.7, on montre directement que f — £ est
strictement convexe. Soient z,y € E. La fonction ¢ € [0,1] — f(z 4+ t(y — x)) € R est continue
et dérivable sur |0, 1[ par la proposition 3.3.4. Il s’ensuit que

jtf(x—i—t(y—x)) =(Vf(z +tly — ),y — ).

Afin d’intégrer cette fonction, montrons que ¢ € [0,1] — 4 f(z+t(y — x)) € R est continu. Soit
to €0, 1[. Nous savons que la fonction ¢ : ¢t € R — f(z+t(y — z)) € R est convexe. On en tire
que

Y(to +sh) —(to) _ w(to+rh) —(to)

Yuto(h) = ér;g . < . Vr > 0.
Elle est aussi dérivable. Comme di)(to)/dt = 1.4, (1), nous avons
d t — (L
C;f(t0+5)§w(0+r+€2 Pllote) v s pveso.

Soit € > 0 suffisamment proche de 0 pour que ¢y + ¢ €0, 1[. Nous avons

Cf;f(to be) <

Y(to + R) — ¥(to +€)
R—¢

VR > e.

Vu la proposition 3.3.4, la fonction v est continue sur |0, 1[. En faisant tendre ¢ vers 0%, nous

avons donc

Y(to + R) — ¥(to)
R

d
lim —w(t0+5) < VR > 0.

e—0+ dt

Si R — 0", on a donc lim,_,g+ ‘é—f(to +e) < %’(to). Par la proposition 3.4.6, on a
(Vsy — Vi, u —v) >0 Vu,v €]0,1].

Ceci se traduit par

(u— u)@f(u) - Cf;f(v)) >0 Va,v €0, 1].

Autrement dit, 2 est croissant sur ]0,1[. Il en découle que lim. o+ L(ty + &) = 2(¢). De

fagon analogue, on montre que lim._,o- 2 (t + &) = 22(ty) et ¢ est continu en ¢, €]0, 1[. Soit
n > 0 et définissons la fonction ¢’ : t € [0,1] — f(2' +t(y —2')) e Rou 2’ =z — n(y — x)
et ¥ = x4+ (1 +n)(y — x) puis on applique le raisonnement ci-dessus avec ¢ au lieu de 1.
La fonction di’/dt est donc continue sur |0, 1[. Par restriction, dv’/dt est continu sur [n/(1 +
2n), (1 +n)/(1 4 2n)]. Etant donné que

ot =o'

vVt € R,
1+27]+1+277)

on a la continuité de di/dt sur [0, 1]. En intégrant di)/dt sur [0, 1] et en appliquant ’hypothese
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de monotonie uniforme, on a

F6) = {60 — (@) = (&) = [ (V0 = )+ tly — ), — x)a

= [+t - — €ty - o) T
= (VI(0) =&y =)+ [ (Vi +tly - 2)) — VH@)tly — ) T

> (Vf(2) = &y —a)+C [y = al"ee e
C _ «
— (Vf(z)— €y —a)+ “yal“”

Au total, on a I'inégalité

C
FW) = (€9) = (F@) = (€.2) 2 (Vf(@) =y =) + Ty —al” Vo€ E.
En particulier, si = 0, on trouve
C C
F(6) = (&) = £10) 2 (VSO =€)+ ol = Iyl (V0 & o)+ ol ) vy e B

Par définition de la norme duale, nous obtenons (Vf(0) — &, —y/|lyll) < [[Vf(0) —&||. et par
conséquent

(F =~ O) = 70) + Iyl (- 1950 ~ el + Cll=) vye B

Cette inégalité montre que f — £ est coercif. La conclusion découle de la proposition 4.2.6 et
du lemme précédent. O

Lemme 4.5.3 ([37], [5]). Soientp > 2 et r > 1. Alors
(i) 1l existe C' > 0 tel que

(Z |x,-|> <CY |zl VreR".
i=1 i=1
(7i) Si s >0, alors il existe C > 0 tel que
1
/ la -+ tbl*dt > C|b]* Va,beR.
0

Démonstration. (i) Sir > 1, alors il est connu que application |- |, : R" — [0, +o0o[ définie par

n 1/r
] — (Z |xi|r> Vz € R
=1

est une norme. Les normes de R" étant toutes équivalentes entre elles, il existe C' > 0 tel que
|z|y < Clz|, pour tout x € R", ce qui permet de conclure en élevant les deux membres a la
puissance 7.
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(ii) Si s = 0, alors il suffit de prendre C' = 1 et on a méme une égalité. Supposons que s > 0.
On procede au cas par cas. Le premier cas est b= 0 et a € R. La constante CY) = 1 convient.
Le second cas est b > 0 et a > 0. Nous obtenons

1 1.q s
/ |a+tb|5dt:|b|s/ |+ dt
0 o 'b
L a
:bs/ a
o |
1
zyb|s/ tdt = [bf*
0

La constante C® = 1 convient. Pour le troisi¢me cas, on suppose que b > 0 et a < 0. Si
a/b < —1, alors

1 1 a S
/|a+tb|sdt:|b\s/ %t ar
0 o 'b

1 a s
:bs/ S
U )
1
> |b|5/ (1 —¢)°dt car —a/b>1
0

|b)°
s+1

Enfin, si a/b > —1, alors
1 1.q s
/ la + th|*dt = |b|5/ |5+ dt
0 o !'b
—a/b s
_ \b|5</0 (—t—g) dt + o (t+%) dt)
bS S S

=0T )

>C pour un certain C>0 vu (i)

C1b*
> — .
T s+1
Pour le troisieme cas, la constante C®) = min(-1+, -%-) convient. Le cas b < 0 et a > 0 est

sH17 s+1
semblable au troisieme cas et on retrouve la méme constante. Pour finir, le cas b < 0 et a < 0

se traite comme le second cas. Au total, il suffit de prendre C' = min(C),C® C®) pour
conclure. O

Lemme 4.5.4 ([5]). Soient p > 2, V un sous-espace vectoriel de W'P(Q) et T : V — V* un
opérateur défini par

(T(u),v) = /Q (Zn:lai(x,u(x), Vu(z))ow(x) + ag(x, u(z), Vu(x))v(x))dx

ou, pour tout i € {0,...,n}, a; : @ X RxR" — R est une fonction telle que a;(z,-,-) est de
classe C* sur (R x R™)\{(0,0)}. Supposons aussi qu’il existe p > 0 tel que

n n n+1
ZzajJrnJrlaz X y7 )515] > P(’Z/‘p 251 + Z ‘Zz 1’;0 2£2>

§=0i=0 i=2
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pour tout & € R™ (y,2) € (RxR™\{(0,0)} et presque tout x € Q. Alors lapplication
T :V — V* est uniformément monotone.

Démonstration. Siz €, y,y € Ret 2,2 € R" sont tels que (0,0) ¢ [(v, 2), (v, 2')], on définit
les fonctions f; : [0,1] — R par f;(t) = a;(x, ty+ (1 —1t)y',tz+ (1 —1t)z') pour tout 7 € {0, ..., n}.
Vu nos hypotheses, on a, pour presque tout x € €2,

n

(ao(,y,2) = ao(w, ¢/, 2))(y — ) + 3 _(ai(w,y, 2) — il ¢/, ) (2 — =)
=(fo(1) = fo(0))(y —¥) +Z fi(1) = fi(0))(z — )
_/OICZ?( )y — ydt—l—Z/ 2})dt
:/0 Onrrao(z, ty + (1 — )y tz + (1 — 1)) (y — /) 2dt

+j2n‘1/01 Ojinirao(z,ty + (1 — By stz + (1 — 1)) (y — ') (2 — 2,)dt

+ i /1 Onras(w, ty + (1— )tz + (1 — 1)) (2 — 2)(y — o)t

+Zz/ Oppniri(z, ty + (1= 1)y tz + (1 — 1)2') (2 — 2}) (2 — 2}t

i=1j=1
n+1
> p/o <|ty A=Y Py — )2+ bz + (=02 P (20 — zg_l)Q)dt,
=2

Par le point (ii) du lemme 4.5.3, il existe Cy, ..., C,, > 0 tels que

1 n+1
L (it (=02 = gt 3 ey (1= D i = =) e
1=2
n+1
ZCO|?J - y/’p—Q(y - ?/)2 + Z Ci—l’Zi—l - 2271|p_2(2i—1 - 2271)2
1=2

En posant C' = min(Cy, ..., C,), on a finalement

n

((I()(.’I?,y, Z) - (Io(.’lﬁ,y/7 Z/))(y - y/) + Z(ai(xaya Z) - Cli(.ilﬁ, yla Z/))(zl - Z:)

=1

> Cp(ly =yl + Y |- =) )

i=1
pour presque tout € Q et pour tout (y, z), (v/,2") € RxR" qui vérifient 0 ¢ [(y, 2), (¢/, 2)]-
Dans le cas ou 0 €|(y, 2), (v/,2')[, les vecteurs (y,z) et (¢, z") sont non-nuls et linéairement
dépendants. Comme dimR x R" =n + 1 > 2, il existe (u,v) € R x R" tel que (u,v) et (v/,2')
sont linéairement indépendants. Il s’ensuit que, pour tout € > 0, les vecteurs e(u,v) et (v, 2’)
sont linéairement indépendants. On définit alors y. = ¢/ + cu et z. = 2’ + ev. On vérifie

aisément que 0 ¢ [(y, 2), (Y, 2.)]. On peut appliquer le raisonnement précédent puis passer a
la limite pour ¢ — 0% afin d’obtenir (*). Si (v/,2’) = (0,0) et (y,z) # (0,0), alors on définit
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(Ye, z.) = €(y, 2), de sorte que (., 2:) et (y, z) soient non-nuls et linéairement dépendants. Il
suffit alors d’appliquer le résultat du cas précédent a (y., z.) et (y, z), puis de faire tendre ¢ vers
0*. Si (0,0) = (y,2) = (v, 2), alors I'inégalité (*) est évidente. Cela étant, si u,v € V, alors
I'inégalité (*) nous permet d’obtenir

(T(u) = T(v),u—v) > Cpllu— |,
la conclusion en découle. ]

Remarque 4.5.1. Nous pouvons aussi énoncer le lemme ci-dessus lorsque a; est défini sur
Q x R" et

n

(T(u),v) = / (Zai(x, Vu(z))ov(x) + ao(z, Vu(x))v(x))dx
& \i=1
La preuve est identique, mais insistons sur 'importance de ’hypothése n > 2 dans ce cas-ci.
En effet, la discussion sur (y, 2) et (v, 2") devient une simple discussion sur z et 2’ et elle se
traite de la méme facon que dans le lemme en tirant parti qu’on est en dimension supérieure a

1.

Lemme 4.5.5. L’espace vectoriel normé (WIP(Q), || - |lwi») est un espace de Banach si p €
[1,4+o00[. Si, de plus, p > 1, lespace est réflexif.

Démonstration. C’est un cas particulier de la proposition A.0.5. ]

Corollaire 4.5.1. Si p € [1,+00[, alors Wy*(Q) est un espace de Banach. Si, de plus, p > 1,
alors Wy™P(Q) est réflexif.

Démonstration. Cela résulte du fait que WyP(Q) est un sous-espace fermé de W'?(Q) (on
rappelle que W, ?(Q) est Padhérence de D(Q)). Pour la réflexivité, il suffit de considérer une
suite (i, )men bornée de W, P (). Puisque W1P(Q) est réflexif, on peut extraire une sous-suite
(U (m))men faiblement convergente dans W*?(Q). Or, Wy(Q) est convexe et fermé. Donc, il est
faiblement fermé et il s’ensuit que la limite de la sous-suite (ug(m))men appartient & Wy (Q). O

Nous sommes en mesure de démontrer 'équivalence entre (P) et (P’).

Proposition 4.5.2. Si f € LI(Q2) ou q est le nombre conjugué de p, alors les problemes (P)
et (P') dans Wy (Q) sont équivalents et possédent une unique solution.

Démonstration. Montrons que nous sommes dans de bonnes conditions pour appliquer le lemme
4.5.2 lorsque E = W, (). Ceci montrera I'équivalence des deux problémes et existence
d’une solution. Pour démontrer 'unicité, on montre que G est strictement convexe. Posons
G:u € WyP(Q) — [y %]Vu(x)\pdx et £ :u € WyP(Q) — [, f(z)u(z)dz. Avec ces notations,
I1=G-¢&.

(I) : L’espace W, () est de Banach et réflexif. C’est une conséquence du corollaire 4.5.1.

(IT) : La fonction G : WyP(Q) — R est G-différentiable. Soient u, h € Wy *(€2). On rappelle
que

 Glutth)—G)  d
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On a |
Glu + th) = /Q Vo) + 19h(z) .
La fonction g : t €] — 1, 1[— % I Vu(z) + tVh(z)[? est évidemment dérivable sur R et
n p/2
") = jt L2 0at) + o))
= 5( X (0utz) +t(9ih(f€))2>2_ >~ 2(0ul) + 10(x)) (2
= |Vu(z) + tVh(z)[P~ QZah (z) + tO;h(x))
= |Vu(z) + tVh(z) [~ 2<Vu( ) + tVh(z), Vh(z)).
On voit que
U 1)| = 1Vute) + (R P2 (Tu(e) + 09A(), Th(r)
< |Vu(@) + tVh(@)["*|Vu(z) + tVh(2)||Vh(2)] (1)
= [Vu(z) + tVh(z)["~! [Vh(z)]
< C|Vh(z)|(IVA(@)["~" + |Vu(z)[P~) (2)

ou l'on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz en (1) et le lemme 4.5.3 en (2), la constante C' > 0
étant indépendante du x choisi. Rappelons que ¢ = p/(p — 1). Par conséquent, |Vh(z)[P~! +
|Vu(x)[P~! est une fonction de L(€2). Comme |Vh(z)| définit une fonction de LP(€), I'inégalité
de Holder montre que (2) est intégrable. Il s’ensuit que dg/dt est intégrable sur (2 aussi. Par le

théoreme de dérivation des intégrales paramétriques, nous obtenons donc
Gu(h) = / Vu(z)[P~2(Vu(z), Vh(z))da.
Q
Il est alors clair que G, est linéaire. De plus, la continuité de G, résulte de ce que

Gea®)] = | [ [Vu(a)P~*(Vu(a), Vh(z))ds

< [ IVu(@)21(Vu(z), Vh(a)|dz

< [ IVu@~! [Vh)da

1/q 1/p
< (/ \Vu(x)]%lx) (/ \Vh(x)\%x) par l'inégalité de Holder
0 0

< v ( [, (o)) a)

n 1/p
< Clvull ([ X o) par le lemme 4.5.3 (i)
=1

L 1/p
= vl (X o)
i=1

< C'C|IVulllzs [[Allwes
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ou la derniere inégalité est obtenue grace a I’équivalences des normes | - |, et |- [, de R". Donc,
comme (G, est linéaire et continu, la fonction G est G-différentiable et

(VG(u) / Vu(z) P2 (Vu(z), Vh(z))dz  Yu, h € WEP(Q).

(II) : La fonction VG : Wy ?(Q) — W, ?(Q)* est uniformément monotone.

Le but est de pouvoir appliquer le lemme 4.5.4 & lopérateur VG : Wy*(Q) — W, P(Q)*.
Nous savons que

(VG (u) / Z Vu(z) P 20u(x)dh(x)de  Yu,h € WEP(Q).
On peut réécrire cela de la fagon suivante :
(VG(u), h) = /Q S ai(x, Vu(2))0ih(z)dz
i=1

avec a; : 2 x R — R défini par a;(x, 2) = |2|P~22; pour tout i € {1,...,n}. Il est clair que, pour
tout i € {1,...,n} et tout x € Q, a;(x,-) est de classe C! sur R"\{0}. Si z # 0, on vérifie que

an-i—iai('r’ Z) = |Z|p72 + (p - 2)|Z|p7422-2
an-i—jai(xa Z) = (p - 2>|Z|p74zizj si ] 7& .

Nous obtenons alors

Zzanﬂaz ,2)&6& =2 Y. (p—2)2P~ 4ZZZ]&€]+Z (|22 + (p — 2)|2P*27)€}
=1

i=175=1 1<i<j<n
n n
—202 —242
> ZMP & = Z 2P
i=1 i=1
Il découle du lemme 4.5.4 que VG est uniformément monotone.

(IV) : La fonction G : WyP(€) — R est strictement convexe.
Par le point (III), il existe C' > 0 et a > 1 tels que

(VG(u) = VG),u —v) > Cllu—v|[$, >0 Yu,v € WyP(Q), u#o.

Donc la fonction est strictement convexe par la proposition 3.4.7.

(V) : La fonction G : Wy(Q) — R est continue.

Fixons ug € VVO1 P(Q2) et trouvons un voisinage de ug sur lequel G est borné supérieurement
pour appliquer la proposition 3.3.1. Soit R > 0 et considérons B(ug, R). Si u € B(ug, R), alors
|lu — upl|wre < R, c’est-a-dire

||U — UOHLP + Z ||81u — ainHLp < R.

=1

On rappelle que ||z — y|| > |[||z|| — |ly||| si || - || est une norme. Donc,

lull e + > 10sull e < R+ [luolle + 3 100l o

i=1 i=1

=S
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et par le point (i) du lemme 4.5.3, il existe C' > 0 (qui ne dépend que de p) tel que

Glu) = ; /Q Vu(z)[Pdr = ; /Q (i(@iu(x))Q)p/de < i /Q §|8iu(x)|pdx.

Autrement dit,

C & nC’Sp
G(u) < — > [|0wullLs
p Z:
pour tout u € B(ug, R).
On conclut cette preuve en appliquant le lemme 4.5.2. O

Nous avons montré que ’équation différentielle admet une unique solution dans VVO1 P(Q)
lorsque f € L%(2). Une autre question qu’on est en droit de nous poser est de savoir si 'on
peut lui associer un probleme dual. Remarquons immédiatement que I peut s’écrire

I(u) = H(T(u)) = (f,w)
ou H: (LP(Q)" = R et T : WyP(Q) — (LP(Q))" sont définis par

H(v) = /Q ;|v(:p)|pdm et T(u) = Vu

pour tout v € (LP(Q))" et u € Wy (Q) et (-,-) est le crochet de dualité entre LP(€) et LI(Q). De
facon naturelle, on voudrait pouvoir appliquer la dualité de Fenchel-Rockafellar pour déduire
un probléme dual. Il faut vérifier les hypotheses du théoréme avant de poursuivre.

Tout d’abord, il est déja connu que I est G-différentiable et strictement convexe (cf. la preuve
de la propriété précédente). De plus, I admet un unique minimum ug sur W, ?(€) et ce minimum
vérifie V((f, ) + H o T)(up) = 0. On vérifie que 'application linéaire T": Wy (Q) — (LP(Q2))"
est continue. En effet, on a

1T @)l ze@y» = 3 N10ulle < llullze + > 10ull e = [luflwrs

pour tout u € W, ?(Q). La fonction (f,-) est aussi continue puisqu’elle est linéaire et

(ol = | [ f@u(e)ds

< |1l zallwllze

pour tout u € WyP(Q) en vertu de I'inégalité de Holder. Enfin, la fonction H est continue.
Pour le voir, on vérifie d’abord que cette fonction est convexe. Cela découle directement de la
convexité de la fonction %| -|P sur R™ (il suffit de calculer la dérivée seconde de cette fonction et
vérifier qu’elle est bien définie positive). Si on fixe v’ € (LP(2))™, on voit que |ul? < n? > | |u,;|?
et donc, on a

n

npP
H(u) =/ ~Ju(z)[Pdr < *ZIIUZH — > (s = wille + [ln]|2e)” <

np
pzl p

Z R+ ||u;|| v )P
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si ||u; — uf||L» < R pour tout i € {1,...,n}. Donc H est convexe, défini sur (LP(2))" et borné
supérieurement au voisinage de chaque point de (LP(£2))", ce qui montre la continuité de H
par la proposition 3.3.1. Le théoréme de Fenchel-Rockafellar montre VH (T (up)) est 'unique
solution du probleme dual qui est de maximiser

—((=f, N(T7(€)) — H* (=€) lorsque £ € (LU(Q))".

Nous pouvons déterminer plus explicitement ce probleme dual. Tout d’abord, nous savons que
(—f,-) est une forme linéaire continue et sa transformée de Legendre vaut donc ({(—f,-))* = d_;.
Calculons Popérateur adjoint T* : (L2(Q))™ — Wy *(Q)*. Par définition, celui-ci doit vérifier

(T (€100, 9) = (0006, 99) = 3o(6000) = 3 [ E@0e(a)e = =3 (o

ol ug, est la distribution associée a la fonction ;. Autrement dit, 7" = —div au sens distri-
bution. Pour le calcul de H*, nous aurons besoin de la propriété suivante. Par définition de la
transformée de Legendre, on a

n
= swp ()= = s [ (3 pule) - Sluta)P )
we(LP () ue(Lr(@)n /2 \ o] p
pour tout pu € (L(2))" ou ¢ est le nombre conjugué de p. Fixons p € (L9(2))" et calculons
le maximum global de la fonction p — H sur (LP(€2))". Vu que H est convexe, la fonction —H
est concave. Les propriétés sur les minima d’une fonction convexe s’adaptent aisément en des
résultats similaires concernant les maxima d’une fonction concave. En effet, il est connu que si
f est convexe, alors ug est un minimum global de f si et seulement si u est un maximum global
de —f. Il en découle que tout maximum local d’une fonction concave est un maximum global.
De plus, ug est un maximum global d’une fonction concave G-différentiable f si et seulement si
V f(ug) = 0. Ainsi, on est réduit & trouver un point critique de u — H. Il est évident que cette
fonction est G-différentiable. De fait, u est vu comme une application linéaire qui est continue
par 'inégalité de Holder. La G-différentiabilité de H découle du théoreme de dérivation des
intégrales paramétriques (il suffit d’adapter la partie (II) de la preuve de la proposition 4.5.2).

Ainsi, on voit que

(VH(u), h) = C‘ZH(U Fth) s

n

(3ot + ihu(a)?)

_ /Q ;|u(x)|p’2ui(x)hi(:c)da:

pour tout u € (LP(2))™ et h € (LP(£2))"™. Supposons que u est un point critique de g — H. On
a donc V(u — H)(u) = Vu(u) — VH(u) = (u,-) — VH(u) = 0. Ceci se traduit par

,320(0) = o)l 2ot =0

pour tout h € (LP(€2))". En particulier, si on définit h; = ¢ avec ¢ € D(Q2) et h; = 0 si i # j,
alors on voit que

[ 5@) = @)l ~2u;(@))p(a)da = 0 Vi € D(S).
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De la proposition 4.5.1, on déduit que p; = \u|p_2uj presque partout sur 2 pour tout j €
{1,....n}. Donc, X0 pi2 = [u[*P~2) ¥ w2, cest-a-dire [u[*P~V) = |u|? presque partout. Fina-
lement, on déduit que
1 _ 2-p .
lul = |p[=T et u; = |ul® Pu; = pilp|=t Vje{l,..,n}
presque partout sur 2. Ainsi, un point critique de u — H est donné par u € (LP(€2))™ défini par
2
uj = p,j|,u|rfl' et on obtient
H*(p) = (p,u) — H(u)
" 1
- [ (S m@use) - fu@) ) de
o \iD D

= [ (@) B = 2t 7 ) o

= [ (1= )i
= [ )

pour tout p € (L9(2))". Le probléeme dual consiste donc a trouver le maximum de
~6(~div(e)) - [ ;|v(x)|qu, v e (LYQ))™
On vérifie facilement que le probleme dual est équivalent au probléme suivant
Maximiser — /Q (11|v(:13)|qu lorsque v € (LY(2))" et div(v) = f.
Bien sfir, ce probleme est équivalent a

1
Minimiser /Qq\v(xﬂqu lorsque v € (LY(Q))" et div(v) = f.

Ce probleme d’optimisation peut étre reformulé de la facon suivante. Il s’agit de trouver une
solution de I'équation div(v) = f dans (L?(£2))" et de norme dans LI(Q, R"™) minimum[] 11
s’agit d'une équation aux dérivées partielles sous contrainte. Par dualité, il existe une unique
solution au probléeme que 'on sait exprimer a partir de la solution de 1’équation de p-Laplace.
Cette solution est donnée par VH (T (ug)) ol ug est I'unique solution faible de I’équation de
p-Laplace. Plus précisément, on a

(VH(T(up)), hy = /Qil |V (2) P~ 20;uo(2)hi(x)dz  Vh € (LP(Q))™.

Puisque VH (T (up)) € (LP(£2)*)", on peut I'identifier & une fonction de (L?(2))"™ puisque

(VH(T (ug)), h) = > {|Vuo|""*uo, hi) = (|Vue[P~*Vug, h).

i=1
Il en découle que I'unique solution du probleme dual est |Vug[P~2Vug. Notre propos est résumé
par le résultat suivant.

7. Lorsqu’une fonction est a valeur dans un espace de Banach E, on introduit une généralisation des espaces
L? que l'on appelle couramment espace de Bochner, que l'on note naturellement LP(X, F). Ceci permet de
définir la notion d’intégrabilité pour des fonctions & valeurs vectorielles [12].
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Proposition 4.5.3. Supposons que p > 2 et q est le nombre conjugué de p. Supposons en outre
que f € L1(Q). Alors il existe une et une seule fonction vy € (L1(2))™ vérifiant div(vy) = f et
minimisant

" / lo(2)|9da € [0, +00].
Cette solution est donnée par
= |VU0|p_2VUU

ot ug est l'unique solution de [’équation
Apu = f, u € WyP(Q), ulge = 0.

Comme nous pouvons le remarquer, la dualité peut se révéler étre un outil tres puissant
puisqu’elle permet d’assurer I’existence de solutions de problemes qu’on aurait du mal a aborder
de facon directe comme c’est le cas du probleme de la proposition précédente.



Annexe A

Espaces de Sobolev et théoreme de
traces

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels d’une importance non-négligeable dans
la théorie des équations aux dérivées partielles. Cette annexe a pour but d’introduire ces espaces
de fagon claire et concise pour comprendre la formulation faible des équations différentielles.
Dans un premier temps, nous introduisons les espaces de Sobolev et montrons qu’ils peuvent
étre munis d’une structure d’espace de Banach. Ensuite, nous établissons le théoreme des traces
afin de pouvoir donner du sens a 'opérateur de restriction appliqué a des éléments d’un espace
de Sobolev. Nous nous limitons strictement a ce dont nous avons besoin. Le lecteur désireux
d’en apprendre d’avantage de cette théorie pourra consulter entre autres [12] et [6]. On fixe un
ouvert {2 de R". Nous utilisons la notation par les multi-indices pour les opérateurs de dériva-
tion. On notera 9% = 97" --- 9", |la| = a1 + -+ oy et C§ = CP .- CP i o, f € N". Par
convention, on note 9°u = u.

Lorsque I'on aborde une équation aux dérivées partielles, il peut étre laborieux de chercher
directement une solution. C’est pourquoi on élargit le cadre a des fonctions qui n’admettent
pas des dérivées au sens usuel du terme.

Définition A.0.2. Si Q est un ouvert de R", alors une fonction f € L}, () est faiblement
dérivable selon la composante i §'il existe f; € L}, () tel que

/Qf(:r;)&@(x)dx = —/Qfl-(:c)w(x)dx Vo € D).

Cette fonction f; sera usuellement notée 0; f, comme la dérivée habituelle.

En d’autre terme, cela signifie que la dérivée de f au sens distribution est une distribution sur
Q) associée a une fonction de L},.(Q). Il est aisé de vérifier que la régle de Leibniz et la linéarité
de 9; sont vraies au sens faible. L’introduction de la dérivée faible motive la construction des

espaces de Sobolev.

Définition A.0.3. Soient p € [1,4o00] et m € N. L’espace de Sobolev d’indice (m, p) est 'espace
vectoriel

WmP(Q) = {u e LP(Q) : 0% € LP(Q) Va e N" |a] <m}
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ou 'opérateur de dérivation 0% est a prendre au sens des distributions. On définit les applications
|- {lwme = WTP(Q) — [0, +o00[ par

lullwme = D> [|0%ullrr  Yu € W™P(Q).

0<]al<m
Proposition A.0.4. L’application || - ||wm» : W™P(Q) — [0, +00[ est une norme.
Démonstration. C’est trivial car || - ||r» est lui-méme une norme sur LP(S2). O
En fait, on peut voir que ces espaces munis de leur norme respective sont de Banach.

Proposition A.0.5. L’espace W™P(Q) muni de la norme || - ||wm» est un espace de Banach.
Si, de plus, p > 1, alors W™P(Q) est un espace réflexif.

Démonstration. Soit (uy)ken une suite de Cauchy dans W™P(Q). Pour tout ¢ > 0, il existe
M € N tel que
> 0%y — 0%ug|le <€
0<lal<m

si p,qg > M. On en déduit que, pour tout o € N" tel que |a| < m, la suite (0%uy)ren est de
Cauchy dans LP(Q2). Comme LP(2) est complet, alors, pour tout o € N" tel que |a] < m, la
suite (0%uy)gen converge dans LP(£2) vers un élément u(® € LP(). On montre que u(® est la
fonction associée a la distribution dérivée 9“u(®) pour tout multi-indice o tel que |a| < m. Cela
revient a montrer que

/u(a)( Jo(z)dx = ( |a‘/ (x)dx Yy € D(Q).
Q
Tout d’abord, on voit que
/8o‘uk(3:)gp( Ydx = ( |O“/uk )0%(x)dx Vk € N.
Q

Donc,

’ / 0w () ()| +

<[ — Uk||LpH<P||Lq+\|Uk—u(0)||Lp||3a90\|Lq

ou q est le nombre conjugué de p. La seconde inégalité résulte de l'inégalité de Holder. Ce
dernier majorant tend vers 0 lorsque k — 400 car (0%uy)men converge vers u(®) dans LP (Q)
pour tout @ € N" tel que |a| < m. Ceci montre que W"”?(§2) est un espace de Banach.

Supposons que p > 1 et montrons que Iespace est réflexif. Soit (uy)reny une suite bornée
de W™P(Q) et montrons qu’elle admet une sous-suite faiblement convergente. Nous savons
que ((0%ug)o<|a|<m)ren est une suite bornée de []o<|a|</n LP(€2) vu la définition de la norme de
Wm™P(Q). L’espace LP(2) étant reﬂex1f[|7 il existe une sous-suite (9%u, x))ren de (0%, (k) )ren

1. De fait, pour tout p €]1, +ool, 'espace LP(Q) est isométrique et isomorphe & L7(f2) ot ¢ vérifie 1 5+ 5 =1
[30].
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(ot (O%uy(x))ken est une sous-suite de (0%ug)ren qui est telle que (aﬁulﬁ(k))keN converge fai-
blement vers u'®) qui converge faiblement vers u(® dans LP(Q2). En procédant de cette fa-
con composante par composante, on construit une sous-suite ((9%uyw))o<|aj<m)ren telle que
(0w )ken converge faiblement vers un élément u® de LP(Q). 11 s’ensuit que (u(a))0§|a|§m est
une limite faible dans [To<|qj<m LP(2) de la sous-suite ((0%uik))o<|aj<m)ren- En effet, on a pour
tout (va)o<a<m € [o<a<m LP ()" = Tlo<a<m L4(£2) inégalité

{(va)o<ia<ms (%) = u'™Vogjap<m) < D0 [(vay 0wy — u®)]

0<|a|<mn

et le majorant converge vers 0 en vertu de la proposition 2.1.3. On conclut a ’aide du théoreme
2.2.3. O

Lorsqu’on aborde des équations aux dérivées partielles, on a affaire a des conditions de
bords qui permettent d’assurer I'unicité de la solution, si elle existe. Ces conditions de bords
prennent la forme d’une égalité de fonctions sur la frontiere d’un ensemble ouvert par exemple.
En général, cette condition sur u : Q — R sécrit ulge = g o1 g : Q* — R est une fonction
donnée. Si u est une fonction, il n’y a pas de probléme qui se pose. Mais si u € LP(R"), nous ne
pouvons pas donner de sens a cette égalité car u représente une classe d’équivalence de fonctions
égales presque partout. Comme la frontiere peut étre de mesure nulle (comme la frontiére d'un
cube par exemple), on peut avoir deux fonctions égales presque partout et qui ne sont pas
égales sur la frontiere. Nous ne pouvons pas donner du sens a u|ge en considérant la restriction
d’un représentant sur la frontiere puisqu’elle dépend du représentant choisi. Nous allons plutét
étendre 'opérateur de restriction du point de vue de 'analyse fonctionnelle. C’est ’objet du
théoreme de trace.

Définition A.0.4. L’espace C’k(@ est I'ensemble des fonctions f € C*(Q) telles que 9*f
admet une extension continue sur €2 pour tout a € N tel que |a] < k.

Définition A.0.5. Si U est un ouvert de R", on dit que la frontiere est CP-réguliére si, pour
tout € U*, il existe R > 0, ip € {1,...,n} et une fonction f : R" ' — R de classe C? telles
que

UNB(xz,R) =12z € B(x,R) : ziy > f(21, s Zigy-r Zn) }

et z € U*N B(x, R) si et seulement si z;, = f(z1, ..., Ziy, -, 2n). La notation z;, signifie que 'on
omet la variable z;,.

Remarque A.0.2. Il est méme possible de définir d’autres classes de régularité de frontiere
(par exemple, une frontiere Lipschitz-réguliere).

Rappelons également un procédé classique de régularisation a l’aide du produit de convolu-
tion [39).

Définition A.0.6. Une unité approchée de convolution de LP()) est un ensemble de fonctions
@. (€ > 0) de D(R") qui sont positives, de support inclus dans B(0, €), telles que [gn @ (z)dz =1
et radiales, i.e p(x) = ¢(y) si |z| = |y|. Pour de telles fonctions, on a ¢. x f € C*(R") et
w-* f — fdans LP(Q) sie — 07 et f € LP(Q).

Proposition A.0.6. Si (¢:)->0 est une unité approchée de convolution de LP(Q2), alors pour
tout f € LP(R™), on a f % g, € C(R"), 0°(f % 02) = f % 0n, [f #:] C [flpp + B(0,2) et
fxpe = f dans LP(R™) pour tout f € LP(R").
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Nous aurons besoin de partition de I'unité. Nous rappelons la définition et la propriété
d’existence que l'on peut retrouver dans différents ouvrages classiques d’analyse. Nous nous
référons a la définition de [39] et nous limitons au cas dénombrable.

Définition A.0.7. Soient Q2 un ouvert de R" et {€2; : ¢ € N} un recouvrement dénombrable
de Q. Une partition de ['unité subordonnée a {€; : i € N} est un ensemble (f;);en de fonctions
de C°(R") telles que [f;] C Q; pour tout i € N et 31 f; existe et vaut 1 en tout point. La
partition de 'unité est localement finie si, pour tout x € R", il existe un voisinage V' de x sur
lequel on n’a qu’un nombre fini de fonctions f; qui ne sont pas identiquement nulles sur V.

Proposition A.0.7. Si Q est un ouvert de R" et {§2; : i € N} un recouvrement dénombrable
de Q, alors il existe une partition de l'unité subordonnée a {); : i € N} localement finie sur €Q.

Proposition A.0.8 ([|12]). Supposons que 2 est un ouvert borné de R™ dont la frontiére est
Ct-régulicre. Siu € W™P(Q), alors il existe une suite (um)men de C*(R™) et & support com-
pact telle que (Up|o)men converge vers u dans W™P(Q). En particulier, C1(Q) est dense dans

Whe(Q).

Démonstration. (i) Soit = € Q°. Par définition, la frontiere de I'ouvert est localement le graphe
d’une fonction de classe C'. 1l existe R > 0, i, € {1,....,n} et f: R"' — R une fonction de
classe C* telle que

QNB(z,R)={z€ B(x,R) : zi, > f(21,.sZiy ey 2n) }-

Soient z € QN B(z, R/2) et d = min(R/2,d(z,R"\Q)). Bien sir, d > 0 vu que la distance
entre un compact et un fermé disjoint du compact n’est pas nulle et R > 0. On a aussi
B(z,d) € QN B(x, R). De fait, si v € B(z,d), alors |v —z| < |v—z| + |z —z| <d+ R/2 < R.
Siv ¢ Q,alors |[v— z| > d(z,R"\Q) > d, ce qui est absurde. Donc, v € QN B(x, R). Fixons
e €]0,d[. On définit 2z, = z 4+ Aee;, ou A > 0. Trouvons A > 0 pour que B(z).,e) C B(z,d).
Supposons qu’un tel \ existe. Si v € B(z),, ¢), alors

v —z] <|v—2xe| +|oae — 2] <e+Ae=(14+Ne <d

si A < (d/e) — 1. Soit A = (d/e) — 1 et on pose z. = z).. Si € > d, on pose z. = z. Par
construction, pour tout € €]0,d[, on a B(z.,e) C QN B(x, R). On définit u.(z) = u(z.) pour
tout z € QN B(x, R/2) et ¢ > 0. En dehors de Q N B(x, R/2), on étend cette fonction par 0.
Soit (¢e)e>o une unité approchée de convolution dans LP(R"™) et posons v. = u. x . pour tout
e > 0. On a donc v. € C*(R"). Montrons que v. — u dans W™?(Q2 N B(x, R/2)). Soit o un
multi-indice tel que |a| < m. On a

10%0. — 8%ul|zr < (|00, — 8%ue|zr + [|0%ue — O%ul| 0. (%)

Remarquons immédiatement que ||0%u. — 0%ul|z» — 0 si € — 07 car 'opérateur de translation
7f:h e€R"— f(-+h) € LP(R") est continu lorsque f € LP(R™)P| et la norme de LP(Q2 N

2. 1l suffit de considérer une approximation f. de f a l’aide d’une fonction de classe C*° en utilisant une
unité approchée de convolution. On a alors

I f = Thofller < Imnf = Tnfellee + 170 fe — Tho fellLe + (1 Tho fo — Tho fll Lo

Si on fixe n > 0, on consideére € suffisamment proche de 0 puis h suffisamment proche de hg pour que chaque
terme soit majoré par 1/3.
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B(z, R/2)) est majorée par celle de LP(R"). Montrons ensuite que 0%v. = . * 0%u.. On a

o) = [ ue(2)dupuly - 2)dz

= us(2)0pe(y — 2)dz

QNB(z,R/2)

= u(z + Aee; )0, — 2)dz
B ( )0ipe(y — 2)

= / w(2)Oipe(y — 2’ + Aee;, )d2'
QNB(z,R/2)+Aee;,,

- u()0(pey — - + Aeer,)) ()2’

QNB(z,R/2)+Xee;,

/ Ou(2 )y — 2" + Aeey, )dz' = . * Oiuc(y)
QNB(x,R/2)+)\ee;,

Puisque (p¢)e>0 est une unité approchée de convolution, on en tire que . x 9*u — 0*u dans
LP(R™), donc dans LP(2N B(x, R/2)). On remarque que

|00 = 00l = [ 10%0.(2) = 6°u.(2) Pz
Rn

0%u(z + Aee;, ) — (2 — y)0%u(y + Aee;,) dy‘ dz
(QNB(z,R/2))+B(0,e) R"

u(z + Xeei,) — | we(z —y' + Aeey, )0%u(y')dy' ‘iz

RTZ
aauz’—/ (2" = yNO%u(y)dy'
(QNB(z,R/2))+B(0,6)+Xee;, ( ) R® ¥ ( Yy ) (y ) Y

= |0 — e * 0%ul|}, — 0

(QNB(z,R/2))+B(0,e)

p !
= dz

dans LP(R") si ¢ — 0%, donc dans LP(Q2 N B(x, R/2)). Au total, le majorant de (*) converge
vers 0 lorsque e — 07. Ceci montre que v. — u dans W™P(Q N B(z, R/2)) sie — 0.

(ii) Pour démontrer la proposition, montrons que, pour tout n > 0, il existe v € C*°(R") tel
que [|u — v||wmnr) < 1. Soit n > 0. Par compacité, Q° peut étre recouvert par un nombre fini
de boules sur lesquelles la frontiere de €2 peut étre décrite par le graphe d’une fonction de classe
C'. 1l existe Ry,...,Ry > 0 et 1, ...,zx € Q° tels que Q° C UZ-]LV} ou V; = B(x;, R;). Posons

= O\ UY, B(x;, Ri/2) = NY,OQ\B(z;, R;/2). Clairement, V est un ouvert de R". Puisque
ViNQ # () pour tout i € {1,..., N},ona Vy C Q. Par le point (i), pour tout i € {1,..., N}, il existe
v; € C(R") tel que ||u—vs||lwme;) < 1'/(IN+1) et dont le support est compact. On construit
une fonction vy € C*°(R") de support inclus dans € tel que ||u — vo||lwmrry < 7//(N + 1)
a l'aide d’une unité approchée de convolution. On sait faire en sorte que le support de vy
soit inclus dans €2 car V| est strictement inclus dans QEI On remarque que {Vp, ..., Viy} est
un recouvrement ouvert de {2 localement fini. Il existe une partition de 'unité {ty,...,¥n} de
classe C* subordonnée & ce recouvrement. Posons v = 3%  4v;. Soit un multi-indice « tel que

3. En effet, si (pc)es>o est une unité approchée de convolution, alors wuyy, * p. a son support inclus dans
Vo + B(0,¢) et ce dernier est inclus dans € lorsque ¢ est suffisamment proche de 0.
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F1GURE A.1 — Construction du point z..
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la] < m. Bien entendu, u = ¥ ;¢u. On a
10%u = 0%0|[ a0y

(Yiu) — 0%(iv;)

Lp(Q)

Z ||aa(1/fz ) a(wivi)HLP(Q)

=0

N
=>_110%(¥iu) = 0*(svi) v vy car [0%(¢iu)] C V; et [0%(shivi)] C V;

=0

N
= > CB0 Py (0Pu — 0°u;) par la formule de Leibniz

i=0 "' 0<|B|<|o] Lr(V;)

N
<D0 > GO Yi(0%u — %)l Levay

i=0 0<|8]<lof

N
< CNO™ P4l e (v 1070 — 07wl o

=0 0<|B[<l|e|

N

< sup ||aﬁ¢i||L°°(Vi) Z Z Oé[f“aﬁ(u - Uz‘)HLP(%)

0<[BI< o i=0 0<|8|<|o|

0<i<N

=C’
N
<C'y sup Pu— vy D Cl
i=0 0<[BI<]e| 0<[BI< e
C//

N
SC/C’HZ ||U _ Uz’HWm,p(Vi) S C/C//n/.

=0

On peut conclure car 7' est arbitraire. ]

Si €2 est un ouvert, sa frontiere peut étre négligeable. Mais on peut définir une notion
d’intégrale sur un tel ensemble. On rappelle d’abord la généralisation en dimension n > 3 du
produit vectoriel.

Lemme A.0.6. Soient E un espace vectoriel de dimension n muni d’un produit scalaire (-, -)
et vy, ...,v,_1 € E. Il existe un unique v € E tel que

det(vy -+ v,_1 u) = (v,u)
pour tout u € E.
Démonstration. Fixons ey, ..., e, une base orthonormée de E. Déterminons un vecteur v tel que

det(vy -+ v, 1 u) = (v,u) Yu€E.
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Si u = e;, on a donc

V1,1 - Up-1,1
(e det(m ccUn—1 Gi) = (_1)z+n det Ui,i s Unil,i . (*)
Uim *** Un—1n

Par conséquent, le vecteur v dont les composantes v; dans la base choisie valent (*) convient
grace a la multilinéarité du déterminant. Concernant 1'unicité, le raisonnement ci-dessus nous
force a avoir les composantes v; définies par (*). O

Définition A.0.8. Le produit vectoriel de n — 1 vecteurs vy, ...,v,_1 d'un espace vectoriel
E de dimension n muni d’un produit scalaire (-,-) est défini comme étant 1'unique vecteur
v A+ Av,_q de E vérifiant

(U A ANvg_q,u) = det(vy -+ v, g u) Yu € E.

Dans une base orthonormée e, ..., e,, le produit vectoriel est défini en composantes par

V11 Un-1,1

o i+n ~ ~
('01 VANRERWAN vn—l)i = (—1) det V1 - Un—14
Vin *° Un—1n

Définition A.0.9. Soit 2 un ouvert de R" et f : 2 — R une fonction. Soit V' une hypersurface
de R" incluse dans Q et ¢ : U — V un paramétrage de V, i.e une bijection de classe C* dont la
différentielle dip(y) est injective pour tout y € U et telle que U est une partie ouverte de R" ™,
Alors l'intégrale de f : QQ — R sur V, si elle existe, est définie par

[ 1 do = [ fle@)lorpla) A A O rpla)da.

Bien entendu, on vérifie qu'une frontiére C*-réguliere d'un ouvert de R" est une hypersurface
de R"™ qui admet en tout point un voisinage qui peut étre paramétré. Si ) est un ouvert de
R™ de frontiere C'-réguliere et si x € Q°, alors il existe R > 0 et f : R*' — R une fonction
de classe C! telle que z € Q°* N B(x, R) si et seulement si z, = f(21, ..., 2,_1). Pour éviter des
lourdeurs inutiles dans les notations, on suppose que c’est la composante n qui est une partie du
graphe de f. Dans ces conditions, on construit aisément un paramétrage de U := Q°* N B(z, R)
en posant

Sp(y) = (yla ey Yn—1, f(yb s yn—l)) v(yla --'7yn—l) € Rnil .

On vérifie facilement que ¢ : R"™! — R™ est une bijection de classe C" entre un ouvert de R"*
et une partie U de la frontiere. On a

0oy, oy Yn—1) = (0,..,1,...,0,0: f (Y1, -y Yn—1))
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ou 1 se retrouve en composante i. Un calcul direct montre alors que [01p A -+~ AD,_1| = [V f].
Il en découle que

Jodo=[ . o F@)IV )y

si g: Q — R est intégrable sur U. On dit que g est intégrable sur U si [;; |g| do < +o00. Si g est
intégrable sur chaque partie de 2* paramétrable, on dit que g est intégrable sur €2°. L’ensemble
des fonctions intégrables sur Q°® sera noté L£P(€2°*). Si Q°® est une union finie d’hypersurfaces
paramétrées Uy, ..., Uy d’intérieurs (pour la topologie induite sur Q°) deux a deux disjointsF_f],
on pose

/Q.fda:g;/mfdo.

De fagon naturelle, on définit une relation d’équivalence sur I’ensemble des fonctions in-
tégrables sur €2°. On peut supposer que 2°* est une union finie d’hypersurfaces paramétrées
Ui,...,Uy. On pose

et on définit la relation d’équivalence ~ sur LP(Q*) par f ~ g < ||f — g|]las = 0. On définit
LP(2*) comme étant 'ensemble des classes d’équivalence de fonctions f : Q° — R telles que

o i f € L) [ 11 do

N
S [ 11 do < oo
i=1 Ui

Muni de || - ||qe, cet espace forme un espace de Banach. De fait, une intégrale sur U; se ramene
a une intégrale sur un ouvert V; de R" ! et il suffit d’utiliser le fait que LP(V;) est de Banach
pour tout ¢ € {1,...,n} et tout p > 1. Les formules suivantes se vérifient aisément :

/Q.()\f-hug)doz)\/ﬂ.fdcrnLu/Q.gdaet /Q.de"S/Q.|f|do'

pour tout f,g € L'(2°) et tout A\, u € R.

Durant le reste de cette section, on conservera la notation U, ...,Uy pour désigner des
hypersurfaces paramétrées dont 1'union est 2°® et f; : Vi — R les fonctions qui induisent les
paramétrages o; construits plus haut avec V; 'ouvert de R™™ pour lequel

Ui =A{(z, fi(z)) : z € Vi }.

Il existe des ouverts €2; de R" tels que U; = ;N Q% et ;N QY ={z€Q;: 2, > f(z1,...,20-1)}
par définition d’une frontiere C'-réguliere. De tels ouverts seront notés de cette facon par la
suite. On supposera toujours que c’est la derniere composante qui décrit le graphe de f; pour
alléger les notations.

Rappelons un résultat d’analyse fonctionnelle qui est a la base de la preuve du théoréme
qui suit.

4. En effet, il suffit de considérer U = Uy, U = Ua\Un, ..., Uy = Un\ Uil\fll U;.
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Proposition A.0.9 (Théoreme d’extension par densité, [40]). Soient E et F' deux espaces vec-
toriels topologiques localement convexes et D un sous-espace vectoriel dense dans E. Supposons
que F' soit complet et séparé. Soit T : D — F une application linéaire continue. Alors T admet
une unique extension a E qui soit linéaire et continue.

Théoréme A.0.2 (Théoreme de traces, [6]). Supposons que 2 est un ouvert borné dont la
frontic¢re est Ct-réguliére. L opérateur de trace

T:ue CHR)G[— ulos € LP(Q°)
admet une unique extension linéaire et continue

T Wh(Q) — LP(Q°).

Démonstration. Le but est de montrer que nous sommes dans les conditions pour appliquer
le théoreme d’extension par densité. Pour commencer, on sait que 'espace LP(2*) est complet
et séparé car c’est un espace de Banach. La proposition A.0.8 nous montre que C!(R")|g5 est
dense dans W'P(Q). Il reste & montrer que T est continu. Soit u € C}(R")|g. On a

[exEn] /i Z/ lulPdo
= Z/ lu(z, fi(2)) [PV fi(z)|dx
< C’Z/ lu(z, fi(z))|Pdx

olt ' = supjeqy, Ny SUPsey, |V fi()|. Fixons i € {1,..., N}. Posons h(t) = [t[’'t pour tout
t € R. On remarque que h est dérivable sur R (rappelons que p > 1) et %(t) = p|t|P~! pour

tout ¢ # 0, comme on le calcule aisément. En 0, on a

L () = h(0)

i P $ o
= lim 751-gn(7“)|r| = lim |r[P~! = L osip=1
r—0 r r—0 Slgn(r)‘r’ r—0

0 sinon.

Au final, ‘gZ( ) = p|t|P~t. On peut supposer que ©; = U/> K, ou K,, est un compact dans R"

inclus dans €2; pour tout m € NE]. Soit ¥, une fonction de D(R") telle que 0 < ¢ < 1,9 =1

5. CH(R")|g est I'espace des restrictions &  des fonctions continfiment dérivables sur R™ dont le support est
compact.
6. Par exemple,

1
K, ={z€R":|z| <m, d(z,R"\Q;) > —}.
m
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sur K,,, dont le support est inclus dans €; et ¢ = 0 sur R"\Q,. Si x € ¢; *(K,, N Q*), alors
h(u(e, fi(2))) = h(n (e, fia)ula, £i(2)))
= [ et + Rt f))
= [T Wt Rt )00, i)+ i)
= — [ bl L), )P O£+ i)+ fie)e

- fimpwm(m (e, )P0 (b, (e, 1))t

Par conséquent, on a pour tout m € N,
i(z))Pd
[+ 1 il
[N I CCR AENTE
®;
+0o0
< / / Pl (e, Ol )0 (e, )t d
e; H(KmnQ®)

i(2)
+o00

<C( [ i o Wontz e pPa det [ [ ot ) de )

gc(/ﬂm@mu+lﬂmuzww>

<C'C"ullfyrn

A

ou la derniere égalité résulte de ’équivalence de la norme p est la norme 1 de R". La seconde
inégalité est une conséquence de I'inégalité de Young. En effet, on a

a? b

ab < — + —

p q
oll p, q sont conjugués et a,b > 0. Cela vient du fait que la transformée de Legendre de p~| - |P
est ¢7'| - |9. De plus, les constantes C’ et C” sont indépendantes de m (plus exactement, C’
vaut au moins max(p, 1/p,1/q)). Au final, il existe D > 0 tel que

/ﬂuxﬁ \mx_/004 lu(z, fi(x))[Pdx

(KmN2®)

ml

= su u(z, fi(x))|Pde < D||ul|? ..,
s [ e )P < Dl

Au total, il existe D’ > 0 tel que
1T ()l[zr(@e) < D'fluflwrs
pour tout u € C}(R")|g. Cette constante est indépendante du u choisi. O

Cela nous conduit a définir Vopérateur de restriction sur W1?(Q) de la fagon abstraite
suivante.
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Définition A.0.10. Siu € W'?(Q), on définit u|qge = T (u) ott T” est I'extension de 'opérateur
de trace de la proposition précédente.

Pour finir, nous allons définir un sous-espace de WP(Q) qui a beaucoup d’importance dans
la formulation faible des équations différentielles.

Définition A.0.11. L’espace W, ”(Q) est I'adhérence de D(Q) dans W'?(€).

Par continuité de l'extension de la trace, on voit que u|ge = 0 pour tout u € Wol P(Q).
On voit donc que le noyau de la trace contient VVO1 P(Q2). Cet espace de Sobolev sera privilégié
pour 'étude d’équations aux dérivées partielles avec la condition de bord u|ge = 0. A titre
d’information, l'inclusion ker T D> Wy P(R2) est méme une égalité. La démonstration peut étre
retrouvée dans [12].

Proposition A.0.10. Soit Q un ouvert borné de R™ dont la frontiére est Ct-réquliére. Soit
T : WHP(Q) — LP(Q®) Uopérateur de trace étendu. Alors ker T est 'adhérence de D(Q) dans
WhP(Q).
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